¢
~ Esta y-otras ‘doctrinas hacen que el pensamiento
de Frege pueda constituir todavia hoy un sélido punto de par-
ti.da no sélo para quien se interesa por el progreso de la légica
formal, sino también para’los que se ocupan de otras regiones

~ de la filosofia. ' h

6. En esta edicién las notas seiialadas por niimeros son de
Frege, las que van entre corchetes precedidos por letras son

del traductor. Los ~corchetes sin letras ‘encierran palabras.

que fue necesario suplir para una mejor comprensién. Esto

no vale naturalmente para los corchetes en las férmulas sim-

bolicas. '

- Esta publicacién ha sido posible gracias a una beca
de la Fundacién Alexander von Humbolt y a un permiso sabi-
'tic.o‘ de la Universidad Catélica. de Valparaiso, que ine per-.
mitieron consagrar un ano al estudio de Frege en la Univer-
sidad’ de Heidelberg. Al Prof. E. Tugendhat (Heidelberg)
agradezco su continuo apoyo durante este pefiodo. Por su
valioso. estimulo en 'la ingrata tarea de traducir debo agra-
decer también al Prof. R. Torretti (Puerto Rico). La revista
Didlogos (Universidad de Puerto Rico) me ha autorizado
para reimprimir aqui mi versién de “Sobre sentido y denota-
cion”, publicada por vez primera en su N° 22. Mi colega el
Prof. R. Vergara (Valparaiso) tuvo. la gentileza de revisar

conmigo gran parte de la traduccién colaborando asi a evitar.

mas de un error.

Alfonso Gémez-Lobo

Valparaiso, marzo 1972

T . ‘ ) - . ) - ’
.\(.)la. en el momento en que me disponia a poner mi manuscrito en manos del
editor, aparecio-una buena edicién de Frege, muy semejante a ésta y con impor-
tantes coincidencias en la presentacién (G. Frege, Estudios sobre Semdntica.

Introduccién de Jesis Mosterin, traduccién de Ulises Mbulines, Ediciones -

Ariel, Barcelona, 1971). Esta publicacién. se diferencia_de la mia en que -inctu-
. TS . ~ i ’ .. s
ye el Prélogo a “Funcién y Concepto™, el Prélogo y la Introduccién a las G rund-
» e ., . <, . B N
gesetze y el articulo, ‘¢ Qué-es una funcién?”’. No incluye €n cambio ninguna

de las Investigaciones Logicas. La bibliografia. de las obras de Frege es casi .

completa. No hay referencias 2 las traducciones ni a las obras sobre Frege.
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FUNCION Y CONCEPTO
(FUNKT]ON UND BEGR]FF/'*

Hace ya bastante tiem\po1 tuve el honor de dar ante 4
esta sociedad” dos\conferenciasb sobre el sistema de sim-
bolos que he llamado ideograffa (Begriffsschrift)’. Hoy
quiero iluminar el asunto desde otro angulo, completar algu-
nos puntos y comunicar nuevas concepciones cuya necesidad
se me ha impuesto posteriormente. ‘No se trata de exponer
aqui-la totalidad de mi ideografia, sino de elucidar algunas
ideas fundamentales, ' .

Mi punto de partida es lo que en matematicas se lla-
ma .una funcién: Esta “palabra no_tuvo desde el comienzo un
significado tan amplio como el que adquirié después. Hare-
mos bien en comenzar. nuestro estudio con el uso primitivo para -
Jluego fijar la '4 atenciéon ‘sobre las extensiones posteriores.
"Por el momento hablaré tnicamente de funciones de un solo
argumento. Una expresion cientifica aparece por vez prime-

*{Primera edicion: Bibl. N° 19},
'E1 10 de enero de 1879 y el 27 de enero 1882.
" °[Sociedad de Medicina y Ciencias Naturales de Jena].
*[Bibl. N° 8 y N° 12. Cf. ademas N° 42].
*[Bibl. N° 7 y 42]. S
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1

ra con un significado bien marcado cuando se requiere de ella . ‘tre signo y designado. Esto equivale a querer ver en la violeta
2 para expresar una legalidad. Esto sucedié en el caso de la fun- - olorosa algo distinto de la viola odorata porque los: nombres
cién cuando se descubrié el andlisis superior. Alli se trataba no suenan igual. La diversidad en la designacién no basta por
por primera vez de establecer leyes validas para las funcio- st sola para fundaimgg@gmgpg W(,iyiy,cr'sidad en lo designado. En

_nes en general. Hay que retroceder por lo tanto a los tiem- 1 el caso sefalado la cosa es menos evidente solo porque la de- -

pos del descubrimiento ‘del analisis superior para saber qué : notacion “del signo numérico 7 no es_algo perceptible por los

se entendia originalmente en matematicas bajo la palabra - ' | “sentidos. La tendencia, muy difundida en el presente, a no re-
!

conocer como objeto nada que no pueda ser percibido por los
sentidos, *induce a considerar los signos numéricos como nu-
E,‘,;m'eros, como los auténticos objetos de es'tudios; en este caso
7'y 2 + 5 serfan ciertamente diferentes. Pero una concepcion
2k 4 , o E de esta especie es insostenible pu\gsWVQg@,s_g,,Mpﬁc;d@g,hablz}r,,.,,,,dc..,,,nmiﬂg— 4
- R . gln_tipo de propiedades aritméticas de los niimeros sin recu-

‘.‘funci(')n”. Al hacer esta pregunta se obtiene proba-
blemente la respuesta: "’por una funcién de x se entiende una

expresiébn matemdtica que contiene a x, una férmula que in- -
cluyelaletra x”. Segiin esto 1a expresion. '

a la denotacién de los signos numéricos. La propiedad del .
nimero | p. ¢j. de ser &l mismo el resultado-de su multiplica-
cién por si mismo, seria pura fantasia. Ninguna ‘investiga- -
_abn microscépica o . quimica, por. exhaustiva que sea, po-
i ~ dria descubrir jamds esta propiedad en la inocente figura
que llamamos el signo numérico uno. Se trata tal vez de una defi-

'seria una funcién de x, T

2.2 v+2 o

seria una funcién de 2. Esta respuesta no puede satisfacer
porque en ella no se distingue entre forma (Form) y conte-
nido (Inhalt), entre signo (Zeichen) y designado (Bezeich-

netes), un error que encontramos hoy a menudo en escritos f? - nicién, pero ninguna definicién es a tal punto creadora
matematicos, incluso de autores famosos. Con’ anterioridadzw‘ 1 que esté en condiciones de atribu‘irle a una cosa propiedades
he senalado las deficiencias de las teorias formales mas en ‘ : ] ' que ésta no posee, salvo la de expresar y designar aquello para
boga de la aritmética. Se habla alli de signos que no tienen conte-. . h- -] lo cual la definicién la- introduce como signo’. Las figuras
nido ni deberian tenerlo,. pero luego se les atribuye propie- i que llamamos signos . numéricos tienen en cambio propie-
dades que sélo pueden convenir razonablemente a un conte- 1 | dades fisicas y quimicas que dependen del instrumento em-

n.ldo del signo. Lo mismo ocurre en este €aso: una mera expre- | pleado para escribirlas. Es posible imaginarse que algun dia
s10m, la forma de un contenido no puede ser la.esencia de la cosa; 4 ey ; se introduzcan signos numéricos completamente nuevos,
]

3 sélo ‘puede serlo el contenido mlsr?o. ¢Cual es entonces el ° ~tal como los caracteres arabes desplazaron a los romanos. Na-

M ‘2 1.0 ¢ y . - § . , . : .
tontenido, la denotacion de “2 - 2 + 277 La misma que ![ die supondra -seriamente que: por ese hecho obtendremos ni-
* meros completamente nuevos, objetos completamente nue-

la de “18” o' de “3 - 6”. En la ecuacién 2 - 2° + 2 = 18 ¢
expresa’ que la denotacién de la conexién de signos que esta vos para la aritmética, con propiedades no investigadas has-

a la derecha es lyaﬂymigrrygéj(:igc”i-éf di,’cr;gtacién de Mféﬂ;uey esta a la iz-
quierda. Debo oponerme aqui a la opinién de que p-e.2 45y s 7 ' d M kenntnistheoretisch betrachtet”
3 4 4 son ieual o ' S b Cf. los articulos “ dhlen un essen erkenntnistheoretisch betrachtet
5 n 1guales,.pero no lo mismo. Lo que subyace a esta opi- | | , de H. V. Helmholtz y “Uber den Zahlbegrif?” de Leopold Kronccker en Philo.
nion es nuevamente la confusién entre forma y contenido, en- 1 - sophische Aufsitze. - Eduard - Zeller zu seinem fiinfzigjahrigen Dokiorjubi-

_Jdum gewidmet, Leipzig, 1887.

2. ' ) ) : o . : § ‘Lo que se hace al definir es asociar un sentido o una denotacion con un signo.

Df"’» G”_‘","ﬂag_"" dé’: Arithmetik; § 92 ss. y “Uber formale Theorien der - g . Donde sentido y denotacién faltan completamente ng se puede hablar en-rigor
Arlthmenk [Bibl. N° 14y 17]. ' _ o J > ni de signo ni de definicién. ‘ -
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ta a o . . . ‘ i o e s . - '
hora. En’consecuencia, si hay que distinguir entre los sig--

s v { . .
nos _yr;ur?encos y sus denotaciones, habra también que reco-
nocerle la misma denotacié ion
v 1 . [ X%e B3] (X% 3
j e Ja i 6n a las expresiones 2”7, “1 + 17,
, :
ria su diferencia. Se dira tal vez: 1
6 : 3 es un cuoci Dué
: cuociente. ; 3 03?2 El nt '
ol 5 dnte dgue. es empero 6 : 3? £l niimero que mul-
‘ ado por a 6. Decimos ] ” i
opliade pél o chmos' el ndmero”, no “un numero”’;
> el articulo ¢ 1 indic ) n Ny
| . e mldq se indica que sdlo hay un ndme-
ro. Ahora bjen, .

L+1) +0 +1) +(1 +1) =6,

en consecuencia. (1 + 1) es justathente el ndmero que fue de-
51gn.ac¥o como (6 : 3). Las diversas expresionegs corresponden
a_distintas concepciones 'y aspectos, pero siempre. a la thism:
cosa, De lo contrario la ecuacién - "4 contendria no <ol
las dos raices 2 y
bles que

a e = 4 contendria no sélo
sy ~ 2, sino también (1-+ 1) y otras inconta-
Serian <iversas entre si aunque en cierto medo seme-

+ 1 es una suma, pero.

23
3”, pues no se alcanza a ver en qué consisti- -

jantes. Al admitir <! N : :
A admitir s6lo dos raices reales, se esta ‘rechazando .

la opinié > ' i
2 Pinion de que el signo de igualdad no significa una coinci-
r\l‘\l ‘- ’ - . :
icla total sine sélo una concordancia parcial. Si nos atene-
mos a esto vemos que las expresiones

“201° 412
“2.2% 427

“2 .40 4 g

s%ks,;nl_flcan numeros, a saber 3, 18, 132. Ahora bien, si la fun-
Clon’fuese en realidad sélo la denotacion de una expresion
| de calcullo serfa: entonces precisamente un nimero y con ello
no habriamos ganado nada nuevo. para la aritmética. Es cier-
t? que al usar‘la palabra “funcién” se suele pensar en e#pre-
siones en las cuales un ndmero va indicado indefinidamente
- mediante la letra x, como p. ej. -

v

73 3
2-x" + x5

(o1 € i n ‘ .[j ( bl S ]n £ (S‘ £ T¢
’ - - . ) > . N AL

crlba 0 que sblo escribm;}f‘w‘?”

es-
, 0o _introduce ninguna diferen-

24

-,
P

w.»wmw::__,wmwu
s

S

“cia esencial. Sin embargo, es justamente la’ notacion con la x
que indica indefinidamente un nimero, la que nos conduce
‘a la concepcién correcta. Llamamos x al argumento de la fun-

cion y €n ‘ S f//b{v) iﬁ]\ _(ﬂ'}«}/"’/\/‘yjix‘m :‘"}

<2 1} 417; |
« %4% 47, | 'x,,
Ly '\5\}! —};%/5/” ' r

s

reconocemos la misma funcién, sélo que con distintos argu-
mentos, a saber 1,4y 5. Esto nos permite ver que la esencia mis-

ma de la funcién radica en lo que es ¢
nes; es decir en lo que hay.en - ‘

3
“2-x’ 41"

ademas de la “x”s Esto lo podriamos escribir también de la
siguiente manera '
I 3 / »
2.¢) +()
Lo que interesa’ es mostrar que el argumento no pertenece a la
" e S . N s

“con la funcién un todo completo

funcién, sino queé forma junt

2 "pues la funcién por si sola debe ser llamada incompleta, nece-
% sitada de complementacién o no saturada. Y en esto se diferen-
| cian radicalmente las funciones y los nimeros. Este rasgo
esencial de la funcién explica por qué reconocemes  en
“ .1 4+ 17 yen “2 -2 + 27 la misma funcién, pese-
a que estas expresiones denotan nimeros diferentes; mientras

s et i
que en "2 -1’ + 17y en “4 — 17, a pesar del mismo valor

numérico, no_encontramos la_misma funcién.” Ahora vemos
tar\ﬁbidéyr;kpor quémﬁno c.jiémfécilmeﬁte en lléw tentacion de ver jus-
tamente én la forma de la expresion lo esencial de la funcién.,
En la ‘expresién-f‘econocemos la funcién por el hecho de pen-
sarla descompuesta y la posibilidad de descomponerla de
ese mode es sugerida por su.estructura. ' o

v La dos partéé en que se descompone la expresion

% de célculo, el signo del argumento y la expresion de la funcién, -
gson heterogéneas puesto que el argumento cs un numero, un

| todo completo en si mismo, mientras que la funcién no lo es.
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Esto se puede comparar con la divisién de una linea en uﬁ pun-
to. Uno se inclina a considerar el punto divisorio como par-
te de ambos segmentos. Pero si queremos hacer una divisién
perfecta, es decir, una divisién tal que nada sea contado dos
veces y que nada quede afuera, podremos considerar al pun-

to divisorio sélo como parte de uno de los segmentos. Este seg-"

mento queda entonces perfectamente completo en si mismo
y debe ser comparado con el argumento. Al otro segmento en
cambio le falta algo. El punto divisorio, que se podria llamar
su _punto final, no le pertenece. Sélo .al completarlo median-
- te este punto final u otro segmento con dos puntos finales se
obtiene a partir de éI algo completo. Cuando-digo, p-ej.;-*‘la
fun,ciénw"2“‘*-”"X'Q“*"-@"-«}-*wxf’.’n,r»»»no‘,ge ~debe-considerar-a x_como

8 parte de la funcién. Esta letra sélo sirve para indicar el tipo 1

. . ., . i
de necesidad de complementacién, pues permite reconocer |

los lugares donde debe introducirse el signo del argumento.,| o

Al resultado—de-la_complementacién _de la funcién

Hi,qdianngé,_u,ﬂa‘zgumcnm, lo llamamos el valor de la funcién para

este argumento. P. ¢j. 3 es el valor de la funcién 2% + x para
el argumento 1 pues2 - 1> 41 =3, ‘ '
" Hay funciones, como p-e.2+4+x—-x 6 240 -x, cuyo
valor es siempre el mismo sea cual fuere su argumento;’ tene-
- mos en efecto que 2 =2 4x —x y 2=2+40-x. Si considers-
ramos el argumento como parte de la funcién pensariamos que
el nimero dos es esta funcién. Pero esto es incorrecto. Pese a
‘que‘en este caso el valor de la funcién es siempre 2. la funcién

n

. N T - S .
misma_debe distinguirse de 2. pues la_expresion de una fun- -

cién debe mostrar siempre uno o més lugares destinados a ser, -

. ‘El ' métods de Ia geometria analitica- nos ofrece un

medio para representarnos visualmente los valores de una

funcién para distintos argumentos. En efecto, al considerar
el argumento como el valor numérico de una abcisa y el valor
correspondiente de la funcién como el valor numérico de la or-
denada de un punto, obtenemos un conjunto de -puntos que
en los casos usuales representa visualmente una curva. Cada
punto de la curva corresponde a un argumento con el corres-
. pondiente valor de la funcién. '

llenados por el signo del arg

26

- De este modo p. €j.

'.‘y =x¥ —4x

da una paradbola. Aqui ““y” indica el valor de la funcién y el
valor numérico de la ordenada, tal como “x” indica el argu-

- mento y el valor numeérico de la abcisa. Si comparamos con ella

la funcién
x(x —4)

descubrimos que en general tiene para el mismo argumento
el mismo valor que aquella. Tenemos en general que

x'z', —4x =x(x —4),

sea cual fuere el nimero que se tome para x. Por eso la curva que

obtenemos de

'

y =x" — 4x
es la misma que resulta de
y =x(x —4)

Esto lo formulo asi: la funcidn x (x — 4) tiene el mismo curso de

valor (Wertverlauf)’ que la funcién x*
Al escribir P

P —dx =x(x —4)

lor de una funcién con el de la otra. Y si entendemos esta ecua-

~ci6n como valida para cualquier argumento que pueda intro-

ducirse en lugar de x, hemos expresado la generalizacién de
) N . (4 ¢
una ecuaciéon. En lugar de eso podemos decir también ‘el

u{[Esta es tal vez la més oscura de las ndcione; béasicas de Frege. QF. la oplm()n.
de R. S. Wells y de Russell en Bibl. N°® 62 pp. 13 y 427. Para traducw’la he preferi-
do- la versiéon mas literal dentro del contexto: Wertuerlaujf’sena el curso .
(Verlauf), o la curva que describe el valor (Wert) d‘?,,!{;[‘BW(;‘},BS_’QB"EU,,,, grﬁzil:xg(;
que representa su.valor.para distintos argumentos. En mﬁles se ,t)la hec usua
traducirla por “range of values” o simp.lcmentoe por ‘“range”; Carnap sin
embargo, propone ‘‘value distribution” (Bibl. N .95,”p. 118, n. 21). En cas-
tellano se emplea habitualmente “‘alcance’ o “recorrido’] .

3 | o ' 27
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~curso del valor de la funcién x (x — 4) esigual al de la funcién ):62 |

hechglde_qug sea posible concebir la generalizacién de una
ccuacion entre valores de funciones como una ecuacién [par-
txcu]ar]’, es (.iecir como una ecuacién entre cursos de. valor "es'
me parece, indemostrable y debe ser entendidg como una) le )
bésica de la logica’. | o '
o Ahora podemos introducir también una notacién
sxm,bohca abreviada para el curso del valor de una funcién
(.me este fin r.eemplaio el signo del argumento en la ex’pre—'
snon, de l‘a funcién por una vocal griega, encierro el todo entre
parentesis y e antepongo la misma letra griega conv espiritu
suave. De acuerdo con esto, p. ej. ’ i 4

e‘(‘e'Z —4%¢)
es el curso del valor de Ja funcién x* — 4 x, y
| a (a o = 4]) o
es el curso del'valor de | funcién x (x — 4), de modo quf en
‘ug_(eﬂ —4¢) =a(a-|a -4

tenemo i i ;
. ls la expresién de la identidad del primer curso de valor
n e i i
e segundo. Elegi intencionalmente dos letras griegas
re indi ' |
€ntes  para indicar que nada nos obliga a escoger
la misma. : -

« 2 :

X T Ax = a(x — 4)”

expresa i I 1 . . ’

Ciép en lreahdad el mismo sentido, si entendemos esta ecua-
n co ici ‘ ‘ :
~omo lo hicimos antes, pero de otra manera. Presenta el

sentido T oyt : .
2 exp. Cqmovla generalizacién de una €cuacion, mientras que
. X 4 " . . . o it i S b b
Presion recién introducida es simplemente una ecuacién

o - ntrodi —d
: ]a cual tanto el lado derecho como el lado zquierdo tiene. un
sxgmﬁcado completo en si mismo. Fn . |

S N

;
En algu i o

nos giros de la termi i "mati
o molo a
o o o de hecno o gla matematica usual la palabra “fun-
on - corresponde de hecho 4 lo que he Hamado aqui el curso de valor de una

!UnC]Oﬂ L ( e eI e € u uni (lC vista
. a fun on mp 0
' { n e] Sentldo USadO
: aqul €s, d Sde n P nt
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10 — 4y Fa X <. : N T4
~ XY aqui tenemos una ecuacién entre cursos de valor. El |

‘“x2 —4x =x(x —4)” :
el lado izquierdo, considerado aisladamente, indica. sélo inde-
“finidamente un ndmero. Otro tanto ocurre con el lado dere-.
‘cho. Si tuviésemos. sifnplemente - 4x”, podriamos es-
cribir en su lugar “y* — 49 sin cambiar el sentido, pues
“y? al igual que “x” indica sblo indefinidamente un nu-
["mero. Pero si unimos ambos lados para formar una ecuacién,
"debemos emplear en ambos la misma letra; alli expresamos
algo que no esta contenido ni en el lado izquierdd, ni en el dere-
cho, ni en el signo de igualdad, tomados aislédam'eme:.lo'ex-
presado es justamente una generalizaciéon. Es cierto que se
. trata de la generalizacién, de una ecuacion, pero es ante todo
( | una generalizacién. ; . “

L Tal como indicamos indefinidamente un nimero me-
diante una letra para expresar generalizacién, necesitamos
también’ indicar indefinidamente una funcién sirviéndonos
de letras. Con este fin se usan generalmente las letras fy F de
modo que. en “ffx)” y “F(x)” el argumento va represen-

ii:”"fado por_x. La necesidad de complementacién de la funcién

! se expresa aqui por el hecho de que la letra f o F lleva consigo
74 | un’par de paréntesis cuyo espacio. interior esta destinado a re-
‘ | cibir el signo del-argumento. De acuerdo con esto,

i
{

T sy
indica el curso del valor de una funcién que queda indetermi-
jnada. ' , ' '
' Ahora bien, ;Cémo se ha ampliado el significado de
la palabra funcién con el progreso de la ciencia? Podemos dis-
tinguir en esto dos direcciones., ’

- En primer lugar se ha ampliado el cifculo de las ope-’
raciones de célculo que contribuyen a formar una funcién. A
la adicién, -multiplicacién, elevacién a potencia y sus contra-
rios se han agregado las diversas clases de paso al limite, pero
sin que se tuviera siempre una clara conciencia de lo esencial-
mente nuevo que se estaba incorporando. ;Al seguir adelante

" se vio incluso la necesidad de buscar refugio en el lenguaje
ordinario, pues el lenguaje simbdlico del analisis fallaba, p.
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también “2* = 4® y “4 . 4 = 4*” tienen la misma deno- -
tacién. Esto permite ver que de la igualdad de la d notacion 14
no se sxgue la igualdad del pensamlento Cuando decimos el

ej. cuando se trataba de hablar de una funcién cuyo valor para §
H
} lucero de Ta tarde es un planeta con un periodo de revolucién-
i
|

argumentos racionales es | y para irracionales 0. x
En segundo lugar se ha ampliado el circulo de'lo que
‘puede aparecer como argumento y valor de una funcién al
mcorporar los nimeros complqos Junto con esto se tuvo que Ly
definir con mayor amphtud el sentido de las expresxones »su-
s

.ma’’, “producto” etc.
Slgo adelante en ambas direcciones. Primero agrego

menor que el de la tierra”, hemos expresado un pensamien-
| to diferente al de la oracién “‘el lucero de la mafana es un
. planeta con un periodo de revolucién menor que el de la tie-
g rra’”’. En efecto; quien .no sabe que-el lucero de la mafiana es el
E

lucero de la tarde podria estimar que uno es verdaderoy el

a los signos +, —, etc. que sirven para formar la expresién de
una funmon signos como =, >, < de modo que puedo hablar I otro falso; y sm embargo la denotacién de ambas oraciones
13 p. . de la funcién x* ‘= 1, donde X representa como antes al - tiene que ser la misma, pues sélo se han intercambiado las ex-

presiones “lucero de ‘la tarde” y “lucero de la mafiana’
que tienen la misma denotacién, es decir son nombres propios
del mismo cuerpo celeste. Hay que distinguir entre sentido
_y denotacién. “2 y “4 . 4" tienen en efecto 1a mlsma de- ]

argumento. La.primera pregunta que surge aqui es Ia pregun-
ta por los.valores de esta funcién para diversos argumentos. Si
reemplazamos x sucesivamente por —1,0, 1, 2, obtenemos

no.el mismo sentido; esto quxere decir _en_este caso que _no

o

1Y - _Uenoke |
( 1). =1 notacién; es .decir son nombres propios del mismo numero, %
. 02 = 1 : i : : cend . 25 H
) pero no tienen el mismo sentido. Por eso “2° = 47 y 3

12 =1 “4 -4 = 4 tienen efectivamente la misma denotacién, pero

2" =1 1

\

contienen el mismo pensamiento’.
Con el mismo derecho con que escribimos

De estas ecuaciones la prlmera y la tercera son verdaderas, g
las restantes son falsas. Ahora digo: “el valor de nuestra fun- oy
cibn es un valor de verdad” (Wahrheitswert) y distingo el | "\iuj ‘ wob g 4»
valor de verdad de lo verdadero y el de lo falso. Al primero'lo | - | | '

llamo sin més lo verdadero, al segundo lo falso. De acuerdo | ' podemos escrlblrtamblen

dentro de poco en la Zeitschrift fir Philosophie und Philosophische Kritik.

bargo se puede reemplazar “2% por 4 . 47 porque am-
[pp. 47-75 de esta edlclon]

bos -signos tienen la misma denotacién. En "consecuencia

con esto p. g. “2* = 4” denota lo verdadero tal como p: €. f “2t = 4 ) = (4 4 4%y
gt denota4.Y “2* = 1” denota lo falso. Segan ello é y .
Lo s gt L g ' % COE =4y = (2> 1)
, ‘ ' | , .
denotan lo mismo, a saber: lo verdadero, de modo que en ' T Se podria preguntar ulteriormente con qué fin incorporar 15
@ = 4) = @> 1) o los signos =, >, < al cir(,:ulo,de los:signos que ayudan a formar -
: la expresién de una funcién. Parece que en el presente gana
tenemos una ecuacién correcta. - , . ~  cada vez mds adeptos la opinién de que la aritmética es bgica
La objecion que se cierne aqui es “2°- = 4” y “2 | mas desarrollada, de que una fundamentacién mas rigurosa
> 17 quieren decir algo completamente dlferente “que ex- | | I ,
presan pensamientos diferentes; pero también ot 42” ig ] *No niego que esta ‘manera de presentar las cosas pueda parecer a prlmera
y ‘4 .4 = 4% expresan distintos pensamientos y sin em- ;f vista ar}t}mrana y artificiosa y que se me podria exigir una fundamentacién
f mas exhaustiva. Cf. mi articulo sobre sentido y denotacién que aparecera
|
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uﬁdo sobre. ella la exigencia de ampliar el lenguaje simbéli-

Como se hace esto en nuestro caso, lo indicaré ahora.

Hemos visto que el valor de nuestra funcién x* = 1 es
siempre uno de los valores de verdad. Si ‘para un argumento
determinado, p. ej. — 1, el valor de'la funcmn es lo verdadero,
podemos expresarlo asi: “‘el ntmero — 1 tiene la propledad de
que’su cuadrado es 1”°; o mas brevemente: “‘~ 1 es una raiz
cuadrada de 1”; o bien “— 1 cae bajo el com‘epto de la raiz cua-
drada de 1. Si el valor de la funcién x*
to, p. €j. para 2, es lo falso, lo podemos expresar asi: “2 no es
una raiz cuadrada de 1”; 0 “2 no cae baJo el concepto raiz cua-
drada de 1”. Esto nos. permmite ver cudn intimamente ligado
esta lo que en la Iégica llamamos concepto _con lo que llama-
mos funcién. Efectivamente se_puede afirmar de inmediato

i que un concepto es una funcién cuyo valor es Sjemp[fg un valor

de verdaa Tamb1en el valor de la funcién’

(v +17% =2(x +1) )

i

16 es siempre un Valor de verdad. Obtenemos lo verdadero p €.
para el argumento —1 y esto lo podemos expresar asi: —1 esun -
nimero que es menor en una unidad _que un numero cuyo-

cuadrado es igual a su doble. :
Con esto se ha expresado la caida del niimero: —1 bajo un con-
cepto. La funmon

=1y la funcién (x +"1)2 = 2(,\ +1)

tienen para el mismo argumento siempre el mismo valor, a
' saber para —1y 1 lo verdadero, para todos los demas argumen-
tos lo falso. De acuerdo con lo constatado antes diremos que
estas funmones “tienen el _mismo_curso-de_ valor y lo _expresa-
remos en sxmbolos d(: la siguiente manera

sblo. zi leyes de este t1p0 Yo tamblen comparto esta Oplnlon y:

“co de la aritmética para formar un lenguaje simbélico- loglco

= 1'para un argumen- °

cualquier argumento es un valor de verdad.

En légica se llama a esto igualdad de la extension (Umfang)
de los conceptos. Podemos entonces designar como extension:
conceptual el curso del valor de una funcién cuyo valor para
inecua--

No nos: detendremos en las ecuaciones e

“ciones. La forma lihglistica de las ecuaciones es-una oracion

afirmativa. Una oracién de esta especie contiene como senti-
do un_ pensamnento —o pretende al menos contenerlo—
este pensamiento es en general verdadero o falso; es decir, tie-
ne en general un valor de verdad que debe ser concebido como la
denotacion de la, bracmn tal como el nimero 4 es la denotacién
de la expresmn “2 4 2” 0 como “Londres” es la denotacién
de la expresién ‘‘la capital de Inglaterra”.

En .general las oraciones aﬁrmatwas al igual que
las ecuaciones o las expresiones del andlisis pueden ser pen-

‘sadas como compuestas por dos partes de las cuales una esta

completa en si misma y la otra ‘requiere de complementac1on,
de saturacién. De este modo se puede descomponer p. CJ la
oracién

'

“César conquist6 Jas Galias”

en “César”, y “conquisté las Galias”

este lugar con un nombre pI‘OplO O COIt una CXpI‘CSlOl’l qUC reems-

place a un nombre propio aparecerd un sentido completo.

También _aqui llamo fun(:lon al significado de esta parte no
saturada En te caso -gumento es César. '
Vemos que aqm se ha llevado a cabo al mismo tiem-
po una ampliacién en la otra direccién, es decir respecto de
aquello que puede aparecer como argumento. No se admite
s6lo nimeros sino en general objetos, entre los cuales me veo

obligado a contar también a las .personas. Como posibles va-

lores de la funcién han sido introducidos ya antes los dos valo-
res de verdad Tenemos que seguir adelante y admitir como
valores de funcién objetos sin restriccion alguna. Para tener
un ejemplo de esto partamos de la expresmn ‘

a capltal del i 1mper10 aleman”’.

La segunda parte
es no saturada, lleva consigo un lu§r vacio. y sblo al llenar
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Es obvio que representa un nombre propio y 81gn1f1ca un ob-
jeto.
Descompongémosla ahora en.las partes

“la capital de”

e “imperio- aleman”. La forma del genitivo’. se la asig-
no a la primera parte quedando ésta no saturada, micntras
que la otra esta completa en si misma. Conforme a lo visto-an-
tes llamo a . .

“la capital de’x”

expresmn de una funcnon Si tomamos como argumento el 1m-
perio aleman, obtenemos como valor de la funcién Berlin.
Habiendo admitido asi objetos sin restriccion al-
guna como argumentos y corno valores de.funcién, nos pre-
guntamos ahora qué llamamos aqui objeto. Estimo que de
esto es imposible dar una definicién escolar pues estamos
ante algo que por su simplicidad no admite una divisién 16gi-

ca. Solamente es posible senalar lo que se quiere decir. Aqui

solo se puede afirmar. escuetamente: objeto es todo lo que no
. es funcién, todo aquello cuya expresién no lleva consigo un
lugar vacio.

Una oracién afirmativa. no_ineluye—ningin- lugar
vacio y por eso su denomfflon debe ser concebida- como-un ob-
jeto. Pero esta denotacién es un valor de verdad. En conse-
cuencia ambos valores de verdad son objetos:

" Hemos presentado antes ecuaciones entre cursos

de valor p. ¢j.

!

3

“(¢ —de)=a([a —4])"
“Esto lo podemos descomponerr' en ¢ (€ — 4e)” y
“C Y =a (a fa —4]) " y

Esta tltima parte requiere ser completada pues ella
9 lleva consigo a la izquierda del signo de igualdad un lugar va-

e ., < : . -y .
[En aleman la expresion “imperio aleman” dentro.de la [rase propuesta
va en genitivo. Al descomponer la frase esta expresmn queda .en nominativo
y “‘la forma del genitivo” puede serle asignada a la primera parte] ’

]
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cio. La primera parte ‘¢ (e — 4¢) es perfecta-
, mente completa, denota en consecuencia un objeto. Los
Ecursos del valor de las funciones son objetos mientras que las
ifuncmnes mismas no -lo son. Habiamos llamado a & & =1
curso de valor, pero’también lo pudlmos designar como ex-
tensmn del concepto raiz cuadrada de 1 Por lo tanto las ex-

ceptos mismos no lo sean.

/ Después de haber ampliado asi el circulo de lo que-

se puede tomar como argumento, se hace necesario fijar con-
venciones mas exactas para las denotaciones de los signos
que se usan habitualmente. Mientras lo considerado como
objeto ‘en la aritmética son s6lo los nimeros enteros, las le-
tras a y b en “a + b6’ indican solamente nimeros enteros y el
signo de adicion sélo debe ser explicado entre enteros. Toda
ampliacién del ambito. de los objetos que son indicados por
“a’’ y “b” obliga a dar una nueva explicacion del signo de
adicién. Como un imperativo del figor cientifico aparece la
necesidad de tomar medidas para que una expresién jamas
pueda carecer de de€notacion, para que nunca.calculemos,
sin darnos cuenta, con signos vacios creyendo tratar con ob-
jetos. En él pasado se han hecho malas experiericias con’ se-
-ries divergentes infinitas. Es necesario por lo tanto estable-
cer convenciones de las cuales se siga p. ej. qué denota

CHO 4+ 17,

1 “O” ha de denotar el sol. Como se establezcan estas con-
venciones es relativamente indiferente, lo importante es que
las haya, que “a + b” tenga siempre una denotacién, sean
cual fueren los signos de objetos determinados que puedan

]
i ocupar el lugar de “a” y “b6”. En el caso de los conceptos

esto 1mp11ca la exigencia de que. tengan como valor para todo

a[gumento un valor de" verdad ~que respecto “de cada ObJ(itO

{“esté determinado si éste cae. baJo el _concepto o no. En otras pa-

Eglabras se exige de .los conceptos que estén tajantemente de-
\llmltados Sin la satisfaccion de esta exigencia seria imposi-
‘ble establecer leyes légicas relativas a ellos. Para todo argu-
mento x para el cual “x + 1” no tuviese una denotacién,

35

20



21

tampoco la funcién x + 1

cia un valor de verdad, de modo que el concepto,
lo'que aumentado en1da 10

no tendria a su vez limites tajantes. La exigencia de delimi-
tar tajantemente los conceptos exige también que las funcio-
nes en general tengan para todo argumento un valor.

Hasta ahora hemos considerado los .valores de ver-
“dad sélo como valores de funcién y no como argumentos. Se-.
gin lo que acabamos de decir, una funcién debe tener tamblen
un valor cuandoe se toma como argumento- un valor de verdad.
.Pero dada la existencia de los. signos ya usuales de lo que se
‘trata casi siempre es de que haya una convencién con este fin,
sin que importe mucho qué se determine. Consideremos aho--
ra -algunas funciones que son importantes para nosotros pre-
cisamente cuando su argumento es un valor de verdad.

Introduzco como funcién de esta especie

X,

y eslablezco que el valor de esta funcién ha de ser lo verdadero
(ciuando se toma como argumento lo verdadero. En todos -los
lemas casos el valor de esta func1on es lo falso, es decir tanto

si el argumento es lo falso como si el- argumento. no €s un valor
de verdad. Segiin esto p. €.

1 +3 =4
eeslo verdadero, mientras que tanto

1 +3 =5 ,
como

4

es lo falso. Esta funcién tiene entonces como valor el argu-
m;?nto mismo, si éste es un valor de verdad. A este trazo horizon-
tal lo llamé antes trazo del contenido’, un nombre que ya no

parece ser adecuado. Lo llamaré ahora simplemente el trazo
horizontal. '

Ipo ‘~
[Begrlf/schrg/l, Bibl. N*4y42 §2].
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= 10 tendrla un valor y en consecuen—
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i
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Al escnblr una ecuacién o una inecuacién, p- €j.

5 > 4; se quiere en general expresar a la vez un juicio; se quiere

-afirmar, en nuestro ¢jemplo, que 5 es mayor que 4. Segin la

concepcion que he expuesto aqui 5 > 4”7 0 “1 '+ 3.= 57
son s6lo. expresiones de valores de verdad, sin que con ello
se quiera afirmar algo. Esta distincién entre la agcién de juz-

gar y aquello sobre lo que se juzga parece ineludible, pues
' R .. IR .
de lo contrario no se podria- expresar la mera suposicién de

un caso sin juzgar a la vez si se da o no. Necesitamos por lo tanto
L . i . .
un signo especial para poder afirmar algo. Con este fin me

sirvo de un trazo vertical en el extremo izquierdo del horizon- -

tal de modo que p. €j. con
“——2+3=5" "
afirmamos: 2 + 3 es‘igual a 5. No estamos solo escribiendo un
valor de verdad como en ‘
“2 43 =57,

sino que a la vez decimos que ese valor es lo verdadero’ .
La funcién mas simple después de la anterior es qui-
zas aquella cuyo valor es lo falso para los afgumentos para los

cuales el valor de
versa, es lo verdadero para los argumentos para los cuales el

valor de ——— x eslo falso. La designo asi
—x,

y llamo al pequefio trazo- vertical el trazo de la negaciéon.

Yo concibo esta funcién como una funcién con el argumento

X

%)),

donde plenso que los dos trazos horlzontales se han fundldo
en uno solo. Pero tenemos tamblen

("—T‘““x)=( ¥ [

\

=(—|fx))

!

"El trazo del juicio {i. e. el vertical] no puede ser usado para formar la expre-

stén de una funcién porque no sirve, acompanado de otros signos, para desig-
nar un objeto. “ F———2 + 3 = 5" no designa nada sino que afirma algo.

37
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debe denotar lo falso. Para nuestra funcién x = x tenemos el

23 pues el valor de T X es siempre un valor de verdad. Conci-
- ‘primer caso. En consecuencia , ,

bo por lo tanto en “—v— x”’ los dos fragmentos del trazo a la

derecha y a la izquierda del trazo de la negacién como hori-

zontales en el sentido particular de esta palabra que fue ex- ‘ —\f@ -

plicado con anterioridad. ' ibir asi
, , : . es lo verdadero y esto lo podemos escribir as:

i

De acuerdo con esto p. ej.

S - - =

(3 ‘_“2
denota lo verdaderoypoderﬁos'agregaf el trazo del juicio: - ' : Los trazos horizontales a la izquierda y a la derecha
| 2 , ’ S de la concavidad deben ser entendidos como horizontales en
‘ 2 =5 A , " nuestro sentide. En lugar de “ {x 7 se podria elegir cual-
Con esto afirmamos que 2° = 5 no es lo verdadero o que ' quier otra letra gotica, excepto aquellas como f, ¥, que
2* noes 5. sirven para designar una funcion. o
Pero Esta simbologia permite negar la universalidad p.
o : ej. en '
2 -
| : | - G e
es también lo verdadero, pues ———— 2 es lo falso ' o s
—2; ‘ ' ~ En efecto, —-‘a,——@ 1 es lo falso, porque el valor de la
Yy 2 B
es decir 2 no es lo verdadero.’ . fuhcibn x° = 1 no es parazcubalqmer a;gume;lto lo verldafde1
‘o : . . . P. ej. para el argumento 2 obtenemos ; esto es lo fa
Como represento ‘la universalidad se verd facil- ro. P.¢). para el argu o o
' . . 2 2
mente en un ¢jemplo. Supongamos que hay que expresar que so. Ahora blcn,_ SL ——\_j— ¢ = 1eslofalso, -, >
todo objeto es igual a si mismo. En , : : : . o N
" ' — 1 es lo verdadero de acuerdo a lo que se establecié mas arriba
X =X sobre el trazo de la negaciéon. Tenemos por lo tanto '

| @ & -1

tenemos una ‘funcién cuyo argumento estd indicado por “‘x"

Supongamos ahora ue haya que
expre
fu 1 ya 4 presar que cl valor de esta . es dec1r “no todo objeto es raiz Cuadrada de 1, o bien,
ncién es siempre lo Verdadero sea cual fuere el argumento . »
que se tome. Por : “hay objetos que no son raiz cuadrada de 1”. ;Se puede 25
' _ f expresar también que hay raices cuadradas de 1? {Por cierto!
¢ 3 > L. o : Basta tomar, en lugar de la funcion x* =1, la funcmn
f‘\/‘f (g)” y : .
’ : —T1—x. =1
entiendo lo verdadero, si la funcién f (x) tiene 51empre como ‘ v
valor lo verdadero, sea Cual fuere el argumento; en’ todos los» A partir de
demas casos _ : L 247 2 '
e R G e
o T () : | - - por: fusién de los trazos horizontales surge
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Esto denota lo falso pues el valor de la funcién

ey 42 ‘
eslo falsof pues 1” = 1 eslo verdadero. Dado entonces que

‘&r"?‘fél

es lo falso, entonces

j{t"“&-—jl

- es lo verdadero:

26

}_T_k@/"—@z ="l; : -

es decir ' C
es d no para todo argumento es el valor de la funci¢n

lo verdadero”; i
ero”; o bien “no para todo argumento el valor de

la funcién x* =
ncon x° = 1 es lo falso’’; o bien “hay por lo ménos una
raiz cuadrada de 17’ I

] Daré a continuacién algunos ejemplos con simbo.-
0s y con palabras: o

- "%—@ 2
hay por lo menos un nimero positivo;
Fr— ’¢°,—,_' Q<0
hay por lo menos un nimero negativo;
S 0 - 3 ® +28 =0
h_ay por lo menos una raiz de la ecuacién’ |
x° - 3x* +2x = 0. -

A0

A partir de esto se ve como hay que expresar las importantes
oraciones existenciales. Si indicamos indefinidamente un
concepto con la letra de funcién f, entonces tenemos en | ’

& )

la férmula en que estan incluidos los ultlmos ejemplos excep-

tuando los trazos delJUlClo Las expresnones

@ Q-‘ 1”, 133 : $’ @ g 'O”,

—l_\_/—l_

—.—\%—.—<}<0”"“ ¢ <>—3¢+2¢u 0.

" surgen de dicha férmula de, manera similar a como p. (:‘_] de x*

2 2 2 y
surgen <177, 277 377, Tal como en X’ te-
(S P21

nemos una funcxon cuyo argumento esta indicado por “x”,
asi también entiendo

¢ —‘r—\%—r‘ fOx)”

como expresion de una funcién cuyo argumento esta indica-
do por “‘f’. Una funcién de esta especie es por cierto radi-
‘calmente diferente de las que hemos considerado hasta' aho-
ra, pues como argumento suyo solamente puede aparecer
una funciéon. Tal como las funciones son radicalmente dife-
rentes de los objetos, asi las [unciones cuyos argumentos son
y deben ser funciones son también radicalmente diferen-
tes de aQuellas funciones cuyos argumentos son objetos y no
pueden ser otra cosa. A éstas las llamo funciones de primer 27
grado, a aquéllas, de segundo grado. De manera similar dis-
tingo entre conceptos de primer y de segundo grado’. En
rigor hace ya tiempo que se tiene en el analisis funciones de
segundo grado, p. €. las integrales definidas, en cuanto se
considera la funcién a integrar como argumento.

BCF. mis Grundlagen des Arithmetik [Bibl. N° 14 y 17] § 53 al final, donde.
en lugar de “‘segundo grado” usé el término ‘“segundo orden”. La prueba
ontolégica de la existencia de Dios padece el defecto de tratar la existencia
como un concepto de primer orden.

' ‘ - a1




28

Ahora " conviene agregar algo sobre funciones . con
dos argumentos. Obtuvimos la expresion de una funcién al

descomponer el signo compuesto .de un objeto en una parfe

saturada y una parte no saturada. Descomponemos asi p. ej.

el signo
]

((3 > 27')

’

de lo verdadero. en “37 y “x >..2”..La parte no -saturdda

“x > 27 la podemos descomponer de la misma manera en “2” y

‘(x > yi?
donde ““y” nos permite reconocer el lugar vacio que antes
ocupaba *2”. En
: Al

Xy

tenemos una funcién con dos argumentos, de los cuales uno es
indicado por “x’’, el otro por “‘y” y en’
3>2

[

tenemos el valor de esta funcién para los argumentos 3 y 2. Te-

nemos aqui una funcién cuyo valor es siempre un valor de,
“verdad. Las funciones de este tipo con un argumento las hemos

llamado conceptos, aquellas con dos argumentos las-llama-
mos relaciones. También tenemos relaciones p. ¢j. en

X+ y2 =9
y en

x4y >0,
:mientras que la funcién

x? + yZ

tiene numeros como valores. En consecuencia no la llamare-

mos relacion.

- Ahora introduciré una’ funcién que no es propxa de
" la aritmética. El valor de la funcién

42

T

es lo falso si se toma como argumento y, lo verdadero y como

- argumento x, un objeto que no es lo verdadero; en todos los de-

mas casos el valor de esta funcién. es lo verdadero. El trazo ho-
rizontal inferior y las dos> partes en que queda dividido el su-
perior por el trazo vertical deben ser entendidos como hori-
zontales. Segfm' esto ‘se pu'ede considerar siempre a

X ¢ ——— y como argumentos de nuestra funcién, es decir,
como valores de verdad. '

<

En las funciones con un _argumento distinguimos
entre las de primer y las de segundo grado Aqui es posible una
mayor variedad. Una funcién coni dos argumentos puede ser

-del mismo o de diferente grado con respecto a ellos: hay fun- 29

ciones del mismo grado y de grado diferente. Las considera-
das hasta ahora eran del mismo grado Una funcién de dife-

-rente grado es p. €j. el cuociente diferencial cuando se toman

como argumentos la funcién a diferenciar y el argumento pa-
ra el cual se diferencia; o bien la integral definida, -en cuanto
se toman como argumentos la funcién por integrar y el li-
mite superior. Las funciones del mismo grado pueden divi-
dirse a su vez en funciones de primer y de segundo grado. Una

.de segundo grado seria p. ej. ' -

donde “F”’y “f indican los argumentos.

Las funciones de segundo grado con un argumento deben dis-
tinguirse segin pueda aparecer como argumento suyo una

‘funcién con un argumento o una con dos, pues una funcién

con un argumento es tan radicalmente diferente de una con
dos argumentos que justamente donde una puede aparecer
como argumento, la otra, no puede y viceversa. Algunas fun-
ciones de segundo grado con un argumento exigen como tal
una funcién con un argumento, otras exigen una funcién con
dos argumentos y estas dos clases se dividen en forma tajante.
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v é( & é < # 1o que nosotros llamamos funcion de segundo grado. Se po-
- f(& ) " dria pensar que esto seguiria avanzando asi, sin embargo
' este Gltimo paso ya’no es tan rico en consecuencias como los

4 eé) ) -1 anteriores, pues en el avance sucesivo en lugar de funciones
| de segundo' grado pueden ser consideradas funciones de pri-
mer grado, como ‘se mostrard en otro lugar®. Pero con esto
‘no se elimina la distincién entre funciones de primer y de se-
‘gundo grado, pues no es una distincién arbitraria sino pro-

fundamente fundada en la naturaleza de las cosas. =
1~ También se puede considerar, en lugar de funcio-
T nes de dos argumentos, funciones de un argumento unico pero
complejo; ‘la distincién empero entre funciones de un argu-

mento y de dos argumentos sigue en pie con todo su rigor.

30 ¢es un ejemplo de una funcién de segundo grado con un argu-'
mento, la cual exige como argumento una funcién con dos
argumentos. La letra / indica el argumento y los dos lugares
‘sgpayados por la coma entre los paréntesis que siguen a “f’.
hacen notar que / representa una funcién con des argumentoé.
- En las funciones con dos argumentos la variedad
es todavia mayor.. ' : | ' '

Si damos desde aqui una mirada retrospectiva al
desarrollo de la aritmética, discernimios . una ascensiéon gra-
dual. En un comienzo se calculaba con nimeros individuales, \
conel 1, con el 3, etc. | ,

2+3=5 2.3=¢

son ; i e b '
tleoremas de este tipo. Luégo se avanzé a leyes mas uni-
vers ali ]
ales, validas para todos los nimeros. En la simbologia esto
corresponde a la adopcu’m del calculo mediante letras. -

(a+b)-c=ac+b-c

€s un t(.e?rema de este tipo. Con esto se habia llegado ya a la con-
sideracion de funciones Andividuales, sin usar todavia esta | v
p‘ala_bra. en sentido mater'nético‘y sin haber captado adn su \
significado. El ascenso al nivel siguiente fue el reconocimien-
to de,leyfesl universales de las funciones y con esto la acufiacién
del término técnico “‘funcién”. En el plano de los simbolos
corr.esponde a ello la introduccién de las letras f, F para indi-
car indefinidamente las funciones. En = , '

df(x)-F(x) - df(x) dFf.
- —_— / x)
ax P gt 1 |

, ~

. h . .
31 tEener.‘nos u'n.dteorema de este tipo. A esta altura se tenia ya
unciones indivi i . o
duales de segundo grado, sin haber capﬁado_ " #[Grundgesetze der Arithmetik 1, §§ 25, 34-37, Bibl.

’

N°®23y41].
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