CAPITULO XI

TEORIA CLASICA DE LA
CONDUCTIBILIDAD
ELECTRICA DE LOS METALES

§ 77. Naturaleza de los portadores de corriente en los
metales

Para esclarecer la naturaleza de los portadores de corriente en los
metales se hicieron una serie de experimentos. Ante todo citaremos
el oxperimento de C. Riecke efectuado en 1901. Fsle tomé tres
cilindros, dos de cobre ¥ uno de aluminio, cuidadosamente rectifi-
cados por sus extremos. Después de pesados, estos cilindros se aco
plaron sucesivamente asf: uno de cobre. el de aluminio, y el otro
de cobre. A (ravés de esle conductor compuesto se hizo pasar conti-
nuamente, durante un afio, corriente en una misman direccién. Durante
todo este tiempo pas6 a iravés de los cilindros una carga igual a
a 3,5-108 C. Una nueva pesada demostré que el paso de la co-
rriente no habia ejercido influencia alguna sobre el peso de los
cilindros. Al analizar los extremos que habian estado en contacto,
observandolos al microscopio, no se descubrié penetracién de un
metal en otro. Los resultados de

este experimento evidenciaron que [T — —
el transporte de carga en los meta- 0
les no lo efectian los dtomos.
sino ciertas parliculas que entran
en la composicion de todos los
metales. Estas particulag podian |« L
sor los elecirones, descubiertos por
Thomson en 1897,

Para identificar los portadores
de corriente en los metales con
los electrones habia que determinar el signo y el valor numérico
de la carga especilica de los portadores. Los experimentos hechos
con este fin so basaron en los razonamientos siguientes. Si en los
metales existen particulas cargadas capaces de desplazarse, al frenar
el conductor eléctrico cstas particulas deberdn seguir moviéndose por
inercia duraule cierto tiempo, lo que hard que en el conductor surja
un impulso de corriente y que sea transportada cierta carga.

Supongamos gue el conductor se mueve inicialmente con la velo-
cidad v, (fig. 77.1). Empezamos a frenarlo con la aceleracién w.
Al continuwr moviéndose por inercia, los portadores de corriente
adquieren, con respecto al conductor, la aceleracion —w. Esta
misma aceleracién se puede comunicar a los portadores en un con-
ductor en reposo creando on él un campo eléctrico de tensién E =

16-01245
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Fig. 77.1.
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= —mw/e', es decir, aplicando a los extremos del conductor una
diferencia de potencial

3 2
Py— Py = 5 Edl= —
i
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{m y ¢’ son la masa v la carga del portador, y !, la longitnd del con-
ductor). En este caso por ol conductor pasard la corriente I = (¢p; —
— i) R, donde R es la resistencia del conductor (f se considera
positiva si la corriente pasa en el sontido del movimiento del con-
ductor). Por consiguiente, durante un tiempo di pasara a través
de cada seccién del conductor la carga

mwl mi
d{}=fd!-—— T dt = —?—R‘di‘/.
La carga que pasa durante todo el tiempo que dura el frenado ser&
0
- ml m iy -
q=5dq~-—s g =77 {771y

o
(la carga es positiva si se traslada en el sentido del movimiento del
conductor), De este modo. midiendo I, v, y I?, asi como la carga g que
pasa por el circuito al frenar el conductor, se puede hallar la carga
especifica de los portadores. El sentido del impulso de la corriente
da ¢l signo de éstos.

El primer experimento con conductores en movimiento acelerado
fue hecho en 1913 por L. I. Mandelshtam y N. D. Papalexi. Estos
someticron una bobina de alambre a vibraciones torsionales rapidass
alrededor de su eje. A los extremos de la bobina conectaban un telé-
fono, en el que se oia el sonido condicionado por los impulsos de
corriente.

El resultado cuantitativo lo obtuvieron Tolman y Stuart en 1916.
Ellos hicieron girar una bobina de alambhre de 500 m de longitud
de tal modo, que la velocidad lineal de lag espiras era de 300 m/s.
Luego frenaban bruscamente la bobina y, por medio de un galvané-
metro balistico, median la carga que pasaba por el circuito durante
el frenado. Ll valor obtenido de la carga especifica de los porta-
dores, calculado por la férmula (77.1). era muy préximo a e/m para
los electrones. Do osta forma se demostré experimentalmente que
los portadores de corriente en los metales son los electrounes.

La corriente en los metales puede ser producida por una diferon-
cia de potencial extremadamente pequefia, Esto da motive para
considerar que los portadores de corriente, los electrones, so desplazan
por el metal libremente. A esta misma conclusién conducen también
[os resultados del experimento de Tolman y Stuart.

La existencia de electrones libres en los metales se puede explicar
por el hecho de que, al formarse la red cristalina, de los 4tomos del
metal se desprenden los electrones mdas débilmente ligados (los de
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valencia), que se convierten en «propiedad colectiva» de todo el
trozo de metal. 8i de cada Atomo se desprende un clectrén, la con-
cenlracion de electrones libres (es decir, su nimero n en la unidad
de volumen) serd igual a 1a cantidad de itomos por unidad de volu-
men. El nimero de 4tomos por unidad de volumen es igual a (8/ M)V 4,
donde & es la densidad del metal; A7, la masa del mol, y N4, el nii-
mero de Avogadro. Para los metales los valores de /M se encuen-
tran entire los limites de 2-10* mol/m® (para el potasio) a 2:10% mol/m?
(para el berilio). Por lo tanto, para la concentracién de electrones
libres (0. como se suelen llamar, electrones de conduccién) se obtienen
valores del orden de

n = 10% .. 10%° m=® (10%2 ,, . 10% cm™3). (77.2)

§ 78. Teoria clésica elemental de los metales

Partiendo de las ideas sobre los electrones libres, P. Drude creé
la teoria clésica de Jos metales, que més tarde fue perfeccionada
por H. A. Lorentz. Drude supuso que los electrones de conduccién
se comportan en el metal de un modo semejante a las moléculas
de wn gas perfeclo. En Jos intervalos entre las colisiones se mueven
en completa libertad recorriendo on promedio ciorto espacio A.
Es cierto que, a diferencia de las moléculas del gas, cuyo recorrido
estd delerminado por las colisiones entre si, los electrones chocan
principalmente no unos con otros, sino con los iones que forman
la red cristalina del metal. Estos chogues hacen que se establezca
el equilibrio térmico enlre el gas electrénico y la red cristalina.

Suponiendo que al gas electrénico se pueden extender los resulta-
dos de la teoria cinética de los gases, la valoraciéon de la velocidad
media del movimiento térmico de los clectrones se puede hacer por
la féormula

W) ="V 8&T/nm (78.1)
véase la formula (96.26) del tomo 1?). Para la temperatura ambiente
(~300 K) el calculo por esta {férmula conduce al valor siguiente:

_ g/ EI3BAEA0 o,
W=V Ziioer1ow ~10° m/s.

Cuando se conecta el campo, al movimiento térmico cabtico,
que se efectita con la velocidad (v), se superpone el movimiento
ordenado de los electrones, con cierta velocidad media (). La
magnitud de esta dltima velocidad es facil de valorar partiendo de
la férmula

j = ne {u) (78.2)
(véase (34.4)). La densidad de corrientc maxima que permiten las
normas técnicas para los conductores de cobre es, aproximadamente,
de 107 A/m?® (10 A/mm?), Tomando para n el valor 10?® m~2, obtenemos

16+
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s 10
W =0 ™ Trmoio
De este modo, incluso si las densidades de corriente son muy grandes,
la velocidad media del movimiento ordcnado de las cargas (i) es
aproximadamente 108 veces menor que la velocidad media del movi-
miento térmico (v). Por eso, al hacer los cdlculos, el médulo de la
velocidad resultante | v - u | se puede sustituir por el madulo de
la velocidad del movimionto térmico | v |.
Hallemos la variacién del valor medio de la energia cinética de
‘los electrones producida por el campo. El cuadrado medio de la
velocidad resultante es

((v +u)?) = (v 4 2vu + u) = (v2)+ 2{vu) + (u®). (78.3)

Dos sucesos, consistentes en gue la velocidad .del movimiento tér-
mico del electrén toma el valor v y la velocidad del movimiento orde-
‘nado, el valor u, son independientes estadisticamente. Por lo tanto,
‘de acuerdo con el teorema de la multiplicacion de probabilidades
(véase la férmula (93.4) del tomo 1°), (vu) = (v} (u). Pero (v}
es igual a cero, de manera que en (78.3) el segundo sumando desapa-
rece y la férmula toma la forma

(v + w2y = (v*) 4+ (u?).

De aqui se infiere que el movimiento ordenado aumenta la energia
cinética de los electrones en un valor medio de

(Aeyy = 242 (78.4)

~ 107 m's.

Ley de Ohm. Drude consideré que al chocar un electrén con un
ion de Ia red cristalina, la energia adicional (78.4) adquirida por el
electrén se transmite al ion y, por consiguiente, la velocidad u se
anula a consecuencia del choque. Supongamos que el campo que
acelera los electrones es homogéneo. Entonces, bajo la accién de
este campo, el olectrén recibe una aceleracién constante igual a
el/m, y al final del recorrido la velocidad del movimiento ordenado
alcanza en promedio el valor

ek -
um9x=7‘c. (1‘8.5)

donde 7 es el tiempo medio entre dos choques consecutivos del elec-
trén con los iones de la red.

Drude no tenia en cuenta la distribucién de los electrones por
velocidades y atribuia a todos ellos un mismo valor v de la velocidad.
En esta aproximaci6n

T = Aly

(recordamos que | v 4~ u | es pricticamente igual a | v |). Sustitu-
vendo este valor de T en la férmula (78.5), obtenemos
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eloh -
Uyndx = e ({8.6)
La velocidad u varia linealmente durante el tiempo que dura el
recorrido. Por eso su valor medio durante el recorrido es igual a la

mitad del méaximo:

(u) o AL ek
) =3 Umdx = 5= -

La sustitucién de esta expresién en la férmula (78.2), da

. ne?l,
1= 2 E.

La densidad de la corriente resulta ser proporcional a la inten-
stdad del campo. Por lo tanto, hemos llegado a la ley de Ohm. Se-
gun (34.3) el coeficiente de proporcionalidad entre j y E es la conduc~
tividad
net),

T
Si los electrones no chocaran con los iones de la red, la longitud del
recorrido, libre y, por consiguiente, la conductividad, serian magni-
tudes infinitas, De este modo, de acuerdo con las ideas clasicas, la
resistencia eléclrica de los metales se debe a las colisiones de los
electrones libres con los idhes que se encuentran en los nudos de la
red cristalina del metal.

Ley de Joule—Lenz. Al final del recorrido libre el electrén ad-
quiere nna energia cinética adicional, cuyo valor medio es

ity et
2 Zm®

(véanse las férmulas (78.4) y (78.6)). Al chocar con un ion, el elee-
trén, por la suposicién hecha, transmite toda la energia adicional
que ha adqguirido a la red cristalina. Esta energia se invierte en au-
mentar la energia interna del metal y se manifiesta en su calenta-
miento. Cada electrén sufre en promedio cada segundo 1/r=v/) coli-
siones y cada vez comunica a la red la energia (78.8). Por lo tanto,
en la unidad de volumen deberd desprenderse, por unidad de tiempo,
el calor

o= (78.7)

(Awyy = E?, (78.8)

1 ne?),
Qesp=n T {Agy) = S B2

(7 es el nimero de electrones de conduccién que hay en la unidad
de volumen).

La magnilud Qg no es mas que la potencia lérmica especifica
(vénse el § 3B). Il factor de E* coincide con el valor (78.7) de o.
PPasando en la expresién oEf*de oy E a p v j, llegamos a la férmula
Qesy = 0/%. que expresa la ley de Jonle—Lenz (véase la formula (38.4)).

Ley de Wiedemann—Franz. Por experiencia sabemos que, ademas
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de por su alta conductibilidad oléctrica, los metales se distinguen pot
su gran conductibilidad térmica. G. Wiedemann y R. Franz esta-
blecieron en 1853 una ley empirica segin la cual la razén del coofi-
ciente de conductibilidad térmica » al coeficiente de conductibili-
dad eléctrica ¢ es aproximadamente igual para todos los metales
y varia proporcionalmente a la temperatura ahsoluta. Por ejemplo,
para el aluminio a la temperatura ambiente esta razén es igual a
3,8-107%, para el cobre, 6,4-107° y para el plomo 7,0-10-% 3.z K).
También tienen capacidad para conducir el calor los cristales
no metéalicos, Pero la conductibilidad térmica de los metales es mu-
cho mayor que la de los dieléctricos. De esto se sigue que la transmi-
sién del calor en los metales la efectiian, principalmente, no la red
cristalina, sino los electrones libres. Considerando estos electrones
¢omo un gas monoatémico se puede tomar para el coeficiente de con-
ductibilidad la expresién de la energia cinética de los gases:
u=%nmulcv
(véase la férmula (131.7) del tomo 1°; p se ha sustituido por el pro-
ducto nm, y en vez de () se ha tomado v). El calor especifico de un
gas monoatémico es ey = %/, (R/IM) = 3/, (k/m). Sustituvendo este
valor en la expresién de %, obtenemos

1
n=-y nkvh.

Dividiendo % por la expresién (78.7) de o ¥ sustituyendo luego
Yomv® por 3/,kT, llegamos a la relacién -
® kmo* ky2 -
=" =3 (T) T, (78.9)
gue expresa la ley de Wiedemann—Tranz.
La sustitucién en (78.9) de los valores numéricos de & v e, da

- = 2,23.10-°7.

Con I = 300 K se obtiene para /o el valor 6,7.10-% J.Q.(s.K),
que concuerda bien con los datos experimentales (véanse los valores
de %/o citados anteriormente para el Al, Cu y Ph). Sin embargo,
mis tarde se aclaré que esta coincidencia tan buena fue casual, ya
que cuando Lorentz precisé los cilculos, tomando en consideracion
la distribucién de los electrones por velocidades, para Ja relacién
#/0 se ohtuvo el valor 2 (k/e)T, que concuerda peor con los datos
de la experiencia.

Asi, la teoria cldsica pudo explicar las leyes de Ohm v de Joule—
Lenz y dio una explicacién cualitativa de la ley de Wiedemann—
Franz. Pero, al mismo tiempo esta teoria tropezé con dificultades
importantes. De ellas, las principales son dos. De la férmula (78.7)
se infiere que la resistencia de los metales (es decir. la magnitud
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reciproca de o) debs aumentar como la raiz cuadrada de 7'. En reali-
dad no existe ningin fundamento para suponer que las magnitudes n
y A dependan de la temperatura, En cambio, la velocidad del movi-
miento térmico es proporcional a la raiz de 7. Esta conclusion de la
teoria contradice los datos experimentales, segin los cuales la resis-
tencia eléctrica de los metales aumenta proporcionalmente a la
primera potencia de T, o sea, mds de prisa que V' 7 (véase la for-
mula (34.5)).

La segunda dificultad de la teoria cldsica consiste en que el gas
electrénico debe lener una capacidad calorificd molar igual a % ,R.
Afiadiendo esta magnitud a la capacidad calorifica de la red. gue
es 3R (véase la formula (114.1) del tomo i"). se obliene para la capa-
cidad calorilica molar del metal el valor ¥/,R. De este modo, segin
la teovia electrénica clasica, la capacidad calorifica molar de los
metales debe ser 1,5 veces mayor que la de los dieléetricos. En reali-
dad, la capacidad calorifica de los metales no se diferencia aprecia-
blemente de la de los cristales no metélicos. La explicacion de este
desacuerdo s6lo pudo darla la teoria cudntica de los metales.

§ 79. Efecto Hall

Si una placa metdlica, a Io largo de la cual pasa una corriente
eléctrica conlinua. sc sitiia en un campo magnético perpendicular
a ella, entre las caras paralelas a las direcciones de la corriente y del
campo surge una diferencia de potencial Uj; = g, — ¢, (fig. 79.1).
Este fendmeno fue descubierto por E. H, Hall en 1879 y se denomina
efecto Hall o fendmeno galvanomagnético.

La diferencia de potencial de Hall se determina por la expresion

Uy = RbjB. (79.1)
Aqui b es la anchura de la placa; j, la densidad do la corriente; B,
la induccién magnética del campo. y R, un coeficiente de proporeio-
nalidad que recibe el nombre de constante de Hall.

El efecto Hall se explica ficilmente por la teoria electrénica,
En ausencia del campo magnético la corriente en la placa estd condi-
cionada por ol campo eléctrico E, (fig. 79.2). Las superficies equi-
potenciales de este campo forman un sistema de planos paralelos
perpendiculares al vector E,. Dos de ollos se representan en la figura
por medio de lineas rectas continuas. En todos los puntos de cada
una de estas superficies, y, por consiguiente, en los puntos I v 2,
el potencial es el mismo. Los portadores de corriente, es decir, elec-
trones, lienen carga negativa, por lo que la velocidad de su movi-
miento ordenado u tiene sentido contrario al del vector densidad de
1a corriente j. Cuando se conecla el campo magnético, cada portador
resulta sometido a la accién de una fuerza magnética F, dirigida a lo
largo del lado b de la placa y cuyo médulo es
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F = euR. (79.2)

Como resultado surge una componente de Ia velocidad de los elec-
trones dirigida liacia la cara superior (en la figura) de la placa, Junto
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a esta cara se produce un exceso de cargas negativas y, respectiva-
menle. junte a la cara inferior, un exceso de cargas posilivas. Por
consiguiente, aparcce un carnpo eléctrico transversal Ep adicional.
Cuando la intensidad de este campo alcanza un valor tal que gu accion
sobre las cargas equilibra la fuerza (79.2), se establece una distribu-
cion estacionaria de las cargas en direccién transversal, El valor
correspondiente de E 5 viene determinado por Ja condicién ¢E , =
= euli. De aqui
Ep=ul.

El campo Ey so suma al E, en eb caropo resultantle E. Las super-
ficies equipotenciales son perpendiculares al vector inlensidad del
campo. Por lo tanto, giran y ocupan la posicién representada con
linea de trazos en la fig. 79.2. Los puntos 7 y 2, que antes se encon-
traban en una misma superficie equipotencial, Licnen ahora polen-
ciales distintos. Para hallar la tensién que surge entre eslos puntos
hay gue multiplicar la distancia b entre ellos por la intensidad £ g

Up = bEg == bub.

Expresamos u por medio de 7, » y e, de acuerdo con la férmula j =
= nen. Como resultado obtenemos

| ;
Uy = = biB. {(7TH.3)
Esta Gltima expresién coincide ¢on (79.1) si se supone
R=—, (79.4)

ne

De (79.4) se sigue que, nidiondo la coustante de Hall, se puede
hallar la concentracién de portadores de corriente en wn. metal dado
(es decir, el nimero de porladores por unidad de volumen),
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Una caracteristica imporlante de la- substancia es la movilidad,
que tienen en ella los porfadores de corriente, Se llama movilidad
de los portadores de corriente la velocidad media que éstos adguieren.
cnando la intensidad del campo eléetrico es igual a la unidad. Si en

+ + + + + . - - - — -
FI ; i f ,
u 13
ep B®
- = - - = + + + + +
ig. 79 3.

un_campo de inlensidad £ adquieren los portadores la velocidad u,
su movilidad u, sera

Uy = -;— : (79.5)

La movilidad se puede relacionar ¢on la conductividad o v con lo
concentracién de portadores n. Para esto se divide la relacion j =
= peu por la intensidad del campo #. Tomando en consideracion
que la razén de j a F da o, ¥ la de v a E, la movilidad, obienemos

¢ = neéu,. (79.6)

Midiendo la constante de IFail 22 y Ia conductividad o, con las
formulas (79.4) y (79.6) se puede hallar la concentracién y la movi-
lidad de los portadores de corriente en la muestra correspondiente.

El efecto Hall se observa no so6lo en los metales, sino también
en los semiconductores, pudiéndose deducir por el signo del efecto
la pertenencia del semiconductor al tipo » o p!). En Ia fig. 79.3 se
compara el efecto Hall de muestras con portadores positivos y con
portadores negativos. El sentido de la fuerza magnética se invierte
tanto cuando varia el sentido del movimiento de la carga como cuan-
do cambia su signo. Por consiguiente, si la corriente y el campo tienen
el mismo sentido, la fuerza magnética que actiia sobre los portadores
positivos ¥ negativos tiene también el mismo sentido. Por cso, en
¢l caso de portadores positivos, el potencial de la cara superior (en
la figura) es mayor que el de la inferior. ¥ en el caso de portadores
negativos, menor. De este modo, al determinar el signo de la dife~
rencia de potencial de Hall se puede establecer el signo de los porta-
dores de corriente.

Es curioso que en algunos metales el signo de Uz corresponde al
de los portadores de corriente positivos. La explicacidn de esta ano-
malia la da Ia teoria cuantica.

1) En los semiconductores del tipo » el signo de los pmladm‘es de corriente
es negativo, v en los del tipo p, positivo (véase el tomo 30).



CAPITULO XIl
CORRIENTE ELECTRICA EN LOS GASES

§ 80. Conductibilidad no auténoma y auténoma

El puso de la corriente eléctrica a través de los gases se llama des-
carga en el gas. Los gases en estado normal son aisladores, en ellos
no hay porladores de corriente. Sélo cuando se crean unas condiciones
-especiales pueden aparecer en los gases dichos portadores (iones,
electrones) v producirse la descarga eléctrica.

Los portadores de corviente pueden surgir en los gases como re-
sultado de acciones exteriores no relacionadas con la existencia del
campo eléctrico. En este cuso se dice que la conductibilidad del
&as no es auténoma o que es mantenida. Lia descarga mantenida puede
producirse por calentamiento del gas (ionizacién Llérmica), por la
accion de rayos ultravioletas o X v por la de radiaciones de substan-
cias radiactivas,

8i los portadores de carga aparecen como resuliado de procesos
-condicionados por la creacién de un campo cléetrico en el gas. la
<onductibilidad se llama eutéroma o automanienida.

El caricter de la descarga en un gas depende de muchos factores:
«de la naturaleza quimica del gas y de los electrodos, de la temperatura
v presion dol gas, de la forma, dimensiones y disposicién mutua de
los electrodos, de la tension que se les aplica, de la densidad y poten-
«¢ia de la corriente, etc. Por eso la descarga en un gas puede tomar for-
mas muy diversas. Algunos tipos de descarga van acompaiiados de
luminosidad y de efectos sonores: chisperroteo, susurros o ehasquido.

§ 81. Descarga en un gas no auténoma

Sea un gas que, encontrindose entre los eleclrodos (Fig. $1.1),
-estd sometido a la accidu continua, y constante por su intensidad. de
cualquier agente ionizante (por ejemplo, de los rayos X). La accién
del ionizador hace que de ciertas moléculas del gas se desprenda uno
0 varios electrones y, a causa de esto, estas moléculas se convierten
&n iones cargados posilivamente. A presiones no muy bajas, los elec-
trones desprendidos son capturados generalmente por las moléeulas
neutras, que de este modo se transforman en iones cargados negativa-
menie. E] nitmero de pares de iones producidos bajo la accién del
ionizador en la wnidad de volumen por unidad de tiempo lo designa-
remos por An;.

Al mismo tiempo que el proceso de ionizacién, en el gns tiene
Tngar la recombinacién de los iones, es decir, la neutralizacion de
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ivs iones de signos distintos al encontrarse o la reunificacidn de un
ion posilivo ¥ un electrén en una molécula neutra. La probabilidad
de que se encuenlren dos iones de signos distintos es proporcional
tanto al mimero de iones positivos como al de iones negativos. Por
lo tanto, la cantidad de pares de iones An, que se recombinan por
segundo en la unidad de volumen es proporcional al cuadrado del
nimero de pares de iones n que hay en di-

cha unidad de volumen:

An, = rn® (81.1)

{r es un coeficiente de proporcionalidad).

En estado de equilibrio el nimero de
iones que surgen es igual al numero de ios
que se recombinan, por consiguniente,

n; = rnt. {81.2)

De aqui, para la concentracidon de iones
(nimero de pares de iones por unidad de
volumen), en equilibrio, se obtiene la ex-
presidon siguiente:

n=1/ 2oL, (31.3)

Bajo la accién de la radiacion cdsmi-
ca v de Jas trazas de substancia= radiac-
tivas que hay en la corteza terrestre, en 1 cm® del aire
atmosférico surgen por término medio varios pares de iones por se-
gundo. El coeficienle r para el aire es igual a 1,6-107% cm¥/s, La sus-
titucion de estos valores en la férmula (81.3) da para la concentra-
cién en equilibrio de iones en el aire un valor del orden de 103 cm™3.
Esta concentracion es insuficiente para condicionar una conductibili-
dad apreciable. El aire puro seco es muy buen aislador,

5i se hace llegar tension a los electrodos, la disminucién del
nimero de iones se efectiia no s6lo a causa de la recombinacién, sino
también a expensas de la absorcién de los iones por el campo a los
electrodos. Supongamos que de la unidad de volumen son absorbidos
An; pares de iones por segundo. Sila carga de cada ion es e’, la neutra-
lizacién en los electrodos de un par de iones va acompaifiada del
transporte por el circuito de una carga e’. Cada segundo llegan a los
elecirodos An;SI! pares de iones (S es el area de los clectrodos; I,
la distancia entre ellos y el producto S! es igual al volumen del es-
pacio entre los electrodos). Por consiguiente, la intensidad de la
corriente en el circuito serd

I = e'An,Sl.

Fig. 81.1
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De aqui

I ;
dn}=—a—.—1§= B{I . ':81-4)

donde j es la densidad de la cocriente.
~ Cuando hay corriente la condicién de equilibrio liene la forma
siguniente:
An; = An, + Any.

Sustituyendo aqui las expresiones (81.1) y (81.4) de An, y An,,
Hegamos a la relaci6n

An,=rnt+ ?{{,— : (81.3)
La densidad de la corriente se determina por la expresién
F=e¢'nluf +u;) E, {81.6)

en la que uf y uj son las movilidades de los iones positivos y 113g.1—
tivos (véase la formula (79.5)).

Consideremos los dos casos extremos: el de los campos débiles
y el de los campos intlensos.

En el caso de los campos débiles la densidad de la corriente serd
muy pequefia y ¢l sumando jie'l en la relacién (81.5) se puede des-
preciar en comparacion con rn® (eslo significa que la disminucitn
del nimero de iones en el espacio entre los elecirodos se produce
principalmente a expensas de la recombinacién). Entonces (81.5)
se transforma en (81.2) v para la concentracién on equilibrio de iones
se obtiene la expresi6n (81.3). La sustitucién de este valor de n en
la férmula (81.6), da

j=e' V Bt 4u3) B (81.7)

El factor de F en la férmula obtenida no depende de la intensidad
del campo. Por lo tanto, en ol caso de los campos débiles la descarga
en el gas no anténoma ge subordina a la ley de Ohm.
La movilidad de los iones en los gases tiene el valor ~10-% (m x
* s™H/(V.m™) (1{em-sY)/(V.cm™)). Por consiguionte, si en estado
e equilibrio la concentracién n = 10* em™ = 10 m~* y la inten-
sidad del campo £ = 1 V/m, la densidad de la corriente serd

j=1,6.10"1.10° (10-% + 10-%)-1 ~ 10714 A/m® = 10718 Afem?

(véase la formula (81.6); se supone que los iones son de carga Qnica).

En el caso de los campos intensgos, en la [Grmula (81.5) se puede
despreclar el sumando rr?® en comparacién con el jle’'l. Esto significa
que, pricticamente, todos los iones que surgen llegan a los electrodos
sin tener tiempo de recombinarse. Con esta condicién, la relacién
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{81.5) toma la forma

Any = j}e'ﬁ,
De agui

i = e Angl. (81.8)
Esta densidad de corriente la crean lodos los iones generados por el
ionizador en una columna de gas, de seccién lransversal igual a la
unidad, comprendida ontre los eleclrodos. Por lo tanto. esta densidad
de corriente e¢ la miéxima para una intensidad dada del ionizador
s una distancia I, también dada, entre los elecirodos, Por esta razén
s¢ le da el nombre de densidad de la corriente de saluracion jg.,.

Caleulemos j ., siendo las condiciones siguientes: Any=10 em™ x

gl = 10" m™3s7! (aproximadamente ésta es la velocidad con que
se forman los iones en el aire atmosiérico en condiciones ordinarias),
1 =0, m. La sustitucion de eslos

datos en la féormula (81.8). dn S
Jsar = 1.6.10-%.107. 107" ~
~ 10-P A/m* = 1017 A/em?. oot

Este calculo demuestra que Ja conduc-
tibilidad del aire en condiciones or-
dinarias es insignificante.
Con valores intermedios de E se Fig. §1.2.

produce una transicién suave de

la dependencia lineal de j respecto de E a la saturacion, alcanzada la
cual j deja do depender de E (véaze la curva continua de la fig. 81.2).
Mis alla de la regidn de saturacién se encuentra una regién en que
la corriente aumenla bruscamente (véase la parte de la curva indi-
cada con linea de trazos). Este aumenlo se explica porque, a partir
de cierto valor de £, los electrones generados por el ionizador exle-
rior') tienen tiempo durante el recorrido libre de adquirir la energia
necesaria para, al chocar eon una molécula, producir su ionizacidn.
Los electrones libres surgidos de la ionizacion y acelerados excitan
a su vez la ionizacién. Tle este modo tiene lugar la multiplicacién
en avalancha de los iones primarios creados por el jonizador exte-
rvior y la intensificacién de la corriente de descarga, Pero, el proceso
no pierde el cardcter de descarga no auténoma, ya que i cesa la aceién
del ionizador exterior, la descarga prosigue solamonte hasta que
todos los electrones (primarios y secundarios) legan al dnodo (el
limite posterior del espacio en que hay particulas ionizantes —elec-
irones— se desplaza hacia el énodo), Para que la descarga se haga
autdnoma o automantenida es necesario que existan des avalanchas
de iones conirapuestas, lo que Gnicamente es posible si los portado-

1) En virtud de que su recorrido libre es mayor, los elecirones adguicren an-
tes que los jones de gas la capacidad de ionizar por chogue.
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tes de ambos signos son capaces de producir la ionizacién por choque.

Tiene gran importancia el que las corrientes de descarga no auté-
nomas, intensificadas a expensas de la multiplicacién de los porte-
dores, sean proporcionales al niimero de iones primarios creados por
el ionizador exterior. Esta propiedad de la descarga se aprovecha su
]0? detectores o contadores proporcionales (véase el pdrrafo siguien-
te).

§ 82. Camaras de ionizacidén y contadores de particulas

Las cdmaras de ionizacién y los contadores o detectores de parti-
culas se utilizan para deteclar y contar las particulas elementales
y para medir la intensidad de los rayos X y gamma. La accién de
estos instrumentos se basa en la aplicacién de la descarga no auté-
noma €n un gas,

Los esquemas tedricos de la cdmara de ionizacién y del contador
de particulas son iguales (fig. 82.1). Sélo difieren en el régimen de

{
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Fig. 82.1.

funcionamiento y en particularidades estructurales. Ll contador
(fig. 82 1, &) consta de un cuerpo cilindrico, a lo largo de cuyo eje
hay un hilo delgado tenso y sujeto sobre aisladores {dnodo). De ci-
todo sirve el cuerpo del contador. Para que entren las particulas
ionizantes, en una de las bases del cilindro se hace una ventanilla
de mica u hoja de aluminio. Algunas particulas, y los rayos X ¥
gamma, penetran en el contador o en la cdmara de ionizacion direc-
tamente, a través de sus paredes. La cdmara de ionizacién (fig. 82.1,
a) puede tener electrodos de distinta forma. En particular, pueden
ser los mismos que los del contador o tener la forma de placas planas
paralelas u otras.

Supongamos que en el espacio entre los electrodos penetra una
particula cargada rdpida que crea /N, pares de iones primarios (elec-
trones e iones positivos). Los iones surgidos son arrastrados por el
campo hacia los electrodos, a causa de lo cual, a través de la resis-
tencia 7, pasa eierta carga g que llamaremos impulso de corriente.
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En la fig. 82.2 se da la dependencia del impulso de corriente q res-
pecto de la tensién U entre los electrodos, para dos cantidades dife-
rentes V, de iones primarios, una de las cuales es tres veces mayor que
la otra (Vg, = 3N,,). En la griafica se pueden distinguir seis regio-
nes. Las regiones [ y /I fueron estudiadas en el parrafo anterior.
En particular, la I7T regidn es la de la corriente de saturacién, en que
todos los iones creados por las particulas ionizantes llegan a los
electrodos sin tener tiempo de rccombinarse. Es natural que cn estas
condiciones el impulso de co-
rriente no dependa de la ten- 7
sién.

A partir del valor U, la
intensidad del campo es sufi- t
ciente pata que los clectrones
puedan ionizar las moléculas
por choque. Por eso la canti-
dad de electrones e iones posi-
tivos crece en avalancha. Co- #%,|-
mo resultado, en cada uno de e, |4
los electrodos inciden AN, T 7 >
iones. La magnitud A se llama ! v i
coeficiente de amplificacion del Fig. 82.2.
gas. En la [JI region esto
coeficiente no depende de la cantidad de iones primarios (pera si
de la tensién). Por eso, si la tensién se mantieno constante, el im-
pulso de corriente serd proporcional a la cantidad de iones primarios
La I/1 regién se denomina regidn de proporcionalidad, y 1a tensién U .

- umbral de le region de proporcionalidad. Bl coeficiente de am'plif’:-
cacién del gas varia en esta rogién desde 1, al principio, hasta 102 . .
... 10% al final (la fig. 82.2 se ha hecho sin respetar la escala sobre
el ejo ¢: s6lo se ha mantenido Ia relacién 1 : 3 entre las ordenadas de
las curvas en las regiones Il y III).

En la IV regién, llamada regién de proporcionalidad parcial,
el coeficiente de amplificacion del gas 4 depende cada vez més de
Ny, en virtnd de lo cual la diferencia entre los impulsos de corriente
gencerados por una eantidad distinta de iones primarios, se hace
cada vez mds snave,

Con las tensiones correspoudientes a la region V (a la que se da
el nombre de regidn de Geiger, asi como a la tensién Ug el de umbral
de dicha regién), ol proceso adquiere caricter de descarga auténoma.
Los iones primarios solamente estimulan su surgimiento. El impulso
de corriente en esta regién no depende en absoluto de la cantidad de
iones primarios.

En la VI region 1n tensién es tan grande que la descarga, una
vez iniciada, no se interrumpe: Por csta razén se llama regidn de
descarga continug.

N
S
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Camaras de ionizacién. Se denominan cimaras de ionizacién los
aparatos gque funcionan sin amplificacion del gus, es decir, a las
‘tensiones correspondientes a la J7 regi6n. Existen dos tipos de cama-
ras de jonizacion, Las de un tipo se utilizan para registrar los impul-
sos generados por particulas aistadas (cimaras de impulsos). La parti-
«eila que penctra en esta ciimara crea en ella cierta cantidail de iones,
¥ a causa de esto comienza a pasar a través de ]a resistencia + la
corriente I. Esto hace que el potencial del punto 7 (véasc lafig. 82.1, a)
s¢_eleve y se haga igual a I'R (inicialmente el poleni‘ial de este ‘punte
era el mismo que el del punto 2 puesto a lierra). Este potesicial entra
en ¢l amplilicador ¥, una vez reforzado, pone en accién un dispositivo
contodor. Después que lodas las eargas 1legadas al electrodo interior

pasan por la resistencia R, la corriente se in-

g terrumpe ¥ el potencial del punto 7 vnelve a

ser nulo. Fl cardcter del funcionamiento de la

o camara depende de la doracion del impulse

— de corriente producido por wna particula ioui-
. A A zante.

=2 G Para esclarecer de qué depende la dura-

cion del impulso, consideremos un cirenito for-

mado por un condensador’'C y una resistencia

i, 82.3. R (fig. 82.3). Si a las armaduras del conden-

& sador se les comunican cargas de signos distin-

Los, +q, ¥ ~—¢q,, a través de la resistencia R

pasard corriente, por lo que las cargas que hay en las armaduras

disminuiran. El valor instantineo de la tensién aplicada a la resis-

tencia os U = g/C. Por consiguiente, para la intensidad de la co-
rriente se obtiene la expresién

4 q X
]nﬁ'zﬁ' (82.1)

Sustituimos la intensidad de la corriente por —dg/dt, sienio —dyg
la disminueién de la carga en las armaduras cn el tiempo df. Como
resultado so obtiene la ecuacién diferencial

dq g dy 1
—&® R ° 3 =Tl

Segln (82.1) dg/q = dI'I, por lo que ge puede escribir
dr 1

T = T -
La integracién de esta ccuacién da
In 7= ——!-r. +1n f
ne v 0
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(mediante In 7, se ha designado la constante de integracién). Fina
mente, potenciando [a expresién obtenida, llegamos a la formula

i
[= I, . (82.2)

Se comprende ficilmente gue 7, es el valor inicial de la intensidad de
la corriente.

De la ecuacién (82.2) se sigue que en el tiempo
T = RC (82.3)
la intensidad de la corriente disminuye e veees. De acuerdo con
esto, la magnitud (82.3) lleva el nombre de constante de tiempo del
circuito. Cuanto mavor sea esta constante, tanto mis lentamente dis-
minuird la corriente en el circuito.

El esquema de la cdmara de ionizacién (véase la fig. S2.1, a)
es semejante al representado en la fig. 82.3. El papel de € lo desem~
peiia el volumen comprendido entre los electrodos, que en el esquema
de la cAmara se indica con linea de trazos. Con el aumento de la re-
sistencia R crece la tension entre los puntos 7 ¥ 2 para una intensidad
de corriente dada y, por lo tanto, se hace més ficil el registro de los
impulsos. Esta circunstancia incita a utilizar R de magnitud todo
lo mayor posible. Al mismo tiempo, para que la edimara pueda regis-
trar separadamente los impulsos de corriente, generados rapida-
mente uno detras de otro por las particulas, la constante de ticinpo no
debe ser grande. Por eso, al elegir la magnitud de R para las cdmaras
de impulsos hay que llegar a un compromiso. Por lo general se toma R
del orden de 108 Q. Entonces, si € ~ 10-1* F, la constante de tiempo
constituye 10-2 s,

El otro tipo de edmaras de ionizacién es el de las llamadas cimaras
integradoras. En ellas se toma R del orden de 105 Q, 5i € ~ 10~V F,
la constante de tiempo serd igual a 104 s. En este caso los impulsos
de corriente gue generan las particulas ionizantes por segundo, se
juntan v por la resistencia pasa una corriente continua, cuya mag-
nitud caracteriza la carga total de los iones que surgen en la camara
por unidad de tiempo. De este modo, los dos tipos de cidmaras de
ionizacidn se diferencian nicamente en el valor de la constante de
tiempo RC.

Contadores proporcionales. Los impulsos producidos por las
particulas independientes se pueden amplificar mucho (hasta 10® . . .
... 10% veces) si la tensién entre los electrodos se encuentra en la
IIT region (véase la fig. 82.2). Ll instrumento que funciona en este
régimen se llama defector o contador proporcional. El dnodo del con-
tador se hace en forma de hilo de varias centésimas de milimetro de
didmetro. La intensidad del campo, en las proximidades del hilo
1701245
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es especialmente grande. Si la tension entre los electrodos es sufi-
cientemente grande, los electrones que surgen cerca del hilo adquieren
bajo la aceién del campo la energia suficiente para ionizar las molé-
culas por choque. Como resultado tiene lugar la multiplicacién de
los iones. Las dimensiones del volumen, dentro de cuyos limites se
produce esta multiplicacién, aumenta a medida que crece Ja tension.
De acuerdo con esto aumenta también el coeficiente de amplificacién
del gas.

La cantidad de iones primarios depende de la naturaleza y enorgia
de la particula que provoca el impulso. Por eso, por la magnitud de
los impulsos a la salida del contador proporcional se pueden dife-
renciar las particulas de distinta naturaleza y clasificarlas de una
misma naluraleza de acuerdo con sus energias.

Contadores de Geiger—Miiller. Una amplificacién todavia mayor
del impulso (hasta 108) se puede conscguir haciendo que el contador
funcione en la regién de Geiger (V regién en la fig. 82.2), Un conta-
dor que funciono en este régimen se llama detecior o contador de
Geiger— Miiller (o bien, abreviadamente, contador de Geiger). La des-
carga en la regién de Geiger, una vez «iniciada» por la particula ioni-
zante, se transforma después en auténoma. Por eso la magnitud del
impulso no depende de la ionizacién inicial. Para poder obtener de
las particulas aisladas impulsos separados es necesario interrumpir
(extinguir) rdpidamente la descarga surgida. Esto se consiguc por
medio de una resistencia exterior 2 (en los detectores no autoextin-
tores) o a expensas de los procesos que se desarrollan en el contador
mismo. En este altimo caso el detector se llama autoextintor.

La extincién de la descarga por medio de una resistencia exterior
esta condicionada por el hecho de que, al pasar por la resistencia la
corriente de descarga, surge en ella una gran caida de tensién.
Por esto al espacio entre los electrodos sélo le correspende una
parte de la tensién aplicada, la cual es insuficiente para mantener la
descarga. ]

La interrupeién de la descarga en los contadores autoextintores
se produce por las causas siguientes. Los electrones tienen una movi-
lidad aproximadamente 1000 veces mayor que la de los iones posi-
tivos. Por esta razdn, en el tiempo durante el cual los electrones llegan
al hile, Jos iones positivos casi no se mueven de sus sitios. Estos
iones crean una carga espacial positiva que debilita el campo en las
proximidades del hilo y la descarga cesa. En este caso lu extincién de
la descarga la obstaculizan unos procesos adicionales que no vamos
a estudiar. Para evitarlos se afiade al gas que llena ol contador (gene-
ralmente argén) una pequefia cantidad de gas orgénico monoatémico
(por ejemplo, vapores de alcohol). Este contador separa los impulsos
de particulas que se suceden unas a otras con intervalos del orden
de 10-4¢ s,
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§ 83. Procesos que conducen a la aparicién de los
portadores de corriente en la descarga auténoma

Antes de empezar a describir los diversos tipos de descarga autd-
noma en gas, vamos a estudiar los principales procesos que acarrean
la dparicién de los portadores de corriente (electrones e iones) em
estas descargas.

Colisioncs de los electrones con las moléculas. Los choques de
los clectrones (y de los iones) con las moléculas pueden tener caracter
elastico o ineldstico. La energia de la molécula (lo mismo que la
del dtomo) se cuantiza. Esto significa que dicha energia sélo puede
tener valores discretos (es decir, separados por intervalos finitos),
llamados niveles de energia. El estado de energia minima se denomi-
na fundamental. Para hacer que la molécula pase del estado funda-
mental a los distintos estados excitados se necesitan determinados
valores W,, W,., etc. de la energia. Comunicédndole a la moléeunla
una energia suficientemente grande W; se puede producir su ioni-
ZAcion.

Cuando una molécula pasa a un estado excitado, por lo general
permanece en €l solamente ~10-8 s, después de lo cual retorna al
estado fundamental emitiendo el exceso de energia en forma de un
cuanto de luz o fotérn. En algunos estados excitados, llamados me-
tastables, las moléculas pueden permanecer mucho més tiempo (apro-
ximadamente 10-% s).

En las colisiones de particulas deben cumplirse las leyes de con-
servacion de la energia y del impulso. Por eso a la transmisién de la
energia durante el chogue se le imponen determinadas limitaciones,
es decir, no toda la energia que posee la particula incidente puede
ser transmitida a la otra particula.

Si durante el choque no puede serle transferida a la molécula la
encrgia suficiente para que se excite, la energia cinética total de las
particulas permanece invariable y el choque serd eldstico. Iallemos
Ja energia que se le comunica a la particula que recibe el chogque
cuando éste es elastico.

Supongamos que una particula de masa my, cuya velocidad sea vy,
choca con una particula en reposo (v,, = 0) de masa m,. Si el choque
es central deben cumplirse 1as condiciones

2
miYia __
2

2 2
m:-;' + m;v, y Mgy =Myt Hgly,
en las que »;, ¥ v, son las velocidades de Ias particulas después dsl

chogue. De estas ecuaciones se obtiene para la velocidad de la se-
gunda particula el valor

2my

o= My ma

Uyo
17*
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{véase cl § 28 del tomo 1°). La energfa que se transfiere a la segunda
particula durante el chogue eldstico se determina por la expresién

oo mavE  mdy  dmymy
AWe, 2 2 wlmytmg)® "

5i my < m,, esta expresibn se simplifica del modo siguiente:

£
AW = m;zvm %= W,o %’ (83.1)

donde W, es la energia inicial de la particula incidente

De (83.1) se infiere que una particula ligera (electrén) al chocar
elasticamente con una particula pesada (molécula) sélo lo transmite
una pequefia parte de su reserva de energia. La particula ligera «re-
botay en la pesada lo mismo que una pelota on la pared, sin que varie
practicamente la magnitud de su velocidad. El cilculo correspon-
diente da que, cuando el choque es central, la parte de la energia que
se transfiere es ain menor.

Si Ia encrgia de la particula incidente (eleclrén o ion) es sufi-
cientemente grande, la molécula se puede excitar o ionizar. En este
caso la energia cinética total de las particulas no se conserva, porque
una parte de ella se gasta en la excitacién o ionizacién, es decir, en
aurnentar la energia interna de las particulas que chocan o en dividir
en dos una de ellas.

Las colisiones que producen excitacién de las particulas son cho-
ques ineldsticos de primer género. Una molécula en estado excitado,
al chocar con ofra particula (electrén, ion o molécula neutra), puede
pasar a su estado fundamental no radiando el exceso de cnergia,
sino transmitiéndoselo a dicha particula. Como resultado la encrgia
cinética total de las particulas después de la colisién es mayor que
antes del choque. Estas colisiones se conocen con ol nombre de cho-
ques ineldsticos de segundo género. La transicién de las moléculas de
un estado metastable al fundamental se efectiia a costa de los choques
de segundo género.

En una colisién ineldstica de primer género las ecuacionesde con-
servacién de la energia y el impulso tienen la forma

vl
Mty __ m i
2 2

-+ m;UE -+ AW““‘ Mglyo == MU+ M oly, (832)

en las que AW, es el incremento de la energia interna de la molé-
cula correspondiente a su transicidn al estado excitado. Eliminando
en estas ecuaciones, obtenemos

AW ge = Mgy os — %l”‘* 2ed (83.3)

Para una velocidad dada de la particula incidente (v,) ol incre-
mento de la energia interna AW,,, depende de la velocidad v, con
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que la molécula se mueve después del chogue. Hallemos el valor mi-
ximo posible de AW,,,. Para esto tomamos la diferencial de la
funci6on (83.3) respecto de v, e igualamos la derivada a cero:

d(AWint) _ mitme Gt o
e L my - tye=U

De aqui v, = myye/(m, + m,). La sustitucién de este valor de v,
en la formula (83.3) da

Awlnt.mﬁx=mlr:_2m3£‘!:£- {83.4)

Si la particula incidente es mucho més ligera que la que recibe
el choque (m; < my), el factor my/(m, -+ m,) en la expresién (83.4)
se aproxima a la unidad. De este modo en la colisién de una parti-
cula ligera (electrén) y una pesa-
da (molécula) casi toda la encrgia
de la particula incidente se puede
gastar en oxcitar o ionizar la molé-
cula').

No obstante, incluso si la ener-
gia de la particula incidente (elee-
trén) es suficientemente grande,
Ja colisibn no conduce necesaria-
mente a la excitacién o ionizacién ) T
de Ja moléenla. KExisten deter- Energia del electron
minadas probabilidades de estos Fig. 83.1.
proceses que dependen de la energia
(v. por consiguiente, de la velocidad) del electrén. En la fig. 83.1
se muestra la marcha aproximada de estas probabilidades. Cuanto més
vdpido es el electron, tanto menor es el intervalo de tiempo que dura
su interaceién con la molécula al pasar cerca de ella, Por eso ambas
probabilidades alcanzan rapidamente el mdximo y luego disminuyen
al aumentar la energia del electrén. En la figura se ve que un electron
que posea, por ejemplo, la energia W', es mis probable que produzeca
la ionizacién de la molécula que su excitacién.

Fotoionizacion. La radiacién electromagnética estd constituida
por particulas elementales llamadas fotones. La energia del foldn
es igual a fiw, donde % es la constante de Planck dividida por 2m
(véase (56.5)), ¥ w, la frecuencia angular de la radiacién. El fotén
puede ser absorbido por una moléecula, yendo su energia a exeitarla

Excitacidn  Tonizacidn

Probabilidad del proceso

1) En el caso de la iomizacidn, las ecuaciones (83.2) se complican, ya que
después de la colision no habrd dos particulas, sino tres. Pero la conclusién de
que es posible que casi toda la energia del clectrén se gaste en la ionizacion es
correcta.
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o ionizarla. En este caso la ionizacién de la molécula se llama fotoio~
nizacién. La fotoionizacién directa es capaz de produecir radiacién
ultravioleta. La energia de un fotén do luz visible es insuficiente
para arrancar un eleetrén de la molécula. Por lo tantio. la radiacién
visible es incapaz de producir la fotoionizacién directa. No obstante,
puede condicionar la denominada fetoionizacidn escalonada. Esle
proceso se efectiia en dos etapas. En la primera el fotén hace que la
molécula pase a un estado excitado. En la segunda se produce la
ionizacion de la molécula excitada a expensas del chogque de ésta
con otra molécula.

En la descarga en gas se puede producir una radiacién de onda
corta capaz de provocar la fotoionizacién directa. Un electron sufi-
cientemente rapido, al chocar, no so6lo puede ionizar la molécula, sino
también hacer pasar el ion recién formado a un estado excitado. La
transicion de este ion al estado fundamental va acompafiada de la
emision de una radiacién de mas frecuencia que la que tiene la radia-
cién de la molécula neutra. La energia de un fotdn de esta radiacifn
resulta ser suficiente para la fotoionizacion directa.

Emisi6n de electrones por la superficie de los electrodos. En el
volumen (espacio) de la descarga en gas pueden ontrar electrones pro-
cedentez de la emisidn de la superlicie de los slectrodos. Tipos de
emision tales como la termoidnica, la de electrones secundarios y la
autoemision o emisién fria desempefian en algunos tipos de descarga
el papel fundamental.

Se llama emisidn termoiénica la emisiéon de electrones por los
sélidos y liquidos calientes. En virtud de la distribucién por velo-
cidades, en un metal siempre existe cierta cantidad de electrones
libres, cuya energia es suficiente para vencer la bharrera de potencial
v salir de los limites de aquél. A la temperatura ambiente la canti-
dad de estos electrones es insignificante. Pero al anmentar la tem-
peratura, el ndmero de electrones capaces de abandonar el metal
erece muy ripidamente y a una temperatura del orden de 10% K
se hace completamente perceptible.

Se da el nombre de emisién de elecirones secundarios a la emision
de electrones por la superficie de un sélido o liguido al ser bombar-
deada con electrones o iones. La razén del niimero de electrones (se-
cundarios) emitidos al nimero de particulas que incitan la emision
se denomina coeficiente de emisidn secundaria. En el caso del bombar-
deo de Ja superficie de un metal con electrones, el valor do este coefi-
ciente se encuentra entre los limites de 0,5 (pdra el berilio) a 1,8
(para ol platino).

Autoemisién o emision fria es la emisién de electrones por la super-
ficie de un metal que tiene lugar cuando en las proximidades de su
superficie se crea un campo eléctrico de intensidad mny grande
(~108 V/m). Este fenomeno también se llama a veces desprendi-
miento o arranque de electrones por un campo eléctrico.
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§ 84. Plasma de descarga gaseosa

Algunos tipos de descarga autéonoma se caracterizan por un grado
muy alto de ionizacion del gas. Un gas en estado de intensa ioniza-
cién, a condicion de gue la carga total de los electrones e iones en
cada volumen elemental sea igual (o casi igual) a cero, se llama plas-
ma. El plasma es un estado especial de la substancia. En dicho estado
se encuentra la substancia en las entradas del Sol y de otras estre-
llas, cuya temperatura es de decenas de millones de grados. El plasma
que so produce a causa de la alta temperatura de la substancia se
dice que es de alta temperatura o isoférmico. El gque se origina en la
descarga en gas =ze llama plasma de
descarga gaseosa.

Para que el plasma se encuentre

en estado estacionario es necesario A

que existan procesos guc compensen

la disminucién de iones debida a la E “eE
recombinacion. En el plasma de alta P

temperatura esto se efectia a expen- L

sas de la jonizacion téemica, y en el

de descarga gaseosa, acosta de la ioni- Fig. 84.1.

zacién por choque de los eclectrones

acelerados por el campo eléctrico. Una modalidad particular de plasma
es la ionosfera (una de las capas de la atmésfera). El alto grado de
ionizacion de las moléculas (~1%) se mantiene en la ionosfera a costa
de la fotoionizacion debida a la radiacién de onda corta del Sol.

En el plasma de descarga gaseosa los electrones participan cn

. dos movimientos, uno cadtico, con cierta velocidad media (v) y
otro ordenado, en sentido opuesto a E, con Ja velocidad media (u),
mucho menor que (v).

Vamos a demostrar que ¢l campo eléctrico no sélo condiciona el
movimiento ordenado de los clectrones en el plasma, sino que tam-
bién anmenta la velocidad (v) de su movimiento caético. Suponga-
mos que, en el instante en que se conecta el campo, hay en el gas
cierta cantidad de electrones, cuya velocidad corresponde a la tem-
peratura del gas Ty (Yam (°) = %,kT:). En el tiempo entre dos
colisiones consecutivas con las moléoulas, el elecirén recorre, en
promedio, un espacio A (fig. 84.1; Ia trayectoria del electrén esta
ligeramente curvada por la aceién de la fnerza —eE). Al mismo tiemypo
el campo realiza sobre ésle el trabajo

A = eEl, (84.1)

en el que Iy es la proyeccién del desplazamiento del electrén sobre
ja dircccién de la fuerza que actiia sobre él. A causa de las colisiones
con las moléculas, la direccion del movimiento del electrén cambia
todo el tiempo de un modo casual. Respectivamente, cambia la mag-
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nitud y el signo de ip. Por eso el trabajo (84.1) tiene magnitud di-
stinta y signo diferente en trozos aislados de la trayectoria. En unos
el campo aumenta la energia de los electrones, en otros la disminuye.
Si el movimiento ordenado de los clectrones no existicra, el valor
medio de lp, y, por consiguiente, también ¢l trahajo (84.1), serfa
nulo. Pero la existencia de dicho movimiento hace que el valor me-
dio del trabajo A4 sea distinto de cero y al mismo tiempo positivo.
Este valor es

()= eE (uyT = ek (uy s, (84.2)
donde t es la duracién media del recorrido libre de los electrones
({u) < @)

De este modo, el campo, en promedio, saumenta la energia de
los electrones. Es cierto que ¢l electron al clhiocar con una molécula
le transmite a ésta parte de su energia. Pero como se aclard en el
parrafo anierior, la parte relativa & de la energia que se transficre
durante el choque elistico, es muy pequefia, En promedio!) (5} =
= 2 (m/M) (m es la masa del electrén y M, la masa de la molécula).

En un gas enrarecido (en el cual A es mayor) y con intensidad del
campo # suficientemente grande, el trabajo (84.2) puede ser mayor
que la energia '/,m (v*)- (§) transferida, en promedio, a la molécula
en cada colisién. Como resultado do esto la energia del movimiento
caolico de los electrones erecera. Por filtimo alcanza un valor méxime
suficienie para excitar o ionizar la moléecula. A partir de este instante
una parte de las colisiones deja de ser eldstica, lo que va acompaiiado
de una gran pérdida de encrgia. Por eso la parte, en promedio, de
energia que se transmite (8), aumenta.

Asi, la energia necesaria para la ionizacién no la adquieren los
electrones en un solo recorrido libre, sino que la acumulan poco a
poco durante una serie de recorrides. La ionizacion acarrea el surgi-
miento de una gran cantidad de electrones y iones positivos y se
produce el plasma.

La energia de los electrones del plasma estd definida por la con-
dicion de que el valor medio del trabajo que realiza el campo sohre
un electrén durante un recorrido libre es igual al valor medio de la
energia que cede el eleetrén en el choque con una moléeula:

m (1)

el (u)—(%— = ().

Aqui (6 ) es una funcién compleja de la velocidad (v).
La experiencia da que para los electrones rige en el plasma de
descarga gaseosa la distribucién de Maxwell por velocidades. A causa

1} De acuerdo con la f6rmula {83.1), si el choque es central, § == 4 (m/M). En
el caso de que el electrén y la molécula se erocen» débilmente, § = 0.
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de la débil interaccién de los electrones con las moléculas (en el choque
eldstico § es muy pequena y la cantidad relativa de colisiones inelas-
ticas es insignificante), l1a velocidad media del movimiento cadtico
de los electrones resulta ser muchas veces mayor que la velocidad
correspondiente a la temperatura del gas T,. Si se introduce la tem-
peratura de los electrones 7', y se determina partiendo de la relacion

ym Ry = 3/, kT,

se obtiene para 7, un valor del orden de varias decenas de millares
de Kelvin. La no coincidencia de las temperaturas 7'y y 7, evidencia
gue entre los electrones y las moléculas no existe equilibrio termo-
dinamico en el plasma de descarga gaseosal').

La concentracién de portadores de corriente en el plasma es muy
grande. Por eso el plasma es buen conducior. La movilidad de los
electrones es aproximadamente tres 6rdencs mayor que la de los
iones, en virtud de lo cual la corriente en ¢l plasma la crean prin-
cipalmente los electrones.

§ 85. Descarga luminiscente

La descarga luminiscente se produce a presiones bajas. Se puede
observarla en un tubo de vidrio de 0,5 m de longitud aproximada-
mente, en cuyos extremos estén soldados unos electrodos metdlicos.
plavos (fig.85.1). A estos electrodos se les suministra una tenzion del
orden de 1000V. Ala presién atmosférica en el tubo no existe practica-
mente corriente. Si la presion se hace descender, cuando llega apro-
ximadamente a 50 mm Hg se produce una descarga en forma de del-
gado cordén luminoso ondulado que une el dnodo con el citodo.
A medida que disminuye la presién se va haciendo més grueso el
corddn y, aproximadamente, cuando aquélla es de 5 mmn Fg llena
toda la seccién del tubo y se establece la descarga luminiscente. Sus
partes fundamentales se muestran en la fig. 8§5.1. En las proximida-
des del cdatodo se encuentra una capa luminosa delgada que se deno-
mina pelicula luminose del cdtodo, Entre el catodo y esta pelicula se
encuentra el espacio oscuro de Aston. Por la otra parte do la pelicula
hay wna capa débilmente luminosa, que por contraste parece oscura,
llamada espacio oscuro del ¢itodo (o de Crookes). De esta capa se pasa
a una region luminosa que recibe el nombre de luminiscencia negativa.
Todas las capas citadas forman la parte catédica de 1a descarga lumi-
niscente.

Con la luminiscencia negativa limita un intervale oscuro, el
espacio oscuro de Faraday. Este es un limite borroso. Il resto del
tubo esta lleno de gas liminiscente; esta parte se llama columna posi-

1) En el plasma de alta temperatura la energia media de las moléculas, elec-
trones y iones es la misma. Esto explica su denominacién de plasina isotérmico
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¢iva. Al descender la presién la parte catbédica de la descarga yel
espacio oscuro de Faraday se emsanchan y la columna positiva se
acorta. Con una presion del orden de 1 mm Hg la columna positiva se
descompone en una serie de capas (estratos) curvadas, oscuras y bri-
1lantes, que se suceden alternativamente.

Las mediciones cfectuadas por medio de sondas {alambritos del-
gados soldados en diversos puntos a lo largo del tubo) v por otros
métodos han demostrado que el potencial varia a lo largo del tubo
irregularmente (véase la grifica de la fig. 85.1). Casi toda la caida
de potencial corresponde a las primeras tres partes de la descarga,
hasta el espacio oscuro del catode inclusive. A esta parte de la ten-
sion aplicada al tubo se le da el nombre de caida de potencial catddica.
En la region de la luminiscencia negativa el potencial no varia,

De Aston De! edtodo e Faraday Espacios
(IR + aSLUros
okl = =P,
fafodon : = =L
-~ 4 11 £ Regiones
Pelizuta | Luminése, g
catddica ﬂeg:;fe'i'sa ,ggéfg’?p‘?g lunriscentes
14

e
Loida de potencial del cdtodo
Fig. 85.1.

<en ella la intensidad del campo es nula. Finalmente, en el espacio
oscuro de Faraday vy en la columna positiva el potencial crece lenta-
mente. Esta distribucién del potencial se debe a que en la regién del
espacio oscuro del catodo se forma una carga espacial positiva condi-
cionada por la alta concentracién de iones positivos.

Los procesos fundamentales necesarios para el mantenimicnto
de la descarga luminiscente se producen en la parte catddica. Las
dem3as partes de la descarga no tienen importancia e incluso pueden
no existir (si la distancia entre los electrodos es pequeia o si la pre-
sion es baja). Los procesos fundamentales son dos: la emisién secun-
daria de electrones por el catodo, provocada por su bombardeo por
los iones positivos, y la ionizacién de las moléculas del gas por chogne
<on los clectrones.

Los iones positives, acelerados por la caida de potencial caté-
dica, bombardean el citodo y arrancan de él electrones. En el espacio
oscuro de Aston estos electrones son acelerados por el campo elée-
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trico. Una vez que adquieren la energin suficiente comienzan a excitar
las moléculas del gas, como resultado de lo cual surge la pelicula
luminosa del cétodo. Los electrones penetran sin chocar en la re-
gion del espacio oscuro del cdtodo y tienen una gran energia, por
lo que es mas frecuente que produzean la ionizacién de las molé-
culas que su excitacién (véanse las grificas de la fig. 83.1). De este
modo la intensidad luminosa del gas disminuye, pero se forman mu-
<hos electrones v iones positivos. Los iones generados tienen al prin-
cipio una velocidad muy pequena. Por esta razén en el espacio oscuro
del citodo se crea la carga espacial positiva, que hace que el poten-
cial se redistribuya a lo largo de tubo y que se produzca la caida de
potencial cotddica.

Los electrones que surgen en el espacio oscuro del cAtodo pene-
tran cn la region de [a luminiscencia negativa, que se caracteriza
por tener una alta coneentracidn de electrones y iones positivos y una
carga espacial total prixima a cero (plasma). Por eso aqui la inten-
sidad del campo es muy pequeiia. En virtud de la alta concentracién
de electrones y iones, en la regién de la luminiscencia negativa se
desarrolla un intenso proceso de recombinacién, acompaiiado de la
radiacién de la energia que sc desprende. De oste modo, la luminis-
cencia negativa es fundamentalmente una luminosidad de recom-
binacién.

Los clectrones v iones de la regién de la luminiscencianegativa
perietran en el espacio oscuro de Faraday a costa de la difusion (en
el limite entre estas regiones no hay campo, pero, en cambio, existe
un gran gradiente de concentracién de electrones y iones). A causa
de la menor concentracién de particulas cargadas, la probabilidad
de la recombinacidn en el espacio oscuro de Faraday desciende mu-
cho. Por esta razén dicho espacio parcce oscuro.

En el espacio oscuro de Faraday ya existe campo. Arrastrados
por él, los electrones acumulan poco a poco energia y por fin se crean
1as condiciones necesarias para la existencia dol plasma. La columna
positiva es plasma de descarga gaseosa. Este plasma hace las veces de
conductnr que une el dncdo con las partes catédicas de la descarga.
La luminiscencia de la columna positiva se debe principalmente a
las transiciones de las moléculas excitadas al estado fundamental.
Las moléculas de gases diferentes emiten en estas transiciones ra-
diacién de distinta longitud de onda. Por eso la luminiscencia de la
eolumna positiva tiene el color caracteristico de cada gas. Esta cir-
cunstancia se aprovecha en los tubos de gas que se emplean en los
fetreros y anuucios luminosos. lLos trazos de dichos letreros no son
méds que columnas positivas de descarga luminiscente. Los tubos de
neén dan luz roja; los de argén, luz azulino-verdosa, etc.

Si la distancia entre los electrodos se acorta paulatinamente, la
parte catédica de la descarga permanece invariable, pero la longitud
de la columna positiva disminuye hasta que desaparece por completo
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Después desaparece el espacio oscuro de Faraday y empieza a acor-
tarse el espacio de la luminiscencia negativa, permancciendo inva-
riable la posicién del limite de esta luminiscencia con el espacio os-
curo del cdtodo. Cuando la distancia del inodo a este limite es muy
pequefia, la descarga cesa.

Si se disminuye paulatinamente la presién, la parte catddica
de la descarga se extiende a una porcién cada vez mayor del espacio
entre los electrodos y al final el espacio oscurg del citodo se extiende
a easi todo el tubo. En este caso deja de apreciarse la luminosidad
del gas, pero las paredes del tubo comienzan a emitir luz verdosa.
La energia de los electrones desprendidos del catodo y acelerados
por la caida de potencial catédica llegan, sin chocar con las molé-
culas del gas, hasta las paredes del tuho y, al chocar con ellas, pro-
ducen la luminiscencia. Por razones histéricas, al flujo de electrones
emitido por el catodo de un tubo de descarga en gas a presiones muy
bajas, se lo dio el nombre de rayos catédicos. La luminosidad produ-
cida por ol bombardeo con electrones ripidos se llama cafodolumi-
niscencita o luminiscencia catddica.

Si en el citodo de un tubo de descarga en gas se practica un canal
estrecho, parte de los iones positivos penetra en el espacio que hay
detras del cdtodo y forma un haz bruscamente limitado de iones que
se denomina de rayos canales (o positivos). Precisamente por este pro-
cedimiento se obtuvieron los primeros haces de iones positivos.

§ 86. Descarga en arco

En 1802 descubrié el cientifico ruso V. V. Petrov que al separar
unos electrodos de carbon, inicialmente en contacto, conectados a
una gran bateria de pilas, entre ellos se encendia una luz cegadora.
Si los elecirodos estaban dispuestos horizontalmente, el gas Jumi-
niscente calentado se curvaba en forma de arco, por lo que el fend-
meno descubierto por Petrov se llamé arco elécirico. La intensidad
de la corriente en el arco pucde alcanzar valores enormes {103 . . .
... 10 A) con tensiones de varias decenas de voltios.

La descarga en arco se puede producir tanto a baja presién (del
orden de varios milimetros de la columna de mereurio) como a pre-
sién alta (de hasta 1000 atm). Los procesos fundamentales que man-
tienen la descarga son, la emisién termoidnica de la superficie del
cdtodo incandescente, y laionizacién térmica de las moléculas, debida
a la alta temperatura del gas en el espacio entre los electrodos. Casi
todo este espacio estd lleno de plasma de alta temperatura. Este sirve
de conductor por el cnal los electrones emitidos por el catodo llegan
al dnodo. La temperatura del plasma es de cerca de 6000 K. En un
arco a presion ultraalta la temperatura del plasma puede llegar a los
10 000 K (se recordard que la temperatura de la superficie solar es de
5800 K). A causa del bombardeo por los iones positivos, el citodo
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se calienta aproximadamente hasta 3500 K. El dnodo, bombardeado
por el polente fiujo de electrones, se caldea aiin més. Esto conduce
a una intensa vaporizacién del anodo y en su superficie se forma un
hueco o criter. El crater es el sitio mds brillante del arco.

La descarga en arco posee caracteristica tensién-corriente de-
creciente (fig. 86.1). Esto se explica porque al aumentar la intensidad
de Ja corriente crecen la emisién termoidnica del citodo y el grado de
ionizacidon del espacio de descarga en el
gas, Como resultado, la disminucién de la 7
resistencia de este espacio es mayor que el
aumento de la corriente.

Ademas del arco termoelectrénico que
hemos descrito (es decic, de la descarga
condicionada por la omisién termoidnica de
la superficie incandescente del catodo),
existe el areco de cdtodo frio. Como cdtodo 174
de este arco sirve de ordinario el mercurio Flg. 86.1.
liquido contenido en una ampolla, de la
cual se ha oxtraido el airo. La descarga se efectia en el
vapor de mercurio., Los electrones se desprenden del catodo
por autoemisién. El intenso campo que para esto es necesario (ue
exista junto a Ia superficie del cdtodo, lo crea la carga espacial posi-
tiva formada por los iones. Los electrones no son emitidos por toda
la superficie del citodo, sino por una mancha o foco catédico pequeiio
y brillante que se traslada continuamente. La temperatura del gas
en este caso no es alta. La ionizacién de las moléculas en el plasma
se produce, lo mismo que en la descarga luminiscente, a costa de los
choques electrénicos.

§ 87. Descargas por chispas y corona

La descarga por chispas se produce en aquellos casos en que la
intensidad del campo eléctrico alcanza el valor de disrrupcion Egqe,
para el gas dado. El valor X, depende de la presion del gas; para
el aire a la presién atmosférica es de cerca de 3MV/m (30 kV/cm).
Al aumentar la presién, Eq s, crece. Segiin la ley empirica de Paschen,
la razén de la tensién disruptiva del campo a la presién es aproxi-
madamente constante:

Eaer const.
P

La descarga por chispas va acompafiada de la formacién de un
sinuoso canal, brillante y ramificado, por el cual pasa un breve im-
pulso de corriente de gran intensidad. De ejemplo puede servir un
rayo; su longitud suele ser de hasta 10 km; el didmetro del canal, de
hasta 40 cm; la intensidad de la corriente puede alcanzar 100 000 y
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mis amperios, v la duracién del impulso es de cerca de 10-% s, Cada
rayo consta de varios impulsos (hasta 50) que siguen el mismo canal;
su duracién total (junto con los intervalos entre los impulses) puede
llegar a ser de varios segundos. La temperatura del gas en el canal
de la chispa puedo ser de hasta 10 000 K. El calentamiento ripido e
intenzo del gas hace que aumente bruscamente la presién y que se
originen ondas de choque y sonoras. Por eso la descarga por chispas
va acompaiiada de fenémenos acisticos, desde un chasquido leve,
cuando la chispa es poco potente, hasta el fragor de los truenos que
siguen al rayo.

El surgimiento de la chispa va precedido de la formacion en el
gas de un canal fuertemente ionizado que recibe el nombre de «strea-

Fig- 87.1.

mer»'). Este canal se forma por recubrimiento de las avalanchas elec~
tronicas aisladas que surgen en el camino de la chispa. De precursor
de cada avalancha sirve un electrén generado por fotoionizacién.
El esquema del desarrollo del «streamer» se muestra en la fig. 87.1.
Supongamos que la intensidad del campo es tal, que .un electrén
desprendido del citodo a expensas de un proceso cualquiera, adguiere
en la longitud del recorrido libre la energia suficiente para la ioni-
zacidén. Por eso se produco la multiplicacién de los electrones y se
origina la avalancha (los iones positives que se forman al mismo
tiempo, no desempenan papel importante porque su movilidad es
mucho menor; ellos s6lo condicionan la carga espacial que ocasiona
la redistribucién del potencial). La radiacién de onda corta que
emite el atomo al cual le fue arrancado uno de los electrones internos
durante la ionizacién (esta radiacién so indica en el esquema por
medio de lineas onduladas), excita la fotoionizacién de las molécu-
las, v los eclectrones que se desprenden generan cada vez nuevas
avalanchas. Una vez que estas avalanchas se recubren, se forma el
canal (¢streamer») buen conductor, por el cual se lanza del cdtodo
al dnodo un potente flujo de electrones y se produce la descarga
disruptiva.

Si los electrodos tienen una forma, con la cual el campo es apro-
ximadamente homogéneo, en el espacio entre ellos (por ejemplo, si

1) Segiin la palabra inglesa que significa descarga irregular. (Nota del
Redactor.) : ;
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son esferas de didmetro suficientemente grande), la disrupcién se
produce a una tension Ugisr totalmente determinada, cuyo valor
depende de la distancia I entre las esferas (Ugjer = Eaisr I). En este
se hasa el voltimetro de chispas, con el cual se mide la alia tensién
(10° ... 105 V). (En las mediciones se determina la distancia méxi-
ma Imaz, con la cual se produce la chispa. Muliiplicando luego
Enax por Imax se obtiene el valor de la tensién medida.

Si uno de los clectrodos (o ambos) tiene curvatura muy grandle
(por ejemplo, =i sirve de electrodo un alambre delgado o una punta),
con una tensién no desmesurada se produce la llamada descarga
corona. Si la tensién aumenta, la descarga toma la forma de chispas
o de arco.

En la descarga corona la ionizacién y la excitacion de las molé-
culas tienen lugar no en todo el espacio entre los electrodos, sino
inicamenle en las proximidades del electrodo con radio de curvatu-
ra pequefio, donde la tensién del campo alcanza valores iguales
0 mayores que Egis;. En esta parte de la descarga el gas desprende-
luz. Esta luminiscencia tiene forma de corona que rodea al electrodo,
a lo que se debe la denominacién de este tipo de descarga. La descarga
corona de una punta tiene forma de escohilla, por lo que a veces
se le da el nombre de descarga de escobilla. En dependencia del signo
del electrodo de corona, ge dice guoe la corena es positiva o negativa.
Entre la capa de corona y el eleetrodo no coronado se encuenira la
regién exterior de la coeona. El régimen de disrupeién /%= Egerp
solo existe dentro de los limites de la capa de corona. Por eso se
puede decir que el efecto corona es la disrupeién incompieta del
eSpacio gaseoso.

En el caso de la corona negativa los fenémenos gque ocurren en el
citodo son semejantes a lso que tienen lugar en el catodo e la descar-
ga liminiscente. Los iones positivos acelerados por ¢l cumpo arran-
“can del citodo electrones, los cuales producen la ionizacidén y excita-
cion de las moléculas en fa capa de corona. En la regién exterior de-
la corona el campo es insuficiente para comunicar a los electrones la
energia necesaria para la ionizacion o excitacion de las moléculas.
Por eso los electrones que penetran en esta regién derivan hacia el
énodo bajo la accién del campo. Una parte de ellos es capturada por
las moléculas, por lo que se forman iones negativos. De este modo,
la corriente en la regién exterior estd condicionada Wdnicamente por
los portadores negativos (electrones e iones negativos). En esta regién
la descarga tiene cardcter no auténomo.

En la corona positiva las avalanchas electrénicas se generan en
el limite exterior de la corona y se dirigen hacia el electrodo coro-
nado, es decir, al dnodo. El surgimiento de los electrones que gene-
ran las avalanchas se debe a Ja fotoionizacion producida por la radia-
cién de la capa de corona, De portadores de corriente en la regién
exterior sirven Jos iones positivos, los cuales derivan hacia el cdtodo
bajo la accién del campo.
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Bi ambos electrodos tienen gran curvatura (los dos electrodos
son de corona), en las proximidades de cada uno de ellos transcurren
lus procesos propios del electrodo de corona del sirno dado. Ambas
capas de corona estdn separadas entre si por una regidn exterior, en
la cual se mueven uno al encuentro del olro los flujos de portadores
de corriente positivos y negativos Esta corona se llama bipolar.

La descarga en gas auténoma citada en el § 82 al estudiar los
contadores de parliculas, es una descarga corona.

El espesor de la capa de corona y la intensidad de la corriente de
descarga crecen cuando aumenla la tensién. Si la tension es pequeiia
las dirmaensiones de la corona son también pequefias y su luminosidad
€5 inapreciable. Esta corona microscopica surge cerca de la punta,
de Ia cual fluye el viento eléctrico (véase el § 24).

La corona que aparece por la accion de la electricidad atmosfé-
rica en Jos extremos de los mastiles de los barcos, en las cimas de
los drboles, etc., se llamé antiguamente fuego de San Telmo.

En los dispositivos de allo voltaje, en particular en las lincas de
transporte de alta tensién, la descarga corona hace que se produzcan
fugas de corriente perniciosas. Por eso hay que tomar medidas para
evitarlas. Con este fin, por ejemplo, los conductores de las lineas de
alta tensién se hacen de un diamaotre suficientemente grande, y tanto
mayor cuanto mds elevada sea la tension de la linea.

La descarga corona ha encontrado en la técnica una aplicacién
util en los filtros eléctricos. En ellos el gas que se depura se mueve
por un tubo, a lo largo de euyo eje hay un electrodo de corona nega-
tivo. Los iones negativos, que existen cn gran cantidad en la region
exlerior de la corona, se adhieren a las particulas o gotitas que im-
purifican el gas y las arrastran consigo hacia el electrodo exterior
sin corona. Al llegar a dicho electrodo se neutralizan las particulas
v precipitan en él. Luego se golpea el tubo y el precipitado que for-
man las particulas va a caer a un colector.



CAPITULO Xl
OSCILACIONES ELECTRICAS

§ 88. Corrientes casi estacionarias

Al estudiar las oscilaciones eléctricas tenemos que encontrarnos con
corrientes que varian con el tiempo. La ley de Ohm y las reglas
(leyes) de Kirchhoff que de ella se deducen fueron establecidas para
la corricnte continua, No obstante, siguen siendo vélidas para los
valores instanfaneos de la corriente y tension variables, si sus varia-
ciones no se producen con demasiada rapidez. Las excitaciones elec-
tromagnéticas se propagan por el circuito a una velocidad enorme.
igual a la velocidad ¢ de la luz. Sea I la longitud del circuito. Si
duranie el tiempo © = I/¢c, necesario para transmilir la excitacion
al punto mas lejano del circuito, la intensidad de la corriente varia
de un modoe insignificante, los valores instantineos de dicha in-
tensidad en todas las secciones del circuilo serdn practicamente igua-
les. Las corrientes quo satisfacen esta condicién se llaman casi esta-
cionarias. Para las corrientes variables periédicamente la condicién
de casi estacionaridad tiene la forma

!
—‘;’@:Ti

donde T es el periodo de variacién.

Para un circuwito de 3 m de largo, el retraso v = 108 s, Por lo
tanto, hasta 7 del orden de 10-% s (que corresponde a una frecuencia
de 10° Hz) las corrientes se pueden considerar casi estacionarias en
este circuito. La corriento de frecuencia industrial (v = 50 Hz) es
casi estacionaria para los circuitos de hasta ~100 km de longitud.

Los valores instanténeos de las corrientes casi estacionarias se
subordinan a la ley de Ohm, Por consiguiente, para ellos son validas
también las leyes de Kirchhoff.

En adelante, al estudiar las oscilaciones eléctricas, supondremos
siempre que las corrientes consideradas son casi estacionarias.

§ 89. Oscilaciones libres en un circuito sin resistencia
Shmica

En un circuito que contenga una induclancia y una capacidad
pueden producirse oscilaciones eléctricas, Por eso dicho circuito
e denomina oscilante. La fig. 89.1, a representa las sucesivas etapas
de un proceso oscilatorio en un circuito idealizado, sin resistencia
6hmica.
18=01255
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En este circuito se pueden excitar oscilaciones comunicando
a las armaduras del condensador cierta carga inicial o excitando
corriente en la inductancia (desconcctando, por ejemplo, el campo
magnético exlerior que atraviesa las espiras de la bobina). Vamos
a ulilizar el primer procedimiento. El condensador. desconectads
de la inductancia, lo unimos a una fuente de tension. Esto hace que
aparezcan en las armaduras cargas de signos distintos, +g y —¢
{(etapa Z). Entre las armaduras surge un campo eléctrico, cuya energia
es igual a V,(g®/C) (véase la formula (29.2)). Si después se desconecta
la Fuente de tensién y se cierra el circuito del condensador con la
inductancia, la capacidad comienza a descargarse y por el circuito

Fig. 88,1,

pasa corriente, Como resultado, la energia del campo eléctrico dis-
minuye, pero, en cambio. surge una energia cada vez mayor del
campo magnético debido a la corriente que pasa por la inductancia.
Esta energia es igual a Y, LI?* (véase la férmula (67.4)).

Como la resistencia 6hmica del circuito es nula, la energia total,
compuesta de las energias de los campos eléctrico ¥y magnético, no
se gasta en calentar los conductores y permanecerd constantet),
Por eso en el instante en que la tensién en el condensador y. por con-
giguiente, la energia del campo eléctrico se anulan, la energia del
campo magnélico y. por lo tanto, la corriente. aleanzan el valor mé-
ximo (elapa 2, a partir de esle instante la corriente pasa a expensas
de la f.e.m. autoinducida). En adelante la corriente disminuye y,

Y} En rigor, en esle cirenito idealizado se produciria una pérdida de ener-
21a en radiacidn de ondas electromagnéticas. [ista pérdida seria tanto mayor cua-
nto mayor fuera la frecuencia de las vscilaciones y mds sabiertos ¢l circvito.



§ 89. OSCILACIONES LIBRES EN UN CIRCUITD 275

cuando las cargas alcanzan en las armaduras el valor inicial g, la
intensidad de la corrienle se anula {etapa 3). Luego oslos mismos
procesos se desarrollan en sentido inverso (etapas £ y 5), después
de lo cual el sistoma retorna al estado inicial {etapa 5) y todo el
ciclo se repite una y otra vez. Durante el proceso varian periddica-
mente (es decir, oscilan) la carga de las armaduras, la tensién en
el condensador y la inlensidad de la corriente que pasa por la indue-
iancia. Las oscilaciones van acompafiadas de las transformaciones
mutuas de las energias de los campos eléc-

trico y magnético. c
En la fig. 89.1, b las oscilaciones en el ]9
circuito so comparan con las de un péndulo 2] I'F

de resorte, A la comunicacién de las cargas
a las armaduras del condensador correspon-
de la separacion del péndulo de su posi-
cién de equilibrio por una fuerza exterior y
Ja comunicacién al mismo de la elongucion
inicial &, Al mismo tiempo surge la energia
potencial de la deformacién elastica del
muelle, igual & %/,kz®. La etapa 2 corres-
ponde al paso del péndulo por la posicién
de equilibrio. En este instante la fuerza casi elistica es nula y el
péndulo se sigue moviendo por inercia. Enlonces su energia se trans-

Fig. 89.2.

forma tolalmente en cinética y se delermina por la expresién 1/ ma®,
La comparacion de las elapas siguientes se la encomendamos al lector,

De Ta comparacion de las oscilaciones eléciricas y mecdnicas se
sigue gune la energia del campo eléetrico ¥/,(¢*/C) s andloga a la ener-
zia potencial de la deformacién eldstica, y la energia del campo mag-
nético Y ,LI% es andloga & la energia cinética. La inductancia L de-
sempefia el papel de la masa m, y la magnitud reciproca de la eapa-
cidad (1/C), el papel de la rigidez %. Finalmente, a la carga g corres-
ponde la elongacion de Ja posicién de equilibrio x del péndulo, ¥

a la intensidad de la corriente I = g, la velocidad x. A continuacién
veremos que la analogia entre las oscilaciones eléctricas y mecd-
nicas se exliende a las ecuaciones matemiticas que las describen.

Hallemos la ecuacién de las oscilaciones en el circnito sin resi-
stencia 6hmica. Convencionalmente vamos a considerar positiva
la corricnte que carga el condensador!) (fig. 89.2). Entonces

da

I=S=q. (89.1)

1) Con esta eleceidn de sentido” del la corriente In analogin entre las oscila-
ciones eléetricas y mecdnicas resulta mas completa, porque a la velocidad =
corresponde ¢ (con la cleccién contraria, a la velocidad z corresponderia —g).
15*
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Escribimos la expresion de la ley de Ohm para el circuito I—3—2:

IR = Py — Qo _E_ g]_: (89.2)
(véase (35.3)). En nuestro caso R =0, ¢ — @y = —q/C y &, =
= ¢, = —L (dI/dt). La sustitucién de estos valores en (89.2), da
0 = —g/C — L (dl/dt). ' (89.3)

Finalmente, sustituyendo dI/di por q (véase (89.1)), obtenemos la
ecuacion

- 1

Si se introduce la designacion
1 &
Bo == ey (89.5)

la ecuacién (89.4) toma la forma _
¢+ olg =0 (89.6)
bien conocida por nosotros desde gue estudiamos las oscilaciones
mecanicas (véase la férmula (53.1) del Lomo 1°). La solucidn de
esta ecuacién es la funcién

g = qm 08 (wet 4 ). (89.7)

De este modo, la carga en las armaduras del condensador varia segin
la ley arménica con la frecuencia que determina la expresién (89.5).
Esta frecuencia se llama frecuencia propia del circuito (que corres-
ponde a la frecuencia propia del oscillador arménico). Para el periodo
de las oscilaciones se obtiene la llamada férmula de Thomson:

T=2a) ILC. (89.8)
La tensién en el condensador difiere do la carga en el factor 1/C:
U=qT’“ cos (.t +a) =Up, cos (wyf +a). {89.9)

Tomando la diferencial de la funcién (89.7) respecto del tiempo,
se obtiene la expresién de la intensidad de la corriente

I'= — g, sen (ot +a)=1,, cos (mo£+a.+ %} . (89.10)

Por lo tanto, la intensidad de la corriente adelanta en fase a la ten-
siém en el condensador en /2,

La comparacién de las férmulas (89.7) y (89.9) con la férmu-
la (89.10) muestra que en el instante en que la corriente alcanza el
valor maximo, la carga y la tensién se anulan, y viceversa, Esta
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relacién entre la carga y la corriente ya fue establecida por nosotros
con anterioridad, basindonos en razonamientos enorgéticos,
De las formulas (89.9) y (89.10) se deduce quo

Up=22 o I =0,
Tomando la relacién de estas amplitudes y sustituyendo w, de acuerdo
con la férmula (89.5). obtenemos

Um‘—_—l/%fm‘ (89.11)

Esta formula se puede obtener también partiendo de que el valor
miximo de la energia del campo eléctrico ¥/ ,C U3, debe ser igual al
valor maximo de la energia del campo magnétlico 1/,LI1%.

§ 90. Oscilaciones libres amortiguadas

Todo circuito real tiene resistencia 6hmica. La energia acumulada
en el circuito se gasta en calentar esta resistencia, a causa de lo cual
se amortiguan las oscilaciones libres. La ecuacién (89.2), escrita
para el circuito 7—3—2 representada en la
fig. 90.1, tiene la forma

_ q ai
IR= —fg—L— (90.1)

+

¢
7]|:¢
2]|r

(compdrese con (89.3)). Dividiendo esta ecua-
cién por L y sustituyendo [ por g y dI/dt

por q: obtenemos
- R .
Q+Tq+—;?q=0- (90.2) L

Fig. 90.1.
Tomando en consideracion que la mag- R
nitud reciproca de LC es igual al cuadrado de la frecuencia propia
o del circuito (véase la formula (89.5)), e introduciendo la designacién

B = R/2L, (90.3)
a la ecuacion (90.2) se le puede dar la forma
g + 2pg + oig = 0. (90.4)

Esta 1iltima ecuacién coincide con la ecuacién diferencial de las
oscilaciones mecdnicas amortiguadas (véase la formula {58.1) del
tomo 1°}.

A condicién de que P* << ], es decir, R¥4L?* << 1/LC, la solu-
cion de la ecuacién (90.4) tiene la forma

g = Gmee™ cos (ot + a), (90.5)
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donde @ =V wi — B2. Sustituyendo el valor (89.5) de ©, v (90.3)

de B, hallamos que
1 R
W 1/7,5' s e

De este modo, la frecuencia de las oscilaciones amortiguadas « es
menor que la frecuencia propia w,. Cuando B = 0 la expresién (90.6)
se transforma en la (89.5).

Dividiendo la funcién (90.5) por la capacidad C, obtenemos la
tensién en el condensador:

U= —'J'"-C"i e=Pt cos (0t + a) = U .e~Pt cos (wf -+ ). (90.7)

Para hallar la intensidad de la corriente tomamos la diferencial
de (90.5) respecto del tiempo:

I =g = queht [—P cos (et + &) — o sen (of + «)l.

Multiplicando el segundo miembro de esta férmula por la expresion,
igual a la unidad, @/} w? 4~ P%, obtenemos

sen (wt - cz}J.

I = @ygpmee= [ —ng—i——ﬁ; cos (o ¢+ o) — T/m_:l!-?

Introduciendo el &ngulo v, determinado por las condiciones

08 = — b= — B N S 1}
cos p= VeisrE e sen P = TETE =

se puede escribir
I = wogmee Ploos (i 4 o -+ ). (90.8)

Como cosp << 0 y senp >0, el valor de P estd comprendido entre
los limites de n/2 a st (/2 << << ). Asi, pues, si el circuito tienc
resistencia Ohmica, la intensidad de la corrienle adelanta en [ase
la tensién en el condensador en més de 7i/2 (si B = O el avance es
de m/2),

La é’réfica de la funcidén (90.5) se representa en la fig. 90.2. Las
graficas de la tensién y de la intensidad de la corriente ticnen forma
andloga.

E] amortiguamiento de las oscilaciones se suele caracterizar por
el decremento logaritmico de amortiguamiento

(véase la formula (58.9) del tomo 1”). Aqui a () es la amplitud de la
magnitud correspondiente (g, U/ 6 7). Se recordard que el decremenlo
logaritmico del amortiguamiento es reciproco del nimero de oscila-



§ 90. OSCILACIONES LIBRES AMORTIGUADAS 279

ciones N, que se realizan durante el tiempo en que la amplitud
disminuye e veces:

L= 1/N,.
Sustituyendo en (90.9) P por su valor {90.3) y T por 2n/w, obte-
nemos para A la expresion signiente:
R 2n _ aB .
it il adl'

La frecuencia @, y, por lo lanto, A, se determinan por los pardmelros
del circuito L, €'y R. De cste modo, el decremento logaritmico del
smortiguamiento es una caracteristica del circuito.

g

Fig. 9.1,

Si el amortignamiento es pequefio (B* < wj) se puede suponer en
(90.10) © ~ @, = 1/V LC. Entonces

R VLT i
A MVEIC _ap)/ L, (90.11)

El circuito oscilanle se suele caraclerizar por su factor de calidad
@, que se define como magnitud inversamente proporcional al decre-
menlo logaritmico del amortiguamiento:

Q= =n=N,. (90.12)

De (90.12) se sigue que el factor de calidad del circuilo es tanto mayor

cuanto mayor numero de oscilaciones tienen tiempo de efectuarse
antes de que la amplitud disminuya e veces.
En el caso de un amortiguamiento débil

o=+ l/% (90.13)
(véase (00.11)).

En el § 58 del tomo 1° se demostrd que, si el amortignamiento es
débil, el factor de calidad de un sistema mecdnico oscilante es igual,
salvo un faclor 2m, a Ta razén de la energia acumulada por el sistema
en el instante dado, a la disminucién de esta energia en un periodo
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de las oscilaciones. La amplitud de la inlensidad de la corriente en el
circuito decrece segfin la ley e-8'. La energia W, acumulada en el
circuito, es proporcional al cuadrado de la amplitud de la intensidad
de la corriente (o0 al cuadrado de la amplitud de la tensién en el con-
densador); por consiguiente, W decrece de acuerdo con la ley e—25%,
La disminucién relativa de la energia en un periodo es

—AW  W({O—W(+T) _ 1—e 2T
W W (L) - 1
Si el amortiguamiento es insignificante (es decir, a condicién de

que 4 < 1) se puede suponer que, aproximadamente, e-* es igual
a 1 —2a:

=1—g-2k,

— AW
——=1—(1—28) =2r
Finalmente, sustituyendo en esta expresién A por medio del factor @,
de acuerdo con la férmula (90.12), y resolviendo respecto de Q Ia
ecuacion que se dbtiene, resulta

w

o=2n . (90.14)

Para terminar indicaremos que enando RY4L* = 1/LC, es decir,
cuando B® > of, en vez de las oscilaciones se produce Ja descarga
aperiédica del condensador. La resistencia del circuito, con la cual
el proceso oscilatorio se transforma en aperiddico, se llama critica.
El valor de la resistencia critica R, se determina por la condicion
RYAL* = 1/L.C. de donde

Q.=2VLiC. (90.15)

§ 91. Oscilaciones eléctricas forzadas

Para excitar oscilaciones forzadas hay que ejercer sobre el sistema
una aceién exterior variable periédicamente. En el caso de las osci-
laciones eléctricas esto se puede conseguir intercalando en serie con
los elementos del circuito una f.e.m. allerna o, rompiendo el circuito
y suministrando a los contactos formados una tensién allerna

U=U,cos ot (91.1)

(fig. 91.1). Esta tenszién hay que afiadirla a la f.e.m. de autoinduc-
cién. Como resultado la férmula (90.1) toma la forma

df
IR= —%-—Ld—‘-i-(]m cos o, (91.2)
Haciendo transformaciones obtenemos la ecuacién
9+ 287+ wig=Z2 cos wt. (91.3)
Aqui o) y P se determinan por las férmulas (89.5) y (90.3).
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La ecuacién (91.3) coincide con la ecuacién diferencial de las
oscilaciones mecénicas forzadas (véase la formula (60.1) del tomo 1°).
La solucién particular de esta ecuacién tiene la forma

) § = @m cos (0f —P), (91.4)
donde
B /YL S— o 2B
In = Va—orra 0 CV=g=a

(véase la formula (60.9) del tomo 1°). La sustitucién de Jos valores.
de w}y P, da

(1]
_._..A_—-ﬁ
o ol R (wL—1/ml) ’

"
tg'lpr-'—m. {91.6}

La solucidén general se obtiene si a la particular (91.4) se le anade-
la solucion general de Ia correspondiente ecuacion homogénea, Esta

Im (91.5 »

O N

Fig. 91.1.

solucién se obluvo en el pirrafo anterior (véase la férmula (90.5))
ella contiene el factor exponencial e-#!, por lo que pasado un tiempo-
suficiente se hace muy pequefia y puede despreciarse. Por consiguien-
te, ias oscilaciones forzadas estables se describen por la funcion;.
(91.4).

Tomando la diferencial respecto de ¢ de 1a expresién (91.4), halla-
mos la intensidad de la corriente en el circuito para las oscilaciones
estables:

I = —wq, sen (0t — ) = I, cos (ot — P + n/2)
(I = wgy,). Bscribimos esta expresién en la forma )
I =1I,,cos (vt —q), (91.7)

donde g ==1p — n/2 es el desfasaje entre la corriente y la iension-
aplicada (véase (91.1)). De acuerdo con (91.6)

1 L—1/0C ,

1) Hasta el final de este capitulo no nos encontraremos con ¢l concepto de
potencial. Por lo tanto, el designur con 1a letra oel dngulo de fnse no puede ocasio-
nar confusiones.
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De esta {6rmula se deduce que la corriento se relarda en fase respecto
de la tensién (¢ = 0) cuando ol > 1/aC, y adelanta a la tensidn
{p << 0) a condicién de que oL << 1/wC. Segun (91.5)

Uy

I = TR S ————e——

R ey T ey (91.9)
Representamos la relacién (91.2) en la forma

IRy £+ L3 =U, cos L. (91.10)

E] produclo IR es igual a la tensién Up en la resistencia 6hmica;
q/C, la tensién en el condensador Ug, v la expresion L (dI/dt) deter-
mina la tensién en la inductancia [7;. Teniendo esto en cuenta se
puede escribir

Ug +Upg 4+ Uy = U, cos ot {91.11)

De este modo, la suma de las tensiones en los distintos elementos del
circuito es igual en cada instante a la tensién aplicada desde fuera
(véase la fig. 91.1).
De acuerdo con (91.7)
Ug = RI,, cos (0t — ¢). (91.12)

Dividiendo la expresién (91.4) por la capacidad, oblenemos la ten-
sion en el condensador

Uc:_—y%'-cos (wt— ) =Trp c.os{wt—tp—i‘-]. (91.13)

.. 5
Aqui

=’£m—__h,__&_____ I m 4

Uem C wC VR @L=1/weyr ¢ (91.14)

{véase (91.9)). Multiplicando la derivada de la funcién (81.7) por L,
conseguimos la tensién en la inductancia:

Lp=1L % = —wlLl, sen (wt—q)=U;,, cos (mt—- P+ i;—) . (91.13)
Aqui
Upm = oLl (91.16)

La comparacion de Jas [Grmulas (91.7), (81.12), (91.13) y (91.15)
muestra que la tensién en la capacidad tiene un retraso de [ase de
7t/2 respecto de la intensidad de la corriente y la tension en la induc-
tancia adelanta la corriente on n/2. La tensidén en la resistencia
6hmica cambia en fase con la corriente. Las relaciones entre las
fases se pueden representar de un modo muy intuilivo valiéndose
del diagrama vectorial (véase el § 55 del tomo 1"). Se recordara que
una oscilacién arménica {0 una funcién arménica) se puede dar por
medio de un vector, cuya longitud sea igual a la amplitud de la
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oscilacidén y cuya direccién forma con cierlo eje un dngulo igual a la
fase inicial de las oscilaciones. Tomemos como recla, a partir de la
cual se cuenta la fase inicial, el eje de las corrientes. Entonces se
obtiene el diagrama que representa la fig. 91.2. Segin (91.11), las
tres funciones Uy, Ups v U, sumadas deben ser iguales a la tensién U
aplicada. De acuerdo con esto la tension U se representa en el dia-
grama por un vector igual a la suma de los vectores Ug, Uc v U .

Uem
4
byl 4
74 i
2 :}(é;.&—w—%)f,,
J -———
2, Lie de las
7 L7/ ® ;
& Al m cornex{tes
%
Fig. 9t.2. Fig. 91.3.

Advertimos que del tridngulo reclingulo formado en el diagrama por
los veclores U, Up v la diferencia U, — Ug. es [Ficil obtener la
férmula (91.9).

La frecuencia de resonancia para la carga g ¥ la tension en el
condensador U, es

Wg res = W res = V w; — 2f% = ]//

(véase la formula (60.17) del tomo 19).

Las curvas de resonancia para U'. se representan en la lig. 91.3
(las curvas de resonancia para g tienon la misma forma). Estas curvas
son semejantes a las de resonancia oblenidas para las oscilaciones
mecanicas (véase la fig. 60.3 del tomo 1°). Si w — 0 las curvas de
resonancia convergen en un punto de ordenada Ug,, = Up, que es la
tension quo se produce c¢n el condensador al conectarlo a la fuente
de tension conlinua . El miximo (pico) de resonancia es tanlo
mis alto y agudo cuanto menor es f = R/2L, es decir, cuanto menor
es la resistencia éhmica y mayor la inductancia del circuito.

Las curvas de resonancia para la intensidad de la corrientle se
muestran en la fig. 91.4. Estas curvas corresponden con las de resonan-
¢ia para la velocidad de las oscilaciones mecéinicas, La amplitud de

B Re
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la intensidad de la corriente tiene su valor méximo cusndo ol —
— 1/wC = 0 (véase (91.9)). Por consiguiente, la frecuencia de reso-
nancia para la intensidad de la corriente coincide con la frecuencia
propia del circuito o,
1
@ =y =——.
Ires 0 ‘/LC

El segmento que cortan las curvas de resonancia sobre el eje Iy,
es igual a cero; a lensién constante la corriente estable no puede
pasar por un circuito con condensador.

Si el amortiguamiento es pequefio (f* < w]) la frecuencia de
resonancia para la tensién se puede suponer ignal a ©, (véase (91.17)).

(91.18)

I

1 £ i

I ]Wm

1

| 7 penssses '
1

1 i

! 47 p===-- =4

| 11t

! H

! E 1

| il
i

; 11y

I L1

I L1
[7 w

g “o = il
Fig. 91.4. Fig. 91.5.

Respectivamente puede considerarse que @pes L — L/ C = 0.
Segiin la f6rmula (91.14), Ja razén de la amplitud de la tensién en el
condensador durante la resonancia Ugpres, @ la amplitud de la
tension exterior U,, serd en este caso

Ui 1 v’bc -
Pt ==V G0 019

(hemos supuesto en (91.14) 0 = @ures = wp). Aqui @ es el factor
de calidad del circnito (véase {90.13)). De este modo, el factor de
calidad del circuito indica cudntas veces mayor puede ser la tension
en el condensador que la tension aplicada.

El factor de calidad determina también la agudeza de las curvas
de resonancia. En la fig. 91.5 se muestra una de las curvas de reso-
nancia para la intensidad de la corriente en el circnito. Sobre el eje
vertical no se han tomado los valores de I,, correspondientes a la
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frecuencia dada, sino larazén de [, a I e, (es decir, a f, de resonan-
cia}. Consideremos la anchura de la curva Aw tomada a la altura 0,7
{a la relacion de las amplitudes igual a 0,7 corresponde una relacion
de las potencias igual a 0,7* = 0.5). Se puede demostrar que la razén
de esta anchura a la frecuencia de resonancia es igual a la magnitud
reciproca del factor de calidad del circuito:

Aw 1
m—0=?. (91.20)
Recordaremos que las férmulas (91.19) y (91.20) son correctas
unicamente para valores grandes de @, ecs decir, cuando el amorti-
guamiento de las oscilaciones libres en el circuito es pequefio.
El fen6meno de la resonancia se utiliza para separar de una ten-
sién compleja la componente necesaria. Sea la tensidn aplicada al
circuito

U = Upy cos (0, - &) - Upp €08 (0af + ag) + .4

Ajustando el circuito a una de las frecuencias w,, w,., etc., (o sea,
eligiendo convenientemente sus parimetros C y L), se puede obtener
en el condensador una tension @ veces mayor gue el valor de la
componente dada, mientras que la tensién que crean en dicho con-
densador las otras componentes serd débil. Este proceso se efectia,
por ejemplo, cuando se sintoniza un receptor de radio con la longitud
de onda necesaria.

§ 92. Corriente alterna

Las oscilaciones forzadas estables descritas en el parrafo prece-
dente se pueden considerar como una corriente alterna, que pasa por
un circuito con capacidad, inductancia y resistencia éhmica, condi-
cionada por una tension allerna

U = Up, cos wt. (92.1)

Segun las férmulas (91.7), (91.8) y (91.9) esta corriente varia de
acuerdo con la ley

I = I,, cos (wf — ). (92.2)

La amplitud de la corriente se determina por Ja amplitud de la

densién U/ ,,, los pardmetros €, L, R y la frecuencia w:

U
I == -'-_'.._.._.._...,._..”_'._..._..........—_"' » 92-3
" Y REF(wWL—1/wl)? { )

La corriente tiene un retraso de fase, respecto de la tension, igual al
angulo ¢, que depende de los paridmetros del circuito y de la fre-
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cuencia:

tg @ = mL—Ri,'u)L‘ ] (92_4)

En el caso en que ¢ << 0, la corriente adclanta de hecho la tension.
La expresién que figura en el denominador de la férmula (92.3)

Z=V R ¥ (oL —1LiaC)? (92.5)

recibe ol nombre de resislencia eléctrica aparente o impedancia.
Si el circuito sélo tiene resistencia dhmica R, la ecuacién de la
ley de Ohm tiene la forma

IR = U, cos wl.

De aqui se sigue gue, en este caso, la corriente cambia en fase con

I la lensién, v la amplitud de la in-
1 v : :

tensidad de la corrienle es

tr"
s

La comparacién de esta expresion

]
1
I
I
|
! con (92.3) muestra que la sustitu-

Pre!

NN

cién del condensador por wn trozo
cortacircuitado no significa el paso
7 N Y \ 7 X a l =0, sino a € = co.
AW/ N Nz Todo circuito real tiene valo-
res finitos de R, L y C. En casos
Fig. 92.1. aislados algunos de estos pardme-

tros son tales gquosu influencia sobre
la corrienle se puede despreciar. Supongamos que en el circuito se
puede considerar R igual a cero y € ignal a infinito. Entonces, de las
formulas (92.3) y (92.4) se sigue que

— A
m= @l *

I (92.6)

¥y tg @ = oo (respectivamente g = z1/2). La magnitud
X = ol (92.7)

se llama reactancia inductiva o simplemente inductancia del circuito.
Si L se expresa en henrios y w en s=%, X ; vendra expresada cn ohmios.
De (92.7) se deduce que la inductancia ecrece con la frecuencia o.
A la corriente continua (o = 0) la inductanciano le oponc resistencia.

En la inductancia la corriente se retarda respecto de la tensioén
en m1/2. Rospeclivamente, en la inductancia, la tensién adelanta la
corriente en m/2 (véase la fig. 91.2}.
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Supongamos ahora que R y L pueden considerarse nulas. Enton-
ces, segiin las formulas (92.3) y (92.4)

In=37, (92.8)
lg p = —oo (es decir, ¢ = —n/2) La magnitud
1 p
Xe=—7¢ (92.9)

se llama reactancia capacitiva o simplemente capacilancia. Si €
se expresa en faradios y o en s—!, X, vendrd expresada en ohmios.
De (92.9) se sigue que la capacitancia disminuye con la frecuencia.
Para la corrienle continua X = oo; esta corriente no puede pasar a
través del condensador. Como ¢ = —n’2, la corriente que pasa por
el condensador adelanta la tensién en m'2, Respectivamente, en el
condensador la tension se retarda respeclo de la corriente en =2
{véase la fig. 91.2),

Finalmente, supongamos que A puede considerarse nula. En
este caso la férmula {(92.3) se transforma en

i,
Ipy= e (92.10)
La magnilud

X =0L——r=X;—Xc (92.11)

recibe ¢l nombre de reactancia.
Las férmulas {92,4) y (92.5) se pueden representar en la forma

g =", Z=)TEFXL

De este modo, i los valores de las resistencias R y X se toman a lo
largo de los catetos de un tridngulo, la longitud de la hipotenusa seri
numéricamente igual a Z (véase la [ig. 91.2).

Hallemox la potencia que se desprende en el circuito de corriente
alterna. E1 valor instantdneo de la potencia es igual al producto de
los valores instanténeos de la tensién y de la intensidad de la corrien-
te:

P(ty=U{)I{t) = U, cos wt-I, cos (wt — ¢). (92.12)
Aplicando la férmula
cos o cos f =—;— cos (o — B)+%cos (e ),
puede dérsele a la expresién (92.12) la forma

P(t)= %— Uplycosq+ % U,.T., cos (20i—1). (92.13)
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Tiene interés prictico el valor medio respecto del tiempo de P (¢),
que designaremos simplemente por P. Como el wvalor medio de
<cos (2wt — ¢) es nulo,

P= H"’g"‘ cos @. (92.14)

De (92.13) se deduce que la potencia instantdnea oscila alrededor
del valor medio con una frecuencia dos veces mayor que la frecuencia
«de la corriente (fig. 92.1).

De acuerdo con la [Ormula (92.4)
s
VR (wL—tjel)?

Bustituyendo este valor de cos ¢ en la formula (92.14) y teniendo en
<uenta que U,/Z = I,,, obtenemos

pz_";ﬁ g (92.16)

Cos (p= = % . (92.15)

Esta misma potencia desarrolla una corriente continua, cuya intensi-
dad sea

I e
I::W. (92-1‘]

La magnitud (92.17) se denomina valor eficaz de la intensidad de la
«corriente. De un modo andlogo, a la magnitud

U=%_ L (92.18)

se le da el nombre de valor eficaz de la tensidn.

La expresion de la potencia media valiéndose de los valores
eficaces de la intensidad de la corriente v de la tensién, tiene ia
forma

P = U cos ¢. (92.19)

El factor cos ¢ que figura en esta expresién se llama factor de potencia.
En la técnica se tiende a gue cos ¢ sea lo mayor posible. Si cos qes
pequefio, para que en el circnito se desprenda la potencia necesaria
hay que hacer pasar por ¢l una corriente de mayor intensidad, lo que

acarrea un aumento de las pérdidas en los conductores de alimenta-
<ion.



SEGUNDA PARTE
ONDAS

CAPITULO XIV
ONDAS ELASTICAS

§ 93. Propagacién de las ondas en un medio eléstico

Si en un lugar cualquiera de un medio eldstico (sélide, liquido o
gaseoso) se excitan oscilaciones de sus particulas, como resultado de
la interaccidén entre ellas esta oscilacién se propaga en el medio, de
particula en particula, con cierta velocidad v. El proceso de pro-
pagacion de las ondas en el espacio se Ilama onda.

Las particulas del medio en que se propaga la onda no son arrastra-
das por ésta a un movimiento de traslacién, sino que solamente
oscilan en torno a sus posiciones de equilibrio. En dependencia de la
direccion de las oscilaciones de las particulas respecto de la direccién
en que se propaga la onda, se distinguen dos tipos de ondas: longitu-
dinales y transversales. En una onda longitudinal las particulaz del
medio oscilan a lo largo de la direccién en que se propaga la onda.
En nna onda transversal las particulas del medio oscilan en direccio-
nes perpendiculares a la direccién en que se propaga la onda. Las
ondas eldsticas transversales s6lo se pueden producir en un medio
que posea resistencia al cizallamiento. Por eso en los medios liquidos
¥ gaseosos s6lo se pueden producir ondas longitudinales. En un medio
solido se pueden producir tanto ondas longitudinales como transver-
sales.

En la fig. 93.1 se muestra el movimiento de las particulas cuando
por el medio se propaga una onda transversal. Con los nimeros 7, 2,
etc., se designan las particulas que se encuentran entre si a una
distancia igual a ¥/, vT, o sea, a la distancia que recorre la onda en
un cuarto de periodo de las oscilaciones que efectiian las particulas,
En el instante tomado como cero, la onda, al propagarse a lo largo
del eje de izquierda a derecha, alcanza a la particula 7, por lo que
ésta empieza a desplazarse de la posicién de equilibrio hacia arriba,
arrastrando tras si a las particulas siguientes. Al cabo de un cuarto
de periodo la particula 7 llega a la posicién limite superior y al
mismo tiempo comienza a desplazarse de la posicién de equilibrio la
particula 2. Un cuarto de perfodo después, la primera particula
pasard por la posicion de equilibrio, moviéndose hacia abajo; la
19-01245
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segunda parlicula llegard a la posicion limite superior, ¥ la teccera
particula iniciard su desplazamiento hacia arriba desde la posicion
de equilibrio. En el instante igual a 7, la primera particula termina
un ¢ciclo completo de oscilaciones y se encuentra en el mismo estado

i 2 g & g
0 — . +—s—a x
| ' ; ’
, | = |
Lr 4 ' ————e
77 i 3 e
M | Il
_;‘T : —— T % é——:—.z'
B -. : - :
B L ; .' : :
?r M | - I =
: :
[ M"’P‘—‘N z

i
\

v’
Fig. 98.1.

1

Fig. 93.2.

de movimiento en que estaba en e) instante inicial. La onda, en el
instante 7', después de haber recorrido el espacio v7, alcanza a la
particula 5.

La fig. 93.2 representa e} movimiento de las particulas cuande
por el medio se propaga una onda Jongitudinal. Todos los razonamien-
10s tocantes al comportamienlo de las particulas en la onda trans-
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versal se refieren también a este caso, sustituyendo los-desplazamien-
tos hacia arriba y hacia abajo por desplazamientos hacia la derecha
v hacia la izquierda. Por la figura se ve gque, al propagarse la onda
longitudinal, se crean en el medio condensaciones y enrarecimientos
alternativos de las particulas (los lugares en que se condensan las
particulas estdn cercades con linea de trazos en la figura) que se
trasladan en el sentido de la propagacion de la onda con la veloci-
dad v.

En las figs, 93.1 y 93.2 se muestran las oscilaciones de las parti-
culns, cuyas posiciones de equilibrio se encuentran en el eje z. En
realidad oscilan no sélo estas particulas, sino el conjunto de todas

&

A ———y

N AN,
N N

Fig. 93.3.

Jas comprendidas en un volumen determinado. Al propagarse desde
la fuente de las oscilaciones, el proceso ondulatorio abarca cada vez
nuevas pirtes del espacio., El lugar geométrico de los puntos hasta
los cuales llegan las oscilaciones en un instante ¢ se llama frente de
onda. El frente de onda es la superficie que separa Ia parte del espacio
ya incorporada al proceso ondulatorio, de la regién, en la cual atn
no e han producido oscilaciones.

El lugar geométrico de Jos puntos que oscilan en la misma fase
ge llama superficie de onda. Una superficie do onda se puede trazar
por cualquier punto del espacio abarcado por el proceso ondulatorio.
Por consiguiente, existe un conjunte infinito de superficies de onda,
mieniras que en cada instante s6lo hay un frente de onda. Las super-
ficies de onda permanecen en reposo (pasan por las posiciones de
equilibrio de las particulas que oscilan en la misma fase). El frente de
onda se traslada continuamente,

Las superficies de onda pueden tener cualquier forma. En los
cazos mas simples tienen la forma de un plano o de una esfera.
Respectivamente, en estos casos se dice que la onda es plana o esfé-
rica. En una onda plana las superficies de onda son un conjunto de
planos paralelos entre si; en la onda esférica, un conjunto de esferas
concéntricas,

Supongamos que una onda plana se propaga a lo largo del eje .
Entonces todos los puntos del medio, cuyas posiciones de equilibrio
tengan la misma coordenada x (pero distintos valores de las coordena-
das y y z), oscilardn en la misma fase. La fig. 93.3 representa la curva

1%
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que da el desplazamiento] de la posicién de equilibrio de los puntoes
con distintas z en cierto instante. Esta figura no debe intorpretarse
como la representacién visible de la onda. En ella se representa la
grafica de la funcién & (z, £) para cierto instante ¢ determinado. Una
grafica como ésta se puede construir tanto para una onda longitudinal
como para una onda transversal.

La distancia A a que se propaga la onda en un tiempo igual al
periodo de las oscilaciones de las particulas del medio se denomina
longitud .de onda. Es evidente que

A =T, (93.1)

donde v es la velocidad de la onda, y T, el periodo de las oscilaciones.
La longitud de onda se puede definir también como la distancia entre
los puntos méas préximos del medio que oscilan con una diferencia
de fase igual a 2rn  (véase la fig. 93.3).

Sustituyendo en la relacién (93.1) T por 1/v (v es la frecuencia’
de las oscilaciones), obtenemos

W= (93.2)

A esta férmula se puede llogar también por medio de los razonamien-
tos siguicntes. En un segundo la fuente de ondas realiza v oscilacio-
nes, originando en el medio una «cresta» y un «valle» de onda en cada
oscilacién, En el instante en que la fuente vaya a efectuar'la v-ésima
oscilacién, la primera ¢crestar habrd recorrido el espacio v. Por
consiguiente, las v «restas» y «vallesr de la onda deben caber en la
longitud v.

§ 94. Ecuaciones de las ondas plana y esférica

Se 1lama ecuacién de onda la expresidn que da la elongacién de
la particula que oscila como funcién de sus coordenadas z, ¥, z y del

tiempo #:
E=Et(x, v, 3 1) (94.1)

(se tiene en cuenta que son las coordenadas de la posicién en Bqui-
librio de la particula). Esta funcién debe ser periddica tanto respecto
del tiempo ¢ como respecto de las coordenadas z, y, 3. La periodicidad
respecto del tiempo se infiere de que & describe las oscilaciones de
una particula, cuyas coordenadas son z, ¥, z. La periodicidad respecto
dellas coordenadas se sigue de gue los puntos que se encuentran uno
de otro a la distancia A oscilan del mismo modo.

Hallemos la forma de la funcién & en el caso de una onda plana,
suponiendo que las oscilaciones tienen cardcter armoénico, Para
simplificar dirigiremos los ejes de coordenadas de tal modo que el
eje x coincida con la direccién en que se propaga la onda. Entonces
las superficies de onda serdn perpendiculares al eje x v, como todos



§ 93. PROPAGAGCION DE LAS ONDAS 293

los puntos de una superficie de onda oscilan lo mismo, la elongacién §
dependerd Unicamente de z y de #: § = § (z, £). Supongamos que las
oscilaciones de los puntos que se encuentran en el plano z = 0
(fig. 94.1) tienen la forma

E(0, t) = acos (0t + ).

Hallemos la forma de las oscilaciones de los puntos de un plano
correspondiente a un valor arbitrario de z. Para recorrer el camino
desde el plano z = 0 hasta este plano necesitari la onda el tiempo
T = z/v (v es la velocidad de propagacién de la onda). Por lo tanto,
las oscilaciones de las particulas que se encuentran en el plano x
tendrdn un retraso de tiempo v respecto de las oscilaciones de Jas
particulas del plano z == 0, es decir, tendrin la forma

E(x, t)=acos [ (t-1)+a]=acos[m (:_%).5.“]_

Asi, la ecuacién de una onda plana (tanto longitudinal como
transversal) que se propaga en la direccion del eje x tiene la forma
siguiente:

Z=a cos [w(:——-)+aJ (94.2)

La magnitud a es la amplitud de la on-
da. La fase inicial « de la onda se de- ~ &
termina por la eleccién de los puntos
de referencia z y £. 8i sblo se considera
una onda, los puntos de referencia de
-tiempo y de las coordenadas se suelen ele-
gir de tal modo que sea igual a cero. Fig. 04.1.
Cuando se consideran simultineamente
varias ondas, por lo general no se consigue hacer que para
todas ellags las fases iniciales sean iguales a cero.

Fijemos un valor cualquiera de la fase, que figura en la ecuacién
{84.2), suponiendo que

m(t—-g-)+a=canst. (94.3)

z=0

—— =0T — ]

Esta expresién determina la relacién entre el tiempo ¢ y el punto =z,
en el cual la fase tiene el valor fijado. El valor de dz/dt que se infiere
de ella da la velocidad con que se traslada el valor dado de la fase.
Tomando la diferencial de la expreswn (94.3), obtenemos

dit — T do: = 0,
de donde
LT (94.4)
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De este modo, la velocidad v de propagacién de la onda en la ecua-
¢ifn (94.2) es la velocidad con que se traslada la fase, por lo que se
le da el nombre de velocidad de fase.

Segin (94.4), dz/dt = 0, por consiguiente, la ecuacidon (94.2)
describe una onda que se propaga en el sentido en que x aumenta,
La onda que se propaga en el sentido opuesto se describe por la
ecuacién

§=a<:03[w(t’+%)+<x]. (94.5)

Efectivamente, igualando a una constante la fase de la onda (94.5) y
tomando la diferencial de la igualdad obtenida, llegamos a la relacién

dz
a
de la que se sigue que la onda (94.5) se propaga en ol sentido en que
disminuye.
A la ecuacién de la onda plana se le puede dar una forma simétrica
respecto de & y £. Para esto se introduce la magnitud

= =,

2 y
k=T, {94.6)

que se denomina nimero de onda. Multiplicando el numerador y el
denominador de la expresién (94.6) por la frecuencia v, se puede
representar el niimero de onda en la forma
w

=— (94.7)
(véase la formula (93.2)). Abriendo paréntesis en (94.2) y teniendo en
cuenta (94.7), se llega a la siguiente ecuacién de la onda plana que se
propaga en el sentido del eje z:

E = a cos {wf — kz + &). {94.8)

La ccuacidn de la onda que se propaga en el sentido en que zdisminuye
se diferencia de la (94.8) unicamente en el signo del término kz.

Al deducir la formula (94.8) hemos supuesto que la amplitud de
las oscilaciones no depende de . Para la onda plana esto se observa
en el caso en que la energia de la onda no es absorhida por el medio.
Cuando la onda se propaga en un medio que absorbe la energia, su
intensidad disminuye paulatinamente a medida gque dicha onda se
aleja de la fuente de las oscilaciones, es decir, se observa un amorki-
guamiento de la onda, La experiencia demuestra que en un medio
homogéneo este amortiguamiento transcurre segin la ley exponencial
a = a,e=¥* (compérese con la disminucién con el tiempo de la
amplitud de las oscilaciones amortiguadas; véase la férmula (58.7)
del tomo 1°). Respectivamente, la ecuacién de la onda plana tiene
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la forma siguiente:

E = g cos (of — kx + o) {94.9)
{2, es la amplitud en los puntos del plano z = 0).

I1allemos ahora la ecuacién de la onda esférica. Toda fuente
real de ondas tiene cierta extension. Pero, si nos limitamos a consi-
derar las ondas a distancias de la fuente mucho mayores que las
dimensiones de ésta, la fuente puede considerarse puniual. En un me-
dio isétropo y homogéneo, la onda engendrada por una fuente pun-
tual seri esférica. Bupongamos que la fase de las oscilaciones de la
fuente es igunal a (o0 + «). Entonces los puntos que se encuentran en
una superficie de onda de radio r oscilardn en la fase

w({t—rlv)+o=0wt —kr+oa

(para recorrer el espacio r la onda necesita el tiempo T = r/v). La
amplitud de las oscilaciones en este caso, incluso si la energia de
la onda no es abhsorbida por el medio, no permanece constante, sino
que disminuye con la distancia a la fuente segin la ley 1/r (véase el
§ 98). Por lo tanto, la ecuacion de la onda esférica tiene la forma

= % cos (wi —kr4-a), (94.10)

donde @ es una magnitud constante numéricamente igual a la ampli-
tud a una distancia de la fuente igual a la unidad. La dimensi6n de a
es igual a la de una maganitud oscilante multiplicada por la dimen-
sién de la longitud. Para un medio absorbente a la férmula (94.10)
hay que afiadirle el factor e-v",

Recordaremos que, en virtud de las suposiciones hechas, la
ecuacién (94.10) solo es correcta para valores de r mucho mayores que
las dimensiones de la fuente. Si r tiende a cero, la expresion de la
amplitud so transforma en infinito. Este resultado abhsurdo se explica
por la inaplicabilidad de esta ecuacién cuando los valores de r son
pequefios.

§ 95. Ecuacién de la onda plana que se propaga en una
direccién arbitraria

Vamos a hallar la ecnacion de una onda plana que se propaga
en una direccién que forme con los ejes de coordenadas z, y, z los
dngulos ., B, y. Supongamos que las oscilaciones en el plano que
pasa por el origen de coordenadas (fig.-95.1) tienen la forma

E, = a cos (of -} ). (95.1)

Tomemos una superficie de onda (un plano) que se encuentre del
origen de coordenadas a la distancia I. Las oscilaciones en este
plano se retrasarin respecto a las oscilaciones (95.1) en el tiempo
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T =l
§=acos[m(t—-i—)-i—oa]:acus(wt—kl-’,-a) (95.2)

(b = wofv; véase la f6rmula (94.7)).

Expresemos ! por medio del radio vector de los puntos de la
superficie considerada. Para esto introducimos el vector unitario n
normal a la superficie de onda. En la fig. 95.1 se ve que el producto
escalar de n por el radio vector r de cualquiera de los puntos de la
superficie es igual a I:

nr =7ycos g = [,

Sustituimos en (95.2) 1 por nr:
E = g cos {wt — knr + o). (95.3)
El vector
k = kn, (95.4)

cuyo médulo es igual al niimero de onda & = 2n/A, tiene la direc-
cion de la normal a la superficie de onda y se llama vecior de onda.
De este modo, la ecuacién (95.3) se
puede representar en la forma

E{r, {) = a cos (0t — kr -+ a).
{95.5)

Hemos obtenido la ecuaciéon de la onda
prlana no amortiguada que se propaga
en el sentido determnado por el vector
de onda k. Si la onda es amortiguada
hay que afiadirle a esta ecuacién el
factor e~V = g-vor,
La funcién (95.5) da la elongacién de
un punto de radio vector r en el instante
Fig. 95.1. t (se recordard que r determina la posicion
de equilibrio del punto). Para pasar del
radio vector del punto a sus coordenadas x, v, z, el producto esca-
lar kr se expresa mediante los componentes del vector que siguen
los ejes de coordenadas:

kr = kex -+ kyy + kiz.
Entonces la ecuacién de la onda plana toma la forma
Elx, ¥, 23 t) = acos (0t —ka — ky — k,z + o). (95.6)
Aqui

2 2r -
k,=-iicosa, k-y=.T“ cosfl, k= -cosy. (95.7)

La funcién (95.6) da la elongacién de un punto de coordenadas
z, ¥, z en el instante ¢. Cuando n coincide con ey, ky, =k, by =k, =
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=0y la ecuacién (95.6) se transforma en la (94.8). Es muy conve-
niente escribir la ecuacion de la onda plana en la forme

E = Re gefi@i-kr+a), (95.8}

El signo Re se omite de ordinario, sobreentendiéndose que sélo se
toma la parte real de la expresién correspondiente. Ademds, se
introduce el nimero complejo

a = ae'o (95.9)

llamado amplifud compleja. Bl médulo de este nimero da la ampli-
tud, y el argumento, la fase inicial de la onda.

Asi, la ecuacién de la onda plana no amortiguada se puede repre—
sentar en la forma

= gell0t-kr), (95-10)

La ventaja de esta escritura se explica més adelante.

§ 96. Ecuacién de onda

La ecuacién de una onda cualquiera es solucién de la ecuacion
diferencial llamada ecuacidn de onda. Para establecer la forma de la
ecuacién de onda comparamos las segundas derivadas parciales,
respecto de las ¢coordenadas y del tiempo, de la funcién (95.6) que
describe la onda plana. Tomando dos veces la diferencial de esta
funcién respecto de cada una de las variables, ohtenemos

g:i = — w2 cos (0t — kr-+o)= — %,
as '2 i
?E = —kia cos (ot — kr -4 o) = —k3E,
s i t—k - k*g
;}}T— —kja cos (ot — kr-+ o) = —KiE,
-2257= — kla cos (wt — kr +-a)= —AZE.
La suma de las coordenadas respecto de las coordenadas da
% F.. " r
O B _(RAKARE=—M (96.0)

Comparando esta suma con la derivada respecto del tiempo y susti-
tuyendo k¥ w? por 1/v2 (véase la f6rmula (94.7)), se obtiene & ecuacién

R S S YU (96.2)
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Esta es la ecuacién de onda. Se puede escribir también en la forma

donde A es el operador de Laplace (véase la férmula (11.37)).
Es facil convencerse de que la ecuacién de onda la satisface no
s6lo la funcién (95.6), sino cualquier funcién de la forma
flz, ¥, 3 t}) = f ot — k2 — kyy — k24 a). (96.4)

En efecto, designando por £ la expresién que figura enlre paréntesis
en el segundo miembro de (96.4), tencmos

H=?‘.;_-a7"'f'm‘ =0 Sr=". (96 5)
Andlogamente

62 L " *

Sh=nr, Lh=nr, SL=ny. (96.6)

La sustitucién de las expresiones (96.5) y (96.6) en la ecuacién (96.2)
-conduce a la conclusion de que la funcién. (96.4) satisface la ecuacion
de onda si se supone v = w/k.

Toda funcién que satisfaga a una ecpacién de la forma (96.2)
describe cierta onda, y la raiz cuadrada de la magnitud reciproca
del coeficiente de §%°E/5t* da la velocidad de fase de dicha onda.

Para una onda plana que se propague a lo largo del e;e z la ecua-
<ién de onda tiene la forma

2% i o '
i S B (96.7)

§ 97. Velocidad de las ondas elasticas en un medio sélido

Supongamos que en el sentido del eje « se propaga una onda plana
longitudinal. Separemos en el medio un volumen cilindrico, cuya
base tenga el drea S y cuya altura sea Az (fig. 97.1). Las elongaciones
£ de las particulas que tienen distinta & resultan ser diferentes en
cada instante (véase la fig. 93.3, en la cual se representa & en funcién
de 7). Si la base del cilindro de coordenada z tiene en cierto instante
una elongacién &, la elongacién de la base de coordenada x 4+ Az
serd E + AL, Por eso el volumen considerado se deforma, recibiendo
un alargamiento AE (AE es una magnitud algebraica; AE << 0 corres-
ponde a la compresion del cilindro) o un alargamlenLo relativo
AE/Az. La magnitud AE/Az da la deformacién media del cilindro.
En virtud de que & varia al variar = no segin una ley lineal, la
«deformacion verdadera en distintas secciones del eilindro serd dife-
tente. Para obtener la deformacién e en la seccién z hay que hacer



§ 97. VELOCIDAD DE LAS ONDAS ELASTICAS 299

que Axr tienda a cero. Asi

g:% (7.1)

{sc ha Lomado el simbolo de derivada parcial porque & no sélo depende
de z, sino también de £).

La existencia de la deformacién por traccién evidencia que hay
una tensién normal o, que en las deformaciones pequefias es pro-
porcional a la magnitud de la de-
formacién. Segin la férmula (14.6) z __zydz
del tomo 1° (

- dE
osbs—E‘d—rf (97.2)
(£ es ¢l modulo de Young del me-
dio). Advertimos que la deforma- St
cion relativa 8%/dx y, por consi- Sﬁ
guiente, el esfuerzo ¢ en elinstante
fijado, dependen de z (fig. 97.2).
Alli donde las elongaciones de las
particulas son maximas, la defor-
macién y el esfuerzo son nulos. En
los sitios donde las particulas pa- . -
san por la posicién de equilibrio, Ja “‘; 'S::zﬁ
deformacién y el esfuerzo aleanzan
sus valores méximos, alternando- Fig. 97.1.
se unas con otras las deformacio-
nes positivas y negativas (es decir, por traccién y compresién). De
acuerdo con esto, como ya se indicé en el §93, la onda longitudinal
¢ consta de enrarecimientos y con-
y 2 densaciones alternativas del me-
=0 — dio.

Recurramos otra vez al vo-

’,_5 <0 lumen cilindrico representado

" Z >z en la fig. 97.1 y escribamos para
/ Z=>0 él la ecuaciéon del movimiento.
. Suponiendo que Az es muy pe-

ZE_, 7 queflo, la proyeccién de la acelera-

dz cién sobre el eje x puede consi-

Fig. 97.2. derarse que tiene el mismo va-

lor para Lodos los puntos del ci-

lindre ¥y que es igual a d*E/dt®. La masa del cilindro es pS Az,
siendo p la densidad del medio no deformado. La proyeccién sobre
ol oje x de la fuerza que actia sobre el cilindro es igual al producto
del 4rea § de la base del cilindro por 1a diferencia enlre los esfuerzos

ser "_4;""_'}

S(z+dz+§ +AE)

e—————
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normales en las secciones (z + Az -+~ & + AE) v (z + E):

Fx“SE[ %E_)ﬂdxﬁﬂs-("g%]ﬁe]‘ (97.3)

El valor de Ia derivada 6%/« en la seccién z -~ § cuando los & son
pequedos se puede representar con gran exactitud en la forma

By B\ [0 (BE)] o (BB 4 0%
(—é;_ xd ( éz )x+ [ 8z ( 8z )]x 6= ( Jz ]g_'_ ozt 6’ (97'4}
donde por §°t/dz* se entiende el valor de la segunda derivada parcial
de & respecto de z en la seccibn x.

En vista de la pequefiez de las magnitudes Az, § y AE, hacemos
en la expresién (97.3) la transformacién (97.4):

Fo=SE{[ (&), +5F Ga+i+880]-[(F),+32t]}=

—SE 2% (M489 ~ SE 25 Az (97.5)

(el alargamiento relativo 95/dx en las deformaciones eldsticas suele
ser mucho menor que la unidad. Por eso AE < Az, de manera que
el sumando AE se puede despreciar en la suma (Az 4 AE))- i

Sustituyendo los valores hallados de la masa, de la aceleracién
y de la fuerza en la scuacién de la segurida ley de Newton, obtenemos

pSAz T8 = SETTE As.

Finalmente simplificando por S Az, llegamos a la ecuacién

| (97.6)

que es la ecuacién de onda escrita para el caso en que § no depende de
y ni de z. La comparacién de las ecuaciones (9.67) y (97.6) da que

we 1/% . "(97.7)

De este modo la velocidad de fase de las ondas eldsticas longitudina-
les es igual a la raiz cuadrada del médulo de Young dividido por la
densidad del medio. :

Un céleulo andlogo para las ondas transversales lleva a la expre-

sién
= i 7
v '|_/ ) (97.8)

donde G es el médulo de cizallamiento.
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§ 98. Energia de una onda elastica

Sea un medio en el cual se propaga, en el sentido del eje z, una
onda longitudinal plana

E = acos (0t — kz + ). 198.1)

Separemos en este medio un volumen elemental AV tan pequefio
que en todos sus puntos se puedan considerar la velecidad del movi-
miento y la deformacién respectivamente iguales entre si y a 9§/d¢
y ok/o=.

El volumen separado por nosotros tiene la energia cinética

AW, =L ()" oy (98.2)

{p AV es la masa de dicho volumen y d%/at, su velocidad).
Segiin 1a férmula (25.4) del tomo 1°, el volumen que considera-
mos posee también la energia potencial de deformacitn elastica

L, _ Ee VE g ot \2
AW, =5—AV = (G AV

(e = gE/0z es el alargamiento relativo del cilindro, y E, el médulo
de Young del medio). De acuerdo con (97.7) sustituimos el médulo
de Young por pv® (p es la densidad del medio, y v, la velocidad de
fase de la onda). Entonces la expresién de la energia potencial del
volumen AV toma la forma

et AR \2 g
aw, =2 (25 ) av. (98.3)
La suma de las expresiones (98.2) y (98.3) da la energia total
. 1 3 \2 ak \2
AW =AW, +AW, =5 o[ (55) +v2 (55) jav.

Dividiendo esta energia por el volumen AV, en el cual estd contenida,
se obtiene la densidad de la energia

_ AVmC i gENE L R 2
w=gel () +2(E=) ] (98.4
La derivacion de la ecuacidn (98.1) una vez respecto de ¢ y otra
respecto de z, da
%= —aw sen (0t — kz 4- o), 15%3?90' sen’(wét —kz o).

Sustituyendo estas expresiones en la férmula (98.4) y tomando en
consideracién que k% = ©?, obtenemos™
w = pa*e® sen® (wf — kz 4+ o). (98.5)

En el caso de nna onda transversal se obtiene para la densidad de
la energia esta misma expresidn.
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De (98.5) se sigue que la densidad de la energia en cada instante
es distinta en diferentes puntos. En un mismo punto la densidad de
la energia varfa con el tiempo segiin la ley del cuadrado del seno.
El valor medio del cuadrado del seno es igual a 1/2. Respectivamente,
el valor medio, respocto del tiempo, de la densidad de la energia en
cada punto del medio es

(w) = %- patw?. (98.6)

La densidad de la energia (98.5) y su valor medio (98.6) son propor-
cionales a la densidad del medio p, al cuadrado de la frecuencia @
y al cuadrado de la amplitud de la onda a. Semejante dependencia
tiene lugar no sélo en la onda plana no amortiguada, sino también
en otros tipos de onda (plana amortiguada, esférica, etc.).

Asi, el medio en que se propaga una onda tiene una reserva adi-
cional de energia. Iista energia es llevada desde la fuente de las
oscilaciones a los distintos puntos del medio por la onda misma: por
consiguiente, la onda transporta comsigo energia. La cantidad de
enorgia que transporta la onda a través de cierta superficie en la
unidad de tiempo, se llama flujo de energia a través de dicha super-
ficie. Si a través de la superficie dada se transporta durante el tiempo
dt la energia dW, el flujo de energia @ es

dW -
El flujo de energia es una magnitud escalar, cuya dimensién es
igual a la de la energia dividida por la dimensién del tiempo, es
decir, coincide con Ja dimensién de la potencia. De acuerdo con esto
@ se mide en vatios, erg/s, etc.

El fiujo de energia puede tener distinla intensidad en diferentes
puntos del medio. Para caracterizar la corriente de energia en distin-
tos puntos del espacio se introduce una magnitud vectorial llamada
densidad del flujo de energia. Esta magnitud es numéricamente igual
al flujo de energia a través de una superficie unidad, situada en el
punto dado perpendicularmente a la direccién en que es transportada
la energia. El sentido del vector densidad del flujo de energia coin-
cide con el del transporte de la energia. *

Supongamos que a través de la superficie AS,, perpendicular
a la direccién en que se propaga la onda, es transportada en el tiempo
At la energia AW. Entonces la densidad del flujo de energfa serd

AD AW
= =27 98.8

1 AS, T Ay, At (98.8)

(véase (98.7)). A través de la superficie AS, (fig. 98.1) serd transpor-
tada en el tiempo At la energia AW contenida en el volumen del
cilindro de base AS | y alturav At (v esla velocidad de fase de 1a onda).
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8i las dimensiones de esle cilindro son suficientemente pequefas {(a
expensas de la pequefiez de AS, y Af) para que la densidad de la
energia se pueda considerar igual en todos los puntos del cilindro, AW
se puede hallar como el producto de la densidad de la energia w por
el volumen del cilindro, igual a AS v Ai:

AW = w AS v At.
Sustituyendo esta expresién en la formula (98.8), obtenemos para
la densidad del flujo de energia
j = wv. (98.9)
Finalmente, introduciendo el vector v, euyo rddulo es igual a la

velocidad de fase de la onda y cuyo sentido coincide con el de pro-
pagaci6én de la onda (y con el de transporte de la energia), se puede

eseribir
j = wv. (98.10)

Hemos oblenido la cxpresién del vector densidad del flujo de
energia. Este vector lo introdujo por vez primera el eminente fisico

v ds
A4S, \
{1 N ;
b v \ 1
X LY
A ! LY
Nt \
— vat —pte

Fig. 98.1. Fig. 98.2.

ruso N.A. Umov y se llama vector de Umov. El vector (98.10), lo
mismo que la densidad de la energia w, es distinto en diferentes
puntos del espacio y en un punto dado varia con el tiempo segiin
la ley del cuadrado del seno. Su valor medio es

(i>=(w)v=-12—pa2w‘v (98.11)

(véase {98.6)). La expresién (98.11), lo mismo que la (98.6), es
correcta para cualquier tipo de onda (esférica, amortignada, etc.).
Advertimos quoe cuando se habla de intensidad de la onda en un
punto dado se entiende por ello el valor medio, respeclo del tiempo,
de la densidad del flujo de energia transportado por ella.
Conociendo j en todos los puntos de una superficie arbitraria §,
se puede calcular el flujo de energia a través de esta superficie. Con
este fin se divide dicha superficie en partes elementales dS. En el
tiempo dt a través de una superficie dS pasa la energia ¢ contendia
en el cilindro inclinado gue representa la fip. 98.2. El volumen de
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este cilindro es dV = v di dS cos g. En él estd contenida la energia
W = wdV = wv dtdS cos ¢ (wes el valor instantdneo de la densi-
dad de la energia en el sitio en que se encuenira la superficie dS).
Teniendo en cuenta que
wydS tosp = jdS cosp = [4dS
{(dS = n dS; véase la fig. 98.2) se puede escribir: dW = j dS dt.
De aqui se obtiene para el flujo de energia dd a través de Ia super-
ficie dS la férmula i
W
AP =——=jdS (98.12)
{compiirese con la férmula (11.5)). El flujo de energia stravés de la
superficie es igual a la suma de los flujos elementales (98.12):

o= {juds. (98.13)
"3.
De acuerdo con (11.7) se puede decir que el flujo de energia es igual
al flujo del vector j a través de da superficie S.
Sustituyendo en la férmula (98.13) el vector j por su valor medio
respecto del tiempo, obtenemos el valor medio de ®:

() = §<j> ds. (98.14)

Calculemos el valor medio del flujo de energia, a través de una
superficie de onda arbitraria, de una onda esférica no amortiguada.
En cada punto de esta superficie los vectores j v dS coinciden en
direccion. Ademds, el médulo del vector j es igual para todos los
puntos de la superficie. Por lo tanto,

@ = () ds = § =) 4mr
&

(r es el radio de la superficie de onda). Segin (98.11), () =
= % pa*w®v. De este modo,

D) = 2npevai®
{a, es la amplitud de la onda a la distancia r de la fuente). Como la
energia de la onda no es absorbida por el medio, el flujo de energia

medio a través de una esfera de radio cualquiera debe tener el mismo
valor, es decir, debe cumplirse la condicién

a;r® = rtonst.
De aqui se deduce que la amplitud a, de una onda esférica no amorti-

guada es inversamente proporcional a la distancia r hasta la fuente
de la onda (véase la f6rmula (94.10)). Respectivamente, la densidad
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media del flujo de energia {j) es inversamente proporcional al cuadra-
do de la distancia hasta la fuente.

En el caso de una onda plana amortiguada, la amplitud disminuye
con la distancia segin la ley a = a,e—™ Y.réase Ia férmula (94.9)).
Respectivamente, la densidad medla del flujo de energia (es decir,
la intensidad de la onda) disminuye segin la ley

J o= e (98.15)

Aqui % = 2y es la magnitud denominada coeficiente de absorcién de
la onda. Este coeficiente tiene dimensién reciproca a la de la longi-
tud. Es fdcil comprender que la magnitud reciproca de » es igual
a la distancia, a la cual la intensidad de la onda disminuye e veces.

§ 99. Ondas estacionarias

Si en un medio se propagan simultidneamente varias ondas, las
oscilaciones de las particulas del medio resultan ser la suma geométri-
ca de las oscilaciones que efectuarian dichas particulas si cada una
de las ondas se propagara separadamente. Por lo tanto, las ondas
simplemente se superponen unas a otras sin perhurbarae entre si.
Esta afirmacién se conoce con el nombre de principio de superposicidn
de las ondas.

En el caso en que las oscilaciones condicionadas por las ondas
aisladas tienen en cada uno de los puntos del medio una diferencia
de fase constante, las ondas se llaman coherenies (una definicién més
rigurosa de la coherencia se dard en el §120). Cuando se componen
ondas coherentes se produce el fenémeno de la imerferencm, que
consiste en que las oscilaciones se refuerzan entre s en unos puntos
'y se debilitan en otros.

Un caso muy importante de interferencia se obsorva cuando se
superponen dos ondas planas de ighal amplitud que avanzan la
una al encuentro de la otra. El proceso ondulatorio que se produce
como resultado de esto recibe el nombre de onda estacionaria. En
Ia practica las ondas estacionarias se producen cuando las ondas se
reflejan en un obstdculo. La onda que incide sobre el obstdculo y la
onda reflejada que corre a su encuentro se superponen una a otra y
dan una onda estacionaria. .

Eseribamos las ecuaciones de dos ondas planas que se propaguen
a lo Jargo del eje-z en sentidos contrarios:

B, = acos (0t —kzx + &), E,=acos {mt-{-}cz-f-ag)

Sumando estas ecuaciones y transformando el resultade segin la
formula para la suma de cosenos, se obtiene

E= §1+Ezw2aco=(kx+—i“’—)co«(ms+ Afe) o (99.1)

2001245



306 CAP. XIV. ONDAS ELASTICAS

La ecuacién (99.1) esla ecuacién de la onda estacionaria. Para sim-
plificarla elegimos el punio de referencia de z de tal modo que la
diferencia o, — o, sea igual a cero y ¢l punto de referencia de ¢,
de manera que resulte igual a cero la suma o, + «,. Ademds, susti-
tuimos el niimero de onda k& por el valor 2st/A. Entonces la ecuacién
(99.1) toma la forma

E= (2a oS 2:1%) cos wt. {99.2)

Por (99.2) se ve que en cada punto de la onda estacionaria se pro-
ducen I_i;'_sciiaciones de la misma frecuencia que la de las ondas que
se encuentran, y cuya amplitud depende de z:

amplitud = }2a cos 2n %I.
En los puntos, cuyas coordenadas satisfacen la condicién
2= nn (R=0,1, 2, ...), (99.3)

la amplitud de las oscilacionies aleianza su valor médximo. Estos punots
se llaman vientres de 1a onda éstacionaria. De (99.3) se obtienen los
valorés de las coordenadas de los vientres:

Tpem=tng (=0, 1,2, ...). (99.4)

* " Debe tenerse en cuenta que un vientre no es un punto Wnico, sino
un plano, cuyos puntos ticnen el valor de la coordenada z determinado
por la férmula (99.4).

En los puntos, ¢uyas coordenadas satisfacen la condicién

2:‘(-%:1(?3—{—%)3‘[ (n=0, 15 2: S

la amplitud de las oscilaciones es nula. Estos puntos se denominan
rodos de la onda estacionaria. Los puntos del medio que se encuenttan
en los nodos no oscilan. Las coordenadas de los nodos tienen los
valores )

Zooa =k (n+5 )5 (1=0, 1, 2, ...). (99.5)

Un nedo, lo mismo que un vientre, no es un punto, sino un plano
cuyos puntos tienen el valor de la coordenada z definida por la
férmula (99.5). '

De las férmulas (99.4) y (99.5) se sigue que la distancia entre los
vientres contiguos, lo mismo que la distancia entre los nodos vecinos,
es igual a A/2. Los vientres y los nodos estdn desplazados entre si
en un cuarto de longitud de onda. i
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Volvamos de nuevo a la ecuacién (99.2). El factor (i’2a cos 2:;—;:)

al pasar por el valor nulo.cambia de sngno De acuerdo con esto las
fases de las oscilaciones a la-

dos distintos de un nodo. se NMado
diferencian em 5t, Esto signifi- - !
ca ue los puntos que se encuen-
tran a lados distintos de un
nodo oscilan en oposicién de
fase. Todos los puntos com-
prendidos entre dos nodos con-
tiguos oscilan cofdsicamente
{es decir, en la fase idéntica).-
En la fig. 99.1 se da una se-
rie de «fotografias instanta-
neasr de las elongaciones o des-
viaciones de los puntos de lag
posiciones de equilibrio. La primera «foto» corresponde al instante
en que las elongaciones alcanzan el valor absoluto méximo. Las
sfotos» s:gmenuas se han hecho con intervalos de un cuarto de perfodo.

. Nodo Nodo Veda
. ] | |
i

Fig. 59.1.

A Lasflechas indican las velocidades de las
'| particulas.
3 —2 Derivando la ecuacién (99.2) una vez
:' respecto de £ y otra respecto de z, halla-
£ i R mos las expresiones de la velocidad de
! : las particulas & y de la deformacidn del
\! medio e:
3 — .
; i i\ E:%E—:—2@acos2n %senmz.
Wyt £ . (99.6)
g P e e.—.%:.—-—z%laﬁen.zn{-cosm.
T !
: - Loselind (99.7)
; ! ' .I La ecuaci6n (99.6) describe la onda esta-
R T T cionaria de la velocidad, y la (99.7), la
i J onda estacionaria de la deformacidon.
Nodo & Vientre & En la fig. 99.2 se comparan las «fo-
Vientre &  Nodo€ tografias instantdneas» de la elongacién,
de la velocidad y de la deformacién en
Fig. 90.2. los instantes 0 y T/4. Por estas gréficas

se ve que los nodos y los vientres de la ve-
locidad coinciden con los nodos y vientres de la elongacién; en cambio,
los nodos y los vientres de la deformacion coinciden respectivamente
con los vientres y nodos de la elongacién. En el instante en que &

20
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y & aleanzan los valores maximos, E se anula, y-viceversa. Respecti-
vamente, dos veces por periodo se produce la transformacion de la
energfa de la onda estaciomaria ya totalmente en potencial, con-
centrada principalmente en las proximidades de los nodos de la
onda (donde se encuentran los vientres de la deformacién), ya total-
mente en cinética, concentrada fundamentalmente en las proximida-
des de los vientres de la onda (donde se hallan los vientres de la
velocidad). Como resultado, se produce el paso de la energia de cada
nodo a log vientres contxguus a él, v viceversa. El flujo de energia
medio respecto del tiempo en cua‘aqu;er seccién de la onda es nulo.

§ 100. Oscilaciones de una cuerda

En una cuerda tensa sujeta por'ambos extremos, cuando se excitan
en ella oscilaciones (vibraciones) transversales, se establecen ondas
estacionarias, con la particularidad de que en los puntos de sujecién
de la cuerda deben encontrarse nodos. Por eso en la cuerda sélo se
excitan con intensidad apreciable aguellas oscilaciones, cuyas semi-
longitudes de onda caben en la longitud de la cuerda un nimero

entero de veces {fig. 100.1). De aqui
se infiere la CO!’IC}]CID‘H __ A
o 3

E:HTI.Q },n:T‘—

(n=1,'2, 3, ...)  (100.4)

(I es la longitud de la cuerda). A'las
longitudes de ondas (100.1) correspon-
den las frecuencias ~:

v 3 ;
) "=_“=Tn (n=;1v 2, 3, ks }
Fig. 100.1. (100. 2)

(v es la velocidad de fase de la onda, determinada por la fuerza de
tension de la cuerda y por la masa de la unidad de longitud, o sea,
la densidad lineal de dicha cuerda).
Las frecuencias v, se llaman frecuencias propias {naturale.s) de
la cuerda. Las frecuencias propias son multiples de ]a frecuencia
vy = /2, ;

que se denomina )‘recuen.cm fundamental.
. Las oscilaciones armdnicas, cuyas frecuencias son las (100. 2)
reciben el nombro de oscilaciones propias o normales. También se
llaman arménicas. En el caso genaral la oscilacién de una cuerda es
una superposicién de diversas armdnicas.

Las oscilaciones de la cyerda son. notables en el sentido de.que
para ellas, segiin las representaciones clisicas, se obtienen valores
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discretos de una de las magnitudes que caracterizan las oscilaciones
(frecuencias). En la fisica clasica esta discontinuidad es una excep-
eién. En los procesos ‘cudnticos la discontinuidad es més bien una
regla que una excepcién.

§ 101. Senide

Si las ondas eldsticas que se propagan en el aire tienen la fre-
cuencia entre los limites de 16 a 20 000 Iz, cuando llegan al oido
humano producen la sensacién de sonido. De acuerdo con esto, las
ondas eldsticas que en cualquier medio tienen la frecuencia com-
prendida en los limites indicados, se llaman ondas aciisticas o sim-
plemente sonido. Las ondas elasticas de frecuencias menores que
16 Hz se denominan infrasonido y las- de-frecuencias mayores que
20 000 Mz, ultrasonido. El oido hummano ng pércibe los infra y ultra-
sonidos. . LS x

Los sonidos audibles se distinguen por su fono o altura, timbre &
intensidad. A cada una de estas valoraciones subjetivas corresponde
una caracteristica fisica determinada de la onda sonora. y

Todo sonido real es no una oscilacién arménica simple, sino una
superposicion de oscilaciones arménicas con un conjunto determinade
de las frecuencias. El conjunto de las frecuencias de las oscilaciones
presentes 'en un sonido dado forman el espectro acistico de dicho
sonido. Si en el sonido estdn presentes oscilaciones de todas las
{recuencias en cierto intervalo de v a v”, el espectro se dice que es
continuo. Si el sonido consta de oscilaciones de frecuencias discretas
¥y, Vg Vg, etc., el espectro es de rayas. Tienen espectro acistico
continuo los ruidos. Las oscilaciones con espectro de rayas producen
sensacién de sonido de altura mds o menos determinada. Este sonido
se¢ denomina tonal.

La altura de un sonido tonal se determina por la frecuencia funda-
mental (menor). La intensidad relativa de los sobretonos (es decir,
las oscilaciones con las frecucncias v,, v,, ete.) determina el matiz
o timbre del sonido. La distinta composicién espectral de los soni-
dos emitidos por diferentes imstrumentos musicales permite distin-
guir de oido, por ejemplo, una flauta de un violin o de un piano.

Por intensidad del sonido se entiende el valor medio, respecto
del tiempo, de la densidad del flujo de energia que lleva consigo
la onda sonora. Para producir la sensacién de sonido la onda debe
posecer cierta intensidad minima llamada umbral de audicién. El
umbral de audicién es algo distinto para diferentes personas y depen-
de mucho de la frecuencia del sonido. La sensibilidad méxima del
oido humano corresponde a las frecuencias de 1000 a 4000 Hz. En
esia regién de frecuencias el umbral de audicién comstituye, por
término medio, cerca de 10-'2 W/m? En otras frecuencias el umbral



B10 CAP XIV ONDAS ELASTICAS

de audicién se encuentra mas alto (véase la curva inferior de la
fig. 101.1).

Con intensidades del orden de 1 a 10 W/m? la onda deja de per-
¢ibirse como sonido y s6lo produce en el oido sensacién de dolor
y presién. El valor de la intensidad, con el cual acurre esto, se llama
umbral doloroso. Este umbral, lo mismo que el de audicién, depende
de la frecuencia (véase la curva superior de la fig. 101.1; los datos
que se dan en esta figura se refieren a un oido normal medio).

La intensidad del sonido apreciada subjetivamente erece mueho
més despacio que la intensidad de las ondas acdsticas. Cuando la
intensidad de las ondas aumenta en progresién geométrica, la del
sonido lo hace, aproximadamente, en progresién aritmética, es decir,
linealmente. Sobre esta base el nivel de intensidad del sonido I se
delermina ¢omo el logaritmo dela

Z Wims 448 razén de la inlensidad 7 del sonido
kin 7z dado, a la intensidad [, que se
g mbral doleroso 700 toma como referencia:

- & L=lg+~. (1014

0 5 0

P @ La intensidad de referencia J, se
5 o 24 toma igual a 10-'* W/m?, porque

.ﬂ?q_— 4 el umbral de andicién para la fre-

- g

cuencia del orden de 1000 Hz se

200 w7 Zwpeysz  encuentra en el nivel nule (L = 0).

La unidad de nivel de intensi-

Fig. 101.4 dad del sonido L determinada por

la formula (101.1), se llama belio

{B). De ordinario se utiliza una unidad 10 veces menor, el decibelic
{dB}. El valor de L en decibelios se determina por Ia férmula

S

L=10 1g7:‘-°-, (101.2)

La relacién entre dos intensidades I, e [, también se puede expre-
sar en decibelios:

L,=10 1g—j;-, (101.3)

Por medio de esta [6rmula se puede expresar en decibelios la dismi-
nuecién de la intensidad {amortiguamiento) de una onda en cierlo
espacio. Asi, por ejemplo, un amortiguamiento de 20 dB significa
que la intensidad disminuye 100 veces.

Toda la gama de intensidades, con las cuales una onda produce
en el oido humano sensacién de sonido (de 10-1% a 10 W/m?), corres-
ponde a los valores de nivel de sonido de 0 a 130 dB. En la tahla 104.1
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se dan los valores aproximados de los niveles de la intensidad de
algunos sonidos.

La energia que llevan consigo las ondas aciisticas es extremada-
mente pequefia. Suponiendo, por ejemplo, que un vaso de agua ab-
sorbiera. totalmente toda la energia de una onda sonora de 70 dB

Tabia 101.1
fvel de
Sonido inte?nrdad. 4B

Tictne de un reloj 20
Murmulic a 1 m de distancia 30
Conversacién en voz baja 40
Conversacidn a media voz 60
Conversacién en alta voz 70
Grito 80
Ruido de motor de avidén: a 5 m de distancia 120

a3 m de distancia 130

de nivel de intensidad que incidiera sobre él (en este caso la cantidad
de energia absorhida por segundo seria aproximadamente de 2. 10-7W),
para calentar el agua desde la temperatura ambiente hasta la de
ebullicién, se necesitarian decenas de millares de afios.

' Las ondas ultrasonoras pueden obtenerse en forma de haces
dirigidos, somejantes a los luminosos. Los haces ultrasénicos dirigi-
‘dos se utilizan mucho en la localizacién (deteccién de objetos y
determinacion de la distancia hasta ellos) en el agua. La idea de la
loealizacién ultrasénica la expuso por primera vez el eminente fisico
francés P. Langevin, que la desarrollé durante la primera guerra
mundial para detectar los submarinos. En la actualidad los locali-
zadores ulirasénicos se utilizan para detectar iceberg, bancos de
peces, efc.

Sabemos que dando un grito y determinando el tiempo que trans-
curre hasta que llega el eco, es decir, el sonido reflejado en obstdculos
como pehas, bosques, la superficie del agua en un pozo, etc., se
puede, multiplicando ls mitad de este tiempo por la velocidad del
sonido, hallar la distancia hasta dichos obstdculos. En este principio
se basa el localizador antes citado y el sondador ultrasénico, que se
emplea para medir la profundidad del mar y levantar planos del
relieve de su fondo.

El método de la localizacién ultrasénica permite a los murciéla-
gos orientarse hien cuando vuelan en la oscuridad. El murciélago
emite periédicamente impulsos de frecuencia ultrasénica v, por
las sefales reflejadas que percibe con el érgano del oido, juzga con
gran exactitud las distancias hasta los objetos que lo rodean.
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§ 102. Velocidad del sonido en los gases

Una onda sonora en un gas es una sucesion de regiones alternantes
de.compresién y enrarecimiento del gas que se propagan en el espacio.
Por consiguiente, la presién en cada punto del espacio experimenta
desviaciones Ap, variables periédicaments, del valor medio de p
que coincide con la presién que existe en el gas en ansencia de las
ondas. De este modo, el valor instantineo de la presién en un punto

determinado del espacio se pue-

‘_’5_ &+45 de representar en la forma
T S TR D S
. : | p' =p + Ap.
1 I
refd 2 Supongamos que la onda se
l’ ! prapagé\ a lo largo del eje x. De
I un modo semejante a como pro-
5 )EL‘T'_?_’J_ : M*ﬁ*ﬁé) cedimos en el §97 para hallar [a
| volocidad de las ondas eldsticas
! 1 en un medio s6lido, consideremos
i |dz+dE un volumen de gas en forma de
! | cilindro, cuya base tenga el drea
i ! S y cuya altura sea Az (fig.
P - 102.1). La masa del gas conteni-
N ™ N da en este volumen serd pS Aw,
siendo o la densidad del gas noe
= z+d4z perturbado por la onda. En vir-
Pig. 102.1 tud de la pequefiez de Az, la pro-

yvecciéon de la aceleracién sobre
el eje = se puede considerar que tiene el mismo valor para todos los
puntos del cilindro y que es igual a 9*&/a¢>.

Para hallar la proyeccion sobre el eje z de la fuerza que actua
sobre ol volumen gue nos interesa, hay que tomar el producto del drea
de la base del eilindro S por la diferencia de presién en las secciones
(x 4- E) v (= -+ Az 4 £ + AE). Repitiendo los razonamientos gue
nos condujeron a la formula (97.3), obtenemos

ap’
dx

Fo=—22 SAx

(se recordara que al dedueir la formula (97.5) se supuso que A% < Azx).

Asi, hemos hallado la masa del volumen de gas separado por
nosotros, su accleracién y la fuerza que actita sobre él. Ahora vamos
a escribir, para este volumen de gas, la ecuacién de la segunda ley
de Newton:

(pSAx) 3:5 = — -"::—)'i— SAz.
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Después de simplificar por § Az se obliene

9k iap' -
ohm - o2

En la ecuacién diferencial que hemos obtenido hay dos funciones
incognitas: £ y p’. Expresemos una de estas funciones por medio de
la otra. Para esto hay que hallar la relacién entre la presién del
gag p’ v la variacién relativa de su volumen §%/8zx. Esta relacién
depende del caracter que tenga el proceso de compresién (o expan-
sién) del gas. En la onda aciistica fas compresiones y expansiones del
gas se suceden unas a otras con tanta frecuencia que las partes adya-
centes del medio no tienen tiempo de intercambiar calor, por lo que
el proceso puede considerarse adiabitico. En un proceso adiabatico
la relacion entre la presion y el volumen de una masa de gas dada se
determina por la ecuacidn

pV¥ = const, (102.2y

en la que y es la razon entre la capacidad calorifica del gas a presion
constante y su capacidad calorifica a volumen constante (véase la
eenacién (88.5) del tomo 19). De acuerdo con (102.2)

p(SAzj¥==p’ [S(Az - AF)|Y=
=p’ [S-(Ax+g—;Az)J”=p' (sazy (1492)".
La simplificacién por (S Az)Y, da
P (145)

Aprovechando el que por la suposicién hecha (98/9z) < 1, desarrolla-
mos la expresién (1 - §&/8x)Y en serie de potencias de §5/dz y despre-
ciamos los términos de rdenes de pequefiez superiores. Como resulla-
do se obtiene la férmula

p=p (1+72).

Resolvemos esta ecunacién respecto de p”:

' p — 8% i
P =——a§~‘~p(1—-?3) (1023)!
v

(ilemos aplicado la f{')rmulaﬁk: 1 — z, valida cuando z < ‘I) .
De la relacién hallada es ficil obtener la expresion de Ap:

Ap=p'—p=—1poE. (102.4)
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Como y es una magnitud del orden de la unidad, de (102.4) se
infiere que | 88/8z| == | Ap/p |. Por lo tanto, la condicién JE/dz << 1
significa que la desviacién de la presién del valor medio es mucho
menor que la presién misma. En realidad esto es asi: para los soni-
<dos mis intensos la amplitud de las oscilaciones de la presién del
aire no supera 1 mm Hg, mientras que la presién atmosférica p
tiene una magnitud del orden de 10° mm Hg.

Derivando la expresién. (102.3) respecto de z, hallamos que
a2
I
Finalmente, sustituyendo este valor de dp‘/dz en la formula (t02.1)
obtenemos la ecuacién diferencial

9% _p 9%

dzt = yp G "
Su comparacién con la ecuacién de onda (96.7) da para la velocidad
de las ondas acisticas en un gas la expresién

v=1"7 2. (102.5)

(se recordara que p y p son la presién y la densidad del gas no per-
turbado por la onda).

A la presién atmosférica y las temperaturas ordinarias, las pro-
piedades de la mayoria de los gases se aproximan a las del gas per-
fecto. Por eso la relacién p/p puede suponerse que para ellos es igual
a RT/M, donde R es la constante de los gases; 7', la temperatura
absoluta, y M, la masa de un mol de gas (véase la f6rmula (36.8) del
tomo 1°). Sustituyendo este valor en {(102.5), se obtiene para la
velocidad del sonido en el gas la férmula

P |/_"'3];-’"~ (102.6)

De esta formula se sigue que la velocidad del sonido es proporcional
a la rafz cuadrada de la temperatura y no depende de la presién.

La velocidad media del movimiento térmico do las moléculas del
gas se determina por la formula

ap"
oz = TP

8RT

(Ump])” %
{véase la férmula (98.31) del tomo 1°), La comparacién de esta
expresion con la (102.8) da que entre la velocidad del sonido en el

gas y la velocidad media del movimiento térmico de las moléculas
existe la relacion

v = (Umg) ]/%}-—L 102.7)
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La sustitucién de 9 por su valor para el aire, igual a 1,4, conduce a
1a relacién v = 3/, {Ume1). El valor méximo posible de y es */;. En
este caso U a2 4/5{(Umg ). De este modo, la velocidad del sonido en
¢l gas resulta ser del mismo orden que la velocidad media del mavi-
miento térmico de las moléculas, pero siempre es un poco menor que
me }-

Calculemos el valor de la velocidad del sonido en el aire a la
temperatura de 290 K (temperatura ambiente), Para el aire y = 1,40
y M = 29.10-? kg/mol. La constante de los gases es igual a
8,31 J/(mol-K). Sustituyendo estos valores en la férmula (102.6),

obtenémos
_ vRT __ 1,40-8,31.200
v#]/' RT_ o — = 340 m/s.

El valor de la velocidad del sonido en el aire que hemos hallado
concuerda bien con el valor obtenido experiraentalmente.

Hallemos la relacién entre la intensidad de la onda sonora I y la
amplitud de las oscilaciones de la presién (Ap),. En el § 101 se
indicé que por intensidad del sonido se entiende el valor medio de la
densidad del flujo de energia. Por consiguiente,

I =3 pato™ (102.8)

(véase la f6rmula (98.11)). Aqui p es la densidad del gas no pertur-
bado; @, la amplitud de las oscilaciones de las particulas del medio,
es decir, la amplitud de las oscilaciones de la elongacion &; w, la
frecuencia, y v, la velocidad de fase de la onda. Advertimos que, en
este caso, por particulas del medio se entienden no las moléculas,
sino volimenes macroscopicos (es decir, que contienen una gran
cantidad de moléculas), cuyas dimensiones lineales! son mucho ma-
yores que la longitud de la onda, )

Supongamos que E varia segln la ley & = a cos (ot — kr + o).
Entonces

‘;—i = ali sen (mt—kw+c¢]=a+? sen (@t —kx - o).

Sustituyendo este valor en la formula (102.4), obtenemos
Ap= ——vpa%sen-(@t-—k:c—t—oa] = — (A p),, fen (0t —kz o).
De aqui

a:E‘%'i. (102.9)

La sustitucién de esta expresiéon en (102.8), da

I S -9 ) O (- - N 0 LS
=0 G025 (5"
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Tomando en consideracién que v* = (YyRT/M), y (plp)? = (RT/M)®
(véase la férmula (102.6) y el texto que la ptrecede), se puede escribir
Y

I—_—EE;-. : (102.10)

Valiéndose de esta formula se puede calcular que a la gama de niveles
de intensidad del sonido do 0 a 130 dB corresponden los valores
aproximados de las amplitudes de las oscilaciones de la presién del
aire de 3-10°* Pa (es decir, 2:10"" mm Hg) a 100 Pa {~1 mm Hg).
Calculemos el valor de la amplitud « de las oscilaciones de las

particulas y de la amplitud de la velocidad de las mismas (Z),,. Empe-
cemos por el valor de la magnitud ¢ determinado por la férmula
{(102.9). Teniendo en cuenta que v/© = 1/2m, obtenemos la relacién

e 1 (Ap)m . (AP)m

T e —-p—~0,1—T (102.11)
(y &= 1,5, por lo tanto, 2ny ~ 10). Si la intensidad del sonido es de
-1%0 di3, la relacién (Ap),/p tiené una magnitud del orden de 10-?,
v si dicha intensidad es de 60 dB esta relaci6n cs igual aproximada-
mente a 2-10-7. Las longitudes de las ondas sonoras en el aire se
encuentran entre los limites de 21 m (para v = 16 Hz) a 17 mm
(para v = 20 000 Hz), Sustituyendo estos datos en la férmula (102.11),
hallamos que cuando la intensidad del sonido es de 60 dB3. la ampli-
tud de Jas oscilaciones de las particulas es de ~4.10-% mm en las
ondas mas largas, y de ~3.10-7 mm en las mds cortas. Cuando la
intensidad del sonido es de 130 dB, la amplitud de las oscilaciones
en las ondas mas largas llega a ~2 mm.

En las oscilaciones armdnicas la amplitud de la velocidad (é)m
es igual a la amplitud de las oscilaciones de las particulas ¢ multi-

plicada por la frecuencia angular w: (£),, = aw. Multiplicando la
expresion (102.11) por w©, se obtiene

{Eﬁ___ _1_ (Aphm ~ {ﬁp)g. “(}2.12}
v ¥ B r

Por consiguiente. cuando la intensidad del sonido eés de 130 dB, la
amplitud de la velocidad es, aproximadamente, de 340 m/s-10-3 =
= 0,34 m/s. Si la intensidad del sonido es de 60 dB, la amplitud de
la velocidad serd del orden de 0,1 mm/s. Advertimos que, a diferencia
de la amplitud de las oscilaciones de las particulas, la amplitud de
la velocidad no depende de la longitud de la onda,

§ 103. Efecto Doppler aclstico

Sea un gas, o un liquido, en el cual, a cierta distancia de una
fuente de ondas, se encuentra un dispositive perceptor de las oscila-
ciones del medio que [lamaremos receptor. Si la fuente y el recoptor
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de ondas estan en reposo respecto del medio en que se propaga la
onda, la frecuencia de las oscilaciones que percibe el receptor serd
igual a la frecuencia v, de las oscilaciones de la fuente. Pero si esla
altima o el receptor, o ambos a la voz, se mueven con respecto al
medio, la frecuencia v que percibe el receptor puede resultar distinta
de v,. Este fendémeno se llama efecto Doppler.

Supongamos que la fuente y el receptor se mueven a lo largo
de larecta que los une, La velocidad de la fuente ry la consideraremos
positiva si ésta se mueve en direccién hacia el receptor, y negativa,

v 'l

Yy de las oscilaciones
Fig. 103.1.

si se mueve en sentido contrario. Anélogamente, la velocidad del
receptor vy se considerard positiva si éste se mueve en direccidn
hacia la fuente, y negativa si lo hace en sentido opuesto.

Si la fuente estd en reposo y oscila c¢on la frecuencia v,, en el
instante en que va a efectuar la v, ésima oscilacion, la «crestan
generada por la primera oscilacién habré tenido tiempo de recorrer
un espacio v {v es la velocidad de propagacién de la onda respecto
del medio). Por consiguiente, las v, «crestas» y «valles» dé onda que
genera la fuente por segundo caben en la longitud v. Pero si la fuente
s¢ mueve respecto de medio con la velocidad w4, en el instante en
que vaya a efectuar la v -ésima oscilaciém, la «cresta» generada por
la primera se encontrard de la fuente a la distancia v — vy {fig. 103.1).
Por Jo tanto, v, «crestasy y «valles» de la onda cabrin en la longitud
© — vy, de manera que la longitud de la onda seri igual a

A="12 (103.1)
Yo

Junto al receptor en reposo pasan por segundo las «crestasy y los
«valless que cabenr en la longitud v. Si el receptor se mueve con la
velocidad v, al cabo de un intervalo de tiempo igual a 1 s percibiréi la
«cresta» que al principio de dicho intervalo se encontraba de su
posicién actual a una distancia numéricamente igual a v. De este
modo, el receptor percibe por segundo las oscilaciones correspondien-
tes a las «crestasy y «valles» que caben en wna longitud numérica-
mente igual a v 4+ v, (fig. 103.2) y oscila con la frecuencia

_ v+
‘Vw——--—k -
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Sustituyendo en esta férmula el valor de A que da la expresion (103.1),
obtenemos
. o4 up ;
Ve (103.2)
De la férmula (103.2) se infiere que si la fuente y el receptor se
muevon de modo que la distancia entre ellos disminuye, la frecuencia
v que percibe el recoptor sera mayor que la frecuencia v, de la fuente.
Y si la distancia entre la fuente y el receplor aumenta, v serd menor
que v,.
Si las direcciones de las velocidades v, y v, no coinciden con la
recta que pasa por Ja fuente y el receptor, en la férmula (103.2) hay

= —
v de {as gseilaciones
Fig. 103.2.

que tomar, en vez de vy, ¥ v, Jas proyecciones de los vectores vy y v,
sobre la direccién de dicha recta.

De la férmula (103.2) se sigue que el efecto Doppler para las ondas
aclisticas cstd determinado por las velocidades con que se mueven
la fuente y el receptor respecto del medio en que se propaga el sonido.
El efecto Doppler se obscrva también en las ondas luminosas, pero
la formula de la variacién de su frecuencia tiene otra forma, distinta
de la (103.2). Esto se debe a que para las ondas luminosas no existe
medio material, cuyas oscilaciones sean «luz». Por eso, la velocidad
de la fuento y del receptor de la luz respecto del «medio» carece de
sentido. En el caso de la luz s6lo se puede hablar de la velocidad
relativa de la fuente y ol receptor. El efecto Doppler de las ondas
luminosas depende de la magnitud y direccién de esta velocidad.
Esle efecto se estudia en el § 1541.



CAPITULO XV |
ONDAS ELECTROMAGNETICAS

§ 104. Ecuacién de onda para el campo elecfromagnético

En el capitulo IX se explic6 que un campo eléctrico alternativo gene-
ra otro, magnético, que, en general, también es alternativo. Este
campo magnético alternativo genera a su vez un campo eléctrico y
asi sucesivamente. De este:modo, si por medio de cargas oscilantes
se excita un campo electromagnélico alternativo, en el espacio que
rodea las cargas se produce una sucesién de transformaciones mutuas
de los campos eléctrico y magnético que so propagan de punto en
punto. Este proceso serd periédico en el tiempo y en el espacio v,
por lo tanto, serd una onda. ' :

Vamos a demostrar que la existencia de las ondas electromagné-
ticas se infiere de las ecuaciones de Maxwell. En el caso de un medio
homogéneo, neutro (p = 0}, no conductor {j = 0), de permitividad
¢ y permeabilidad magnética p constantes

8B gH 4D _ __ GE
Tor MM Gr G T

VB =upVH, VD =eg,VE.

Por eso las ecuaciones (71.1)—(71.4) se pueden escribir de la forma
siguiente;

(VE]= —pp.,%?—, (104.1)
VH=0, (104.2)
[VH] =ee, 27, (104.3)
VE=0. (104.4)
Tomemos el rotor de los dos miembros de la ecuacién (104.1)
[V, [VE)) ==y, [V, 57 ] (104.5)

El simbolo ¥ significa la derivacion respecto de las coordenadas. La
variacién del orden de derivacién respecto .de las coordenadas v det
tiempo conduce a la igualdad

[V M) _ 0 (on).

Yot )T At
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Haciendo en (104.5) esta sustitucién y poniendo en la écuacién que
se obtiene el valor (104.3) del rotor H, resulta

2

[V, [VE]| = —eeghito 7+ (104.6)

Segin (11.40), [, [VE]l = v (VE) — AE. En virtud de (104.4),

2l primer miembro de esta expresion es nulo. Por eso, el primer
miombro de la férmula (104.6) serd igual a —AE. De este modo,
<amiliendo en ambos miembros ¢l signo menos, llegamos a la ecuacidén

4
AE =eegpjig <5 -

De acuerdo con (39.15), e, = 1/c3. Por consiguiente, a esta ecia-
<ion se le puede dar la forma

AE=2 22, (104.7)
Abriendo el operador de Laplace, obtenemos ,
#E , #E , #E  ep FE
o T ayt i e o T (104.8)

Tomando el rotor de ambos miembros de la ecuacién (104.3) y
haciendo andlogas transformaciones, se llega a la ecunacion

., #*H | #H _ epn #H
N i et Tl i D)

Las ecuaciones (104.8) y (104.9) ostdn relacionadas entre si inse-
parablemente, ya que han sido obtenidas de las (104.1) y (104.3)
©n cada una de las cuales figura tanto E como H

Las ecuaciones (104.8) y (104.9) son ccuaciones de onda iipicas
(véase (96.2)). Toda funcién que satisfaga una ecuacién de este tipo
describe cierta onda, y la raiz cuadrada de la magnitud reciproca
el coeficiente de la derivada respecto del tiempo da la velocidad
de fase de dicha onda. Por consiguiente, las ecuaciones (104.8) v
(104.9) indican que los campos electromagnéticos pueden existir en
forma de ondas eletromagnéticas, cuya velocidad de fase es

T (104.10)

En el vacio (es decir, cuando & = pu = 1) la velocidad de las ondas
electromagnéticas coincide con la velocidad de la Iuz ¢.

§ 105. Onda electromagnética plana

Investiguemos una onda electromagnética plana gue se propague
en un medio neutro, no conductor; de permitividad & y permeabili-
:dad magnética p constantes {p = 0, j = 0, & = const, p = const).
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Dirigimos el eje x perpendicularmente a las superficies de onda.
Entonces E y H. y por lo tanlo sus componentes a lo largo de los
ejes de coordenadas, no dependerin de las coordenadas y y z. Por
eso las ecuaciones (71.5) — (71.8) se simplifican del modo siguiente:

0= sy 2t Lo iy 22, %E"—= o L, (105.1)
2y Ziz—o, (105.2)
0 =g %, a_(i_;&= —-aa‘,%, %:s%—é—’;“—’, (105.3)
202 —ee, 2z, (105.4)

La ecuacién (105.4) y la primera de las ecuaciones (105.3) indican
que %, no puede depender de x ni de ¢. Lia ecuacién (105.2) y la pri-
mera de las ecuaciones (105.1) dan ese mismo resultade para H,,
Por consiguiente, las diferencias de cero de £, y H, s6lo pueden ser
debidas a los campos homogéneos continuos que se superponen al
campo electromagnético de la onda. El campo de la onda mismo no
tiene componentes a lo largo del eje z. De aqui se infiere que los
vectores E y H son perpendiculares a la direccién en que se propaga
la onda, es decir, que las ondas clectromagnéticas son transversales.
En adelante vamos a suponer que los campos continuos estdn ausentes
yque £, = H, =0.

Las dos ltimas ecuaciones (105.1) y las dos iltimas ecuaciones
(105.3) se pueden reunir en dos grupos independientes:

QE, aH, oH, aEy

3x = Mo it g = — o5 (105.5)
AE aHy 3Hy aE

% Moot o =t (105.6)

El primer grupo de ecuaciones relaciona los componentes £, y H,,
el segundo, los componontes E, y H,. Supongamos que inicialmente
se cred el campo eléctrico alternativo E, dirigido a lo largo del eje y.
Segfin la segunda de las ecuaciones (105.5), este campo crea un
campo magnético H, dirigido a lo largo del eje z. De acuerdo con la
primera ecuacién (105.5), el campo H, origina un campo eléctrico E,,
y asi sucesivamente. Al ocurrir esto no aparece un campo £. ni un
campo H,. Andlogamente, si al principio se crea el campo E., segiin
las ecuaciones (105.6) surge el campo H,, el cual oxcita el £, y asi
sucesivamente. Iin este caso no se producen los campos E, v H..
De este modo, para definir una onda electromagnética plana basta
tomar nno de los sistemas de ecuaciones (105.5) 6 (105.6) ¥ suponer
los componentes que figuran en el otro sistema iguales a cero.

2101243
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Tomemos para describir la onda las ecuaciones (105.5) suponiendo
E, = II, = 0. Derivamos la primera ecuacién respecto de z y hace-
mos la sustitucién: — oy % %Ix{i . Sustituyendo luego el valor de

__aa}:, de 1a segunda ecnacidn, obtenemos la ecuacion de onda para Ey:

asEg ¥ 5&3_" -
(hemos sustituido g4y, por 1/¢%). Derivando respecto de  la segunda
de las ecuaciones (105.5) v después de hacer Lransformaciones andlo-
gas, hallamos la ccuacién de onda para H,:

9*H ., eu &4, {105 8)

2 R TER

Lias ecuaciones obtenidas son un caso particular de las (104.8) y (104.9).
Recordamos que E, = E, =0y H, = H, = 0, de manera que
E, = E y H, = H. Hemos conservado en las ecuaciones (105.7) y
(105.8) los subindices y y z de E y H para snbrayar la circunstancia de
que los vectores & y H estén dirigidos a lo largo de los ejes perpendi-
culares entre si y y z.
La solucién mas simple de la ecuacién (105.7) es la funcidn

E, = E,, cos (ot — kx + o). (105.9)
La solucién de la ecuacién (105.8) tiene forma anéloga:
H, = Hp, cos (ot — kz 4 a,). {105.10}

En estas formulas o es la frecuencia de la onda; %, el nimero de onda,
igual a @/v, ¥ oy ¥ &, las fases iniciales de las oscilaciones en los
puntos do coordenada z = 0,
Sustituimos las funciones (105.9) y (105.10) en las ecuaciones
(105.5):
kE,, sen (ot — kz =+ o) = ppoef,, sen (ol — ke + ay),
KH,, sen (ot — kz -+ o,) = egy0l, sen {of — kr + ;).
Para que estas ecuaciones se satisfagan es necesaria la igualdad de las
fases ¢, ¥ «,. Ademds deben cumplirse las relaciones
kEn = ppowH . e500E,, = kH,,.
Multiplicando entre si estas dos ignaldades, ballamos que
ge Em = npolh. (105.11)
Por lo tanto, las oscilaciones de los vectores eléctrico y magnético

en el campo electromagnético se efectian con la misma fase (o, = o)
v las amplitudes de estos vectores estdn ligadas por la relacion

E,Y eeg=HyV . (105.12)
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Para una onda gue se propaguec en el vacio
2/ BV T 10T a9 10 —
=1/ {4m)2-900 = 120m = 377Q.  (105.13)
En ¢l sistema do Gauss la formula (105.12) tiene la forma
Em Ve=1Il | 1

Por lo tanto, en el vacio £y = I, (E,, se mide en unidades CGSE y H,,, en
unidades CGSM). = e

Multiplicando la ecuacién (105.9) por el versor del eje y (E e, =
= E), y la ecuacién (105.10) por el versor del ejez (H,e,= H), oblene-
mos las ecuaciones de la onda
electromagnética plana en forma
vectorial:

E = E,, cos (w2 —kz),
H = H,, cos (0t — kx}

(hemos sypuesto o, = o, = 0).
En la fig. 105.1 se muestra la
«lotografia instanténea» de la on-
da electromagnética plana. Por
esta figura se ve que los vectores Fig. 103.1.
Ey H forman con la direccitn
en que se propaga la onda un sistema dextrégiro. En un pun-
to fijado del espacio los wveclores E y H varian con el tiem-
po segin la ley armodnica. Aumentan simultineamente desde
cero, al cabo de Y, de periodo alcanzan el valor maximo. con la
particularidad de que si E esta dirigida hacia arriba, H lo esta hacia
la derecha (si se mira a lo largo de la direccién en que se propaga la
onda). Después de otlro Y/, do periodo ambos vectores se anulan.
Luego vuelven a alcanzar el valor mdximo, pero esta vez E estard
dirigido hacia abajo y I, hacia la izquierda. Finalmenle, una vez
realizado el perfodo de oscilacion. los vectores se anulan de nuevo,
Estas variaciones de los vectores E y H se producen en todos los
puntos del espacio, pero con el desfasaje determinado por Ja distancia
entre los puntos, medida a lo largo del eje z.

}(i[}ﬁ.M)

§ 106. Investigacién experimental de las ondas
electromagnétficas

Los primeros experimentos con ondas electromagnélicas no lumi-
nosas fueron hechos por H. Hortz en 1888, Para obtener las ondas
utilizé Hertz un dipolo (oscilador) que ] mismo inventd, counsistonte
en dos wvarillas separadas por un espacio (o distancia) de chispa

21



324  GAF XV ONDAS ELECTROMAGNATICAS

(o disruplivo). Cuando hacia llegar al oscilador la alta tensién do
una hobina de induceién, en el espacio disruptivo saltaba una chispa,
Esta cortocircuitaba dicho espacio y en el oscilador se producian
oscilaciones eléctricas amortiguadas (fig. 106.1; las Dbobinas de
choque (ue se muestran en la figura sirven para evitar que la corriente
de alta frecuencia se ramifique en el devanado del inductor), Mien-
tras ardia la chispa tenia tiempo de efectuarse un gran numero de
oscilaciones que originaban un tren de ondas electromagnéticas, cuya
longilad era, aproximadamente, dos veces menor que la longitnd
del oscilador. Colocando osciladores de distinta longitud en el foco
de un espejo parabélico céncavo, ohtenia Hertz ondas planas dirigi-
das, cuyas longitudes eran de 0,6 a 10 m.

Hertz también estndiaba la onda radiada valiéndose de un dipolo
de mmedia onda con egpacio disruptor pequefio en el cenlro. Si este
dipolo se colocaba paralelamente al vector intensidad del campo
eléctrico, las ondas excitaban en él oscilaciones de la corriente y de la
n intensidad. Como la longitud de este dipolo
se elegia igual a A/2, en virtud de la resonan-
cia las ondas alcanzaban en él tal intensidad,
que hacian que en el espacio disruptivo salta-
ran pequeiias chizpas.

Con ayuda de unos grandes espejos metali-
cos y de un prisma de asfalto (de mds de un
metro de dimension y 1200 kg de masa) efectud
Hertz la reflexion y la refraccion de las ondas

vz ~ clectromagnéticas y descubrié que estos dos
. 106.1. , ;
= fenémenos se subordinan a las leyes estable-
cidas en la éptica para las ondas luminosas. Reflejando en sentido
contrario una onda plana progresiva en un espejo metdlico, obtuve
Herlz wna onda estacionaria, La distancia entre los nodos y los
vientres de esla onda permitio determinar la longitud X de la misma.
Multiplicando % por la frecuencia v de las oscilaciones del oscilador
ge pndo hallar la velocidad de las ondas electromagnéticas, que
resultd ser proxima a ¢. Tnterponiendo en el camino de las ondas una
red de alambres de cobre paralelos entre si, descubrié Hertz que,
haciendo girar la red alrededor del rayo, la intensidad de las ondas
que pasaban a través de la red, sufria una variacién intensa, Cuando
los alambres que formaban la red eran perpendiculares al vector E,
la onda pasaba a través de dicha red sin perturbaciones. Pero cuando
los alambres se colocaban parnlelamente a E. la onda no pasaba a
través de la red. De este modo quedé demostrado el cardcter trans-
versal de las ondas electromagnéticas.

El fisico ruso P. N. Lébedev continué los experimentos de Hertz
y en 1304 obtuvo ondas electromagnéticas de 6 mm de longitud e
investigd su paso a través de los cristales. Con esto descubris la
doble refraccién de las ondas (véase el § 136).

Totbuctor
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En 1896 otro [isico ruso, A. 8. Popov, valiéndose de las ondas
electromagnéticas, establecié por primera vez una comunicacion
a distancia, de cerca de 250 m {en la que transmitié las palabras
«Heinrich Hertz»). Asi se senlaron las bases de la radioteenin.

§ 107. Energia de las ondas electromagnéticas

Las ondag eleclromagnéticas (ransportan energia. Segiin la férmu-
Ia (98.9), la densidad del flujo de encergia se puede obtener multipli-
cando la densidad de la energia por la velocidad de la onda.
‘Vamos a considerar el caso en que la onda electromagnélica se
propaga en el vacio. En este caso la velocidad de la onda es igual a ¢.
La densidad de la energia w del campo eleclromagnético se compone
de la densidad de la energia del campo eléctrico y de la densidad
de la energia del campo magnético:
W= wg+ wy = 0 4 Ral? (107.1)
(véanse las formulas (30.2) y (67.7); para el vacio e = p — 1).
En un punto dado del espacio los vectores E v H varian en la
misma fage'}, por 1o que la relacién (105.12) entre los valores de las
amplitudes de £ y A es también vilida para sus valores instanta-
neos. Suponiendo en (105.12) ¢ = p == 1, llegamos a Ia relacién
EVee=HV (107.2)
De aqui se deduce que las densidades de la energia de los campos
eléctrico y magnético de la onda son iguales en cada instante: wy =
= Wy,
Teniendo en cuenta (107.2), a la expresién (107.1) se le puede dar
la forma

w={EVe)(EVe)+ s (HV GV p)=VemEd=1 £1

(véase la férmula (39.15)). Multiplicando la expresion hallada de w
por la velocidad ¢ de la onda, oblenemos ol médulo de la densidad
del flujo de encrgia:

8§ = we = EH. (107.3)

Los vectores E y H son perpendiculares entre si v formau con la
direccion en que se propaga la onda un sistema dextrdgiro. Por cso
la direccion del veetor [ER] coincide con la direccion en que es
transportada la energia, y el médulo de este vector es igual a EFI.
Por consiguiente, el vector densidad del flujo de energia clectro-
magnética se puede representar como el producto vectorial de E

1) Esto es cierto Gnicamente para el vacio y ‘}:nrn un medio no conductor.
En un moedio conductor las fases £ y H no coinciden.
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por H:
S = [EHl. (107.4)
El vector S se llama vector de Poynting.

Se puede demostrar que la [6rmula (107.4) os también vilida en
el caso de una onda electromagnética que se propague en un medio
dieléctrico o conductor.

Por analogia con la férmula (98.13), el flujo @ de energia slectro-
magnética a través de una superficie # so puede hallar por integra-
cion:

= {sar (107.5)
F

{en la férmula (98.13) la letra S significaba la superficie; ahora, como
con la letra § se designa el vector de Poynting, hemos tenido que
utilizar la letra F para designar la superficie).

De cjemplo de edmo se emplean las férmulas (107.4) v (107.5)
nos va a servir un trozo de conductor ¢ilindrico homogéneo, por el
cual pasa corriente continua (fig. 107.1). Primero vamos a considerar
que en este trozo cstin ausentes las fuerzas exterioros. Entonces,
segin la férmula (34.3), en cada punto del conductor se cumple la
relacién

ijE=%E.

La corriente continua se distribuye por la seccién del conductor
con la misma densidad j. Por lo tanto, el campo eléctrico dentro de
los limites del trozo de conductor representado en la fig. 107.1 serd
homogéneo. Dentro del conductor separamos mentalmente un volu-
men cilindrico de radio r y longitud /. En cada punto de la superficie
Jateral de este cilindro ol vector H es perpendicular al vector E y estd
dirigido segin la tangente a la superficie. E1 médulo de H es ignal
a Y, jr (de acuerdo con (52.7) 2srH = jmr?). De este modo, el vector
(107.4), en eada punto de la superficie, estd divigido hacia el eje
del conductor y Liene el médule § = EH = Y/, Ejr. Multiplicando §
por el drea de la superficie latoral £ del cilindro, igual a 2nrl, halla-
mos que en el volumen considerado entra un flujo de energia electro-
magnélica

O = SF = Y Ejr2nrl = Ej-ar’l = Ej-V, {(107.6)

donde V' es el volumen del cilindro,

Segin (38.4), £j = pj* es la cantidad de calor que se desprende
por unidad de tiempo en la unidad de volumen del conductor. Por
consiguiente, la igualdad (107.8) indica que la energia que se des-
prende en forma de calor de Lenz—Joule penetra en el conductor, a
través de su superficie laleral, en forma de energia del campo electro-
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magnético. A medida que penetra mds profundamente en el con-
ductor, el flujo de cnergia se debilita paulatinamente (también
disminuye el vector de Poynting v la superficie, a través de la cual
pasa el flujo) a expensas de la absorcion de la energia y su transfor-
macién en calor.

Supongamos ahora que dentro de los limites del trozo de con-
ductor que hemos considerado actian fuerzas exteriores, cuyo campo
es homogéneo (E* = const). En este caso, segiin la férmula (35.1),
en cada punto del conductor tiene lugar la

relacion
i =0 (E4+E*) — L (E+E%), j

de la que se infiere que I_‘:-ih:"i

E = pj — E*, (107.7) T_ b E
Vamos a suponer que en el trozo considerado £ F:E - Y
las fuerzas exteriores no se oponen, sino que L L g
facilitan el paso de la corriente. Esto significa i
que el sentido de E* coincide con el de j. Ad- !
mitamos que se curnple la relacién pj = E*.
Entonces, segin (107.7), la intensidad del ‘,\_*__Q
campo eléctrico E en cada punto es nula y el
flujo de energia electromagnética a través de Fig. 107.1.

la superficie lateral no existe. En este caso el
calor se desprende a costa del trabajo de las fuerzas exteriores.

Si se cumple la relacién E* > pj, entonces, como se sigue de
(107.7), el vector E estara dirigido en sentido contrario al del vector j.
En este caso los vectores E y S tienen sentidos opuestos a los repre-
sentados en la fig. 107.1. Por lo tanto, la energia electromagnética
no penetra, sino, por el contrario, sale a través de la superficie lateral
del conductor al espacio que lo rodea.

Resumiendo, se puede decir que, en un circuito cerrado de co-
rriente continua, la energia de los trozos en que acttian fuerzas exte-
riores se transmite a los otros trozos del circuito no a lo largo de los
conductores, sino a través del espacio gque los rodea, en forma de
flujo de energia eclectromagnética caracterizada por el vector S.

§ 108, Impulso del campo electromagnético

Al ser ahsorbida por un cuerpo cualquiera, la onda electromagné-
tica comunica a dicho cuerpo cierto impulso (cantidad de movimien-
to), es decir, ejerce; sobre él una presion. Esto se puede demostrar
con el siguiente ejemplo. Sea una onda plana gue incide segin la
normal sobre la superficie plana de un cuerpo débilmente conductor
de & y p iguales a la unidad (fig. 108.1). El campo eléctrico de la



3238 CAP. XV ONDAS ELECTROMAGNETICAS

onda excitard en el cuerpo una corriente de cierta densidad j = oE.
El campo magnético de la onda actuari sobre la corriente con una
fuerza, cuya magnitud referida a la unidad de volumen del cuerpo
se puede hallar por la férmula (44.4):

Funid.val = [iB] = p, [jH].

La direccion de esta fuerza, como se ve en la fig. 108.1, coincide con
el sentido en que se propaga la onda.
A una capa superficial, de drea igual a la
unidad y espesor 4/, se le comunica por uni-
dad de tiempo el impulso

dK = Fyyavor dl = poiH dl  (108.1)

(los vectores j vy H son perpendiculares entre
si). Esta misma capa absorbe en la unidad de
tiempo la energia

aw = jE di, (108.2)
Fig. 108.1.
que s¢ desprende en forma de calor.

El impulso (108.1) y la energia (108.2) son comunicados a la capa
por la onda. Tomemos su relacién, omitiendo por innecesario el
simbolo d:

K H
Tt

Teniendo en cuenta que p,H® = g%, obtenemos

K _— 1]

'W=V'1JP0=—C-

De aqui se infiere que la onda electromagnética portadora de la
energia W Liene el impulso

- % . (108.3)

Esta misma relacién entre la energia y el impulso tiene lugar en las
particulas de masa en reposo nula (véase la formula (71.1) del tomeo
1°). Esto no es extrafio, ya que, segiin las representaciones cuinticas,
la onda electromagnética es equivalente a un flujo de fotones, es
decir, de particulas, cuya masa es nula (so entiende la masa en re-
poso).

De (108.3) se sigue que la densidad del impulso (es decir, el
impulso por unidad de volumen) del campo electromagnélico es

Kynsa, vor=— 10 (108.4)

Entre la densidad de la energia y el mdédulo del vector de Poynting
existe la relacion § = we. Sustituyendo en (108.4) w por S/c y te-
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niendo en cuenta que los sentidos de los vectores K y 8 coinciden, se
puede escribir

Kunia. vor=— S == [EH). (108.5)

Advertimos que en el transporte do eualquier tipo de energia,
la densidad del flujo de energfa es igual a la densidad del impulso
multiplicada por ¢*. Consideremos, por ejemplo, un conjunto de
particulas distribuidas en el espacio con la densidad » y lanzadas con
velocidad v igual en direccién y magnitud. En este caso la densidad
del impulso serd

Kuntd. vol =1 —mae . (108.5)
V¥ 1—v2ict
Las particulas llevan consigo una energia, cuya densidad de flujo ju
es igual a la densidad del flujo de particulas multiplicada por la
energia de una particula:

j\V:”V—F’,—t—E—_%. M03.7)
De (108.6) y (108.7) se sigue que
Kun[d. Yol = —:g' Tw. (108'3)

Supongamos que la onda electromagnélica que incide normal-
mente sobre cierto cuerpo es absorbida por éste. Entonces a la unidad
de superficie del cuerpo so le comunica por unidad de tiempo el
impulso de la onda contenido en un cilindro con drea de la base igual
alaunidad y altura ¢. Segiin (108.4) este impulso es igual a (w/e) ¢ =
= w. Al mismo tiempo el impulso que se le comunica a la unidad de
superficie por unidad de tiempo es igual a la presién p sobre dicha
superficie. Por consiguiente, en el caso do una superficie absorhente
p = w. LEsta magnitud pulsa con gran frecuencia, por lo que en la
prictica se puede medir su valor medio respecto del tiempo. De

este modo,
p = (w (108.9)

Para una superficie perfectamente reflectora la presién sera dos veces
mayor.

La magnitud de la presién caleulada por la féormula (108.9) resulta
ser muy pequefa. Por ejemplo, a 1 m de distancia desde una fuente
de luz de un milléu de candelas de intensidad, la presién solo llega,
aproximadamente, a 1077 Pa ( ~10~" gff/em®). La presién de la luz
consiguié medirla P. N. Lébedev. Haciendo experimentos, para los.
cuales se necesitaban gran ingenio y macstria, Lébedev midié la
presién de la luz sobre los s6lidos en 1900 v sobre los gases on 1910,
Los resultados de estas mediciones estuvieron en completo acuerdo
con la teoria de Maxwell,
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§ 109, Radiacién del dipolo

El sistema mds simple radiador de ondas electromagnéticas es ol
dipolo eléctrico oscilante. De ejemplo de este dipolo puede servir
¢l sistema formado por una carga puntual +¢ on reposo y por otra
carga puntual —g que osgeile junto a ella (fig. 109.1). El momento
elécirico dipolar de este sistema varia con el tiempo segin la ley

p = —qr = —gle cos ot = p,, cos o, {109.1)

en la que r es el radio vector de ta carga —gq: I, la amplitud de las
oscilacionos; e, el vector unitario dirigido a lo largo del cje del
dipolo, pm = —¢le.

El conocimiento de este sistema radiador tiene especial importan-
<ia porque muchos problemas de interaccién de la radiacién con la

Fig. 109.1. Fig. 109.2.

substancia se pueden explicar clasicamente partiendo de la represen-
tacién de los dtomos como sistemas de cargas que contienen electro-
nes capaces de ofectunar oscilaciones armonicas alrededor de las
posiciones de equilibrio.

Examinemos la radiacién de un dipolo, cuyas dimensiones sean
pegueiins en comparacién con la longitud de onda (I < X). [ste
dipolo se llama elemental. En las inmediaciones del dipolo la figura
-del campo electromagnético es muy compleja. Esta figura se simplifi-
ca mucho en la denominada zona de onda del dipolo, que comienza
a distancias r mucho mayores que la longitud de onda (r > 4). Si la
onda se propaga en un medio isélropo homogéneo, el irente de onda,
en la zona de onda, serd esférico (fig. 109.2). Los vectores E y H son
en cada punto perpendiculares entre si y perpendiculares también al
rayo, es decir, al radio vector trazado desde ol centro del dipolo al
punto dado.

Llamemos meridianos a las secciones del frente de onda por
planos que pasen por el eje del dipolo, y, paralelos, a los planos
perpendiculares a dicho eje. Entonces se puede decir que el vector E
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en cada punto de la zona de onda esta dirigido segin la tangente al
meridiano, y el vector H, segun la tangente al paralelo. Si se mira
a lo largo del rayo r, la figura instantdnea de la onda serd la misma
que se represento en la fig. 105.1, con la diferencia de (ue la amplitud
disminuye paulatinamente al trasladarse a lo largo del rayo.

En cada punto E y I oscilan segin la ley cos (ot — &r). Las
amplitudes E,, y H,, dependen de la distancia r al radiador y del
dngulo @ entre la direccién del radio vector r y el eje del dipolo (véase
la fig. 109.2). Esta dependencia, on el vacio, tiene la forma si-
guiente:

E,~H,~ —%—sen &.

El valor medio de la densidad del flujo de energia (S) es proporcio-
nal al producto E,,H,,, por lo tanto,

(S) ~ =5 sen? . (109.2)

De esta formula se infiere que la intensidad de la onda varia a lo
largo del rayo (cuando & = const} de un modo inversamente pro-

. ¥

i
Fig. 103.3,

porcional al cuadrado de la distancia al radiador. Ademas, dopende
del 4ngulo 9. El dipolo radia con la intensidad méaxima en las direc-
ciones perpendiculares a su eje (¢ = x/2). En las direcciones que
coinciden con el eje (& = 0 y x) el dipolo no radia. La dependencia
de la intensidad respecto del dngulo & se representa de forma muy
comprensible valiéndose del diagrama direccional del dipolo
(fig. 109.3). Este diagrama se construye de manera que la longitud
del segmento que él corta en el rayo trazado desde el centro del
dipolo, dé la intensidad de la vadiacién bajo el ingulo 0.

El cdlculo correspondiente da que la potencia de la radiacién
del dipolo P (es decir, la energia radiada en todas las direcciones por
unidad de tiempo) es proporcional al cuadrado de la segunda deri-
vada del momento dipolar respecto del tiempo:

P ~pt. (109.3)
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Segin la férmula (109.1), B“ = pha* cos?® ot. La sustitucién de este
valor en (109.3) da

P~ phot cos® wt. (109.4)
Promediando esta expresion respecto del tiempo, obtenemos
(P) ~ pho'. (109.5)

Asi, pues, la potencia modia de la radiacion del dipolo es propor-
cional al cuadrado de la amplitud del momento eléctrico dipolar
v a Ja cuarta potencia de la frecuencia. Por eso, enando la frecuencia
es pequeiia, la radiacion de los sistemas eléetricos (por ejemplo, de
Jas lineas de transporte de corriente alterna de frecuencia industrial}
suele ser insignificante.

Segin (109.1), p = —q;-‘z —qw, donde w es la aceleracién de la

carga oscilante. La sustitucién de esta expresion de .|'1 en la fdrmmula
(1049.3) da que ')
P~ g*w*, (109.6)

Esta férmula determina la polencia de la radiacién no sélo cuando
la carga oscila, sino también cuando se mueve arbitrariamente. Toda
carga que se mueve con aceleracién excita ondas electromagnéticas,
siendo la potencia de la radiacién proporcional al cuadrado de la
carga v al de la aceleracién. Por ejemplo, los electrones que se acele-
ran en el hetatrén (véase el § 76) pierden energia a expensas de la
radiacién debida principalmente a la aceleracién centripeta w, =
= p%r. Seghn la formula (109.6), la cantidad de energia que pievden
los electrones crece mucho al avmentar su velocidad en el hetatrén
{proporcionalmente a v*). Por eso la posibilidad de acelerar los
electrones en el betatrdn tiene un limite de ~500 MeV (a la veloci-
dad correspondiente a este valor, las pérdidas en radiacién se hacen
iguales a la energia que comunica a los electrones el campo eléclrico
rolacional).

Una carga, oscilando arménicamente, radia una onda monocro-
matica de frecuencia igual a la de las oscilaciones gque realiza. Si la
aceleracién w de la carga varia no segun la ley armoénica, la radia-
cion consta de un conjunto de ondas de frecuencins distintas.

De acuerdo con la férmula (109.6), la intensidad se anula cuan-
do w = 0. Por consiguiente, un electrén moviéndose a velocidad
constante no radia ondas eleclromagnéticas. No obstante, esto es
cierto inicamente si la velocidad del electrén v, no es mayor que
la velocidad de la luz vy, = ¢/1’ ep en el medio en que se mueve el
clectron. Si Uy = Vlyz 5€ observa la radiaciéon descubierta en 1934
por 8. I. Vavilov y P. A. Cherenkov.

Yy El coeficiente de proporcionalidad de la férmula (109.6) es igual a

V 1o/€piBne? = 20:c% en el ST ¥ a 2/(3c%) en el sistema de Gauss.



TERCERA PARTE
OPTICA

CAPITULO XVI
CONOCIMIENTOS PREVIOS

§ 110. Onda luminosa

La luz es un fenémeno complejo: en unos casos se comporta como
onda electromagnética, en otros, como flujo de particnlas especiales
(fotones). En este tomo se estudia la dptica ondulatoria, es decir, ol
conjunto de fendmenos, en cuya base se encuentra la naturaleza
ondulatoria de 1a lnz. Los fenémenos debidos a la naturaleza corpus-
cnlarl) de la luz se estudiardn en el tomo tercero.

En una onda electromagnética oscilan los veetores E y H. La
experiencia demuestra que las acciones fisiologicas, fotoquimicas,
fotoeléetricas ¥ otras do la luz se deben a las oscilaciones del vector
eléctrico. De acuerdo con esto, en adelante se hablard de vector luz,
entendiéndase por él el vector intensidad del campo eléetrico. Al
vector magnético de 1a onda luminosa casi no vamos a recordarlo.

El médulo de la amplitud del vector luz lo designaremos general-
mente con la letra 4 (¥ a veces por E,). Respectivamonte, la varia-
¢ién en el tiempo y en el espacio de la proyeccién del vector luz
sobre la direccion, a lo largo de la cual oscila, se definird por la
ecuacion

E = 4 cos (ot — kr + a). (110.1)

Aqui k es el namero de onda, y r, la distancia medida a 1o largo de la
direccién en que se propaga la onda luminosa. Para una onda plana
que se propague en un medio no ahsorhente, 4 = const; para una
onda esférica 4 disminuye como 1/r y asi sucesivamenle.

La razon de la velocidad de la onda luminesa en el vacio a la
velocidad de fase v en un medio delerminado se llama indice de
relraceién absoluto de dicho medio y se designa con la letra 7, De
este modo

[ ; R
n==, (110.2)

La comparacién con la formula (104.10) da que n = V'ep. Para la
inmensa mayoria de las substancias transparentes p no se diferencia

1) De corpiisculo, es decir, particula.
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pricticamente de la unidad. Por eso se puede considerar que

La férmula (110.3) relaciona las propiedades pticas de la subs-
tancia con sus propiedades eléctricas. A primera vista puede parecer
que esta férmula no es correcta. Por ejemplo, para el agua e = 81,
mientras que n = 1,33, Pero hay que tener presente que el valer
¢ = 81 se obtuvo por medio de mediciones electrostdticas. En los
campos eléclricos rapidamente variables el valor de £ que se obtiene
es otro. que depende de la frecuencia de Ias oscilaciones del campo.
listo explica la dispersién de la luz, es decir, la dependencia del indice
de refraccion (o la velocidad de la luz) de la frecuencia (o de la longi-
tud de onda). La sustitucién en la férmula (110.3) del valor de e,
obtenido para la frecuencia correspondiente, conduce al valor co-
rreclo de n.

Los valores de los indices de refraccion caracterizan la densidad
dptica del medio. Los medios con n grande se dice que son optica-
mente mas densos gque los medios con n menor. Respectivamente,
los medios con » menor se dice que son dpticamente menos densos
que los medios con n mayor.

Las longitudes de las ondas de la luz visible se encuentran entre
los limites

o = 0,40 . .. 0,76 um (4000 . . . 7600 R). (110.4)

Estos valores se refieren a las ondas luminosas en el vacio. En una
substancia las longitudes de las ondas luminosas serdn otras. En el
caso de oscilaciones de frecuencia v, la longitud de onda en el vacio
serd 2, = ¢/v. En un medio en el que la velocidad de fase de la onda
lurninosa sca v = ¢/n, la longitud de onda tiene el valor L = viv =
= ¢/vn = Ay/n. De este modo, la longitud de la onda luminosa en
un medio con indice de refraccion n estd ligada con la longitud de
onda en el vacio por la relaciin

S (110.5)

Las frocuencias de las ondas luminosas visibles se encuentran
entre los limites

v = (0,39...0,75).10*% Hz. (110.6)

La frecuencia con que varia el vector densidad del flujo de energia
transportado por la onda serd alin mayor {igual a 2v). Ni el ojo, ni
ningn receptor de energia luminosa pueden seguir unas variaciones
tan frecuentes del flujo de energia, por lo que sélo Tregistran el flujo
promediado respecto del tiempo. El mddulo del valor medio, respecto
del tiempo, de la densidad del flujo de energia transportado por la
onda luminosa recibe el nombre de intensidad de le luz I en el punto
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dado del espacio. La densidad del lujo de energia electromagnética
viene delerminada por el veclor de Poynting S. Por consiguienle,

I=|{8) | = [{[EH]} | (110.7y

El promedio se hace por el tiempo de ¢respuesta» del aparato, que,
como se indiecd, es mucho mayor que el periodo de las oscilaciones
de la onda. La intensidad se mide on unidades de energia (por ejem-
plo, en W/m®%) o en unidades dplicas llamadas ¢«lumen por melro
cuadrador (véage el § 114).

Segiin la férmula (105.12), los mddulos de la amplitud de los
vectores E v H en la onda clectromagnética estdn ligados por la
relacion

E,V eeo=HpV ppo=Hnl 1t
(hemos supuesto p = 1). De aqui se sigue quié

R, | e E g E
H,=VE l/pi Ep=nE,, l/”:,

donde n es el indice de refraccién del medio en que se propaga la
onda. De este modo, H,, es proporcional a ¥,, v n:

Hy, ~nky, {110'8}

Ei médulo det valor medio del vector de Poynting es proporcional
a B H... Por eso se puede escribir que

I ~nE}, = nA® (1106.9)

(el coeficiente de proporcionalidad es igual a */, 1 g,/p,). Por lo
tanto, la intensidad de la luz es proporcional al indice de refraccion
de! medio y al enadrado de la amplitud de la onda luminosa.
Advertimos que cuando se estudia la propagacién de la luz en
un medio homogéneo se puede considerar que la intensidad es pro-
porcional al cuadrado de la amplitud de la onda luminosa:

I ~ A%, (110.10})

ero en el caso de que la luz pase a través del limite de separacion
de distintos medios, la expresién de la intensidad que no tiene en
cuenta el factor » conduce a la no conservacién del flujo luminoso,
Las lineas, a lo largo de lag euales se propaga la energia lumino-
sa, se llaman ragos. El vector de Poynting promediado (S) esta
dirigido en cada punto segin }a tangente al rayo. En los medios
isétropos la direccién de (S) coincide con la normal a la superficie
de onda, es decir, con la direccién del vector de onda k. Por consi-
gujente, los rayos son perpendiculares a las superficies de onda.
En los medios anisoiropos, la normal a la superficie de onda no
coincide en general con la direccion del vector de Poynting, de
mado que los rayos no son ortogonales respecto de la superficie de onda.
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. A pesar de gque Jas ondas luminosas son transversales, de ordi-
nario 1o manifiestan asimetria respecto al rayo. Esto se debe a que
en la luz naetural (es decir, en la que emiten las fuentes ordinarias)
existen oscilaciones que se realizan en las direcciones mds diversas
perpendiculares al rayo (fig. 410.1). La radiacién de un cuerpo
luminoso esté formada por las ondas que emiten sus fitomos. El
proceso de radiacién de un dtomo aislado dura aproximadamente
10-% 5. Este tiempo es suficiente para que origine wna sucesion de
crestas y valles {0, como suele decirse, un tren de ondas) de, aproxi-
madamente, 3 m de longitud. Después de «apagarse», al cabo de
cierto tiempo el Atome vuelve a resplandecer». Al mismo tiempo
«resplandecen» muchos Atomos. Los trenes de ondag excitados por
ellos se superponen entre sf y forman la
onda luminosa emitida por el cuerpo. Ei pla-
no de oscilaciones de cada tren de ondas esta
orientado casualmente. Por eso, enlaondare-
siultante las oscilaciones on distintas direc~
ciones estin representadas con igual proba-
bilidad.

Fiz. 110.4. - Enlaluz natural las oscilaciones en dis-

5 tintas direeciones se sustituyen unasa otras

ripida y desordenadamente. Una luz en la

cual la direccion de las oscilaciones esté ordenada de un modo cual-

quieca, se denomina polarizada. Si las oscilaciones del vector luz

tienen lugar solamente en un plano que pase por el rayo, se dice

que la polarizacién es rectilinea o que la luz estd planopolarizada.

La ordenacion puede cousistir en que el vector E gire alrededor

del rayo, pulsando al mismo tiempo en magnitud, Como resultado

de esto el extremo del vector E describe una elipse. Esta polarizacién

se llama eliptica. Si el extremo del vector E deseribe una circunfe-
rencia, la polarizacién es circular.

En los capitulos XVII y XVIII se tratard de la luz natural.
Por eso la direcciéon de las oscilaciones del vector luz no nos va a
interesar particularmente. Los procedimientos para obtener luz
pnl;{rli?da v las propiedades de ésta se estudiarin en el capitu-
lo s

Rayo

§ 111, Representacién de las funciones arménicas por
medio de los exponentes

Formemos la suma de dos néiumeros complejos 7, = &y -+ it
Y 2 = Ty -+ f.y2:
3=z + 2, = (& + i) + (& + ) =
= (2, 4+ x) 4t (g + yo).  (1L1)
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De {111.1) se sigue que la parte real de la suma de dos nimeros
complejos es igual a la suma de las partes reales de los sumandos:

Re (z; + z,) = Re z, + Re z,. (111.2)

Supongamos que un namero complejo es funcion de cierto pard-
metro, por ejemplo, del tiempo #:

2 () ==z (8) + iy (1)
Tomando la diferencial de esta funcién respecto de t, obtenemos

B B g B
at - a Trare

De aqui se infiere que la parle real de la derivada de z respecto de ¢
es igual a la derivada respecto de ¢ de la parte real de z:

dz d
Re E:ﬁﬁez. (111-3)

Al integrar una funcién compleja se tiene una relacién andloga.
En efecto,

{etyar={z@at+i Yy at,
de donde se deduce que la parte real de la integral de z (f) es igual
a la integral de la parte real de z (¢):

Re S (1) dr=JT Re z (£) dz. (111.4)

Es evidente qué relaciones andlogas a las (111.2), (111.3) y (111.4)
tienen lugar también para las partes imaginarias de las funciones
complejas.

De lo expuesto se infiere que cuando con funciones complejas se
hacen operaciones de suma, diferenciacién o integracién, asf como
combinaciones lineales de estas operaciones, la parte real (o la ima-
ginaria) del resultado coincide con el resultado que se obtendria si
ge efectuaran operaciones analogas con las partes reales (o imagina-

rias) de las mismas funciones !). Designando con el simbolo Z la
combinacién lineal de las operaciones antes enumeradas, se puede
escribir:

Re L (z, 2, . . .) = L (Re g, Roz,, ...). (111.5)
La propiedad de las operaciones lineales que hemos establecido

permite aplicar el siguiente procedimienlo de cdlculo: al efectuar
operaciones lineales con funciones arménicas de la forma

acos (ol — kyx — kyy — k2 + «),

Y Advertimos tiue esta regla no es aplicable a las operaciones no lineales,
como, por ejemplo, la multiplicacién de funciones, la elevacion al cuadrado, ete.

22—-01245
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sustituir estas funciones por los exponentes

aei(_u:—kxx—kyy—kzghxj=a"ei(m1—kxx-hyy—kzz}1 (111.6)
donde d@ = ae'® es un nimero complejo llamado amplitud compleja.
Con esta representacién se puede cfcctuar la suma, la derivacidn
respecto de las variables ¢, =, ¥, z y la inlegracidn, respecto de
estas variables, de las funciones. Al hacer los cilculos se debe tomar
la parte real del resultado obtenido. La conveniencia de este proce-
dimiento se explica porque los calculos con exponentes son mucho
mas sencillos que los que se hacen con las funciones trigonométricas.

Al pasar a la representacién (111.6), en esencia, afiadimos a
todas las funciones de la forma a cos (@l — ko — kyy — k.2 + a)
los sumandos ia sen (ot — k.x — k,y — k.2 + a). Se recordard que
este procedimiento se empled ya al estudiar las oscilaciones forzadas
(véase el § 60 del tomo 1°).

§ 112. Reflexién y refraccién de una onda plana en el
limite entre dos dieléctricos

Sea una onda clectromagnética plana que incida sobre el limite
de separacién entre dos dieléctricos homogéneos e isétropos. El
dieléctrico, en el cual se propaga la onda incidente, se caracteriza
por la permitividad £,; el segundo dieléctrico, por la permitividad e,.
Las permeabilidades magnéticas las suponemos iguales a la unidnc?-
La experiencia demuestra quo en este caso, ademds de la onda plana
reflractada que se propaga en el segundo dieléetrico, surge una onda
plana reflejada que se propaga en e! primer dieléctrico.

Determinemos la direcciéon en gue se propaga la onda incidente
valiéndonos del vector de onda k; la onda reflejada, con ayuda del
vector k' y, finalmente, la onda refractada, por medio del vector k”.
Hallemos cémo se relacionan las direcciones de k' v k" con la direc-
cion de k. Esto se puede hacer aprovechando que en el limite de
separacion de dos dieléciricos debe enmmplirse la condicion

B = Ey. (112.1)

Aqui £,; y £, son las componentes tangenciales de la intensidad
del campo eléctrico en los medios primero y segundo, respectiva-
menle.

“n el § 24 se demostrd la relacién (112.1) para los campos electro-
staticos (véase la formula (21.4)). Pero esta férmula es ficil exten-
derla a los campos que varian con el tiempo. Sogin la ecuacién (71.1),
que se determina por la expresion (21.2), la circulacién de E en el
caso de campos alternativos no debe ser nula, sino igual a la inlegral
S (—B) dS tomada sobre la superficie del contorno representado
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en la fig. 21.1:

YEidl=Ea—Espa+(Ey2%=— | Bas.
) 8=\ b

Como B es finita, al pasar al limite & — 0 la integral del segundo
miembro se anula y lleganmos a la condicién (21.3), de la cual se
sigue (21.4).

Supongamos que ¢l vector k, que determina la direccién en que
se propaga la onda incidente, se encuentra en el plano de la figura
(fig. 112.1). La direccién de la normal a la superficie de separacién
la caracterizamos por el vector n. El plano en quc se encuentran los
veclores k y n se llama plane de inci-
dencia de la onda. Tomamos como eje z
la linea de interseccion del plano de in-
cidencia con el limite de separacién de
los dieléctricos. I eje y lo dirigimos per-
pendicnlarmente al plano de dicha se-
paracion. Enlonces el eje z serd perpen-
dicular al plano de incidencia y el vector
1 resulta. dirigido a lo largo del eje z
(véase la fig. 112.1).

Por razones de simetria esld claro ! =

que los vectores k' v k" 26lo pueden es- A k
tar en el plano de incidencia (los medios Fi. 112.1
son homogénecos e isdtropos). n efecto, R
supongamos que, por ejemplo, el vector k'
- se desviara de dicho plano <hacia nosotross. Pero no existe funda-
mento para preferir esta desviacién a otra igual que ella en sentido
opuesto. Por eso la unica direccién posible resulla ser aquella en
que el vector k' se encuentra en el plano de incidencia. Razonamien-
tos andlogos son también validos para el vector k.

Separemos del rayo incidente natural un rayo componente plano-
polarizado, en el cual la direccién de las oscilaciones del vector E
forme con el plano de incidencia un dngulo arbitrario. Las oscila-
ciones del vector E en la onda electromagnética plana que se propaga
en el sentido del vector k las define la funcién')

E - E,ﬂel("" —-kr) Emeimt-hxx-hyy)

{con la eleccion que hemos hecho de los ejes de coordenadag, la
proyeccion del vector k sobre el eje z es nula, por lo que en el expo-
nente no fipura el sumando —/,z). A expensas de la eleccidén del
punto de referencia de ¢ hemos anulado la fase inicial de la onda.

) Mds exactamente, la parte real de esta funcidn, pero nosotros, para sim-
plificar, diremos, simplemente la fugmcién.

F i
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Las intensidades en las ondas reflejada y refractada se determinan
por medio de expresiones andilogas:

' PIOR (1 T ey iy " v A= R % o g ey
E' =E " w-hutal) - ope g ol T
(o¢” v " son las fases iniciales de las respectivas ondas).
El campe resultanie en el primer medio es

iwi-k _x-h
e x

E,—~E+E =E,
Y en el sogundo medio
E2 =FE" = E;ﬂei(m”l—k;x—h;y+a'J. (“_2‘3)

Segiin (112.1), las componentes tangenciales de las expresiones
(112.2) y (112.3) sobre la superficie de separacion, o sea, para y = 0,
deben ser iguales. Por lo tanto, llegamos a la relacion

u""’+E;ei(“‘""‘;”"'pﬂ*‘“", (112_2)

EmTe{((ét—t:x)+ E;"teltw'!—hxx{-{x'l iz, E;r”e“w"l—kxx-i-&’}‘ [l 12'4)

Para que la condicién (112.4) se cumpla cualquicra gue sea i,
es necesario que todas las frecuencias sean iguvales:

o =0 =a" (112.5)
Para cerciorarnos de esto escribimos la igualdad (112.4) en la forma
aeiot o+ hela’t = ce*""t,

donde los factores @, by ¢ no dependen de ¢. La igualdad que hemos
escrito es equivalente a las dos siguientes: )

a cos wf + b cos w't = ¢ cos w"t, a sen wf + bsen o't = ¢ sen w"t.

La suma de dos funciones arménicas también serd una funcién armé-
nica unicamente en el caso de que las funciones que se suman tengan
iguales frecuencias. La funcién arménica que se obtienc como resulta-
do de la suma tiene la misma frecuencia que las funciones sumadas.
De aqui se sigue la relacién (112.5). De este modo llegamos a la con-
clusion de que las frecuencias de las ondas reflejada y refractada
coinciden con la frecuencia de la onda incidente.

Para que la condicién (112.4) se cumpla cualguiera gue sea =z,
se necesita que sean iguales las proyecciones de los vectores de onda
sobre el eje a:

ky =k = kL (112.6)

Los angulos €, 4 y 8" que muestra la figura 112.1 se llaman, respecti-
vamente, dngulo de incidencia, dngulo de reflexrién y dngulo de refrac-
cién. Por la figura se ve que k, = ksen ¥, k. = k' sen 9, y ks =
= k" sen ", Por eso la relacién (112.6) se puede escribir en la forma

kscn® =k send® = k" sen 9.
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Los vectores k y k' tienen mddulos iguales entre si y a w/y;; el
médulo del vector k” es igual a w/v,. Por consiguiente,

2 osen = 2 sen O =—Lsen 7.
[ vy 3
De aqui se infiere que
9 =1, (112.7)
sem 0
mz%:nm. (112.8)

Las relaciones que hemos obtenido so cumplen cualquiera gue
sea el rayo planopolarizado componente del rayo natural. Paor lo
tanio son validas también para el rayo natural en conjunto.

La relacién (112.7) expresa la ley de la reflexion de la luz, segin
la cual el rayo reflejado se encuentra en el mismo plano que el rayo
incidenie y que la normal levantada en el punto de incidencia; el dngulo
de reflexion es igual al dngulo de incidencia.

La relacién (112.8) expresa la ley de la refraccion de la luz, que
se enuncia del modo siguiente: el raye refractado se encuentra en el
mismo plano que el rayo incidente y que la normal levantada en el
punto de incidencia; la razén del seno del dngulo de incidencia al seno
del dngulo de refraccion es una magnitud constanie pare substancias
dadas.

La magnitud 7,, que figura en la férmula (112.8) se llama indice
relativo de refraccién de la segunda substancia con respecto a la pri-
mera. Reprosentemos esta magnitud en la forma

w8 B ElE 5y
g = v, vy € cfyy ny T (112.9)
Asi, el indice relativo de refraccion de dos substancias es igual a la
razén de sus indices de refracciéon absolntos.

Sustituyendo en la férmula (112.8) n;, por la relacién ng/ng,
s¢ puecde representar la ley de la refraccién en la forma

ny sen & = n, sen ¢". (112.10)

Por esta formula se ve que cuando la luz pasa de un medio éptica-
mente mds dense a un medio 6pticamente menos denso, el rayo se
aleja de la normal a la superficie de separacién de los medios. El
aumento del dngulo de incidencia & va acompafiado de un crecimien-
to més ripido del dngulo de refraccién 9", y cuando el dngulo & llega
al valor

Wy == arcsen n;, (112.11)

el angulo " se hace igual a n/2. El angulo determinado por la fér-
mula (112.11) recibe el nombre de dngulo limite.

La energia que lleva consigo el rayo incidente se distribuye entre
los rayos reflejado y refractado. A medida que aumenta el dngulo
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de incidencia crece la intensidad del rayo reflejado y decrece la
intensidad del rayo refractado, la cual se anula en el dngulo limite.
Cuando los dngulos de incidencia estin comprendidos entre los limi-
tes de Oy a n/2, la onda luminosa penetra en el segundo medio
hasta una distancia del orden de la longitud de onda L y después
retorna al primer medio. Este fenémeno se llama reflexidn total
{interna).

Hallemos la relacion entre las amplitudes y las fases de las ondas
incidente y reflejada. Para simplificar nos limilaremos al caso de la
incidencia normal de una onda plana sobre la superficie de separa-
cién de dieléctricos homogéneos ¢ isGtropos, cuyos indices de refrac-
cién sean n, y n, Designemos las componentes cléctricas de las
ondas incidente, reflejada y refractada por E, E’ y E”, respectiva-
mente, y las componentes
magnéticas por H, H' y H".
Do las razones do simetria

8 se sigue gue las oscilacio-
nes de los vectores E' y E”
se efectitan a lo largo de

H la misma direccion que las

ny oscilaciones de vector E.

Andlogamente, las oscilacio-

2 nes de los vectores H' y

H" tienen lugar a lo largo

de la direccién dél vector H.

En este caso los compo-

g" nentes normales de los vee-

tores E v H son nulos.

Por eso los componentes

Fig. 122.2. tangenciales de estos vec-

tores coinciden con los

vectores mismos. HEn la fig. 112.2 se representan los valores

instantineos de los vectores E y H en las ondas incidente,

reflejada y refractada. En esta figura se muestran también los ver-

sores e, ¢’ y ¢” de las direcciones, a lo large de las cuales se propagan

las respectivas ondas. La figura se ha dibujado suponiendo que los

vectores E y E” tienen el mismo sentido, y los vectores E y E’,

sentidos opuestos (en este caso el sentido de los vectores H, H' y H”

es hacia detrds de la figura). Las relaciones efectivas entre las direc-
ciones de los vectores se determinan haciendo los cdlculos.

Los médulos de los vectores E y H estin ligados por la relacién

H = nE Veglir, (véuse el texto que precede a la férmula (110.8):

las relaciones obtenidas para los valores de las amplitudes de £ y H

son validas también para sus valores instantdneos). La triada de los

vectores E, H, e forma un sistoma dextrégiro. Teniendo en cuenta
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lo expuesto, se puede escribir que

H =7,V %/ [¢E] (112.12)

(véase la fig. 112.2). Relaciones andlogas existen también para los
vectores en las ondas reflejada y refractada.

Escribamos las condiciones de continuidad de los componentes

tangenciales de los vectores E y H(véanse las formulas (21.4) v (54.6)):

E+E =F, (112.13)

H|+H =H" (112.14)
Hay que recordar que el valor de los vectores se toma en la inmedia-
cién del limite de soparacion.

Sustituyendo en (112.14) los vectores H por los E, de acuerdo
con la férmula (112.12), obtenemos (después de simplificar por
Vt'n"'l'u) P ”,

ny [eE] -+ n, [e'E'] = n, [e"E"L.
Tomando en consideracion que e = ¢" = —e’, transformamos la
ditima relacién como sigue:

n, leE] — ny [eE'] = n, [eE"].
e, n,El = [e, (m,E" 4 n,E")L

Como los vectores e y E son perpendienlares entre si, de laigualdad
obtenida se deduce que

De aqui

mE = nE + n,E". (112.15)

Resoiviendo conjuntamente las ecuaciones (112.13) y (112.15),
obtenemos las relaciones

= n,—n n
E'=lieE, (112.16)

e 2”1 9 4=
B = ZE. (112.17)

De la formula (112.17) se infiere que los vectores E y E” tienen
en cada instante igual sentido. De aqui concluimos que las oscila-
ciones en las ondas incidente y transmitida al segundo medio so
efectian en el limite de separacion en la misma fase, es decir, cuando
la onda pasa a través de dicho limite la fase no sufre ningan salto.

De la férmula (112.16) se deduce que si nr, << n, el sentido del
vector E' coincide con el del vector E. Esto significa que las oscila-
ciones en las ondas incidente y reflejada se efectdan en el limite de
separacién en la misma fage, o sea, que la fase de la onda no varia
durante la reflexién. Pero si n, = n,, el sentido del vector E' es
gpuesto al del E. Esto significa que las oscilaciones en las ondas
incidente y reflejada se efectiian en el limite de separacion en oposi-
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cién de fase, es decir, que la fase de la onda cambia de un salto en n.
El resultado obtenide es vdlido también cuando la onda incide
obliciamente sobre el limite de separacién de dos medios transpa-
rentes (véase el § 135). Hay que seiialar que los sentidos de los vecto-
res E, E' y E” que muestra la fig. 112.2 estin de acuerdo con el
resultado del cdlculo para el caso en que n, > n;.

Asi, pues, al reflejarse una onda luminosa en el limite de separa-
cién de un medio dpticamente menos denso con un medio éptica-
mente més denso (r; << n,), la fase de las osecilaciones del veetor
luz snfre una variacién igual a n, y si la reflexi6n tiene lugar en el
limite de separacién de un medio 6pticamente mas denso con un
medio 6pticamente menos denso (7; > n,), esta variaciéon de fase
no se produce.

Sustituyendo en la expresién »,E? + n,E"? los valores (112.16)
y (112.17) de E' y E” llegamos, después de hacer transformaciones
faciles, a la relacién

2 = B 4 n, 73

Esta relacion se ha obtenido para valores instanidneos de £. Una
relacion analoga sirve también para los valores de amplitud del
vector luz:

ry B = B+ nyEy. {112.18)

Segin (110.9), la expresion n,E% se puede interpretar como una
magnitud proporeional a la intensidad 7 de la onda incidente; n £33,
como una magnitnd proporcional a la intengidad [ de la onda refle-
jada, ¥ n,B7}, como una magnitud proporcional a la inteasidad I”
de la onda refractada. De este modo, la relacién (112.18) expresa
la ley de la conservacién de la energia.

Las relaciones obtenidas permiten hallar el indice de reflexion p
v el indice de transmisin 1 de la onda luminosa (para el caso de la
incidencia normal sobre el limite de separacion de dos medios trans-
parentes). En cfecto, por definicién

_I' mEg
PET = rEhe

Sustituyendo en esta expresién la relacion £/, que se obtiene de
(112.16), llegamos a la férmula

—1\2
p=(:;:+1) , (112.19)
donde n;, = ny/n, es el indice de refraccién del segundo medio con
respecto al primero.
Para el indice de transmision se obtiene la expresién
I"  n B2

2 2
‘=T=m=“w(m¢1) , (112.20)
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Es fdcil cerciorarse de que la suma p + <, como debe ser, es ignal
a la unidad.

Advertimos que la sustitucién en la férmula (112.19) de nys
por la magnitud reciproca ngy, = 1/ny, no varia el valor de p. Por
consiguiente, el indice de reflexién de la superficie de separacion de
los dos medios dados tiene el mismo valor para los dos sentidos de
propagacion de la luz.

El indice de refraccién de los vidrios es aproximadamente igual
a 1,5. La sustitucién de ny, = 1,5 en la formula (112.19) da p =
=0,04. Por lo tanto, cada superficie de una lamina de vidrio refleja
(si 1a incidencia se aproxima a la normal) cerca del 4% de la energia
luminosa que incide sobre ella.

§ 113. Flujo luminoso _

Toda onda luminosa real es una superposicién de ondas, cuyas
longitudes estin comprendidas en cierto intervalo Ak, Este intervalo
sigue siendo finito incluso para la luz monocroméitica. En la luz
blanca A2 abarca toda la gama de ondas electromagnéticas que
percibe el ojo humano, es decir, que se extiende desde 0,40 hasta
0,76 pm.

La distribucién del flujo de energia centre las ondas sc puede
caracterizar por medio de la funcién de distribucién

oy
¢ M) =7, (113.1)
en la que dD, es ¢l flujo de energia correspondiente a las longitudes
de onda desde } hasta A 4+ dA. Conociendo la forma de la funcién
{113.1) se puede calcular el flujo de energia transportado por las
ondas comprendidas en un intervalo finito desde A, hasta A,:

Py
@, = 5 @ (k) dh. (113.2)

Ay

La accién de la luz sobre el ojo (sensacién luminosa) depende en
alto grado de la longitud de onda. Esto es facil de comprender si
se tiene en cuenta que las ondas electromagnéticas con A menor que
0,40 pm y mayor que 0,76 pm no producen sensacidén visual. La
sensibilidad del ojo humano normal medio a la radiacién de distinta
longitud de onda la da la curva de sensibilidad especiral relativa
(fig. 113.1). Sobre el eje horizontal se ha tomado la longitud de
onda %, y sobre el eje vertical, la sensibilidad especiral relativa
V (&). La sensibilidad maxima del ojo corresponde a la radiacién,
cuya longitud de onda es de 0,555 pm ') (parie verde del especiro),

') Es interesante que en la radiacién solar esta longitud de onda estd repre—
sentada con la mayor intensidad.
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La funeién ¥ (&) para esta longitud de onda se toma eomo unidad.
A igualdad del flujo de energia, la intensidad de la luz de olras
longitndes de onda valorada visnalmente resulia ser menor. Respecti-
vamente, V' (L) también es menor que la unidad para estas longitudes
de onda. Los valores de la funcién V (A) son inversamente propor-
<cionales a los valores de los flujos de energia que, por su intensidad,
producen la misma sensacién visual:
V(%) _ {dDe)y

V{hg) ~ (dDg)y”

Por ejemplo, ¥V (&) = 0,5 significa que para obtener una sensacion
wvisunal de la migma intensidad, la luz de la longitud de onda dada
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Fig. 113.1,

debe lener una densidad de flujo de energia dos veces mayor que la

luz para la cual ¥ (%) = 1. Fuera del intervalo de las longitudes de
-onda visibles, la funcién ¥ (i) es nula.

Para caraclerizar la intensidad de la luz teniendo en cuenta su
capacidad para produeir sensacién visual, se introdues la magni-
tud @, llamada fiujo luminoso. Para un intervalo dh el flujo luminoso
se define como el producto del flujo de energia por ol valor corres-
pondiente de la funcién ¥ (A):

dD = V (p) db,. (113.3)

Expresando el MNujo de energia por medio de la funcién de distribu-
«cién de la energia entre las ondas (véase (113.1)), obtenomos

db =V (&) ¢ (A) dh. (113.4)
El flujo luminnso total es

®=\ V()¢ dr ©(113.3)

Stz g



§ 114, MAGNITUDES Y UNIDADES FOTOMETRICAS 247

La funcién ¥ (i) ¢s una magnitud adimensional. Por consiguiente,
la dimensién del flujo luminoso coincide con la dimensién del flujo
de energia. Esto permite definir el flujo luminosu como un flujo
de energia luminosa que se valora por la sensacién visual que pro-
duce.

:'§ 114. Magnitudes y unidades fotométricas

Se llama fotometria la parte de la éplica que trata do la medi-
cion de los flujos luminosos ¥ de las magnitndes relacionadas con
ellos.

Intensidad de la luz. Una fuente o foco de luz, enyas dimensiones
se puedan despreciar en comparacion con la distancia desde el punto
de observacion hasta dicha fuente, se dice que es puniual. En un me-
dio homogéneo ¢ isétropo, la onda emitida por una fuente puntual
sera esférica. Para caraclerizar las fuentes puntuales de luz se utiliza
la intensidad de la iuz I, que se define como el flujo de radiacion de
la fuente que corresponde a la unidad de angunlo sélido:

dilr
I'=23
(d® es el flujo luminoso radiado por el foco dentro de los limites del
angulo sélido df2).

En el caso general la intensidad de Ja luz depende de la direecion:
=10 o), ¢y ¢ son los dngulos polar y azimutal del sistema
de coordenadag esférico). Si I no depende de la direceidn, la fuente
de luz se llama isdtropa. Para una fuente isétropa

I = Df4n, (114.2)

donde @ es el [lujo luminoso total radiado por la fuente en todas las
direcciones. 5

En el caso de una fuente extensa se puede hablar de la intensidad
de la luz de un elemento dS de su superficic. Entonees en la férmula
(114.1} debe entenderse por dM® el flujo luminoso radiado por el
elemeuto de superficie dS dentro de los limites del dngulo sélido dS.

La unidad de intensidad de la luz, la candela (cd), es una de las
unidades fundamentales del Sistoema Internacional (SI). Su valor se
toma tal, que la luminancia (véase mds adelante) del radiador com-
pleto a la temperatura de solidificacién dol platino sea igual a 60 cd
por 1 em?®. Por radiador completo o ideal se entionde un dispositivo
que posee las propiedades del cuerpo negro (véase el tomo 3°).

Flujo luminoso. La unidad de flujo luminoso es el lumen (Im).
Este es igual al flnjo luminoso radiado por una fuente isétropa, cuya
intensidad de la luz sea de 1 ¢d dentiro de los limites de un angulo
s6lido igual a un estereorradidn:

1 lm =1 cd-1 sr. (114.3)

(114.1)
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Empiricamente se ha establecido gue al flujo luminoso de 1 Im
originado por una radiacién de longitud de onda A = 0,555 pm
le corresponde un flujo de energia de 0,0016 W. Al flujo luminoso
de 1 Im debido a una radiacién de otra longitnd de onda A le co-
rresponde un flujo de energia

&, = 0,0016/7 () W. (114.4)

Numinacion. El grade de iluminacién de una superficie por la

Juz que incide sobre ella se caracteriza por la magnitud
. dmim::

E==—, (114.5)
lamada iluminacion (dy,, es el flujo luminoso gue incide sobre el
elemento de superficie dS).

La unidad de iluminacién es el fuz (Ix), igual a la iluminacién
que crea el flujo de 1 Im distribuido unilormemente por la superficie
de 1 m?*:

11x =11m:1 m2 (114.6)

La iluminacién E creada por una fuente puntual se puede expresar
por medio de la intensidad de la luz 7, la distancia r desde la suporfi-

Fig. 114.1. Fig. 114,2.

cie iluminada basta la fuente, y el angulo « entre la normal n a
dicha superficie y la direccién a la fuente. Sobre la superficie 45
(fig. 144.1) incide el flujo d®yy, = I dQ comprendido dentro de
los limites del angulo =6lido d2 que descansa sobre dS. El éangulo
dQ es igual a dS cos a/rt. Por lo tanto, dMy,, = I dS cos a/r’.
Dividiendo este flujo por d8, obtenemos

Ezlcosu {114'7)

i

Emitancia luminosa. Una fuente de luz extensa se puede caracte-
rizar por la emitancia luminvsa M de sus distintas partes, entendién-
dose por ésta el flujo luminoso emitido por la unidad de superficie
hacia fuera en lodas las direcciones (dentro de los limites de los
valores de & desde 0 hasta n/2; 9 es el angulo que forma la direceién
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dada con la normal exterior a la superficie):
dd
M :-—-a%,“—“ {114.8)

{(d®epmiy es el flujo emitido hacia fuera en todas las dirccciones por
un elemento de superficie dS de la fuente).

La emitancia luminosa puede producirse a expcensas de la refle-
xion por una superficie de la luz que incide sobre ella. Entonces se
entiende por dQ.py, en la formula (114.8), el flujo reflejado por un
elemento dS de la superficie en todas las direcciones.

| La unidad de emitancia luminosa es ¢l lumen por metro cuadrado
{lm/m?).

Luminancia, La cmilancia luminosa caracteriza la radiacién (o
reflexion} de luz por un punto dado de una superficie en todas las
direcciones. Para caracterizar la radiacién (reflexién) de la luz en
una direccion determinada sicve 1a luminancia L. La direccién puede
darse por medio del dngulo polar ¥ (medido desde la normal exte-
rior n a la superficie radiante AS) y del dngulo azimutal . La lumi-
nancia se define como la razén de la intensidad de la luz do la super-
ficie elemental AS en la direcciéon dada, a la proyeccién de la
superficie AS sobre un plano perpendicular a la direccion tomada.

Consideremos ¢l angulo sélido elemental dQ que descansa sobre
1a superficie luminosa AS y estd orientado en la direccién (&, )
(fig. 114.2). La intensidad de la luz de la superficie AS en esta direc-
cién, segin la determina (114.1), es J = d0/dQ, donde dd es cl
Alujo luminoso que se propaga dentro de los limites del angulo dQ.
La proyeccion de AS sobre un plano perpendicular a la direccidn
(@, @) (en la fig. 114.2 la traza de cste plano se representa con linea
de trazos) serd AS cos &. Por consiguiente, Ia luminancia

. dd .
L_'dszAScu_sf}' (114.9)

En el caso general Ja luminancia es diferente en distintas direc-
ciones: L = L (¥, ¢). Lo mismo que la emitancia luminosa, la lu-
minancia puede ser utilizada para caracterizar una superficie que
refleje la luz que incide sobre ella.

Segiin la formula (114.9), el flujo radiado por la superficie AS
dentro de los limites del 4&ngulo g6lido dQ en la direccion determinada
por & ¥y o es

dd = L (8, ¢) d2 AS cos 0. (114.10)

Las fuentes, cuya luminancia es igual en todas las direcciones
SL = const}, se llaman lambertianas (porque se subordinan a la ley
e Lambert) o de coseno (porque el flujo que emite un clemento de
superficie de esta fuente es proporcional a cos ). En rigor, la ley
de Lambert sélo la cumple el cuerpo negro absolutamente.
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La emitancia luminosa 44 y la luminancia £ de una fuente lam-
bertiana estin ligadas entre si por una relacién simple. Para hallarla
sustituimos en (114.10) dQ = sen ¥ 2§ dg y la expresion que se
obliene la integramos respecto de ¢ ontre los limites de 0 a 2=,
y respecto de ¥, de 0 a n/2, teniendo en cuenta que L = const.
Como resultado hallamos el flujo luminoso total emitido hacia fuera
en todas las direcciones por un elemento de superficie AS de la
fuente lambertiana:

dwo:n;1t =LAS

12
;L———.H

ne
do S sen ¥ cos O dit = nl AS.
0

Dividiendo este flujo por AS, obtenemos la emitancia luminosa.
Por lo tanto, para una fuente lambhertiana

M = nlL. (114.11)

De unidad de luminiscencia sirve la candela por metro cuadrado
(cdim?). La luminiscencia de 4 cd/m® la posee una superficie plana,
uniformemente luminosa, en la dircccidon de la normal a ella, si en
esta direccion la intensidad de la luz de un metro euadrado de la
superficie es igual a una candela,

§ 115. Optica geométrica

La longitud de las ondas luminosas que percibe el ojo humano es
muy pequefia (del orden de 1077 m). Por eso la propagacién de la
luz visible se puede considerar en primera aproximacién prescindien-
do de su naturaleza ondulatoria y suponiendo que la Iuz se propaga
a lo largo de cierlas lineas llamadas rayos. En el caso extremo co-
rrespondiente a A — 0. las leyes de la éptica se pueden enunciar
en el lenguaje de la geometria. De acuerdo con esto, la parte de la
6ptica en que se desprecia la finitud de 1a longitud de las ondas se
llama dptica geoméirica. También se lo da el nombre do éptice de los
rayos luminosos.

La base de la oplica geométrica la constituyen cunatro leyes:
1) la ley de la propagacidn rectilinea de la luz; 2) la ley de la inde-
pendencia de los rayos luminosos, 3) la ley de la reflexion de la
luz, y 4) la ley de la refraccion de la luz.

La ley de la propagacion rectilinea de la luz afirma que en un medio
homogéneo la luz se propaga reclilineamente. Esta ley es aproximada:
cuando la luz pasa por orificios muy pequefios se observan desviacio-
nes de su rectitud, tanto mayores cuanto menor es el orificio.

La ley de la independencia de los rayos luminoesos establece que
los rayos, al intersecarse, no se periurban unos a otros. Las interscccio-
nes de los rayos no impiden que cada uno de ellos se propague inde-
pendientemente de los otros. Iista ley sélo es justa si las intensidades
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de la luz no son demasiado grandes. Cuando las intensidades son
las que se consiguen con los ldseres, la independencia de los rayoes
luminosos ceja de observarse.

Las leyes de ]a reflexién y de la refraccién de la luz se enunciaron
en el § 112 (véanse las férmulas (112.7) y (112.8) v el texto posterior
a ellas).

De f)undamen to de la dplica geométrica puede servir el principio
establecido a mediados del siglo XVII por el matematico Irancés
P, Fermat. De este principio se deducen las
leyes de la propagacion rectilinea, de la re- Ed
flexién y de la refraccion de la luz. Tal s
como lo enuncié el mismo Fermat, este
principio dice: la luz se propaga por el ca-
mine para recorrver el cual es minimo el tiem-

po que necesila., 7
Para recorrer un trozo de camino ds . .
(fig. 115.1) necesita la luz el tiempo dt = Fig. 1151,

= ds/v. donde v es la veloeidad de la luz en el
punto dado del medio. Sustituyendo ¢ pore/n (véase (110.2)), obtene-
mos gue -dl = (1/¢) n ds. Por consiguiente, el liempo T que tarda
la luz en recorrer el camino desde el punto f hasta el punto 2, serd
2
1
‘r:—c-jnds. (115.1)
i

La magnitud, con dimensién de longitud,
2
Fiiem 5 n ds (115.2)
1

se llama camino dptico o longitud del recorrido éptico. En un medio
homogénco el camino Gptico es igunal al producto de la longitud
geométrica s del camino por el indice de refraccion n del medio:

L = ns. (115.3)
Seghn (115.1) y (115.2)

T = Lle. {115.4)

La proporcionalidad del tiempo de recorrido T a la longitud del reco-
rrido 6ptico L da la posibilidad de enunciar cl principio de Fermat
del modo siguiente: la luz se propaga por el camino, cuya longitud
dptica es minima. Més exactamente, la longitud del recorrido déptico
debe ser extrema, es decir, minima, maxima o estacionaria, igual
para todos los caminos posibles. En este Giltimo caso todos los cami-
nos de la Juz entre dos puntos resultan ser tautderonos (del griego
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tauto, el mismo, y cronos, tiempo, es decir, que requieren el mismo
tiempo para ser recorridos).

Del principio de Fermat se infiere la reversibilidad de los rayos
luminosos. En efecto, el camino éptico minimo en el caso de Ja pro-
pagacion de la luz desde el punto 7 hasta el punto 2, también resulta
ser minimo en el caso de la propagaciéon de la luz en sentido inverso.
Por lo tanto, un rayo lanzado al encuentro del que recorre el camino
del punto 7 al punto 2, recorrerd este mismo camino, pero en sentido
contrario.

Vamos a obtener, por medio del principio de Fermat, las leyves
de la reflexién y de la refraccién de la luz. Supongamos que la luz
del panto A llega al punto B despuds de reflejarse en Ia superficie

A A
4, &
M i
3 z v
b 4.
2
i N
A B
Fig. 115.2. Fig. 115.3

MN (fig. 115.2; el camino directo de A a B lo intercepta Ia pantalla
opaca 7). El medio por el cual pasa el rayo es homogéneo. Por eso,
la condicién de longitud minima del recorrido éptico se reduce
a que su longitud geométrica sea minima. La longitud geométrica
de un camino tomado arbitrariamente 40'B = 4'0’B (¢l punto
auxiliar 4 es la imagen especular del punto 4). Por la figura se ve
que la longitud minima es la del rayo que se refleja en el punto O,
para el cual el Angulo de reflexién es igual al de incidencia. Adverti-
mos que si el punto O se aleja del O, la longitud geométrica del
recorrido aumenta ilimitadamente, de manera que en este caso sélo
existe wn extremo, el minimo.

Hallemos ahora el punto en que debe refractarse el rayo que se
propaga del punto A al B para que la longitud del recorride Gptico
sea extrema (fig. 115.3). Para un rayo arbitrario la longitud del
recorrido optico sera

L=ns+nsy=n,Vai+at+n,1 atF (b—=)2.
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Para hallar el valor extremo se deriva L respecto de z v se iguala
la derivada a cero:

dL LT ng (b—z) b—z

x
=T Vars  Vare—;m A w R

Los factores de n; y n, son iguales respectivamente a sen ¢ y sen 9.
De este modo se obtiene la relacion

ny sen ¢ = n, sen 4",

que expresa la ley de la refraccién (véase la férmula (112.10)).
Consideremos la reflexién en la superficie interna de un elipsoide

de revolucién (fig. 115.4; F, y F, son los focos del elipsoide). De

acuerdo con la definicién del elipsoide, los caminos F\OF,, F,0'F,,

Fig. 115.4, Fig. 115.5.

F\O"F,, etc., tienen la misma longitud. Por lo tanto, todos los rayos
que parten del foco Fy y que, después de reflejarse, llegan al foco 7,,
son tautdcronos. En este caso la longitud del recorrido b6ptico es
estacionaria. Si la superficie del elipsoide se sustituye por la MM,
cuya curvatura es menor y estd orientada de forma gue el rayo que
parte del punto Fy, después de reflejarse en MM, incide sobre el
punto Iy, el recorrido Fy0F, serd minimo. Para la superficie NN,
de curvatura mayor que la del elipsoide, el recorrido F,OF, serd
miximo,

Los caminos opticos tienen también cardcter estacionario crando
los rayos pasan a través de una lente (fig. 115.5). El rayo POP’
recorre un camino mas corto en el aire (donde el indice de refraccién
n es practicamente igual a la unidad) y un camino més largo en el
vidrio (n &= 1,5). El rayo PQQ'P’ recorre un camino mas largo en el
aire, pero, en cambio, necorre un camino més corto en el vidrio. En
definitiva, la longitud de los recorridos 6pticos de todos los rayos re-
sulta ser la misma. Por eso, los rayos son tautécronos y la longitud
del recorrido dptico, estacionaria.

Examinemos una onda que se propague en un medio' ne homogé-
neo isétropo a lo largo de los rayos 1, 2, 3, ete., (fig. 115.6). La no
homogeneidad supondremos que es lo suficientemente pequefia para
23=01245



354 CAP. XVI1, CONOCIMIENTQS PREVIOS

que en trozos de rayo de longitud A pueda considerarse constante el
indice de refraccién. Construimos las superficies de onda §;, §,, Sy,
etc., de tal modo que las oscilaciones en los puntos de cada superficie
siguiente tengan un retraso de fase de 2m respecto de las oscilaciones
en los puntos de la superficie que la precede. Las oscilaciones de
los puntos gue se encuentran en un mismo rayo vienen descritas
por la ocuacién & = a cos (ot —
—kr -+ a) (r es la distancia me-
dida a lo largo del rayo). El re-
traso de fase se determina por la
expresion kAr, en la que Ar es
la distancia entre las superficies
contigunas. De la condiecién
kAr = 2n obtenemos que Ar =
= 2n/k = A. La longitud éptica
de cada uno de los caminos de
longitud geométrica 2 es igual
a nh = A, (véase (110.5)). Se-
gin (115.4), el tiempo v que
tarda la Juz en recorrer cierte
camino es proporcional a la lon-
gitud d6ptica de dicho camino.
Por consiguiente, la igualdad de
las longitudes Gpticas significa
Fig. 115.6. la igualdad de los tiempos gue
tarda la luz en recorrer los res-
pectivos caminos. Asf, llegamos a la conclusién de gue los trozos de
rayos comprendidos entre dos superficies de onda tienen la misma
longitud éptica y son tautécronos. En particular, son tautdcronos
los trozos de los rayos comprendidos entre las superficies de onda
MM y NN representadas con lineas de trazos en la fig. 115.5.
Del andligis que hemos hecho se deduce que el retraso de fase &
que se produce en el camino de longitud dptica L se determina por
la expresién

=k 20 (115.5)

(A €8 la longitud de la onda on el vacio).

§ 116. Sistema éptico centrado

Un conjunto de rayos forman un haz. Si los rayos al prolongarse
ge encuentran en un punto, el haz se 1lama homocéntrico. A un haz
de rayos homocéntrico corresponde una superficie de onda esférica.
En la fig. 116.1, ¢ se muestra un haz homocéntrico convergente, y
en la fig. 146.1, b, un haz homocéntrico divergente. Un caso par-
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ticular de haz homocénirico es el haz de rayos paralelos; a este
haz corresponde una superficie de onda plana.

Todo sistema 6ptico efectfia una transformacién de los haces
luminosos. Si el sistema no altera la homocentricidad de los haces,
los rayos que parten del punto P se cortan en un punto P’. Este
punto es la imagen éptica del P. 8i un punto cualquiera de un objeto
da una imagen en forma de punto, esta imagen se llama puntual
0 anastigmdtica.

La imagen se dice que esreal, si los rayos luminosos se cortan real-
mente en el punto P’ (véase la fig, 116.1, a}, y virtual, si en el punto
P’ se cortan las prolongaciones de los rayos trazadas en sentido con-
trario a aquel en que se propaga
la luz (véase la fig. 116.1, b).

En virtud de la reversibi-
lidad de los rayos luminosos, "
el foco de luz P y su imagen
P’ pueden trocar sus papeles,
es decir, la fuente puntual si- ~
tuada en P’ tendrd su imagen
en P. Por esta razén P y P’
se llaman puntos conjugados.

El sistema éptico que da a)
una imagen anastigmética Fig. 116.1.
(vestigmdtican), geométrica-
mente semejante al objeto representado, se llama ideal. Por
medio de este sistema una continuidad espacial de puntos P
da una imagen en forma de continuidad espacial de puntos P'.
La primera de estas continuidades de puntos se denomina espacio
objeto, la segunda, espacio imagen. En estos dos espacios los puntos,
rectas y planos se corresponden univocamente entre si. Esta rela-
cién de dos espacios recibe en geometria el nombre de correspondencia
colineal.

Un sistema 6ptico consiste en un conjunto de superficies reflecto-
ras y refringentes que separan entre si medios épticamente homogé-
neos. Por lo general estas superficies suelen ser esféricas o planas
{un plano se puede considerar como una esfera de radio infinito).
Con menos frecuencia se utilizan superficies mas complejas (elipsoide,
hiperboloide, paraboloide de revolucién y otras).

Un sistema 6ptico formado por superficies esféricas (y, en parti-
cular, planas) se llama centrado si los centros de todas las superficies
se encuentran en una recta. Esta recta es el eje ptico del sistema.

A cada punto P o plano § del espacio objeto corresponde un
punfo P’ o plano §’, conjugado con él, del espacio imagen. Entre el
conjunto infinite de puntos y planos conjugados existen puntos
¥ planos que poseen propiedades especiales. Estos puntos y planos
se Ilaman cardinales. A ellos pertenecen los puntos y planos focales,
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principales y nodales. Las propiedades de un sistema optico perfecta-
mente centrado quedan totalmente determinadas si se dan sus puntos
o planos cardinales.

Planos focales y focos de un sistema éptico. En la fig. 116.2 se
muestran las superficies refringentes exteriores y el eje 6ptico de un
sistema perfectamente centrado. Tomemos en el espacio objeto de
este sistema un plano Sjperpendicular al eje éptico. De las razones
de simetria se sigue que el plano S’, conjugado de S, también serd
perpendicular al eje 6ptico. La traslacién del plano § respecto del
sistema hace que, respectivamente, se desplace el plano S’. Cuando
el plano § esta ya muy lejos, el ulterior aumento de su distancia al

K]
[ J—
________ b e i
________ e
________ - ——
————————— s o -

Fig. 116. 2.

pistema no produce précticamente variacién en la posicién del
plano ‘. Esto significa que como resultado del alejamiento del
plano § al infinito, el plano S’ se encuentra en una determinada
posicién limite F’. El plano F’, que coincide con la posicién limite
del 8, se llama plano focal posterior del sistema 6ptico. Resumiendo,
puede decirse que se denomina plano focal posterior ' el plano
conjugado del S ., perpendicular al eje del sistema, que se encuentra
en el infinito del espacio’objsto.

El punto de intersecciénYdel plano focal posterior con el eje
dptico recibe el nombre de foco posterior del sistema. Se designa
también con la letra F’. Este punto es el conjugado del P ., situado
en el infinito sobre el eje del sistema. Los rayos que parten del pun-
to P, forman un haz paralelo al eje (véase la fig. 116.2). Al salir
del sistema, estos rayos constituyen un haz que converge en el fo-
<o F’. El haz paralelo que incide sobre un sistema éptico puede salir
de é1 no en forma de haz convergente (como en la fig. 116.2), sino
de haz divergente. EnTeste caso en el punto ' no se cortarin los
mismos rayos que salen, sino sus prolongaciones en sentido contra-
rio. Respectivamente, el plano™focal posterior resulta estar delante
{seglin la marcha de los rayos) del sistema o dentro de él.

Los rayos que parten de un punto Q ., infinitamente alejado y no
situado en el eje del sistema, forman un haz paralelo dirigido obli-



§ 146. SISTEMA OPTIGO CENTRADOC 357

cuamente al eje de dicho sistema. Al salir de éste los rayos forman
un haz que converge en el punto Q' del plano focal posterior, pero
que no coincide con el foco F' (véase el punto Q' en la fig. 116.2).
De lo expuesto se deduce que la imagen de un objeto infinitamente
alejado se encontrard en el plano focal.

Si se aleja hasta el infinito el plano S’, perpendicular al eje
(fig. 116.3), su plano conjugado § se situard en la posicién limite F,
llamada plano focal anterior del sistema. Abreviando, se puede decir

’
g F g
= oo
,/ _________ o .
/’( ' N o = =
Flgz=” ’

Fig. 116.3.

que el plano focal anterior F es el conjugado del S.., perpendicular
al eje del sistema, que se encuentra en el infinito del espacio imagen.

El punto de interseccion del plano focal anterior ' con el eje
éptico se llama foco anterior del sistema. Este foco se designa también

w [V e [
\/ WERY

aj) b)
Fig. 116.4.

con la letra /. Los rayos que parten del foco F forman al salir del
sistema un haz de rayos paralelos al eje. Los rayos que parten del
punto @, perteneciente al plane focal F (véase la fig. 116.3), forman,
después de pasar por el sistema, un haz paralelo dirigide oblicua-
mente al eje. Puede ocurrir que el haz paralelo a la salida del siste-
ma se obtenga cuando incida sobre éste no un haz de rayos divergente
(como en la fig. 116.3), sino convergente. En este caso el foco anterior
estard detrds del sistema o dentro de él.

Planos y puntos prinecipales. Sean dos planos conjugados perpendi-
culares al eje 4ptico de un sistema. El segmento rectilineo y
(fig. 116.4), que se halla en uno de estos planos, tendré sn imagen en el
segmento y' que se encuentira en el otro planc. De la simetria axial
del sistema se infiere que los segmentos ¥ e y' deben hallarse en un
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plano que pase por el eje 6ptico (en el plano de la figura). La ima-
gen y' puede estar dirigida en el mismo sentido que el objeto y (véase
la fig. 116.4, @) o en sentido opuesto (véase la fig. 116.4, b). En el
primer caso se dice que la imagen es derecha o directa; en el segundo,
que es invertida. Los segmentos que se toman desde el eje optico
hacia arriba se consideran positivos, y los que se toman hacia abajo,
pegativos. En las figuras se indican las longitudes reales de ios
Y K segmentos, es decir, para los seg-

mentos negatives son positivas

Al __\>>lg las magnitudes (—y) v (—¥').
La relacién entre las dimen-

1" siones lineales de la imagen y
del objeto se llama aumento line-
/ al o lateral. Designédndolo por la

Iotra B se puede escribir

2) p=L. (118.1)
H H
/ e O El aumento lineal es una mag-
4 " nitud algebraica. Es positivo si
la imagen es derecha (los signos
de y e y" son iguales), y negativo
l ‘ si la imagen es invertida (el signo
&)

de .y’ es contrario al de y).

Puede demostrarse que exis-
ten dos planos conjugados que se
representan el uno al otro con el
aumento lineal p = +1. Estos
planos se llaman principales. EL
plano perteneciente al espacio ob-
jeto se denomina plane principal.anterior del sistema y se designa con la
letra H. El plano correspondiente al espacio imagen recibe el nombre
de plano principal posterior y se designa con el simbolo H'. Los pun-
tos de interseccién de los planos principales con el eje 6ptico se lla-
man puntos principales del sistema (anterior y posterior, respectiva-
mente). Estos puntos se designan con los mismos simbolos H y H'
que los planes. En dependencia de la estructura del sistema, los
planos y punfos principales pueden encontrarse tanto fuera del siste-
ma como dentro de é1. Puede ocurrir que uno de los planos pase por
fuera del sistema y el otro por dentro. También es posible que ambos
planos estén fuera del sistema y a un mismo lado de él.

De la definicién de los planos principales se deduce que un rayo 1
que corte (en realidad, fig. 116.5, &, o mediante su prolongacién
imaginaria dentro del sistema, fig. 116.5, &) al plano principal an-
terior A en un punto @, tendrd como conjugado un rayo I’ que corta-

Fig. 116.5.
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r4 (directamente o por prolongacién imaginaria) al plano principal
H' en el punto @', situado al mismo lado del eje 3 a 1a misma distan-
cia de é1 que sl punto Q. Esto es ficil de comprender si se recuerda
que @ y Q' son puntos conjugados y se tiene en cuenta que todo rayo
que pase por el punto @ debe tener como:-conjugado un rayo que pase
por el punto Q.

Planos y puntos nodales. Se llaman puntos nedales o nodos los
puntos conjugados N y N' situados en el ejo dptico que tienen la
propiedad de que los rayos conjugados
que pasan por ellos (en realidad o al
ser prolongados imaginariamente den- ,
tro del sistema) son paralelos entre sf f ; !
(véanse los rayos 1—1' y 2—2' en la N.-
fig. 116.6). Los planos perpendiculares \
al eje que pasan por los nodos se deno- \
minan planos nodales (anterior y pos- 2 i
terior). 2°

La distancia entre los nodos es -
siempre igual a la distancia entre los Fig. 116.6.
puntos principales. Cuando las propie-
dades opticas de los medios que se encuentran a amhos lados del
sistema son iguales (es decir, » = n'), los nodos coinciden con los
puntos principales.

Distancias focales y potencia Optica de un sistema. La distancia
desde el punto principal anterior H hasta el foco anterior F se llama

¥ ’

s © B H FR,
21 A A
N2
Yy ; -
F M 5] H F a
] i Ly ’
5 B P i -
-x | -F I 1
-5 -
Fig. 147.7.

distancia focal anterior f del sistema. Se da el nombre de distancia
focal posterior ' a la distancia desde H’ hasta F’. Las distancias
focales f y f' son magnitudes algebraicas. Son positivas si el foco
dado se encuentra a la derecha del punto principal correspondiente,
y negativas, en el caso contrario. Por ejemplo, en el sistema repre-
sentado en la fip. 116.7 (véase mds adelante), la distancia focal
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posterior ' es positiva, y la distancia focal anterior f, negativa.
En esta figura se indica la longitud verdadera de! segmento HF,
o sea, la magnitud positiva (~—f), igual al médulo de f.

Se puede demostrar que entre las distancias focales f v 7 de un
sistema éptico centrado, comnstituido por superficies refringentes
esféricas, existe la relacién

L R
7

atl -

(116.2)

en la que n es el indice de rofraccién del medio que hay delante del
sistema Optico, ¥ n’, el indice de refraccién del medio que hay detrés
de £1. De (116.2) se sigue que cuando los indices de refraccién de los
medios que hay por ambos lados del sistema éptico son iguales, las
distancias focales sélo se diferencian en el signo:

fr=—f. (116.3)
La magnitud

= (116.4)

se llama potencia dptica o convergencia del sistema. Cuanto mayor sea
@ menor serd la distancia focal f' y, por consiguiente, tanto mayor
serd la refraccion de los rayos por el sistema dptico. La potencia
éptica se mide en diopirias (dptx). Para obtener @ en dioptrias, en la
formula (116.4) hay que tomar la distancia focal en metros. 8i @ es
positiva, la distancia focal posterior 7 también es positiva; por
consiguiente, el sistema da una imagen real de un punto infiniia-
mente lejano, es degir, el haz de rayos paralelos se convierte en
convergente, En este ¢aso el sistera se dice que es convergente. Si @
es negativa, la imagen de un punto infinitamente alejado seréd virtual,
o sea, el haz de rayos paralelos es transformado por el sistema en
divergente. Este sistema se llama divergente.

Formula de un sistema. Las propiedades épticas de un sistema
se determinan totalmenie dando sus planos o puntos cardinales. En
particular, conociendo la posicion de los planes cardinales se puede
construir la imagen d6ptica que produce el sistema. Tomemos en el
espacio objeto un segmento OP perpendicular al eje Gptico (fig. 116.7;
los nodos no se muestran en esta figura). La posicién de este seg-
mento se puede dar por medio de la distancia x medida desde el
punto /" hasta el @, o de la distancia s desde H hasta Q. Las magni-
tudes z y s, lo mismo que las distancias focales f y f, son algebrai-
cas {en la figura se muestran sus médulos).

Desdo el punto P trazamos el rayo 7, paralelo al eje 6ptico. Este
rayo atraviesa el plano H en el punto A. De acuerdo con las pro-
piedades de los planos principales, el rayo I’, conjugado del 1.
debe pasar por el punto 4, conjugado del A en el plano H’'. Como
el rayo 7 es paralelo al eje éptico, el rayo I’, conjugado suyo, pasa
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por el foco posterior F'. Ahora tracemos desde el punto P el rayo 2,
que pasa por el foco anterior F. Este rayo atraviesa el plano H en el
punto B. El rayo 2', conjugado del 2, pasara por el punto B’, conju-
gado del B en el plano H', y sera paralelo al eje éptico. El punto P"
de interseccién de los rayos I' y 2' es la imagen del punto P. La
imagen O'P’, lo mismo que el segmento OP, es perpendicular ak
eje Optico.

La posicién de la imagen O’P’ se puede caracterizar por la distan-
cia z' desde ol punto F' hasta O', o por la distancia s’ desde H' has-
ta O'. Las magnpitudes =’ y s’ son algebraicas. En el caso que repre-
senta la fig. 116.7, estas magnitudes son positivas.

La magnitud z', que determina la posicién de la imagen, esté
relacionada por una ley con la magnitud z, que determina la posicién
del objeto, v con las distancias focales f y f'. Para los tridngulos
rectdngulos con vértice comin en el punto F (véase la fig. 116.7) se
puede escribir la relacién

aP ¥ —x
FF=—y=—j- (116.5)
Analogamente, para los tridngulos con vértice comin en el punto F%
tenemos que o 3
W=':¥|?=_i7' (116.6)
Juntando ambas relaciones se obtiene que (—z)/{(—f) = f'/z’, de
donde
zx" = ff'. (116.7)y
Esta igualdad se conoce con el nombre de jérmule de Newion. 5i
se cumple la condicién n = n’, la férmula de Newton toma la forma
za' = —f (116.8)
(véase (116.2}).

De la férmula que relaciona las distancias x y @' del objeto vy la
imagen a los respectivos focos del sistema, es ficil pasar a la formula
que establece la relacién entre las distancias s y s’ a los puntos
principales. Por la fig. 116.7 se ve que (—z) = {(—s) — {—1) (es
decir, £t =s — §), ¥ 2’ = s’ — f’. Sustituyendo estas expresiones
de z y z' en la formula (116.7) y haciendo transformaciones, obte-
nemos que .

L 4L=1. (116.9)

Si se cumple la condicién §* = —f (véase (116.3)), la formula (116.9)
se simplifica de la forma siguiente
t—t=1 (116.10)

L

Las relaciones (116.7)—(116.40) son las férmulas del sistema
dptico centrado.
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§ 117. Lente delgada

El sistema éptico centrado mds simple es una lente. Esta es un
cuerpo transparente (generalmente de vidrio) limitado por dos super-
ficies esféricas') (como caso particular una de las superficies puede
ser plana). Los puntos de interseccién de las superficies con el eje
optico de la lente se denominan vértices de las superficies refringen-
tes. La distancia entre los vértices es el espesor o grosor de la lente.
‘8i el grosor de la lente es despreciable en comparacién con el menor
de los radios de curvatura de las superficies que limitan la lente,
ésta se dice que es delgada.

Los célculos, que aqui no vamos a hacer, dan que, en el caso de
una lente delgada, los planoes principales H y H’ se puede considerar

HIH que coinciden y que pasan por
el centro O de la lente
1y (fig. 117.1). Para las distancias
focales de una lente delgada
se obtiene la expresion

flo e f= 22 Bafly
T n—ng Ry— Ry

(117.1)

aqui n es el indice de refrac-
cién de la lente; ry, el indice
de refraccion del medio que
rodea la lente, vy R, v R,
los radios de curvatura de las
superficies de la lente. Con los radios de curvatura se puede
operar como con las magnitudes algebraicas: el radio de curvatura
de la superficie convexa (es decir, en el caso en que el centro de cur-
vatura estd a la derecha del vértice) debe considerarse positivo, y el
de la superficie concava (o sea, en el caso en que el centro de curva-
tura se halla a la izquierda del vértice), negativo. En los dibujos se
indica el m6dulo del radio de curvatura, es decir, —R, si R < 0.

S8i los indices de refraccién de los medios que se encuentran a am-
bos lados de la lente delgada son iguales, los nodos ¥V y N' coinci-
den con los punfos principales, o sea, se encuentran en ol centro O
de la lente, Por lo tanto, en este caso todo rayo que pase por el centro
de la lente no cambiard de direccién. Si los indices de refraccién de
los medios que hay delante y detris de la lente son distintos, los
nodos no coinciden con los puntos principales, de manera que un
rayo que pase por el centro de la lente sufrird desviaci6n.

Un haz de rayos paralelos, después de pasar por la lente, conver-
ge en uno de los puntos del plano focal (véase el punfo @' en la

Fig. 117. 1.

1) Hay lentes con superficies méds complejas.
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fig. 117.2). Para determinar la posicién de este punto hay que pro-
longar el rayo que pasa por el centro de la lente hasta su intersec-
¢idén con dicho plano focal (véase el rayo OQ' representade con linea
de jtrazos). En este punto de

interseccidn convergerdn los de- HIH F’
més rayos. Este procedimiento
sirve: si las propiedades Opticas
del medio son las mismas por am-
bos lados de la lente (n = nr’).
En el caso contrario el rayo que
pasa por el centro sufre desvia-
¢ion. Para hallar el punto Q' en
este caso hay que conocer la posi-
cién de los puntos nodales de la
lente.

Conviene indicar que los ca-
minos tomados a lo largo de los
rayos que comienzan en la su-
perficie S§ (véase la fig. 117.2)
¥y terminan en el punto Q tie-
nen la misma. longitud éptica y - .
son tautécronos (véase el final Fig. 117.2.
del § 115).

Para terminar hay que decir que una lente es un sistema 6ptico
que dista mucho de ser perfecto. Las imigenes que da de los objetos
tienen una serie de defectos. Pero el estudio de éstos queda fuera
de los limites de este libro.

§ 118. Principio de Huygens

En los dos capitulos signientes tenemos que estudiar los procesos
que tienen lugar detrds de un obsticulo opaco con orificios, en el
caso de que sobre él incida una onda luminosa. En la aproximacién
opticogeométrica, detrds del obsticulo no debe penetrar la luz en
la regién de la sombra geométrica. Pero en realidad la onda luminosa
se propaga en principio por todo el espacio que hay detrés del obstécu-
lo ¥ penetra en dicha regién. Esta penetracién es tanto mas importan-
te cuanto menores son las dimensiones de los orificios. Cuando el
didmetro de los orificios o la anchura de las rendijas son comparables
con la longitud de la onda luminosa, la aproximacién de la Gptica
geométrica resulta totalmente inaceptable.

El comportamiento de la luz detrds de un obstédculo con un orifi-
cio se pnede explicar cualitativamente valiéndose del principio de
Huygens, el cual establece el procedimiento para construir el frente
de onda en un instante ¢ -+ Af si se conoce la posicién de dicho frente
en el instante £. Segfin e] principio de Huygens, cada punto hasta el
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cual llega el movimiento oscilatorio sirve de centro de ondas secun-
darias; la envolvente de estas ondas da la posicién del frente en el
siguiente instante (fig. 118.1; el medio se supone que no es homogé-
neo: la velocidad de la onda en la parte infecior del dibujo es mayor
que en la superior).

Supongamos que sobre un obsticulo plano con un orificio incide
un frente de onda paralelo a é1 (fig. 118.2). De acuerdo con Huy-
gens, cada punto de la parte del frente de onda separada por el orifi-

- g
-
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Fig. {18.1. Fig. 118.2.

cio sirve de centro de ondas secundarias que, en un medio homogé-
neo o isétropo, serdn esféricas. Construyendo la envolvente de las
ondas secundarias nos convencemos de gue detrds del orificio pene-
tra la onda en la regién de la sombra geométrica (cuyos limites se
indican en la figura con lineas de trazos), rodeando el borde del
obsticulo.

El principio de Huygens no da ninguna indicacién acerca de la
intensidad de las ondas que se propagan en distintas direcciones.
Este inconveniente fue superado por Fresnel. El principio perfec-
cionado por é1 y llamado de Huygens—Fresnel se expone en el
§ 126. En ese mismo péarrafo se da el fundamento fisico de dicho
principio.



