CAPITULO 8

Induccién electromagnética y corrientes altérnas
casiestacionarias

La aproximacién casiestacionaria es valida al describir los campos
electromagnéticos y corrientes en las zonas, cuyas dimensiones li-
neales son mucho menores que la longitud de onda y cuando puede
menospreciarse las corrientes de desplazamiento. El campo eléétrico,
originado por la variacién del campo magnético, se' tierie en cuenta,
mientras que-el campo magnético, engendrado por ¢l cambio del
campo eléctrico, no se toma en consideracién. Las lineas de densidad
de la corriente de conduccién son cerradas, ya que se prescinde de
las corrientes de desplazamiento. El campo magnético se determina
por los valores instanténeos de la densidad de las corrientes de
conduccién en el mismo momento de tiempo. Las densidades de las
corrientes de conduccién dependen de la variacién del campo mag-
nético y, por lo tanto, del cambio de la densidad de las corrientes
de conduccién.

§ 44. Induccidn de las corrientes en conductores en movimiento

Se da la enunciacién cuantitativa de la induccién de corrientesen conduc-
tores en movimiento. Se describen los procesos fisicos en los generadores
de corriente alterna.

Aparicién de fem en un conductor en movimiento. Al moverse el conductor
en un campo magnético, sus electrones libres, influidos por las fuerzas de Lorents,
se ponen en movimiento respecto al conductor, o sea, en el conductor surge una co-
rriente eléctrica. Este fenémeno sa llama induccién de las corrientes en losconductores
en movimiento.

Examinemos la seccion rectilinea DG del conductor (fig. 176), que movién-
dose con una velocidad v, se desplaza por los conductores CK y AL como por
gufas, conservando todo el tiempo el circuito AGDCA cerrado. La induccién del
campo magnético homogéneo exterior es perpendicular al plano en el que yace
el contorno. Sobre las cargas en el conductor en movimiento actia la fuerza de

Lorentz
F=ey xB, (44.1)

colineal a DG. Las fuerzas que actiian sobre las cargas positivas y negativas del
conductor, se muestran por los vectores F( .,y F(_), respectivaments. Los elec-

trones libres comienzan a moverse, originando la corriente eléctrica. Su
direccién se toma como el recorrido positivo del circuito, y, por lo tanto, la
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normal positiva a la superficie en la que yace el
circuito, es el vector n en esta figura.

La presencia de la fuerza F [véase (44.1)]
equivale a que en el conductor sobre las cargas
actiia un campo eléetrico efectivo

Ey=Fe=vxB (44.2)

y por eso la fem de induccion entre ciertos puntos
1 y 2 del conductor es igual a

Fig. 176
In%ucciﬁn de las corrientes en (2) (2)
conductores en movimiento (‘3s|“d)2:= S Eyp-dl = j vx Bdl. (44.3)
1y M
En el caso en cuestién dicha fem surge entre los puntos D y G:
(D)
(A8")p5= | vBdl=vBI. (44.4)
(G)
En las secciones inméviles del circuito cerrado no se forma fuerza electro-

motriz. Por eso la fem de induccién en el contorno cerrado AGDCA, provocada
por el movimiento de su parte DG en el campo extierior, es

gind — S Ee-dl =vBL. (44.5)
AGDCA
Después de expresar la velocidad del conductor DG como
v = da/dt, (44.8)

donde z es la coordenada de sus contactos en los puntos I y G con los conducto-
res, escribamos (44.5) en la forma

g™ = dzIB/dt. (44.7)
Tomemos en consideracién gque
¢' = — IIB (44-8)

es__-'e_l': flujo, de induccién magnética a través de la superficie, limitada por el
contorno AGDCA. El signo menos en (44.8) muestra que las direcciones de B
¥ dS:son contrarias. Por eso, en definitiva, 1a formula (44.5) puede escribirse asi

gind P T a0

dt '

(44.9)

es decir, al moverse un conductor cerrado en el campo magnético exterior, en su
contorno surge una. ferza eléctromotriz de induccién que es igual a la velocidad de
variacién del flujo de induccién (flujo eléctrico) del campo magnético exterior
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a través de la superficie, tendida sobre el contorno
cerrado.
. La férmula (44.9) se dedujo para el caso
particular cuande se mueve sélo una parte del
conductor en el plano perpendicular a:la indue-
cién del campo magnético. Si se mueven varias
secciones ‘del  conductor,.la: fuerza electromotriz.
de induceién en el contorno cerrado es igual a la
suma algebraica.de las fem de .induccién que
gurgen en las secciones. Por eso la formula (44.9)
se. generaliza sin calculos posteriores para el caso
de un movimiento arbitrario del conductor en el
plano, perpendicular a la direccién del vector de
induccién del campo magnético. Pero durante el Fig. 177
movimiento el contorno del conductor puede, s:;ef:l:;fﬁ;;é fﬁel]“as i‘m‘iﬂf
claro estd, deformarse al azar. tes en los conductores en movi-
Generalizacién para un caso aleatorio. Exami- miento para un caso arbitrario
nemos un elemento de longitud del conductor
dl que se mueve con una velocidad v = dr/dt (fig. 177). Conforme a la
férmula {44.3), en esta longitud se crea una fuerza electromotriz

dg™ = v x B-dl:%{drxl}-dl). (44.10)

El producto mixto en (44.10) se transforma de la siguiente manera:
dr X B-dl =dl x drrB= —dr X dl:B = — d$-B = — 6@, (44.11)

donde 8® es el flujo de induccién magnpética a través del elemento super!icinl
dS = dr X dl, formadoe por el elemento de longitud dl durante su movimien-
to. La dlrecmon positiva de la normal a dicho elemento superficial se elige de
manera que coincida con el sentido positivo de la normal a la superficie, limitada
por el contorno cerrado.

Poniendo (44.11) en (44.10), obtenemos

dg'" = — sd/dt. (44.12)
Para hallar la fuerza electromotriz total de induccién en un contorno ce-

rrado es necesario sumar todas las fem de induccién respecto a todos los elementos
dl de ese contorno:

1 dd
s*nd=§ds*nd= _E-@m:: — 5, (44.13)
donde
@ 8O = d® (44.14)

es:la variacién del flujo de induccién a través de la superficie limitada por el
contorno cerrado.
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La férmula (44.13) coincide con (44.9). Asi, queda demostrado que (44.9)
es vdlida para movimientos y deformaciones aleatorios del contorno cerrado.
Generadores de corriente alterna. Si un conductor cerrado se mueve en
un campo magnético de manera que el flujo de induccién magnética que abarca
éste, varia constantemente, en el conductor se genera permanentemente una
fuerza electromotriz de induccién y una corriente alterna correspondiente, es
decir, semejante contorno cerrado es de por sf un generador de corriente alterna.
El circuito més sencillo de un generador de corriente alterna se da en la fig. 178,
a. Si el campo magnético es homogéneo y el cuadro gira en 6l con una velocidad

Fig. 178
Diagrama del generador de corriente alterna

angular constante, la & que surge en el cuadro es una fuerza electromotriz
arménica, cuya frecuencia es igual a la frecuencia de rotacién del cuadro en el
campo magnético. En el contorno cerrado aparece una corriente alterna de co-
rrespondiente frecuencia (fig. 178, b).

Si en lugar de una espira, en el campo magnético se mueven dos espiras
paralelas, acopladas en serie, la fuerza electromotriz de induccién aumenta el
doble. Por eso, al confeccionar los generadores en la prictica, se utilizan los de-
vanados de muchas egpiras. En la electrotecnia se examinan con miés detalle las.
cuestiones sobre la ejecucion mas ftil de los devanados, sobre la creacion de un’
campo magnético, la- eliminacién de la corriente de los devanados em ‘moviz
miento, etc. Sefialemos s6lo que la eliminacién de la corriente de los conductores
en movimiento para una intensidad de corriente grande es una tarea dificil.
Por esta razén, en vez del movimiento de los conductores con corriente se efec--
tia el movimiento de las fuentes del campo magnético permaneciando los con--
ductores inméviles. En el circuito més sencillo (fig. 178, ¢) eso significa el movi-
miento de los imanes permanentes alrededor de un cuadro inmévil con corriente..
En este ltimo se excita una fuerza electromotriz de induccién. Desde el pusito®
de vista cuantitativo esa fem es la misma, siendo iguales las velocidades rela=
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tivas de los imanes y del cuadro. Sin embargo, la esencia fisica de los fenéme-
nos en cuestién en estos dos casos es diferente (véase el § 45). ~ -

Los primeros generadores eran méquinas con imanes permanentes, pero ya
‘en 1866 se confecciond un generador en el que el campo.magnético se creaba me-
diante un electroimén. Después de ello, la construccién de los genéradores se
perfeccion6é con rapidez. . _ ¥

Principlo de conservacién de la energia. Al recorrer la corriente un eir-
cuito con resistencia 6hmica, se desprende calor de Joule. La energia que se li-
bera en forma de calor, se obtiene por medio del trabajo de las fuerzas mecénicas
en el generador de corriente eléctrica.

Claro est4 que al pasar la énergia de una forma a otra, se observa el.principio
de conservacidn de la.energia. Estudiemos eso en un ejemplo sencillo-{fig. 176).

Sea R la resistencia en el contorno AGDCA e I, la intensidad de la corriente
en el circuito. Por lo tanto, en el contorno con corriente se libera en forma de
calor, una energia con una potencia

P, = PR. (44.15)

Por otra parte, durante el movimiento de la seccién del conductor DG
con una corriente de intensidad 7, es necesario superar la fuerza de Lorentz

F = IIB. (44.16)

Por consiguiente, las fuerzas que efectian el movimiento del conductor,
deben desarrollar una potencial

P, = Fy = IIB dz/dt = — I§"™ = — 2R, (44.17)

donde se tiene en cuenta la férmula (44.9) y se toma en consideracién que " =
= [R. El signo menos en (44.17) muestra que el trabajo se realiza sobre el sis-
tema. La comparacién de las expresiones (44.15) y (44.17) indica que P; +
4+ Py = 0. Esto significa que lz energia, liberada en forma de calor, en ¢l contor-
no es igual al trebajo de las fuerzas que ponen el conductor en movimiento, es decir,
a fin de cuentas, en el caso dado las fuerzas electromotrices exteriores son las fuerzas
mecdnicas que efectiian el movimiento del conductor.

Al moverse ¥ deformarse en un campo magnético exterior un conductor cerrado, en su
contorno surge clorta fuerza electromotriz de Inducelén, numéricamente igual a la veloeidad
de varlacién del flujo de induccién de un eampo magnético exterior a través de la superficle,

* tendida sobre un contorno eerrado.
© " Todo el trabajo, realizado por la corriente inducida en un conductor en movimiento,
e electGa mediante el trabajo de las fuerzas que ponen en movimiento el conductor.

¢Cudles son los fenémenos fisicos, basados en la asgién de los generadores de corriente
- alterna? Describanse los circuitos principales de los generadores.




g Capitulo 8, Induccién elaciromagnélica

§ 45. Ley de la induccién electromagnética de Faraday

Se ezaminan la esencia fisica y la enunciacién matemética de la ley de
Faraday. Se analiza la relacidn entre la induccién electromagnética
de Faraday y lg induccién de la corriente en los conductores en movi-
miento.

Definicién. En 1831 M. Faraday descubrié experimentalmente el fenémeno
de la induccién electromagnética, que consiste en el surgimiento de corriente eléc-
trica en un conductor cerrado al variar el flujo de induccién magnética, que
abarca el contorno. La regla que determina la direccién de la fem de induccion,
fue enunciada ‘en 1833 por E.H. Lenz (1804—1865); el jlujo de induccibn estd
dirigido de tal manera que el campo, originado por él, obstaculiza la variacién del
flujo magnético. Con otras parabras, la direccion de la corriente que surge en el
contorno, forma con la direceién del cambio del flujo de induccién ma%nétioa
un sistema a la izquierda (fig. 179). En 1845 F. E. Neumann (1798—1895) dio
}ia definicién matematica de la ley de induccién electromagnética en forma mo-
erna:
g = — dd/de, (45.1)

con la particularidad de que el contorno permanece inmdvil. _
Esencia fisica del fenémeno. Segfin su aspecto, la férmula (45.1) coincide
con (44.9), pero su contenido fisico es totalmente diferente. La aparicidn de la
fem, que se tiene en cuenta en (44.9), estd ligada con la accién de la fuerza de Lo-
rentz sobre las cargas en movimiento. Mientras que en el surgimiento de la fem que
se tiene en cuenta por la expresidn (45.1) no participa ninguna fuerze de Lorents,
ya que los conductores estdn sin movimiento. En cambio, en el conductor surge co-
rriente eléctrica, por lo que se puede deducir que en él existe un campo eléctrico:
Por lo tanto, lg ley de Faraday (45.1) expresa un fendmeno fisico nuevo: el campo
magnético en variacién engendra un campo eléc:
a8 trico. Ast pues, el campo eléctrico se origina no
ar sélo por las cargas eléctricas, sino también por un
campo magnético en variacién. :
Hablando en rigor, la presencia de corriente
en un conductor cerrado muestra que el campo
eléctrico existe sélo' dentro del conductor. Sin
embargo, el conductor én este ‘caso desempefia ‘el
papel de dispositivo que detecta’el campo:eléc:
: trico.” En ausencia del conductor, el campo mag:
<E T nético en variacién engendra también un campo
eléctrico. Eso puede demostrarse, por ejemplo;
Fig. 179 con el hecho de que gohre la carga en un campao
Ley de induccién electromagné- DM8gnético en variacién actia una fuerza eléc:
tica de Faraday trica (véase el § 56). Ello demuestra gue la
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induccién - electromagnética es una ley funda-
mental general de la naturaleza que establece el
enlace entre los campos magnéticos y ‘eléctricos.

El diferente contenido, fisico de los fendmenos,
descritos por las formulas (44.9) y (45.1) queda
claro del siguiente ejemplo. Supongamos que el
conductor DG en la fig. 176 se mueve con una
velocidad v, pero al mismo tiempo la induccidn
magnética B se reduce. Como consecuencia del
movimiento del conductor en el contorno cerrado
surge unafem de induccién que provoca la corrien-
te- (fig. 176): La variacién de B'porlaley-dela" -
induccién electromagnética de Faraday provoca
en el contorno también una fem de induccién,
‘que en este caso esti orientada de manera con- :
traria a la que aparece a causa del movimiento de & 18lO ihn dein inducaid
la seccién del conductor DG. Puede elegirse una e;:::::mr%géntic:deai?a];a;:;wn
velocidad de variacién de B (9B/3t) que esas -
dos fem se compensen mutuamente. En defini-

‘tiva, en el contorno cerrado no habrd corriente, ya que la fem total de
induccién es nula. Pero esa compensacién mutua de la fem de induccién tiene
lugar en el contorno cerrado en total y no en cada punto del contorno. La fem
‘de induccién a cuenta del movimiento del conductor surge sélo en la seccién
DG, mientras que la fem de induccién de Faraday aparece tanto en la seccién
DG, como en las demas secciones DC, CA, AG del conducter. Como consecuen-
cia del movimiento, en el elemento dl del conductor surge una fem de induccién
quo depende sélo de B y de la velocidad v de movimiento de dicho elemento,
péro que no es funcién de 56B/dt. Debido al cambio de la induccién, en el elemen-
to del conductor dl surge la fem de induccién de Faraday que na depende de la
induccién B y la velocidad v de movimiento de dicho elemento, sélo es funcién
de.dB/dt. Esto es precisamente lo que demuestra que la naturaleza fisica de la
fem de induccién en estos dos casos es diferente.

Conductor en movimiento en un campo magnético alternativo. Si un con-
dictor cerrado se mueve en un campo magnético alternativo, sufriendo deforma-
ciones arhitrarias de su forma, la fem de induccién en 6l surge tanto como con-
secuencia del movimiento y la deformacién, que se tiemen en cuenta porla
férmula (44.9), como a causa del cambio de la induccién del campo magnético,
que se toma en consideracion por la férmula (45.1). Por eso puede decirse que la
fem de induccién en el conductor se détermina por la férmula (45.1), con la par-
ticularidad de que por d®/d¢ se comprende la velocidad total de variacién del
flujo de induccién, que abarca el conductor, tanto debido a su movimiento y de-
formacidn, como también a causa del cambio del campo magnético.

Aplicacién de la induccién eleectromagnética a los generadores de corriente
Alterna. Se ve por qué la corriente puede generarse no sélo moviéndose los
conductores en el campo magnético, sino que también al moverse los imanes.
Lafig. 180 muestra el diagrama de la induccién electromagnética.
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El campo eléetrico se engendra no séle mediante las cargas eléctricas, sino también por

€l campo magnético variahle,
La fem de induccién se expresa laT" 1a férmula {45.1), con la particularidad de que por

p/dt se comprende la velocidad total de la variacion del flujo de inducelén que abarca el
conductor, como consecuencia del movimiento y deformacién del conductor y del cambio del

<campo magnética.

§ 46. Forma diferencial de la induccién electromagnética

Se da la forma diferencial de la ley de la induccibn electromagnética y
se examinan las propiedades de los potenciales escalar y vectorial de un
campo electromagnético olternativo.

Enunciacién, Escribamos la ley de la Induccién electromagnética de induceién
de Faraday [véase (85.1)] como :

§;E-dl =—4 § B.dS, ‘ (46.1)

donde L es el contorno y §, la superficie, tendida sobre el contorno L. En (46.1)
se tienen en cuenta las definiciones:

g!nd=5 E-dl, ®= § B.dS. (46.2)

Seiialemos que entre la direccién del recorrido del contorno L y el vector
dS se observa una relacién a la derecha. Es necesario prestar también atencién
en que en la definicién del flujo de induccién [véase (46.2)] la superficie S, a
través de la cual se calcula el flujo, es una superficie arbitraria, tendida sobre
el contorno L. Semejante definicién supone que esta integral no depende de la
forma de la superficie, lo importante es que la superficie sea limitada por el
contorno L o, como se dice, sea tendida sobre el contorno L. Demostremos eso.
Elijamos dos superficies cualesquiera S, y S, tendidas sobre el contorno L.
Su conjunto forma una superficie cerrada § = §; + S, que limita cierto
volumen V entre ellas. E} flujo del vector B a través de la superficie cerrada §
©s nulo, puesto gue, segin el teorema de Gauss—Ostrogradski, es igual a la in-
tegral por el volumen ¥, limitado por la superficie S, respecto a la div B = 0.
‘Da eso 38 desprénde que la afirmacién sobre la igualdad de los flujos a través de.
8, ¥'S; (los signos de los flujos son los mismos para la misma orientacién, res-.
pecto a la direccién del rodeo del contorno, de las normales positivas a.dichas
superficies).

Transformemos el primer miembro de (46.1) por la férmula de Stokes:.

5 E dlgj ot E-dS (46.3)
L 8
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En definitiva, obtenemos

’ {rotE.as= — { 22 as, (46.4)
£ 5

con la particularidad de que la derivada respecto a ¢ se introduce bajo el signo
de la integral, basdndose en que el irea de integracién no depende del tiampo.-
Ya que S es arbitraria, de la férmula (46.4) se desprende que )

rot E= — B/t (46.5)

La ecuacién (46.5) es la escritura diferencial de la ley de la lnduccién
electromagnética de Faraday. Ella describe la ley de creacién del campo eléc-
‘trico en:cierto punto, merced al cambio de la induceién del campo magnético en
el mismo punto. El campo E se denomina con frecuencia campo de induccion.

Cardcter no potencial del campo eléctrico de induccién. En un campo mag-
nético alternativo dB/dt 5= 0 y, por lo tanto, conforme a (46.5),

rot E = 0. (46.6)

Eso significa que el campo eléctrico de induccién, a diferencia del electrostd-
tico, originado por las cargas inmdviles, no es de potencial. El trabajo de despla-
zamiento de la carga g en él por un contorno cerrado, en general, no es nulo:

A=q8“‘d=qj E.dl 0. (48.7)

De aquf, en particular, se deduce que el mencionado campo no puede re-

_ presentarse en forma de gradiente respecto a cierta funcinm, o sea, no puede ser

representado en forma de (14.27). Es necesario utilizar una representacidn, dis-
tinta de (41.27).

Potenciales vectorial y escalar en un campo electromagnético alternativo.
Dado que la ley de la induccién electromagnética no se refiere a las leyes de cre-
aci6n del campo magnético, la ecuacién (36.4) para la divergencia del campo
magnético permanecs invariable, es decir, div B = 0. Por consiguiente, queda
sin cambiar la férmula (37.2) que enlaza el potencial vectorial con la induccién
del campo magunético:

B = rot A. (46.8)

La relacién del potencial escalar con la intensidad del campo eléctrico
cambia. Expresando B en (46.5) con ayuda de (46.8), recibimos

dA

a
mtE;——a—grotA=—mt?, (46.9)

donde la sucesién de las diferenciaciones respecto al tiempo y a las coordenadas
se cambid, a causa de su independencia. La ecuacién (46.9), escrita en la forma

rot (E+-53-) =0, (46.10)

21—-01444
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muestra que el vector E + #A/3t es de potencial y, por lo tanto, puede repre-
sentarse en forma de gradiente de cierta funcion

E + 9A/ot = — grad ¢, (46.11)

donde ¢ es el potencial escalar. De ¢sta manera, para los campos alternativos la
intensidad del campo eléctrico se expresa no sblo mediante el potencial escalar,
sino que también por medio del potencial vectorial:

E = — grad ¢ — 0A/dt. | (46.12)

El primer sumando en el segundo miembro de (46.12) tiene en cuenta sélo la
engendracién del campo eléctrico por las cargas eléctricas, mientras que el segundo
sumando, la creacién del campo por la ley de la induccién electromagnética de Fa-

raday.
Multiformidad de los potenciales, transformacién de calibracién. Lo mismo

que en el caso estacionario, los potenciales vectorial y escalar son multiformes,
0 sea, un mismo campo electromagnético puede describirse por muchos poten-

ciales vectoriales y escalares.
Sea que el campo E, B, se describe mediante los potenciales A, ¢ por las

férmulas (46.8) y (46.12) y existe cierta funcién ¥y (z, y, z, ). Se afirma que los
potenciales
A =A-+tgrady, ¢ =o9— dp/ot (46.13)

caracterizan el mismo campo E, B que los potenciales A y ¢. Para demostrarlo
hallemosE’, B’ que se describen por medio de los potenciales A’, ¢’ mediante las
expresiones (46.8) y (46.12):

B’ = rot A’ = rot A 4 rot grad ¥ = B, (46.14)

'd;giii'ei- se-tiene en.cuenta que rotgrad = 0 y se toma en consideracién. la férmula

< “Para: al‘-’.f.e.ampﬁ' E’ obtenemos .
" E' = —grad ¢’ — 3A'/0t = — grad ¢ — grad (9y/at) —
— 0A/at — @ (grad y)/8t = — grad ¢ — dA/9t = E. (46.15)

~_ Asi pues, en efecto, los potenciales (46.13) describen un misme campo que
los potenciales A, g. Las transformaciones. (46.13) se:denominan de calibracién.
Ellas permiten «calibrars los potenciales, es decir, aplicarles. cierta condicién,
haciendo uso de su multiformidad (véanse los §§ 14, 37, 63).
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§ 47. Energia del campo magnético

Se deducen las férmulas para la energia del campo magnético de los
circuitos con corriente y la expresion para la densidad de.energia, Se
citan las expresiones parala énergiadel magnético en un campo magnético
exterior y de las fuerzas volumétricas que actian sobre los magnéticos
comprimibles.

Energia del eampo magnético de un circuito aislado con corriente. Para que
en un circuito inmévil pueda crearse una corriente eléctrica, esnecesario conec-
tar al circuito una fuente de fem exteriores. Si el circuito es recorrido por una
corriente continua, la energia que llega de la fuente de fem exteriores al circuito,
se gasta en liberar el calor de Joule y realizar un trabajo en el consumidor de
energia. La induccién del campo magnético, lo mismo que su energia, en este
caso es invariable. La induccién cambia al variar la intensidad de la corriente.
Por lo tanto, la fuente de fem exteriores transmite al circuito una energia para
crear un campo magnético durante el aumento de la intensidad de la corriente.
Después de calcular el trabajo que efecttia 1a fuente de fem exteriores para elevar
la intensidad de la corriente desde cero hasta un valor finite, chtenemos cierta
energia del campo magnético, relacionado con dicha corriente.

Al cambiar el flujo de la induccién magnética, que abarca el circuito,en
este iltimo surge una fem de inducci6én conforme a la ley (46.1). En el circuito
aislado el flujo de la induccién electromagnética & aparece merced al campo
magnético, originado por la corriente en el circuito (fig. 181). Al aumentar la
intensidad de la corriente, crece el flujo @ que abarca la corriente, y, conforme
a la ley de Faraday, en el circuito surge una fem de induccién que en este caso
se denomina fem de autoinduccién. Segiin la ley de Lenz, dicha fem estd diri-
gida de manera que impide el aumento de la
intensidad de la corriente. Con el fin de elevarla
es necesaric que la fem exterior de la fuente
esté dirigida de manera coniraria a la fem de
autoinduccién y sea igual a ésta. Asi pues, du-
rante el incremento de la intensidad de la corriente,
la fuente de las fem exteriores realiza un trabajo
contra la fem de autoinduccién. En el transcurso
del tiempo df por el circuito pasa una cantidad
de electricidad dQ = I dt, y por eso, durante
dt la fuente de las fuerzas exteriores efectia un
trabajo contra la fem de autoinduccién igual a
dAd = — g™ I dt = (A®/de) 1 dt = I dD,(47.1) Fig. 181

] Al aumentar la corriente, la
donde para §™ se ha utilizado la formula (46.1). 1eente de fem exterlores efectia

Al realizar ese trabajo, transcurre una transfor- inducidas
i
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macién de la energia de la fuente de fem exieriores en la energia del campo
magnético de la corriente en el circuito. Por eso la variacién de la energia del
campo magnético estd ligada con el cambio del flujo mediante la relacién

dW = I d). (47.2)

La induccién del campo magnético de la corriente, de acuerdo con la ley
de Biot—Savart (10.10), depende linealmente de la intensidad de la corriente.
Por eso pare la iniensidad de la corriente alterna que circula por un circuito inmé-
vil rigido, el cuadro de las lineas de fuerza permanece el mismo, mientras que la

Fig. 182
Para calcular la inductancia del contorno

induccién en cada punto crece proporcionalmente a la intensidad de la corriente.
Pero eso significa que el flujo de la induccién magnética ® a través de yn drea in-
mévil fija es también proporcional a la intensidad de la corriente y por eso

@ = LI, (47.3)

donde L es un factor constante de proporcionalidad que no depende de la inten-
sidad de la corriente y de la induccién del campo magnético. Dicho factor se
denomina inductanecia del circuito.

Sustituyendo (47.3) en (47.2), hallamos

dW = LI dI = a (/,LI?. (47.4)

Después de integrar los dos miembros de (47.4) desde I = O hasta cierto
valor de 7, obtenemos la férmula
W =1/, LI, 5 (47.5)

que determina la energia del campo magnético que crea la corriente de intensi-
dad I que recorre el circuito con:-la inductancia L. :

- Energfa del campo magnético de varios ircuitos con corriente. De la misma
mansra puede hallarse la energia-del campo magnético de dos eircuitos con” co-
rriente (fig. 182). En este c4so es'necesario tener en cuenta que la fem de induc--
cibn en cada circuito surge no sélo a causa de la variacién del flujo de induccibn del
campo magnético, creado por la corriente de ese circuito, sino que también merced.
al cambio del flujo de induccidn del campo magnético, originado por la corriente:
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que recorre el ofro circuito. Designemos por I, e I, las intensidades de corriente
en los circuitos primero y segundo, respectivamente, y por @,, y @, los flujos
de la induccién que abarca el primer circuito, de los campos magnéticos, creados
correspondientemente por las corrientes I, e I,. Las magnitudes ‘semejantes.para
.6l segundo cireunito se denotan por ®,, y dgn. ‘Los flujos totales que abarcan cada
uno de los circuitos, som F 3

D, =Dy + Dy, Oy = Dy + Dy, (47.8)
Sean Ly, vy L,, las inductancias de los circuitos. Entonces [véase (47.3)]
Dy, = LyLy, @gq = Ly,d,. ("*7:7}

Partiendo de las mismas consideraciones, expuestas para obtener la férmu-
la (47.3), sacamos la conclusién de que el flujo ®,, que abarca el primer circui-
to, debido al campo magnético, creado por la corriente en el segundo circuito, es
proporcional a la intensidad de la corriente I, en el segundo circuito:

Dy, = Lyl 47.8)

donde L,, es una constante, llamada inductancia mutua de los circuitos primero
¥ segundo. Para el segundo circuito obtenemos de la misma manera
D, = LI, (41.9)
Por eso [véase (47.6)]
Dy = Ly, + Ly,
@, = L, I, + L1, (47.10)
Las fem de induccién en el primero y segundo circuitos son iguales a:
ind dP, dI, df,
8 — = — (La g+l )

ind = ﬂmg e df; df’
87 = — = — (La g+ Ia 3t

(47.11)

Todo el trabajo realizado por las fuentes de las fem exteriores de los circui-
tos durante d¢, andlogamente a la expresién (47.1), es igual a
dA = dA, + dd, = — 8™, dt — &M dt =
= (Lyydy dly + Ly Ihdl, + Ly Jedl, + Lyl 4dl,), (47.12)
donde se ha hecho uso de la relacién (47.10).
Para los célculos ulteriores demostremos que L,; = L,,. Con este fin cal-
culemos @y, ¥ @y,
0, = Bj B,.dS,, ®,= 5 B,.dS,, (47.13)
[l 1
donde B, y B, son las inducciones de los campos, creados por las corrientes I

8il;; respectivamente; S, y S,, las superficies de integracién, tendidas sobre los
contornos. La induccién del campo en cada punto es igual a B,+ B,. Designan-
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do por A, y A, los potenciales vectoriales que describen los campos B, y By,
tenemos
B, ==rot A;, B, =rot A,

¥, por consiguiente, las igualdades (47.13) toman la forma:
@y 5= | rotA,-a8,= | A-dl,

2, fa (47.14)
O, = j rot A, dS, = j A,-dl,,
-

donde L, y L, son circuitos con corriente. El paso a la integracién respecto a
los circuitos se efectiia conforme a Ia férmula de Stokes. La férmula (37.11D)
que expresa el potencial vectorial por medio de la corriente, adquiere en este

caso el siguiente aspecto:
A I 5 L I 5 £ (47.15a
1—— ' v Ap=rly . -15a)

Ly Ly
Sustituyendo (47.15a) en (47.14), obtenemos:
Oumt 1, § Lj Lpdle |
Ly

L33
1

O =1, | IM (47.15b)

Fi2
Ly Ly

donde ry, = 7y, es la distancia entre los elementos dl, y dl; de los circutos pri-
mero y segundo. Comparando (47.15b) con (47.8} y (47.9) recibimos:

_ B di, dl;
Le=g LS j e
7 i s al, dl, {47.16a)
A =F5 ra
737
Las férmulas (47.16a) muestran que la inductancia mutua dapmde s6lo de
las .caracterfsticas.geométricas de los circuitos y de su dispesicién recipraca. Dado
que dl, y dl, son variables independientés de integracién,, puede cambiarse el
“orden :de:integracién. Teniendo también en cuenta que ryy = ry ¥y dly-dly =
=dl,: dll, sacamos la ‘conclision ‘de que

| By =iy, (47.16b)
es. dacxr, la inductancia mutua del primer circuito con el segundo es igual a la

inductancia mutua del segundo circuito con el primero. Tomando lo dicho en
c-on.'nderaclén. podemosescribir

Lygldly + Iydydly = & (VoLyplidy + Yol adolo)
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yi-por lo tanto, representar (47.12) como & B
4 = d (LI3 © VoLl Ly + VaLuloly + Yaloold.  (47478)

Teniendo en cuenta que el trabajo que se gasta en‘aumentar la inténsidad
de la corriente es igual a la energia del campo magnético que se forma en este
taso; después de integrar los dos miembros de la igualdad (47.17a) desde los
valores nulos de la intensidad de la corriente en los circuitos Iy = 0, I, =0
hasta sus valores I, e [, obtenemaos

2 o
W= (Luli+ Lol ot Luloy+ Ll =5 3 Lodidy. (47.47b)

=1

Esta formula determina la energia del campo ma'gﬁético, ori"gihadﬁ iioi'
las corrientes [, e I,. Se generaliza ficilmente para el caso de N circuitos

n

Wi 3 Ll (47.18)
f=uq
h=1

donde L;, para i = k se denomina inductancia del i-ésimo circuito y para
i =k, inductancia mutua de los circuitos i-ésimo y k-ésimo. Las expresiones
para estos coeficientes se dan mediante las férmulas (47.16a) que adquieren el
aspecto

_ b { dlg-dly

La=d2 | J S G, (47.19)
i In

donde dl;, dl, son elementos de longitud de los i-ésimo y k-8simo cireuitos L, y

Ly ¥ s, la distancia entre ellos. De la férmula (47.19) se desprende la igualdad

Lix = Ly, (47.20)

que es la generalizacién de (47.16b) para el caso de muchos circuitos con corrien-
te.

Energia del campo magnético en presencia de magnéticos. Si todo el espacio
estd lleno de un magnético homogéneo, la induccién del campo, creada por las
corrientes prefijadas, varfa en p/p, veces en comparacién con la induccién en el
vacio [véase (38.29)]. Por lo tanto, en tantas veces cambian los flujos ® y d @
énla férmula (47.1). Todos los célculos posteriores son andlogos, pero en todas
las partes & varfa en p/p, veces. Partiendo de las férmulas (47.7) y (47.8), con-
cluimos que la inductancia del circuito y las inductancias mutuas aumentan
i, veces, Eso significa que las formulas (47.16a) para la inductancia mutua
en presencia de magnético tienen la mismo forma, pero sustituyendo p, por p.
Semejante sustitucién tiene lugar en las férmulas (47.15a) y (47.15b). Tas ox-
presiones (47.5) y (47.17) para la energia del campo magnético permanecen in-
variables, pero en ellas las inductancias e inductancias mutuas crecen p/p,
veces, Por lo tanto, la energia del campo magnético de las corrientes que circulan
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en un magnético homogéneo e ilimitado, varia p/p, veces en comperacién con la
energia del ca.mdp;n de las mismas corrientes, pero en el vacfo.

Densidad de la energia del campo magnético. El campo magnético de las
cortientes prefijadas est4 distribuido por todo el espacio. Expresemos la energfa
del campo (47.5) de un circuito aislado con corriente por medio de los vectores
del campo. La férmula (47.5) con ayuda de (47.3) puede representarse en la for-

ma
W = 1,ID. (47.21)
Aquf
O = §B.as=5rom.ds= SA.d], (47.22)
a8 g L

donde L y § son, respectivamente, el circuito de corriente y la superficie, ten-
dida sobre este circuito. En la expresién (47.22) el potencial A se origina por la
corriente . Asf pues, la corriente cerrada estd en interaccién con su campo mag-
nético propio. La esencia fisica de dicha interaccién consiste en que cada uno de
los elementos de corriente I dI crea en el espacio un campo magnético con el
que actian reciprocamente los demis elementos de corriente. Sustituyendo
(47.22) en (47.21), hallamos

W=5—;-A‘dl=%-iA-jdV, (47.23)
L

donde, con ayuda de la relacién (9.26), se efectiia el paso a las corrientes volu-
métricas. Ahora transformemos el integrando de manera que en él entren Gni-
camente los vectores del campo y el potencial vectorial. Para eso haremos uso
de las férmulas B = rot A, j = rot H, asf como de la relacién, conocida del po-
tencial vectorial, div (A X H) = H.rot A — A.rot H. En definitiva, se obtie-
}w A.j = H-B — div {A X H} v, por lo tanto, la férmula (47.23) adquiere la
orma

W= 5 H.BdV— S div (A x H)dV. (47.24)

La segunda integral por el teorema de Gauss—Ostrogradski se transforma en
una integral por la superficie que limita el volumen de integracion:

jdivAdeV==iAxH-dS. (47.25)

.- Si‘todas-las corrientes se encuentran en una zona finita del espacio, a gran-
des distancias r de-dicha zona A ~ 4/r, H ~4/r%, o sea, ¢l integrando disminuye:
como'~-1/*"En este caso la superficie de integracion crece como 7% y, por lo
tanto," la ‘intégral ‘disminuyé como- 4/r.“Por eso para todo el espacio, cuande
r-— 6o, la:segunda’integral en (47.24) se anula y la energia total del campo se

da mediante la férmula

Wt [EB dv.' BNUEDS
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Puede decirse que la energia del campo se
distribuye por todo el espacio con una densidad .
volumétrica v’
— e 4 r

w=-H.B, (47.27) v

es decir, la densidad volumétrica de la energia _
del campo magnético en cada punto se determina Fig- 188 . . .-
por el valor de los vectores del campo en este P:‘;i;;g:&%}g“ﬁ;%‘:g&:&“g;
punto, con la particularidad de que no importa Eon corriente
qué fuentes son las que crean dichos campos.

Inductancia, En la igualdad (47.23) representemos el potencial A con

ayuda de (37.11a) como .
ud § ' cqm .
A=-E~5 Lav, (47.28)

donde la densidad de corriente y el elemento de volumen se dan con trazos para
no confundirlos con las mismas magnitudes en el integrando (47.23): son distin-
tos elementos de volumen de una misma corriente, la distancia entre los cuales
se denota en (47.28) por r (véase la fig. 183). Poniendo (47.28) en (47.23), halla-
mos
. g o 8 o . L EELE :
W_TFS [Llavav'=4r j 5 L avav, (47.29)
Vv v
donde en la iiltima igualdad el numerador y denominador de la férmula se mul-
tiplican por I*. Comparando (47.28) y (47.5), obtenemos

L=t ‘j_"rLdVdV'. (47.30)
I

Los férmulas (47.16a) para la inductancia mutua, al pasar a las corrientes
volumétricas ([ dl — § dV) toman el aspecto
1 i

L=+ j Ich gy av,, (47.31)

rik
ViVa

semejante a (47.30). En cambio, la férmula (47.30) no puede expresarse me-
diante las corrientes lineales. Si se hace eso de manera formal, el integrando en
la mencionada férmula adquiere la forma I dl.dl'/r y se convierte en infinito
al coincidir los elementos de integracién cuando dl = dl’ ya que en este caso
r == 0. Por eso la integral es divergente y la f6rmula para la inductancia pierde
el sentido, Esa situacién es semejante a la que existe para calcular la energia
propia de la carga cuando para la carga puntual la energia propia se reduce al
infinito.
Campo de un solenoide. A titulo de ejemplo para utilizar las férmulas

obtenidas en el presente parrafo, examinemos el campo de un solenoide. Como
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ya se ha mostrado, la induccién del campo fuera del solenoide es nula, mientras
que dentro de él, se determina por la igualdad (38.40), o sea

B = unl, (47.32)
donde n es la cantidad de espiras por 1 m de longitud de solenoide. El flujo de
induccién del campo, que abarca una espira del solenoide, es igual a

@, = BS = unlS, (47.33)

donde § es el drea de la seccién transversal del solenoide. El flujo que abarca
N espiras del solenoide, que ocupan la longitud del solenoide [ = Nin, es

Dy = DN = p 5y = pISNYL (47.34)
Por consiguiente, la inductancia de N espiras del solenoide es igual a
La energia, concentrada en la longitud 1, es
i 1 i 1 i
W= Lyt=g Ll 5o  un**Sl= HBY, (47.36)

donde pn*/* = HB, S1 = V es el volumen de la seccién del solenoide en la que
se calcula la energia del campo. La férmula (47.36) permite definir la energia
del campo tanto mediante la corriente e inductancia, como por medio de la den-
sidad de la energia del campo.

Hallemos el vector-potencial de un solencide infinitamente largo. Es ttil
partir de la formula (47.22). A causa de la simetria axial del problemas, calcu-
lemos todo en el sistema de coordenadas cilindricas con el eje axial que coincide
con el eje del solenoide. Designemos el dngulo axial por ¢ y la distancia del eje
thasta el punto en que se calcula el potencial, por r. En calidad de contorno L
+#n-(47.22) elijamos una circunferencia con radio r, yacente en el plano perpen-
dicular al eje del solenoide y con centro en el eje. Entonces

o= s‘ B-dS— ? A.dl= ? Ag dgp=2nrd,,

donds se toma en consideracién que A, = const para r = const. Por lo tanto,
el vector-potencial es igual a

Ag(r) = g B.dS,

‘donde S es el drea del circulo, limitado por la circunferencia de radio r. De aqui
P unlr/2 (0=<<r<Ca),
T pnla?/(2r) (a<<r< ).

Energia del magnético en un eampo magnético exterior. Supongamos que
existe una distribucién fijada de las corrientes, que en el espacio libre crea un
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campo magnético, cuya induccién es B, (z, y, 2) = poH (z, y, 2), ¥ la energia
Wo=- | Hy-Byav. - (47.37)

Sulionga'mos que todo el espacio estd lleno de un magnético homogéneo:con-
unapermeabilidad magnética p = const y el campo se crea por.la fmisma d
tribucién de las corrientes. Como fue demostrado [véase (38.22)], la intensidad
‘campo magnético en el magnético no varia (H = H,) y la induccién serd
Bi='pwH. Por consiguiente, en presencia del magnético la energfa del campo:

W= | H,Bav. (47.38)

Esto significa que al llenar todo el espacio de magnético, la energia del
campo aumenta. A titulo de fuente de dicha energia sirven, por ejemplo las
fuerzas electromotrices exteriores, con cuya ayuda se mantienen constantes las
corrientes, al llenar ol espacio de magnético. Puesto que después de llenar el es-
‘pacio de magnético todas las fuentes, merced a las cuales surgié el campo adicio-
nal, son idénticas a las que originaron el campo antes de llenar el espacio, puede
considerarse que la energia del magnético en un campo exterior H, es la magni-
tud

Win=W—Wo=—s g{H,,.B—H.,-Bu) av. (47.39)
El integrando puede transformarse:
Hy-B—H,-By=(p—p,) Hy= Lt B.B,=J.B,. (47.40)
donde
oy Bk B p—gy
J=pH=tTte DLl p (47.41)

Por consiguiente, la energia del magnético en un campo magnético es
igual a

Wa= j J.B,dV. (47.42)

Esta expresién es semejante a la formula (18.30) para la energia del dieléc-
trico en un campo eléctrico exterior, pero se diferencia por el signo en el pri-
mer miembro.

La férmula (47.42) se dedujo para el magnético que lena todo el espacio
con | = const. Sin embargo, tiene forma de una integral respecto a la densidad
‘de energia del magnético y por eso es de esperar que sea véalida para el caso ar-
bitrario. Los célculos correspondientes confirman esta deduccién. No los cita-
mos en el presente manual por su voluminosidad.

Ahora podemos calcular la energia del magnético con la permeabilidad mag-
‘nética p,, que se encuentra en un medio, cuya permeabilidad magnética es
Bs. Examinemos otra vez un magnético infinito partiendo de la férmula (47.42)
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de la misma manera que al deducir la expresién (48.30) con una diferencia que
consiste en que en la electrostatica dicha distribucién de las cargas crea un mis*
mo campo D en distintos medios, mientras que en la teoria del campo magnético
estacionario la distribucién dada de las corrientes origina en diversos medios un
mismo campo H. Entonces

Wiy = Wgy — W:_ns = (p — pg) Hy-H, 4V, (47.43)
donde ’
W=7 | (B-H,—By-H,) dV. (47.44)

La expresién (47.43) es semejante a la férmula (18.31) con el signo cambia-
do antes de la integral. A pesar de ser deducida dicha férmula para un magné-
tico infinito, es wﬁrda también para un magnético limitado. En este caso la
integral se propaga por todo el volumen del magnético. La intensidad H, es la
intensidad del campo, originado en los puntos del volumen del magnético si su
permeabilidad fuese igual a la permeabilidad magnética u, del medio; H, es
la intensidad real en el magnético con permeabilidad magnética p,, sumergido
en un medio con permeabilidad magnética p,.

Supongamos que la permeabilidad magnética del medio varia en una mag:
nitud infinitésima 6u. Entonces la energia del magnético que se encuentra en
el campo magnético H cambia en §Wy,. Suponiendo que en (47.43) 8p = p, —;
— pg Hy = H, H, = H + 6H y prescindiendo de 66 H-H como una magnitud:
del orden superior de infinitud, obtenemos

W= S SuHzAY, (47.45).

donde p puede ser funcién de un punto o de otros pardmetros. Esta férmula se’
diferencia de la férmula. (18.36) para los dieléctricos sélo por el signo.

Célculo de las fuerzas, partiendo de la expresién para la energia. Examine:
mos un sistema de circuitos por los cuales circulan corrientes. Al desplazarse'y
deformarse los contornos a causa de las fuerzas electromotrices exteriores, 88
efectia trabajo mecdnico. La energia de la fuente de las fuerzas electromotrices
exteriores se gasta en crear un campo magnético y en realizar un trabajo mecés
nico. El trabajo de las fuerzas electromotrices exteriores se determina por
la-férmula (47.2) y el trabajo mecénico al variar el pardmetro E; que caracteriza
la configuracién del sistema, es; segfin la definicién, igual a F; d&;, dofide s
es la fuerza generalizada respecto al pardmetro ;. El principio de conservaciﬁn
de 1a-energia se escribe como

2 I,d0, = dWw +2 F,dE.. (47:48)

Examinemos ante todo los procesos v1rtus.les en los cuales se conservanios
flujos magnéticos, o sea d@; = 0. La ecuacién (47 46) adquiere el aspecto

0=(dW)o+ 23} FidE;,, (47.47)



§ 47, Energia del campo magnético 383

.de.donde, teniendo en cuenta la independencia de d%;, obtenemos

(47.48)

Fi=—(5),

dande el indice @ de la derivada parcial en-forma axplicltn muesl.ra qua se toma,.
‘para los valores constantes de los flujos ®;. Para poder hacer uso de la férmula .
347 .48) es necesarw que la energia-del campo magnético se exprese como funcién
de @; v § como parﬁmetros independientes

% Para las aplicaciones practicas en muchos casos és mas cémodo exprasar la
fiierza generalizada en forma de derivadas de la energia respecto a los ‘pardme-
tros generalizados para las corrientes continuas. La energia del campo magnético
(47.18), teniendo en cuenta que {véase (47.8)]

O, = 2’ Lipdy, (47.49)

s expresa como
) w=1i oL, (47.50)
Para las corrientes continuas (f; = const) de (47.50) se desprende que

(@W), =5 3} 1,dD, (47.51)

¥ por eso la formula (47.46) se reduce a la forma
(dW), = Z{ Fidgy. (47.52)
Seiialemos que esta f6rmula es vilida sélo para corrientes continuas. To-

mando en consideracién la independencia de £;, hallamos la expresién para las
fuerzas generalizadas:

Fi=(-

%) (47.53)

donde el indice I de la derivada parcial significa que ésta se toma para corrientes
continuas. Para poder utilizar la férmula (47.53) W debe Jexpresarse como una
funcién de las intensidades de las corrientes y de los parimetros §,.

" Examinemos a tftulo de ejemplo dos circuitos con corrientes en interaccién,
cuyos campos magnéticos poseen una energia determinada por la férmula
{47.17). Haciendo uso de (47.53), calculemos la componente z-ésima de la fuerza
que ejerce el primer circuito sobre el segundo. En calidad de coordenada gene-
ralizada tomemos el valer de la coordenada z en cierto punto del segundo circui-
to,.considerando que el primer circuito esinmévil. Comodesplazamiento virtual,
relacionado con dicha coordenada, se debe tomar el desplazamiento del se-
gundo circuito a lo largo del eje X sin deformaciones y rotaciones, y expresar la
energia del campo magnético por medio de la mencionada coordenada y otros
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pardmetros independientes que ahora no nos interesan. Toda la dependencia de
la energia del campo magnético respecto a x se encuentra en la inductancia mu-
tua L,, = Ly, ya que las inductanciss Ly, y L,, no dependen del cambio de la
disposicién mutua de los circuitos. La fuerza generalizada, enlazada con la
coordenada cartesiana z, es la proyeccién de la fuerza F, ordinaria. Por eso
(47.53) adquiere el aspecto

Fo=10-20 (47.54)

De la misma manera se determinan las otras componentes de la fuerza. La
inductancia L,, es una magnitud geométrica y su dependencia respecto a z
es facil hallar mediante la féormula (47.19).

Esté claro que el valor de la fuerza no depende de por medio de cudl férmu-
la se calcula. Por eso, llegaremos también al valor de la fuerza de (47.54) si la
calculamos valiéndonos de la férmula (47.48). Realicemos este calculo. En
(47.48) a titulo de expresién para W no se puede coger la férmula (47.17), ya que
aqui participan en forma explicita las intensidades de corriente. Las excluimos
con ayuda de las férmulas (47.10), de las que se desprende:

- Lya®;— L12®,

Ii= ;
LyLaa— L
I, =L —Iu®y (47.55)
27 LuLa—L}
Sustituyendo (47.55) en (47.17), hallamos
= 1 Ly, P} . La®?
P thLa:—L'!s[ 2 _Lﬂd“!d’z""_"z ] (47.56)

Ahora la epergia del campo magnético se expresa en forma explicita a tra-
vés de los flujos y puede aplicarse la férmula (47.48) para @, = const. La dnica
magnitud que depende en (47.56) de z es L;,, por eso

Fo= (55 ) = rmmo—my nlu®i— Lula + L) O, +

- (Ll-‘.L‘Il'—LT’ 8
Lol @) e =y, 2l | (47.57)
donde se tienen en cuenta las igualdades (47.55). Como era de esperar (47.57)
.coincide con (47.54). _ _

- Es-necesario utilizar las férmulas (47.48) y (47.53) en dependencia de las
.circunstancias’ ¥ elegir la que.conduce a los cdlculos més sencillos )

*  Fuerzas volumétricas que actan sobre los magnéticos comprimibles. Dispo-
niendo de la expresi6n (47 3;5) para la energia del magnético en el campo magné-
tico, se puede, haciendo uso de la relacion entre las fuerzas y la energfa, obte-
ner la expresion para las fuerzas de la misma manera que fue hecho para los die-
léctricos en el § 19. Partimos de la expresién (47.45) y razonamos del mismo mo-
do qué al pasar de (18.36) a la férmula (19.4). Todos los célculos son también
anélogos, Unicamente hay que tener en cuenta que-para los dieléctricos la fuerza
se halla para las cirgas constantes, es decir, por la férmula (19.46), mientras que
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para los magnéticos, a corrientes continuas, es decir, por la férmula (47.53).
Eso significa que al calcular las.derivadas, es necesario coger la energia con sig-
nos diferentes. En definitiva, en lugar de la férmula (19.41), se obtiene la si-
guiente férmula:

(47.58) .

1 - 1 a
f= _Tﬂzgradp+Tgrad (’Hzpmap—”m] i

Recordemos -que todo el examen se Ilevs a cabo. para los procesos. isotér-
_micos y, por lo tanto, la derivada dp/dp, er (47.58) debe calcularse:a T =
= const.
La férmula (47.58) es itil escribirla de otra manera:
i 1 1 : IR R O
f=-5 Btgrad (l_h) — - grad {B"‘p,,, g (T)] " (.47'.5_5.3)"
donde se tiene en cuenta que H? = B*lp:ﬂ);%,%-,% — 'I}*g_i" ete. Asj la fél" ;
mula (47.59) es un anilogo més cercano aTa expresitm (19.41), va que el papel
de vector de campo en el magnetismo lo desempefia B'y el andlogo de & es 1/p.
Escribamos la férmula (47.41) como

1 1 J
L, (47.60)

Sea que la imanacién J depandé linealmente de la densidad pn,, o sea,
J ~ pm. Entonces de (47.60) se desprende que

a 1 1 1
L e r.0)
Para estas condiciones la férmula (47.59) adquiere el aspecto
1=% ”m‘v grad B2, (47.62)

lo que coincide con (39.13). De esta manera, la férmula (39.13) es valida no sé-
lo para los magnéticos rigides, sino que también para los comprimibles, para
los cuales la imanacién depende linealmente de la, densidad de masa. Esto se
observa en los gases y ciertos liquidos.

Energia del momento magnético en un campo exterior. Puesto que el tra-
bajo, necesario para aumentar el flujo de induccién magnética a través de la
superficie, tendida sobre el circuito con corriente J, es igual a 1 d® (dD es el
flujo de induccién magnética que no se origina por la corriente J que circula por
el circuito, sino que se crea mediante otras fuentes del campo magnético), la
energia que se gasta al formar el flujo @ a través de la superficie, limitada por
el circuito de corriente I, es igual a I®. En caso de un circuito infinitésimo @ =
= B:S, IO = p,B, donde p, = IS es el momento magnético de la corriente.
Por lo tanto, la energia del momento magnético en el campo magnético exterior



836 Capitulo 8. Induccién eleciromagnética

W = ——pm- B. (47'63)

Esta magnitud alcanza su valor minimo cuando py, y B coinciden en direc-
cién. Esto significa que el campo magnético exterior tiende a girar el momento meg-
nético hasta hacerlo coincidir con el vector de induccién [véase (39.8)).

{Por qué la induccién mutua puede calcularse por la férmula en la que entran las corrien-
tes lineales, y la inductaicia no puede expresarse mediante las corrientes lineales?

¢Qué propiedad del campo magnético determina la constancia de la inductancia de un
cirenito rigido con currienteg

Las inductancias e inductancias mutuas dependen sélo de las caracterfsticas geométri-
cas de los circuitos con corrientes y su disposicién reciproca.

Ejemplo 47.1. Calcular la fuerza con que un solenoide entra o se expulsa de otro {fig. 184).
Las densidades del devanado y la intenstdad de las corrientes en ellos son ny, I ¥ ny, Iy, respectiva-

Fig. 184 Fig. 185
Para calcular las [uerzas de JPara calcular las fuerzas de
interaccién de los solenoides interaccién del solenocide y el

mente, y las dreas de log secclones transversales son iguales. Los solenoldes son lo suficientemente
largos y el devanado bastante denso para poder describlr el campo lefos de sus extremos medicnte
“las férmulds. para un-solenoide infinitamente largo. E1 valor de z ¢s grande, merced a lo cual pue-
dén menospreciarse_los_efectos de borde, . 2

. Hallemoa la" inductancia mutua haciendo uso de las férmulas (47.48)—(47.49). Ei
primer solenoide origina a través de cada espira-del segundo solenoide un flujo pyn,7,S y todo
el flujo, a través de n,z espiras del segundo solencide en la zona de interseccion es igual a

: 7 Dy = PonydySnaT,
de donde obtenemos la inductancia mutua .
Ly = @p/I; = pemnaSz  (Lyg = Lyy). (47.64)
Entonces la fuerza es igual a '

Fe= f]f|i§;l‘?-=}ioﬂlf1ﬂ3!’. {4?‘35)

St las corrientes tienen el mismo sentido, Iyf4 > 0, F, > 0y, por lo tanto, los solenoi-

. des se repelen. Siendo-las direcciones de las. corrientes contrarias I,7y < 0, F; < 0, lo_que

significa la_atraccién de los solenoides. .

Ejemple 47.2. En un solenoide, cuyo drea de la seccibn circular e2 S, lg longitud i y que

posee 1 espiras por-A. 'm de longliud, se iniroduce un magnético con permeabilidad magnética p

(fig. 4185). Hallar la fusrza que actiia.sobre el magnético, menospreciando los efectos de borde si el
solenoide es recorrido por la corriente de intensided I.
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Ya que la susceptibilidad magnética del magnético yx < 1, en primera aproximacién
puede considerarse que la intensidad es en todas las partes igual a (D = H, = al. Por
consiguiente, la energia del campo megnético del sistema es igual a :

W = [HB,/2 + HQB® (I — x)/2} S,

donde B, y B(D) son las inducciones en el magtnétlcn y en el vacio, respectivamente. Teniendo
en cuenta que B, = pH,, B = p H(Q, obtenemos

W o= (n%2) [pr 4 pp (| — 1)1 §
‘¥, per lo tanto, la fuerza es

Fy= (aW/on)y = 1/2 (i — 1) n®I4S = (w — wy) S, (47.66)
donde
w = unil2 = H B /2, wy= p,nl*/2 = HB(Q/H2

son las densidades de la energia del campo magnético por las diferentes partes de la super-
ficie de separacién, sobre la que actia la fuerza. Asi pues, la densidad superficial de 1a fuerza
fx= %JS e3 la suma de dos fuerzas que actiian desde diversas partes sobre la superficie de
separacion. La densidad superficial de cada una de las fuerzas es igual a la densidad de la
energia del cam7po ético.

Ejemplo 47.3. Calcular Ia intensidad de un cable coaxtal de longitud I, cuyo alma central
posee un radio ry y la envoltura, los radios ry (la interior) y ry (la infertor) (véase la fig. 140).
La permeabilidad magnética de los conductores es igual a u y el espacio entre el alma y la envol-
tura estd lleno de dieléctrico.

Hallemos ante todo la induccién del campo magnético. Estd claro que el campo es
axial-simétrico 3{ las lineas de fuerza de la induccidn son de por si circunferencias con centro
en el eje del cable. Partiendo de la ley de la corriente total, tenemos (véase el ejemplo 35.1)

-2-";—1% O<r<ry),
.Jii <r<
Bg(=q 28 r L (47.67)
L N el MR
°n r r;—r] (r":?{!‘.)l

0 (rg < r << o0),

Para calcular la autoinduccién del segmento de cable hacemos uso de la relacién W =
= LI%/2. Puesto que W =~H H.B dV, entonces [véase (47.67)

ry ra rs
ol Bt Lol (4 1 opn €4 -2 -
W= S DS ozt J;d"l—,-( s jr, - 20 dr - E'z'r?)?j"r'_(rz_—rl) 257 dr

Ta

L B et v 1opIt i Jo_ 1 33—
=3 &tz 3 1“r1+2 2 [(ﬁ—r'-i)‘ h‘r: 4 ff—f;
de donde
2w _ir re wi e TP s
L= [y i e ) s

2201444
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§ 48. Circuitos de la corriente alterna casiestacionaria

Se ezponen los métodos principales del céleulo de los circuitos de co-
rriente alierna casiestacionaria.

Definicién. Al estudiar los campos alternatives y las corrientes alternas
es necesario tomar en consideracién dos factores:

1) la velocidad finita de propagacién de los campos electromagnéticos
(véase el §61);

2) lu creacién del campo magnético por medio de un campo magnético en
variacién. La magnitud jse == 8D/t se denomina densidad volumétrica de la
corriente de desplazamiento (véase el § 57).

Para una frecuencia no muy elevada de la corriente alterna, dichos factores
pueden menospreciarse, o sea, puede considerarse que los campos electromagné-
ticos se propagan en el espacio instantineamente, sin existir las corrientes de
desplazamiento o, con otras palabras, el campo magnético se engendra sélo por
las corrientes de conduccién. Las corrientes y los campos que satisfacen estas
condiciones se llaman casiestaclonarios. Expresemos los criterios casiestaciona-
rios desde el punto de vista matemético.

1. 8i existe un proceso periédico que se propaga desde uns fuente con la
velocidad ¢, la longitud de onda de ese proceso, o sea, la distancia en la que se
desenvuelve un perfode I de variaciém del proceso con el tiempo, es igual a

h=el.

La variacién espacial de cierta magnitud que caracteriza el proceso puede
menospreciarse sélo si esa magnitud se examina en las zonas, cuyas dimensiones
I lineales son mucho menores que la longitud de onda (1< A). Esto es precisa-
mente ¢l criterio de menosprecio de la velocidad final de propagacitn de los campos

electromagnéticos. .
2. 8i D = D, exp (iot), jges = 0D/t = iwD = iweE. Por eso el efecto

de las corrientes de desplazamiento puede menospreciarse en comparacién con
el efecto de las corrientes de conduccién para la condicién

| Fdes Imax < | § [ maaz-

‘Puesto que j = yE, jges = iweE, esta condicién puede escribirse como
| jdes |max

| )‘.'Imgx F _
Tomando en consideracién que para los conductores metalicos e =s Egr
¥ 10" S/m, obtenemos. que las corrientes de desplazamiento son poco impor=

tantes en la zona de frecuencias

—
= < 1.

o< —3:- == 1041,
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ir; hasta frecuencias mayores gue las frecuenciag de oscilaciol

ntes a la parte ultravioleta del espectro, ésta estimacién es’ap
e-fio tiene én cuenta las propiedades inerciales-del medio i
empefian un papel esencial. La consideracitn de las propiedades:ine
14 substancia debilita la mencionada estimaci6n en varios 6rd es,en

déspués de eso el intervalo de frecuencias para 1as quese pueds
r 1as corrientes de desplazamiento en comparacidn con las de con
sighe “‘siendo muy grande. _

No obstante, para los campos electromagnéticos en el vacio y dieléctrico es ne-
¢gsiario tener en cuenta las corrientes de desplazamiento, como fuente del campo mag-

para todas las frecuencias, ya que allf no existen corrientes de conduccicr.
Lia.presencia de las corrientes de desplazamiento determina la existencia de las
ondas electromagnéticas (véase el capitulo 9).

En lo que se refiere al primer criterio, su papel se define por la magnitud rela-
tiva de la longitud de la onda y las dimensiones espaciales de la zona, en la que se
estudia el proceso. Verbigracia, para la corriente técnica de 50 Hz de frecuencia
la"longitud de onda es de A A2 6 mil km. Por esta razén, si nos interesan las cues-
tiones, relacionadas con la distribucién de la corriente por los conductores en
los limites de la estacién eléctrica o incluso de la ciudad, puede considerarse .
que la corriente es casiestacionaria. Pero si se trata de la transmisién de la co-
rriente a muchos miles de kilémetros, es necesario tomar en consideracién su
variabilidad a lo largo de la linea de transmisién y no se puede considerar ca-
siestacionaria. La corriente de frecuencias muy elevadas con una longitud de
onda de varies metros no se puede considerar casiestacionaria incluso en los
mérgenes de un apartamento.

Autoinduccién. La fuerza electromotriz de induccién (46.1) surge al variar
el flujo @ que abarca el circuito de corriente, cualesquiera que sean las causas de
esta variacién. En particular, la propia corriente cerrada lineal crea un flujo de
induccién magnética a través de la superficie que restringe. Por lo tanto, al
cambiar la intensidad de la corriente en el circuito surge una fuerza electromotriz.
Este fenémeno se llama autoinduccién. Ya que la corriente crea a su alrededor
un campo magnético seglin la regla de Ampére y la fuerza electromotriz en el
circuito estd relacionada con la variacién del flujo conforme a la regla de la ma-
no izquierda, de la fig. 186 deducimos que la fuerza electromotriz de autoinduccidn
estd dirigida de tal manera, que impide la variacién de la intensidad de la corriente
que la provoca (regla de Lenz).

La intensidad de la corriente en el circuito ests ligada con el flujo propio
de induccién magnética que abarca la corriente, por la férmula (47.3)

® = LI, (48.1)

donde L es la inductancia del circuito. Por eso la expresién (46.1) para la fem de
autoinduccién adquiere el aspecto

gt (48.2)

a2
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Conexién y desconexién de la fem continua en un cireuito con resistencia
e inductancia. Si en el momento ¢ = 0 (fig. 187) se conecta al circuito una
fuente de fem exterior de magnitud constante, por ejemplo, una pila, la inten-
sidad de la corriente [ en el circuito comienza a crecer. Pero debido al crecimien-
to de la induccién del campo, en el circuito surge una fem de autoinduccién que
actfia en sentido contrario a la fom exterior. Como resulfado, la elevacién de la
intensidad de la corriente en el circuito se hace méas lenta. Para cada momento
de tiempo se abserva la ley de Ohm que, teniendo en cuenta (48.2), se escribe en
forma de la—ecuaci6n siguiente

IR = U, = L dl/dt, (48.3)

donde R es la impedancia en el circuito (incluyendo la resistencia interna de la
fuente). Dicha ecuacién debe resclverse para la condicién inicial I (0) = 0.

go-ind |
Fig. 186 Fig. 187
Surgimiento de la autoiduccion, Circuito con resistencia e in-
Regla de Lenz ductancia -

Al decir que en cada momento se observa la ley de Ohm, se supone que la inten-
sidad de la corriente en todas las secciones del circuito es la misma, es decir,
la corrients es casiestacionaria. La sclucion de la ecuacién (48.3) es elemental:

I(t?:%[l—-e}(p(—lﬂ)} (48.4)

La grafica I () se muestra en la fig. 188. El valor establecido de la intensi-
dad de la corriente I (o) = U,/R; correspondiente & la ley de Ohm para la co-
rriénte continua,:se alcanza sdlo en el sentido de limite.pera un tiempo infi-.
nito. Teniendo en cuenta la dependencia exponencial entre la intensidad de la.
corrients y el tiempo, se puede, como habitualmente; en calidad de tiempo de.
in¢remento de la intensidad de la corriente en el circuito tomar;el valor 7 para.
el cual &l exponente se convierte en menos la unidad, es decir,

v = LIR. (48.5)

~ Para una inductancia grande en el circuito el aumento de la intensidad de_
la corriente transcurre lentamente. Por ejemplo, si en el circuito se conecta una
bobina grande de inductancia y una limpara de incandescencia, después de ce-
rrar el circuito pasa un lapso considerable durante el cual la limpara alcanza
su caldeo permanente total.
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Al desconectar la fuente constante de fem exteriores (fig. 187), por ejemplo,
al cortocircuitarla, puede observarse qie la intensidad de la corriente no'se te-
-duce a cero instanténeamente, sino que disminuye paco a paco. La ecuacién pa-
ra la intensidad de la corriente en este caso, evidentemente, tiene la'forma

IR = —L dI/ae (48.6)
¥ sé resuelve para la condicién inicial T (0) = U /R:
I(t)= Y% exp (—RT/L). 48Ty

La gréfica de esta funcién se da en la fig. 189. El tiempo de reduccién de la
intensidad de la corriente se expresa por la misma férmula (48.5). Para inductan-

1
Y
A
o F g
Fig. 188 Fig. 189
Incremento de la intensidad de Decremento de la Intensidad
la corriente en el circuito des- de la corriente en el circuito
pués de conectar una fem exterior después de desconectar la fem
continua exterior continua

cias suficientemente grandes después de desconectar la fem exterior, la ldmpara
en el circuito se apaga sélo gradualmente en el transcurso de un lapso notorio.
La fuerza electromotriz que asegura la existencia de la corriente en el circuito
durante este lapso, es la fuerza electromotriz de autoinduccién, y la fuente de
energia es la energia del campo magnético de 12 hobina de inductancia. Las cues-
tiones de conexién y desconexién de la fem en el circuito con autoinduccién
‘fueron examinadas por primera vez en 1855 por Helmholtz.

Obtencién de impulsos rectangulares de corriente. Si existe una fuente
de impulsos rectangulares de tensién, la presencia del fenémeno de autoinduc-
cién en el circuito impide obtener impulsos rectangulares de corriente. La fig.
190 muestra la forma de los impulsos de corriente. Para aproximar 2l méximo
posible su forma a la rectangular es necesaric hacer que la inductancia del cir-
cuito sea la menor posible.

Capacidad en el circuito. La presencia del condensador en el circuito excluye
71a posibilidad de que por él circule corriente continua. En este caso la diferen-
cia de potencial entre las armaduras del condensador, en las que se sitdian las
cargas correspondientes, compensa totalmente la accién de la fem exterior. Sin
embargo, la corriente alterna en el circuito en presencia del condensador puede
wcircular, ya que en este caso la carga en las armaduras del condensador es
alterna, lo que permite precisamente existir la corriente en el circuito. Ademés,
la diferencia de potencial en las armaduras del condensador no compensa la ac-
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cién de la fem exterior, merced alo cual se mantiene la intensidad de'la corriente
correspondiente.

En presencia de un condensador y una resistencia en el circuito (fig. 191)
la ley de Ohm se escribe como la ecuacién

I = U, = 0iC, (48.8)
donde Q es la carga en la armadura del condensador y Q/C, la diferencia de po-

tencial entre las armaduras del condensador. Es cémodo diferenciar la ecuacion
(48.8) respecto a ¢ y escribirla en Ia forma

df __ dU, 1

donde I = dQ/d:
Conexién y desconexién de la fem constante en un circuito con eapacidad
yresistencia. Sea que la tensidn constante U/, se conecta en el momento ¢ = 0.

!

) R
LN -
, e
Fig. 180 Fig. 191 A
Forma de los impulsos de co- Circuito con capacidad y resis-

rriente para los impulsos rectan- tencia
gulares de tensién

De la ecuacién (48.8) se ve que I (0) = U,/R, y la ecuacién (48.9) adquiere o)
aspecto para ¢ >0
ar 1
aw=—71 (48.10)
Para la condicién inicial I (0) = U,/R la solucién de esta ecuacin se ex-
presa mediante la férmula

I (t)="22 exp [—t/(RC)], (48.11)

es: decir, con el tiempo la intensidad de.la corriente en el circuite-disminuye
desde el valor méximo U/4/R hasta cero: La gréfica (#) es semejante a 1a mostra-
da.enla fig. 189 y el tiémpo' de reduccién de la intensidad: de la corriente.7 =
= RC: Por'eso, si‘la-capacidad C us sificientemente grande, la corriente: des-
piiés de- desconectar -la ‘tensién constante puede existir un tiempo notoric. La
bombilla, conectada al circuito, primero se enciende y luego comienza a apagar-
ge’ 'poco-a poto. . 5 )
Después de que la intensidad de la corriente alcanza el valer cero, el con-
densador resulta estar cargado hasta una diferencia’ de potencial, igual a la fem
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"iiqiterior.l pero de direcciéon contraria. Ellas se -  —
compensan mutuamente. Al desconectar la fem A
exterior, por ejemplo,-al cortocircuitar los polos

5 : : ; ! i
de la pila, la diferencia de potencial en las arma- o

duras del condensador resulta estar no compen- L

sada. La corriente comienza a recorrer el circuito e ar®

con una intensidad inicial igual ‘a Uy/R y la ley
de reduccion de la intensidad de la corriente Tig. 192 chusolied? Tidne
coincide totalmente °-°’_'.'=(4§'“} teniendo el mismo tancia, m’éi’siteixfii ¥ fuente de-
tiempo de reduccion de'la intensidad de corriente: fem exteriores o
Circuito con capacidad, inductancia, resisten-
cia y fuente de fem exteriotes. Este circuito se
muestra en la fig. 192. Basindose en las expresiones (48.8) y (48.6), la
ecuacién para la corriente en el circuito tienme la forma
dI Q
IR=U—L % — 3 (48.12)
Después de diferenciar los dos miembros de (48.12) respecto a t, escribamos
la ecuacién en la forma

azr df 1 d
L +rd L1ty (48.13)

Distintos casos particulares de la solucién de dicha ecuacién fueron exami-
nados antes.

Corriente alterna. El mis importante es el anilisis de la corriente alterna
arménica, ya que con ayuda de la representacién de una funcién arbitraria en
forma de serie o integral de Fourier para este caso puede reducirse ¢ualquier otro
caso. s
Para estudiar estas cuestiones es fitil aplicar la forma compleja de repre-
sentacién de las magnitudes que varfan arménicamente. Examinemos el régi-
men estable.

Si la fem exterior varia segin la ley

U = Ugeiot, (48.14)
es obvio, que la intensidad de la corriente en (48.13) también debe cambiar con .
el tiempo segun la ley

I = Ipeiot, {48.15)

con la particularidad de que I, U, I,, U, en las férmulas (48.14) y (48.15) son,
en general, magnitudes complejas. Partiendo de estas férmulas, se deduce que

al . dar .
=57 = iU, -37=m1' (48.16)

¥ por eso la ecuacién (48.13) toma el aspecto
(—’L + ioR + 1/0) I = ial. (48.17)
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iwt! Dividiendo los dos miembros de la ecuacién
. ;_‘_c.; (48.17) por iw, la representamos en la forma
; o 1Zz=1U, (48.18)

donde

Z =R +iloeL —1/(eC) (48.184)
se denomina impedancia. La ecuacién (48.18)
tiene la forma de la ley de Ohm, en la que entra
la impedancia. Para la corriente alterna la impe:
dancia desempefia el papel de resistencia,. en
cambio, siendo una magnitud compleja, medi
(48.18) permite no sélo tener en cuenta la relacién
Fig. 193 entre las amplitudes de la intensidad d ela corrien=
Diagrama vectorial de las ten- te y la tensién, sino que las relaciones enirs
siones en el circuito de corriente gy5 fages.
alkerna En general, en la ecuacién (48.18) todas las

magnitudes son complejas. Tomando los médulos

de los dos miembros de dicha ecuacién,hallamos la relacién entre las amplitu-
des de la intensidad de la corriente y la ténsidn:

111121 =|U]|, (48.19b)

donde

1Z| = VR F L — /(@0 (48.19¢)

Asi pues, si nos interesan s6lo las amplitudes de la intensidad de la corrien-
te y la tensién, la ecuacién (48.19b) es totalmente equivalente a 1a ley de Ohm
para la corriente continua, no cbstante, la magnitud | Z | que desemperis el
papel de resistencia depende de la frecuencia de la corriente conforme a (48.19¢),

Diagramas vectoriales. Representemos los nimeros complejos por medio
de vectores en el plano complejo. La magnitud que varia arménicamente, sé
muestra por un vector que gira con una frecuencia @ alrededor de su comien
en sentido levégiro. La longitud de dicho vector es igual a la amplitud de las
oscilaciones de la magnitud fisica correspondiente.

El método gréifico de solucién de la ecuacién (48.18) queda obvio de la fig.
193 si se tiene en cuenta que la multiplicacién de una magnitud compleja por.§
significa girarla a 71/2 en sentido levégiro sin cambiar su longitud, mientras'qué
la multiplicacién por ( — i), el giro a nn/2 en sentido dextrégiro.

* De 1a fig. 193 se ve que el angulo ¢ se determina de la ecuacién

wL—1/(uC)
= R

74 - (48.20)
Por lo tanto, ¢ varia en los limites de ( + n/2, — n/2) en dependencia-(
la relacién entre las impedancias de distintoselementos del circuito y lafrec
cia. En este caso la fase de la tensién exterior U puede variar desde la
cidencia con la tensién en la inductancia hasta la coincidencia con la tensidniel
la capacidad. Es més ¢c6modo expresar lo dicho en forma de la relacién entra:las
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fases de las tensiones en los elementos del circuito y la fase de la tensién exte-
rior: |
1) 1a fase de la tensién en la inductancia (U1, = iwLlI) siempre adelanta la
fase de la tensién exterior en un dngulo entre ( y n}

2).1a fase de la tensién en la capacidad (Vg = — il/{wC)] s:empre se retar-
da de la fase de la tensién exterior en un dngulo entre 0y —aty" =

3) la fase de tension en la resistencia puede encontrarse tanto en avaince,
como en retraso con respecio a la fase-de la tensién exterior en un .4ngulo entre

+ nt/2'y — n/2, con la particularidad de que el retraso es. principalmente para
la carga mductlva cuando oL > 1/(wC) y el avance, siendo la carga capaciti-
va cuando ol << 1/(aC).

El disgrama {fig. 193) permite también enunciar las siguientes afirmaciones.
sobre la relacién entre las tensiones e intensidades de las corrientes en distintos
elementos del circuito, con la particularidad de que es cdmodo llevar la cuenta,
partiendo de la intensidad de la corriente; ya que en todos los elementos del
circuito tiene una misma fase:

1) la fase de tensidn en la inductancia se encuentra en avance de fase con
respecto a la intensidad de corriente en n/2;

2) la fase de tensién en la capacidad se encuentra en un retraso de n/2 con
respecto a la fase de la intensidad de corriente;

3) la fase de tensién en la resistencia coincide con la fase de la intensidad de
corriente;

4) la fase de la tensién exterior puede encontrarse tanto en avance, como en
retraso con respecto a la fase de la intensidad de la corriente, lo que se determi-
na por la carga.

Reglas de Kirehholf. La ecuacién (48.18) permite resolver todos los pro-
blemas, referentes a la corriente alterna en el circuito que contiene inductancia,
capacidad y resistencia de la misma manera que se resuleven los problemas co-
rrespondientes con ayuda de la ley de Ohm para un circuito con resistencia en
caso de corriente continua. El anilisis de los circuitos derivados de corriente al-
terna es semejante al andlisis de los circuitos con corriente continua (véase el
§ 28). Puesto que para la corriente alterna en un circuito cerrado es correcta la
loy (48.19) y en cada nudo es vélido el principio de conservacién de la carga, las
reglas de Kirchhoff (28.4) y (28.5) para la corriente continua se generalizan para
las corrientes alternas de la siguiente manera:

1) pare cada circuito cerrado

2 () 12:=3 () U (48.21)

2) en cada nudo
2 ()1 =0. (48.22)

Esta generalizacién de las reglas de Kirchhoff para los circuitos derivados
de corriente alterna fue hecha en 1886 por J. W. St. Rayleigh (1842—1919).
Hay que hacer una objecion sobre los signos de las magnitudes en (48.21)y
(48.22). A pesar de que cada una de las magnitudes 7; o U, que figuran en estas
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formulas, es compleja y contiene en si una fase
(v por lo tanto, un signo), al componer las ecua-
ciones es mecesario poner los signos ya que una
misma seccién puede pertenecer a distintos cir-
cuitos y en las ecuaciones entra con direcciones
contrarias. Lo mismo se refiere al signo de U,.
La solucién de las ecuaciones permite hallar
tanto las amplitudes, como las fases de todas las
intensidades de corrientes. Debido a que todas
las magnitudes son complejas, el nimero de
ecuaciones esenciales es dos veces mayor que el

Fig. 194 : ;
. ue habria para el mismo caso, pero para las
d L T 2 Y
I:ltolo o de corrientes de contor cortiontes Continias.

Acoplamiento en serie y en paralelo de las

impedancias. De la misma manera que para el

caso de corrientes continuas, de la férmula (48.18) se desprende que du-
rante el acoplamiento en serie

Z=Z,%Z,, (48.23)
¥ en paralelo
1 1 : |
- =Z_.+'T;' ‘ (48.24)

Esta circunstancia hace que el anélisis de los circuitos eléctricos de corrien-
e alterna sea semejante al analisis de los circuitos de corriente continua, por ese
no hay necesidad de examinar con mas detalle esta cuestién.

La magnitud, inversa a la impedancia, se denomina conductancia:

Y = 1/Z. {48.25)
Por eso puede decirse que para el acoplamiento en paralelo las conductan-
cias se suman: 3
Y= Y_, + Y. (48.26a)

Aplicando la conductancia, la ley de Ohm se escribe como
I=YU, {48.26b)

Método de corrientes de contorno. Para calcular los circuitos complejos’
el método de corrientes de contorno, que es de por si el corolario directo de las reglas
de- Kirchhoff, presenta simplificaciones considerables. Un circuito complejo
consta de sistemas de circuitos cerrados simples. La fig. 194 muestra un circui-
to complejo que consta de tres circuitos simples. En la ecuacién de Kirchhoft
al recorrer el circuito cerrado en cada una de sus secciones entre los nudos se:
toma la intensidad de la corriente gue realmente circula por esta seccidn. En
general, en cada seccién del circuito la intensidad de la corriente es diferente:
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En el método de corrientes de contorno se considera que en todas las secciones de cada
circulto cerrado circula una misma corriente. Estas corrientes se llaman de contor-
no. Aqui la intensidad ‘de corriente total que recorre la seccién del circuito. es
igual a la suma algebraica de las intensidades de las corrientes de contorno para
Tas que este sector es comiin. La ecuacién'de Kirchhoff para cada circuito se es-
cribe teniendo en cuenta esa circunstancia, es decir, se expresa mediante las
¢orrientes de contorno. La impedancia total para cada seccién del contorno en-
tre los nudos (fig. 194) se designa por el indice correspondiente. La direccién po-
sitiva del recorrido se toma en sentide dextrégiro. )
_ Las ecuaciones para las corrientes de contorno, cuyo nimero ceincide con la
cantidad de circuitos simples, tienen ¢l aspecto:

Zndy + Zygly + 231y = U,
znfl 3 z"[, + Z"I, =0, (4&2?)
2y Iy A Zgydy + Zyly =0,

donde Z,,, Z;;, ¥ 235 son las impedancias propias de los circuites, iguales a la
suma de impedancias de las secciones de los circuitos correspondientes:

.zu =Z,+Z;,+ Zy Zyy = Z, + Zy +Zn + Z,, Zsa=zs+zs+zs-
(48.28)

¥ Zyq, Z,5 etc. son las impedanciag mutuas de los circuites, iguales a las im-
pedancias de las secciones, pertenecientes a dos circuitos. Su signo depende de
cémo recorre la seccién correspondiente la corriente que es factor de la impe-
dancia mutua, en direccién positiva o negativa con relacién a la corriente de
contorno para la que se escribe la ecuacion. Asi, por ejemplo,

Zy,=—2, Z,=-—1Z, et (48.29)

Es facil ver que
Ziy = Zy. (48.30)

Lo expuesto hace casi evidente el hecho de que las ecuaciones (48.27) unen
en si las dos reglas de Kirchhoff. Eso se pnede demostrar de manera més estric-
ta si (48.27) se obtiene de las reglas de Kirchhoff (48.21) y (48.22), pasando a
las corrientes de contorno. El lector puede intentar ejecutar dichos edleulos al-
gebraicos.

“ La cantidad de ecuaciones (48.27) para las corrientes de contorno es igual
ala cantidad de corrientes incognitas. El sistema de ecuaciones se resuelve se-
gan la regla geperal con ayuda de la teoria de determinantes:

' Ii=U(Bn/A), I, =0T (A12/8), I = U (A5/8), (48.31)
donde
Zy Zyg Zy
A=|2, 2,y Zyy (48.32)

zat 3z zs!



848 Capltule 8, Induccién electromagnética

es el determinante del sistema; A;,, Ay, Aj, son los complementos de los ele-
mentos Z,,, Z;, ¥ Z;; en el determinante A:

zzl. 223
Zsy Zy'
2y s |
A|-2= —lzal. ZSS !
2y Zy '
Zy 2y

Asi pues, el problema queda resuelto. La generalizacién del método expues-
to de corrientes de contorno para una cantidad arbitraria de circuitos elemen-
tales es obvia. Unicamente es necesario observar con atencién que todos los eir-
cuitos elementales sean recorridos en una misma direccién y tomados en consi-
deracién en las ecuaciones.

La inductancia y la c?acldad caracterizan la propiedad del circuito de acumular la
energia en forma de mzﬁﬁ e los campos eléctrico y magnético. Ellas talisans las curvas de
varlacién de la inte:.llalld de la corriente en comparacién con las curvas de variacién de la
tensi6n en funcién del tiemp

La impedancia tiene en cuenta no sélo la resistencia Ghmica del circulto, sine también
su [nductancia y capacitancia, Siendo una magnitud com‘rlo a, la Impedancia permite tomar
en consideracién no sélo 1a relacién entre las amplitudes de fa intensidad de la corriente y la
tensi6én, sino también entre sus fases-

A pesar de que para las corrientes -alternas las fuerzas electromotrices y las intensidades
de las corrientes se representan como magnitudes complejas y, por lo tanto, contienen la fase
(¥ signo), al poner las ecuaciones de Kirchhoff es necesarfo poner los signos, ya que una
misma seccién puede pertenecer a diferentes circuitos ! 88 recorre, al { las {
en direcelones cont « En el método de corrientes de contorno s¢ admite que en todas las
secclones de eada circuito cerrado circule una misma corriente, llamada de contorno. La
intensidad total de la corriente recorre la seccién del circuito, es Igual en este caso a la
suma algebraica de las intensidades de las corrientes de contorno, para las cuales dicha seccién
€3 comin,

Ay =

(48.33)

Al.3=

T 3
Fig. 195
Toroide de seccidn rectangular

¢Cuil es el sentido fisico de los criterios casiestacionarios? ;
£Qué es lo que determina los signos en las ecuaciones que expresan las reglas de Kirch-
hoff para las corrientea alternas?
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st ,;(i}n?iles son las ventajas del método de corrientes de contorne y para qué casos es ftil
aplicarlo i ) i ] -
" 'Ejemplo 48.1. Hallar la autoinduccién de n espiras, devanadas en un torolde de seccién
;‘iéémnguidh cuyoe radios Enterlor y exterlor son ry ¥ ry, respectivamente y su altura és igual a'a
(fig. 195). . : . 3 . .
Eligiendo 2 titulo de contorno de integracién L, una circunferencia de radio r, concén-
trica con el eje de simetria del toroide y aplicando Ta ley de la corrienta total, obtenemos

0 para r > ry,
§] Hdl =Ho2ar=§ ul para rn<rr<rg
Lo 0 para r< iy,

donde J es la intensidad de la corriente que recorre el devanado del toroide.
El fiujo magnético que abarca una espira es igual a

¥y r
nj dr I
D, =pa 5 Hodr=; "‘;: S-T= e mri1 ; (48.34)
rs r
de donde la autoinduccién es igual a
L = (n®/I) = [pan®/(2r)) In (ry/ry). (48.35)

§ 49. Trabajo y potencia de la corriente alterna

Se deducen las f6rmulas del trabajo y la potencia que desarrolle la co-
rriente alterna. Se analizan los fenémenos fisicos principales, relaciona-
dos con el funcionamiento de los motores eléctricos.

Potencia instantinea. La energia de la fuente de fem exteriores en el circuito
con corriente sufre las siguientes transformaciones:

a) se convierte en calor, debido al calentamiento de Joule del conductor
[véase (27.4)). Si en el circuito existe un consumidor que, a cuenta de la energia
de la fuente de fem exteriores, efectiia un trabajo mecénico, su potencia se ex-
presa mediante una férmula, semejante a (27.4). Por eso, supongamos que en el
circuito existe sélo una resistencia 6hmica R y la potencia disipada en esta re-
sistencia, la denotamos por P,; = I*R;

b) se transforma en energia del campo magnético. Dado que la energia del
campo magnético se determina por la f6rmula (47.5), la potencia, desarrollada
por la fuente de fem exteriores para la variacién de la energia del campo magné-
tico, es igual a

dW dl
Pilc:T:'L[?' {49'1)

Las propiedades inductivas del cireuito se caracterizan por la inductancia
L. A diferencia de Pyp, la potencia P,, puede ser tanto positiva(dl/d: > 0),
como negativa (df/d¢ << 0). Esto significa que la fuente de las fem exteriores ce-
de la energia para aumentar la energia del campo magnético y recibe la energia
al disminuir la energia del campo magnético;
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c) se transforma en energfa del campo eléctrico al variar éste. Las propieda-
des eléctricas del circuito se caracterizan por su capacidad €. Dado que la ener-
gia del condensador, cuyas placas contienen una carga @, se determina por la
formula (18.20d), la potencia de la fuente de fem exteriores para lavariacién
de la epergia del campo eléctrico es igual a

pw=3‘§=% %:% I, (49.2)
donde I = dQ/di es la intensidad de la corriente en el circuito. Esta potencia
puede ser tanto positiva, como negativa: al aumentar la intensidad del campo
eléctrico, la energia de la fuente de fem exteriores se convierte en energia del
campo eléctrico y al disminuir la intensidad, la energia del campo eléctrico se
transforma en energia de la fuente de fem exteriores.

La potencia total, disipada por la fuente de fem exteriores en el circuito, es

igual a
Py = P + Pyp + Pic- (49.3)

Con frecuencia P, se denomina potencia, disipada por la corriente o potencia de co-
rriente. Nosotros haremos uso de esta expresién, pero recordando su caricter con-
vencional. De la misma manera, Py, Py, Pyc se llaman potencias de corriente
en la resistencia, inductancia y capacidad. Para mayor evidencia supongamos
que la resistencia 6hmica, la inductancia y la capacidad estin concentradas en
distintas partes del circuito (véase la fig. 192).

La fem exterior U/ se denomina tensién.

En la resistencia 6hmica transcurre el cambio del potencial en U, = /R,
por eso se ha aceptado denominar U, pérdida de tension en la resistencia.
Entre las placas del condensador la diferencia de potencial es U;c = Q/C. Por
eso en el circuito en el condensador la tensién varia en U . En la inductancia
surge la fem de autoinduccidén g™ — __ I dl/d¢, para cuya compensaci6n la
fuente de fem exteriores gasta una parte correspondiente de la fem exterior
(U, = L dJ/dt es la variacién de la tension en la inductancia).

Por esta razén, las férmulas (49.1) y (49.2) adquieren el aspecto:

Py, = Uyl, Pic = Ul (49.4)
Entonces [véase (49.3)]

Pg=UgRI+UiJ+UcIm UI. (49.5)

Sea que la intensidad de la corriente en el circuito varia segin Ia ley
I = I, sen wt. (49.6)
Conforme a la fig. 193 para los valores reales de Uy, Uic ¥ Usn escribimos?
Uy = TooL sen (ot + n/2), (49.7_)-
Uﬂ; = [Iaf{ﬁ)c)] sen [(l.'l‘ — 1':./2). - (49.8)

Ulﬁ = !DR sen wi. (49.9) 4
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Por consiguiente, las potencias instantineas, disipadas: por la corriente en
diversos elementos del ‘circuito, se determinan ‘por las formulas: '

P, = IoL sen ot sen (6t + n/2) = NoL sen wt X cos wt, '(49:_1_10).'
Pyo = [I*/wC)] sen ot sen (0t — n/2) = — [I:f{mC)l sen wt cos of,

- (49.11)

Pyp = I3Rsen? wt, (491.2) ;

que muestran que tinicamente en la resistencia R la potencia de corriente es-todo
el tiempo 'positiva, es decir, la corriente efectic un trabajo-positivo. La:potencia
instantdnea, disipada por la corriente en la inductancia y capacidad es.de signo va-
riable: una parte de tiempo la corriente realiza un trabajo positivo, es decir, transmi-
te su energia a esos elementos; y otra parte de tiempo es trabajo negativo, o sea,la
energia de dichos elementos retorna a la fuente de fem exteriores. De esta manera su-
cede el intercambio de energia entre las inductancias, capacidades y fuentes de fem,
exteriores, durante el cual lo capacidad e inductancia desempefian el papel de fuen-
tes de fuerzas electromotrices.

Potencia media. Para obtener la potencia media de corriente durante
un perfodo de oscilaciones es necesario tomar el valor medio de las expresiones
(49.10)— (49.12) respecto al perfoda de oscilaciones de la intensidad de la co-
rriente. En este caso hay que tener en cuenta que

(sen wt cos wt) = 0, (sen®wt) = 1/2. (49.13)

Tomando en consideracién (49.13) y partiendo de (49.10) — (49.12), ha-
llamos:

Py = (Py)=0, (49.14)

Pe= (P} =0, (49.15)

Pp = (Pgg) = I,R/2. (49.16)

La potencia media se diferencia de cero sélo en la resistencia R. Las po-
tencias medias en la inductancia y capacidad son nulas, es decir, la corriente
gn-estos elementos no efectia ningin trabajo, son en término medio, eléctrica-
mente neutros. Por esta razén la resistencia R se denomina elemento activo del
circuito (resistencia 6hmica) y la capacidad e inductancia, reactancias.

-Valores efectivos de la intensidad de la corriente y de la tensién. De la
fig. 193 se ve que

I,R = Ujecos g, (49.17)
y.por eso la formula (49.16) puede representarse como
Pg =12 IR = 1/2 I, U, cos g, (49.18)

donde I, U,, son las amplitudes de la intensidad de la corriente y de la tensién
exterior; p, la diferencia de fases entre la intensidad de la corriente y la tensién
[véase (48.20)] y cos ¢, el factor de potencia, del que depende cuan efectiva es
la transmisién de la potencia desde la fuente de corriente al consumidor.
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- La potencia instantdnea de la corriente continua coincide con la media
[véase (49.2)]. Puesto que en la corriente continua cos ¢ = 1, la férmula (49.18)
puede hacerse idéntica a (27.3) si en lugar de los valores de la amplitud de I,
y U, se usan sus valores efectivos:

Ty=1JVZ, Uuw=UlVZ. (49.19)
Entonces "
Pﬂ' = !“Uﬂcos P. (49.20)

La utilizacién de I, y U, permite examinar la potencia de corriente al-
terna de modo formal como si no hubiese oscilaciones de la potencia. Unica-
mente la presencia de cos ¢ nos recuerda que se trata de la corriente alterna.

Cuando en la electrotecnia se habla de la intensidad de la corriente alterna
¥ la tensidn, se tienen en cuenta sus valores efectivos. Por ejemplo, los amperi-
metros y voltimetros se gradiian, por lo general, respecto a los valores efectivos.
Por esta razén, el valor méximo de la tensién en el circuito de corriente alter-
na es casi una vez y media mayor que el que muestra el voltimetro. Esto se debe
tener presente al calcular los aisladores, al analizar las cuestiones de seguridad,

Factor de potencia. Una de las aplicaciones principales de los circuitos
de corriente alterna es la transmision de la energfa. Por eso &l proyectar las li-
neas de transmisién es necesario tener en cuenta el cos ¢.

Supongamos que en la linea haya sélo una carga activa. Entonces, cos p =
= 1 y la potencia que se transmite a la carga es maxima para [, y U,, prefija-
das. Si en el circuito se conecta una carga reactiva, por ejemplo, una inductan-
cia, ol cos ¢ se hace inferior a la unidad y para asegurar la transmisién se debera
sumentar respectivamente [y U, 08 decir, suministrar una corriente mayor al
consumidor de energia por medio de la linea de transmisién. Ello conduce al
incremento de las pérdidas de energia en calor de Joule en la linea de transmi-
sién. Por eso se tiende siempre a distribuir las cargas de manera que ¢ = 0, 0 sea,
cos g~ 1.

xaminemos, verbigracia, la linea de transmisién para alimentar unabom-
billa (fig. 196) cuando en el circuito se acoplan en serie con la bombilla una induc-
tancia grande y una capacidad variable. Sea en el momento inicial la capaci-
tancia nula (C = o). En este caso para valores de Lo suficientemente grandes
en comparacién con la resistencia.A de la bombilla, el 4ngulo ¢ alcanza valores,
proximos a n/2 y cos @ es muy pequedio. Por eso, incluso si el valor absoluto de:
Ugien el circuito es bastante grande, de la bombilla se desprende una potencia
muy pequefia, por lo que‘arde sin brillo o incluso no arde. Al disminuir la capa-"
cidad C, el factor de potencia crece (el 4ngulo ¢ disminuye, aproximéindose a
cero) y comienza a aumentar el caldeo de la bombilla. La tension efectiva en los
bornes-del generador permanece invariable y la potencia que transmite el gene-
rador ala linea, crece. Asi pues, el aumento del factor de potencia, introduciendo
cargas reactivas que no consumen potencia alguna o, como se llaman, cargas”
desvatadas, en el circuito permite mejorar la eficacia del funcionamiento de la’
linea de transmisién. .
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Motores eléctricos, Una. de .las aplicaciones, méas importantes. de la co-
friénte.eléctrica 63 la transformacién de la energfa que transmu.a &0 8
:cimco que eféctiian los motoros eléetricos., Su funcionamiento::
o.la fuerza de Ampére que actiia sobre el conductor. e :
mngnéﬁco El primer motor eléctrico qua dio origen al empleo dela elec-
idad para producir traha] o, fue eonstruido en 1839 por B. .S..Jacobi (1801

Para aclarar la parte principal del asunto estudiemos el-motor m#s:sencillo
‘dé’corriente continua (fig. 197). La fuente de la fuerza electromotriz constante

F il o ¢
] £
-[ f*'o @ ,-‘ ———ipe
. .
A [
g x
Fig. 196 ~ Fig. 187
Elevacion del factor de potencia Esquema de funcionamiento de

un motor eléctrico elemental

U, 3o conecta al circuito ACDFA. Un conductor rectilineo DC puede deslizarse
a lo largo de los conductores FG y A K. El se encuentra en un campo magnético
homogéneo, cuya induccién estd dirigida hacia arriba respecto al plano del di-
sefio. Cuando la corriente recorre este conductor, sobre él actiia la fuerza de
Lorentz F = IlB. Influido por ella, el conductor se mueve y realiza un trabajo
mecénico, o sea, efectfia la funcién de motor eléctrico.

Examinemos el balance de energias. Al desplazar el conductor a dz, se rea-
liza un trabajo

dd = Fdz = IIB dz (49.21)
¥, por lo tanto, la potencia es igual a
Py = dA/dt = IB, (49.22)

donde
v = dz/dt es la velocidad del conductor.

Por otra parte, al moverse el conductor en el circuito surge una fuerza elec-
tromotriz de induccién

— a0 1B
Boa="g= —2E = —IBy, (49.23)

dirigida contra la fuerza electromotriz exterior que genera las corrientes y efec-
tda el trabajo en superar la accién de la fuerza (49.23). La potencia que gasta
en este caso la fuente de foem exteriores es igual a

Poye = 8™ = — IBul. (49.24a)

23=01444
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La comparacién de {49.24) con (49.22) muestra que foda la potencia que de-
sarrolla el motor eléctrico se abastece por la fuente de fem exteriores. Ademés de laa
potencias 1itiles {49.22), )a fuente de fem exteriores desarrolia una potencia- ]
se gasta para liberar el calor de Joule en la resistencia 6hmica de los cables; pq’g
los que circula la corriente, y en la resistencia interna de la fuente. Designand
por R la resistencia Shmica sumaria de los cables y la resistencia interna di
fuente, obtenemos el siguiente balance de tensiones para un circuito cerrado’{la
primera regla de Kirchhoff):

IR =U, + g™ = U, — 1Bv. {49.24b)
Multipliquemos los dos miembros de dicha igualdad por I: :
I'R = UJd — HBy = Uy — Py, (49.25)

donde se ha hecho uso de la expresién (49.22). Es atil escribir la férmula (49.25)
en definitiva como
Pp=1Uy=I’R + Py, (49.26)

es decir, la potencia que desarrolla la fuente de fem exterior, se gasta en liberar‘
el calor de Joule con una potencia I, R y el trabajo del motor eléctrico de poten-
cia Pp,.

Para la corriente alterna el cdlculo del balance de energias es algo més com-.
plicado, pero la esencia fisica queda siendo la misma.

Motores sincrénicos. Para asegurar la continuidad de funcionamiento del
motor es necesario crear cierto régimen periédico. El circuito més sencillo es
ol que se muestra en la fig. 197, en el que la induccién cambia peribdicamente
con el tiempo.

Después de. que el conductor CD se desplace a cierta distancia a la dereclia
y efectie un trabajo determinado, la direccién de la induccidn se hace inversa;
Para una misma orientacién de la corriente la fuerza F cambia también su direct
cién por la contraria. Después de ello, el conductor se decelera y comienz a
moverse hacia la izquierda, realizando de nuevo un trabajo, etc. En definitiva;
se obtiene un motor eléctrico, cuya parte de funcionamiento (conductor CD}
se mueve de modo sinerénico con un campo magnético exterior variable. Se:
mejante motor se denomina sincrénico. En el circuito indicado se puede, clafo
estd, dejar la induccién constante y cambiar periddicamente la direccién de. li
corriente en el circuito en movimiento. En este caso el movimiento del conductor
va a transcurrir de modo sinerénico, variando la corriente en él. Este motor-é“s
también sinerénico. También se puede cambiar simultineamente de una manera

rrespondiente 1a intensidad de corriente en el conductor: y la inducci
ejecutando de manera sincrénica con ellas un movimiento correspondiente del
conduc!.or CD.

Los motores sincrénicos qua se usan en la téenica, funcionan en principio
de la misma manera que el motor esquemitico. Ademés en la técnica se utilizan
las tres POSlbllldadBS de realizar el motor sin¢rénico. Sin embargo, 1a real as
cién efectiva de estos circuitos, sencillos en lo fundamental, se conleucmnan
con-construcciones bastante complejas. Por regla general se usa el movimiento
giratorio.
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La fig. 198 representa el circuito més simple de funcionamiento. del motor
sinerénico con movimiento rotatorio. En un campo magnético constante se en-
cuentra un cuadro que recorre la. corriente alterna. Las fuerzas de: Lorentz que
acthan sobre los conductores del cuadro, perpendiculares:‘a la induccién ‘del
campo magnético, crean un momento-rotatorio, bajo la.acci6n del cual el-cuadro.
gira. Para que ese, momento actiie todo el tiempo en una misma direccién la fre-
cuencia de rotacién.del cuadro debe ser igual a la frecuencia de la corriente alter-
na que circula por §l, es-decir, debe observarse la condicién de sincronismo. Pue-

Fig. 198 Fig. 199

Circuito de funcionamiento de Esquema de aparicién de mo-

un motor simerénico mento de rotacién en un motor
asinerénico

den realizarse también tales circuitos de los motores cuando la frecuencia de
rotacién del cuadro sea en una cantidad entera de veces inferior a la frecuencia
de la corriente alterna que alimenta el motor eléctrico.

Los defectos principales de los motores sincrénicos son la dificuitad de po-
nerlos en marcha, cuando la frecuencia de rotacién del cuadro se hace sincrénica
con la frecuencia de la corriente alterna y puede desaparecer el sincronismo al
aumentar bruscamente la carga. En la técnica se elaboraron procedimientos para
superar con bastante eficacia dichos defectos.

Motores asinerénicos. El campo magnético que varia segin la ley de la
induccién electromagnética de Faraday crea un campo eléctrico [véase (46.5)].
Si en el conductor existe semejante campo rotacional, surgen las correspondien-
tes corrientes eléctricas, cuya densidad en cada punto del conductor se determi-
na por la ley de Ohm (j = yE). Estas corrientes éstin en interaccién con el
campo magnético. Por consiguiente, el campo magnético alternativo no sélo
crea en el conductor corrientes, sino que actiia sobre ¢é1 con las fuerzas corres-
pondientes.

Imaginémonos que ¢l campo magnético alternativo se origina por los ima-
nes A y C que estén sujetos en un eje y pueden girar alrededor de él bajo la ac-
cidn del momento de fuerzas exterior (fig. 199). El disce D, hecho de un condue-

23+
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tor continuo, se fija también en el eje y puede girar a su alrededor. Al moverse
los imanes, en cada punto del disco D existe un campo magnético alternative y
surge una densidad correspondiente de corriente, sobre la que actda la fuerza
de Ampére por parte del campo magnético. Asi pues, sobre el disco D por parte
de los imanes en rotacién actian fuerzas determinadas. Calculemos el efacto re-
sultante de dichas fuerzas. Segin la ley de Lenz, las corrientes que aparecen en
el conductor merced a la induccién electromagnética de Faraday, tienden a dis-
minuir l1a a¢eidn de los factores que las provocan. En el caso dado el factor que:
provoca las corrientes de induccién en el disco D es el movimiento relative del

ﬁ B,-'Bo;enml
§

1
]
-
Q B,=B,coswi

s L] bl s
Fig. 200 Fig. 201
Esquema de la instalacién para Adicién de dos-oscilaciones ar-
crear un campo magnético gira- ménicas mutuamente perpendi-
torio culares con una diferencia de

fases de n/2

imin y del disco. Por lo tanto, las fuerzas que actian sobre el disco, deben ten-
der a reducir la velocidad respecto al movimiento del imin y del disco. Esto
significa que al disco debe aplicarse un momento de fuerzas que tiende a hacer
girarlo en la misma direccién en que giran los imanes. Por esta razén, el disco
comienza a rotar en direccién del movimiento de los imanes, como si se atrajese
por el campo en rotacién de los imanes. E1 momento de fuerzas existe sélo cuan-
do la velocidad angular de rotacién de los imanes se diferencia de la de rotacién
del disco, o sea, entre el campo magnético en rotacién y el disco existe un «desli-
zamientos. Cuanto menor sea éste; . menor:serd el momento de fuerzas que .actdan
sobre el disco. Por eso, al aumentar la carga sobre el sje del disco,.crece el.¢de-
slizamientos.. Para la velocidad constante de rotacién del campo magnético y
de’su induceion la-velocidad de rotacién del. disco se reduce.

Este mecanismo: de ‘poner-el disco en totacién es la base principal del fun-
cionamiento de. 10§ motores asincrénicos. Pero para que el motor pueda denomi:
narse motor eléctrico, es necesario asegurar la rotacién del campo magnético.sin
usar la transmisién mecénica. Con este fin se usan los imanes eléctricos: fue-se
alimentan-. de corriente . alterna: _ '

Creacién de un campo magnético giratorio. Dos imanes eléctricos. que
originan-campos magnéticos mutuamente perpendiculares (fig. 200), se alimen-
tan'de una-corriente alterna con diferencia de fases m/2. En el cireuito (fig. 200)
esto se logra en gran medida introduciendo en el circuito imanes eléctricos de
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inductancia L y resistencia R. Como resulatdo
de/bllo;-en-el espacio entre.los polos de los ima- -
16880 forman dos campos magnéticos altermati- s
ryasinducciones varfan por una ley armé-
on_diferencia de fases, préxima a n/2, La
le las.inducciones B, 'y B, de estoscampos
es-el" vector B que gira alrededor del punte Fig. 202
'0:(tig. 201). ! i L _ Inducido -en cortocircuito’ de
Sien el espacio entre los imanes (fig. 200) 3¢ un motor ssincrénico
coloca un conductor masivo, por ejemplo, un =
cilindro con el eje de rotacién perpendicular al planc de la figura, en’ el
‘camipo giratorio él girard énla direccién de rotacién del campo. Los procesos
fisicos que transcurren son semejantes a los que se realizan al crear el campo
por medio de imanes permanentes en rotacidén. En lugar de un cilindre conti-
nuo se usa un rotor cortocircuitado (fig. 202).

El campo magnético giratorio es mds c6modo crearlo con ayuda de corriente
Irifdsica, ya que en este caso no se requiere crear artificialmente una diferencia de
fases entre las intensidades de las corrientes que alimenian distintos imanes eléctri-
cos (véase el § 52).

Esta claro que la velocidad de rotacién del motor asincrénico puede variar
coniinuamente, sin estar en alguna relacién miiltipla con la frecuencia de la
corriente de alimentacion, por eso el motor se denomina asincrémico. La posi-
bilidad de variar continuamente la velocidad de rotacién es una de sus ventajas
méis esenciales.

La intensidad de la corriente en los devanados del imén eléctrico depende
del «deslizamientos: cuanto mayor es éste, tanto mayor es la intensidad de la
corriente. Por eso en el momento de puesta en marcha, cuando el deslizamiento
es méximo, por los devanados del motor pasa una corriente muy fuerte que les
puede deteriorar. Para evitar eso, al circuito de alimentacién se introduce un
redstato regulador que se pone en el momento de conexién enuna resistencia bas-
tante grande. A medida de aumentar la frecuencia de rotacién del motor, se re-
duce la resistencia del redstato.

Lo mismo que en el caso de los motores sincrénicos, la ejecucién técnica de
los motores asincrénicos se caracteriza por la gran variedad y no es una tarea
sencilla. No obstante, incluso en las construcciones més complejas los principios
fundamentales permanecen invariables.

Los motores asincronicos pueden funcionar no sélo cuando el campo magné-
tico es giratorio, sino cuando es pulsante. Esto es evidente si se toma en consi-
deracién que el campo pulsante es equivalerite a dos campos que giran en direc-
ciones contrarias. Uno de los campos asegura la rotacién del rotor del motor
asincrénico, mientras que el campo con direccién de rotacién contraria no ejer-
ce, en término medio, influencia alguna sobre la rotacién del rotor.

Adaptacién de la carga al generador. Un generador de corriente alterna
que origina la fuerza electromotriz, posee por si mismo cierta resistencia inter-
na, capacidad e inductancia, es decir, posee una impedancia determinada:

Zg = R; + iX,, 49.27)
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donde R; es la resistencia 6hmica y X, la reactancia que es en si la diferencia
entre la inductancia y la capacitancia. f‘a carga para la que trabaja el generador,
se caracteriza también por la impedancia:

Z, = R¢ + iX., (49.28)
con la particularidad de que la potencia se disipa sélo en la resistencia ¢hmi-
ca R.. En el circuito el generador y la carga se unen en serie, U es la fuerza
electromotriz del generador.

La potencia que se desarrolla en la carga R, conforme a la férmula (49.16), es

P, =1/2 IR, (49.29)

donde I® es el cuadrado de la amplitud de la intensidad de la corriente que
circula por la carga. Basindose en (48.19b), tenemos

|Ug 12 | Ug I®

4 z e = S — .
Ty= I | Zg+2Zc 1% (Rg+ Rc)'-i-(xg-l*xu)' ' (49.30)
Con ayuda de esta ecuacién escribamos la férmula (49.29) asi
| Ug |2 R,

D (49.31).

i -

2 (Ag-t+Re)'+ (Xg+ Xo)* *
Aclaremos para qué condiciones esta potencia es méxima.
Las reactancias X; y X, pueden tomar tanto valores positives, como

negativos. Es obvio que para lograr la potencia méxima en (49.31), es nece-

sario que se cumpla la condicién 3

{ Xt X a0 (49.32)

Eso significa que el factor de potencia debe tener el valor méximo*
(cos @ = 1). Al observar la condicién (49.32), la expresién (49.31) adquiere el
aspecto

1Ug 12 R
P, = 3 o +¢Rc). : {4933}

La potencia cambia al variar la resistencia hmica de la carga, alcanzando
el miximo a condicién P /IR, = 0, es decir, cuando

R.=Rg. . (49.34)

Si se observan las condiciones (49.32) y (49.34), el generador entrega a la
carga la potencia mdzima. Eneste caso se dice que la carga estd adaptada total:
mente al generador. -

" 'Teniendo en_cuenta (49.34), la potencia méxima, disipada por la cargd
del generador, es igual a '

' P 1Ugl* 4 [ 49.35) =

| oméx=""3—~ TF "4} (19:90)

donde (U?) es el cuadrado medio de la amplitud de la tensién del generador.
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Las cuestiones de la adaptacién de la carga al generador tienen gran impor-
tancia en todos los casos cuando se necesita transmitir a la carga una potencia
méxima, Verbigracia, la resistencia de entrada del receptor debe estar adaptada
a_l la resistencia de la antena (generador) y de la linea de transmisién (véase
el § 54). 1 = _

Corrientes de Foucault. Las corrientes de induccién que surgen en los con-
ductores masivos en un campo magnético alternativo, se denominan corrientés de
Foucault. A veces desempefian un papel til, pero en algunas ocasiones; son
nocivas.

Las corrientes de Foucault son dtiles en el rotor del motor asificrénico
que se pone en movimiento por medio de un campo magnético giratorio, ya
que la misma ejecucién del principio de funcionamiento del motor asincrénico
requiere la aparicién de dichas corrientes, Siendo corrientes de conduccién, las
corrientes de Foucault disipan parte de la energia en liberar el calor de Joule.
Dicha pérdida de energia en el rotor del motor asincrénico es infructuosa, pero
hay que conformarse con ella, evitando finicamente el recalentamiento excesivo
del rotor. Pero al mismo tiempo en los niicleos de los imanes eléctricos del
motor asincrénico, hechos por lo general de material ferromagnético, por lo
que son conductores, surgen también las corrientes de Foucault que no tienen
nada que ver con el principio de funcionamiento de los imanes, pero calientan
los nicleos, empeorando con ello sus caracteristicas, Ellas deben eliminarse
como factores perjudiciales. Se eliminan, confeccionando los niicleos en forma
de placas finas, separadas la una de la otra con capas de aislador, con la parti-
cularidad de que se colocan de tal manera que las corrientes de Foucault atravie-
sen las placas. Merced a ello, siendo el grosor de las placas bastante pequeio,
las corrientes de Foucault no pueden desarrollarse y por eso poseen una densi-
dad volumétrica pequefia.

El calor de Joule que desprenden las corrientes de Foucault se aplica con
utilidad durante el calentamiento o incluso la fundicién de los metales, cuando
eso resulta més ventajoso o m4s Gtil en comparacién con otros métodos de calen-
tamiento. Si el metal se calienta usando corriente de frecuencia muy alta, debi-
do al efecto pelicular (véase el § 53), se calienta al rojo sélo la capa superficial
del conductor.

La potencia instanténea que desarrolla la corriente en las inductancias y capacidades,
es de signo variable ¥ en la resistencia, es positiva.

§ 50. Resonancias en el circuito de corriente alterna

Se ezaminan las resonancias en el circuito de corriente alterna y las
propiedades del circuito oscilante.

Resonancia en serie, Examinemos un circuito en el que se conectan en serie
con el generador R, L, C (véase la fig. 192) y determinemos la dependencia del
valor de la amplitud de la intensidad de la corriente I, y la diferencia de fases @
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entre la corriente y la tensién exterior con respecto a la frecuencia. Basdndose
en (48.18) y (48.20), tenemos:

- Ull
b VR Zo—1/@0) 7 ' 04)
tgp= EE:.;T@LQ i (50. 2)

Las gréficas de las dependencias de 7, (») ¥ ¢ (w) se representan en las
flgsf 203 y 204. La intensidad de la corriente /7, alcanza el valor méximo para
a frecuencia

que se denomina frecuencia de resonancia del eircuito. Aqui la amplitud de la
intensidad de la corriente es igual a Uy/R y la diferencia de fases ¢ = 0, o sea,
L

- ——————

It o A
2
Fig. 203 Fig. 204
Dependencia entre }a intensidad Dependencia entte el desfasaje @
de la corriente y la frecuencia v la frecuencia para la resonan-
para la resonancia en serie m en serie

resulta como si el circuito no tuviera ni capacidad, ni inductancia. Con otras
palabras, para esa frecuencia las tensiones en la capacidad e inductancia se
compensan por completo mutuamente, siendo iguales de valor (siempre son con-
trarias segiin la fase). Por eso dicha resonancia se llama también resonancia de
tensién o con més frecuencia, resonancia en serie. E!l diagrama vectorial de la
resonancia en serie se da en Ia fig. 205. Durante la resonancia (® = @,) el c1r—
cuito se comporta como una resistencia puramente 6hmica.

Siipor el circuito circula una corriente de frecuencia constante e, al cam-
biar, ;por ejemplo, la inductancia, I, tiene también un cardcter de resonancia
de'la-variacién. El valor méximo de J, se aleanza para L = 1/(@*C)[véanse (50.1)
¥y (50.3)]. Si se conecta una bombilla en el circuito, su brillo aumenta al apro-
ximarse a la resonancia, alcanzando el méximo en la resonancia, y después
disminuye.

‘Resonancla en paralelo. Examinemos el circuito representado en la fig. 206:
Es obvio‘que la -intensidad de la corriente que circula por el circuito -es



'§:50. Resonanciss an al circuito de corrisnts alterna 361

igual a
AT 1 . = .
Ishi4Ie=U (ggmp +16C) =U-(?ﬁ_%+:mc) =
R B U R : T
=U wror ! mren ["’L“"c(ﬂ"“‘-’"")]- (50:4)

Por consiguiente, para la condicién
oL — o€ (R* 4+ 0*L?) =0 (50.5)

el circuito se comporta como una resistencia puramente Shmica. El désfaéﬁje
entre la tension exterior y la intensidad de la corriente es igual a cero. Al dividir

Biwll e ¢
Ja L,
A L
I e _{:}J‘M—_
Rl =V —
'r.l.
()
lay
] g
wl u
Fig. 205 Fig. 208
Diagrama vectorial de las ten- Circuito cn el que se efectia la
sionea para la resonancia en resonancia en paralele

serie
todos los términos de la ecuacién (50.5) por w?LC, la escribimos en la forma

1 R2

= — oL = —. (50.6)
En la mayoria de los casos importantes en la préctica se observa la con-

dicién wL > R y por eso la solucién de las ecuaciones (50.5) y (50.6) puede

representarse como ) :

o, =1/VLC. (50.7)

Para esta frecuencia de resonancia la impedancia alcanza su valor méximo
y la intensidad de corriente 7, en el circuito, el valor minimo. Sin embargo, las
intengidades de corriente J; y I, en este caso no son minimas. El diagrama
vectorial de las intensidades de corrientes en el circuito se da en la fig. 207.
Al aproximarse a las condiciones de resonancia, el diagrama de corrientes
adquiere la forma mostrada en la fig. 208. Asi pues, dentro del circuito circulan
corrientes mwy grandes en comparacién con las que se suministran a dicho cir-
cuito. La carga dentro del circuito pasa de la capacidad a la inductancia y vice-
versa, o sea, en este circuito tiene lugar la oscilacién de la intensidad de la co-
rriente, Las intensidades de las corrientes en la capacidad e inductancia se encuen-
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tran en resonancia como se ve de la fig. 208. Ellas se compensan mutuamente.
Por eso la propia resonancia se denomina resonancia de corriefite o con més
frecuencia, resonancia en paralelo.

Circuito oscilante. En ambos casos examinados el circuito, mostrado en
la fig. 192, se comporta como un sistema de resonancia que efectda oscilaciones
forzadas bajo la influencia de la fuerza exterior. En 1853 Thomson por primera
vez estudid las oscilaciones de la corriente en un circuito LC. Fue entonces cuan-
do obtuvo la férmula (50.7), llamada posteriormente férmula de Thomson

(T = 2xV LC). Para analizar las oscilaciones de la intengidad de la corriente

Io = iuCl v

/

S F+ fwl

Fig. 207

Diagrama vectorial de las co-
rrientes en el circuito con capa-
cidad e inductancia acopladas

!

- .

lg = iwCl I =U/Niwl)

Fig. 208
Diagrama vectorial de las co-
rrientes parala resonancia en
paralelo

en paralelo

se puede directamente utilizar los resultados de la teoria de las oscilaciones
mecdnicas forzadas de un punto. Con este fin es necesario aclarar qué magni-
tudes en las oscilaciones eléctricas corresponden a la fuerza, desviacién y velo-
cidad para las oscilaciones mecénicas. Escribamos la ecuacién para las oscila-
ciones mecénicas forzadas:

z 4 2yz + ol = Fim, (50.8)

donde z es la desviacién del punto respecto a la posicién de equilibrio; m, su,
masa; F, la fuerza exterior; y = b/(2m), el decremento del amortiguamiento y b,
el coeficiente de friceién. Los puntos significan las derivadas respecto al tiempo.
~_ Ahora transformemos las ecuaciones (48.12) y (48.13) para el circuito
«aléetrico, Tomando én consideracién que 87 = dQ/dt, escribamos (48.12) como

LEL4R X 0=V (50.9)

Al dividir los dos miembros de (50.9) por L, recibimos la ecuacién

0 + (RIL) § + MI(LO)I Q = UIL, (50.40)

semejante & (50.8), El papel de la desviacidn, en el circuito eléctrico lo desem-
peiia.la.carga @ en las placas del condensador, el papel de masa, la inductancia L,

ol papel de fuerza, la fuerza electromotriz U y el papel decoeficiente de friccidn,
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la resistencia Ohmrica A. _I._._g frecuencia de las oscilaciones na_t}lrglm_del cir-,
cuito eb igual a o, = 1/} IC [véase (50.3)l. La intensidad de corriente J =
='dQ/dt desempeiia el papel de velocidad. Dado que para las oscilaciones
mecinicas de un puiito se estudian ‘por lo general su desviacién respecto a la
posicién de equilibrio, la amplitud de las oscilaciones, etc., & ‘analizar las
oscilaciones eléctricas: es cémodo hacer uso de la ecuacibn (50.10), en vez de
(48.43). ‘Ademés;-en lugar de la-carga Q en las placas .del condensador és-Gtil
emplear la-tensi6n :en el condensador (Uy = Q/C). Respecto a esta-magnitud
ia ecuacién (50.10) adgiiere el aspecto I

Ue+ 290 + 00U = 02U, Ty (50.11)

donde vy = R/(2L) y w4 = 'l/'\/ LC. Todas las propiedades de estas oscilaciones
se obtienen mediante una simple comparacién de las magnitudes vy, a,, U, Ug
del circuito oscilante eléctrico con las magnitudes correspondientes que caracte-
rizan las oscilaciones mecinicas del punto. En ausencia de resistencia (R = 0)
la frecuencia de las oscilaciones naturales del circuito es igual a w, = (LC)-*2,
Las oscilaciones son no amortiguadas. En presencia de resistencia Shmica las
oscilaciones se hacen amortiguadas, con la particularidad de que la duracién
del amortiguamiento es igual a

Tam = 1/y = 2L/R. (50.12)

A titulo de frecuencia de las oscilaciones no amortiguadas, en el sentido
convencional usual, se toma la frecuencia

=Y ol —. (50.13)
El decremento logaritmico de amortiguamiento es igual a
8 = y7, (50.14)

donde T = 2xt/w, es el periodo de las oscilaciones naturales.

Las curvas de resonancia de amplitud y de fase son semejantes a las curvas
correspondientes para las oscilaciones mecanicas.

El factor @ se determina por la igualdad

U 1] L { L
Q= E::: = Go:”:—%=f%_=T o (50.15)

donde. U, 4. 8 la amplitud de la tensién en el condensador durante la reso-
nancia; U,, la amplitud de la fem exterior, aplicada al cuircuito. Asi pues, en
un circuito con buen factor Q la amplitud de oscilaciones de tensién en el con-
densador puede ser mucho mayor que la amplitud de la tensién, suministrada
al circuito.

La anchura de la curva de resonancia es

240 = @y/Q = R/L. (50.18)

Recordemos que la anchura 2Aw de la curva de resonancia no se determina
respecto a la amplitud de oscilaciones, sino respecto al cuadrado de la amplitud.
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§ 51. Circuitos con induccién mufua

Se exponen los métodos principales del cdlculo “de los circuitos. Se
examina el funcionamiento del transformador,

Papel de la induecién mutua, Cada uno de los circuitos, recorrido por la co-
rriente alterna, es una funie de un campo magnético alternativo. Segin la ley
de la induccién electromagnética de Faraday, este campo induce en otros cir-
cuitos que se encuentran en dicho campo, fuerzas electromotrices que cambian
la intensidad de la corriente en los mencionados circuites. De esta manera, los
circuitos resultan estar ligados entre s mediante la indiccién eleciromagnética.

Ecuaciones para el sistema de conductores, teniendo en cuenta la auto-
inducci6n e induceién mutua. El flujo magnético total que atraviesa el k-ésimo
circuito se define por la expresién

N
0!\:{21 Ly, {51.1)

que es una generalizacién directa de las férmulas (47.6) y (47.10) para el caso
de muchos circuitos con corriente, basindose en el principio de superposicion.
Aqui Ly es la inductancia del k-ésimo circuito y Ly; para & 5= i es la inductan-
cia ;;mt.ua de los circuitos k-ésimo e i-8simo. La cantidad total de conductores
es .

Para simplificar supongamos que en los circuitos no hay capacidades.
Entonces, teniendo en cuenta la induccién magnética para la intensidad de la
corriente en el k-ésimo circuito obtenemos la ecuacién

Ith = Uh ) dmhﬂ'ldt, (51..2)

donde U, es la fuerza electromotriz exterior en el k-ésimo circuito. Ponien-
do (51.1) en (51.2), obtenemos para definir la intensidad de la corriente en
todos los circuitos, el siguiente sistema de ecuaciones:

N
LR=Up— 3 Lu gt (k=1,2, ..., N). (51.3)
=1

_ Estesistemalineal de ¥ ecuaciones para & incégnitas que son las intensida-
des delas corrientes [, és-completo y, en principio, siempre se puede resolver.
El tinico problema no trivial es la definicién de las inductancias mutuas y las
inductancias de los circuitos. En las ecuaciones (51.3) estas magnitudes se
congideran conocidas.

Caso de dos circuitos. Examinemos como ejemplo el sistema de ecuaciones
para dos circuitos: : '

d
LR =U—(L S +La52) (51.4)

LR =U,— (Lo 32+ 1o 42) | (51.5)
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donde L, y Ly, son las inductancias de los cir- P ;
cuitos primero y segundo y L,; ¥ Ly, las induc- o =lm —u
tancias mutuas de los circuites.
La solucién sucesiva serd bastante sencilla G ol |#
. I E

si se examina la situacién que se'realiza con una
precisién suficiente en el transformador de co-
rriente alterna (fig. 209). _ o
Transformador. En el transformador existen Fig. 209
dos conductores, devanados en forma de bobinas Transformador
sobre un nicleo cerrado hecho de material con gran )
permeabilidad magnética, merced, & Io cual los flujos de.induccién magnética,
originados por las corrientes que-recorren los conductores, estan concentrados por
completo précticamente dentro del niicleo. Los conductores se demominan
devanados del transformador. El devanado al que se conecta la fuente de fem
co_lxt.?rlores se denomina primario y el devanado al que se la une la carga, secun--
ario. H
Las magnitudes, referentes al primario y* secundario, ss denotan-con los"
indices 1 y 2, respectivamente. Escribamos las ecuaciones (5.2) en la forma:

LR, = U, — d®,/dt, (51.6)
IR, = —a®,/dt, 61.7)

donde R, es la resistencia 6hmica del primario; R,, la suma de las resistencias
6hmicas del secundario y la carga que para simplicidad se considera puramente
Ohmica; @; y ®,, los flujos totales de induccién magnética que abarcan el
. primario y el secundario, respectivamente; U, la fem exterior, suministrada
al primario.
La resistencia R, del primario es bastante pequefia y la caida de tensién
en ella debido a la resistencia 6hmica puede considerarse mucho menor que U/,
es decir, [,gR, <€ U, donde I, y U,, son las amplitudes de la intensidad de
la corriente y de la tension en el primario. Por eso en la relacién (51.6) se puede
menospreciar el producto I,R; en comparacién con U, y escribir como

U, = dd,/dt. (51.8)

En condiciones normales la resistencia 6hmica de la carga es mucho mayor
que la resistencia Shmica del secundario. Por eso R, en (51.7) es igual con gran
precisién a la resistencia de la carga. Por lo tanto, /4R, en el primer miembro
de (51.7) es igual a la tensién U, en los bornes del secundario del transformador.
Por esta razon, (51.7) puede escribirse de la siguiente manera:

Uy = —d®,/dt. (51.9)

Dado que la fem exterior varia segiin la ley arménica [I/, ~ exp Simtll. todas
las magnitudes cambian segin la misma ley. Por lo tanto, d®,/dt = in®,,
d®,/dt = iw®,. Puesto que todo el flujo de induccién magnética estd concen-
trado dentro del nicleo, cada una de las espiras del primario y secundario abarca
un mismo flujo magnético @,. Por lo tanto, los flujos que abarcan el primario
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y secundario, son iguales a
D, = Q Ny, (51.10)
D, = DN, (51.11)
donde N; y N, son la cantidad de espiras del primario y secundario, respecti-
vamente. Teniendo en cuenta (51.10) y (51.11), las ecuaciones (51.8) y (51.9)
toman el aspecto:
U, = ioN,D,, (51.12)
U, = —ioND,. {51.13)

Después de dividir miembro a miembro las ecuaciones (51.12) y (51.13)
y de pasar a los médulos, obtenemos

| U, |/| Uy=N,/N,. " (51.14)
Teniendo en cuenta que | U, | = Uy, | Uy | = Uy, son las amplitudes de

la tensidén en el primario y secundario, escribimos (51.14) en la forma
Ug/Ny = Upo/Na (51.15)

es decir, la amplitud de la tensién en el secundario es tantas veces mayor (menor)
que la amplitud de la tensién en el primario, en cuantas veces el mimero de
espiras del secundario supera (es inferior) a la cantidad de espiras del primario.

Si se menosprecian las pérdidas de energia en el transformador, el prin-
cipio de conservacion de energia tiene el aspecto

LU, =1,U,. (51.16)
Pasando en (51.16) a los mé6dulos, obtenemos a base de (51.15) Ia relacién
TNy = IV, (51.47)

donde I'n e I,a son las ampllt.udea de la intensidad de las corrientes en el pri-
: secundario..

Las f6rmulas (51. 15) y (51.17) describen la ley de transformacién de las
amplitudes de las tensiones y las.intensidades de las corrientes en el trans-
formador. Son vilidas estrictamente para un transformador ideal, en el que no
hay disipam(m del fluja magnético y pérdidas de energia. Para un transfurmador
real se observan con gran ‘precisién.

Diagrama vectorial de la marcha en vacio del transformador. El funciona-
miento del transformador con el secundario abierto es la marcha en vacfo.
Manosprecr.emcs el retardo de la fase del flujo de induccibn magnénca en com-
paracwn con la fase de la intensidad de la corriente en el primario a causa de
cierta inercia de la remagnetizacién del material del nicleo. Este retardo es
.daspremablementa pequefio. Por eso puede considerarse que el flu)o coincide en
fase con la corTiente en el primario, denominada corriente en vacio. La corriente
ei el secundario es nula. De la formula

U™ = —dd/de (51.18)
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se desprende que U™ retarda.en n/2 del flujo Ul g0,
@©. Por esta razén, el -diagrama vectorial de un
transformador en vacio tiéne la forma dada en la
fig: 240: U, es la tensién -exterior, aplicada al
primario; U™, la tensién en el primario como
consecuencia de la autoinduccién; U, la ten-
sién del secundario debida a la induccién mutua;
1y, la intensidad de la corriente en vacio; @,
el flujo en vacio que abarca cada una de las
espiras de los devanados del transformador. Lo yind
mismo que antes prescindimos de las pérdidas de 1
energia y de la disipacién del flujo en el trans-
formador.

Segiin la Iey de la induccibn electromagnética

yafnd

Fig. 210

ma__ _ 99, Dia vectorial del trans-
Or= d: Ny (51.19) fotng:acll?: durante la marcha en
Upt= 42y, (51.200 °°

ya que los flujos totales de induccién que atraviesan el primario y el secun-
dario, son respectivamente iguales a

Dy = DNy, @D, (1.21)

Es necesario tomar en consideracién que la intensidad de la corriente en
vacio es muy pequefia, lo mismo que la resistencia shmica del primario en
comparacién con su inductancia. Por eso (véase la fig. 210)

Uy e UL e UM, (51.22)
es decir,

UMy (51.23)

Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (51.20) y tomando en con-
sideracién (51.23), hallamos

[ UT4 ) U | 2 NLIN,. (51.24)

Diagrama vectorial del transformador cargado. En el transformador cargado
el flujo @y, que abarca cada una de las espiras de los devanados, se origina por
las corrientes tanto del primario como del secundario. La fem de autoinduccién
én el primario debe compensar todo el tiempo Ia tensién exterior, o sea, la
suma de los flujos @™ y O creados por las corrientes del primario y secunda-
rio debe ser aproximadamente igual al flujo @, en vacio, es decir, @, = OV 4
+ @@, Pero eso conduce a que la tensién en el secundario satisfari la con-
dicién (51.24) para el transformador cargado.

Hay que prestar atencién en que los flujos @™ y ®® no son los flujos
totales O, y @, que abarcan el primario y secundario. Los flujos @V y O sop
08 flujos abarcados por una espira de cada uno de los devanados, originados
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en el niicleo por las corrientes I, e I,, respectivamente. Los flujos totales que
abam:a}n el primario y secundarie, son @, = N, (®¥ + O®), O, = N, (OV)+
+ ©@),

La fig. 211 representa el diagrama vectorial del transformador cargado.
Las intensidades de las corrientes I, e I, son considerablemente mayores gue la

Fig. 241 Fig. 212
Diagrama vectorial del trans- Autotransformador
formador cargado

intensidad de la corriente I, en vacio, por eso los flujos @™ y @@, originados
por ellas, son mucho mayores que el flujo @,. Puesto que O 4+ O = @,
(ndimeros complejos),

DO = — PO, | OO | = | DD |, {51.25)
Tomemos en consideracién las igualdades '
QM| =const | I, | Ny, | PP | = const |{,| Ny, (51.26)

que serdn obvias si se tiene en cuenta que O y O™ son flujos, creados por cada
uno de los devanados. Entonces (51.25) adquiere la forma de igualdad

|r1|N1=‘IIa‘Nm {5127)
que es més cidmodo escribirla asi _
Iy M1

T,l‘ M, (51.28)

lo que, como debe de ser, coincide con (51.17). _ A
. Los primeros transformadores. fueron confeccionados por P.N. Yéblochkov
(1847—1894) en 1877 y F.I. Usaguin (1855—1949) o 1882.

Autotransforimador. - El ‘autotransformador, mostradoo en la fig. 242, es
de construceién muy econémica que ayuda a ahorrar los hilos de bobinado. Los
principios fisicos del funcionamiento del autotransformador y las férmulas son
analogos a los examinados més arriba. La diferencia funcional consiste en que
el primario y secundario del autotransformador -se encuentran em contacto
eléctrico entre si ¥ los devanados del tramsformador estin aislados. Por esta
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razén, por ejemplo, las cargas eléctricas estdticas pueden pasar del-primario
del-autotransformador.al secundario y en el transformador eso se excluye. Dichias
peculiaridades de los transformadores 'y-autotransformadores en algunos casos”
se tienen que tomar en consideracibn. SR

. Transformador como elemento del circuito. La intensidad de la corriente
del circuito secundario (fig. 209) .

' I, = U,/R. (51.29)

- Teniendo en cuenta que I, N, = I,N,, UiJ/N; = U4/N;, de (51.29) obte-

. nemos ; w .
~—F:-I!W—-R- N: i (51.30)

Por lo tanto, la resistencia en el secundario del transformador se repre-
senta por parte de la entrada mediante la resistencia efectiva

R,,=%=(%-T)’R. (54.31)

Ello significa que el transformador puede utilizarse para la adaptacién de lg
fuente de potencia a la carga con el fin de obtener el mézimo rendimiento energético

Fig. 213
Esquema de un trapsformador real

[véase (49.34)]. Verbigracia, con su ayuda puede adaptarse la gran resistencia
interna del amplificador a la pequefia resistencia del altavoz. Las impedancias
complejas se transforman de la misma manera que (51.31).

Transformador real. De (51.31) se ve que un transformador ideal por parte
del primario se presenta simplements en forma de una resistencia pura. La
inductancia del primario no se manifiesta de ninguna manera, lo que estd
condicionado por la aniquilacién mutua de los flujos magnéticos, originados
por las corrientes en el primario y secundario, es decir, el transformador en el
circuito participa como un convertidor de la resistencia efectiva que no posee
inductancia propia.

i relaciones citadas son vilidas para un transformador ideal. El trans-
formador real posee tanto inductancia, como capacidad. Su circuito equiva-
lente se da en la fig, 243. Las inductancias L, y L, de primario y secundario
estin determinadas por la disipacién del flujo magnético, debido a la cual no
hay compensacién completa de los flujos magnéticos, creados por las corrientes
del primario y secundario. Las resistencias R, y R, son resistencias hmicas
24=044ds
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de los conductores de los devanados. La inductancia L, en el primario se deter-
mina por el flujo magnético, correspondiente a la corriente en vacfo en el pri-
mario. Las capacidades C, y C, en los devanados surgen a causa del acopla-
miento capacitivo entre las espiras de los conductores de dichos devanados.

Del circuito equivalente del transformador concluye que a frecuencias muy
bajas, el transformador cesa de funcionar porque la inductancia wL, se hace
muy pequefia y la mayor parte de la corriente pasa a través de la inductancia L.
A frecuencias suficientemente grandes, el transformador tampoce funciona, ya
que la corriente circula principalmente por la capacidad C,, pasando de largo
las espiras del transformador. En la caracteristica técnica del transformador se
indican siempre los limites de su funcionamiento normal

. _iCuéles son las condiciones fisicas de la ejecucién de las resonancias en paralelo y en

serie?
_ ¢Qué relacién existe entre los pardmetros que caracterizan un circuito oscilante con
resistencia, capacidad e inductancia, y los pardmetros de un sistema oscilante mecdnico con

friecién?
Cual es el sentido fisico de las condiciones de adaptacién de la carga al gemerador?

numérense los casos cuando las corrientes de Foucault desempefian un papel atil
¥ cuando son indeseables,
¢Por qué el nicleo del autotransformador debe ser cerrado? -

: ?‘I,Cuﬁles son las ventajas principales y los defectos de los motores sincrénicos y asincrd-
nicos
iCual es el papel del «patinajes en el motor asincrénico? ¢De qué depende?
iCémo debe conectarse el transformador para efectuar la adaptacién del generador y la
carga si la resistencia de la carga es muy pequeidia?

;En qué se diferencia un transformador real del ideal?

§ 52. Corriente frifésica

Se describen los fendmenos fisicos principales en los circuitos de co-
‘rriente trifdsica.

Déﬁni;'ﬂ&n.- La 'cﬁrr'ienta que se examiné hasta shora se caracterizaba por la
amplitud- y fase y'se llamaba monofésica. EI conjunto de tres corrientes mono-
fasicas iguales, desfasadas una respecto a la otra en un tercio de perfodo, se

denomina’ * corriente ‘trifdsica. :

" “Obtenelén de’la corriente trifésiea.’ Examinemos un generador de corriente
alterna con tres.devanados aislados, en los que se gemera corriente y que se
- encuentran bajo-un 4ngulo. de 120° uno-con respecto a otro (fig.'214). El campo
magnético giratorio que surge como’ consecuencia de la rotacién de un imin
permanente, origina en-los“devanados del. generador tensiones iguales, pero
en_ desfasaje: - :

U, = U, sen wf, U, = U, sen (wt + 2n/3), Us = U, sen (0f — 27/3). (52.1)
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Los devanados del generador es c6modo mostrarlos en forma esquemética.
de la fig. 215.

Conexién en estrella de los devanados del generador. Si los tres devanados
del generador se usan sin unirlos entre sf, el generador:de corriente trifdsica se
convierte simplemente en un conjunto de tres generadores aislados de'corrients’
monofédsica y no contiene ningunos elementos nuevos. Por ejemplo;. para trans-
mitir la energia eléctrica al consumidor se requieren tres. pares de.hilos..

Pero ;ui“?os devanados se unen entre si de una manera determinada, -la
corriente trifisica manifiesta propiedades especificas ‘que son ‘muy dtiles-para
las aplicaciones técnicas. Existen dos tipos de acoplamiento de los devanades
del generador: la conexién en estrella y en delta.

“\" : }
v,
Fig. 214 Fig. 25
Generador de corriente trifisica Representacién esquemdtica de

los devanados del generador de
corriente trifasica

EI circuito de conexidén en estrella y el diagrama vectorial de las tensiones
en los devanados se muestran en la fig. 216 a, 4. En este caso existe un punto
comiin O del mismo potencial. La tensién en cada uno de los devanados se
denomina de fage. E]l conductor, unido con el punto comin de potencial comin,
se llama peutro. Los conductores, unidos con los exteremos libres de los devana-
dos se denominan hilos de fase. Asi pues, las tensiones de fase son tensiones entre
los hilos neutro y de fase, La tensién entre los hilos de fase se 1lama lineal. Del
diagrama vectorial se ve que las amplitudes de Uy, y U, de las tensiones de
fase y lineales estdn en la siguiente relacién:

Ugpy=2Uysen 60° =0, V3. (52.2)

En particular, si Uy = 127 V, U, = 220 V. La corriente I; que circula
por los devanados se llama de fase, mientras que la corriente I; que circula por
la linea, se denomina corriente de linea. Durante la conexién en estrella las
corrientes de fase son iguales a las de lineas (I, = I)). Si a cada uno de los
devanados se le conecta una misma carga R, la intensidad sumaria de la co-

24w
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rriente a través del hilo neutro es nula, puesto que

L L+ L=t O 4+0,+0) =0, L 523)
ya que del diagrama vectorial se ve que ; U,=0.

La conexién en estrella de los devanados del generador permite utilizar
para la transmisién de energia en lugar de seis hilos, sélo cuatro, lo que repre-
senta una gran ventaja.

s)

Fig. 216
Conexién en estrella de los devanados del gemerador trifésico
{a); diagrama vectorial correspondiente de temsiones (3)

Conexién en delta de los devanados del generador. El circuito de semejante
conexién y el diagrama vectorial se dan en la fig. 217 @, b. En este case Uy =

£

Fig. 217
Conexiﬂn en delta de los devanados del generador trifésico (a);
diagrama vectorial correspondiente -de temsiones. (5)

= U,. Basindose en el diagrama vectorial de las corrientes (fig. 218), halla-
‘mos. para las mismas cargas de las fases: _

Iy = 2T c0830°=Io V3. (52.4)

Iyt I+ Iy =1 (52.5)

. Al conectar en. delta los devanados del generador sin carga, la corriente

de cierre en los devanados estd ausente. Pero eso es correcto sblo para el primer

arménico, Las corrientes de los arménicos superiores que .se excitan sie gra
debido a las .oscilaciones no lineales, estdn presentes en los devanados.
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eso ;oi devanados de los generadoras potentes, por regla general, no se conectan
en delta.

Conexién de las cargas. Las cargas pueden conectarse entre. si también en”
estrella y en delta y luego unirlas' a un genérador trafésico, cuyos devanados’
estdn acoplados entre sf én estrella o en delta. Asf, existen cuatro poa:b:lldadea
de unir el generador con las cargas (figs. 249—222).

ada una de-esas conexiones tiene sus peculiaridades.

Durante la conexién estrella—estrella (fig. 219) en todas las cargas Bxl.ste

distinta tensi6n. Siendo las cargas aproximadamente iguales ¥ 'conforme

ta

&

Fig. 218 Fig. 219

Diagrama vectorial de las co- Conexién estrella — estrella
rrientes durante la conexién en

delta de los devanados

a {52.3), la intensidad de corriente en el hilo neutro es muy pequefia. A pesar de
ello, no se puede presindir de dicho hilo, ya que sin é] sobre cada uno de los

pares de carga actdia una tensién lineal U, = Uy,V3 que se distribuye entre

LA WAVAYAES

Fig. 220 221 222
Conexién estrella — tridn- Conumn tridngule — trian- Cnne:nfm trifngulo — es-
gulo gulo trella

las cargas de acuerdo con sus resistencias. En cambio, semejante dependencia
de las tensiones respecto a las cargas es inadmisible. Por eso es necesario con-
servar siempre el hile neutro, sin introducirle fusibles,

Durante la conexién estrella— tridngulo (fig. 220) sobre cada carga actiia
una tensién lireal U, = U, )/ 3 independientemente de la resistencia de la
carga.
En el caso de conexidn tridngulo — tridngulo (fig. 221) sobre todas las car-
gas actlia una tensién de fase independientemente de la resistencia de las cargas.

Durante la conexién trifngulo — estrella (fig. 222) la tensién en cada

carga es igual a U/} 3.
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Obtenci6n de un campo magnético giratorio. Si a los devanados del gene-
rador (véase la fig. 214) se les suministra una corriente trifdsica, en el espacio
entre ellos surge un campo magnético giratorio, correspondiente al campo del
imén giratorio que genera la corriente, Si en lugar del imén se coloca un rotor
cortocircuitado, éste empieza-a girar, es decir, el generador funcionard como
motor asincrénico. Asi pues, al wutilizar la corriente trifdsica, la construccion
de lps motores eléctricos se simplifica considerablemente, 16 que representa una
gran ventaja,

El primero en obtener el campo magnético giratorio con ayuda de la co-
rriente trifdsica fue M. 0. Dolivo-Dobrovolski (1862—1918). En 1889 el confec-
ciond el primer motor asincrénico y luego realizé la transmisién de la energia
eléctrica mediante la corriente trifisica a gran distancia. La corriente trifisica
aseguré una aplicacién efectiva y amplia de la corriente en la técnica.

¢Cuéles son las ventajas principales al emplear la corriente trifisica en comparacitn
con la monofésica?

Trécense los esquemas de conexién de las cargas y los generadores en estrella y en delta,
asimismo enumérense las relaciones entre las tensiones y corrientes lineales y de fase.

§ 53. Efecto pelicular

Se analizan el cuadro fisico de la aparicion y la teoria elementgl del
efecto pelicular y sus consecuencias. Se da el concepto sobre el efecto
pelicular andmalo.

Esencia del fenémeno. La corriente constante se distribuye uniformemente
por la seccién transversal del conductor rectilineo. Pare la corriente alterna
merced a la interaccitn de induccibn de diversos elementos de la corriente entre sf,
transcurre la redistribucién de la densidad de la corriente por la seccién trans-
versal del conductor, debido a lo cual la corriente se concenira principalmente en la
cape superficial del conductor. La concentraci6n de la corriente alterna en las
inmediaciones de la superficie del conductor se denomina efecto pelicular.
Cuadro' isico de la aparicién. Examinemos un conductor cilindrico por
.el cual circula corriente (fig. 223). Alrededor del conductor con corriente existe
agnético, cuyas lineas de fuerza son circunferencias concéntricas.con
enire eje dal conductor. Como consecuencia del aumento de la intensidad
de‘la corriente, crece la induccién del campo magnético, mientras que la forma
de'las lineas de fuerza permanece.siendo la misma. Por eso en cada punto dentro
del conductor la derivada 8B/t esté orientada a lo largo de la tangente respecto
a la linea de induccién de! campe ‘magnético y, por lo tanto, las lineas dB/dt
son también circunferencias que coinciden con las lineas de¢ induccién del cam-
po magnético. El campo magnético variable, segiin la ley de la induccifn

electromagnética =
rot 'E = — dB/&t (83.1)
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~crea un campo inducido eléctrico, cuyas lineas de fuerza son en si curvas cerradas
-alrededor de la linea de induccién del campo magnético (fig. 223). El vector de

intensidad del campo inducido en las regiones mds prézimas al eje del conductor
esté dirigido en sentido contrario al vector de la intensidad del campo. eléctrico

‘que crea la corriente, y en las regiones mds alejadas, coincide con él. Como con~
secuencia, la dénsidad de la corriente disminuye en las regiones prézimas al eje
-y aumenta cerca de la superficie del conductor, o sea, surge el efecto pelicular.

o

)

"
\\@&\

= — "
e '% —_—ix
Fig. 223 Fig. 224
Cuadro fisico de la aparicién del Efecto pelicular en un conductor
efecto pelicular infinito con frontera plana

Teoria elemental. Ante todo es necesario obtener la ecuacién que describa
el efecto pelicular. Partimos de la ecuacién de Maxwell:

rot B = pj (53.2)

y la ecuacién (53.1). Sustituyendo la expresién para j segin la ley de Ohm
en (53.2)

j=+E (53.3)

y diferenciando los dos miembros de la ecuacién obtenida con relacién al tiempo,
hallamos

, 9B IE
rot “r =M (3.9
o teniendo en cuenta (53.1)
—rotrot E=pyo-. (53.5)
Dado que
rot rot E = grad div E — V’E (53.6)
y div E = 0, en definitiva tenemos
VE=y 2. (53.7)

"Para simplificar la solucién de esta ecuacién supongamos que la corriente
circula por un conductor homogéneo infinito que ocupa el semiespacio )}1 >0
a lo largo del eje X (fig. 224). La superficie del conductor es el plano ¥ = 0.



376 Caplulo B. Induccién electromagnética

De esta manera,
Js =1z £), fv=l= 0, (53-8)
E.=E.(y,t), Ey=E,=0. (63.9)

Entonces [véase (53.7)]
SE E
75.:,.9_"3‘;, (53.10)
Ya que todas las magnitudes en (53.10) dependen arménicamente de t,
puede suponerse que
E. (@, t) = Eq () o', (53.41)

Después de sustituir (53.11) en (53.10) y reducir los dos miembros de la
ecuacién por exp (iwt), obtenemos la ecuaciébn para E, (y): 4

&Fe = typoE,, (53.12)
La solucién general de la ecuacién (93.12) es asi:
Ey = Ao~V + AoV, (53.13)
Teniendo en cuenta que %,
k=Y hpo=a{l+4), a=Vyop2, (53.14)
hallamos
Eqy () = Aje-ove-iav | 4, evveiov, (53.15)

Al alejarse de la superficie del conductor (y— oc), el segundo sumando en
(53.15) crece ilimitadamente, lo que es inadmisible desde el punto de vista
fisico. Por consiguiente, en (53.15) A, == 0 y a titulo de solucién fisicamente
accesible queda sélo el primer sumando. Entonces, la solucién del problema,
teniendo en cuenta (53.11), tiene la forma

E,(z, t)= Ae-wvghot-av), (53.16)

Tomando la parte real de esta expresién y pasando con ayuda de la rela-
cién j = yE a la densidad de la corriente, obtenemos

: Jx (s t) = yA,07% cos {of — ay). 6347

Tomando en.consideracion que j. (0, 0) = j, es la aniplitud de la densidad

-de la corriente en la superficie del conductor, llegamos a la siguiente distribu-
¢ién-de la densidad volumétrica de la corriente en el conductor:

j= (g, ) = joo~% cos (0t — ay). (53.18)

Grosor de la capa superficial de corriente. La densidad volumétrica de
corriente es'mdxima cerca de la superficie del conductor. Al alejarse de la super-
ficie, disminuye y auna distancia A = 1/ se hace e veces menor. Por eso practi-
camente toda la corriente estd concentrada en una capa A denominada grosor
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de la capa superficial de corriente. Baséndose en (53.14), éste es
A = [2/(ypw)*/, (53,19)

Es obv:o que a una frécuencia bastante alta w, el grosor de la capa siper-
ficial de corriente 11:v1mde ser muy pequeﬁo Por ejemplo, para un huancunductor
tipo cobre y = 107Q*! X m-'y para © = 10%s*! él grosor es A = 4mm. _S:. la.
frecuencia aumenta 100 veces, hasta el valér o = 10° 8=2;:el grosor-de’ 1a 1
superficial de corriente dismintiye 10 vecés (A == 0,4 mm) Eso significa’,
para una frecuencia bastante alta en conductores no muy finos toda 1a’corri
‘circula {inicamente:én una parte pequeﬂa de 1a.seccibn transversal dal ©
en la proximidad de su superficie. Por esta razén, nada cambia si se'retira ol
material conductor de la regi6n cilindrica dentro del conductor, dejando sélo
su envoltura cilindrica de un grosor igual a la capa superficial de corriente. Si
el conductor es bastante grueso y la frecuencia no muy alta, la corriente circula
por toda la seccién transversal, disminuyendo un poco s6lo hacia su eje. Por
elemplo, para la corriente técmf;.s de 50 Hz de frecuencia el efecto pelicular en
los conductores ordinarios se mgnifiesta débilmente.

Dependencia entre la resistencia 6hmica del conductor y la frecuencia.
Puesto que el drea efectiva de la seccién transversal que recorre la corriente,
disminuye al aumentar la frecuencia, la resistencia del conductor crece al elevar
la frecuencia.

Dependencia entre la inductancia del conductor y la frecuencia. La energia
del campo magnético que recorre la corriente, es igual a

= 1/2 LI*. (53.20),

Si la corriente circula por un cilindro vacio, el campo fuera de éste es el mis-
mo que origina la corriente que circula por un cilindro continuo y en la cavi-
dad del cilindro no hay campo. Por eso la energia del campo de una corriente
que recorre un cilindro vacio, es inferior a la energia del campo de la misma
corriente que circula por un cilindro continuo. Esto significa gque debido al efecto
pelicular, %a energia del campo magnético W, disminuye. De aqui, baséndose
en (53.20), se desprende que al aumentar la frecuencia, la inductancia de los
conductores disminuye

Temple de los metales con corrientes de alta frecuencia. Merced al efecto
pelicular, a frecuencias altas el calor de Joule se libera principalmente en la
capa superficial. Eso permite calentar al rojo el conductor en una capa superfi-
cial fina sin variar esencialmente la temperatura de las regiones internas. Dicho
fenémeno se utiliza en la industria para el temple de los metales que es un méto-
do muy importante desde el punto de vista tecnolégico.

Efecto pelicular anémalo. El mecanismo de aparicién del efecto pelicular
expuesto supone que en su movimiento el electrén pierde continuamente la
energia para superar la resistencia 6hmica del conductor, debido a lo cual
sucede la liberacién del calor de Joule.

Esté claro que semejante idealizacién es posible s6lo cuando el movimiento
de los electrones transcurre en las zonas, cuyas dimensiones lineales son mucho
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mayores que la longitud media del recorrido libre del electrén entre las colisio-
nes con 1os dtomos de la substancia. Por esta razén, la teorfa ezpuesta es vilida
uinicamente para la condicién de que el grosor de la capa superficial de corriente
sea mucho mayor que la longitud media del movimiento libre del electrén. Semejante
relacién entre ellos se observa en limites bastante amplios. Por ejemplo, in-
cluso a una fracuencia de 10 GHz y temperatura de 300 K, el grosor de la capa
superficial de corriente en el cobre es igual aproximadamente a 1 pm, v la
longitud del recorrido libre es de unos 0,01 pm. No obstante, a temperatura
muy baja, la situacién cambia bruscamente, ya que la conductividad aumenta in-
tensamente y, por tanto, crece la longitud de recorrido y libre y disminuye el grosor
de la capa superficial de corriente. Verbigracia, ala temperaturz del helio liquido
{4,2 K), la conductividad del cobre puro aumenta aproximadamente 10* de veces.
Eso conduce al incremente de la longitud media del recorrido libre de los electro-
nes en 10 de veces y & la disminucién del grosor de la capa superficial de co-
rrients en Y 10* = 10° veces. Asi pues, lalongitud de recorrido libre y el grosor de
la capa superficial se hacen iguales, respectivamente, a 100 y 0,01 pm. Para
estas condiciones el mecanismo que conduce a la formacién del efecto pelicular,
ya no actiia. El grosor efectivo de la capa en que se concentra la corriente, varfa.
Este fendmeno recibe el nombre de efecto pelicular anémalo.

En condiciones del efecto pelicular anémalo en los limites de una capa
superficial normal de corriente durante todo el recorrido libre pueden moverse
s6lo los electrones, cuyas velocidades son casi paralelas a la superficie del con-
ductor. Todos los demés electrones durante el movimiento libre tienen tiempo
de abandonar la capa superficial ¢normal» de corriente y cambiar considerable-
mente la direccién de movimiento. Debido a eso, disminuye la conductividad del
material y cambia el grosor «anémalo» efectivo A’ de la capa superficial de co-
rriente. Para que se pueda estimar aproximadamente, puede considerarse que
una parte de los electrones tiene el orden de A’/l respecto al niimero de electrones
que realizarfan la conductividad en los margenes del efecto ‘pelicular normals
(I es la longitud media del recorrido libre de los electrones). La disminucién de
esta parte conduce a la reduccién de la conductividad que se tiene en cuenta
con una sustitucién aproximada en las férmulas y— By (A’/l), donde f es un
coeficiente numérico del orden de la unidad. Haciendo esta sustitucién en la
férmula (53.19), hallamos
: A" = [2{(pypw)/t3. (53.24)

Merced: a:la interaceién induclda de distintos elementos de
alterna tiene ;:':5" 1a redistribucién de.la-densidad de corriente
conductor, debi

‘conductor.

la iente, en la corriente
redistribucion. -pot 1a seccibn transversal del
0.a lo cual Ja corriente se-concentra principalmente en la capa superticial del

~ {En qué consiste la causa fisica de la dependencia de la resistencia e inductancia del
conductor respecto a la frecuencia de la corriente alterna?
_ ¢Para cuales condiciones surge el efecto pelicular?
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§ 54. Cuadripolos

Se ézponen la terminologia y los conceptos principales de la teoria de
los cuadripolos.

Delinicién. Se llama cuadripolo a un circuito eléctrico con: dos: terminales, de
éntrada -y dos de salida, por. el qué se'transmite-la energia eléctrica. Suirépresenta-
ci6n simbélica se muestra en la fig:-225. Como ‘ejemplos de cuadripolos pueden
citarse los convertidotes de Jas.amplitudes de oscilaciones, los filtros de frecuen-
cias, los transformadores, etc. Se necesita encontrar la relacién entre las tensio-
nes y las intensidades de-las corrientes en'la salida -y entradadel:cuadripolo..
Si en éste no hay fuentes de enérgia, se denomina red pasiva, si-estdn:presente,:
cuadripolo activo. Se supone que la, intensidad de la corriente que sale del ter-
minal 2 es igual a la intensidad de la corriente que entra en'el terminal I y de
manera aniloga, que 1a intensidad de la corriente que sale del terminal 3 es
igual a la intensidad de la corriente que entra en el terminal 4.

Ecuaciones. Sea que en el cuadripolo hayan circuitos independientes.
Entonces para ellos pueden formarse n ecuaciones para las corrientes de contorno
tipo (48.27):

n = i) n
‘Ziz,,l,mU,, }_3123.:,=._.U,, ‘Elzk,f,=o k=3, 4 ..., n).  (54.1)

El signo menos en la segunda de las ecuaciones (54.1) en U, aparecié debido
a que al escribir estas ecuaciones para la direccién elegida del recorrido positivo
de la tensién, U; y U, pasan en direcciones contrarias (véase la fig. 225). La
solucién de este sistema de ecuaciones es:

s 2
(54.2)

A A
I3= _‘;’ Ui._ ;‘ Uzv

donde A y A;; son el determinante y los complementos correspondientes del
sistema de ecuaciones (54.1). Por consiguiente, entre las intensidades de las
corrientes y las tensiones de la red pasiva existen dependencias lineales tipo
(54.2), que es mas cémodo escribirlas asi:

I, = BuU1 + By,U,, ..‘r‘l..:.:._ .._1:—2—'.'.
I, = By U, + By,U,. (54.3) lv, 10,
Los coeficientes B,; tienen la dimensién de -Tvz' f a7
1

las conductancias. Por eso (54.3) se denominan
ecuaciones del cuadripolo con coeficientes en forma wig 205
de conductancias. Cuadripolo
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No es dificil resolver las ecuaciones (54.3) respecto a las tensiones:
Uy = Al + Agll,,
Uy = Anl) + 43,1, (54.4)

donde los coeficientes 4,; tienen la dimensién de resistencias (impedancias).
Las ecuaciones (54.4) se llaman ecuaciones del cuadripolo con coeficientes en
forma de resistencias,
Teorema de la reciprocidad. Dado que los coeficientes z;, para la red pasiva
en las ecuaciones (94.1) son simétricos véase (48.30):
Zy =2y (54.5)

puede mostrarse que los coeficientes 4,; en (54.4) son en este caso también
simétricos: ;
A= Ay (54.6)

De aqui se desprende que
(Uy I, =0 = (U I )1, =0, (54.7)

es decir, la tensién de salida en el par abierto de terminales para la intensidad
prefijada de la corriente de entrada no cambia si los terminales de entrada y de
salida del cuadripolo se cambian de lugar (teorema de la reciprocidad para la
red pasiva).

Resistencia de cuadripolo. La resistencia A,, se denomina resistencia
recfproca del cuadripolo, puesto que para el circuito abierto de salida (I, = 0)
de la segunda ecuacién de (54.4) se desprende que

A =TI, (54.8a)
Para esta misma condicién la primera ecuacién de (54.4) nos ofrece:
Ay, = U/, {(54.8b)

Esto significa que A,, es la resistencia de entrada del cuadripolo para el
circuito abierto de salida. El mismo sentido tienen los coeficientes 4,, ¥ Ay,
de acuerdo con el teorema de la reciprocidad.

Cuadripolos elementales. Aplicado las ecuaciones (54.3) y (58.4), la tensidn
¥ la intensidad de la corriente en la entrada del cuadripolo pueden relacionarse
con las mismas magnitudes en la salida:

Uy=DyulUs; + Dyolay 11 = Dyl + D,J,, (54-9)

donde Dy, se expresan fécilmente por medio de By; ¥ 4A;; que entran en las
ecuaciones (54.3) y (54.4); el coeficiente D,, tiene la dimensidén de resistencia,
D,,, de conductividad y los coeficientes D,; y D,, son adimensionales.

" El cuadripolo se denomina simétrico longitudinal si al cambiar de lugar los
terminales de entrada y de salida, la intensidad de las corrientes y la tensién en los
circuitos, acoplados g los terminales, no varfan. Partiendo de la posibilidad de
semejante cambio con ayuda de (54.9), obtenemos para los cuadripolos simé-
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tricos

Dy = D,,. (54. 1.0)

Los cuadripolos (circuitos) simétricos elementales en 5 .y en T se. muestran
en las figs. 226 y 227 y los asimétricos, en las flgs. 228 y 229, Los coeficientes
D,j para el cuadripolo se pueden hallar con mis facilidad aplicando el método
de las corrientes de contorno. Para eso'se compone un sistema de ecuaciones
-y luego se excluyen las intensidades de las corrientes-de contorno para los cir-

72 272
z
Y/2 y/2 ¥
. 228 Fig. 227
Cuadn o simétrico-longitudi- Circuito en T simétrico longi-
nal en forma de pi tudinal
Z
= Z, 2y
-
Fig. 228 Fig. 229
Circuito en pi asimétrico Circuito en T asimétrico

cuitos internos. Las dos ecuaciones restantes, en las que participan Uy, Uj e I},
I, se transforman a la forma (54.9) y, comparindola con (54.9), se obtienen
inmediatamente los' coeficientes Dy.

Para el circuito en pi simétrico longitudinal (fig. 226) hallamos:

Dy =1 +42Y/2, Dyy=2, Dy=Y (1 + 2Z¥/4). (54.11)
Para el circuito en T simétrico longitudinal (fig. 227) tenemos:
Dy =1+42VI2, Dyy=2{ +2¥i4), Dy =Y. (54.12)
Comprobando directamente, nos cercioramos de que
D%, — D,,D,, =1, (54.43)

es decir, el determinante de los coeficientes de transformacién (54.9) es igual
a la unidad para los circuitos en pi y en T simétricos longitudinales.

Las expresiones de los coeficientes para los circuitos asimétricos son mds
complejos y por eso aqui no se citan.

Resistencias de entrada y de salida. Para un cuadripolo éstas se determinan
como relaciones entre las tensiones y las intensidades de corriente correspon-
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dientes:
Zon = U1, Zgyy = U,lI,. (54.14)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (54.10)—(54.13), de (54.9) hallamos
Z = Zsa1+D1a/Dyy (54_15)

" 1 Zea1Ds/Du1’

Asf pues, el cuadripolo transforma la resistencia de salida en resistencia de
entrada. Al cortocircuitar la salida (Zg, = 0), la resistencia de entrada del
cuadripolo es igual a

Zy en = Dy3/Dyy (54.16)
y para la salida abierta (Z,, = co), se determina por la expresién
Zwea = DulDyy. (54.17)

Relacién de transferencia. La transformacién de las tensiones y las inten-
sidades de las corrientes se caracteriza por la relacién entre sus valores en la
salida y los valores en la entrada. De manera andloga a (54.15), obtenemos:

Uﬁ‘;UI. == me(szu + Dya), f54-18)
I = 1Dy + ZeaiDy)- (54.19)
Si el cuadripolo funciona sin transformar las resistencias, es decir, cuende

las resistencias de entrada y de salida son iguales, se dice que la resistencia de salide
se adapta al sistema. Poniendo el valor de la resistencia en (54.15)

zx = zgu - zaaln {5420)
hallamos su valor
Z,= VD;szzl- (54.21)

Esta magnitud se llama impedancia caracteristica (de onda) del cuadripolo.
Por lo tanto, el cuadripolo estd adaptado a la linea de transmisién si sus resis-
tencias de entrada y de salida son iguales a la impedancia caracteristica. En
este caso las relaciones (54.18) y (54.19) toman el aspecto:

URU’. =1/ (Dn + VDszi)- (54.22)
L1 =1(Dy +V DDyy). (54.23)
Con ayuda de la relacién
ch g =Dy (54.24)
determinemos la relacién de transferencia g. Entonces, basindose en (54.13),
obtenemos
‘shg=Vehig—1=Y DpDy. (54.25)
.Haciendo uso de las ecuaciones (54.24) y (54.25), transformemos las férmu-
las (54.22) y- (54.23) asi
U, = Uo7, (54.26)

I, =1I,e% ’ (54.27)
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Sefialemos que las expresiones (54.26) y (54.27) son vilidas sélo en con-
diciones de una adaptacién total. Al no haber adaptacién, es necesario utilizar
las ‘férmulas (54.18) ¥ (54.19).

Aplicando la relacién de transferencia y la impedancia caracteristica, las
férmulas (54.18) y (54. 19) pueden representarse de la siguiente manera:

UyUy = Zy(Zon1 h g + Z sh g), (54.28)
IfIy = Z, (Zxych g + Zga sh g)- (54.29) -

Lo mismo que todas las magmtudee en las formulas {54 26)—(54. 29), la-'-.
relacién de transferencia en una magnitud compleja:

g =a + ip. (54.30)

Como se ve de las ecuaciones (54.26) y (54.27) en las condiciones de adap-
taciép la parte real de la relacién de transferencia determina la variacién de las
emplitudes de la tensién y de las intensidades de las corrientes en la salida del
cuadripolo en comparacién con sus valores de entrada, mientras que la parte
imaginaria, la variacion de las fases. La parte real de la relacién de transferen-
cia, es simplemente, el logaritmo de la refacién entre las amplitudes:

a = In (U,/U). (54.21)

Dado que g es funcién de la frecuencia, cuando por el cuedripolo pasa la seiial
que incluye en st muchas frecuencias, su composicién espectral y, por lo tanto, la
forma vartan. El cardcter de la variacién del espectro de fase y de frecuencia
puede hallarse mediante las férmulas obtenidas en el prasenta parrafo.

§ 55. Filtros

Se describen el principio de funcionamiento y las propiedades de los
filtros.

Delmicién. Se denomina filtro el dispositivo q - varia la amplitud de
oscilaciones en funcién de su frecuencia. Si el fil! se confecciona en forma
deé un cuadripolo, la relacién de transferen- /2 (r2

cia debe cambiar esencialmente con la fre-
cuencia,

Filtro de paso bajo. Examinemos el cuadri-
polo en T representado en la fig. 230. Compa- T
réndolo con la fig. 227, se ve que en las férmulas
obtenidas es necesario hacer:

Fig. 230
2 =iel, Y =ioC. ((55.4) Filtro de paso bajo

4
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La impedancia caracteristica, a base de (54.24) y (54.11), es igual a
Z . ZY I P
Z= Y 3 YV 1+ =Y/ L Y-, (55.2)
Para la relacién de transferencia g [véase (54.24)] teniendo en cuenta (54.11),

hallamos
chg =1 — *LC/2. (55.3)

Teniendo presente para g su expresién (54.30), escribamos de nuevo la ecua-
<¢ién (59.3) como

ch{ez+ if) =chacosp+t+ishasen p =1— *LC/2, (55.4)

de donde
chacos p=1— w?LC/2, (55.5)
shazsen fp =0. (55.6)
La ecuacién (56.1) tiene las siguientes soluciones:
B=nn (©=01,2 ..), {55.7)

para las cuales cos f = + 1. En cambio, ¢l coseno hiperbélico es siempre mayor
o igual a la unidad, o sea, ch @ 2> 1. Por eso de (55.5) se desprende que cos f =
= — 1 y puede considerarse que P = n. Para estas condiciones la ecuacién
{55.5) adquiere el aspecto

1 4 cha = WILC/2. (55.8)
Dado que cha > 1, (55.8) tiene solucién sélo para frecuencias bastante altas
0= o (55.9)

donde
@, =2/ IC (55.10)

ez la frecuencia }imite. Teniendo en cuenta (55.9) y partiendo de la ecuacibn
(55.2), sacamos la conclusién de que la impedancia caracteristica es un nimero
puramente imaginario:

Zu=t YV EYEE = y/E ]/%'-‘_:1 (55.11)

La parte real de la relacién de transferencia se determina de la ecuacién
(55.8). Se ve que al crecer la frecuencia, ella aumenta ripidamente. Pero eso
significa (basdndose en (54.26) y (54.27)) que las amplitudes de oscilaciones en
1a salida del cuadripolo para w>> w; disminuyen con rapidez al aumentar la
frecuencia.

La otra solucién de la ecuacién (55.6) tiene la forma:

she=0,a=0 (55.12)
Entonces la ecuacién (55.5) tiene el aspecto
cos p =1 — o® LC/2. (65.13



5.5 Filtros _ 388
Ella tiene golucién iinicamente para cos > — 1, es decir, para las fre-

cuencias

oo, =2/VIC, (55.14).
puralascuales la primera solucién no daba resultados. La impedancia caracterfs-
tica en este caso es rea.l

«=VIIC Y T—¥al. (55.15)
Puesto que aqui & = 0 las frecuernicias @ <C w; se' dejan - pasar sin‘atorti-

guarse segiin la amplitud. En cambio, existe el defasaje que depende de la frecuen-
¢ia y que se determina por la ecuacién (55.13).

v,
|1
€/2 cr2
_._i }.———.
1\
i L
—
(1] Wi w
Fig. 231 . FlF, 232
gs;acteristica del filtro de paso iltro de paso alto
ajo
by
v,
| L/2 L/2 L/2 L/2 L2 L/2
¢ 4 c
! T I T

Fig. 233 FiF. 234
Clamcterialicn del filtro de paso Filtro en escala de eslabones en T
alto

La dependencia entre la amplitud de oscilaciones en la salida y la amplitud
en la entrada se expone en la fig. 231. El cuadripolo en cuestion es en si un fil-
tro que deja pasar las frecuencias bajas, inferiores a cierta frecuencia limite ;.
Las frecuencias que superan la frecuencia limite se amortiguan ripidamente. Pa-
ra frecuencias mucho mayores que la limite, dicho filtro funciona como un obtu-
rador. La zona de frecuencias © <C »; se denomina banda pasante.

Filtro de paso alto. El cuadripolo, mostrado en la fig. 232, se calcula de
la misma manera que el caso anterior y funciona como un filtro de paso alto con
una caracteristica (respuesta) de frecuencia que se da en la fig. 233.

Cadena de filtros. Si a los terminales de salida del cuadripolo mostrado
en la fig. 230, se conectan los terminales de entrada de semejante cuadripolo y
se continfia ese proceso, se obtiene el cuadripolo representado en la fig. 234.

2501444
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Para estudiarlo, pueden aplicarse los mismos métodos, No obstante, también
sin un célculo detallado se pueden aclarar sus propiedades fundamentales, ya
que las células sucesivas de las que consta, tienen las mismas impedancias ca-
racteristicas y funcionan en modo de adaptacién para cada frecuencia dada. La
frecuencia limite de todas las células es igual. Por tanto, ese cuadripolo tendri
la misma banda pasante © << w, y el amortiguamiento de las frecuencias w >
= o, serd maés intenso. La caracteristica de frecuencia tiene el aspecto semejan-
te a la fig. 231, pero con un decrecimiento més abrupto para w > w, (fig. 235).

|7
U, "-r cl 2 “'I

&
a

| L/i N &

“Iimmin  “1im.mdx

0 @lim

Fig. 235 Fig, 236 Fig. 237
Caracteristica del filtro en Caracteristica del filtro de Filtro de banda
escala de eslabones en T banda

Filtro de banda. Se llama filtro de banda al que deja posar s6lo la banda de
frecuencias enire cierta frecuencia mdzima y cierta frecuencia minima:

O min S O K ©1,méx. (55.16)

Su respuesta de frecuencia se muestra en la fig. 236.

En principio, semejante filtro puede confeccionarse en forma de sucesidn de
filtros de paso alto y de paso bajo. El filtro de pase alto debe eliminar todas las
frecuencias, inferiores a @ n, ¥ dejar pasar las frecuencias altas, mientras que
el.de paso bajo debe dejar pasar todas las frecuencias, inferiores a @) max y eli-
minar todas las demés que superen ) max.

En cambio, en la practica por lo general se utilizan circuitos mas complica~
dos (véase, por ejemplo, la fig. 237). Este filtro es también un cuadripolo y pue-
de estudiarse por los mismos métodos.

§ 56. Betatrén

S:e":exami_nan el principio de funcionamiento del betatrén y los conceptos
principales de la teorfa de la estabilidad del movimienio de los electro-
nes en él. Se analiza el limite de energias que puede alcanzarse en el
betatrén.

Destinaelén. El betatron es un ejemplo de dispositivo en el que el campo eléc-
trico giratorio inducido actia sobre los electrones libres en el vacfo. Esté desti-
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‘nado. para acelerar los electrones hasta-energias
muy ‘elevadas del orden de varias centenas de
‘megaelectrén-voltios. Las pérdidas de energia en
la radiacién de-deceleracién que surge a causa
del movimiento de los electrones con aceleracién
por orbitales: circulares, impiden la aceleracién
hasta energias més considerables. E1 mecanismo
de aceleracién, usado en-el betatrdn, no esti en
condicién de compensar dichas pérdidas y el
ciclo de aceleracidén cesa.

Principio de funcionamiento. La idea princi-
pal es elegir tales condiciones para las que el Fig. 238
electrén en un campo magnético creciente Se pr, “deducir la condicion de
acelere por medio del campo eléctrico giratorio betatrén
y al mismo tiempo se retemga por el campo mag-
nético en la orbital circular de radio constante.

Resulta que semefante condicién es realizable y se denomina condicién
de betatrén.

Condici6én de betatrén. Escribamos la ecuacién del movimiento del electrén
por una circunferencia de radio constante en un campo magnético creciente con-
siderando que semejante movimiento es posible. La solucién nos ofrece las con-
diciones para las que dicho movimiento puede efectuarse,

Designemos por r, el radio de la érbita; p, el impulso del electrén, dirigido
todo el tiempo por la tangente respecto a la orbital circular (fig. 238). Para de-
finir la intensidad del campo eléctrico en la 6rbita la ley de la induccién
electromagnética nos da la ecuacién

2nrgE =~ — dd/dl. (56.1)

Por otra parte, la ecuaciéon del movimiento tiene la forma
dp/dt = eE. (96.2)

De las férmulas (56.1) y (56.2) se deduce que

AV ldt = ——= = (56.3)

Dado que r, = const, los dos miembros de la ecuacién pueden integrarse
respecto a t desde 0 hasta t:

Pt — po = — le/(2nr )] (@, — ), (56.4)

donde los indices ¢ y O significan el valor de las magnitudes correspondientes en
el momento de tiempo ¢ y en el momento inicial £ = 0. La ecuacién de Newton
para la aceleracién centripeta se escribe como

mvtr, = — evB, {56.5)
25+
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donde m es la masa relativista. De 1a ecuacidn (56.5) se desprende que p = mv =
= — eBr,. Entonces [véase (56.4)]
' 1 [ @ @

B—By= E.J,;'-...Tﬁ) ; (56.6)

Puesto que el vector de induccién B estd dirigido perpendicularmente al
plano de la 6rbita y el flujo de induccién magnética es igual a

O= E B.dS (56.7)

{S = mr} es el frea limitada por la 6rbita),
@/ (ard) = (B) (56.8)
os la induccién media del campo en el srea § que abarca la érbita. Considerando

que en el momento inicial el campo esté ausente (B, = 0, ®, = 0), de la fér-
mula (56.6) teniendo en cuenta (56.8), hallamos

B, = 1/2 (By). (56.9)

Esto es la condici6n de betatrén: la induccidn magnética en la 6rbita de eleciro-
nes es igual a la mitad de la magnitud de la induccién magnética media que abarca

F
| FF cp
i nec
_ i Feo
0 fg- r
Fig. 239 Fig. 240 y
Esquema del betatrén Para deducir la condicién de

estabilidad radial de-los electro-
nes en el betatrdn

la érbita. Por consiguiente, es necesario hacer que la induccion del campo mag-
nético sea decreciente desde el centro hacia la érbita segin cualquier ley a cau-
sa-de que se cumpla la condicién (56.9). Para ello es indispensable elegir de una
manéra correspondiente la forma de los polos de los imanes electromagnéticos
que originan el campo magnético (fig. 239). Ya que para la forma prefijada de
los polos-de los imanes, el aspecto de las lineas de fuerza no depende de la inten-
sidad de la-corriente y dé la induccién del campo magnético, la condicién (56.9)
resulta cuniplida para cualquier intensidad de la corriente en el imin eléctrico,
Péro eso significa gue -no- es riecesario preocuparse de la ley de variacion de la in-
tensidad de la corriente. La Ginica cuestién que queda en blanco es'la estabilidad
del movimiento; si por cualesquiera causas el electrén deja de mdverse estricta-
mente por la circunferencia de radio ry, ¢surgirdn las fuerzas que tienden a man-
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tenerlo en el régimen de aceleracién en las pro-
ximidades de la circunferencia o perdera la acele-
racién y desaparecera.
"~ Existen dos posibilidades de desviacién' del -
electrén de la drbita: o bien segin el radio,
o bien segin la vertical del plano de su movi-
miento. )
Estabilidad radial. La induccién del campo Fig. 241

magnético en la zona de la orbita se acostum- E,"L‘;fﬁ,‘:,iﬁid“ii‘i‘i,’;’}‘_:d‘;}“m‘fﬁ

bra a presentar como vimiento de los electrones en el
B = const/r" (56.40) Detatba

y caracterizar la velocidad de su variacién por la magnitud n. La fuerza centri-
peta Fi*°, necesaria para asegurar que el electrén se mueve por una circunfe-
rencia de radio r, ¥ la fuerza centripeta F, que surge realmente a la misma dis-
tancia r respecto al centro, se dan por las expresiones

F2* = mur = AJr,
F.=evB = AJr, (56.11)

donde A, y A, son constantes (v = const). Las graficas de estas magnitudes pa-
ra n>1y 0<n<1se muestran en la fig. 240. Para r = r, se cumple la
igualdad (56.6) y se realiza el movimiento por la circunferencia de radio r,.
Si por alguna causa surge un desplazamiento del electrén er un radio r > ry,
para n > 1 la fuerza centripeta F, << F{*. Esto significa que aparecen facto-
res que tienden a apartar el electrén de la érbita de radio ry. Poreso paran > 1
el movimiento resulta ser inestable. Para n <C 1 la fuerza centripeta F, > F¢™
y aparecen factores que tienden a hacer regresar el electrdn a la drbita de radio
rg, debido a lo cual se logra la estabilidad radial. El examen del caso r <<r,
conduce a la misma conclusion. Por consiguiente, la condicién de la estabilidad
radial del movimiento tiene el aspecto

0<n<1. (56.12)

Estabilidad vertical. Se asegura siempre durante el decrecimiento de la
induccién del campo magnético hacia la periferia (n > 0), puesto que en este
caso las lineas de fuerza son convexas hacia afuera (fig. 241) y al desviarse el
electrdn respecto a su plano surge la componente de la fuerza de Lorentz que
tiende a volverlo al plano (lig. 241). Asi pues, al cumplirse la condicion (56.12),
se asegura también la estabilidad vertical del movimiento, o sea, la désigualdad
giﬁ :12) es la condicibn general de lo estabilidad del movimienio del electron en el

tatron.

Oscilaciones de betatrén. Para pequefias desviaciones respecto a la érbita
de equilibrio (r = r) los electrones efectian cerca de ella unas oscilaciones ar-
moénicas pequefias tanto en direccién radial, como en direccién vertical. Estas
oscilaciones se denominan de betatrén. Su amplitud determina la seccién de
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la cimara anular de vacio en la que se realiza el movimiento del electrén. Por
lo general, las dimensiones lineales de la seccién transversal de dicha cdmara son
aproximadamente un 5% del radio de la érbita.

Limite de energias que se logran en el betatrén. Como ya se ha dicho, ese
limite se determina por las pérdidas de energia de los electrones en la radiacion
de deceleracidn (véase el capitulo 10). En la préictica en los betatrones se pueden
obtener energias maximas que no superan 300 MeV.

; Expliquense los procesos fisicos que son la base de la accitn de los filtros de pasos bajo
y alto,
iCufll ea la estructura del filtro de banda?

Problemas

8.1, Caleular la inductancia de la seccién de longitud I de una linea bifilar, menospreciando
la inductancia interior de los hilos. Los radios de los hilos son los mismos e iguales a r,
la distancia entre ellos es igual a d. ;

8.2. Por un conductor cilindrico circular infinito y recto circula una corriente de densidad {
El conductor posee una cavidad cilindrica de seccidn circular. Los ejes del cilindre y la
cavidad son paralelos (véase la fig. 98). Hallar la induccién del campo magnético dentro
de la cavidad (u = p,). Indicacién: véase el problema 2.9.

8.3. Existe un solenoide muy largo con densidad de devanado de n espiras por 1 m de lon-
gitud. El drea de la seccién transversal del solenoide es S. A través del devanado del
solenoide circula una corriente de intensidad I. Por las dos partes del solenoide se
iotroducen barras de hierro muy largas que poseen una permeabilidad magnética u.
Las barras se entran p. as d te al devanado del solenoide. Entre las
barras dentro del solenoide existe un espacio muy dimiauto. Determinar la fuerza con

ue las barras se atraen.

8.4. El imin eléctrico en U posee un devanado de n-ésl:iras. El érea de la seccién trans-
versal, la longitud, la permeabilidad magnética del material del imén y la distancia
entre 1os polos son, respectivamente, §, I, p y d. La intensidad de la corriente que
circula por el devanado del iméin es . A los polos del imén se ha aglicndo una franja
del mismo material y con la misma seccién transversal que el iman. Determinar [a
fuerza con que la [ranja se atrae al imdn. .

8.5. Una barra metilica horizontal gira alrededor de un eje vertical que pasa a la distancia
1/k de su longitud respecto a uno de sus extremos, con una frecuencia v. La longitud
de la barra es igual a . Determinar la diferencia de potencial entre los extremos de la
barra si ella gira en un campo magnético homogéneo vertical con induccién B. Consid
rar que k=3 I=12m; v=06 3"y B =102 T,

8.6. Entre los polos redondos de un imén eléctrico grande que se alimenta de corriente
alterna con frecuencia v = 1 kHz, se forma un campo magnético que varia de manera
sinusoidal con el tiempo y posee una amplitud de induccién By, = 0,5 T. Considerando

e el campo magnético es homogéneo, determinar la intensidad méxima del campo
eléctrico en el espacio entre los polos del imdn-a-la distancia » = 0,1 m del centro,
8.7.;-Un.solenoide.de radio.b com n espiras, cerrado-en si mismo;.gira con una velociddd

. angular o alrédedor-del didmetro de-una de las espiras en un campo magnético homn%i_.—
S ok Inducolbe 1, E1 Al dg rotacibn es perpendicular al vector de induccién. La

‘tesistencia e inductancia-del solenoide son R y 'L, respectivamente. Determinar la

- ‘intensidad de la.cofriente :que circula por ¢l solenoide, como’ funcién del tiempo.

8.8.:- Un anillo superconductor que puede. moverse sélo;en sentido vertical, yace en-la mesa
sobre una espira del conductor. A través de la espira del conductor comienza a-circular
una corriente de ‘intensidad /. Como consecuencia de eso, el anillo superconductor se
levanta. La induceién mutua de'la espira y el anillo, elevado a una altura z, es igual
a 'Lf;-(:g. La: inductancia- del anillo superconductor es'Ly,, la masa del anillo,.m, y la
_;ced acién de caida libre, g. Determinar la altura.h, a la-que se levanta el anillo super-

conductor.
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8.10.

8.1t.
8.12.
§.13.
8.14.

8.16.

8.17.

8.18.

Betatrén 381

A través de una bpbina A, se deja pasar una corriente de: intensidad [, 'sen wt. En/la
bobina A, se-induce la correspondiente intensidad ‘de’ corriente.. Las inductancias e
inductancia mutua son iguales a L,; Ly ¥ L,y La resistencia de la-hohina 4 'es Ry.
Sea &; cierta coordenada generalizada que caracteriza la -posicién de la.'bobins 4,.
E-_!al‘liar lga fuerza media generalizada F; que est4 relacionada con la coordenada gedera-.
izada £, - : . o S

En el plano yacen un conductor rectilineo infinitamente largo y un conductor en for-
ma de cierta circunferencia de radio a (fig. 242). La distancia entre’el centro del con-
ductor anular hasta el del rectilineo es igual a d. Hallar la induccién mutua.

Z
{ )
Al
°| alro X
Fig. 242 Fig. 243
Disposicién mutua de las co- Cable con diafragma mévil

rrientes circular y directa que
estdn en interaccién

Los conductores circular y rectilineo, descritos en el problema 8.10, son recorridos por
corrientes de intensidades I, e [,. ;Qué fuerza actita sobre el conductor anular?
Hallar la induccién mutua del devanado de un torcide (fig. 195) y de un conductor
rectilineo de longitud infinita que coincide con el eje axial de simetria del toroide.
Hallar la inductancia del devanado del toroide de una seccién circular de radio r y
con n espiras. El radio mayor del toroide es igual a R. )

Un cable coaxial, cuyo alma y envoltura tienen una conductibilidad infinita y los
radios son ry y rp, esta cortocircuitado mediante un diafragma mévil (fig. 243). Hallar
lda fuerza q‘liledej?'ce sobre el diafragma mdévil cuando por el cable circula una corriente

e iniensida

. Un cilindro vacio de radio :f y un conductor cilindrico, coaxial con él, de radio r|

3ue posee una conductibilidad muy elevada, se sumergen en un magnético liquido con-
uctor con una permeabilidad magnética p y una

densidad de masa p (fig. 244). El circuito es reco-
rrido por una corriente de intensidad 7. Hallar la
altura a la que sube el magnético liguido en el
cilindro.

Un cilindro dieléctrico de radio @ gira alrededor de
su eje con una velocidad angular w, paralelamente
a la cual estd dirigido el vector de induccién B de
un cam?n magnético continue. Hallar la polariza-
ciébn del cilindro y la densidad superficial de la
carga ligada. La constante dieléctrica de la subs-
tancia del cilindro es igual a e.

i
Un disco conductor fino con conductividad y se

encuentra en un campo magnético alternativo, /5//

cuya induccién es B = Bcos(wt - @) y esta

dm%lda perpendicularmente al plano del disco.

Hallar la densidad de las corrientes de Foucault

inducidas en el disco. Fig. 244

Hallar la inductancia del devanado de un toroide Arrastre del magnético hacia
de n espiras de seccién cuadrada con lado e. El el espacio entre los conductores
radio mayor del toroide es igual a R. coaxiales con corriente
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8.19. Un bucle redondo de radio a gira alrededor de su didmetro con una velocidad angular
constante ® en un campo magnético homogéneo de induccibén B. Su resistencia bmica
es R y el eje de rotacion es perpendicular a B. Hallar la intensidad de la corriente [ (f),
el momento de las fuerzas que frenan la rotacién del cuadro M (1) y la potencia me-
dia {P) que se gasta en mantener constante la velocidad angular de rotacién del cua-
dro. A titulo de punnto de referencia 1=0 témese el momento en que el plano del bucle
es perpendic a B. i

8.20. La seccién’de un circuito consta de dos tubos cilindrices coaxiales de radios a, ¥ a,
(as > a;) 3’ de longitud I, En uno de los extremos los tubos se unen mediante una placa

lana conductora, Hallar la inductancia de la seccidn del circuito.

8.24. Dos espiras de alambre circulares planas cerradas de radios s, y a, yacen en un plano
a una SEstancia d la una de la otra. Considerando que la distancia 4 s bastante grande

que se puede hacer uso de la aproximacitn dipolar, hallar Ja inductancia mutua de
os circuitos.

8.22. La induccién magnética B, entre los polos paralelos planos de un imdn eléctrico puede
considerarse constante y homogénea. En el espacio entre los polos se introduce una
glnr.a de 4rea S hecha de material paramagnético con susceptibilidad magnética }p.

us superficies son paralelas a las superficies de los polos del imén eléctrico. Hallar
la fuerza ?ue actiia sobre la placa. &

8.23. Hallar la fuerza radial que actia sobre el toroide, cuyos datos se citan en el proble-
ma 8.13, sl por 4l circula una corriente de intensidad 7.

8.24. Dos circuitos idénvicos con inductancias L = L,; = L,, se encuentran de tal manera
que su inductancia mutua L{$’ = 0. Los circuitos son recorridos por corrientes super-
conductoras de intensidad I,. Después de eso cambia la pesicién reciproca de los cir-
cuitos, como consecuencia de lo cual su inductancia mutua se hace igual a L,,. Hallar
la intensidad de corrientes en el estado final.

8.25. Un circuito eléctrico consta de cuatro nudos. Tres de ellos coinciden con los vértices
de un tri o equildteo y el cuarto, con su centro (el punto de interseccién de las
medlanas o isectru:eﬁ. Entre los vértices del tridngulo las capacidades de las seccio-
nes son iguales a € (K = 0, L = 0) y entre los vértices del tridngulo y su centro se
conectan inductancias L (R = 0, C = 0). Hallar la frecuencia de resonancia del sistema.

Respuestas
wiey 8 = =5 =) e Y
84. L=ty 82 B=(po/2) | X 7. 8.3, F =5 ni Bk F= s X

1
x-::T i3 85, U=nvit—~—2 B—01 B. 8.6. E=Bywr/2=156 V/m. 8.7. I=nbBo X

k
X (Rt Ly sen (w4 qo). 8.8, h=-p- %Tin' (L OF—(Lis (). 89. Fy=
T30LyLyy oL —
?",—_,_.;‘,-;_,%-ﬁ-:-'— 840.  Li=po @@=V FE=d). 841, Fp=—pfilaX

1) 842, Lyp= Bt 1 (rafrs). 813, L=pgnt (R—V BP=7). B.44. F=

P23

In (rafry). 845 h= %m%%—’! 8.16. P=(e—g,) Bur, Oy1g= (e—&g) Bua.

1

m o
8.47. §=(1/2) yoBo X rsen(at+g).  8.18. L=._Wz“‘“l‘.m.(_§:;j_:%). 8.49. ()=

ET’%E'_F sen (wt—@), tg@=wL/R; M ()= —-?’f;;__——% sen ot gen (wf — G}
(P) = —%- IiR= % % R. 8.20. L=[pel/(21)] In (3s/a1). B8.21. Lys = ponalal/(4d8).

8.22, F=1ypSBE/[21s (1 .. 8.23. F=p 00 (R/V RE—r—1). 8.24 I=IoL{L+Ly;)
8.25. m¢=x(§;,c;ﬂ!=p'( Fxp) tol?n? (RIV ) i 18,



CAPITULO 9

Ondas electromagnéticas

El campo magnético variable engendra un campo eléctrico va
que, & Su vez, origina el campo magnético. variable que,-a §
engendra -él. campo. eléctrico variable, etc.. En. definitiva,’
los campos magnético.y eléctrico, enlazados entre si, que co
la onda electromagnético, Esta se “desprende” de las cargas y co-
rrientes que la originan. El procedimiento"de la existéncia de-la-
onda electromagnética hace imposible su inmovilidad en el espacio
y la constancia de las intensidades de sus campos con el tiempo.

§ '57. Corriente de desplazamiento

Se examinag el contenido fisico de la corriente de desplazamiento. Se
realiza la consideracién de la corriente de desplazamiento en las ecua-
ciones de Mazwell.

Esencia del proceso. La corriente continua no recorre el circuito con conden-
sador, mientras que la corriente alterna s{. La intensidad de la corriente casies-
tacionaria de conduccién en todos los elementos, acoplados en serie, del circui-
to s la misma. En el condensador no puede existir la corriente de conduccién,
relacionada con el movimiento de los electrones, ya que las armaduras del con-
densador estin separadas por un dieléctrico. Por esta razén, es necesario sacar
la conclusién de que en el condensador transcurre cierto proceso que como si
cerrara la corriente de conduccién, es decir, en cierto sentido garantiza el inter-
¢ambio de carga entre las armaduras del condensador sin transferir la carga en-
tre ellas, Dicho proceso se denomina corriente de desplazamiento.

Examinemos un circuito dé corriente alterna que posee un condensador pla-
no (fig. 245). Entre las armaduras del condensador existe un campo eléctrico
con intensidad E = 8/¢, donde § es la densidad de la carga en la armadura y e,
la constante dieléctrica de la substancia entre las armaduras. E] desplazamiento
eléctrico entre las armaduras del condensador

esigual a D = § = Q/S, donde Qesla cargaen L

cada una de las armaduras y S, el érea de la 1

armadura. La intensidad de la corriente en el a0

circuito es / = dQ/gt. De aqui se desprende que -~ BC; T
S I, (57.1) s} L. |t

o sea, el proceso que cierra la corriente de con- pip 245
duccién en el circuito es la variacién del despla- Corriente de desplazamiento
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zamiento eléctrico entre las armaduras del condensador, con la particula-
ridad de que en la férmula (57.1) la magnitud I se da con el indice «des»
(«desplazamientor), para mostrar que no es la corriente de conduccién la que
existe entre las armaduras, a pesar de que / = [I4,,. La densidad de corriente
de desplazamiento en el espacic entre las armaduras es igual a jae, = Jgeo/ S =
= ¢D/dt. Teniendo en cuenta que la direccién de jges en cada punto entre las
armaduras del condensador plano coincide con la direccién de dD/dt, en lugar
de (57.1) puede escribirse la siguiente relacién diferencial:

joes = ID/BL. (57.2)

Partiendo del caracter local de esta relacién es de esperar su independencia
del modelo no local (el condensador plano), en cuyos mérgenes se obtiene.En
efecto, es asi. La formula (57.2) determina la densidad volumétrica de la corrien-
te de desplazamiento i, En 1864 Maxwell enuncié tedricamente el postula-
do sobre la existencia de la corriente de desplazamiento. En lo sucesivo otros
cientificos lo demostraron experimentalmente.

cPor qué la velocidad de variacién del vector de desplazamiento se deno-
mina densidad de corriente? La igualdad matematica de por si misma de la
magnitud SaD/dt que caracteriza el proceso entre las armaduras del condensador,
y las intensidades de las corrientes de conduccidn fuera de las armaduras del con-
densador, es decir, la ignaldad de dos magnitudes, pertenecientes a distintas
zonas del espacio y que poseen distinta naturaleza fisica, no contiene en gene-
ral, ninguna ley fisica. Por eso sélo formalmente se puede denominar «corriente»
a la expresion S 3D/dt. Para que este nombre adquiera sentido fisico; és necesa-
rio demostrar que SAD/dt posee las propiedades mas caracteristicas de la co-
rriente, a pesar de que no representa el movimiento de las cargas eléctricas como
la corriente de conduceién. La propiedad principal de la corriente de conduccién
es su capacidad de engendar el campo magnético. Por eso, la cuestidn decisiva es
de si origina la corriente de desplazamiento un campo magnético como lo engendra
la corriente de conduccién, o si mejor dicho, origina la magnitud (57.2) un campo
magnético, semejante al que érea la densidad volumétrica de la corriente de conduc-
cidn, igual a ella. Mazwell dio una respuesta afirmativa.

La verificacién experimental de la correccién de esta respuesta consiste
en lo siguiente. Seglin la ley de la corriente total, la circulacién del vector B
por el contorno que-abarca la corriente, es igual a p,. La circulacién puede me-
dirse con ayuda. de la espiral de Rogowski. Desplazandola a lo largo'del contor-
_ no, vemos que la circulacién no varia incluse entonces cuando la espiral de Ro-
gowski 1a abarca el condensador. Péro eso significa precisamente que la corrien<
te de'deésplazamiento origina en el condensador un campo magnético, semejante
al que crea la correspondiente corriente de conduceién. No obstante, 1a afirma-
¢ién maés obvia de quela corriente de desplazamiento origina un campo magné-
tico es la existencia de las ondas electromagnéticas. De no crear la corriente de

desplazamiento un campo magnético, no podrian existir las ondas electromagné-
ticas. i :
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Ecuacién de Maxwell con corriente de desplazamiento. La generacién del
campo magnético por medio de la corriente de conduccién se describe mediante

la ecuacidn ) :
. rot H = j. (57.3)

Teniendo en cuenta la creacién del campo mediante la corriente de desplaza-
miento, es necesario generalizar dicha ecuacién asf
rot H = 4+ J4es B YO

Entonces, tomsndo en consideracién (57.2), obtenemos definitivamenta
la ecuacién

rot H= j4-dD/ét, (57.9)

que es una de las ecuaciones de Maxwell.

Naturaleza relativista de la corriente de desplazamiento. Al transformar
los campos de un sistoma de coordenadas a otro, los campos eléctrico y magné-
tico se determinan mutuamente (véase el § 11). Si en cierto sistoma de coorde-
nadas existe un campo magnético heterogéneo, en el otro sistema de coordenadas
dicho campo es alternativo respecto al tiempo y al mjsmo tiempo aparece el
campo eléctrico. Pero esto es precisamente lo que testimonia el hecho de que el
campo eléctrico alternativo engendra el campo magnético, No obstante, de aqui
no se desprende que la creacién del campo magnético mediante el campo eléc-
trico alternativo no es un nueve fendmeno fundamental en la fisica de la elec-
tricidad y el magnetismo. Aqui la situaci6n es semejante a la que fue examina-
da con detalle en los §§ 45, 46 con relacién a la induccién electromagnética.
La originacién del campo magnético por el campo elécirico alternativo es un fené-
meno fundamental de la naturaleza.

La igualdad formal de la corriente de desplazamiento en el condensador y la corriente
de conduceién en los hilos, conectados a sus armaduras, no contiene ninguna ley fisica, La
nueva ley fisica consiste en que la corrlente de desplazamiento crea un campo magnético,
igual que el que origina la corriente de conducelén, correspondiente a ella,

Ejemplo 57.1. Entre las armaduras de un condensador plane hay dos capas de material

Ee es débil conductor y poses las conductividades v, y v, y las constantes dieléctricas €, y &q.
s grosores de las capas son respectivamente iguales a ay

¥ ag ([ig. 246). Las dreas de las armaduras del condensador
son &, Investigar el proceso de establecimlento de la inten-
sidad de la corriente en el circuito si en el momentot =0 =y
@ las armaduras del condensador se les aplica una diferencia
de potencial constante U, Exzaminar los procesos que sur-
gen al desconectar el circuito y al poner en derivacién la
fuente de fem exteriores,

Al conectar la tensién, en la superficie de separa-
cién de las capas no puede surgir instantineamente la 3
carga superficial. Por eso inicialmente el sistema en cues- +
tiém se comporta como si la conductividad de la substan- Fig. 248
cia entre las placas fuese nula, es decir, se comporta Condensador plano de dos ca-
como un condensador ideal. Por esta razén, en el espacio pas de fuga
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entre las placas aparece el desplazamiento
D = g E, = 8;,E,, {57.6)

donde E, y E, son las intensidades del campo eléctrico en la primera y segunda capas, Tes-
pectivamente. Ya que la diferencia de potencial entre las placas es U,,

(2)
S E-dl=0,E; +a:Ey=Us, 7.7
1)

donde en calidad de camino de integracién de la primera placa a la segunda se toma el camino
por la normal a las placas. De las férmulas (57.6) y (57.7) se desprende que
D = e,e,U(20 + 104). (57.8)
Toda la corriente en el momento inicial es corriente de desplazamiento. Es igual a la
infinidad, ya que la diferencia de potencial se comecta instantdneamente X D crece ripida-
mente desde O%nsta el valor, determinado por Ia férmula (57.8). La densidad superficial de
la carga en las placas tambidn aumenta espontdneamente desde O hasta oy = —ay = D.
as variaciones instanténeas del desplazamiento desde 0 hasta un valor finito se deter-
minan por una velocidad muy grande de surgimiento de la polarizacién de la substancia bajo
la influencia del campo exterior. La polarizacién aparece en el transcurso de tiempo, caracte-
ristico para los procesc.. intermoleculares.
En los siguientes momentos de tiempo, después de la conexién, la intensidad de la
corriente de conduccién comienza a crecer y al pasar un lapso suficiente (¢ — o) se establece
el valor equilibrado de la densidad de la corriente:

= 9E; = 1.y = 2i¥2Uo/ (1281 + 11aa), (57.9)

donde se tuvo en cuenta la relacidn (57.7). Dado que la conductividad es hetemfénea, en la
superficie de separacién de las capas existe una carga con densidad superficia
¢ = Dy — Dy = €3 — &,Ey = (8571 — &17a) Uo/(¥ae1 + 11va), (57.10)
donde se hizo uso de la condicién de frontera (17.36), ya que la intensidad del campo eléc-
trico no depende del tiempo.

En el régimen transitorio hasta lograr los valores estacionarios (57.9) y (57.10), las
corrientes de conduccién en la primera y segunda capas son diferentes y la densidad de la
carga en la superficie de separacién de las capas aumenta con el tiempo. La suma de las den-

sidades volumétricas de las corrientes de conduccioén y de desplazamiento; denominada den-
sidad volumétrica total de la corriente

8
ft"YlEI.“i“';)T (81E1) =YaEs+ -6_,' (esE3), (57.11)

tiene el mismo valor en ambas capas en el régimen transitorio. Después de excluir £, de
(57.41), con ayuda de (57.7) obtenemos la ecuacién para E,:

dE. E; Velo

e 5742
dt T 7 ea01+Esay ' ¢ )
donde
T = (gyay + 234/ (V125 + Ta01)- {57.13)
Una ecuaciin analégica se obtiene también para £,
La solucién de estas ecuaciones para condicién inicial {57.8) es asi:
. . 'I"IU; : —tjt esUs —ift
Ey=———2 ({1 - A 57.14
= et T M e Tem H-19
17 —i/c 8, U, ~tit *
Eg—=—10 . (1— e 5 57.15
By ta 0 0t o o 7Y

Para ¢ — oo estas soluciones, asi como debe de ser, adquieren la forma (57.9).
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La densidad superficial de la carga entre las capas varia segiin la ley

ey By AVL=EIVE oty ;
. o=g;E;—e,E, o0 T 71e ( e N U, (57l§)
Para ¢t = 0 la densidad superficial de la carga 0 = 0 y para ¢t = oo, ella, como era de
esperar, tiende a '(57:10). ; ) o
La densidad total de corriente se encuentra de.la expresidn (57.11), teniendo en cuenta
{57.14), v (57.15): y .

fe="E +-§T (81Ey) =1aEs +':_t (82E4)=

Y1Ys .I & g3 S -ty B8y sin U - BT g
(Yea1+7V10s (“ 'F) (ta_¢z+§m ?m+'hcs) ¢ gt ()] “ (Erdn
donde 6 (¢) es la funcidn delta. Ella s a causa de que el desplazamiento D para ¢t = 0

crece instantdneamente desde 0 hasta (57.8). Con otras palabras, al calcular la derivada res-
pecto al tiempo en (57.17), tenemos

7 (e4Eq) aE, eq84l7 ;
T=81 —-a—;--l—a';m-:;’ 6(1), {57‘13]

i
¥ gl calcul?)r OE,/8t en 1a férmula (57.18), hacemos uso de la expresién (57.14), vélida para
todos ¢ > 0.

. El analisis realizado muestra que la distribucidn de las tensiones por diversas secciones
del circuito al conectar la tensitn exterior, puede diferenciarse esencialmente de la distribu-
cién en el régimen establecido. Esta circunstancia debe tomarse en consideracién cuando se
calculan los circuitos. :

Al abrir el eircuito, j¢ = 0 y, por lo tanto, las ecuaciones (57.11) adquieren la forma:

nE+ 28R o, yup, 1 2B (57.49)

Los campos se descomponen independientemente. En el régimen establecido, como se
ve de las ecuaciones (57.14) y (57.15),

Eyp = 12U/ (V18; + 1iaa} (57.20)
Ep = 11Uy (¥sa; + V102).

La solucién de las ecuaciones (57.19) para las condiciones iniciales (57.20) tiene el
-aspecto:

- U, -tjt1 . 4.1/ —t/1, 7
Hs Ya2d1+ V103 s 5 E Y311 Y189 ° ' ()

donde 1, = g,/y,, T3 = EyfY,. ) o
La diferencia de potencial entre los terminales abiertos varia de la manera siguiente:

Uy -1ty —tivg
.| B e E 57.22
Ty e e (57.22)

La densidad superficial de la carga en la superficie de separacién de las capas en el
condensador se determina por la férmula

U=ayE;+a,Ey=

O=g,F,—e,F = ﬁ [eyvie~ %2 — g pe~1/33], (57.23)

Al shuntar la fuente de las fem exteriores, U, = 0 y las ecuaciones (57.7) y (57.12)
toman la forma:

0 By 4 g By = 0, (57.24)
4By | By _ .
SE+=0, (57.25)
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donde Tt se define mediante la expresién (57.13). La condicién inicial para ¢ = 0 se halla de
la expresién (57.10) teniendo en cuenta (57.24):
Baly T a1
#3E50— E=_-( s)E =20—51h g 57.28
b o T8) F9= Y0, e, (57.36
La solucién de la ecuacién (57.25) con el valor inicial de E,, que se desprende de (57.26)
es la siguiente:

(Bay1—2172) Blu_o -1/t
CrmF2iaD) (vaza +vaaa) © G0

La intensidad de la corriente en el circuito y la densidad superficial de la carga entre
las capas son iguales a:

Ey= —Easjay= —

[ {ra8a—vs8y Y2 __ aa8slly  -—tpc 2,840 ]
[= [ — 2l si)s 57.28
(31¢:+31“1 (Y281~ V122) y 20qt 840, ®]85, ¢ 4

c=L BtV g oo-tix (57.29)

Fal1 T T1ls

E! término con la funcién &§ en (57.28) a causa de que en el momento del shuntado de la
fuente de fem exteriores, el desplazamiento D cambié a salto desde el valor, correspondiente
8 la férmula (57.9) para el régimen establecido, hasta el valor, correspondiente a las condicio-
nes normales para ¢ = 0 segun la férmula (57.26).

§ 58. Sistema de ecuaciones de Maxwell

Se examinan el sentido fisico, las condiciones de ab!&'cacién, la comple-
titud y compatibilidad del sistema de ecuaciones de Mazwell.

Sistema de ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones (57.5), (46.5), (36.4)
y (17.30), obtenidas en los pérrafos anteriores como consecuencia de la genera-
lizﬁcién de los hechos experimentales, forman el sistema de ecuaciones de Max-
well:
rot H = j + aD/at, (I) divB =0, (II1)

"rotE = — gB/at, (II) divD =p. 14%) (58.1a)

Estas ecuaciones, denominadas de campo, son aplicables para describir
todos los fendmenos electromagnéticos’ macroscépicos. Al examinar una situa-
,-cién.concreta es necesariojtener en.cuenta las propiedades electromagnéticas de
los medios materiales, En muchos casos ésc se logra usando las relaciones (17.31),
(38.24) y (16.5): -

D—¢E B=yH j=vEW) (58.1b)

llamadas por lo general, ecuaciones materiales. Sin embargo, existe una canti-
dad de fenémenos cuando las ecuaciones materiales tienen otro aspecto (por
ejemplo, los fenémenos no lineales) v su composicién representa una tarea cien-
tifica independiente. :
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. Sentido fisico de las-ecuaciones. La ecuacién (1) expresa la ley por la que
el campo magnético se.origina por las‘cerrientes de conduccién y de desplaza<:
miento, que son las dos fuentes posibles del campo magnético. '

" La ecuacién (II) es la ley de induccién electromagnética e indica-que. el -
cdmpo magnético variable’ puede ser una de-las fuentes posibles.que engendran’
el campo eléctrico. La segunda fuente del campo eléctrico son las-cargas: eléctri=:
cas, la creacién del campo-por las cuales se-describe mediante la ecuacion (1V):
‘que-expresa la ley de Coulomb. El sentido fisico de laecuacion (I11)-se-discutio:
detalladamente con relacién a (36.4). = -

“ Las ecuaciones materiales’(I)'sen las relaciones entre los vectores.del-cam-.
po' v de las corrientes que-tienen en cuenta-las propiedades del:medio ‘material: -
a consideracién de las propiedades dieléctricas que se describen desde él'punto
de vista fenomenolégico mediante la polarizacion, est4 en la constante dieléc-
trica e; la consideracién de las propiedades magnéticas que se describen feno-
menolégicamente por la imanacién, se encuentra en la permeabilidad magné-
tica p'y la consideracién de las propiedades conductoras del medio, en la condue-

tividad y.

Las ecuaciones del campo son lineales, que tienen en cuenta el principio de
superposicién que es un hecho experimental independiente.

Condiciones de aplicaci6n de las ecuaciones, Durante la argumentacion
de las ecuaciones (58.1) se ve que son validas para las siguientes condiciones:

1) los cuerpos materiales en el campo son inméviles;

2) las constantes materiales e, p, y pueden depender de las coordenadas,
pere no deben ser funciones del tiempo y de los vectores del campo;

3) en el campo estan ausentes los imanes permanentes y los cuerpos ferro-
magnéticos.

Para tener en cuenta el movimiento del medio lo més sencillo es obrar de
esta manera, La presencia del medio en los fenémenos magnéticos y eléctricos se
reduce, & fin de cuentas, a la existencia de cargas en el medio y su movimiento.
Por eso puede partirse de las ecuaciones de Maxwell para el vacio (e = g,
B = M), ¥ temer en cuenta el medio de la misma manera que se hizo en los
§§ fl'JPy 38, pero tomando en consideracién el movimiento de las cargas. En de-
finitiva resulta que las ecuaciones del campo (58.1) se conservan sin cambiar de
aspecto y toda la consideracién del movimiento del medio se reduce a la modifi-
cacién de las ecuaciones materiales (58.1b) que se hacen dependientes de la ve-
locidad del medio y se complican considerablemente. Entonces terminan de ser
relaciones entre dos magnitudes (por ejemplo, entre D y E, etc.), sino gue «se
agarran» una de otra. Verbigracia, la densidad de la corriente de conduccién
comienza a depender de la induccién del campo magnético, mientras que antes
era funcién sélo de la intensidad del campo eléctrico, ete.

El campo fuera de los imanes permanentes y las substancias ferromagnéti-
cas, suponiendo que se conoce su imanacién, puede describirse con ayuda de las
ecuaciones de Maxwell. Pero resolver el problema en presencia de materiales
ferromagnéticos en el espacio cuando, por ejemplo, se prefijan las corrientes, no
se puede mediante las ecuaciones de Maxwell. Son inaplicables para este
caso.
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Completitud y compatibilidad del sistema de ecuaciones. Aplicando las
ecuaciones materiales (58,1b) de las scuaciones de campo (58.1a) pueden excluir-
se las magnitudes D, H y §, como consecuencia de lo cual se convierten en ecua-
ciones respecto a los vectores E y B, o sea, respecto a seis componentes indepen-
dientes incognitas de estas magnitudes. Por otra parte, la cantidad de ecuacio-
nes escalares en (58.1a) es igual a ocho. Resulta que existen ocho ecuaciones pa-
ra seis magnitudes incégnitas, es decir, la cantidad de ecuaciones supera el n-
mero de incdgnitas, lo que es inadmisible, ya que el sistema de ecuaciones apa-
Tienta estar repleto.

En cambio, en realidad el sistema no est4 repleto y no surge ninguna dificul-
tad. Eso se determina por el hecho de que las ecuacienes (I) y (IV), (II) y (III)
tienen los mismos corolarios diferenciales y por eso estin ligadas entre si, a
pesar de que no se puede decir que algunas de ellas sean comsecuencias de las
otras. .

Para demostrar que los corolarios diferenciales de las ecuaciones (1I) ¥
{I11) son iguales, apliquemos & los dos miembrog de la ecuacién (II} la operacién
div y ambos miembros de la ecuacién (1II) diferenciémoslos respecto al tiempo.
En los dos casos resulta una misma ecuacién 4div B/at = 0.

Demostremos que teniendo en cuenta el principio de conservacién de la car-
£a

2 4+ divi=0 (58.2)

la ecuacién (IV) puede considerarse como corolario diferencial de la ecuacién
g). Para ello apliquemos la operacién div a los dos miembros de la ecuacién

)
div § + adiv D/gt = 0, (58.3)

donde div rot H = 0. Comparando (58.3) v (58.2), vemos que debe cumplirse
la igualdad
divD = p, (58.4)

que coincide con la ecuacién (IV). Asf queda demostrado que (IV) es un corolario
diferencial de la ecuacién (I), teniendo én cuenta el principio:de conservacién
© dela carga. - - ) :
i La-presenéia de-dos enlaces-diferenciales entre. las ecuaciones (I.— IV)
hacd-este sistema compatible. Un andlisis més detallado muestra que el sistema
“de ecuaciones es completo y su.solucién.es univoca para las condiciones iniciales
v dé frontera prefijadas. La demostracién de 1a unicidad.de la solucién se reduce,
en rasgos generales; alo siguiente. Si existen dos distintas soluciones, su-diferen-
cin debido al cardcter lineal de' las ecuaciones de Maxwell, es:también una so-
‘Tucién, pero para las cargas y corrientes nulas; asi como-para las condiciones ini-
. ciales y-de frontéra nulas, De aquf, haciéndo uso.de-la expresi6n para la energia
del campo electromagnético y del principio de congervacién de la energia, saca:
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mos la conclusién de que la diferencia de las soluciones es idénticaments igual a
cero, os decir, las soluciones son iguales. Asi queda demostrada la unicidad de
la soluci6én de las ecuaciones de Maxwell.

§ 59. Principio de conservacién de la energia del campo
electromagnético. Flujo de energia

Se da la enunciacién matemdtica del principio de-é:o_r;#errﬁd_:ﬁn:_:;de Ia
energla y se ezainina el concepto de flujo de energla electromagnética.

Enunciacién. La energia del campo magnético y eléctrico se define mediante
las férmulas (18.16) y (47.27). En los §§ 19 y 39 se investigaron las fuerzas en
los campos magnético y eléctrico, bajo cuya influencia se efectia el trabajo. En
ol §49 se determiné el trabajo de la corriente alterna y en el § 27 se estu-
di6 el efecto térmico de la corrients. El principio' de conservacién de la energia
requiere que todos esos procesos sean enunciados en forma de principio
de conservacidén y transformacién mutua de distintas formas de energia. Puesto
que en este caso las fuentes de produccién de la energfa electromagnética estan
separadas en el espacio de los lugares de su consumo, surge 12 idea sobre el mo-
vimiento de la energfa que se caracteriza por su flujo.

Examinemos cierto volumen V cerrado en el que existen el campo electro-
magnético y las corrientes (fig. 247). El calor de Joule que se desprende por las
corrientes en este volumen es

Pajj-E av. (59.1)

Para simplificar el célculo, se supone que no hay transformaciones algunas
de energia en el volumen. Poniendo en (59.1) la expresién para j de la ecuacién
(58.1a), obtenemos

P= i E-rotﬂdV—J E-2ay.  (59.2)

Segin la férmula (A.15), tenemos
divE X H=rotE-H—E.rotH (59.3)
¥, por lo tanto,
p=— {32 .Hav—

ap 4 Peta by sauniiactdn dal i
s ara la enunclacion el prin-
—-5 E'Ta?'dv'_j divE x HdV, (59.4) cipio de conservacién de la
energia

28=01444
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donde rot E = — 9B/3t. Teniendo en cuenta que H. %Tn = -;- . 0_!%;__!1 ¥ E'a‘: =
_ 1 3{ED) :

g ¥ transformando la ultima integral en {59.4) por el teorema de

Gauss—Ostrogradski en integral respecto a la superficie o, que limita el volu-
men V, en definitiva obtenemos

=2l é (E-D +B.H)dV]-—§E><H.dc. (59.5)

Aqui la superficie se designa por ¢ para conservar la letra § con el fin de denotar
la densidad del flujo de la energia electromagnética.
Flujo de energia.
La magnitud
W=%j(z.n+n-m av (59.6)

caracteriza Ia energia electromagnética, incluida en el volumen V. La magnitud

S=ExH (59.7)

es la densidad del flujo de energia a través de la superficie que limita el volu-
men V y se denomina vector de Poynting. Fue obtenida por J. H. Poynting
(1852—1914) en 1884. Pero diez afios antes, en 1874, N. A. Umov (1846—1915)
realizé una investigacién general del movimiento de la energia en los cuerpos,
que se caracterizaba por el correspondiente flujo de energia, Por esta razén el
vector (59.7) se llama también vector de Umov—Poynting. La igualdad (59.4)
es més cdmodo escribirla asi )

aw
?=—P—-§S-du. (59.8)

es decir, el cambio de la energta del campo electromagnético en el volumen transcu-
rre debido al trabajo de las corrientes de conduccién en dicho volumen y del flujo de
energta que atraviesa la superficie que limita el volumen. Si la energia del campo
eléctrico:no varia, 9W/at = 0, entonces [véase (59.8)] -

y 5 §-do. (59.9)

o

Por consiguients, todo el trabajo que se efectiia en un volumen cerrado se rea-
liza a cuenta. del flujo de energia electromagnética que atraviesa la superficle. que
limita el volumen:

La igualdad (59.8) expresa el principio de conservacién de la energia del
campo electromagnético. :

. Es necesario subrayar que (59.8) es precisamente la expresién del principio
de conservacién de la energfa, pero de ninguna manera su demostracién.
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... Al confeccionar.la teorfa de la electricidad y el magnetismo se supone uueutall;ﬂ.:mado.
el principio de conservacién de la energia como una ley r&m‘zml dela naturaleza, Partiendo,
d ipio de conservaci6n de.la energia emoler;me al, puede hallarse la expresién mate-
nditica’ parnl In"densidad’ voliimétrica de Ta ‘energia de’los’ campos-eléctrico’y magnético : la.
densidad de la-energfa de‘los canipos eléctricos y. magnéticos y la densidad del‘flujo de energla
electromagnética. También se establece la relacién entre.ellas que expresa la’ idea del ‘movi+
miento de la energia electromagnética, En la férmula (59.8) la :magnitud fisica’ P toma: en
cotsideracién la posibilidad de transformar mutuamente las diversas formas de eneria..

§ 60. Movimiento de la energia electromagnética a lo largo de
las lineas de fransporte

Se examinan el cuadro fisico del movimiento de la energia a lo largo
de las lineas de transporte y las caracteristicas principales de las lineas
de transporte.

Meeanismo de compensacién de las pérdidas de energia en calor de Joule. Exami-
nemos una parte del conductor de seccién circular de radio r, a lo largo del cual

: @\

' L

\

K n
— ﬁ—- -
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Fig. 248 Fig. 249
Mecanismo de compensacién de Transmisién de la energia elec- 5
las pérdidas de corriente en tromagnética con ayuda de la
liberar el calor de Joule corriente por um caile

pasa una corriente continua de densidad volumétrica j (fig. 248). Segin la ley
de Ohm en forma diferencial la intensidad del campo eléctrico, paralela al eje
del conductor es igual a

E = j/y. (60.1)

Debido a la condicién de frontera respecto a la continuidad de las compo-
nentes tangenciales de la intensidad del campo eléctrico, un campo semejante
existe fuera del conductor en las inmediaciones de su superficie.

Calculemos por la férmula (59.9) el flujo de energia electromagnética que
atraviesa la superficie cerrada del cilindro, cuya superficie lateral coincide con

26w '
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la superficie del conductor de longitud ! y de bases sirven las secciones circula-
res del conductor.
La intensidad del campo magnético en la superficie del conductor estd di-
rigida por la ‘tangente a la superficie, perpendicular al eje del conductor (y al

vactor j) (fig. 248) y es igual a
H = jnr*/(2nr) = j/(2r). (60.2).

De esta manera, el vector de Poynting (59.7) estd orientado por el radio res-
pecto al eje del conductor y es igual a

S = EH = j'r/(2y). (60.3)

Eso significa que la energla electromagnética confluye en el conductor del es- .
pacio circundante a través de su superficie lateral. El flujo de energia a través de
las bases del cilindro esta ausente. En la parte del conductor de longitud [en
el transcurso de 1 s confluye la energia ;

P = §-2nrl = (Ply) nril. (60.4)

Segiin la ley de Joule—Lenz, en la longitud ! del conductor durante 1 s
se desprende una cantidad de calor

P = (j*/y) nr'l. {60.5)

La comparacion de (60.4) y (60.5) muestra que toda la energia que se libera
en forma de calor en ¢l conductor, al recorrerlo una corriente eléctrica, ingresa
del espacio circundante a través de la superficie lateral del conductor. Por lo
tanto, la energia que se transmite mediante la corriente eléctrica, se mueve en el
espacio que rodea el conductor. Los cables desempefian el papel de gulas, a lo largo
de los cuales se mueve la energia electromagnética, con la particularidad de que la
densidad del flujo de energia en cualquier punto del espacio se determina por el
vector de Poynting.

Movimiento de la energia a lo largo del cable. Por el cable central la co-
rriente se mueve en una direccién, mientras que por la envoltura del cable, en
direccién contraria (fig. 249). Entre el alma central y la envoltura se encuentra
un dieléetrico. Para simplificar los cdlculos supongamos que la resistencia d¢
los hilos del cable es insignificante, por lo que se puede menospreciar, o sesa;
puede considerarse que la energia se transporta sin pérdidas. Entonces el poten-
cial a lo largo del alma central y la envoltura es constante y la variacion del
potencial entre ellos transcurre en ¢l consumidor de la energia y en la- fuente
(fom ‘exterior): Sea-la cafda del potencial en el consumidor de energia igual:
Eso significa que la diferencia de potencial entre el alma y la envoltura es:
Por lo.tanto, entre ellos existe un campe eléctrico. Debido a la simetria axial
del problema y a que la corriente eircula a lo largo del cable sin resistencia
alguna,-la intensidad. de .dicho.campo est4 dirigida por el radio, mientras:que
la componente.tangencial E . esté ausente. El.eje Z:-del sistema de coordenadas
cilindricas coincide ‘con.el eje-del cable. Las lineas de‘fuerza del camipo magné:
tico son circunferencias concéntricas-con centro en ol eje del cable. Lia intensi-
dad del campo- difiere de cero sélo en el espacio entre el alma y la envoltura;
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pues fuera del cable es nula. La componente- radial del vector de -Poynting es
nula. La ecuacién de Maxwell div D = p para el espacio entre el alma y la-
envoltura adquiere el aspecto

" 1 4
divD=— —(rE;)=0,

donde se ‘utilizé 1a escritura de la operacion de la divergencia énicoordenad
cilfndricas y se tomé en ‘consideracién que las componentes tangencial y axial
del vector E no existen, De la expresién (60.6) obtenemos -

E, = ayr, (60.7)
donde a, es la constante de integracifn, definida por las condiciones del pro-
blema. La diferencia de potencial entre el alma y la envoltura es

Ty
U= E drecolniry/r), (60.8)

que permite hallar el valor de 1a constante a, = Ulln (ry/r;). Teniendo en cuenta
este valor, la formula (60.7) adquiere la forma
Bt i (60.9)

e ln(?’f?;) -?-‘
La intensidad del campo magnético en el cable es
H, = I/(2nr), {60.10)

como se desprende directamente de la ley de la corriente total, teniendo presen-
te la simetria axial del campo. De las férmulas (60.9) y (60.10) obtenemos
= X N
S, =EH,= % Behg (60.11)
Esta magnitud representa en sf la densidad del flujo de energia electro-
magnética, dirigido paralelamente al eje del cable en el espacio entre el alma y
la envoltura. Fuera del cable, asi como en el alma central y en la envoltura no
existe ningdn flujo de energfa, ya que ahi pricticamente no hay campo eléctri-
co para la suposicién tomada de que no existe resistencia alguna. Durante 1 s
la energia electromagnética que atraviesa la seccién transversal del cable, es
2n Ty
i dr ui
P=§S,da_ﬁida57.m=vl. (60.12)
Para la intensidad de la corriente J que recorre la carga a una diferencia de
potencial U, se disipa unra potencia

P, =1U. (60.13)
La comparacién de las férmulas (60.12) y (60.13) muestra que toda la ener-

gia que utiliza el consumidor, se mueve a lo largo del cable en el espacio entre el
alma y la envoltura en forma de energla electromagnética.
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En el sentido principal no cambia nada para la corriente alterna de frecuen-
cia no muy alta. Si la corriente en el cable cambia su direccién por la contra-
ria, las componentes E, y H, de los vectores del campo cambian también de di-
reccién, permaneciendo el sentido del vector de Poynting invariable. Por eso,
a pesar de que la direccién de la corriente varfa por la contraria, el sentido del
movimiento de la anarfia electromagnética se conserva: ésta se mueve todo el
tiempo de la fuente al consumidor.

En otras 1fneas de transporte el cuadro del movimiento de la energia, en el
sentido principal, no cambia, tdinicamente se complica la configuracién de los
campos y los caminos, por los que se mueve la energia.

Linea de transporte de la corriente alterna. Para frecuencias no muy altas
y distancias bastante pequefias, cuando puede considerarse cumplidas las condi-
ciones casiestaclonarias, las corrientes en la linea se describen totalmente por

%
Fig. 250 :
Circuito equivalente de la linea de transmisién de corrientes
alternas

los métodos expuestos en el capitulo 8, Al no observarse las condiciones casies-
tacionarias, el cuadro se complica, lo que es obhvio ya de la circunstancia de que
la intensidad de la corriente en un mismo momento de tiempo es distinta en di-
ferentes partes de-la linea de transporte. Cualquier parte del conductor posee
ciertas inductancia y capacidad, lo que convierte toda la linea de transporte
en un circuito eléctrico con resistencias, capacidades e inductancias distribuidas
continuamente. .

. «Eeuaciones para.la intensidad de la corriente y la tensién. Ante todo es
- . necesarig hallar ]a ley, por la'que la intensidad de la corriente y la tensién entre
los conductores varia alo largo de la linea. La fig. 250 muestra el circuito equi-
valert la* distribiicién de la inductancia, capacidad y resistencia. Desig-
181 inductancia, capacidad y resistencia, correspondientes a-1 m de longi-
tud delalinea, por L, C'y R. Lias impedancias Z, y Z, se dan también respecto a
1 m de longitud. La parte Az de la linea posee una impedancia, acoplada en se-
rie’ que representa una’ resistencia compleja

Z0z = (B, + toL) bz, . - (60.14)
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y con la impedancia Z;, conectada en paralelo, que ofrece una conductwldad
compleja )

--— -Az= (——- 4 iwC) Az. (60.15)

Supongamos que al comienzo de la parte de la linea Az se aplica una ten-
sién U y la-intensidad de la corriente es I. Al final de esa parte dichas magnitu~
des. son, respectivamente, iguales a U 4 AU, I 4 Al. Las pérd;das a tra\rés
del-aislamiento aquf y en lo sucesive no sé tienen' en cuenta.

Apliquemos la regla. de Kirchhoff para el'circuito exterior de toda'la: parta.'
tomando como direccién positiva, el recorrido en sentido dextrogiro:

—2, 55 U8 —2, 5 1=U+AU-U. (80.46)

Después de dividir (60.16) por Az, obtenemos
— Z A2 — Z,0 = AU/Az. (60.17)
Si Az — 0, el primer sumando en el primer miembro de la férmula (60.17)
tiende a cero (Al — 0). Entonces,

= —2Zll. (60.18)

De manera andloga, laregla de Kirchhoff, aplicada al circuito izquierdo que
contiene la impedancia Z,J'ﬁz. nos da

—-———-A! z, -——I==-~U (60.19)
de donde para Az — 0 obtenemos
ar 1
== ._..z_zU, (60.20)

Al diferenciar los dos miembros de la expresién (60.18) respecto a z y ex-
presar d//dz con ayuda de la férmula (60.20), hallamos la siguiente ecuacidn
para U:

[ 1
T =7U. (60.21)

Andlogamente, la diferenciacién de la férmula (60.20) respecto a z y el

uso de (60.18), conduce a la ecuacién para la intensidad de la corriente:

a7z
== :I (60.22)

Las ecuaciones (60.21) y (60.22) se denominan ecuaciones de la linea de
transporte.

Impedancia caracterfstica y constante de propagacién. La sclucion general
de las ecuaciones de las lineas de transporte tiene la forma (por ejemplo, para

U = Ae~*x + Beo*, (60.23)
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con la particularidad de que para @, denominada constante de propagacién, des-
pués de poner (60.23) en (60.21), hallameos la expresidn:

a=VZJ/Z, (60.24)
El mismo aspecto tiene la solucién de la ecuacién (60.22):
I = Aje=o% 4 Beax. (60.25)

Poniendo las soluciones de (60.23) y (60.25) en (60.18) y (60.20), encontra-
mos el enlace entre las constantes 4, B, 4,, B;:

A, = A/Z, B, = —BiZ, (60.26)
donde
2,=VZ7, (60.27)

es la impedancia caracteristica de la linea. Para aclarar su sentido, supongamos
que la linea de longitud  termina con una carga, cuya impedancia es igual a la
caracteristica (fig. 250)., Baséndose en las igualdades (60.23)—(60.27) parala
tensién en la salida de la linea, es decir, en la carga Z;, puede escribirse:

U, = I.Z, (60.28)
o bien
Ae-wl - Beol — Z, (-z%- e-“‘—z% e“‘) . (60.29)

De aquf se desprende que 8 = 0, A = U,,, donde U, es la tension en la
entrada de la linea para z = 0. Asi pues, la tensién y la intensidad de la co-
rriente en la linea se determinan por las expresiones:

U= Uyeo, [ = UgelZ, (60.30)

Por lo tanto, la impedancia de entrada de la linea es igual a la caracterfs-
tica:
Zep = Uellen = 2. (60.31)

Esto significa que si la linea termina con una carga que posee una impedancia
caracteristica, su impedancia de entrada es igual a la caracteristica independiente-
mente de la longitud, es decir, en este caso la corriente se transmite por la linea sin
cambiar la relacién entre la tensién y la intensidad de la corriente.

Resisténcia caracteristica. En la mayoria de los ‘casos importantes las
resistencias Shmicas de 10s'elementos -de las lineas son mucho menores que las
inductancids y capacitancias correspondientes (H; < oL, 1/R; <€ wC) y se
pueden-menospreciar. Entonces 1a impedancia caracteristica para esta condicién
&3:

Ryl L
e?stlima magnitud real, es decir, es una resistencia, llamada resistencia caracte-
ristica.
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La resistencia caracteristica depende de la forma y las dimensiones de los.
<conductores, de la distancia entre ellos y.otros factores;, de los que dependen la
capacidad y la inductancia de las partes de la linea, Verbigracia, la resistencia
caracteristica de los conductores cilindricos paralelos de radio a, la distancia
entre cuyos ejes es D, es igual a :

2, = 276 log (D/a). (60.33)

Se considera que los conductores se encuentran en un medio, cuya constante die-
léctrica es préxima-a la unidad (vacie; aire, ete.).

Velocidad de propagacién. Més arriba se examiné el caso de distribucién
de la intensidad de la ¢orriente y de la tensién a lo largo de la linea en cierto mo-
mento de tiempo. Si en la entrada la intensidad de la corriente y la tensién va-
rian periédicamente con una frecuencia w, en todas las partes de la lfnea ellas
cambian con la misma frecuencia. Para las condiciones cuando la impedancia
caracteristica es una magnitud real (60.32), la constante o [véase (60.24)] es
puramente imaginaria:

ae=te VIC. (60.34)

Por eso, tomando la dependencia de las magnitudes respecto al tiempo en
forma de exp iwt, se puede, baséndose en (60.30), escribir:

Uz, ty=U,expli (ot—w VIC z)],
I(z, y=(UJY ETC) exp [t (0t —a V' LC z)]. {60.35)

La férmula (60.35))describe la onda con una frecuencia que se propaga a lo
largo del eje X con una velocidad

v=1/VLC. (60.36)

Recordemos que en esta féormula L y C son la capacidad y la inductancia
de la linea de transporte, correspondientes a 4 m de longitud. Para dos conducto-
res cilindricos finos de radios @ que se encuentran en el vacio a una distancia
D el uno del otro, las capacidades e inductancias por 1 m de longitud de la linea
son iguales a:

C = &y/I2 In (D/a)), L = 2y, 1n (D/a) (60.37)
¥ por eso la velocidad de propagacion de la onda es
v=A/VIC=1Veg=c. (60.38)

Reflexi6én. 8i la resistencia de la carga es igual a la caracteristica, toda
la energia que se transporta por la linea, se absorbe por la carga. Se dice que la
carga y la linea de transporte estin adaptadas entre sf. Si no existe tal adapta-
cién, parte de esa energia se refleja de la carga y se mueve por la linea al encuentro
del flujo inicial de energia.

Examinemos como ejemplo una linea de transporte, cortocircuitada en el
extremo, o sea, cuando U, = 0. Las ecuaciones (60.23) y (60.25) adquieren el
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aspecto:
0 = Ae-iPt 4+ RBeibl, (60.39)
I = Ae-Blfp _ Beiljp, (60.40)

donde para simplificar la escritura de las férmulas se introducen las designaciones:
B = oVIC yp = VLIC. Después de resolver estas ecuaciones con respecto a
A y B, obtenemos

A = I petbl/2, B = —] pe-iblf2, (60.41)

Por eso las expresiones (60.23) y (60.25) para la tensién y la intensidad de

la corriente a lo largo de la 1inea de transporte se escriben de la signiente mane-
ra:

U=1I, § fo-tt=-0 —etbx-0], (60.42)
I=2 [o- == D) giBix=D, (60.43)

Puesto que la dependencia de 1as magnitudes respecto al tiempo se caracte-
riza por el factor exp (iwt), puede sacarse la conclusién de que los primeros su-
mandos en el segundo miembro de estas férmulas describen la onda que se
propaga en sentido positivo del eje X y los segundeos, en sentido megativo
{es decir, describen la onda reflejada del extremo cortocircuitade de la
linea). De aqui puede deducirse que no sélo la imposibilidad de transportar toda
la energia a la carga en ausencia de la adaptacién a la linea dicta la necesidad
de la adaptacidn. Si las sefiales se trapsmiten en forma de impulsos, las reflexio-
nes sucesivas de la carga y luego de nuevo de la entrada, provocan una distor-

sién tan fuerte de la sefial, que llega a la carga, que resulta dificil trabajar con
ella.

La energia que se transmite por la corriente eléctrica, se mueve en el espacio que rodea
a los conductores, Estos Gltimos desempeiian el papel de gufas, a lo largo de los cuales se mueve
la energia electromagnética. El calor de Joule en el conductor se d nde a causa de la energia
electromagnética que se suministra al conductor mediante su superficie del espaclo cireundante.

Qué significa la impedancia caracteristica de la linea y la constante de propagacién?
Bescribanse los procesos fisicos que conducen a la reflexién de la energia de la carga.
iPara qué condicién la reflexién estd ausente y toda la energia transmitida por la liea se
absorbe por la carga?

§ 61. Emisién de las ondas electromagnéticas
Se da la solucién del problema sobre la emisién de un oscilador lineal.

La solucién obtenida se generaliza para el caso de un elecirén no relati-
vista acelerado al azar. Se examina la reaccién de la emisidn.

Ecuacién para el potencial veectorial. La induccién y la intensidad de los
campos alternativos se expresan mediante las férmulas (46.8) y (46.12) por medio
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~de-los potenclales vectorial y escalar, para encontrar los cuales es necesario te-
ner ecuaciones.
- Putlmos de la ecuacién de Maxwell (58.1, l) que es mas cémodo escribirla
asf

rot-B=pj+p.z = {Bi A)

donde para slmplt!mar 'se-gupone que p y & no-dependen de las coordenadas‘ Po-
niendo (46.8) y (46.12) en (61.1), ohtenemos .

rotrot A=pj+ P'E"EE' (—-—grad q:r-—-—g‘;- : : ('61.'2')
Tomando en consideracién que rot rot A = grad div A — V?A, transforme-
mos (61.2) a la forma
: a
V’A—pe a‘, = —pj+ grad (de—}-pa?T—) " (61.3)
Utilizando que los potenciales son multiformes y estin definidos con una
precisién de la transformacién de calibracién (46.13), se puede imponerles cier-

ta condicién. Para simplificar al méximo las ecuaciones (61.3) esta condicidén
se elige en forma de igualdad

divA+epS2 =0, (61.4)

denominada condiciébn de Lorentz. En dafinitiva, [véase (61.3)], obtenemos
VIA —ep T ﬂ, = —pj (61.5)
la ecuacién de d’Alembert.

Eleceién de la funeién de calibracién g. Al imponer sobre los potenciales
las condiciones de Lorentz (61.4), la funcién con cuya ayuda se efectia la trans-
formacién de calibracién de los potenciales 246 .13), no puede elegirse al azar.
Es necesario que la condicién de Lorentz (61.4) se conserve durante las transfor-
maciones de calibracién. Tenemos

div A’ +pe 22— div (A +grad 1) +

= ) 3
+pe a_‘(q;—ax}'at) =divA-+pe T‘T-I- (V"‘x He—Za a;l )

De esta manera, la condicién de Lorentz es invariante sélo para las transforma-
ciones de calibracidn con la funcién y que satisface la ecuacidn

a!
Vi —pe 53 =0. (61.6)

La ecuacién de este tipo se denomina ecuacién de onda o ecuacién homo-
génea de d’Alembert.
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v Ecuacién para el potencial escalar. Poniendo
WA (46.12) en la ecuacién de Maxwell (58.11),
hallamos
3 AN _ P
N div (—'gl‘ﬂd @—-——5‘—) i) (61.7}
- = — ar\‘X Al excluir de aqui div A con ayuda de
(61.4), obtenemos en definitiva la siguiente
Fig. 251 ecuaciéon para el potencial escalar:
Variaci6 1 ti de 1
T s gl et pefE o2 (19)

dimensional de la onda
Asf pues, para las proyecciones cartesianas’
del potencial vectorial (61.5) y para el escalar se obtiene una misma ecuacién tipo

Vi —— S = —f(r, 1) (61.9)

donde en lugar de @ pueden pomerse A., A, 4,, ¢ y en lugar de fuj., ujy
Biz ple, respectivamente. Aclaremos el sentido de zp = 1/v%

Solucién de la ecuacifn de onda. Ante todo examinemos las soluciones
de la ecuacidn (61.9) para f = 0, es decir, de una ecuacién homogénea. Tome-
mos el caso unidimensional ® = @ (z). La ecuacién (61.9) tiene la forma

oM i1 %@
o~ S =0. (61.10)

Comprobando directamente nos cercioramos de que la solucién de la ecua-
¢ién (61.10) es cualquier funcién @ del argumento t — z/v 6 ¢t -+ z/v. Compro-
bemos eso, por ejemple, para la funcidn @ (t — z/v):

W ., PO a0 1 PO _ 4
TV, = 5P p-up® (B4
donde @' es la derivada respecto al argumento de la funcién. De (61.11) se des-
de que la funcién arbitraria @ (¢ — z/v) satisface en realidad la ecuacién
(61.10). Anélogamente se demuestra que la funcién @ (¢ + z/v) también satis-
face esta ecuaci6n.

El sentido de estas soluciones es muy sencillo. La funcién @ (¢ — z/v)
es en i una onda que se mueve en direccién de los valores positivos del eje X con una
velocidad v. En efecto,

t—zlv=1t+ At — (z + Az)lv 61.12)

para Az/At = v, Esto significa que si en ¢l momento de tiempo. ¢ la funcién
¥ (t — z/v) se representa como cierta curva (fig. 251), en el momento de tiempo
t +4- At se da mediante la misma curva pero desplazada en direccién de los va-
lores positivos del eje X en v At, o sea, es una onda que se mueve en direccién
de los valores positivos del eje X con una velocidad v. Por esta razén se intro-
dujo la designacién ep = 1/vh. =
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De la misma manera-se muestra gua da funcibn @ (t + z/v) es de por st una -
onda:-que se propaga con una velocidad v en direccién de los valores negativos del..
eje X, " Fgl s
’ Examinemos la solucién de la ecuacién de onda para el caso esféricamente
simétrico, es deéir, considerando queen (61.9) f = 0 y ®'= @ (r) donde r'es
la distancia desde el origen de coordenadas hasta el punto en cuestitn. En -
este caso @ no depende de los angules y el operador de Laplace tiene la forma

i 4 [ N 2 60 1 & .
Vo= 5 (PF) =Tt =T 0. (6LM3)
Por eso la ecuacién de onda para @ se escribe como
at 1 9% (rd)
e (,-@)_7 5 =0. (61.14)

La solucién de esta ecuacién para r@, lo mismo que en el caso anterior,
son las funciones arbitrarias de los argumentos ¢ — z/v y t 4 2/, es decir, la
expresion general para @ es asi:

O(r, t)= ‘Yltlr—rfu) e Wy {t;]-r,’v) 3 (61.15)

La funcidén ¥, ( — r/v) es una onda que se mueve en sentido radial desde
el origen de coordenadas con una velocidad v. La forma de la onda no varia,
mjentras que la amplitud disminuye como 1/r. Esta onda se denomina diver-
gente. La funcién ¥, (¢ 4 r/v) representa una onda, convergente hacia el origen
de coordenadas.

Volviendo a las ecuaciones (61.5) y (61.8) vemos que los potenciales del
campo y, por lo tanto, los propios campos se propagan en un espacio libre
(o = 0) con una velocidad v = 1/} ep. En el vacio p = p,, & = &, por eso
la velocidad de propagacién de los campos es igual a la velocidad de la luz
&= ‘lf)faoy.,. Asi pues, las ondas electromagnéticas y todas las variaciones de los
campos magnético y eléetrico se propagan en el vaclo con la velocidad de la luz.
Pero eso significa que las interacciones electromagnéticas se propagan con la
velocidad de la luz. Por ejemplo, si dos cargas puntuales estén en repose a una
distancia r y una de las cargas en cierto momento de tiempo se desplaza de su
sitio, la otra carga ssiente» este desplazamiento al cabo de un tiempo v = r/c.

Potenciales de avance y retardados. Teniendo en cuenta las propiedades
de las soluciones de la ecuacién de onda, es de esperar que la solucion de las
ecuaciones (61.5) y (61.8) para los potenciales de campos variables se diferencie
de las soluciones de las ecuaciones (37.11a) y (14.35) para los potenciales de los
campos constantes solamente en que es necesario tomar en consideracién la
velocidad finita de propagacién de las interacciones electromagnéticas. Con
otras palabras, la carga en movimiento y el elemento de la corriente alterna crean
én cada punto del espacio circundante un mismo potencial como si la carga fuese
inmévil y la corriente continua, pero diferencidndose en que dicho potencial en
cada punto se origing no en el mismo momento de tiempo, sino mds tarde, en el
tiempo de retardo, es decir, en el tiempo, necesario al campo electromagnético
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para propagarse desde la fuente hasta el punto de observacién. Por esta razénm,
para las cargas y corrientes que se enmcuentran en la zona finita del espacio en
lugar de las formulas (37.11a) y (14.35) obtenemos las siguientes férmulas:

A, =4 LS ‘]:f;‘l'"”‘ av’, (61.16)
o6, fm gy | Bl B o, (61.47)

donde v = 1/} ey; [ — r’ | es la distancia entre el punto en que se calcula el
potencial ¥ el elemento dV’ del volumen de integracién.

En el momento de tiempo dado en el punto dado el potencial no se determina
por la posicién y el valor de la carga y de las intensidades de la corriente en el mo-
mento de tiempo dado, sino que por sus posiciones y valores en los momentos ante-
cedentes de tiempo que se definen teniendo en cuenta la velocidad de propagacién
del campo electromagnético. Verbigracia, sea que cierta carga eléctrica se apro-
Xime a cuslquier punto. El potencial escalar, creado por la carga en el punto
no se determina por la distancia entre la carga y el punto en dicho momento
de tiempo, sino que por la distancia en un momento de tiempo anterior, es decir,
por una distancia mayor. Si la velocidad de la cargu es prézima a la velocidad de
la luz, la diferencia entre las distancias puede ser bastante considerable.

Aqui no se cita la verificacién formal de que las férmulas (61.16) y (61.17)
satisfacen las ecuaciones (61.5) y (61.8). En principio, eso se hace de la misma
manera que para las soluciones de (14.35) y (37.11a).

Los potenciales tipo (61.18) y (61.17) se denominan retardadoes, porque des-
criben los potenciales en un momento de tiempo t més tardio en comparacién
con el momento de tiempe t — | r — r’ |/v para las cargas y corrientes que han
creado el mencionado potencial. Formalmente, las soluciones de las ecuaciones
(61.5) y (61.8) son también las soluciones andlogas a (61.16) y (61.17), pero
sustituyendo los argumentos de tiempo ¢t — |r— ' |[fvpori + | r — 1’ |/p, lo
que corresponde a dos signos posibles en los argumentos de las soluciones (61.15)
de la ecuacién de onda. La solucién con el signo «-+» en el argumento carece de
un sentido ffsico clare, ya que corresponde formalmente a la situacién en la
que se crea primero el potencial y luego aparecen las cargas y corrientes que le
corresponden, es decir, el potencial avanza las cargas y corrientes. Por esta ra-
z6n, se le da el nombre de potencial de avance. Con el fin de obtener las solu-
ciones de.los problemas con condiciones de frontera mediante el potencial de avance,
se tiene. que utilizar a la par con el -potencial retardado. Esto puede comprenderse
delo siguiente. Supongamos ‘que es necesario hallar el campo electromagnético
que-satisfaga ciertas condiciones en la superficie de separacién. Esté claro que
en:los. puntos dentro del-volumen el campo debe ser-tal, que al alcanzar la
frontera-en un momeénts de tiempo-més tardio, poder-tener valores, dados por
las condiciones de frontera. Es obvio que al resolver semejantes problemas es
nécesario guiarse no'sélo del pasado, sino que tomar en consideracién lo que
debe suceder en-el futuro, o sea, es indispensable hacer uso de los potenciales.de
avance. Pero eso.no significa de ninguna manera la perturbacién 'del principio de
caisalidad como se ve directamente del razonamiento, expuesio antes. Desde el
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pu.nto de-vista fisico eso.es simplemente la respuesta a la pregunta de qué debe
siicéder en el pasado para que en la actualidad sea como es para las leyes co-
nocidas de ‘desarrollo.

Dipolo hertziano. Este es un dipolo eléctrico, cuyo momento varia con
el tiempo. De prototipo real del dipolo hertziano sirve un conjunto de dos bo-
las metilicas (fig. 252) unidas por un conductor. Si a las bolas se: lea! comumcan'f"
cargas iguales, pero de signo contrario y se abandona el sistema’a su'suerte,
tendrﬁ lugar un proceso oscilante de la transferencia de cargas entre las bolas.

@ e
|

e 3

-~

Fig. 252 Fig.
Modelo de un dipolo Para cnlcular el potencial del
dipolo

Las oscilaciones de la corrienete serdn amortiguadas. Si la resistencia de los
conductores es pequeiia, asi como las pérdidas en la emision durante un perfodo,
en el transcurso de una cantidad bastante grande de periodos puede prescindir-
se del amortignamiento. Entonces a distancias, mucho mayores que I, el sis-
tema puede examinarse como ur dipolo, cuyo momento varia con el tiempo.
Hertz hizo uso de semejante dipolo, obteniendo por primera vez por via expe-
rimental las ondas electromagnéticas. Por esta razén, recibié el nombre de
dipolo hertziano.

Potencial escalar del dipolo que varia con el tiempo. El potencial del
dipolo se determina por la férmula (61.47) que es més cémodo escribirla como

olr, =t [ 2& TP gy, (61.18)

donde se supone que el dipolo se encuentra en el vacio (e = g,, p = 11,). Al
calcular (61.18) el origen de coordenadas es 1itil colocarlo en Ia zona de propaga-
cién de la cdxga. La posicién del origen en los mérgenes de la zona de propaga-
cién de la carga no tiene importancia, ya que las dimensiones del dipolo se
suponen tan pequeiias, como se quiera en comparacién con las distancias hasta
los puntos en que se estudia su campo. La posicién del punto en que se calcula
el potencial del campo se caracteriza por el radio vector r; E es él radio vector
del elemento de volumen dV; r’ es la distancia entre el elemento de volumen
dV; y el punto de observacidn (fig. 253).
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Examinemos el potencial a grandes distancias del dipelo (8/r < 1). Te-
niendo en cuenta gue

r=r—t r=YrE—2r-E+&, (61.19)

se puede la expresién para r’ desarrollar en serie respecto a E/r y limitarnos con
el término lineal del desarrollo:

r=r (1-—2%&-—%)”2=r-—!—f+ (61.20)

Haciendo uso de esta férmula, descompongamos el integrando en (61.18)
en serie de Taylor en el punto r:

Gy t—r'fe) _pG t—rfe)  wE 3 [pG, t—rie)
e ‘Ta‘r[———r——]+"' (bt.a1)

Poniendo (61.21) ea (61.18), hallamos
q)=.§f—£;-—- S pgy‘_ﬁ, . Sgpde “(61.22)

donde se toma en consideracién que durante la mtegraclén r es una magnituli
constante. Como consecuencia de la neutralidad eléctrica del sistema, la pri-
mera integral en el segundo miembro de (64.22) es nulo y la sagunda es en sf
el momento del dipolo [véase (17.2)]

§ 20 (t—ricyavy=p e~ riC). (61.23)

Por eso, en definitiva, el potencial del dipolo que varfa ¢on el tiempo se deter-
mina por la férmula

olr, H)=— mo Lo-g[Rlora], (61.24)

Haciendo uso de la expresién para la divergencia en coordenadas esféri-
cas, la férmula (61.24) puede representarse asi

o (r ;)=__1_. div BT, (61.25)

Potencial vectorlial. Se calcula desarrollando’ el integrando de (61.16)
-en la serie tipo (81.21):

Alr, =t o [_PS*:_’L‘)_] (61.26)

Campos eléctrico y magnético. Para simplificar la escritura de las mgulan'm
férmulas. introduzcamos la designacién

n=2U=r) _po, 1), © o (64.27)
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donde p, 63 un vector constante que caracteriza z
ladireccién de las oscilaciones del dipolo. Par-
tienido de las férmulas §61 .25)y (61.26), obtenemos: ¥

L]
B=rotA=—trrot 2=t P rotm, (61.28)

E= —gradp — —%:—=

: Fig. 254 .
1 2 1 o 4 . o e Eleceitn del sistema esférico de
oty ( grad div Il—— “aT-") = frmy Tt rotXL,  coordenadas para - calcular el
) i (61.29) campo del dipolo T

donde se toma en consideracién que ey, = 1/c? y se tiene en cuenta la for-
mula (A.10) y el vector Il satisface la ecuacién de onda

vl — 4 25 —o. (61.30)
El valor de rot II se calecula mediante la férmula {A.16):
rotl]=rotp,®=gmd¢xpo=—:——?;'{rxpn. (61.31)

Los célculos posteriores es més coémodo realizarlos en el sistema de coorde-
nadas esféricas. Dirijamos el eje polar Z a lo largo del vector p,, colocindolo en
el origen de coordenadas en el centro del dipolo. Los dngules acimutal y polar
se denotan por 8 y a, respectivamente, (fig. 254). Es obvie que

. {r X Po)r = (r X pglo =0, (r X pg)y = —rpysen b, (61.32)
por eso

rot, I =roty =0, rot, = —sen 651 (61.33)

De aqui, baséndose en la férmula (61.28), obtenemos:

Bo_ @ B 3T
B,mBe:l:O, B“=Tﬂ!--"?rotan——-zraen Bw; (61.34)
Las proyecciones del vector E se calculan aplicando la férmula para el ro-
tor en el sistema de coordenadas esféricas: i

119 1 cos® o

Er= gy voon® g0 (o0 rote )= — 5 == 55,
1 1 @ __ 1 senB 3 an
Ea‘———m—;?(rmtun}_m 7 E‘(r?)' (p2.35)

Las férmulas (61.34) y (61.35) muestran que el vector de intensidad delcam-
- po eléetrico yace en los planos meridionales y el vector de induccidén del campo mag-
nético es perpendicular al plano meridional, trazado por el punto correspondiente,
con la particularidad de que las lineas magnéticas de fuerza coinciden con las li-

2701444
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neas paralelas del sistema de coordenadas esféricas en cuestién. Los vectores de los
campos magnético y eléctrico en cada punto son mutuamente perpendiculares.

Las formulas (61.34) y {61.35) son vélidas para una dependencia arbitraria
de la funcién @ (¢, r) en (64.27) respecto al tiempo. Considerando que el mo-
mento del dipolo varia por una ley arménica,

i p = pee'et, (61.36)
4] (2111
s Aat=ric)

O=p, —. (61.37)

Después de efectuar las correspondientes diferenciaciones en las férmulas
(61.34) y (61.35), hallamos las expresiones para las proyecciones diferentes de
cero:

B, =-te imsenﬁ(-:_-+-!7m)ﬂ, E,:—%.:—cosﬁ(—:,-+—i?~) a, Ey=

4nt
1
= sen 6 (4 +-2—-9) ;1. (61.38)

El campo en la prozimidad inmediata al dipolo a distancias, inferiores a la
longitud de onda A = ¢T = 2nc/w, es semejante al campo de un dipolo estdtico
y corriente. A distancias mucho mayores que la longitud de onda, e] campo del
oscilador se diferencia en principio del campo de un dipolo permanente y co-
rriente. La zona correspondiente se denomina 2ona de onda.

Campo del osecilador en la zona de onda. La distancia r hasta los puntos
de la zona de onda satisface, seglin la definicién, la siguiente desigualdad:

1 @
. St (61.39)

Por eso en las f6rmulas (61.38) pueden menospreciarse 1/r y 1/r? en com-
paracién con w/c ¥y @%c?. En definitiva, obtenemos las siguientes expresiones
para las proyecciones de los vectores del campo:

B,=—+42 [Tsend, B,=B,=0; (61.40)
Ey= ——p— 2 Hsen®, E,=E,=0. (61.41)
(-]

En estas férmulas a titulo de I puede tomarse o bien la parte real de la
expresién (61.37) o bien la imaginaria, por ejemplo:

H=M' (61.42)

Por esta razén, en definitiva, la intensidad y la induccidn del campo elec-
tromagnético en la zona de onda del oscilador pueden representarse de la si-
guiente manera: 5

) 1 ]
Ea=¢B¢=_TMT%“‘E§—Po¢QSW (i—-%) 4

E,=E,=0, B,=Be=0. (61.43)
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~ Estas férmulas muestran que en la zona de onda los vectores magnético y
eléctricoison mutuamente perpendiculares y perpendiculares al radio vector r:
Los vectores E, B, r forman en cada punto un'sistema demano derecha de vec-
tores. La inlensidad del campo disminuye inversamente proporcional al primer
grado de la distancia. La onda que se presenta por la férmula (61.43) se deno-
mina esférica. Ella se propaga en direccién del radio'vector. Las superficies de
fase constante de dicha onda son esferas. La velocidad de la onda (de fase). es'
igual a la velocidad dé la ‘luz. Dado que Ey = ¢Bj, los pequefios sectoreside la
superficie de la onda esférica pueden considerarse como ondas electromagnéticas
planas. _ B

. Potencia emitida por el oscilador. La densidad del flujo de la energia
electromagnética se caracteriza por el vector de Poynting (59.7). Por eso el flujo
de energia electromagnética P que atraviesa la superficie § de la esfera de ra-
dio r que rodea el oscilador, es igual a

P = ;EXH-{‘iS:iEaHC‘dS:

I 2n
=E—;E—m:—§s—coszw(t—- -:—) Ssen3ﬁd9 jda=
0 0

1 wipd

=-m—}-,—-cuszw(t— %) (61.44)

Esto es el potencial del flujo, es decir, la energia de emisién del oscilador
en1 s. La potencia de emisién, media durante un perfodo de emisién, es igual a

T
= 1 o'
(Py=4 S Pdt=—p— 2, (61.45)
0

Esta férmula muestra que la potencia de emisién del oscilador depende en
gran medida de la frecuencia y es proporcional al cuarto grado de ésta. Ello sig-
nifica que para aumentar la potencia de emisién es fitil pasar a longitudes més
cortas de ondas. i

Puesto que el vector de Poynting disminuye inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia, y el 4rea de la superficie de la esfera crece directa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia, el flujo total de energia, que
atraviesa 1a superficie de la esfera, no cambia con la distancia, por lo tanto, la
energia se transporta sin pérdidas del oscilador a las partes alejadas del espacio
en forma de ondas electromagnéticas. La densidad del flujo de emisién dismi-
nuye al crecer la distancia inversamente proporcional al cuadrado de las dis-
tancias. Merced a la pérdida de energia en la emisién, las vibraciones del
oscilador deben ser amortiguadas. Para obtener vibraciones no amortiguadas
del oscilador es necesario continuamente suministrarle de afuera cierta energia.
El oscilador es el emisor mas sencillo de ondas electromagnéticas.

Emisién de un cuadro con corriente. Otro de los emisores elementales
de las ondas electromagnéticas es un cuadro con corriente que se caracteriza por

27
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ol momento magnético py = IS (fig. 255). Su emisién es semejante a la emi-
sién de un dipolo. Citemos sélo el resultado. E1 momento magnético del cuadro
con corriente varia segin la ley

Pm = Pmo COS8 ©f. (61.46)
Coloquemos el origen del sistema de coordenadas esféricas en el centro del

cuadro y el eje Z dirijémoslo a lo largo del momento magnético, es decir, en
la fig. 254 hay que imaginarse que la corriente circula en el plano z = 0 y el mo-

b0
Pm
i J
7 5,9
Fig. 255 Fi%. 256
Cuadro con corriente Relacién entre el desplazamien-

to de las cargas eléctricas que
originan el momento eléctrico
dipolar, y la corriente en el
cuadre que crea el momento
magnético

mento magnético de la corriente pn se sitia como p. Para el campo de la emi-
sién del cuadro con corriente se obtienen las siguientes férmulas:

E,= —cBga—g—mT' ”’:a Puo €08 © (E—r/c),

E,~Ee=0, B,=By=0.

* "La comparacién de las férmulas (61.47) y (61.43) muestra que si entre el
momento; magnético pme de la corriente y el momento dipolar p, se observa la

relacién (fig.  256) -

? Pmoe = Par (61.48)
la intensidad: del ¢ampo eléctrico y la inducecibn magnética de-la emisién del
dipolo son iguales-segfin el médulo a los médulos correspondientes de los vecto-
res del campo de emisién-del cuadro con corriente, sélo cambian su direccién
en el-espacio; El.dipolo posee una intensidad’ del campo eléctrico, dirigida por
las meridianas y el cuadro tiene la intensidad perpendicular a los planos meri-
dionales, por las 1fneas paralelas. ‘De manera correspondiente: varia también la
arientacisn de los vectores del campo magnético. Como se ve de (61.47) y (61.43),

(61.47)
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los vectores del campo de emisién del dipolo y del cuadro-con corriente se en-
cuentran entre si en la siguiente relacidn:

E, (del cuadro) = —eB, (del dipolo) )
¢By (del cuadro) = Eg (del dipolo). (61.49)

La potencial de emisién del cuadro con corriente se determina or las fér-
mulas (61.44) y {61.45), sustituyendo en ‘ellas ‘el' momenta dipolsr por’ el mo=*
mento magnético segdn la férmula (B1.48).

El oscilador y el cuadro con corriente son emisores elementales de la.s on-
das electromagnéticas. La emisién de sistemas méds complejos puede reducirse
a los elementales con ayuda del principio de superposicién.

Emisién de un electrén en movimiento acelerado. Coloquemos imagina-
riamente una carga positiva, igual por el valor a la carga del electron en el
origen de coordenadas. Dicha carga es inmévil y, segiin la ley de Coulomb,
crea en el espacio circundante un campo eléctrico, constante con el tiempo, y
con una intensidad que decrece inversamente proporcional el cuadrado de la
distancia, El conjunto del electrén en movimiento y la carga positiva inmdvil
forman un dipolo, cuyo momento varfa con el tiempo. Los vectores del campo
de emisién del dipolo son alternativos y disminuyen inversamente al cuadrado
del primer grado de la distancia. Est4 claro que el campo eléctrico constante de
la carga inmévil se compensa por el campo eléctrico del electrén y no puede te-
ner relacién alguna con el campo de emisién, es decir, el campo de emisién es
el campo de emisién del electrén oscilante. La carga positiva se ubica en el
ori'fen de coordenadas sélo mentalmente, lo que permite hacer uso de las for-

ulas obtenidas antes para la emisién del dipolo con momento variable con el
tiempo.

El momento dipolar que surge al desviarse el electrén del origen de coor-
denadas a z (t), es igual a

p(t) =—lelz @)1, (61.50)

donde i, es el versor a lo largo del eje Z. El signo menos surge a causa de que
el momento complementario estd dirigido de la carga negativa a la positiva.
Considerando que

z = b cos wi, (61.51)

donde b es la amplitud de oscilacién del electrén, para el momento dipolar
(61.50) obtenemos

= —i, | e | bcos wt. (61.52)

La comparacién de (64.22) con la parte real de (61.36) para el dipolo muestra
que en la férmula (61.36) p, esté ligado con las magnitudes que caracterizan el
movimiento del electrén, mediante las relaciones:

Po=—iz|le|d po=le]|bd (61.53)
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La férmula (61.43) que caracteriza los vectores del campo de emisibn,
adquiere shora el aspecto:

Eg=cB,=— 4:.;::- %29 \ejbeos @ (v—L) (61.54)
£ wi w0, B, Bi==0, (61.54)

donde T es el tiempo de llegada de la onda al punto de observacion en la esfera
de radio r. La variable ¢ = t — r/c se reserva para el tiempo que caracteriza el
movimiento del electrén. De la formula (61.51) se desprende que

= —w% cos wt, (61.55)
y por eso (61.54) puede escribirse de nuevo asi:
e sen B **

e -a
Eg(r, ©)=cB, (r, -:)-:-———-—;;L, -——-—se: zlt_‘_m=—-—ch e ‘ﬂ“mr{m-%)

donde se tiene en cuenta que la carga del electrén es negativa. La férmula (61.44)
para la potencia de emisién adquiere la siguiente forma:

P=T¢:w 58, (61.57)

es decir, la potencia de emisién es proporcional al cuadrado de la aceleracién del
electrén. La carga en movimiento uniforme no emite. .

Las férmulas (61.56) y (64.57) se recibieron para el modelo del electrén
oscilante. No obstante, ellas dependen s6lo de la aceleracidn del electrén en
cualquier momento dado de tiempo. Por consiguiente, el campo de emisién
que describen, no depende de cémo se movia el electron hasta el momento. pre-
fijade y de qué manera se moverd después de este momento. Por esta razénm,
las férmulas mencionadas son siempre aplicables y representan las expresiones

para la intensidad y la induccién del campo de emisién y de la potencia de emi-
sién en dependencia de la aceleracién, cualquiera que sea el movimiento. En
cambio, en este caso las velocidades del electrén deben ser pequefias, por eso,
hablando estrictamente, estas férmulas son para el electrén en reposo que posee
cierta aceleracion, 1o que es obvio partiendo de la definicién del dipolo que ocu-
pa:una.zona infinitésima del espacio y que se encuentra en reposo en ella.
""" "Sin embargo, no cuesta gran ‘trabajo generalizar estas férmulas para velo-
cidades arbitrarias. Para eso hay que sencillamente pasar al sistema de coorde-
nadas“donde el electrén se mueve con una velocidad arbitraria.y hacer uso de
las férmulas de transformacién de los campos y aceleraciones. En definitiva, se
obtienenférmulas, 'validas para las velocidades y aceleraciones -arbitrarias de
Ia carga. En el presente libro no se citan. .

Fuerza de deceleracién por radiacién. Merced a la emisién, el electrén
pierde su energfa y se decelera, o sea, sobre 6l actiia una fuerza de deceleracién.
Hallémosla. Es obvia, que la ecuacidn de las oscilaciones del electrdn, teniendo
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en cuenta las fuerzas de deceleracién, tiene la forma

' mz + mo’z = F, (61.58) -
"donde @ es la frecuencia de las 'ascilacion_a_s libres en ausanc'ia_ de la fuerza de
deceleracién. Multiplicando los dos miembros de esta-ecuscion por z; obtenemos:

!I_'l.;' mp?

(B o) —p (61.59)-

En ‘el segundo miembro de (61.59) se encuentra el trabajo de la fuerza de
deceleracién por radiacién, respecto al tiempo. Segiin la definicidn, &1 es igual
a la potencia de emisién [véase (61.57)], por eso

' i e¥ "

F;=—E—érﬂz. (61.60)

La igualdad (61.60) expresa el principio de conservacién de la energia du-
rante la emisién. De ella no se puede hallar en general las fuerzas F en forma de
funcién de z y de sus derivadas. Eso se puede hacer inicamente de modo apro-
ximado, suponiendo que:

1) la emisién y, por lo tanto, el amortiguamiento de las oscilaciones no
son muy grandes, de manera que en el transcurso de cierta cantidad de perfodos
el movimiento puede considerarse pricticamente periddico;

2) partiendo del principio de conservacién de la energfa para valores me-
dios, referentes a una cantidad pequeiia de perfodos, puede sacarse la conclusién
de la igualdad de los valores instanténeos de dichas magnitudes.

Partimos de la igualdad evidente:

P= 514 (2. (61.61)

Tomando el valor medio de {'z' 'z)' por un periodo y haciendo uso de la prime-
ra suposicién, tenemos

(2 3y = 3 1(7 Dpmr—(7 om0l =O. (61.62)
Entonces (61.60), teniendo en cuenta (61.61) y (61.62), adquiere el aspecto
- g sans
Fay= 57 2, (61.63)
Basindose en la segunda suposicién, hallamos
1 ed v
F:m—? z. (61.64)

Esta férmula determina la fuerza de deceleracién por radiacién. La ecuacién
de las oscilaciones del electrén, teniendo en cuenta la fuerza de deceleracién,
tiene la forma

mz + motz—|e/{(Bneg)] z = 0. (61.65)
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En la electrodindmica la expresién para la fuerza de deceleracién se gene-
raliza para el movimiento arbitrario. Ahi la fuerza se describe también por la
tercera derivada respecto al tiempo propio de las magnitudes correspondientes
que caracterizan el movimiento del electrén. La ecuacién que se recibe en este
caso es invariante desde el punto de vista relativista. Durante large tiempo se
consideraba que dicha ecuacién describe correctamente la reaccién de radiacién.
En cambio, hace poco se realizé un céleulo, aplicando el ordenador, de unos
cuantos casos sencillos de movimiento y fueron obtenidos resultados absurdos
de antemano. Por eso la cuestién sobre la descripei6én cldsica invariante desde
el punto de vista relativista del movimiento del electrén, teniendo en cuenta
la reaccién de emisién no puede considerarse resuelta en la actualidad.

La existencia de la fuerza de deceleracién se confirmé experimentalmente
en los aceleradores. Como ya se ha dicho, las particulas cargadas en el acelerador
sufren pequeiias oscilaciones arménicas cerca de la érbita equilibrada, denomi-
nadas oscilaciones de betatrén (véase el § 56). Ademéis, en su movimiento la
carga emite intensivamente. La fuerza de deceleracién por radiacién provoca el
amortiguamiento de las oscilaciones de betatrén.

§ 62. Propagacién de las ondas eleciromagnéticas en los
dieléctricos

Se examinan las propiedades principales y las peculiaridades de la
propagacién de las ondas electromagnéticas en los dieléciricos.

Ondas plapas. La onda electromagnética se denomina plana si los vectores de la
onda poseen una misma magnitud en todos los puntos de cualquier plano, perpendi-
cular g la direccién de propagacién de la onda. Claro estd que dichos vectores va-
rian de plano a plano. Puede decirse que los planos, perpendiculares a la direc-
ci6n de propagacién son superficies de fase constante en la onda plana. La onda
se llama monoeromdtica si los vectores de la onda cambian con el tiempo segin la
ley arménica con una frecuencia determinada. Por ejemplo, si una onda electro-
magnética plana se propaga a lo largo del eje Z, los vectores del campo de la
onda tienen la forma:

E (z, ) = E (z) o' B (z, t) = B (z) el (62.1)

Si las superficies de la fase constante coinciden con las de la amplitud cons-
tante, la onda se denomina homogénea.

Ecuaciones para los vectores del campo de la onda. No vamos a partir de
los potenciales, comé en el § 61, sino que directamente de los vectores del cam-
po. Examinemos el caso de un medio ilimitado homogéneo e = const, p =
= const. La conductividad del dieléctrico = 0. Las ecuaciones de Maxwell
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tienen la forma:

rotB=pe -3, (62.2)
rtE= — 22 - (82.3)

Al diferenciar los dos miembros de la ecuacién (62.2) respecto-al tiempo y
excluyendo en el primer miembro dg la igualdad obtenida la derivada dB/ét

con ayuda de (62.3), recibimos
—rotrot Eemep 2 . (62.4)

Haciendo uso de la formula (A.10) y teniendo en cuenta que divE = 0, ya
que las cargas libres estén ausentes, hallamos la ecuacién para E:

VE—epS5 =0. (62.5)
De la misma manera encontramos la ecuacién para B:
VB—ep 20 =0. (62.6)

Asi, pues, los vectores del campo satisfacen la ecuacién de la onda en la
que la velocidad de propagacion es igual a

v=1/Vep=c/Veu,. (62.7)

La férmula (62.7) muestra que en el dieléctrico la velocidad de propagacién de las
ondas es menor que en el vacio,

Vectores de onda. Hagamos coincidir el eje Z y la direccién de propagacion
de la onda electromagnética. Los vectores del campo se determinan por las
férmulas tipo (62.1). Poniendo en (62.5) la expresién para E [véase (62.1)] y re-
duciendo los dos miembros de la ecuacién por e'®! después de diferenciar, halla-
mos para E (z) la ecuacién

d®E (z)/dt* + K*E (z) = 0,. (62.8)
donde &k = m]/“e_p. La solucién general de esta ecuacién es la siguiente:
E (z) = Ego~ 4 Eygef, (62.9)

donde E,; y E;, son constantes. Poniendo (62.9) en la férmula (62.1), encontramos
que
B(z’ £) =Eme’(“'"*"+E,28"‘“"+*’1. (62‘10}

El primer sumando del segundo miembro de (62.10) representa una onda
que se propaga en direccion de los valores positivos del eje Z, y el segundo, en
direccién de los valores negativos [véase (61.12)].
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De la misma manera hallamos la solucién
r para B. Admitamos que la onda se propaga en
direccidén positiva del eje Z. Entonces,'

E(z, t) =Epi@i-;  B(z, t)=Bgeket-s),

> (62.41)
i:u =k-r % Semejante onda es plana, monocromdtica

v homogénea.
Fig. 257 Yelocidad de fase (de propagacién). Las f6r-
Superficie de la fase constante mmulas (62.11) muestran que las ondas planas en
de la onda plana un dieléctrico homogéneo se propagan sin variar

la amplitud, o sea, sin absorcion. La velocidad
de movimiento del plano de la fase constante se denomina velocidad de fase. Se
halla diferenciando las condiciones de constancia de la fase respecto al tiempo:

wt — kz = const, (62.12)
que proporciona

o—k3 —0, (62.13)

dz @ 1 c
Vo= = e i ——ee— =

at kT Ve Ve,

Las férmulas (62.11) estén escritas para una eleccién especial del sistema

de coordenadas cuando el eje Z coincide con la direccién de propagacién de la

onda. De esta restriccién puede liberarse con ayuda del vector de onda k, diri-

gido a lo largo de la propagacién de las ondas y se determina por el médulo me-

diante la expresién (61.8). Segin la definicién de onda plana, que se propaga en

direccion del vector k, los vectores E y B en cualquier punto del plano, perpen-

dicular a esta direccidn, en el caso dado al eje Z, son los mismos. Sea r el radio
vector de cierto punto en semejante plano de fase constante.

Es obvio que k-r = kz (fig. 257) y en lugar de (62.11) puede escribirse:

E (r, t)=Eplof-%-n); (62.15a)
B(r, t)=Bgelwt-%-0,

(62.14)

Longitud de onda. Segin la definicién, es la distancia a la que se desplaza
cierto punto de fase constante durante un periodo de oscilaciones:

_ A =vT = oT/k = 2a/k, (62.15b)
donde

k = 2a/) (62.15¢)
es ¢l nimero de onda o también se llama constante de longitud.

". Propledades de las ondas. “Para investigar las propiedades de las ondas
lanas sustituyamos las expresiones (62.15a) en las (62.2) y (62.3). Para simpli-
icar los-célculos es Gitil hacer uso de la representacién simbdélica operacional de.
las operaciones vectoriales. En calidad ‘de inicial sirve &l operador vectorial
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de:habla: . 5
V=‘=32“+fn7y+"=%: ., (62.16)

donde i, i, 1; son versores en direccién de los
ejes de coordenadas. )

“"No es dificil comprobar gile mediante este
operador 1as operaciones principales del anélisis
vectorial se representan asi:

grad p = Vg, div A = V-A, rot =V x A, Fig. 258 _ )
X (62.47) Erﬁggn i:alectromagnél.ica plana
donde V-A ¥y V X A son los productos vecto-
rial y escalar del operador ¥ por el vector A. Tengamos en cuenta que
Ve-ikr = __jkg-ik-r, (62.18)
Aplicando las ecuaciones de Maxwell y las expresiones (62.15a), pueden in-

vestigarse las propiedades de las ondas planas. La ecuacién de Maxwell div E =
=0 nos da

divE = V-BE = —ik-E = 0. (6219)

Esto significa que el vector de intensidad E de la onda es perpendicular

a k, es decir, es perpendicular a la direccién de su propagacién. Arnalégicamen-

te, la ecuacion de Maxwell

divB=V:B= —ik-B=20 (62.20)

muestra que B es también perpendicular a la direccién de propagacién de la
onda. Poniendo las expresiones (62.158) en (62.2) y (62.3), hallamos:

—k x B = epuwkE, (62.21)

k x E = oB. (62.22)

Sea mn un versor dirigido en el sentido de la propagacién de la onda. En-
tonces, baséndose en (62.8) puede escribirse

k=nol ep = no/v. (62.23)
Por eso [véase (62.22)]
n x E = vB. (62.24)

Con ayuda de (62.19) y (62.20) se mostré que los vectores E y B son perpen-
diculares a m. Las formulas (62.21), (62.22) y (62.24) muestrap que estos vecto-
res son también perpendiculares uno a otro. Tomando en los dos miembros de
la igualdad (62.24) los médulos de las magnitudes, hallamos

E = vB. (62.25)

Partiendo de la relacién (62.24) puede sacarse la conclusién de que en un
dieléctrico homogéneo los vectores E y B varfan en una misma fase. Todas las
férmulas de este parrafo son vilidas para el vacio si se supone que e = &,
B,= po ¥ v =c es la velocidad de la luz. La variacién de los vectores de la
onda plana en el espacio se muestra en la fig. 258.
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Densidad del flujo de energia. Esta se determina por el vector de Poynting,
cuyo médulo en e} caso de onda plana es igual a

- Lh . AN
IS = [Ex H|= |E| |H| = - (eB*+ 5 B) =
|
Ver
donde 1/} e = v es la velocidad de propagacién de la onda y
we=(E-D-+B-H) (62.26b)

_;- (E-D+B.H), (62.26a)

es la densidad volumétrica de la energia en ella. La expresion para el flujo de
energia puede representarse como

S = wv. 62.27)

Eso significa que la velocidad de transporte de la energia de la onda plana en
un dieléctrico homogéneo es igual a la velocidad de fase de la onda.

hnunduafwhumagn&kss.uem!tmaélu_}nr 1as corrientes alternas y por Ias cargas
eléctricas que se mueven con aceleracién. Las corrientes continuas y las cargas en movimiento
uniforme y rectiiineo no emiten,

{En qué cousisten los procesos fisicos que conducen a la posibilidad de existencia de
las ondas electromagnéticas .
: @Cwi\ﬁl'es la estructura de la onda plana ¥ cudl es la velocidad de su propagacién en
el vacio

§ 3. Propagacién de las ondas electromagnéticas en medios
conductores

Se examinan las propiedades principales y las peculiaridades de la
prapagacién de las ondas eleciromagnéticas en los medios conductores.

Constarite ‘dieléctrica compleja. Se estudia el caso de un medio homogéneo:
g ‘=='const, ‘i = const, y = const (y 5= 0, es decir, el medio es conductor). En-
tonces 1as ecuaciones de Maxwell tienen el aspecto:

V x B=pi+peSr = wyE+pe G- (63.4)

donde se utilizaron las designaciones simbdlicas de las operaciones vectoriales
¥ se tuvo én cuenta que j = yE. Sustituyendo en estas ecuaciones las expresio-
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nes (62.15a), para los vectores del campo hallamos:
' ~k, X B = ople + y/(ic})] E, (63.3)
k, X E = oB, X}

" con la particularidad de que k,, en (62.15a) se denota por k,, = k@&, donde
k©® es el versor.

. La ecuacién (63.3). pasa a ser la ecuacién (62.21) paralos dieléctricos en- el
caso de = 0. La.ecuacién.(63.4) no se diferencia de 1a.ecuaciéin correspondiente
para-los dieléctricos. De'esta manera, el medio conductor en sentido. matemati-
co se diferencia del dieléctrico s6lo en que en vez de la constante dieléctrica e
pera el medio entra la constante dieléctrica compleja

Ep = & - y/(iv) = & — i/ o. (63.5)

Todos los cdlculos posteriores coinciden con los célculos para los dieléc-
tricos, Gnicamente que es necesario utilizar e, en lugar de e. Asf pues, en vez
del nimero de onda real % aparece la magnitud compleja k,, con la particulari-
dad de que

ki = ole,p = olep — ioyp. (63.6)
Representando k, en forma de un niimero complejo:
ky, =k — is, 63.7)
escribamos la igualdad (63.8) en la forma

Kk — 2iks — s = wlep — ioyu. (63.8)

Al igualar las partes reales e imaginarias de (63.8), hallamos:
K — s = wlep=a, (63.9)
2ks = oyp = b, (63.10)

La solucién de este sistema algebraico de las ecuaciones es asi:
B= (V145 1) =22 ()1 () +1). @3.41)
g (VT )= (T (3T ,T,) ~1). @

Profundidad de penetracién. Investiguemos la amplitud de la onda que
se propaga en direccién de los valores positives del eje Z:

E = Enel(ml—laz) — Eﬂe—ﬂa{{al—h). (63‘13)

De esta manera, la amplitud de la onda durante la propagacién disminuye.
es decir, en el medio conductor la onda electromagnética se propaga amorti-
gudndose la amplitud. En el camino

A =1/s (63.14)
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la amplitud de la intensidad del campo de la onda disminuye e veces, por lo
que A adquiere el nombre de profundidad de penetracién de la onda plana en
un medio conductor. '

Estimemos la profundidad de penetracién de las ondas de diversa longitud.
Para la luz visible la longitud de onda es igual a

A= (04 ...075.10-* m, (63.15)

Io que corresponde a la frecuencia o del orden de 5.10 s-%. La conductividad
de los metales tiene el orden de 167 Q- x m~! y el valor de & puede tomarse
igual & e, Asf pues,

v/ew) = 2-10* > 1. {63.16)

Para longitudes de ondas maynré& que la de la luz, dicha desigualdad au-
menta. Por eso en la férmula (63.12) puede menospreciarse la unidad en compa-
racion con y/(ew) y escribirse la expresién para s de esta forma

s =Y oypl2. (63.17)
Por consiguiente, la profundidad de penetracién es igual a
A=1/s=V Zl{wyp). (63.18)

Puesto que la longitud de onda A estd enlazada con la frecuencia @ median-
te la relacién © = 2n/(AV &p), 1a férmula (63.18) puede escribirse de nuevo

A=Yy Y elp, (63.19)

donde ¥ pie tiene dimensién de resistencia y es una resistencia caracteristica
del medio. Para el vacio es igusl a

V iafeg == 3779, (63.20)

Examinemos, por sjemplo, el cobre para el cual y = 5:107 Q-t.m~, p ~
2 g, &R g, Para A =1 m la profundidad de penetracién es igual a A =~
2 4.10-® m. Por eso en realidad no se puede ni hablar de que la onda penetre
en un medio conductor, simplemente existe la absorcién en una capa superficial
muy pequeiia, Incluso para ondas muy cortas dicha conclusién queda siendo vé-
. lida..'Verbigracia, para longitudes de ondes del orden de las ondas luminosas
(» -~ 10-* m) la profundidad de penetracién es A ~~ 4-10~° m.

_ 'Causa fisica dela absorcién. Lia causa fisica de tal rdpido amortiguamiento
de las ondas electromagnéticas en un medio conductor es la transformacién de
la energia eloctromagnética de la onda en calor de Joule: la intensidad del campo
electromagnético de la onda ezcita en el medio conductor las corrientes de conduc-
cién que, segun la ley de Joule—Lenz, calientan la substancia del medio.

Interpretacién’ del efecto pelicular. Aliora puede interpretarse el efecto
pelicular. La férmula -353..19) para el espesor de penetracién de la corriente coin-
cide con la férmula (63.18) para la profundidad de penetracién de la onda elec-
tromagnética en el conductor, 1o que posee una base fisica profunda.
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La energfa, transportada por la corriente, se mueve en el espacio alrededor
delos conductores en forma de energia electromagnética. Parte de ella atraviesa
1a: superficie del conductor y penetra.dentro de éste para mantener el movi-.
miento de los electrénes y alli se transforma en energia cinética de los eélectro-
nes, la'cual; a su*vez, se convierte en calor de Joule. Por'ésta razén; 1a:corriente
pueds imantenerse sélo en aguellas partes del conductoria donde. se suministra
del espacio circundante la-energia electromagnética..Ya que esta enargia puede’
penetrar al conductor sélo a la profundidad A [véase (63.18)], inicamente:en los
méirgenes de semejante profundidad en las inmediaciones de la superficie” del
conductor puede existir la corriente, es decir, A es aspeaor de la penetrac:(an.
de la corriente.

Velocidad de fase 'y longitud de onda en un medio conductor. La-f6imu-
la. (62.14), teniendo en cuenta (63 13) -y (63. 11). adquiere el aspecto: -

w ij2

= Vus { (1+lw(coc)] VA }

Esta velocidad es inferior a la velocidad de las ondas en un medio no con-
ductor para los mismos valores de p y e, o sea, la preésencia de la conductividad
del medio reduce la velocidad de fase. La lm::gu.ud de onda en un medio con-
ductor es igual a

a‘=

(63.21)

2 on { 2 }uz
E T oype U+ vlee)p)R+1 ’

es decir, disminuye en comparacién con la longitud de onda en un medio no
conductor con las mismas magnitudes de p y e.

La férmula (63.22) muestra que en el medio conductor la velocidad de fase
es funcién de la frecuencia, es decir, se observa el fenémeno de dispersién. Por
esta razén, el medio conductor es siempre de dispersién. La peculiaridad mis
asencml de la propagacién de las sefiales en los medios de dispersi6n es la varia-
cién de su forma durante la propagacién.

Relaclén entre las fases de las oscilaciones de los vectores del campo. La
magnitud compleja &, en (63.7) es mds cGmodo representarla en forma expo-

(63.22)

nencial:
5 ko = | ky | o' (63.23)
La férmula (63.4) puede representarse como
B= kol g0 % E, (63.24)

donde k(% es el versor en direccion de la propagacién de la onda, en el presente
caso en direccion del eje Z. Los vectores E y B son perpendlculares a este eje.

Sea que la intensidad del campo eléctrico de la onda, conforme a (63.13),
se de mediante la férmula

E = Eje-tpi(ot-hs), (63.25)

donde, sin limitar la generalidad, puede cousiderarse que el vector Eo es real,
ya que la eleccién del punto de referencia del tiempo ¢ es siempre arbitrario.
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Poniendo (6.5) en (63.24), hallamos
B= If:ﬂ k0 x Ego—rei®t-A+o), (63.26)

" Después de determinar las partes reales de las expresiones (63.25) y (63.26),
hallamos las férmulas para las oscilaciones reales de los vectores del campo en
una onda plana que se propaga en un medio conductor:

E = Eg~* cos (ot — kz),
B= __li:" k® x Eje~** cos (0t —kz + ). (63.27)

Por lo tanto, las fases de las oscilaciones de los vectores magnético y eléc-
trico de la onda plana se diferencian. De (63.7) hallamos

tg o= —s/k=Veply—V 1+ (en/7)* (63.28)

es decir, el dngulo @ es negativo. Esto significa que la fase B alcanza cierto va-
lor més tarde que la fase E. Eso se manifiesta mediante dos vias.

Si se examinan las oscilaciones de los vectores de la onda en un punto fijo,
junto al cual pasa la onda, B alcanza su valor, dirfamos, méximo, més tardé
que E, o sea, B como funcién del tiempo se retrasa de E.

Si se examina una onda en ¢l momento de tiempo fijo, B alcanza, por
ejemplo, su valor maximo para valores de z menores que E, es decir, B como
funcién de z avanza a E.

Estas afirmaciones se complementan mutuamente y hallan su unicidad en
el hecho de que la onda electromagnética progresiva se mueve en direccifn de
su propagacién (en el caso dado en direccién de los valores positives de Z).

Relacién entre las amplitudes de los vectores del campo. De las férmu-
las (63.25) y (63.26) se desprende que

e =l = Ve (t + (/eI (63.29)

Comparando las expresiones (63.29) y (63.25), vemos que en e] medio con-
ductor | B | respecto a | E | es mayor que en un medio no conductor siendo los
pardmetros p y Z los mismos.

§ 64. Invariancia de la onda plana

Se disciiten las invariantes de s transformaciones del campo
electromagnético y las consecuencias del andlisis de las invarigntes.

Transformacién de los cam Al pasar de un sistema inercial de referencia
a otro, las intensidades-de log campos cambian. Las-igualdades (11.415) son las -
férmulas de transformacién. - .
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Puede resultar que en un sistema inercial de referencia. existen los.campos
magnétice, y eléctrico, mientras que en el otro, sélo el campo eléctrico,-ste.

-~ La onda electromagnética plana se caracteriza bien-por sus propiedades.de-
finidas: .los vectores E.y B son mutuamente perpendiculares y .sus.médulos
estén enlazados mediante la relacién: E = ¢B. Se pregunta: ¢se.conservan estas
propiedades de los vectores del campo al pasar @ otro-gistema inercial'de refe-
rencia? Si se conservan,-el concepto de la_onda electromagnética:plana:es, in-
variante desde el punto de vista relativista que. refleja todas las propiedades in-
ternas del campo electromagnético de la onda plana. Pero si no, dicho concepto
depende de 1a eleccion hecha al azar de un sistema.inercial de referencia u otro

¥ no determina el -objeto fisico que existe objetivamente. Con ayuda:de las fér-
mulas (11.15) es facil verificar que los vectores de las intensidades del campo
electromagnético. que satisfacen Ja condicién de la onda plana en un sistema de
coordenadas, satisfacen estas mismas condiciones en otro sistema de coordena-
das, es decir, la onda plana es un concepto invariante desde el punto de vista rela-
tivista que determina el objeto fisico que existe imparcialmente. En lugar de la ve-
rificacién directa de una afirmacién particular sobre la invariancia de la onda
plana es {itil analizar una cuestién mas amplia sobre las invariantes de las trans-
formaciones del campo electromagnético y la afirmacion sobre la invariancia
de la onda plana argumentarla como una deduccién particular, a la par con la
cusl, sin embargo, se obtienen otras muchas deducciones muy importantes.

Invariantes de las transformaciones del campo electromagnético. Se llaman
invariantes de lag transformaciones del campo electromagnético a las magnitudes,
compuestas de vectores del campo que no cambian su valor al pasar de un siste-
ma inercial de referencia a otro. Los vectores del campo en distintos sistemas
de coordenadas estdn enlazados entre si mediante las transformaciones (11.15),

Existen procedimientos de bfisqueda de las invariantes de transformaciones.
Aplicando las férmulas (11.15) y calculande directamente, puede comprobarse
que al pasar de un sistema inercial de referencia a otros las siguientes invarian-
tes no cambian su valor:

I, =c*B* — E% I, = H*— D% (84.1)
I,=B.E, I, = H.D; (64.2)
I,=H.B— D.E. (64.3)

Comprobemos, por ejemplo, que la magnitud 7, es invariante. Segiin las
férmulas (11.15) tenemos
PR — ' ' P Ey—uvB; By+(v/ch) E,;
B -E —B;E,+B;E,+BzE,=B,E,+'/1—_H_$-ﬂ—+
E;+uBy By— (v/c®) E,
—-——.:B E =B' - .
'/'1-——_”, ]/T:B; xE:+ByEy+B: z E (64 4)

De manera anéloga se demuestra la invariancia de las demas magnitudes.
La onda plana se determina por la igualdad a cero de las invariantes /, = 0
e I; = 0, y su invariancia no requiere una posterior demostracién, ya que I, L @
I, son invariantes. Sin embargo, la invariancia de las magnitudes de%&é.‘l)—

28-0144k
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(64.3) permite deducir otras cosas muy importantes sobre el com portamiento de
los campos electromagnéticos al pasar de un sistema de referencia a otro.
Anilisis de los invariantes del campo. Partiendo de la invariancia de las
magnitudes de (64.1)—(64.3), pueden sacarse las siguientes conclusiones:
1) si en cierto sistema inercial de referencia ¢2B*>> E* y B _|_E, puede ele-
girse un sistema inercial de referencia en el que el campo eléctrico esté ausente y
el magnético so diferencie de cero. Pero si B no es perpendicular a E, semejante

gistema inercial de referencia no existe;

2) si en cierto sistema inercial de referencia ¢28*<< £2 y B_|_E, puede ele-
girse un sistema inercial de referencia en el que el campo magnético esté ausen-
te y el eléctrico se diferencie de cero. Si B no es perpendicular a E, semejante
sistema inercial de referencia mo existe; :

3) si en cierto sistema inercial de referencia existe sélo el campo eléctrico
o sélo el magnético, al pasar a otro sistema inercial de referencia, en general,
existen tanto el campo eléctrico, como el magnético que son mutuamente per-

pendiculates;
4) la onda plana, para la cual E=c¢B, E_| B, en todos los sistemas iner-

ciales de referencia permanece siendo plana.

§ 65. Presién de las ondas electromagnéticas,
Impulso del fotén

Se describe el mecanismo de aparicién de la presién de las ontas
electromagnéticas. Se calcula la densidad volumétrica del impulso de
la onda electromagnética y se determina el impulso del foidn.

Mecanismo de surgimiento de la presién. Si una onda plana se propaga en un
medio conductor, su campo eléctrico excita en el medio una densidad volumétri-
ca de la corriente de conduccién segin la ley de Ohm:

j = yE. (65.1)

Sobre el elemento de corriente j dV actia

por parte del campo magnético de la onda una
fuerza (fig: 259): :

dF = j x BdV = vyE x BdV, (65.2)

—
b dirigida por el vector E X B, es decir, hacia la
propagacién de'la onda. Designando por m el ver-
sor en direccién de la propagacién de la onda,

Fig..250 puede escribirse: :

Di de 1 ricién de 1 - - =i -
pr?!%:m:.d eu;na%:llc{g._m;eéh & dF =yEx BdV =nyEBdV =njE dV/v=ndP/v,
magnética : - (65.3)
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donde se ha hecho uso de la relacién entre los médulos de los vectores de la onda
plana (£ = vB) y se-ha tomado en consideracién la ley de Joule—Lenz dP =
= jE dV. Es:necesario  prestar atencién a que en la férmula (65.3) 14 magni-
tud dP es la energia absorbida con respecto al tiempo. :

Presién. Sea que. del vacio incide sobre el medio conductor un flujo de
energia de las ondas electromagnéticas. que se -absorbe por compleéto. Enel:
transcurso de 1 s sobre sl elemento-superficial dS incide, conforme a la férmu-
la (62.27), una cantidad de energia

dP = vw dS, _ _(65'41_'

que se absorbe y crea en la normal a la superficie una fuerza (65.3) que, ﬂ. base
de (65.4), es igual a :

dF = nw d. ©E 855)°
Por eso la presion a lo largo de la normal a la superficie es
dF
Pp=—4g5 = 0¥ (65.6)
La magnitud
w=1/2 (E-D -+ B-H) (65.7)

es la densidad volumétrica de la energia de las ondas electromagnéticas.
Impulso del tren de ondas electromagnéticas. Supongamos que la ener-
gia W, que se encuentra en cierto volumen en el tren de ondas electromagnéti-
cas, se absorbe en cierto volumen de un cuerpo conductor durente un lapso At.
Entonces, de acuerdo con (65.3), sobre este volumen del cuerpo actiia la fuerza

F=ni-1, (65.8)

(2]
Segiin la ley de Newton, la fuerza que actiia sobre el volumen, estd enla-
zada con el impulso que adquiere el volumen, mediante la relacién

F = p/At. (65.9)
Poniendo (65.9) en (65.8), obtenemos

p=n-—_, (65.10)

La férmula (65.10) contiene una afirmacién fundamental: el tren de ondas
electromagnéticas que posee una energia W y se mueve con una velocidad v, tiene
un impulso p, ligado con la energfa mediante la relacién (65.10). El impulso estd
dirigide hacia la propagacifn de las ondas,

Densidad volumétrica del impulso de las ondas electromagnéticas. Después
de dividir los dos miembros de (65.10) por el volumen que abarca la energia W,
obtenemos para la densidad volumétrica del impulso de las ondas electromagné-
ticas la siguiente férmula

G = p/V = nwlv, (65.11)

289
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donde w = W/V es la densidad de la energia electromagnética en la onda plana.
Con ayuda de la férmula (62.27), la expresién (65.11) puede escribirse asi

G = Sh?, (65.12)

donde S es el vector de Poynting v v, la velocidad de movimiento de las ondas.

La presién de las ondas electromagnéticas puede calcularse por la variacién
de su impulse. Verbigracia, si las ondas electromagnéticas inciden por la normal
a la superficie y se absorben totalmente, la presién, conforme a la férmula

(65.12), es igual a
pp =G = 8lv = w, (‘6513)

lo que, claro esta, colncide con (65.6). Pero si la onda se refleja totalmente, al
cuerpo se le transmite un impulso doble y la presién es

pPp = 206G = 2w, (65.14)

De la misma manera puede calcularse la presién durante una absorcion
parcial, durante la incidencia oblicua sobre la superficie, etc.
Fus el cientifico ruso P. N. Lébedev (1866—1912) quien por primera vez
, descubrié experimentalmente en 1900 la presién de las ondas luminosas. Como
se ve de (65.14), la presién es muy pequeiia. Por ejemplo, para el flujo de
1,4 kW/m?®, lo que aproximadamente es igual al flujo de la energia solar en la
6rbita de la Tierra, la presion de la luz es de unos 5 pPa. Por eso se necesitd la
elaboracion de unos métodos muy precisos de medicidn.
Impulso del fotén. Conforme a las representaciones cudnticas, la luz es
en s un conjunto de cuantos de energia, denominados fotones. La energia del
fot6n estd ligada con la frecuencia de la luz mediante la relacién de Einstein:

e = ho, (65.15)

donde % es la constante de Planck. Lag ezistencia de la presién de la luz obliga a
reconocer que los fotones poseen también impulso. De acuerdo con (65.10), el im-

pulsa del fotén es
p = nhole, (65.16)

donde ¢ es la velocidad de propagacién de la luz en el vacfo. Escribamos de
nuevo la férmula (85.16), teniendo en cuenta (62.23):

p=Fk. (65.17)

La relacién (65.17) es, a la par con (65.15), la ecuacién fundamental de la
teorfa cuintica de la luz.

La intensidad del campo eléctrico de ina onda plana excita en el medio conduetor las

corrientes de conduceifn,. debido a cuya interaccién con la inducci el | ‘magunético
de’ln-onda surge la fuerza de Lorents que se maniffesta conso presién de la onda electromagné-

tica.
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_ 4Qué representa en si-en el modelo clésico la fuerza
ue conduce al surgimiento de la presidn durante la
:lm':rcién de la ‘onda electromagoética en el medio con-
ductor? - ‘ .
+  $Qué es lo que.determina la densidad de impulso
de la onda electromagnética? .

Elemplo ‘65.1. Detérminar Ia fuerza con que los foto-
nes, cuys' densidad volumétrica de la e¢nergle es™S, octdan
sobre unal eifera de reflezién.absoluta y de radio r g‘ig;*zﬁﬂ}.

Debldo .8 la simetria axial de. la distribucién'de .
la presion, sélo la componente. de la fuerza en direccién N
del flujo inicial de loa fotones se diferencia de cero.De Fig. 260 s s I
acuerdo con la-férmula (85:13), sobre el elemento superfi- Fara calcular la. presibn de la
cial do (fig. 260) actha una fuerza dF = (25/c) coa® do radiacién electromagnética so-
dirigida hacia el centro.de la esfera, yla componente de Dre la esfera absolutamente re-
dicha fuerza en direccién del eje Z es flectora

dF, = —(28/c) cos® 6 do.

El érea del elemento sul:erﬁclnl en el sistema de coordenadas esféricas do = r? sen 8 X
% d6 da, donde « es el dngulo axial en el plano perpendicular al eje Z. Para la fuerza total
a lo largo del eje Z obtenemos

w2

Zn
Fi= — ( —2-5—) r2 5 da j cnsW&enﬂdE:-&’L -S—r*,
€ ? ’ 3 ¢

es decir, la fuerza es 4/3 veces mayor que para el caso cuando toda la enmergia del flujo se
absorbe por la esfera. )

§ 66, Guias de ondas y resonadores

Se describen las caracteristicas fundamentales de las gulas de ondas y
las peculiaridades de propagacién de las ondas electromagnéticas en
ellas. Se da la clasificacibn de las ondas en las gufas de ondas. Se
ezxamina el principio de funcionamiento del resonador.

Seccién del circuito. Cualquier seccién del circuito posee resistencia Ghmica,
capacidad e inductancia. El esquema equivalente de la seccién del circuito se
muestra en la fig. 261, a. La resistencia 6hmica R existe siempre porque los
cables la poseen. La capacidad surge como consecuencia de que en la seccién del
circuito existen siempre cargas volumétricas o superficiales y campos eléctricos
en los que se acumula la energia del campo eléctrico. Al pasar la corriente por
la seccién del circuito, se excita un campo magnético en el que se acumula la
energfa. Por lo tanto, la secei6n del circuito posee también inductancia. El papel
relativo de A, C, L depende de las propiedades concretas de la seccién del cir-
cuito y de la frecuencia.

Seccién del conductor. A una seccién rectilinea pequefia de conductor
le corresponden una carga superficial bastante pequefiz y una energia del campo
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R L magnético. Esto significa que su capacidad ein-

ductaneia son bhastante pequefias. Por esta razén,

¢ a pequefias frecuencias la capacitancia de la

seccion resulta mayor que la resistencia Ohmica

y la inductancia, menor, es decir, tiene lugar la

lid ak L desigualdad 1/(wC) > R » oL. Por eso en el

e I —YY circuito, dado en la fig. 261, ¢ la corriente c¢ir-

b ¢ c cula principalmente por la seccién R, L, mien-

——p tras que la capacidad aparienta estar desconec-

o tada. Dado que ol « R, la inductancia no tiene

un valor esencial y la seccién del conductor

Fig. 264 a pequefias frecuencias se representa asi como se
Circuitos equivalentes para la muestra en la fig. 261, b.

seccién del circuito con di- Al aumentar la frecuencia, la resistencia R

ferentes frecuencias crece. Ya que el espesor de penetracién de la co-

rriente disminuye como 1/} @, puede considerarse

que la resistencia aumenta como V ®. La industancia L, al erecer la frecuencia,
disminuye poco y por eso la inductancia oL crece como w. Por consiguiente, al
aumentar la frecuencia, el papel relativo de la inductancia de Ia seccién del con-
ductor crece y ya no se le puede considerar simplemente como una seccion con
resistencia 6hmica. Con el aumento de la frecuencia la capacitancia 1/(wC) dis-
minuye. Por eso a frecuencias suficientemente grandes, una parte considerable
de la corriente aparece en forma de corrientes de desplazamiento. Eso signifi-
ca que a frecuencias grandes, el esquema equivalente de la seccién del conductor
tiene la forma mostrada en la fig. 264, a, con la particularidad de que tanto
R, como L y C tienen gue tomarse en consideracién. Su papel relativo depende
de la frecuencia. Para frecuencias extremadamente altas, el papel decisivo lo
. desempefia la capacidad. )

Bobina de inductancia. A frecuencias bajas la bobina tiene 1/(wC) > oL >
> R. La corriente circula principalmente a través de R y L (fig. 261, ¢) y dado
que R < oL, el esquema equivalente de la bobina de inductancia a pequeiias
frecuencias tiene la forma dada en la fig. 261, c.

Al crecer la frecuencia, la inductancia de la bobina aumenta y la capacitan-
cia disminuye. Por eso una parte cada vez mayor de la corriente pasa en forma
de corriente de desplazamiento a través de las capacidades que existen entre las
espiras aisladas de la bobina. A la par con la resistencia 6hmica y la inductan-
¢ia, la'capacidad comienza a desempefiar un papel importante. En definitiva, el

esquema equivalente de 1a bobina de inductancia se convierte en un circuito,
mostrado - en la fig. 261, 4, con la particularidad de que el papel relativo de
R,'L y'C depende de la frecuencia. Para una frecuencia muy elevada casi
toda la corriente pasa en ‘forma de corriente de desplazamiento, como si
saltase de una espira a otra, y la inductancia como si se desconectase del
circuito., '
Condensador. A frecuencias hbajas, la capacitancia del condensador es
inferior ‘a-la-resistencia 6hmica y la inductancia [1/(®C) < R, 1/(0C) < oL].
Como-consecuencia, én ol citcuito (fig. 264, a) la seccién R, L como si se desco-
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nectase y el esquema equivalente del .condensador
tiene el aspecto que muestra la fig. 261,.d.

Al aumentar la frecuencia; la situacién cam-
bia. Para aclarar qué sucede en ese caso, exami-
nemos como -ejemplo un -condensador plano.

Al crecer la -frecuencia en el condensador
plano, aumenta la desviacién del campe reléctrico
con respecto-al homogéneo. La, causade ello-esla
interaccion entre. la:-induccién electromagnética
y las corrientes- de desplazamiento. A ‘primera
vista parece que el cuadro del fendmeno debe ser
andlogo al que conduce a la aparicién del efecto
pelicular (fig. 223), pero eso no es asi. La dife- T L A
rencia se determina por otras relaciones de fase 5)
entre los vectores de los campos. 3E/D

Examinemos el diagrama vectorial de los &
campos y las corrientes en caso del efecto pelicu-
lar {fig. 223). La induccién del campo magnético
se encuentra en fase con la intensidad de la co- :
rriente & intensidad del campo eléctrico que la E,
origina, La derivada de la induccién del campo
magnético -las adelanta en n/2, mientras que la
intensidad AE, engendrada por la variacion del
campo magnético, de un campo eléctrico comple-
mentarioc que conduce directamente al efecto
pelicular, retarda en /2 de lz intensidad E del 0 r
campo. Por eso siendo el enfoque mis estricto, al
en la fig. 223 deberia tomarse en consideracién gy, g9
no sélo la distribucién espacial de los campos, Relacidn entre las intensidades
sino las fases de la variacién de las intensidades. de los campos en el condensador

El diagrama vectorial de aparicién del efecto 2 Irecuencias altas
pelicular se muestra en la fig. 262, a.

Las férmulas de cilculo tienen en cuenta automiticaments la relacién entre
las fases de los vectores.

En el condensador (fig. 262, b} la relacion entre las fases de los vectores
del campo es otra. Dado que el campo magnético se origina por las corrientes de
desplazamiento, segiin la ley

JE
rot B=pe—,

su induccidn estd en fase con JE/dt y, por lo tanto, adelanta en m/2 la intensi-
dad E (fig. 262, c). Por eso la intensidad AE que surge segin la ley de la induc-
cién electromagnética y que conduce a la redistribucién de la intensidad del
campo E en el condensador, se encuentra en fase con la intensidad E (fig. 262, ¢).
La diferencia principal respecto a los fenémenos que tienen lugar al aparecer el
efecto pelicular, consiste en una relacién distinta de fases entre E y B: al surgir



440 Capituio 9. Ondas slectromagnéticas

el efacto pelicular, sus fases coinciden, mientras que en el condensador la in-
duccién del campo magnético adelanta en fase la intensidad del campo eléctrico
en /2. Por eso, verbigracia, para el campo eléctrico nulo, en el cuadro del efecto
pelicular la induccién del campo magnético es nula y en el condensador posee
un valor maximo. Al crecer la intensidad E del campo durante el efecto peli-
cular desde el valor nulo, la induceién del campo magnético aumenta y la li-
nea dB/dt forma con E un sistema de mano derecha (fig. 223), mientras que en sl
condensador dicha intensidad disminuye, por eso las lineas B/t forman con E
un sistema de mano izquierda (fig. 262, b). Por consiguiente, la intensidad AE
del campo eléctrico rotacional esta dirigida de manera que aumenta la intensi-
dad del campo eléctrico en el centro del condensador y debilita éste en la peri-
feria, o sea, en el condensador el campo se debilita desde el centro a la perife-
ria. A cierta distancia del centro la intensidad se anula, cambiando posterior-
mente su direccién en contraria (fig. 262, d).

La caracteristica cuantitativa de este fenédmeno puede obtenerse debido a la
solucién de la ecuacién para la intensidad E del campo, partiendo de la for-
mula (62.5). En el caso dado existen una-componente de E y la simetria axial
del problema, es decir, £ = E (r), donde r es la distancia desds el eje del con-
densador hasta el punto en el que se determina la intensidad. Supeniendo,
como de costumbre,

E (r, t) = E, (r) ¢!

y considerando para definitud que entre las armaduras del condensador e = &g,
B = o, obtenemos para E, (r) la ecuacién

d1E, 1 d4dE 2
T e

escrita en coordenadas cilindricas. Esta ecuacién lleva el nombre de ecuacién
de Bessel con indice nulo, cuya solucién se escribe en forma de J, (wr/c). Las
funciones de Bessel estan bien estudiadas. La fig. 262, d muestra la marcha de
la funeién J, (@r/c). Las raices minimas de la funcién con indice nulo son §, =
= 2,40; E, = 5,52; E5 = 8,65; ... . Tendremos en cuenta que w/¢c = 2sn/A,
donde A es la longitud de la onda electromagnética con frecuencia w en el va-
cio. Por eso las distancias en las que 12 intensidad de cok{iente en el condensador
se anula, son r; = AE,/(2n). o
. .Por_ejemplo, la primera vez la intensidad se reduce a cero a la distancia
ri ="AE,/(2n) = 0,38\L. Merced a esté comportamiento de. la intensidad, el
conidensador cesa de set una capacidad pura. Esté claro que los campos magnéti-
cos en ‘el condensador se hacen esenciales, pero eso significa que comienza a
desempefiar su papel la inductancia. Con otras palabras, el condensador pierde
también a frecuencias elevadas sus funciones iniciales de capacidad.
Radiacién. En el § 61 se mostré que la potencia de emisién del oscilador
crece proporcionalmente al cuarto grado de la frecuencia (~ w*), es decir, con
gran rapidez. Pero ello significa que al pasar las corrientes de alta frecuencia
por los cables, tiene lugar-una radiacién intensa. de la energia electromagnética.
A una frecuencia alta, las pérdidas se hacen tan considerables que resulta intitil



§ 64, Gulas de ondas y resonadores 441

transmitir la energia- por cables. Es necesario y
hallar otros procedimientos para transportar la
energia electromagnética de alta frecuencia, ya ; W
que los métodos elaborados para las frecuencias
bajas, de generacién y transporte de las oscila- _
ciones electromagnéticas son inaplicables para _‘ J“’
frecuencias muy altas. z

Gufas de ondas, La idea principal de la guia
de ondas es dirigir las ondas electromagnéticas Fig. 263
por cierto canal, reduciendo al minimo las pérdi- Guia de ondas rectangular
das posibles durante la propagacién. Con este
fin, por lo visto, es necesario excluir en lo posible la excitacién de las co-
rrientes de conduccion, asf como excluirla penetracidn de la energia electromag-
nética a través de la pared del canal. De modelo mds sencillo de gufa de ondas
sirve un tubo vacio, dentro del cual se propagan las ondas electromagnéticas.
Examinemos las peculiaridades principales de estas ondas electromagnéticas
en el ejemplo més simple: en una gufa de ondas rectilinea rectangular.

Gufa de ondas rectangular. Las paredes de este dispositivo se consideran
completamente conductoras, sus dimensiones y la posicién del sistema de coor-
denadas se dan en la fig. 263. En general, en las guias de ondas pueden propagar-
se muchos tipos de ondas. Examinemos unc de ellos,

Supongamos que el vector eléctrico de la onda esté orientado a lo largo del
eje Y. Para simplificar 1a sitvacién tomemos la longitud de la guia de ondas
infinita a lo largo del eje Y. Esto nos libera de tener en cuenta las condiciones
de frontera para el vector E en las superficies de la gufa de ondas, paralelas al
plano XZ y facilita considerablemente la solucién de la tarea. Adem4s, para la
extension infinita de Ia gufa de ondas en direccion del eje ¥ el problema puede
examinarse con el método de representaciones, lo que permite aclarar la situa-
cién fisica y la esencia de los procesos que transcurren al propagarse las ondas en
la guia de ondas.

Asi pues, la tarea se reduce a dos mediciones. La ecuacién de onda para la
intensidad del campo eléctrico tiene el aspecto

et SE 1 oE
v to 7 =0 (66.1)

donde £ = K, (z, z, ).
Ya que las paredes de la guia de ondas son completamente conductoras, la
condicion de frontera para E es as{

E(z, 0,8 =0, E (2, a &) =0. (66.2)
Busquemos la solucién de la ecuacién como
E=E sen k,ze 2% (66.3)

con la particularidad de que para satisfacer las condiciones de frontera (66.2)

es necesario hacer
ha=nn (pn=1,2,..). (66.4)
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Es obvio que la solucién (66.3) satisface la condicién de ausencia de cargas
libres en la guia de ondas: div E = JE,/dy = 0, E, = E, = 0. Poniendo (66.3)
en (66.1), obtenemos

(=& — B + oV E =0 {66.5)
Esta igualdad puede satisfacerse sélo a condicién de que
—k: — R+ 0¥ =0, (66.6)

de la gue se desprende que

k. =V oiE—niniat. (66.7)

Frecuencia limite. La onda electromagnética se propaga en la *guia de
ondas sin amortiguacién si en la férmula (66.3) la magnitud k, es real. Esto
significa que en la expresion (66.7) el radicando no debe ser negativo. De aquif
obtenemos la condicién para la cual en la guia de ondas se propagan las ondas:

w? nn?

2B >0 (66.8)
o bien
m;—?—n. (66.9)

Asi pues, para el valor prefijado de n, que caracteriza la forma de la onda
en direccién del eje Z, existe una frecuencia limite. Las ondas electromagné-
ticas con menor frecuencia no pueden propagarse en la gufa de ondas. El valor
de esta frecuencia se obtiene de (66.9) para n = 1:

w, = ncla. (66.10)

La presencia de la frecuencia limite significa, con otras palabras, la existencia
de la onda con longitud méixima de onda que puede propagarse en la gufa de
ondas. Teniendo en cuenta que A = ¢TI = 2n¢/®, obtenemos para la longitud
limite de onda

Ay = 2nc/w, = 2a. {66.11)

Esta igualdad posee un sentido geométrico muy claro: en la guia de ondas
en cuestién pueden propagarse sélo las ondas, cuya longitud de onda es inferior a
la seccibn transversal doble de la guia de ondas. .

La pi sencia de la frecuencia limite es un rasgo caracterfstico de todas las guias

deondas a'pesar de qué su valor concreto es distinto para diversas gufas de ondas.

*Velocidad de fase. Conforme a la expresién (66.3), esta velocidad se encuentra
‘de la condicién
ot — k,x = const, (66.12)
de donde
dr @ % =
L e VY otje— g =c g e >, (66.13)

eg decir, la velocidad de fase dz las ondas electromagnéticas en la gula de ondas
supera la velocidad de la luz. Eso es también un rasgo cargcteristico de las gulas
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de ondas, aunque el valor concreto de la velocidad de
‘fase depende de las propiedades de la guia de ondas
y los tipos de ondas.

Teniendo en. cuenta las expresiones (66.10)
'y (66.11), la férmula (66.13) es comodo represen-
tarla como

-] c
Ty = .= - -
YT Vi (89

Por consiguiente, © > w,, A << Ay, Y& que
‘en caso contrario la velocidad de fase se hace
imaginaria, es decir, no puede haber propagacién
de las ondas.
Longitud de ondas en la guia de ondas. Segin
la definicién de longitud de onda, tenemos

dg=0yT = >4, (86.15)

A
V1= (Xo/hoP
donde A = ¢7. La longitud de onda en la guia
de ondas es siempre superior a la longitud de T
onda en el espacio libre. Elevando los dos miem- Esgt.:udil) del guia de bndas rec-
bros de (66.15) al cuadrado y tomando sus reci- tapgular aplicando el método
procas, obtenemos de representaciones

1723 = 1/A% — 1/AL. (66.16)

La relacion (66.46) es valida para las puias de ondas de cualquier
forma, a pesar de ser deducida para un caso particular.

Aplicacién del método de represemtaciones al anélisis de las gufas de ondas.
Para aclarar con mds precisién el cuadro fisico de la propagacién de las ondas
en la guia de ondas y el sentido de las relaciones obtenidas analicemos el ejem-
plo por el métado de representaciones. A tfitulo de emisor elemental tomemos
up copductor recto infinito, recorride por la corriente alterna de frecuencia w.
Este emisor, andlogamente al oscilador (dipolo) de Hertz, emite ondas, cuyo
vector eléctrico estd dirigido paralelamente al conductor. Por lo visto, en caso
de un conductor infinitamente largo las ondas serén cilindricas. Sin embargo,
a una distancia suficientemente grande respecto al emisor se las puede consi-
derar planas.

La fig. 264 muestra las proyecciones de las paredes de la guia de ondas so-
bre el plano XZ. El vector eléctrico de las ondas estd orientado perpendicular-
mente al plano del disefio. Coloquemos el primer emisor en el medio de la guia
de ondas a la distancia de a/2 de cada una de sus paredes perpendiculares al
plano del disefio. La fase de las oscilaciones del emisor se denota por un punto,
es decir, la corriente en el momentio dado fluye hacia nosotros. Bl emiser radia
ondas por todas las direcciones y por eso en las paredes de la guia de ondas la
intensidad del campo es diferente de cero. La tarea consiste en elegir el sistema
de emisores de manera que la {ntensidad swmaria de sus campos en las paredes
de la gufa de ondas durante todo ¢l tiempo sea pula. El campo que satisfaga
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esta condicidn serd precisamente el campo buscado en la gufa de ondas. Claro
que cuando las ondas se propsgan de emisores imaginarios y las paredes de la
guia de ondas se consideran también imaginarias, las ondas imaginarias las
atraviesan sin obstaculos,

Para que en la pared A, de la.guia de ondas se liquide el campo, engendrado
por el emisor 0, es necesario colocar a la distancia a/2 de ella el emisor 1 que
oscile con un desplazamiento de las oscilaciones en un semiperfodo respecto al
emisor 0. Por lo tanto, el emisor I debe oscilar en una fase contraria al emisor
0, lo que se indica con el signo {(4) (¢la corriente parte de nosotros»). Las ondas
del emisor I llegan = los puntos de la pared A4, de la guia de ondas durante el
mismo lapso que del emisor 0. Ya que las fases de }a onda desde O y I en la pa-
red A, se diferencian en 5, la suma de las intensidades de estas ondas es nula.
De la misma manera el emisor 2 apaga en la pared A, la emisién 0.

En cambio, el emisor  crea un campo en la pared A, y el emisor 2, en la
pared A,. Es necesario afiadir los siguientes emisores que apaguen dichos cam-
pos. Para suprimir la emisién del I en la pared A, es indispensable coger el
emisor 4 y para suprimir la emisién del 2 en la pared 4, sirve el emisor 3, ete.,
hasta el infinito. La intensidad del campo originado por un sistema infinito de
semejantes emisores, es nula en las paredes A, y A,. Por consiguiente, el cam-
po obtenido satisface las ecuaciones de Maxwell siendo la superposicién de los
campos, cada uno de los cuales satisface estas ecuaciones y es en si una onda
electromagnética en la guia de ondas. El campo fuera de la guia de ondas tiene
un significado auxiliar, por lo que no nos interesa.

Cardicter discreto de las direcciones de propagacién de las ondas planas que pro-
vienen de un sistema de emisores. De un emisor individual las ondas planas
se propagan en todas las direcciones. Pero de un sistema de emisores las ondas
planas pueden propagarse sblo en direccionpes bien determinadas, pero no cua-
lesquiera. Semejantes direcciones pueden ser sdlo aquellas, en las cuales las
ondas planas de emisores aislados se amplifican mutuamente. Eso puede ocu-
rrir s6lo cuando la diferencia de los recorridos de las ondas, emitidas por los emi-
sores vecinos, sea igual a upn ndmerc entero de longitudes de ondas con una
mitad, ya que los emisores vecinos radfan las ondas en oposicién de fase. Como
consecuencia resulta que en la direccién en cuestién de todos los emisores se
propagan ondas con una diferencia de fases de un nfimero entero de perfodos v,
por:lo tanto, estas ondas se amplifican, En }a fig. 264 la direccién de propaga-
cién de las ondas se caracteriza por el angulo 8. La condicién de amplificacién
mutua de las ondas tiéne el aspecto ;

: asen® =A(m +1/2) m=0,1,2, ... (66.17)

La condicién anéloga puede escribirse para las ondas que se propagan por
la otra parte respecto al eje de la gufa de ondas, es decir, para los dngulos 8
negativos. . 2 : .
Longitud de onda de corte. La condicién (66.17) muestra que para cada lon-
" gitud de onda existe un ‘dngulo de propagacién, minimo respecte al eje, que se
alcanza para m = 0, asf como el valor méximo del nfimero m para el que el
dngulo es igual a ® = n/2, o sea, la onda se propaga perpendicularmente a la
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longitud de la guia de ondas. Siendo la longitud de onda bastante grande, ya
m = 0 nos lleva a la:condicién sen B = 1, es decir, esta onda puede propagarse
sélo perpendicularmente al eje de la guia de ondas. Eso significa:quelas ondas
con dicha longitud de onda y mayores no pueden propagarse en la guia de on-
das. Esto es precisamernte 1a longitud de onda de corte A, que se ‘determina por
la férmula-(66.17) para sen 68 =1 y m = O:

a = A2, (66.18a)-

lo que coincide con (66.14). A esta longitud de onda le corrésponde la'frecuencia’
limite de (66.10). . - - : . g %
Longitud de onda y velocidad de fase en la gufa de ondas. La velocidad de fase"
es la velocidad ‘de los: puntos de la superficie de fasé constante de la onda en
direccion de la guia de ondas; es decir, 1a velocidad del punto de interseccion
del frente de la onda plana y las paredes de la gufa de ondas. De la fig. 264 se
ve que es igual a

vy = cleos 0. (66.18L)

Tomando en la férmula (66.17) la onda con m = 0, obtenemos sen § =
= A/(2a) y representemos la expresién (66.18b) como

c [

[ - e c
Vi—seni®  VIi—[Za)E Vi (ko) V I—(as/e)p

lo que coincide con (66.14). Asi pues, lg velocidad de fase no esid ligada con el
movimiento en el espacio de cualquier objeto fisico y la energia. Puede imaginarse
que en la fig. 264 el eje X representa el borde de la mesa de escribir y la linea
que muestra el frente de l1a onda, es una regla. Entonces, paraun édngulo 8, bas-
tante proximo a m/2, las velocidades pequeiias de desplazamiento de la regla
perpendicularmente a su longitud, conducen a las velocidades del punto de
contacto entire la regla y el borde de la mesa gue superan la velocidad de la luz.
Esté claro que la existencia de esta velocidad no estd en contradiccién con la
restriccion que pome la teoria de la relatividad sobre la velocidad del movi-
miento de los objetos fisicos y la propagacién de las interacciones.

La longitud de onda A, se determina también como consecuencia de la
construccién geométrica en la fig. 264:

A A
_ = ﬂ-
Ao cos B Vi—0h)? | (66.20)

. (66.19)

U=

lo que coincide con (66.15). De la férmula (86.20) se desprende también la
expresién (66.16).

Velocidad de grupo. Estd claro que la velocidad de fase no representa la velo-
cidad de movimiento de la energia de la onda a lo largo de la gufa de ondas.
La energia en la onda plana se mueve en el vacio con una velocidad ¢ perpendi-
cularmente 8] frente de onda. En direccién del eje de la guia de ondas la ve-
lJocidad de movimiento de la energia se determina por la proyeccién de la velo-
cidad ¢ sobre el eje. Esta velocidad se denomina de grupo. Como se ve de la
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fig. 264 es igual a
vg=ccos 0= ¢V T—(A/hy)% (66.21)

La velocidad de grupo es siempre inferior a la velocidad de la luz. Su nombre
lo recibi6 debido a que es igual a la velocidad de la cresta de la amplitud suma-
ria del grupo de ondas con frecuencias proximas que Se propagan con distintas
velocidades de fase, dependientes de la frecuencia. El conjunte de ondas con
diferentes Eracuencias en la guia de ondas forma un grupo de ondas, cuya de-
pendencia de las velocidades de fase respecto a la frecuencia se determina por
la formula (66.14). La propiedad fisica mas importante de la velocidad de grupo
ya 56 enuncié: es la velocidad de movumen'.o de la energia, ralamona.da ¢on
las ondas,

Relacién entre las velocidades de fase y de grupo. Multiplicando término por
término las férmulas (66.21) y (66.19), obtenemos

(66.22)

— %
Vg = €™

Esta relacién es fundamental en la teoria de propagacién de las ondas-y
tiene cardcter universal, a pesar de que se obtuvo para un ejemplo 'panticuluf
y aplicando un matudo especial.

Campo magnético. La induccién del campo magnético de la onda plana es
perpendicular a la intensidad de su campo eléctrico. Por eso los vectores de
induccién magnética se encuentran en planos, paralelos al plano de la fig. 264.
Dado que las ondas planas se propagan bajo un dngulo al eje de la guia de ondas;
la induccién del campo magnético de cada una de las ondas planas posee com-
ponenwsalo largo del eje de la guia de ondas y perpendmularmente a ella;

Lo mismo puede decirse de la induccién del campo magnético de la super-
. posicién de las ondas planas que forman una onda en la guia de ondas. Esto
significa que las ondas electromagnéticas que se mueven en la guia de ondas no,
son puramente transversales: tienen una componente de induccién del campo
magnético en direccién de la propagacién. En otros casos pueden haber tipos
de ondas cuando existe la componente de 1a intensidad del campo eléctrico a'lo
largo de la direccion de la propagacién, etc. Es necesario sefialar que las ondas
en la gufa de ondas, en general, no son homogéneas.

Clasificacién de las ondas en la guia de ondas. La siguiente clasificacién de.
las ondas en las guias de ondas se considera general:

1.'Las ondas transversales magnéticas (ondas T.M.) que se determman
por la: ex:gencia H. =0, es decir; por la ausencia de la componente de la in-
tensidad dek campo magnétlco en direccion. de la propagacion de las ondas. Pue:
de ‘mostrarse qie en este caso todas las caracteristicas de las ondas se expresan
86lo a través de E,.

2. Lss ondas transversales eléctricas (ondas T.E.), definidas por; la exlgen—
cia' E, ='0. En este caso las soluciones se expresan sblo mediante H .. :

3. Ondas t{ransversales electromagnéticas (ondas T.E.M.), determmadas
por las exlgencms E,=0 H, = 0
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, 4. Ondas hibridas cuando al mismo tiempo H, £ 0 y E, 5= 0. Ellas su:-

gen cuando las condiciones de frontera requieren que £, y H. sean distintas
de cero simultidneamente, lo que se realiza en las gufas de ondas reales, cura
conductividad de las paredes es finita.
Resonadores; Examinemos un condensador, cuya grafica de variacién de la
intensidad del campo en frecuencias altas se da en la fig. 262, d. En la supsr-
ficie cilindrica de radio »;-el campo eléctrico esté ausente. Esto significa que el
vecter de Poynting en dichia superficie es ‘nulo y, por lo tanto, no-hay:movi-
miento de energia a-través de ella. Consideremos que esta‘superficie.cilindrica
es un conductor. ideal que une las armaduras del condensador. El.campo. elé:-
trico en su.superficie, como siempre, permanece nulo. El campo magnético
no es igual a cero y sus lineas de fuerza son circunferencias, concéntricas can
los puntos del eje del cilindro. A lo largo del conductor cilindrico circulan las
corrientes de una placa del condensador a otra, como se desprende de la condi-
cién de frontera (38.35) para la componente tangencial del vector H. Ahora todo
el volumen cerrado cilindrico, limitado por las paredes completamente conduc-
toras, puede ser aislado y abandonado a su suerte. El campo eléetrico en &l
oscilard con una frecuencia ® y con esta misma frecuencia tendrd lugar la re-
carga de las placas del condensador. El volumen cerrado, dentro del cual suce-
den las oscilaciones del campo electromagnético, se denomina resonador. En
ausencia de pérdidas de energia electromagnética la frecuencia de las oscilacio-
nes del campo se llama frecuencia propia (o natural) del resonador. Semejante
resonador se denomina cilindrico. En el resonador, lo mismo que en la gula de
ondas, pueden existir oscilaciones y ondas estacionarias de distintos tipos,
Ellas poseen diferentes frecuencias de resonancia. Para el tipo de oscilaciones
en el condensador cilindrico, examinada ahora mismo, las frecuencias de reso-
nancia w; de las oscilaciones son iguales a w; = E;e/r,, donde E, son las raices
de la funcién de Bessel con indice nulo. Asf pues, el resonador para este tipo de
oscilaciones tiene no una frecuencia de resonancia, sino una cantidad inmensa.
Para otros tipos posibles de oscilaciones se obtienen otras frecuencias de reso-
nancia. En el resonador real existen pérdidas de energia y las oscilaciones re-
sultan ser amortiguadas. La terminologia y los conceptos, relacionados con las
oscilaciones en los resonadores, coinciden totalmente con los que se utilizan al
estudiar las vibraciones mecdnicas.

La peculiaridad caracteristica de cualquier guia de ondas es la existencia de la frecuencia
Iimite, En cualquier gufa de ondas la velocidad de fase de las andas electromagnéticas es mavor
que la velocidad de la Tuz.

Problemas

9.1, Determinar la potencia media de emisién para el cuadro con corriente J = I, cos wt.
El drea del cuadro es ¢. Considerar que I, = 10 A, ¢ = 100 cm? y © = {0* s-1.

9.2. Haciendo uso de los datos del problema 9.1, hallar la densidad méxima del flujo de
emision en el plano del cuadro con corriente a la distancia de 200 m de él.

9.3. Determinar el brazo del dipolo si la potencia de su emision -es igual a la potencia do
emisién del cuadro con corriente, dado en el problema 8.1. La frecuencia de las oscila-
ciones del dipolo es igual a la frecuencia de las oscilaciones de la intensidad de la
corriente en el cuadro y cada una de Jas cargas del dipolo es igual a { g} = 10~ .
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9.4. A una intensidad del campo eléctrico £ = 30 kV/em, tiene lugar la descarga disrup-
tiva en el aire. jPara qué densidad del flujo de energia de las ondas electromagnéticas
Blanas de una frecuencia no rouy alta transcurre la descarga disruptiva en el aire?

na onda elactromafuétlcq polarizada plana con frecuencia anular w = 10% 3-! incide
de la arista sobre el cuadro de conductor, con la particularidad de que el vector de
induccién de la onda estd dirigido perpendicularmente al plano del cuadro. Las dimen-
siones lineales del cuadro son pequeiias en comparacién con la longitud de onda. El
érea del cuadro ¢ = 100 cm?, la densidad media del flujo de energia en la onda (§) =
= 1 W/m?. Hallar la fem méxima de induccién en el circuito.

8.6. En la 6rbita de la Tierra el flujo de energla solar de radiacién es aproximadamente
igual a § = 1,4 kW/m?. Hallar el radio de una particula_esferoidal que es radiador
completo y posee una densidad p = 5 g/em® y para la cual la presién de la luz en el
espacio interplanetario es igual a la atraccién solar. La masa del Sol es mg = 2.10%®
y la constante de gravitacién G = 6,7-10-1 N.m%kg®. La distancia entre la Tierra

el Sol es B = 150-10® km.

9.7. Un condensador plano con placas redondas de radio a se conecta a una fuente continua
de fem exteriores #aet. La distancia entre las placas varia lentameate por la ley
arménica d = d, + A sen wt. Hallar la intensidad del campo magnético, originado
por las corrientes de desplazamiento. 0 e

9.8. Un cuadro de n espiras que abarca un 4rea S, yace en el plano X2Z. En direccién del
eje X se propaga una onda electromagnética plana, cuyo vector eléctrico es paralelo
al eje ¥: E, = E, cos (of — kz). Hallar la fuerza electromotriz, inducida en el cuadro.
La longitud de onida es mucho mayor ql“ las dimensiones lineales del cuadro.

9.9. El flujo de energia solar en la érbita de la Tierra es S = 1340 W/m®. :Cuiles son las
amplitudes de E, y B, de una onda electromagnética plana con semejante densidad de
flujo de energia'n’ i)

9.10. Como se desprende de la [6rmula (65.14), la presién de la onda electromagnética sobre
una superficie idealmente reflectora para un dngulo de incidencia 6 es igual a pp ==
== 2w cos? O, donde w es la densidad de la energia electromagnética en la onda inci-
dente. Supongamos que sobre la superficie incide una radiacién isbtropa, o sea, la
densidad de los flujos de energia que llegan de todas las direcciones posibles, es la mis-
ma. Hallar la_presién de la onda sobre la superficie. i, o )

9.11. Hallar la amplitud de la intensidad del campo eléctrico de la emisién de un dipolo
eléctrico en el plano que atraviesa el dipolo perpendicularmente a su direccidn, a una
distancia de 10 km del dipolo, slendo la potencia de emisién del dipolo de 10 k'W.

9.12. El medio entre las. armaduras del condensador plano posee una constante dieléctrica &
y una conductividad pequefia y éu_n dieléctrico no ideal). La capacidad del condensador
es C. A las armaduras del condensador se les aplica una diferencia de potencial U,
después de lo cual se afslan. Hallar la ley de variacién de la magnitud de la carga con
el tiempo en cada una de las armaduras del condensador y la corriente de desplazamiento
que circula por el condensador.

8.5.

Respuestas

T, (P) = pooMiot/(12nc?) = 0,124 W. 9.2, S_4x = Ro0tT30Y/ (167233 = 0,47 X

X 10° Wim?. 9.3. L = I,0/(1 ¢ | ¢) = 3,3-10% m = 0,33 mm. 9.4. {§) = [eg/(4p)]t/? £} =

'=1,2-40° kW/em? =12 GW/m%. 9.5. 858 = VZ (S} Ho (eoto)*/* 0@ =98 mW.

9.6. r= 4_3__.._;?; = 0,507 ‘m. 9.7. Hy = —e, %ozt wAr-cos wt/[2 (dy + A sen ot)].

9.8, €M = 4kSE, sen of. 9.9, E, = 1005 V/m, B, = 3,35-10-¢ T. 9.10. p = wioe/3.
9.41. B, = 0,095 Vim, 8.12. Q = CUe™¥/®, [0y = —(yle) CU-eTVE, :




CAPITULO 10

Fluctuaciones y ruido

Los ruidos en un curcuito con corriente se determinan por el ca-
ricter discreto de los portadores de la carga y las fluctuaciones de
la corriente. Los ruidos en principio son-iliminables ‘por. completo,
pero se pueden reducir. En condiciones determinadas. pueden  de-
tectarse las sefiales tGtiles més abajo del nivel de los ruidos.

§ 67. Fluctuaciones en un circuito con corriente.
Ruido de resistencia

Se analizan las causas fisicas que determinan la ezistencia del ruide
y se examinan las caracteristicas cuantitativas del ruido en loscircuitos
con corriente.

Teorema de la equiparticién de la energia respecto al grado de libertad. En la
fisica estadistica un gran papel lo desempefia la teoria acerca de que en estado
de equilibrio termodindmico a cada grado dé libertad del sistema le corresponde
una misma energia, igual a kT/2 (k es la constante de Boltzmann y 7', la tem-
peratura termodinamica). La manifestacién evidente de la validez de dicha
afirmacién es el movimiento browniano. La energia cinética media del movi-
miento de traslacién ((mv?/2)) de la particula browniana satisface la relacién
(mv*2) = 3kT/2, ya que existen tres grados de movimiento de traslacién.
Aplicacién del teorema de equiparticién de la energia respecto a un galvané-
metro de espejo. Si en un hilo elastico se suspende libremente un espejito,
segiin el teorema de equiparticién de la energia, él no puede ser absolutamente
inmévil. Como consecuencia de la interaccién del espejito y el movimiento tér-
mico de las moléculas del aire, se excitan sus vibraciones de torsién y a cada
grado de libertad debe corresponderle una energia k7/2. Recordemos que el teo-
rema de equiparticién de la energia por los grados de libertad se refiere no sélo
a la energia cinética, sino también a la energia potencial del oscilador.

Designemos el médulo de torsién del hilo por D y el dngulo de desviacién
del espejo respecto a su posicién de equilibrie por ¢ (fig. 265). La ecuacién de
las vibraciones de torsién tiene la forma

Jo = —Do, (67.1)
donde J es el momento de inercia del espejo respecto al eje de torsién. Multipli-

cando los dos miembros de (67.1) por.¢ e integrando la expresién obtenida, halla-
mos el principio de conservacién de la energia:

1/2J¢* + 1/2Dg® = copst. (67.2)

/g 20—01444
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Puesto que a cada grado de libertad le corresponde una energia k-T!'Z, de
la férmula (67.2) obtenemos

(/27¢* = (1/2Dg?) = 1/2 kT (67.3)
(¢*) = kTID. (67.4)

Esto significa que el espejo no puede encontrarse en posicién de equilibrio,
sino que oscila alrededor de esta posicién con el cuadrado medio del 4ngulo de

y por lo tanto,

AAS
il
! 1r
Fig. 265 Fig. 266
Fluctuaciones de las vibraciones Fluctuaciones en un circuito
de torsién oscilante

desviacién (67.4). De esta manera, la expresién (67.4) caracteriza la desviacion
del éngulo respecto al valor medio, es decir, describe las fluctuaciones. Esta
claro que si existe cierta vibracién de torsién, seglin el principio de superposi-
ci6n, puede concluirse que la formula (67.4) caracteriza la fluctuacién del cuadra-
do de la amplitud.

Fluctuaciones en un circuito oseilante. En un circuito oscilante (fig. 266) trans-
curren oscilaciones con la frecuencia @ = i/}/ LC, cuya esencia fisica consiste
en la transformacién mutua de la energia del campo eléctrico en el condensador
y la energia del campo magnético en la inductancia. El principio de comserva-
cion de la energia tiene la forma

@/(2C) + LI*/2 = const, (67.5)

donde Q es la carga en las armaduras del condensador e I, la intensidad de la
corriente en el circuito.

. Essimposible imaginarse un circuito que no tenga corrientes y un conden-
sador: en cuyas armaduras no surjan cargas. Hablando con mayor precisién,
semejante situacién puede crearse iinicamente a la temperatura de 0 K. Para
una temperatura, diferente de 0 K, el movimiento térmico de los electrones
conduce a la aparicién de cargas en las armaduras del condensador y de co-
rrientes en el circuito. Segin el teorema de equiparticién, tenemos

(QY(20)) = (LIY2) = kT/2. © (67.6)

Por consiguiente, el cnadrado medio de la carga en las armaduras del con-
densador y el cuadrade medio de la intensidad de la corriente son igua-
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(O =kTC, (I =FkTIL. (67.7)

Partiendo del principio de superposicién, puede decirse que las expresiones
(67.7) son en sf las fluctuaciones cuadréticas medias-de las magnitudes’de la
carga e intensidad de_la.corriente en uncircuito oscilante, . _
Distribucién de las'[luctuaciones respecto a las frecuenciss. Lia: férmul
nos da sélo la magnitud ‘media cuadrética’completa:de las fluctuacion
decirnos de qué manera se distribuye respecto a las frecuencias. Para resp T
a esta pregunta es necesario resolver la ecuacién de oscilaciones para el circuito,
sobre el que actiian fuerzas aleatorias, representandolas en forma de una serie
(integral) de Fourier respecto a las frecuencias:

U= U eiot, (67.8)
La ecuacién (50.10) para las oscilaciones de la carga adquiere el aspecto
LG+RQ+QIC=3 Uyetot, (67.9)
w
de donde
U, eiu!
0=2 —mPmerie (F%:10)

lo que se comprueba diferenciando. Para el cuadrado medio de la amplitud
(1Q@* |} = (| Q I*), de aqui hallamos

UQU' fmt —iwt

“OF):‘QQ‘):(% Yy oy s T ey ey ey 7 D A VXY
w, o

Las fuerzas electromotrices que excitan las oscilaciones de diferentes fre-
cuencias, son independientes y no correlacionadas entre si. Por eso, al promediar,
en la férmula (67.11) desaparecen los términos con @ % @" y nos queda

UL
(@) =(|Q|2)=‘ 2 (Lad—1/CP+ Ria? ' (67-12)

donde (Q%) y (UL ) son los valores medios de los cuadrados reales de las ampli-
tudes de las magnitudes correspondientes.

Ahora pasemos al espectro continuo de frecuencias, ya que los célculos
anteriores se efectuaron para el espectro discrato sblo para simplificar log cdleu-
los. El espectro real es continuo. Es necesario pasar de las magnitudes medias
cuadraticas para las frecuencias del espectro discreto a las densidades de las
magnitudes correspondientes,

29
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El cuadrado medio de la carga total se forma de las contribuciones de las
frecuencias aisladas. Por eso

5= 5 --éi—‘“)- do, (67.13a)

0

donde d (Q,)/dw es la densidad de los cuadrados de las amplitudes de las osci-
laciones de la carga y d (0% ), el cuadrado medio de la amplitud de las oscila-
ciones de la carga, correspondiente al intervalo de frecuencias (0, @ + do).
Bajo el signo de la suma en la férmula (67.12) sustituyamos:

aws
Col do, (67.13b)

comprendiendo po d (U, ¥dw la densidad de la distribuciéa de los cuadrados
de las amplitudes de las tensiones respecto a las frecuencias. Después de seme-

jante sustitucién se puede en la férmula (87.12) pasar de la suma a la integral.
En definitiva obtenemos

U =

d U:)}{dm] do d (Qg,)
(0) = S e e —{-‘UC)’+R’0‘ = 5 == do, (67.14)
0 1]

de donde
d{U3)
40 = a=Toyir e -
Ruido de resistencia. La energia media de las oscilaciones arménicas es pro-
porcional al cuadrado de la amplitud. Por eso la densidad del cuadrado medio de
la amplitud de las oscilaciones caracteriza la densidad de su energia. El analisis
posterior se fundamenta en la suposicién de que la densidad media de los cua-

0.
drados de las amplitudes ( 40, = A) no depende de la frecuencia. La argu-

mentacién de su validez se basa en el cardcter aleatorio de las fuerzas electro-
motrices. Por eso la formula (67.14) puede escribirse asi:

(67.15)

- ¢ do
(@n=4 S (Zeoi—1/Cp+ R0 '
? @ (67.16)
Ae=—ga=n
La integral se calcula por los métodos elementales y nos lleva & la igualdad
¢ g dao acC :
'E_’W — R = 2R - (67.17)

- . De la expresién (67.7), teniendo en cuenta las férmulas (67.16) .y (67.17),
hallamos :
d (US) = (2/n) kRT do. (67.18)
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De aqui, basindose en la expresién (67.15), se desprende que
T (2/n) kTR da
d¢Qu) = (L' —1/CP + R*w?

(67.19)

‘ 3 d< A oo
Es necesario prestar atencitn & que ——-—- 2 determina la densidad del cuadra- -
do mediode‘la-amplitud, referente al intervalo ‘e’ lag-frecuenciag circulares: @.
Con mucha-frecuencia se"utiliza la densidad del cuadrado medio de la amplitud,
no referente a-la ffecuencia circular o'= 2a/T, sino’ que simplemente :a la
frecuencia v = 1/7, es:decir, a la magnitud d (U3 )/dv: Teniendo en‘cuénta’que
@ = 2nv, do = 2n-dv, hallamos R Rk
o duz) 4 d({U})
v (62:20)
Entonces, [véase (67.18)]
d (U3) = 4kTR dv, (67.21)

es la férmula de Nyquist: el cuadrado medio de la amplitud de la tensidn de las
fluctuaciones es proporcional al intervalo de las frecuencias y depende sélo de Ia
resistencia en el circuito y de la temperatura. La existencia experimental de seme-
jantes fluctuaciones fue descubierta por Johnson, por eso ellas se denominan
ruido de Johnson o riido de las resistencias.

Generador equivalente de ruido. Las fluctuacioues, determinadas por la resis-
tencia R, cuyo cuadrado medio de la tensién se define por la férmula (67.21),
pueden representarse como el resultado de la accién del generador de fem U, y
la resistencia interna R. El generador equivalente de corriente esti shumtado
por la resistencia R y se caracteriza (conforme a la ley de Ohm) por el cuadrado
medio de la intensidad de la corriente:

d (I}) = 4kT dv/R. (67.22)

Potencia del ruido del generador. La antena, con cuya ayuda se reciben las
radiosefiales que a continuacién se dirigen al receptor, es equivalente, por su
papel en el circuito, a un generador con la correspondiente impedancia interna.
Su+adaptacién al receptor consiste en hacer que la suma de las componentes
reactivas de las impedancias de la antena y el receptor sean nulas y sus resis-
tencias 6hmicas iguales entre si (véase el § 49). Entonces la potencia méxima
que el generador (antena) puede entregar al receptor [(véase (49.35)], es igual a

Pemsx = (U*)(4R), (67.23)

donde (U*) es el cuadrado medio de la fem de la antena y R, su resistencia
interna, igual a la resistencia de la carga.

Supongamos que la resistencia de carga R no efectia por s{ misma ningin
ruide y es, por ejemplo, la resistencia 6hmica que se mantiene en la cercanfa de
la temperatura de 0 K. Podemos imaginarnos en calidad de carga un receptor
ideal que por sf mismo no posee ningdn ruido interno. A pesar de ello, la sefial
que se recibe de la antena, va a contener un rudio, cuya potencia, de acuerdo
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con las férmulas (67.23) y (67.21), es igual a

4P, = — kT av. (67.24)

Este ruido en los auriculares se oiré para una amplificacién suficiente, y
ningunos perfeccionamientos del receptor podrin eliminarlo. También se puede
ver en la pantalla del oscilégrafo. El aumento del factor de amplificacién del
receptor eleva proporcionalmente en la salida del receptor tanto la sedial Ttil,
como también el ruido (67.24), suministrado a su entrada, sin cambiar la rela-
cién entre ellos,

Sensibilidad méxima. La sefial puede detectarse si su potencia es mayor que
la potencia del ruido. Por eso de la expresién (67.24) para la potencia minima
de la seiial detectada (0 demodulada) se obtiene la férmula

dPy = kT dv, (67.25)

valida para un receptor ideal. Esta potencia representa el umbral de sensibili-
dad del receptor.

La tnica posibilidad de aumentar la sensibilidad (para una temperatura
fija) es la reduccién de la anchura de la banda de frecuencias utilizadas dv. Pero
en este caso disminuye la cantidad de informacién que la sefial lleva en si, y
en cada caso existe su nivel inferior hasta el que se puede reducir la banda. .
Por ejemplo, para transmitir la voz por la radio mediante la modulacién de
amplitud sin gran distorsién es necesario tener una banda del orden de dv =
= 10 kHz. A temperatura ambiente (7 = 290 K) eso nos da para la potencia
detectada minima:

dP, = 1,38-10-%.280.10* W = 4-10-" W, (67.28)

Para transmitir las imagenes de televisién la anchura de la banda debe ser
del orden de 4 MHz, ya que la capacidad de informacién para restablecer la
imagen es mucho mayor que para restituir la voz. Para estas condiciones la
potencia minima de la séfial, suministrada a un receptor ideal, es de 1,6- 104 W.
Temperatura equivalente de ruido del receptor. En realidad el propio receptor
es una fuente de ruidos complementarios que se superponen a los ruidos de la
antena. Por eso la potencia dP, de la sefial minima, que puede detectarse, es
mayor que AP, en dP, del ruido interno del receptor:

dP, = dP, + 4Py (67.27)

'_'La potencia dP,,, del ruido interno del receptor se acostumbra a expresarse
. por 1a férmula* (67.25) mediante la temperatura equivalente de ruide 7, en

forma
dP,,, = kT, dv. - (67.28)

" El-receptor ideal posee T, = 0 K. No obstante, en la préctica no hay ne-
cesidad'de acercarse mucho a este 1fmite. Es:suficiente que la temperatura equi-
valente’séa unas diez veces-inferior a la temperatura correspondiente del gene-
rador. ga'ntané)‘-- para-qué. el ruido complementario del receptor sea pricticamente

ingsignificante. -
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Coeliciente de ruide. A temperatura ambiente,
conforme a la férmula (67.27), a un intervalo
de frecuencias dv =1 Hz le corresponde una
potencia dP, = 4-10-2* W, La caracteristica de
ruido del receptor se describe por el coeficiente
de ruido

Por lo general se expresa en. decibelios.
Relacién : sefial/ruido. La sefial se detecta con
tanto mayor fiabilidad, cuanto més supera el .
nivel del ruido, lo que es muy importante, por 8-

ejemplo, para la transmisién cuzlitat.iva y la re- i‘};ﬁ:st‘iuﬁfudﬂ :u ‘ir::men =
produccién de las obras musicales. Esta caracte-

ristica de los dispositivos de recepcién y repro-

duccién se determina por la relacion de la amplitud de la tensién de la sefial
respecto a la amplitud de la tensién del ruide. Ya que esta razén en condicio-
nes corrientes es un nimero muy grande, se expresa en decibelios, segiin la
formula

_ -
N=201og_g:_=1omgv_: \ (67.30)
r

donde U, y U, son las amplitudes de la tensién de la sefial y el ruido, respecti-
vamente.

Examinemos como ejemplo la felacién sefal/ruido para un triedo a vacio
{fig. 267). La seiial se suministra a la entrada del circuito entre la rejilla y el
céitodo. La fuente de la sefial se caracteriza por la fuerza electromotriz Uy y la
resistencia interna R,. La potencia del ruido de la resistencia del generasor. a
base de la expresion (67.21), es igual a

4kT dv = UL /R, (67.31)

donde U}, es la fem del generador equivalente de ruido que se conecta on el cir-
cuito en serie con R, y el generador U/.

Otra fuente de ruido es la resistencia R, de la que se toma la tensién. La
potencia de ruido de esta fuente es )

4kT dv = Ul/R, (67.32)

donde Uy, es la femn del generador equivalente de ruido.

Para calcular la potencia de ruido en la rejilla tomemos en consideracién
que la carga para el generador de ruido U;, es la resistencia R, y para el gene-
rador de ruido U,,, la resistencia R,. Est4 claro que los generadores de ruido
funcionan independientemente y por eso el cuadrado medio de la tensién del

ruido total es igual a la suma de los cuadrados medios de las tensiones de ruidos,
creados por cada uno de los generadores.
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Por esta razén, para el cuadrado medio de la tensién de ruido en la rejilla
obtenemos

U, 2 4 U, 2
U= (gfer ) + (i R) =

R,R} ;9. R,R
=4kT dv m-u-m]:%rdvﬁ;—;. (67.33)

Tomemos en consideracién que el cuadrado medio de la amplitud de la
sefial en la rejilla es

2 UK 2
U’=( R; TR, R*) : 29

De las formulas (67.33) y (67.34) obtenemos la relacién entre el cuadrado
medniu de la tensién de la sefial y el cuadrado medic de la tensién de ruido en la
rejilla:

U3 Ug Ry 1 P R (67.35)

TI T WTdv Ri+Rs Ry Kklav Ri+H; '

donde P = UX/(4R,) es la potencia mixima de la sefial que entrega el genera-
dor al circuito exterior [véase (67.23)). De la férmula (67.35) se ve que para le
adaptacién total de la carga al generador (R, = R,) la relacién senal/ruido no es
la mejor. Al contrario, para la desadaptacién, aumentando la resistencia de la
carga R,, puede mejorarse dicha relacién aprozimadamente el doble.

A esta misma conclusién puede llegarse estimando la semsibilidad. La
potencia minima de la sefial de) generador que en la rejilla aiin se puede dife-
renciar del ruido, se obtiene de la férmula (67.35) si U/ U? = 1:

P,=kT .iv_ﬂ%ia_, (67.36)

Por lo visto, la potencia detectada minima durante la adaptacién de la
carga al generador (B, = R,) es igual a 2kT dv y durante la desadaptacién
(Ry > Ry), a kT dv, es decir, en el caso de desadaptacién de la carga del genera-
dor la-sensibilidad aumenta. ) s 5

Si en el circuito en cuestién de generador sirve la antena, todas estas con-
clusiones son aplicables para el sistema antena—receptor.

. Durante la adaptacién total de la carga al geflerador la relacidn sefial/ruido no es la
mejor. Se puede mejorar aproximadamente el doble si durante la desadaptacién de la carga
al generador se aumenta la Tesistencia de la carga R;. A esta-misma conclusién puede llegarse
mediante la estimacién de la sensibilidad: durante 1a-desadaptacién de la‘carga al generador,

.aumentando la _resis't_.encia de'la carga R,, la sensibilidad crece.
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§ 68. Ruido de agitacion térmica y ruido. de corriente

Sé ezxamina la cousa fisica. de la. aparicién del ruido de’agitacién’
térmica y se analiza su distribucidn respécio a la frecuencia. Se citan
las caracterf_aticas fundamentales del rutdo de: corriente.

Fuente del ruido-de agitacién térmica.- La corriente eléctrica es en sf un' movi-
miento de cargas elementales discretas y no un flujo continuo de carga. Por
eso nos da una sucesién ‘de-impulses ‘de corrientes, cada uno-de los cuales se.
determina por la llegada de un electrén’ aislado al punto en cuestién. La co-
rriente.que atraviésa.cierta superficie se parece a un flujo de perdigones menu-
.dos a través de ella, lanzados desde cierto dispositivo y distribuidos caética-
mente respecto al tiempo. Estd claro que la cantidad de perdigones menudos que
intersecan la superficie en pequefios lapsos iguales consecutivos, sufrird fluc-
tuaciones considerables. De manera anfloga, debido al caricter discreto de
las cargas fluctuard la intensidad de la corriente. Dichas fluctuaciones se de-
nominan -ruido de agita¢ién térmlca. -
Distribucién del ruido seglin las frecuencias. La llegada de cada electron equivale
4 un impulso de corriente, cuya duracién es extremadamente pequefia. Para el
electrén puntual es necesario considerarla nula y el impulse de corriente infi-
nito, es decir, el impulso se representa por la funcién 8. Puesto que la carga que
contiene el impulso de' corriente es igual a la carga del electrén e, la corriente
determinada por la llegada del electrén en el momento de tiempo t,, puede re-
presentarse en la forma

i(t)eb(t—1t). (68.1)

Sea I' un intervalo grande de tiempo, durante el cual llegan, en término
medio, N electrones. La intensidad media de la corriente determinada por el
acceso de un electrén en este intervalo de tiempo, es igual a () = ¢/T y la in-
tensidad media de la corriente, definida por la llegada de N electrones, se da
por la expresién (I) = N (i) = Ne/T. Pero los electrones acuden no unifor-
memente, como consecuencia de lo cual surgen las fluctuaciones de corriente
que originan el ruido. Para determinar la composicién espectral del ruido re-
presentemos la intensidad de la corriente i (t) en forma de laserie de Fourier en
el intervalo (—7/2, 7/2):

i(t)=ay/2+ E{ (a, cos nwt + b, sen nwt) (w=2n/T), (68.2)
donde . ’
7
auzn—;— i i(t)cosnwtdt (n=0, 1, 2, ...), (68.38)
~T/2
D T/2
bn=—},— i i(tysennotd: (n=1, 2, ...). (68.3b)
~Tr2

30=01444
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Teniendo en cuenta la regla de integracién con la funcién 8§
frose—mna=r1a,
de las formulas (68.3a) y (68.3b), considerando (68.1), obtenemos

a,,:--%';cosnmt., b,l=—2f'-sennmt,. (68.4)
Entonces, [véase (68.2)]
()= +2 3 cosno(t—1y) (68.5)
nw=y

El valor medio del cuadrado de la intensidad de la corriente de la n-ésima
componente es igual a

=2 (o B2 )= 37 (68.6)

Puesto que los electrones aislados se'mueven en desorden e incorrelacionada-
mente uno con otro, sus contribuciones en el desarrollo de la serie de Fourier
para la intensidad de la corriente se diferenciardn por la fase. Al calcular el
cuadrado de la fluctuacién de la intensidad de la corriente, la promediacién
respecto a la fase anula todos los términos con frecuencias desiguales y en la
serie quedaran s6lo los términos con las mismas frecuencias. Por esta razém,
para el cuadrado medio de fluctuaciones de la n-ésima componente de Fourier de
1a intensidad de la corriente para N electrones que acuden durante el tiempo 7T,

fenemos
(TA) = N (&) = 26*N/T? = 2l /T, (68.7)

donde I, = eN/T es la intensidad media de la corriente.

La cantidad de componentes de la serie de Fourier, cuyas frecuencias estdn
entre v y v + dv, es igual a T dv, ya que estas componentes se encuentran la
una de la otra a distancias de 1/T iguales segiin las frecuencias. El intervalo T
puede considerarse muy grande y la distancia entre las frecuencias vecinas
l{n + 1)/T] — (0/T) = 1/T, muy pequeias.

Al sumar las contribuciones de estas componentes en el intervalo de fre-
cuencias dv, obtenemos, & base de la formula (68.7), para'la fluctuacién cuadré-

“tica media de la intensidad de la corriente la siguiente relacién:

d (2 = (1) Tdv = 2el,ydv. (68.8)

Esta férmula describe el ruido de agitacién térmica.
~ La relacién (68.8) se denomina férmula de Schottky. Seiialemos que si en
el _intarvalo espectral de frecuencias v se incluyen sus valores negativos, el
“tactot 2 en la formula (68.8) desaparece. Asi se haca, por lo general, al utilizar
la forma exponencial de las series o integrales de Fourier.
Ruido de corriente. A frecuencias muy pequefias, surgen ruidos acondicionados
por diversas heterdgeneidades ‘de las resistencias. El cuadrado medio de las



§. 68, Ruido de agitacién térmica 459

amplitudes de tensiones de este ruido-decrece inversamente proporcional a la

frecuencia. : i s
El estudio experimental de este ruido, denpminado ‘ruido de eorriente,:

conduce a la férmula T

((AUY) = alj/v, (68.9)

donde @ es una constanté empirica que depende de la geometria de la resisten-
cia y su material. En conductores metalicos voluminosos el ruide précticamente.
no existe. En distinto género de resistencias de composicién el ruido es muy
grande. ; a2 "

La naturaleza de este ruido en la actualidad adn o se. aclaré hasta el fi-
nal. En cambio, al aumentar ia frecuencia, su papel en todos los casos se hace
despreciablemente pequeio.

Métodos de reduccién del ruido. Los ruidos distorsionan la forma de la sefial
atil y es deseable disminuirlos. Desde el punto de vista cuantitativo, la rela-
cién entre la sefial y el ruido se caracteriza mediante la relacién sefial/ruido.
La tarea consiste en aumentar dicha relacién.

La amplificacién de la sefial no nos conviene para este fin, ya que el ampli-
ficador cambia en una misma cantidad de veces tanto la seiial, como el ruido,
que llegan a su entrada y, adem4s, al pasar la sefial, el amplificador 16 afiade
su ruido interno. Por eso la amplificacién disminuye la relacién sefial/ruido, es
decir, empeora este indice y no puede servir de método para reducir los ruidos.

El ruide de la resistencia puede disminuirse a causa de la reducci6n de la
temperatura en la que funcionan los dispositives correspondientes. Este método
se aplica en gran escala, pero también tiene sus limites. Primero, complica
considerablemente el funcionamiento y, segundo, al enfriarse intensamente,
los elementos de los dispositivos cambian sus caracteristicas eléctricas, con la
particularidad de que a veces ese proceso es irreversible.

El ruide de agitacién térmica y el de corriente se debilitan al disminuir
la intensidad de la corriente. El ruido de corriente disminuye también al crecer
la frecuencia de la sefial. E]l aumento de la frecuencia de la sefial se restringe
por las caracteristicas de alta frecuencia de los circuitos y los elementos del
circuito.

Todos los tipos de ruidos disminuyen al reducir la banda pasante. No obs-
tante, la anchura de la banda pasante se limita por las propiedades de la se-
iial, ya que cualquier sefial posee una anchura finita y la reduccién de la banda
pasante m4s bajo de esta anchura proveca distorsiones esenciales de la sefial, es
decir, introduce un ruido nuevo.

Asf pues, el mejoramiento de las caracteristicas técnicas de los dispositivos
para recibir las seiiales permite elevar la relacién sefial/ruido, pero choca con
restricciones de principio. Por eso se elaboraron métodos de recepcién de la se-
fial que permiten superar estas restricciones. Uno de los métodos difundidos
consiste en lo siguiente.

Supongamos que existe una sefial que se repite periGdicamente y estd de-
formada mucho por el fondo originado por ruidos (fig. 268, a). El periodo de
sefiales puede determinarse con una precisién suficiente, ya que el ruido no efec-

30
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tiia distorsiones del periodo. Después de eso puede sincronizarse el momento
de medicion de la sefial con la periodicidad de su variacién, es decir, ejecutar
1a medicién del valor de la sefial miltiples de veces en un mismo punto de su
periodo, por ejemplo, en el punto a en la fig. 268; 2. Cada medicidn, & causa de
1a superposicién del ruido, nos da un valor diferente, pero el valor medio de

WAl |~

{a} {ay (a8) ¢
a) &)

Fig. 268
Tlustracion del proceso de separacién de la seiial en el fondo
originado por ruidos fuertes

una cantidad grande de mediciones conduce, con una precisién correspondiente,
a la magnitud de )a sefial en este punto del perfodo. En principio, esta preci-
si6n puede elevarse ilimitadamente, aumentando s6lo'de manera correspon-
diente la cantidad de mediciones. Después de realizar semejantes mediciones
para distintos puntos del periodo, obtenemos la forma de la sefial en un perfo-
do sin distorsiones por ruido (fig. 268, b).
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electrizados

segundo

Magnitud_ Unldad
Dencminacién Dimensién Denominacidn . ISIm.I_:_oIa
Unidades bésicas
Longitud i L metro m'
Masa . m M kilogramo kg
Tiempo t T ' gegundo” -18:
Intensidad de la corriente [ 1 Amperio: A
Temperatura r a Kelvin K
- Cantidad dé substancia v N mol mol
Intensidad luminosa I I Candela cd
Unidades derivadas
Velocidad ¥, U LT metro por segundo m/s
Aceleracién a LT-2 anetdrc por segundo al cua- m/s?
rado
Fuerza F LMT—? Newton N
Presién P L-1MT-*  Pascal Pa
Impulso P LMT-L kilogramo-metro por segundo kgm/s
Energia W,U E LIMT-# Julio )
Potencia P LAMT-8 Vatio w
Momento de inercia J LM kilogramo-metro cuadrado ‘kg.m?
Momento de fuerza M LIMT-* Newton-metro Nm
Momento de impulso L L3MT-1 kilogramta—mmo cuadrado kg m?/s
r ge o
Carga eléctrica @ g TI Eoulom io [+)
Densidad volumétrica de la p LTI culombio por metro clbico C/m?®
carga
Derngsldad superficial de la o L-2T) Culombio por metro cuadrado C/m?
carga
Densidad linea] de la carga v LTI Culombio por metro C/m
Permitividad absoluta e L=SM=1T¢]2 Faradio por metro F/m
Constante eléctrica g L-3M-'T4]* Faradio por metro F/m
Permeabilidad relativa ey magnitud adimensional
Intensided' del campo elée- E LMT-[-1  Voltio por metro Vim
trico
Flujo de intensidad del campo N LSMT-31-*  Voltio-metro Vom
Potencial del campo eléctrico ¢ LIMT-81-1  Voltio v
Momento eléctrico del dipolo p LTI Culombio-metro C-m
Polarizacién LTI Culombio por metro cuadrado C/m?
Desplazamiento eléctrico fl LTI Culombio por metro cuadrado C/m?
Flujo de desplazamiento elée- ¥ T1 Culombio C
trico -
Capacidad eléctrica ¢ L-3M-!T4]? Faradio F
Densidad volumétrica de la w L-IMT-*  Julio por metro ciibico Ijm?
energia de los campos mag-
nético y eléctrico
Tensién eléctrica U LAMT-31-1  Voltio v
Resistencia eléctrica R LIMT-[-? Ohmio Q
Movilidad de los portadores b M=1T8] Metro cuadrado por voltio- m3/(V-s)
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(Continuacién del apéndice)

Magnitud Unidad
Denominacién m} n Dimensidn Denominacidn Strobolo
Densidad de la corriente vo- § L Amperio por metro cuadrado A-m?
Tuemétrica
Momento magnético del cam- pp, L3 Amperio-metro cuadrado A.m?
eléctrico
duccién magnética B MT*T' Tesla T
Flujo tico aQ LE*MT1-* Weber Wh
l;ltensidg del campo magné- H L-11 Amperio per metro A/m
tico
Inductancia L LIMT-'[-? Henry H
Permeablilidad magnética  p LMT-*-? Henry por metro H/m
absoluta
Constante mnfm}tica o LMT-2[-? por metro H/m
IPermeabilida magnética re- W, magnitud adimensional
ativa
Imanacién J L Amperio por metro A/m
Frecuencia de vibraciones v i Hertzio Hz
Frecuencia anular de vibra- o Tt segundo a menos uno g1
ciones ) )
Densidad de} flujo de energia S MT-3 Vatio por metro cuadrado W/m?

del campo electromagnético

Il. Relacién entre las férmulas en el Sl y el sistema Gauss (SGS)
A pesar de que en la actualidad ya se ha pasado al Sistema Internacional (S1), a veces

ailn se necesita sa

transformar las f6rmulas, escritas en un sistema de unidades a otro. Con

este fin se utiliza la presente tabla:

Magnitud 81  Slstema Gauss (SGS) Magnitud 81 Sistema Gauw (8GS)
Intensidad de 18 1  (dne,)'/*f Imanacién J o (Gn/p Ay
corriente Resistencia  eléc- R (dne ) 'R
Densidad dela co- j  {dne)t/3f trica
rriente Momente dipolar p {&ne,)1%p
Carga eléctrica @ (4nso)*/3Q eléctrico
Densidad de la car- ¢  (4ney)'/%p Momente magnéti~ pp  (n/pe) /iy

a co de la corriente
Eonduc_ti_vidad v Ame, Potencial escalar @  (4ne,)'/%p
Capacidad . , € 4ney Potencial vectorial A~ [Ko/ %)J‘-F'A
Intensidad dél cam- . E  (éneg*/E Velocidad dela'luz ¢ (Boty)~'/?
po eléetrico Susceptibilidad ¥ Ay
‘Desplazamiento D {(ey/4n)/3D magnética
eléctrico { Susceptibilidad ®x  dnx
intensidad delcam- H  (4np,)-'/*H dieléctrica
‘po_magnético Permitividad ] EE,
El_?ducclén magné- B [p,/(4n))AB Pemi:]:ilidad B B,

ca ica :
Flujo de induccién @  [p,/(En))1® Permitividad rela- e /8
maguética y y A tiva ]
Inductancia - g gh‘:e.)'if. ' Permeabilidad Br Blito

L

Polarizacién

magnética relative
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Reglas para utilizar la tabla, Para transformar una relacién; escrita en el SI, a la fér-
mula correspondiente en el sistema Gauss es indispensable ¢ambiar el simbolo, que esté en
la columna «Si» por el de la.columna +Sistema Gausss. Haciendo uso de esta regla en direccidn
inversa, puede pasarse de las férmulas en’el sistema Gauss 'a las férmulas en el SI. Durante
estos cambios las magnitudes mecinicas dy otras no magnéticas'y no eléctricas quedaniinva~
riables. Las derivadas respecto a las coordenadas y al tiempo también permanecen constantes.

Ejemplos de la utilizacién de la tabla.

1. Escribir la ecuacién de Maxwell

rot H = j + aD/a¢ (+8Is)
en el sistema Gauss. Tenemos

rot [(ﬂlpo)-l!lﬂ}—_:_[m}”l"‘__gf_[(%:'[_)‘1!2 n] ‘

_ 4n 1 D
s A
2. Escribir el vector de Poynting
= [e/{4n)] E X H (sistema Gauss)

en el «51». Tenemos
-1
s=-‘i”"-§u)-f- ((ane)'/* E X (drpig)t/ H] =E X H.

Nota. La transformacién de 51 al sistema Gauss conduce siempre a un resultado correc-
10. Al pasar del sistema Gauss al SI pueden surgir errores si la férmula en el sistema Gauss
esté escrita para el vacio. En este caso D = E, B = H y una de las magnitudes en la férmula
guede resultar sustituida por otra y los coeficientes de transformacién para estos valores son
istintos. Por esta razén, antes de pasar la formula del sistema Gauss al SI es necesario hacer
que esté escrita en forma correcta para el medio y no sélo para el vacio.
La transformacién de los valores numéricos de las magnitudes de un sistema de uni-
gageu a otro se realiza con ayuda de las tablas, citadas en los libros de los sistemas de uni-
ades. “

. Férmulas del dlgebra lineal y anélisis
1. Propiedad del producto mixto de .vactorel
A-(B X C)= (A X B)-C (A.1)
2. D posicién del producto vectorial doble
A X (BXC)=B(A-C)—C(A-B) (A.2)

3. Definicién del operador vectorial de nabla
d a a
V=lx sty 5tz (A.3)

donde i, iy, i; son versores del sistema cartesiano de coordenadas.
4, Definicién de la operacién de gradiente:

grad ¢ = Vg. )
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5. Definicién del operador de divergencia:
divA =v.A (A.5)
8. Definicién de la operacion de rotor:
rotA=V X A (A.6)
7. 1dentidades vectoriales:
i ? a8
V-?¢=v5w=-?—a ? +'3yi;+ -a—;:; s (AD
vV Xve=0 (A.8)
V{(V XA =0 (A.9)
V X (VX A) =V (V-A) — V24, (A10)
v (#}) = ¢V + $Ve, (A.1%)
Vi (pA) = @ (V-A) + AV, (A.12)
VAB=BV)A+(AV)B-BX (VXA -+ AX(VXB), (A.13)
V{(A'B)=B(V:A)+ A(V-B)+ (B-V) X A+ (AXV)XB, (A.14)
V{AX B)=B(VXA—AWXB), {A.13)
V X (pA) = @ (V X A) + (Vg) X A, (A.16)
Vv X (AXB)=(B-V)A—(AV) B+ A(V-B) — B(V.A) (AAT)

8. Teoremas de Gauss: la superficie cerrada 5 rodea el volumen V. El vector d5 del
elemento superficial estd dirigido por la normal exterior a él:

S (V-A) dv=<§ A-dS, (A.18)
v 8

S (V) dV=§ ¢ ds, (A4S
v B

; Stvxa)dv,-_gi;dsm. (A.20)
v 8

9. Teorema de Stokes: El circuito cerrado L limita la superficie S. El vector dl del
elemento_de contorno L coincide con la direccién del rodeo positivo que estd relacionado con
la- direccidn de la.normal positiva respecto a la superficie S mediante la ley de Ampére:

S (V% A)-ds=§m-m. (A.20)
5 L

S 48 x ?;pw1§ edl, (A.22)
8 L

5{ds><\nxa=_§dlx'n. ' {a.zé)
8 L
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10. Teoremas de G;‘een:
{ @vro—vvig) av=§ (@vp—vva as, (A24)
v 8
§ voxvw) av =5 § as x @vv— oy, (A.25)
v 8

5 (Vo X Vy)-d3 =% §> (p¥p —pve)-dl. (A:28). -
8 L



Indice alfabético

Acumu]ndores 21

lo Hall 233
A otropia 305
Atomos 22

Atomos no polares 139
Atomos polares 139
Autoinduccién 339
Autotransformador 368

Betatrén 386
Blindaje magnético 281

Campo casiestacionario 338

— de la corriente elemental 262
— critico 235

— eléctrico 50, 416

— de fuerzas de potencial 88, 92, 93
— Hall 232

— local 181

Wﬁm 56, 59, 61, 66, 257, 418,

— — giratorio 357, 374
— de potencial 205

— de saturacién 188
— gimétrico central 258
— de un solencide 329
.. Capacidad: 118

" —"del condensador 125
e e condu«;m 135

Cal?n 18, 29 30, 31, 32, 46, 83, 85

— ligada 149
—— superﬂ.clal 144
— de prueha 5
— vo mé‘l.ﬂcn 203
Ciclo de histéresis 492, 300, 301
Circuito cerrado 247
- pscilante 362
Circuitos derivados 218

Concepcién de Ja accién a corta dis-
tancia 50

— — — — a larga distancia 50
Concenu-aclén de cargas 34
Condensador 1
Condicién de betatrén 386-390
— de calibracién del potencial 260
— de frontera 148, 149
— de Lorentz 411
Conductancia 346
Conductividad eléctrica 107
Corriente alterna 343
— automantenida 24 242
— casiestacionaria 338
— de desplazamiento 393—395
— monofdsica 370
— no automantenida 240
— superficial 235

fésica 370
Corrientes de Foucault 359
Cristales iénicos 192
Cuadripolos 380

Diamagnetismo 293

Dieléctricos 25, 26, 141

— anisdtropos "144

— isbtropos 142

— lineales 141

— neutros 184

— no. lineales 141

— polares 187

Diferencia de potencial 94

— — — de contacto 25, 26, 27

Disociacibén 237

Dipolo 128

— hertziano 415

Distribucién de Boltzmann 21

Divergencia

ecramentol E‘,;ammi::n:u de amortigua-

miento 3

Delmdaﬂ de corriente 35, 36, 201, 241

de desphznnnento 304

— — — de saturacién 242, 247



Indice alfabético

Densidad. del-dipolo 130
- diﬁlﬁa energ[n del campo eléetrico

______ magnético 328
— del fluJo de energia 402, 428
— — ~— superficial 272

— de la fuerza de Ampédre 231 !
- rﬁclal de la cargn 34, 112,
, 1422 a_. .

— — de los flujos: 268, 269
Dominios dieléctricos 105

Ecuacion de d'Alembert 411, 412
— de continuidad 44
— del cuadripolo 380
— de Laplace 102
— de la linea de transporte 407
— para el ?otencial vectorial 260
oisgon 9
-— Barneu Sii
Efecto Hall 231
— Meissner 235
— pelicular 374, 430
— — anémalo 377
— piezoeléctrico 198, 199
Electrizacién 27, 28
Elm;léo;ondnctihilidad 216, 237, 238,

Electrodos coaxiales 222

Electrolitos 239

Electrén 17, 19

Emisién termoibnica 244

E a del campo las de cargas super-

iciales 160
— — — magnético 323, 324, 327
— =— — total 328

— de carga 166, 157

— de conductores con carga 160
— de cuerpo dieléctrico 161

— de dipolo 164

— electromagnética 403

— de Fermi 23

— de interacciéa de campo 303
— magnética 330, 331

— de momento magnético 335

— propia 157, 158, 163

Ensayos Tolman y Stewart 229
Estabilidad radial 389

— vertical 389

Espectro em2 tico de los electromes

Eter 5

467

Experimento -de Einstein-Haas 310
Experlmantos de Millikan' 28, 29-

Factor Q 383

Fem: exterior. 208, 203

Ferrima eliamo 307 -

Filtros ;

Fluntuaclanes 450

Flujo del vector 39

— molecular superficial : 270,

Férmula“de Clausius-Mossoti 186

— de -Gauss-Ost; dul:: 43, 44

— de Ny t. 45

— de Ric dson—Duuhman 248

— de Stokes 91, 92

— de Thomson 362

Frecuencia de Larmor 291

— limite 442

Fuerza de Ampére 65

— — interacciéndelascorrientes rec-
tilineas 70,

—_— Lorentz 84, 85, 74

- rficial 469

— lunétr;ca 165, 169, 173, 285,
334

Funcién de Fermi-Dirac 24
— — Langevin 188

Cases densos 185, 190 ‘

— rarificados 185, 189

Generador de corriente alterna 319

— equivalente de ruido 453

Gradiente 93

Grosor de la capa superficial de co-
rriente 377

Guias de ondas 441, 447

Imanacién 268

— espontfinea 304

Imanes 274

Impedancia 344

Impulso del fotén 436

— del tren de ondas electromagnéti-
cas 435

Induccién del campo de cambio 303

— — — magnético 277, 303

— electromagnética 313’

— — del campo 313

— mutua 384

Inductancia 324, 329

— mutua 325, 326

Intensidad del campo del dipolo 131

— —-2?— eléctrico 51, 110, 111, 142,
1



468

Intensidad del campo local 184

— — -— magnético 273, 278, 279
— — — de saturacién 189

— de corriente 36

— — — de saturacién 246

— de retardo 301

Interaccién spin-orbital 296

Ley de Ampére 65

— — Biot y Savart 67, 70, 262
—_——— = yl.apaceﬁs

— — corriente total 252, 253, 254
—_ —1‘ignulomh 45, 48, 49, 50, 85, 100,

— — Curie 207

— — Curie-Weiss 104, 206, 304

— =— Child-La uir

— — induccién electromagnética
318. 320

— — Joule-Lenz 213, 215
— — Ohm 108, 107, 214
Leyes de Kirchhoff 217, 345
Lineas de f{uerza 88, 87
Liquidos polares 191

Magnéticos 267

Ma orresistencias 233

Medio heterogéneo 221, 222

— homogéneo 221

Método Cavendish 46

— — corrientes de contorno 346

— — medidas de la carga por resis-
tencia 29

— — representaciones 131, 134. 154

Momento dipolar 130, ‘13

— de fuerzas 185

— magnético 19, 263 285, 296, 297

Motores eléctricos 353

— — agincrénicos 355, 357

— — gincrénicos 355

Movilidad de las cargas 243

«— — los electrones 234

Neutrdn 18- -
Normalizaci6én del ntancial 94
'ube: énica 1 456 246, 247

Opera.dor de Laplace 103 !
Oscilaciones “de hetatrﬁn -389

Pantdla metilma 115
Pila.de Daniell 211
— — Volta 208

indice alfabético

Pilas eléctricas (elementos galvéni-
cos) 207

Pirceléctricos 199

Polarizacién 139

— dieléctrica 139

— esponténea 194

— i6nica de red 140

— de la pila 210

Potencia de la corriente 212

— — — — alterna

— del ruido del gemerador 453

Potencial 93, 94, 95, 96, 97, 102

— de avance 413, 4i

— del campo 442

— — — del conductor 118

— escalar 93, 94, 321 412

— rtetardado 413 4

— v:ctorml 260, 268, 321, 410, 411,
16

Précesién de Larmor 293

— magnética 290

Presibn de ondas electromagnéticas

Principio de conservacién de la carga
Tl L

— — — de la energia 210, 317

— — superposicién 53, 54, 55

Profundidad de penatracn&n 429

Protdn 17

Punto de Curie 194

Quarkes 19

Regla de Lenz 339
elaciébn giromagnética 309
Remagnetizacién 308
Resonadores 447 -
Resopancia en paralelo 360, 361,

362
— — serie 359, 3680
tenomagnﬁhsa 308
— paramagnética 298
Rotor 89
Ruido de agitacién 457
— — corrlente 459
— — resistencia 452

Ser;sibiéidhd méxima 454
n

Subred 307

thauﬁems aml.fen'oeléctr!m 196
—. antiferromagnéticas 3

— diamagnéticas 267, 238, 287 290
— ferroel 192

— ferromagnéticas 300




Indice alfabético

'Subs!anc;gss paramaguoéticas 267, 286,

plezoeléctricas 197, 198
Superconduetmd,ad 234, 235
Superconductores 235

‘Tensién 350

— de, paso 226

‘Temperatura critica 235

~ de Curie 194

—_—— NCu.ne Welas 194, 2{}5 307
Teorema de- Ea.rnnha

— = Gauss 82, 84, 85, 87. 101 'liﬂ

469

— — reciprocidad 120
Teorfa de bandas 230
Tiempo de relajacién 108
Trabajo de la corriente 212
— de salida termoidnico 24
Transformador 365

— real 389

Vector del desplazamiento 147
— Poynti [.‘E

Vn].ocldad e deriva 241

— — fase 428, {30 442, 445, 446
— — grupo 445, 4



A NUESTROS LECTORES:

Mir edita libros soviéticos traducidos al espaiiol,
inglés, francés, arabe y otros jdiomas extranjeros.
Entre ellos figuran las mejores obras de las distintas
ramas de la ciencia y la técnica, manuales para los
centros de ensefianza superior ¥ escuelas tecnolbgicas,
literatura sobre ciencias natursim dy médicas. También
se incluyen monografias, libros de divulgacién cienti-
fica y ciencia-ficcidn.

Dirijan sus opiniones a la Editorial Mir, 1 Rizhski
per., 2, 129823:1 1—140, GSP, URSS.



La editorial Mir publica:

Matvéev A.
FISICA MOLECULAR

En el trabajo que ofrecemos. el autor.al utilizar todo-el
aparato matemdatico accesible para los estudiantes de los
primeros cursos de los centros de ensefianza superior, ex-
pone las nociones fundamentales y regularidades de la
fisica estadistica en el ejemplo de los sistemas molecu-
lares. En el capitulo dedicado al gas fotdnico y electrd-
nico se analiza el contenido fisico de diferentes estadisti-
cas. Examinando las propiedades de los gases, liguidos y
s6lidos, el autor utiliza los métodos estadistico y termo-
dindmico. Se dan nociones bésicas acerca de la termodini-
mica de los procesos irreversibles.

El autor brinda muchos ejemplos que permiten al lector
obtener habitos de aplicacién de la teoria para solucionar
problemas concretos. Cada capitulo se acompafia con
problemas a resolver, se dan las respuestas que permiten
comprobar lo correcto de la resolucion.

Adem4s del texto bésico se brindan breves formulaciones
de algunas teorias fundamentales, asi como problemas de
control para elevar la eficacia del estudio y asimilacién
del material.

Esta obra estd destinada para los estudiantes de las facul-
tades de fisica de las universidades y otros centros de en-
sefianza superior.



Pavlov P., Jojlov A.
FISICA DEL CUERPO SOLIDO

Este libro refine aspectos fundamentales de la fisica del
cuerpo sélido. o ' ]

Los autores examinan todos los elementos imprescindibles
de la cristalografia estructural y los procedimientos de
definicién de estructuras cristalinas. Se analizan las reac-
ciones interatdmicas; los diferentes tipos de enlace en los
cuerpos sélidos; los defectos estructurales, y se interpre-
tan las propiedades mecénicas, térmicas, eléctricas, épti-
cas y magnéticas del cuerpo sélido, asi como las propie-
dades fisicas de- los dieléctricos. :

Se presta una atencién especial a los problemas de la fi-
sica de los s6lidos amorfos que en la actualidad ha logra-
do un impetioso desarrollo,

Recomendamos ‘este trabajo a los estudiantes de las uni-
versidades y centros de ensefianza técnica superior.
También puede ser interesante y Gtil para ingenieros y
técnicos.






