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PRESENTACION

Si usted, estimado lector, considera que la matematica es una de las materias
de mayor complejidad en los planes de estudio escolar, pre-universitario y
superior, o desea profundizar y repasar temas y ejercicios que le permitiran el
dominio progresivo y la maestria avanzada en el tema, ha abierto el libro apro-
piado.

Desde siempre Lexus Editores ha desarrollado recursos metodologicos ten-
dientes a mejorar la articulacion teérica y practica entre el nivel secundario y
la universidad. Fsta vez, ha deseado crear un manual educativo que sirva
como herramienta de auto-evaluacion para los alumnos que se encuentran en
etapa pre-universitaria. De esta manera, ellos mismos serdn capaces de juzgar
sus capacidades con vista a iniciar sus estudios superiores.

Se ha tenido el especial cuidado de seleccionar un grupo altamente calificado
para la redaccion de esta obra, conformado por estudiantes universitarios y
docentes especializados, a fin de lograr un manual de preparacién pre-univer-
sitaria en Aritmética en la que se destaca el desarrollo de complejos ejercicios,
usando métodos apropiados, faciles y amigables.

Este manual conduce al lector de una manera didactica a lo largo de la asigna-
tura, pasando de lo mds sencillo a lo mas complejo, con numerosos ejercicios
resueltos y propuestos, brindandole de esta manera una base muy sélida para
que destaque durante su paso por las aulas universitarias, al ostentar adecua-
do conocimiento y dominio de la materia.

Un DVD, producido con la mas alta tecnologia digital e infogrifica, acompana
esta obra, para demostrar al estudiante que lo dificultoso puede verse siempre
en términos entendibles y amenos. Es practicamente como tener un profesor
en casa a tiempo completo.

Tos Editores
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ARITMETICA

NOCIONES DE TEORIA
DE CONJUNTOS

BREVE HISTORIA DE
GEORG FERDINAND LUDWIG
" PHILIPP CANTOR

escendiente de judios, Georg Cantor fue hijo mayor
del prospero comerciante Georg Waldemar Cantor y

de Maria Bohm.

El padre habia nacido en Copenhague, Dinamarca,
pero emigré siendo joven a San Petershurgo, Rusia,
donde nacié el matematico Georg Cantor, el 3 de
marzo de 1845. Una enfermedad pulmonar fue cau-
sa de que el padre se trasladara, en 1856, a Francfort,
Alemania, donde vivié en un cémodo retiro hasta su
muerte, en 1863. Debido a esta curiosa mezcla de na-
cionalidades, diversos paises reclaman a Cantor co-
mo hijo. Cantor se incliné hacia Alemania, pero no
puede decirse que Alemania le haya acogido muy
cordialmente.

Los primeros estudios de Cantor fueron semejantes
a los de la mayor parte de los matematicos eminen-
tes. Su gran talento y su interés abhsorbente por los
estudios matematicos fueron reconocidos precoz-
mente (antes de cumplir los 15 afios).

Su primera educacion fue confiada a un preceptor
particular, v después siguié un curso en la escuela
elemental de San Petershburgo.

Cuando la familia se trasladé a Alemania, Cantor
asistié a algunas escuelas privadas de Francfort v de
Damstadt, ingresando luego en el Instituto de Wies-
baden en 1860, cuando tenia 15 afios.

Comenzo sus estudios universitarios en Zurich, en
1862, pero al siguiente afio, después de la muerte de
su padre, pasé a la Universidad de Berlin. En Berlin
se especializé en Matematica, Filosofia y Fisica.

Dividi6 su interés entre las dos primeras, v jamas tu-
vo una verdadera aficién por la Fisica. En Matemati-
ca, sus profesores fueron: Kummer, Weierstrass y su
futuro enemigo, Kronecker. Siguiendo la costumbre
alemana, Cantor pas6 breve tempo en otra universi-
dad y, de esta manera, cursé el semestre de 1866 en
Gottingen.

Con Kummer v Kronecker en Berlin, la atméstera
matematica estaba altamente cargada de Aritmética.
Cantor hizo un profundo estudio de las “Disquisi-
ciones Arithmeticae” de Gauss, y en 1867 escribis,
su disertacién, que fue aceptada para aspirar al titulo
de Doctor ¥ versé sobre un punto dificil que Gauss
habia dejado a un lado, respecto a la solucién en nu-
meros enteros x, ¥, z de la ecuacion determinada si-
guiente:

ax? + by? + cz2=0

donde a, b, ¢ son nimeros enteros. Era un excelente
trabajo, pero puede afirmarse que ningan matemati-
co que lo leyera podria vaticinar que el autor, de 22
afios, llegaria a ser uno de los mas originales creado-
res de la historia de la matematica. No hay duda de
que el talento se refleja en este primer ensayo pero

= L] =



no se ve el genio. No hay un solo indicio de gran
creador en esta disertacion, rigurosamente clasica.
Lo mismo puede decirse de todas las obras publica-
das por Cantor antes de los 29 anos.

Eran excelentes pero podrian haber sido hechas por
cualquier hombre brillante que hubiera comprendi-
do totalmente, como Cantor lo hizo, el concepto de
las demostraciones rigurosas de Gauss vy Weierstrass.

En 1874, aparecio el primer trabajo revolucionario
de Cantor, sobre la TEORIA DE CONJUNTOS. El

estudio de los infinitos, por parte de Cantor, fue
considerado por Kronecker como una locura mate-
matica. Creyendo que la matematica seria llevada al
manicomio bajo la direccion de Cantor, Kronecker
lo atac6 vigorosamente con todas las armas que tuvo
en su mano, con el tragico resultado de que no fue
la teoria de conjuntos la que cayé en el manicomio,
sino el propio Cantor.

El muri6 en Halle, el 6 de enero de 1918, a los 73 afios
de edad. Ya le hahia sido concedidos multiples honores
y también su obra habia logrado ser reconocida.
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ARITMETICA

SIMBOLOGIA Y TERMINOLOGIA

SIMBOLO

SELEE

aE A

El elemento a “pertenece” al conjunto A

agEA El elemento a “no pertenece” al conjunto A
%) Conjunto Vacio SIMBOLO SELEE
“Exist 51 * { Cuantificador d
A=B El conjunto A es “igual” al conjunto B Jx! uﬁa;dl)m e s
A =B | Elconjunto A es “diferente” al conjunto B 3,3 “Existe”, “No existe”
“Cardinal del conjunto A “6” Nu d
BCA El conjunto B “estd incluido” en ¢l conjunto A n(A) elgnglni as edéocrg%%gt “ A’(’) RHE as
BCA El conjunto B “estd incluido estrictamente” en _— “Implica que”, “Entonces si”,
_ el conjunto A “Es suficiente para”, etc.
B ¢ A E}J;ﬁ:ﬂ:}(?f B *no estd incluido” en el < “Siysolosi” (Doble implicacion)
PEIE El conjunto A “incluye” al conjunto B P(A) Conjunto de las partes del conjunto A
AUB A “unién” B (Reunion de dos conjuntos) P(A) Potencia del conjunto A
ANB ?Or:jrllltgfgs)ccwn D R ATNEB El conjunto A “es coordinable con” el conjunto B
/ “Tal que” A “y" (Conectivo légico de conjuncidn)
—_ “Es coordinable” v “0” (Conectivo logico de disyuncion inclustva)
“0... 0 ..." (Conectivo légico de di i
- T % (e)x ch(l)siva)( onectivo l6gico de disyuncion
o ‘ ” : “Complemento del conjunto A con respecto al
U Conjunto Universal A CA conjunto uriversal U
AAB “Diferencia simétrica” de los conjuntos A y B < “Es menor que”
AxB “Producto cartesiano” de los conjuntos A y B e “Es mucho menor que”
W x “Para todo x” { Cuantificador Universal) > “Es mayor que”
Jx “Bxiste x” (Cuantificador existencial) = “Es mucho mayor que”
= “Es menor o ignal que”
= “Es mayor o igual que”
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CONJUNTOS NUMERICOS

A lo largo del tiempe, el hombre ha inventade con-
juntos de niimeros que le han permitido realizar di-

51 a=0 y b=0,el ntmero es
complejo real.

ferentes operaciones (suma, resta, multiplicacion,

divisién, potenciacion, etc.} v resolver diferentes

problemas. Estos conjuntos somn:
M = conjunto de los ntimeros naturales.
N=(0,1,2,3,45,..)

Z = conjunto de los numeros enteros.

B =, A 25 2201 200 1: 20304 L)

Z*= conjunto de los nimeros enteros
no nulos.

Fe={...,-3,-2,-1,1,2,3, ...}

b =conjunto de los ntimeros
racionales.

@:{X/x:%;a&lAbEZAb#O}

Ejemplos:
5.8 43

T3

[ = conjunto de los nimeros
irracionales

[ ={ x/ x es un numero no racicnal}

| = {ntmeros decimles ilimitados
no periddicos}

Ejemplos:
V2 V3,7 m e
R = conjunto de los ntimeros reales.

R ={zzxelQvxel}
Ejemplos:

22 T sV

7

7 FRACCIONES

*51 a=0 y b=0,el numero es
imaginario puro.

Ejemplo:

- ;8;\/7_;-2\/3_

5+21;L =
(8] 2

DIAGRAMA DE CONJUNTQS NUMERICOS

COMJUNTC CENUMEROS 1)

CeomiEcs
FROPDS
P,

@

ENTEROS %}
| POSITIVOS
: i+

™ ¢ N%NGTEROS %
{ ORDINARIAS || J’RACCIONES \ NEGATNOS
CoERioy g\ Y, e

C = conjunto de los nameros
complejos.

C ={x/x=a+bidondeaER, b E
R §o= Ao

- 14 -




ARITMETICA

CONJUNTOS

La nocion simple de una coleccion o conjunto de ob-
jetos es fundamental en la estructura basica de la ma-
temdtica. Fue Georg Cantor, por los afios de 1870,
quien primero llamé la atencion de los matematicos
a este respecto.

Se entiende por “conjunto” la reunion, agrupacion o
coleccion de objetos o entidades de cualquier natura-
leza, pero claramente diferenciadoes entre si, a los que
se denomina “elementos”.

Son ejemplos de conjuntos:
1) Los alumnos de un aula
2} Las 5 vocales

3)Los numeros impares

4) Tu lapicero, este libro, un cuaderno

Los conjuntos se denota con letras mayusculas: A, B,

C, ..., mientras que los elementos del conjunto, con
letras minusculas: a, b, ¢, ..., encerrados dentro de
lHaves: { }

Ejemplo:

A={a b, c,d, e}

Que se lee: “A es un conjunto cuyos elementos
sonna, b,c,d,e”.

FORMAS DE EXPRESAR UN CONJUNTO

I. Por extensién o forma constructiva.

Se declara individualmente todos los elementos
del conjunto.

Ejemplos:
A ={a, b, c d}

M= 1{2;4; 6, 8}

II. Por comprensién o forma simbélica.

Se declara una propiedad que caracteriza a todos
los elementos del conjunto.

Ejemnplo:

V = {las vocales}

En esta expresion se comprende que es un con-
junto cuyos elementos son todas las vocales. Este
mismo ejemplo se puede escribir ast:

V = {x/x es una vocal}

Se lee: “V es el conjunto de los elementos x, tal
que x es una vocal”.
CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Conjunto Finito: Aquel conjunto que consta de cler-
to nimero de elementos distintos cuyo proceso de
conteo tiene término.

Ejemplo:
M = {x/x = es un rio del Peru}

Que se lee como: “M es el conjunto de los x, tal
que x es un rio del Pera”. M es un conjunto fini-
to porque si es posible contar tedos los rios del
Peru.

Conjunto Infinito: Un conjunto es infinito cuando el
numero de sus elementos es infinito. Su proceso de
conteo nunca acaba.

B = {y/y = una estrella en el cielo}

Que se lee como: “B es el conjunto de las y, tal que
y es una estrella en el cielo”. B es un conjunto
infinito porque el nimero de estrellas en el cielo
no se termina nunca de contar, es infinito.

NOCION DE PERTENENCIA

Cada unoe de los elementos de un conjunto pertenece
a dicho conjunto. Para indicar la pertenencia del ele-
mente al conjunto se usa el simbolo “E€” que se lee
“pertenece”. Para indicar que un elemento no perte-
nece al conjunto se usa el simbolo “&” que se lee “no
pertenece”.

Ejemplos:
Sean los conjuntos siguientes:
X=1{x vu w
x € X; se lee: “x pertenece al conjunto X”

m & X, se lee: “m no pertenece al conjunto X”

A = {conjunte de nimeros pares}
2 €A, selee: “2 pertenece al conjunto A”

5 & A; selee: “5 no pertenece al conjunto A”

=158 =



IGUALDAD DE CONJUNTOS

Dos conjuntos son iguales cuando tienen los mismos
elementos, aunque no estén dispuestos en el mismo
orden.

Ejemplos:
A={a.m,r,q}; B=1{m,a,q,r1}

entonces: A =B

Se lee: “El conjunto A es igual al conjunto B”.

CONJUNTOS DISJUNTOS

Conjuntos disjuntos son conjuntos que no tienen
NINGUN elemento comun entre ellos.

Ejemplos:
iYA={a bc} vy B=1{3,810}

A v B son disjuntos, porque no tienen ningan ele-
mente en comun.

HYM={O,p,qr}y T={stur}

M v T no son disjuntos, porque tienen el elemen-

Gom

to comun “r”.

CONJUNTO VACIO

Es un conjunto que carece de elementos. También, se
llama conjunto nulo. Se le denota por el simbolo a.

A=o o6 A={}

FI3

Se lee: “A esun conjunto vacio “0” A es un con-

junte nulo”.
Ejemplos:
i) A = {mujeres mayores de 400 afios} = o
i) B = {x/x = presidentes vivos del sigle XIX} = ¢
i) C={y/y=8 A y=impar} =0
CONJUNTO UNITARIO O SINGLETON
Es el conjunto que tiene un selo elemento.
Ejemplos:

i) A = {Los dias de la semana cuyo nombre
empieza con L} = { Lunes }

B ={x/3x=12)=1{4]

) C={x/35x+4=9}={1}
iv) D = { numeros impares entre Ly 5} = {3 }

CONJUNTO UNIVERSAL

Es el conjunto que contiene a todos los elementos de
otros conjuntos. Se llama también conjunto referen-
clal. Se denota usualmente con la letra “L”.

Ejemplos:

i) C = {todos los numeros}

Este es un conjunto universal porque contiene to-
dos los nameros de los conjuntes B, @, Z, I, [,

~Z, Im, ~R v C.
ii) Sean los conjuntos universales:

A = {Los Incas del Pera}

B = {Los ingenieros que trabajan en Lima)}

C = {Los presidentes de los paises del mundo}

A su vez, el conjunto universal de estos conjun-

tos es: U = { personas }

iii) Sean los conjuntos:

A={a e}
B ={a, i, u}
C={a, e, o}

= = {vocales} o LU= {a, e, 1, 0,u}

iv) Si el universo es el colegio San José, jcudles
serian los conjuntos que lo forman?

A = {alumnos}
B = {profesores}
C = {carpetas}

= U = [colegio San José}

SUBCON]JUNTO

Es aquel conjunto incluide en otro. De esta manera,
si todos los elementos del conjunto A estdn inclui-
dos en el conjunto B, entonces A es un subconjun-
to de B. Se denota con el simbolo “C”, que se lee:
“estd incluido en”.

- 16 -



ARITMETICA

Ejemplo:
A={x,yz}, B={xyvz,uw}
entonces: A CB

Se lee: “A estaincluide en B” &
“A es un subconjunto de B”.

Alternativamente, en lugar de escribir A C B, que in-
dica que A esta incluido en B, se puede escribir:

B D A, quese lee: “Bincluye a A”

También puede escribirse: B = { A, u, w}. Como se
ve, el conjunto A estd incluido en el conjunto B.

Pero, si A no estd Incluido totalmente en B, A no es
un subconjunto de B, lo cual se denota asi: A Z B, v
se lee: “A no estd incluido en B” ¢ “A no es un sub-
conjunto de B”.

Ejemplo:
A=1{1,2,3,4}; B=1{3,4, 5,6}

entonces A @ B

NOTA:
L} SpA=B = B €A ® A& B

Es decir, los conjuntos A y B son iguales si
y solamente si B estd incluido en A y A es-
ta incluido en B.

Py

2) El conjunto vacio “g” se considera subcon-
junto de todo conjunto.

3) SiA no essubconjunto de B (A @ B) enton-
ces hay por lo menos un elemente de A
que no pertenece a B.

SUBCONJUNTO PROPIO

Dade A C B, entonces el subconjunto A es subcon-
junto propio del conjunto B, si por lo menos un ele-
mento del conjunto B no es elemento del conjunto A.
Pero si todos los elementos de A son iguales a los ele-
mentos de B, ya no es un subconjunto, en este caso
los conjuntos son iguales.

Ejemplo:
A={pqr}
B={m,n,0,p,q. 1,5}

= A es subconjunto propio de B.

CONJUNTO DE CONJUNTOS O CONJUNTO
DE PARTES

Es aquel conjunte integrado por la totalidad de sub-
conjuntos que se puede formar a partir de un con-
junto dado. Se denota @, y se lee: “conjunto de
partes de A™.

Ejemplo:
Sea el conjunto:
A={a b,c}
Los subconjuntos de A que se puede formar son:
o {a}; {b}; {c}: {a, b} {a, ¢l {b, ¢}y {a, b, ¢}

Por consiguiente ¢l conjunto de partes del con-
junto A se denota:

P = lodal{bh{clda, chib, ¢}, {abllabel)

CONJUNTO POTENCIA “P(a)”

El conjunto potencia de un conjunto A esta formado
por la familia de todos los subconjuntos del conjun-
to A. Tienen la misma connotacién del conjunto de
conjuntes. Por lo tanto, el conjunto potencia es el
numero de subconjuntos que se puede formar con
elementos del conjunto, incluyendo el vacio. Se cal-
cula y se denota asi:

P(A) = 2"

Donde: n = numero de elementos del conjunto A,
o “cardinal el conjunto A”.

Ejemplo:

Calcular el namero de subconjuntos o conjunto
potencia del conjunto A, del ejemplo anterior.

A={a b, c}
Aqui: n = 3; por consiguiente:
Pa)=2>=8

Efectivamente, el niimero de conjuntos que se puede
formar con los elementos que tiene el conjunto de
conjuntos de A es 8. O, el ndmero de subconjuntos
de A es 8. O, el conjunte potencia de A es 8. O, el
cardinal de P(a) es 8.
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DIAGRAMACION DE CONJUNTOS
DIAGRAMA DE VENN

Para un mejor entendimiento de la teoria de conjun-
tos, especialmente para relacionar los conjuntos y
sus elementos de una manera muy sencilla se usa
diagramas planos para representar conjuntos. Los
diagramas son una poderosa herramienta para resol-
ver problemas. Se les llama Diagramas de Venn en
honor a su creador.

El conjunto Universo es representade por un rectan-
gulo, v contiene los conjuntes, representados a su
vez por circulos o elipses. Opcionalmente, puede in-
dicarse o representarse los elementos del conjunto.

Ejemplos:

i} Representacion del conjunto A = { a, b, ¢ }, me-
diante un Diagrama de Venn:

U U

=
=

it) La inclusion del conjunto A en el conjunto B:

U

“A estd incluida en B” é “A es un subconjunto de
B”. En este caso, A es subconjunto propio de B.

i1} La no inclusion de un conjunto en otro:

U U
A C

O

AEZB

& TD

“A vy B son conjuntos disjuntos. C no esta inclui-
do en D"

DIAGRAMAS LINEALES

Es otra manera 1til de presentar relaciones entre con-
juntos. 5i A C B, se ubica a B mds arriba que A; uni-
dos ambos por un segmento.

B

A
ACB

“A esta incluido en B”
Ejemplos:
i) Sean los conjuntos:

A={x,y}
B={a, b, c}
C=1{a, b, c x, v}

(&

A B
ACC BCG

ii) Trazar el diagrama de inclusién lineal de A, B,

CyD.

A= {a}

B ={a, b}

C={a,b,c}

D=1{a, b, d}

C. D

\B/
A

ACBEBECEBED
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ARITMETICA

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Mientras que en aritmética se realiza operaciones de
suma, resta y multiplicacion, en el case de conjuntos
se realiza operaciones de union interseccion y dife-
rencia de conjuntos, con un comportamiento similar
al de la aritmética.

UNION O REUNION DE CONJUNTOS

La unidn o reunion de dos conjuntos A y B es el con-
junto formado por todos los elementos que pertene-
cen al conjunto A, al conjunto B o a ambos conjun-
tos. El simbole de la unidn es “U” y se lee “unién” o
“reunién”. Se denota A U B.

Simbolicamente se escribe ast:

AUB={xxEAvxEBR)]

Que se lee asi: “A unién B es igual al conjunto de
los x tal que X pertenece a A o X pertenece a B”.

La union de conjuntos se puede escribir también
como A + By se llama suma de conjuntos.

Para la solucién de problemas es muy recomen-
dable el diagrama de Venn.

Ejemplos:
1) Hallar A U B, si:
A=1{1,2,3,4} y B=1{4,5, 6}

Solucién: A UB=1{1, 2,3, 4, 5,6}

NOTA:

En la union de conjuntos no se repite los ele-
mentos que pertenecen a ambos conjuntos; en
este caso, el 4.

it} St A={a,b,c,d} v B={m,n}

entonces: A UB ={a, b,c.d, m, n}

U
A

AU B

W)StM=1{a, b, x,q} v N={x,q m n}
MUN ={a, b,x,q, m n}

U

MUN

iv) St H={a,b,r.s} v Q={rsh
HUQ={a b, rs}=H

HUQ

UNION DE VARIOS CONJUNTOS

vi St A={a, b,c,d);B={c,d, mn} y
C=la, g, 1)

AUBUC={a,b,c,d,mn,qg,1}

U B
m
A : 3
d
b
a G
q
T
A L) B bliG

PROPIEDADES DE LA UNION DE CONJUNTOS

I) Launioén de conjuntos es conmutativa.- Es decir,
el orden de los conjuntos no altera la union.

AUB=BUA
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IT) La unién de conjuntos es asociativa.- Si son mas
de dos conjuntos los que se unen, pueden aso-
clarse de manera libre, asi:

(AUB) UC =AU (BUC)

Al resolver una asociacién de conjuntos, es reco-
mendable operar primero con el conjunto que es-
ta entre paréntesis.

Representacién de la Unién de conjuntos medi-
ante un diagrama lineal:

Sean los conjuntos:
A={a,b,c} vy B={m,n]
=AUB=1{a, b, c,m n}

AUB

N

A B

ACAUB)ABC(AUB)

INTERSECCION DE CONJUNTOS

La interseccion de dos conjuntos Ay B es el conjun-
to de elementos comunes a A y B.

Se denota: A M B, que se lee: “A interseccion B”.

Su representacién mediante el diagrama de Venn es
la siguiente:

U

ANB

La parte sombreada (region anaranjada) es la par-
te donde estdn los elementos comunes a A v B.

En forma simhélica: ANB={xxE A AxE B}

que se lee: “A interseccién B es igual al conjunto
de las x, tal que x pertenece al conjunto A y x per-
tenece al conjunto B”.

La interseccion se puede denotar también
como: AB

Ejemplo:

Sean los conjuntos:
A={1,2,3,4} v B=1{3,4,5}
=ANB={3, 4}

ANB

También se puede representar la interseccion de
conjuntos, mediante el diagrama lineal, asi:

A

AMNB

(ANBICAA(ANB)CB

INTERSECCION DE VARIOS CONJUNTOS
Ejemplo:

SiA ={abcde}l B={abhmn}yC=1{a, c mq}
entoences AMNBNC={a}

El tinico elemento comun a los tres conjuntos es a.

Representando en el diagrama de Venn:

U

)
(X

@

A1 B MG
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ARITMETICA

PROPIEDADES DE LA
INTERSECCION DE CONJUNTOS

I) La interseccion de conjuntos es conmutativa.
Esto es, el orden de los conjuntos no altera la in-
terseccion.

ANB=BNA

IT) La interseccion de conjuntos es asociativa. Es
posible cambiar el orden de asociacion y no se al-
tera el resultado.

ANB NC=ANBNMNO

DIFERENCIA DE CONJUNTOS

La diferencia del conjunto A menos el conjunto B, es
el conjunto formado por elementos del conjunto A
que no son elementos del conjunto B.

En forma simbélica:
A-B={x/xEAAx&B}
La diferencia A - B, también se denota:
A/Bo A-B
Ejemplo:
Sean los conjuntos:

A={a b c,de} v B={a,ech
= A-B={b,d}

Usando el diagrama de Venn:

L

A-B={b,d}

Usando el diagrama lineal, la diferencia de con-
juntos se representa como:

NOTA:
Los conjuntos (A -B) . (ANB)y{(B-A )son

mutuamente disjuntos.

COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO

Sea un conjunto A v el conjunto universal L, se defi-
ne come complementoe del conjunte A, al conjunto
de elementos de 1 que no pertenecen al conjunto A.
Se denota como A.

A= U-A; selee: complemento de A”
Ejemnplo:
Sean los conjuntos:

U={m,n,opqr v A=ipaq.r]

entornces:
A={U-A}l= A={m, n, o}

Con el diagrama de Venn, A se grafica asi:

U

A={U-A)

El complemente de A es A: En el grafico, se
muestra en color anarnajado.

En forma simbolica:

A={xxe€lUax&A} = {xx €A}

NOTAS:

s AUA=U

¢ A v A son disjuntos

¢ El complemento del conjunto universal es va-
cio y viceversa: U' =g ;, ¢ = U

¢ El complemento del complemento de un con-
junto A es el mismo conjunto A: (A') = A

¢ Una diferencia de conjuntos, se puede expre-
sar COIMO:

A-B={x/xEAAxEB} o también como
A-B={x/xEAAXEPR}
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DIFERENCIA SIMETRICA (A)

Para dos conjuntos A y B, la diferencia simétrica es lo
que queda de ambos conjuntos después de eliminar
los elementos de su interseccion.

AAB={%WxEAVXEBAXEANE}
AAB=(A-BYU(B-A)
A AB= zona en color verde
PRODUCTO CARTESIANO O PRODUCTO
PAR ORDENADCO

Dados dos conjuntos un par ordenado esta formado
por dos elementos, uno por cada conjunto, guar-
dando un orden estricto tal que esten claramente se-
fialados, uno como el PRIMERO y el otro como el
SEGUNDO cempoenente.

El par ordenado se escribe entre paréntesis, separado
por una coma: (a, b).

Ejemnplos:
i) (a, b)
i) (3, 8)

Los elementos: a, x V3 uan, son los “primeros
> > > >
COIIIPOIIeIltES”.

i) (x,y)

) ( Juan, Teresa)

Los elementos: b, y. 8, Teresa, son los “segundos
componentes”.

IGUALDAD DE PARES ORDENADOS

Dos pares ordenados son iguales siy solamente si sus
primeros componentes son iguales v sus segundos
componentes también son iguales.

Simbolicamente se expresa asi:
(x,y)={m,n)< [x=mAy=n]
Ejemplo:

Determinar ¢l valor numérico de los pares orde-
nados iguales:

(3x + 2y, -5)=(11; 3x -2)

Para que estos pares sean iguales, los primeros
componentes v los segundos componentes de-
ben ser respectivamente iguales entre si; en
otros términos:

3x + y=11 A 5= 3x -y

Resolviendo el sistema: x=1; y=4

Luego, se sustituye estos valores en cada par or-
denado para verificar la igualdad:

1) B3x+2y.-5)=(31+24,;-5)=(11;-5)

2) (115 3x-2y) =(11; 3,1 -24) =(11;-5)

CALCULO DEL PRODUCTO CARTESIANO

Dados dos conjuntos M y N no vacios, se llama pro-
ducto cartesiane o conjunto producto M . N, al con-
junto de pares ordenados, formados por todos los ele-
mentos de M, como primeros componentes, asociados
a los elementos de N, como segundos componentes.

Ejemplo:
Sean los conjuntos:
M={2,4,6} y N={o, B.v, 2}

Entonces:

M.N={Q2,a) @,B) (2,7) 2, e);
& e 3 B -Gyl TR
6, a); (6,B) (6,y); (6,0))

Simbdlicamente:

M. N={xyv)/xEMayE N}

Se puede representar también mediante un “dia-
grama de arbol”:

M N M x N
Tl e eenonsrsnoninr (2, a)
9 B o e e ctoniniziara s i, )
AT | (2, v
I i 2, o
0 o e e e et (4, o
4 B1 s by e 4, B
. 4, v
W e 4, o
U N L i (6, o
6 B cocmmeccoonn proneta o (6, B
i (6, v
(INNOESRNEN. | it (6, o)
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O, mediante un diagrama de Venn:

M N MxN

2. 0); (2,1
(2,v); (2, ¢)

4, a); 4, B)
(4 ) (4 4)

(6, a); (6, p)
(6, v); (6, $)

Por ultimoe, también se puede representar en un
papel cuadriculade: en la linea horizontal, los
elementos del conjunto M; v en la vertical, los
elementos del conjunto N. Asi:

M=1{2,46} N={a B, v, ¢}

NA

v *(2,¢) o (4, ) *(6, ¢)

v °(2.%) o(4,v) °(6,7)

3 (2, ) (4, B) «(6, B

o (2. ) (4 o) (6, o)
2 4 6 &

Notar, sin embarge que si el producto fuese N . M,
se tendria:

MA
6 | ela,6) (B, 6) e(y,6) *(d,0)
4| ela,4) «PB, b o(y,4) o+, 4
2| o, 2)  e(B,2) o(y,2)  o(d, 2)
o B ¥ ¢ N

| IMPORTANTE: Observar que N .M = M. N i

NOTA:

El producto cartesiano de UN CONJUNTO esta
dado por el conjunto de los pares ordenados de
los elementos del mismo conjunto.

Ejemplos:
i) Seael conjunto A=1{a,b,c}
Su producto cartesiano es:
A.A=1(a a) @ b)(ac) (b, a)
(b s O e (e el (e, Bl (e o))
i) Sea el conjunto A= {2, 4,6}
Su producto cartesiano es:

A Bl 0 040y (0,6 00 G T & A
4, 6); (6, 2) (6,4); (6, 6)}

Al producto cartesiane de A . A también se le
representa como A%,

PROPIEDADES DEL PRODUCTO CARTESIANO

I. El producto cartesiano no es conmutativo. En ge-
neral si A y B son 2 conjuntos no vacios:

A.B=B.A Salvoenel casoenque: A=B

[1. El producto cartesiano es nulo o vacio, siy sélo si
A es vacio o B es vacio.

A.B=0 & A=0 v B=o9o
[II. El producto cartesiano es asociativo. Asf:
A.(B.C)={A.B).C
VS ACM A BCN = A . BCM.N
Transitividad parcial

V. El producto cartesiano es distributive con respec-
to a la unién v la interseccién.

aA)A.(BUC)=(A.BYU(A.Q)
MA.(BNC)=(A.B)N{A.Q)

NOTA:

Sin(A)=X:;nB)=Y = n(A xB)=XY

Que se lee: “Cardinal de AxB=X.Y"
Ejemplo: 5i el conjunto A tiene 3 elementos, v
el conjunte B, 4 el producto cartesiano A . B

tendra: 3 . 4 = 12 elementos. Sean A v B los
sigulentes conjuntos:
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A=l 3] B={afyo}

A.B= {,a) A, p); (1, yx,a)
(2, a), (2, B (2,1 2, 0);
(3, a), 3, B) G, 1) G, )}

n(A . B) = 12; que se lee: “el cardinal de A . B
esigual a 12”.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.- En el gréfico hallar A, B, (A N BY, U, Cy C.

Solucion:

U

U=1{1; 2,34, 5,6}
A={2,3};A=1{1,4, 56}
B = {3, 4,5}
S ANBY = {1;2,3,6]
Por otro lado: C = {5; 6}
s C =11, 2,3, 4}
2.- En el siguiente diagrama hallar:

{[ANB) N{A-B) ND}

gast

Solucién:
A=1{23}) = A={1.4,5,6,7.8}

B=1{3,4.5)= B=1{1.2,6,7,8)}

ANB

= {4, 5}
(ANBy= {1,236, 7,8}

A-B={3]
D =1{7; 8}

Por otra parte:

Finalmente:
ANBYNA-BYND={31ND=9o
Indicar si es falsa o verdadera cada una de las si-
guientes expresiones:

a)e ER

Esta expresion es falsa porque el signo “€” signi-
fica “pertenencia” y el simbolo “e” significa “va-
cio” en la teoria conjuntista y los nimeros “rea-
les” no tienen “vacio”.

b)A C A

Esta es una expresion verdadera, ya que tedo
conjunto es subconjunto de si mismo.

{o]

Esta es una expresion falsa porque “g” significa
“conjunto vacio” y {e}esun “conjunto unitario”.

c) e

dy ZC @

Esta es una expresién verdadera porque todo ni-
mero entero es posible ser ubicado, dentro del
conjunte de numeros racionales {(ver “Conjunto
Numeérico” en pdgina cinco).

eR C C

Esta es una expresion verdadera porque el conjun-
to de nimeros reales es un subconjunto de los nu-
meros complejos (ver en pagina 5).

f) e CB

Esta es una expresion verdadera porque el con-
junto vacio slempre es subconjunto de todo
conjunto.

Dados los conjuntos:
M={x/x<10;xEN}
A= {x €M /x es un namero par}
B={xEM/xesmultiplode3 A x =9)
C={xEM/4 =x =8vx=1}

Calcular: (A -B)N{C-B)
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Solucion:

M=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
A=1{0,2,4,6,8 = A ={1,3,5,7,9)}
B=1{0, 3,6} = B =1{1,2,4,5,7,8,9}
C=1{1,4,5,6,7, 8}

De estamanera A -B={1,5,7,9}; C-B ={6)
L(A-B)N(C-B) = o

5.- Dados los conjuntos:

M ={0, 2. 4, 6}
A={xEM/x = 0}
B=ixEM/ix #=2Aax<4]}
C={xEM/x+6=6v2x-1=3}
Calcular: (AUBYNANBI-(B-C)
Solucién:
A=1{2,46} = A=1{0}
B = {0} = B ={2 4,06}
C=1{0, 2}
AUB =1{0,2, 4,6}
ANB ={0}: B-C = &
Finalmente:

AUB)NANB)-(B-C)=1{0)}

6.- Dados los conjuntos:

A = {%/x es nimero natural divisor de 12}
B = {x/x es niimero natural divisor de 18}
C = {x/x es nuimero natural divisor de 16}

Calcular:

al)(A-B) N B-Q)

b)(A-B) U (B-0Q)

¢) Mostrar en un diagrama de Venn los conjuntos
A, ByC.

Solucion:

En primer lugar, vamos a definir por extensién los
conjuntos dados.

Asi se tendra:
A={1,2734,6,12}
B={1,2,3,6,18}
C=1{1,24,8 16}

8.-

Procedamos ahora, a calcular las diferencias:

A-B=1{4, 12}
B-C=1{3 6,18}

Finalmente, lo solicitado:
aA)(A-BDNB-C =0
B)A-BYUB-CY=1{34,6,12, 18}

¢} En un diagrama de Venn, se tendra:

v

Dados los conjuntos:
A=1{1,3, 2,4}
B ={53,27}
C=18,4,1,6}
U={xeMN/x =8}
Calcular:
a) AUBANB,(AUBINC
b} (A - BY respecto a lJ
c) [C-(AUB)J respectoa U

Solucion:
a) AUB = 1{1.2,3,4,5 7}
ANB = {2,3}
(AUB) N C = {1,4}

by (A-B)=1{1,4}

Como, U=1{1,2,3,4,5,6,7,8}
Entonces: (A -BY ={2,3,5,6,7, 8}

¢y C-(AUB)=18, 6}

Entonces: [C-(AUB)]'=1{1,2,3.4.5, 7}

En una ciudad, al 75% de la poblacién le gusta la
carne; y al 50%, el pescado. Hallar el porcentaje
de gente a la cual le gusta la carne vy el pescado.

- 25 -



Solucion:

Se traza el diagrama de Venn y se marcan los datos:

75:%
CARNE

50%
PESCADO

LrLp

Sabemos que: C = 75%, P = 50%
=C+P=125%

Una inspeccién del diagrama de Venn nos per-
mite deducir que:

=C+P=(CUP)+(CNP)
Por definiciéon: C U P = 100%
= 125% = 100% + (CN P)
L CNP=25%
Rpta.: Gustan carne y pescado el 25 % de la

poblacién.

9.- De 65 familias encuestadas, 38 tienen televisién y
40, radio. ; Cuantas familias tienen un solo arte-
facto?

Selucion:

El universo estd constituido por 65 familias, es
decir:

=65
Se traza el diagrama de Venn:

U

TV RADIO

X = namero de personas que tienen los dos tipos
de artefactos.

La zona en azul representa el conjunte de perso-
nas que tiene un solo artefacto; entonces:

Zonaazul=(A-B) U (B-A) (1)
Zona azul =65 - X (2)
Como (1)=(2): (A-B)U (B-A)=65-X

que se puede escribir asi:

(38-X) + (40-X) = 65 - X
X=13

. Zonaazul = 65-13 =52

Rpta.: 52 perscnas tienen un solo artefacto.

10.- El director de un instituto ha reportado los si-
guientes datos estadisticos acerca de un grupo
de 30 estudiantes de dicho instituto: 19 llevan
Matematica, 17 llevan Musica, 11 llevan Histo-
ria, 12 Matemdtica y Musica, 7 Historia y Mate-
mdtica, 2 Matermadtica, Historia y Musica, y 2
sélo v exclusivamente Musica. ;Cudntos alum-
nos llevan Historla y Misica?

Solucién:

Repasemos los datos:

19 Matematica

17 Musica

11 Historia

12 Matematica y Musica
7 Historia y Matematica
2 Matematica, Historia y Musica
2 Solo Musica

1¢ Tracemos el diagrama de Venn.

U .
MATEMATICA(19)

o
a%a

HISTORIA (11)

MUSICA(17)

2° En este tipo de problemas de interseccion de
conjuntos, se coloca los datos en el grafico,
pero empezando del altimo al primero: como
2 estudiantes llevan los tres cursos, este valor
se coloca en la interseccion de los 3 conjun-
tos; 2 llevan soélo musica, este valor se coloca
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en el drea correspondiente; 7 llevan Historia v
Matematica, éste serd el valor de la intersec-
cién de dichos conjuntos, pero como en dicha
interseccién ya figura el valor 2, el resto lo
completamos con 5; del mismo modo como
12 llevan Matemdtica y Musica, completare-
mos dicha interseccién con 10. Finalmente
como 17 llevan Miisica se completa ese con-
junto con 3y asi sucesivamente.

Rpta.: Por lo tanto, observamos que Historia y
Musica llevan 2 + 3 = 5 estudiantes. Notar
que hay 5 estudiantes que no llevan
ninguno de los 3 cursos mencionados.

11.- En una encuesta realizada para analizar la prefe-
rencia del publico por los productos A, By C, se
obtuvo los siguientes resultados:

60 prefieren A

59 prefieren B

50 pretfieren C

38 prefieren A v B
25 prefieren By C
22 prefieren A y C
10 prefieren A, By C

Se pregunta:

l.- ;Cudntas personas prefieren sélo dos productos?

2.- ;Cuantas personas prefieren los productos Ay B,
pero no C?

3.- ;Cudantas personas prefieren los productos By C,
pero no A?

4.- ;Cuantas personas prefieren los productos Ay C,
pero no B?

5.- 51 el numero total de personas encuestadas es
100, ;cudntas personas no prefieren ningunoe de
los productos?

6.- ; Cuantas personas prefieren solo A, solo B o solo C?

Solucién:

El Universo es de 100 personas. Procediendo en
forma similar al problema anterior, poniendo pri-
mero a los 10 que prefieren los tres productos v
que es el area donde se intersectan A, By C.

Luego, se completa los otros datos en el diagrama.

I
A(60) B{(59)
10 |28 6
10
1) 15
13
C(50)

1} Prefieren sélo 2 productos:

28 + 12 + 15 = 55 personas

2) Prefieren A y B, pero noe C:

38 - 10 = 28 personas
3) Prefieren By C, pero no A:

25 -10 = 15 personas

4) Prefieren A y C, pero no B:

22 -10 =12 personas

5) No prefieren ninguno de los tres productos:

100-(60+6+15+13)=6

6) Solo A, 10, sélo B, 6; solo C, 13.

12.- En un barrio donde hay 31 personas, 16 com-
pran en el mercado, 15 en la bodegay 18 en el
supermercado; 3, en los dos ultimos sitios; ani-
camente 6, en los dos primeros; y 7, en el pri-
mero v ultimo.

;Cuadl es el menor numero de personas que po-
drian comprar solamente en el mercado?

Solucion:

TR TN

Partamos por considerar que sean “x”: las que
compran en los 3 lugares. De acuerdo a los da-
tos, “6 - x” compran en el mercado y en la bo-
dega; “ 7- x” compran en el mercado y en el
supermercado.

Considerermnos ademas que:

“K” representa al numero de personas que comm-
pran solamente en el mercado:
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U I. MERCADO (16)

II. BODEGA(15)

[II. SUPERMERCADO (18)

K=16-[{(6-x)+x+{7-x)]

K=16-13+x
K=3+x
De aqui se deduce que para que “K” sea minimo:
x=0

wK=3

Rpta.: 3 personas.

13.-En la confeccién de un libro, se ha detectado
120 libros cen fallas, tales comeo:
1° fallas en el papel
2° fallas de impresién, v
3¢ fallas de compaginacion.
Si se sabe que:
68 libros tienen la primera falla, al menos.
32 libros tienen la segunda falla, al menos.
40 libros la primera falla solamente.

5 libros tienen la primera y segunda fallas,
pero la tercera no.

17 libros tienen las fallas segunda y tercera,
pero no la primera.

4 libros tienen las tres fallas.
Se quiere saber lo siguiente:
a) ; Cudntos libros tienen solo la tercera falla?

b) ; Cudntos la tercera falla al menos?
Solucion: Se dibuja el diagrama de Venn, toman-
do en cuenta lo siguiente:
A = {Libros que tienen la primera falla}
B = {Libros que tienen la segunda falla}

C = {Libros que tienen la tercera falla}

A ﬂ B
(NN

@

Se empieza a rellenar el diagrama empezando con
el ultimo dato y terminando con el primero, asi:

I. 4 libros tienen las tres fallas A, B, C.
II. 17 libros solo tienen fallas By C.
1. 5 libros tienen solo fallas A v B.

IV. 40 libros tienen solo fallas A.

V. 32 libros tienen por lo menos la falla B. Ya es-
tan colocados 17,4 v 5; es decir, 26. Faltan 6.

VI. 68 libros tienen la falla A por lo menos. Como
ya estan colocados 5, 4 y 40, es decir, 49, la
diferencia es 19.

A continuacion se busca las respuestas:

a) Los que tienen la tercera falla solamente:

Como el universo U = 120, se tiene:
VI =120-(40+4+5+19+6+17)
VIII. = 29 libros

b) Los que tienen la tercera falla al menos, son:
C=19+4+ 17 + 29 = 69 libros

14.- Hacer el diagrama lineal correspondiente al si-
guiente diagrama de Venn:

Solucién:

Del Diagrama de Venn se cumple que:
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ACD, BCD, BCE, HCD,
HCC HCE, CCE

Por lo tanto, el diagrama lineal es el siguiente:

e

i T

D

H

15.-Una agencia de turismo realiza una encuesta a

6000 personas para analizar las preferencias so-
bre los viajes a Cusco, Iquitos y Trujillo. De
acuerdo con los resultados, 2 400 personas de-
sean viajar por lo menos al Cusco, 3 000 por lo
menos a Trujillo, 2 100 por lo menos a Iquitos,
1 000 a Tryjillo e Iquitos, 800 al Cusco e Iqui-
tos, 1 500 a Trujillo ¥ al Cusco y 5300 estan dis-
puestas a realizar las tres excursiones.

En referencia a los lugares mencionados:

a) ;Cudntos desean hacer una sola excursiémn,
siempre que ninguna de ellas sea al Cusco?

b) ;Cudntas desean hacer solo dos excursiones?

¢) ;Cudntas personas quisieran ir sélo al Cusco e
Iquites, o sdlo a Trujillo?

d} ;Cuantos no quisieran ir por lo menos a Tru-
jillo o Iquitos?

Solucién:

Este es uno de los problemas mas sencillos sobre
teoria de conjuntos. Lo mas aconsejable para su
solucién es graficar el problema (diagrama de
Venn) v luego colocar los datos empezando por el
altimo:

n{(CNTNY) = 500 (1)

n{CNT) = 1500 (IylIl)
n{CNY) = 800 (IyIIl)
n{TNY) = 1000 (IyIV)

Con estos datos completamos el grafico:
Sélo al Cusco:
2400 - [1 000 + 500 + 300] = 600 (V)

Solo a Trujille:
3 000 - [1 000 + 500 + 500] =1 000 (VI)

Solo a Iquitos:

2 100 - [300 + 500 + 500] = 800 (VID

U CUSCO = 2 400 TRUJILLO = 3 000

600 /loo0\ 1000
L T
4500
7300\ /500 \
LIV )
800
VI _
/1
IQUITOS = 2 100

Rpta.: a) 1000 + 800 =1 800
b 300 + 1 000 + 300 = 1 800
¢) 300 + 1 000 = 1300
d} 600

16.- De una muestra recogida a 200 turistas se de-

terming:
64 eran Norteamericanos
86 eran Europeos

90 era Economistas

De estos dltimos, 30 eran Norteamericanos y 36
Europeos.

;Cuantos de los que no eran Europeos, tampoco
eran Norteamericanos ni Economistas?

Solucion:

Graficando las condiciones del problema:

U (L) = 120
NORTEAMERICANOS EURQPEOS

3 30y 24 36 50
IV I I § 11 v

ECONOMISTAS

Llevando los datos al grafico:
Existen 30 Economistas Norteamericanos ()

Existen 36 Europeos Economistas (1)

.. Comeo son 90 los Economistas, se deduce que:
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90 - (30 + 36) = 24 Economistas no son
Norteamericanos ni Europeos (11

Ademads, de los 64 Norteamericanos:
64 - 30 = 34 no son Economistas (TV)

De los 86 Europeos:
86 - 36 = 50 no son Economistas (V)

Rpta.: 200 - (34 + 30 + 24 + 36 + 50) = 26 no son
Norteamericanos, ni Economistas ni Eu-
ropeos.

17.- De 500 postulantes que se presentaron a las Uni-

versidades A o B, 300 se presentaron a la Univer-
sidad A, igual ntimero a la Universidad B; el nu-
mero total de ingresantes fue la mitad del nime-
ro total de postulantes.

Los no ingresantes se presentaron a la Universi-
dad C; de ellos 90, no se presentaron a A y 130
no se presentaroen a B. ; Cudntos postulantes in-
gresarcen a A y a B?

Solucién:
Se tiene: n (A U B) = 500, pero:
n(AUB) = n(A)+n{B)-n{ANB)
500 = 300+300-n(ANB)

~n(ANB)=100

De acuerdo a los datos noe ingresaron 500 + 2 = 250
alumnos; de los cuales 90 no se presentaron a la
Universidad A, pero si se presentaron a B (zona I);
130 no se presentaron a B, pero si se presentaron a
A solamente (zona II), de este analisis se deduce
que 30 se presentaron a A y B (zona III}.

n{A) =300 n(B} = 300

30 30\ 90
I I I

INGRESARON

Los que ingresaromn:

Comon{AMNB)=100, de los cuales 30 estdn en
la zona III, se deduce que ingresaron a A y B:

70 alumnos (zena IV)

.. Ingresaron solo a A:

300-(130+ 30 + 70) = 70 (zona V)

Ingresaron sélo a B:

300 - (30 + 90 + 70) = 110 (zona VI)

Rpta.: Ingresaron a A y B: 70 alumnos

18.- A un partido de Basquet de la Universidad del

Pacifico (U.P) asistieron 30 personas. Sobre los
asistentes se tiene la siguiente informacidn:

1) De los alumnos de la facultad de economia de
la U.E, se sabe que el niimero de alumnos que
no practica deporte es el triple del numero de
alumnos que si lo hace.

2) El ntimero de alumnos de la U.P. es el cuadru-
ple del nimero de alumnos que estudia eco-
nomia en dicha universidad.

3) Hay dos deportistas que no estudian econo-
mia y hay tantos basquetbolistas como alum-
nos deportistas en la U.P,

4) El namero de alumnos de la U.P que no son
deportistas excede en 2 al namero de deportis-
tas que no son basquetbolistas.

5) Ningan alumno de la U.E es basquetholista.

6) 3alumnos de la U.B practican deporte. ; Cudn-
tos no son deportistas ni alumnos de la U.P. ?

Solucion:
n{lL)= 30
UP=16x Deportistas

Ecomomia 14x-6

VI

Basquetbolistas
3% X 2

. I IL/ LA x+ 2

v

12x - 2

De (1): Se deduce que el conjunto de alumnos
que estudia economia estda incluido dentro del
conjunto de alumnos de la U.P y estos conjuntos
se intersectan con el conjunte de deportistas;
ademnds, el nimero de alumnos de economia que

<30 =
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no practica deporte es el triple del nimero x de
alumnos que si lo hace (I y IT en el grafico).

De (2): Como el nimero de alumnos de la U.P es
el cuadruple del numero de alumnos que estudia
economia (4x), entonces:

Numero de alumnos delaUP =4 (4 x) =16 x

De (3): 2 deportistas no estudian economia {zona
[T}, entonces, los que estudian en la U.P. pero no
estudian economia ni son deportistas:

16x-[3x+x+ 2] =12x- 2 (zona IV)

Ademas, el namero de basquetbolistas es igual al
nuamero de deportistas de la U.P, ésto es:

x+ 2 (zona V)
De (4} y (5):
Los basquetbolistas no estudian en la U.P.

Alumnos de la U.P. que no son deportistas: 15x - 2
Por lo tanto, deportistas que no son basquetbolistas:
(15x-2)-2=15x-4 (a)

Se observa también que el nitmere de alumnos
que son deportistas:

x+2 B
De (a) v () se deduce que:

El numero de deportistas que no estudian en la
U.P. y que no son basquetholistas es:

(15x-4) -(x+2)=14x-6 (y)
{zona VI)

.. No son deportistas, ni alumnos de la U.P:

30-[16x+ 14x-6+x+ 2] =34-31x ()
De (6):

Como 3 alumnos de la U.P. practican deporte se
deduce que:

Xx+2=3=x=1

Rpta.: De (¢) : No son deportistas ni alumno de la
U.P: 34 - 31 (1) = 3 perscnas.

.. El grifico que representa la solucién es:

n(U)= 30
UP =16 Deportistas = 14
Ecomomia 8
Basquetholistas
3 1l 2
3
10
3

19.-Si A, B, C son subconjuntos de U y se sabe que:

n(ANBNC) = 13
n(AAB) = 61
n(ANBNC) = 10
nBAC) = 52
n(BNCNA) = 18
n (A) = 50
n(ANEFNC = 14
n(l)y = 117

Hallarn [ANBNCUANERE N C)]
Solucion:

Graficando y colocando los datos aproximada-
mente, tenemos:

A 4 Pt B
10
a L] ¢
7 \13/
b 18
— N
14
v
- 19
n(ANBNC) =13 (D
n(ANBNC) =10 (1D
n(BNCNA) =18 (11D
n(ANBNC =14 (IV)
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n (A AB)
nBAC)

=61 ={a, b, ¢, III}

=52 ={Il, ¢, b, IV}

Dado que n{A) = 50, entonces:
a+b=50-(10+13)=27

También: b + ¢ + 10 + 14 = 52

luego: b+ ¢ =52 -(10 + 14) = 28

Pero: a+c+b+18=61
a+c+b=43

como: a+b=27 = «c¢c=16

Sabemos que: b + ¢ = 28
como:c =16 = b=12

Ademdsn (AUBU C) =50+ 16+ 18+ 14=98

nA N BNC)=n(H-n(AUBUCQC)
=117-068
=19

Por otro lado, también vemos que:
n(ANCNB)=1{b}=12
Rpta.:
nfANCNBIUWNBNC) =12+19=31

Graficamente, corresponde al drea de color
amarillo.

20.- Se define:

6x-5
3x

&) = vsix €0

Gh=2x,six€Q
Ademas: =Nz’ + 16

Sean los conjuntos:

A={®/x=[KK € N,2<K<5)

B={x/3x € Z,4=3x<7}
Encontrar:

[(AAB)-(BPAA) A[(BAA)-(B-A)]
Solucién:

En primer lugar, busquemos la forma de expre-
sion por extencion, para mostrar los elementos
del conjunto A:

K=34

»

Si K=3:
x=[3] =V32+16=5,x =5€0Q

6(5)-5_25 _ 5

8 =
3(3) 15 3

51 K=+

x-[F] -V +16 V52 ¢ @

@= 2 (\32)2 = 64

Por lo tanto: A = {5/3 ;, 64}

Para el conjunto B:

4<3x<7=>3x=4065306 = x=4/3565362

B = {4/3,5/3, 2}

B={64} A A= {4/3, 2}

De esta manera:
[(AABY-(BAAA[B AA)-(B-AY]
[14/3; 2,64} - 153/3)] A [{4/3; 2, 64) - {64]]
{4/3, 2, 64) A {4/3. 2]

Rpta.: {64}

21.- Téngase en cuenta las siguientes premisas:

1) Algunes limenos son viudos.
2) Todos los futbolistas no son limefios.
3) Todos los viudos tienen hijos.

4) Ninguno de los que tienen hijos es futbolista.

Ademas, se conoce los sigulentes datos de un
grupo de 56 personas:

5) 8 personas no son limenas ni viudas, pero tie-
nen hijos.

&) Hay 11 futbolistas y el mismeo ntimero de viudos.
7) De los 22 limertios, 13 tienen hijos.

8) 5 viudos no son limefios.

Se pide calcular:

a) ; Cuantos son viudos o tienen hijos?

b) ; Cudntos no tienen hijos?

¢} ; Cuantos no son limefios y no tienen hijos?

-32 .



ARITMETICA

Solucion:

Analisis de las premisas:

De las premisas 1 ¥ 2, se deduce que el conjunto
de futbolistas y el conjunto de limetfios son dos
conjuntos disjuntos (noe se intersectan).

De las premisas 3 y 4, se deduce que los futholis-
tas no tienen hijos, ni son viudos; es decir que el
conjunto de futhbolistas v el conjunto de viudoes
son disjuntos.

Como todos los viudos tienen hijos; el conjunto
tormado por los viudos estd incluide dentro del
conjunto de los que tienen hijos. Con estas con-
clusiones se puede trazar un diagrama de Venn.

II'| Futholistas

Tienen hijos

10
VII

Por otra parte:

i} 8 personas no son limenas ni viudas, pero tie-
nen hijos (zona I).

ii) Hay 11 futbolistas (zona II) y n(viudos) = 11
i) 5 viudos no son limefnos (zona 111}

. 6 viudos son limefios (zona IV)
iv) Como 13 limefos tienen hijos,

.. 7 limenios tienen hijos pero no son viudos (zo-
na V), también, que 9 limefios no tienen hijos
(zona VI) y 10 personas no estin incluidas en
ninguno de los conjuntos (zona VII}.

Rpta.:
a} Son viudos o tienen hijos: 5+ 6+ 7+ 8 = 26

b} No tienen hijos: 11 + 9 + 10 = 30

¢) No son limefios y no tienen hijos:11 + 10 =21

22. Tode hincha de un equipo, es simpatizante del
mismo; pero lo contrario, no es necesariamente
cierto. Ademas de hecho, el hincha de un equipo
va no puede simpatizar con otro equipo.

En un aula de la Universidad del Pacifico, hay 35
alumnos. Hay mas hinchas de Sporting Cristal
(5C) que de Alianza Lima (AL), v mds de este ulti-
mo equipe que de Municipal (M). Asimismo se
sabe que:

12 no simpatizan con ninguno de los mencionados
equipos. Hay 2 que simpatizan con los tres equi-
pos; 4, con “AL” y “5C”, 3, con el “M” y “SC”.

No hay alumnos que simpaticen solamenete con
el “Mﬂ y “AL”

De los que no son hinchas, 4 simpatizan con el
“M”, pero no con el “AL”; 6 con el “M” o “AL",

pero no con “SC”, ¥ 3 con “SC” pero no con el
M o “AL”.

El namero de hinchas del “SC” es menor que el
numero de alumnos que simpatizan con, por lo
menos, dos de los mencionados equipos.

;Cuantos simpatizan con “AL” o “5C” pere no
con el “M*?

Solucion:

Se deduce que el conjunto de hinchas de un equi-
po estd incluido dentro del conjunto de simpati-
zantes del dicho equipo.

También, podemos deducir de la primera parte,
que el conjunto de los hinchas de un equipo es
disjunto con los conjuntos de simpatizantes de
los otros equipos. Con esta informacion, ya se
puede esbozar un diagrama de Venn.

¢ 12 no simpatizan con los mencionados equipos
{(zona I}.

¢ Quedan 35-12=23 que son hinchas o simpati-
zantes.

e 2 simpatizan con los tres equipos (zona II).
* 4 simpatizan con “AL y “5C” (zonas Iy ITI).
¢ 3 simpatizan con el “M” y “SC” (zonas Iy TV).

¢ Como no hay alumnos que simpaticen sola-
mente con el “M” y “A”; entonces este subcon-
junto es vacio {zona V).

¢ De los que no son hinchas: 4 simpatizan con el
“M” pero no con “AL” (zonas IV y VI). Ade-
mids, 6 simpatizan con “AL” o *M” pero no con
“SC” (zonas V, VI, VII); y, 3 simpatizan con
“SC” pero no con el “M” o “AL” (zona VIII).

Del Universo (35 alumnos), va se ha ubicado
en el grafico:
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124340+2+1+3+2+3=26clementos
Falta ubicar: 35 - 26 = 9 elementos.

e Los que simpatizan por lo menos con dos
equipos son: (2 + 2 + 1 + 0 =3) (zonas I a V).

Por lo tanto, los hinchas de “SC” <« 5. Como
falta ubicar 9 elementos y dado que:

Hincha “SC” » Hinchas “AL” » Hinchas “M”, se
deduce que:

N¢ de hinchas de “SC” = 4

N° de hinchas de “AL” = 3

N° de hinchas de “M” = 2

Total = 9
n{ll) = 35
Simpatizantes Slmpatizantes
AL 3 3 5E
VII 5 VIII
111 \
Hinchas! Hinchas
AL =3 5=
4 2 e
0 I 1
L IV
3 4 \
! Hinchas;
\M =2
12 : — Simpatizantes
I M

Rpta.: Del grafico, podemos inferir que:
3+3+2+4+3=15alumnos simpatizan
con “AL” o “SC”, pere no con el “M”.

23.- A una fiesta asistieron 200 personas, de las cua-

les 60 calzaban zapatos; v el resto, zapatillas. Se
observé que algunas tomaban cerveza, pero cu-
riosamente todas las que tomaban cerveza calza-
ban zapatillas y ninguna mujer tomaba cerveza.

Si 8 tomaban cerveza y el namere de hombres
que calzaba zapatillas fue el triple del niimero de
mujeres que calzaba zapatillas. ; Cudntos de los
que 1o tomaban cerveza eran hombres y calza-
ban con zapatillas?

Solucion:

e De la primera parte del enunciado, se deduce
que calzaban zapatillas:

200 - 60 = 140 personas

= N° de hombres en zapatillas + N¢ de muje-
res en zapatillas = 140...... (1)

¢ Solo hombres tomaban cerveza (todos con za-
patillas)

* Por otro lado:

N° de hombres en zapatillas = 3 (N® de mujeres
en zapatillas)......... (2)

De (1) v (2):
4 (N° de mujeres en zapatillas) = 140
= N° de mujeres en zapatillas = 35

.. N° de hombres en zapatillas = 3 (35) = 105

¢ Como 8 hombres en zapatillas toman cerveza
entonces : 105 - 8 = 97 hombres en zapatillas
no tornarmn cerveza.

Hombres Mujeres

Calzaban zapatos 60 personas

Toman

Calzaban zapatillas | - cerveza 8§ 35

No toman
cerveza 97

n(l)) = 200

Rpta.: 97 hombres fueron en zapatillas y no to-
maron cerveza.

24.- Una sefiora sale a pasear todos los dias con 2 6

mas de sus perritos. Con mucho cuidado procu-
ra llevar cada dia a un grupo diferente. 5i en to-
tal tiene 10 perritos, ;al cabo de cudntos dias
tendra que llevar necesariamente a un grupo re-
petido?

Solucion:

Basta con calcular cudntos subconjuntos se pue-
de forman con 10 elementos unitaries y el nulo o
vacio.(conjunto Potencia).

n (subconjuntos de A) = P(a) = 210 _ 1024
De este total, se resta los 10 conjuntos unitarios y
el conjunto vacio porque la sefiora sale con 2 pe-
ITOS O MAs, TIunca con 1.

Por lo que, puede formar 1024 - (10+1)=1013
grupos.

Rpta.: Llevard un grupo repetido, después de 1 013
dias.
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25. Dado el siguiente diagrama lineal:

=

A/[U\B
| |
o

Se verifica ademds que:

P(CND)=1
PAND)=32
n[CNBl=12
P{AUBY=256
n [U] =48
Hallar:
a)yn(AUB)

b)P[(AND) N(A-C)]

Solucién: Como:

PICND)=1 =20 = nCND) =0
P(AND)=32 =2° < n(AND=5
PAUBY=25 =2 < n(AUBY=8

Grafiquemos un diagrama de Venn, en base al dia-
grama lineal e incluyamos los datos hallados:

n(U) = 48

U

iz D

Ademais, podemos establecer que:
n{AUB)=48-8=40
yvaque: (AND) N{A-C)=(AND)
P[(AND)y N(A-C)]=PAND)=32

Rpta.: a)40 b) 32

EJERCICIOS PROPUESTOS

. En una clase de ciencias de 30 alumnos seleccio-

nadoes, 20 obtuvieron “A” en Matemadticas, 23 ob-
tuvieron “A” en Quimica, 18 obtuvieron “A” en
Fisica, 13 obtuvieron “A” en Matemadtica v Qui-
mica, 12 obtuvieron “A” en Matemdtica v Fisica,
v 14 obtuvieron “A” en Quimica y Fisica. No hu-
bo ninguno sin “A”. ; Cudntos de ellos obtuvieron
“A” en los tres cursos?

Rpta.: 10 alumnos.

El resultado de una encuesta sobre preferencia de
jugos de frutas de manzana, fresa y pina, es el si-
guiente: 60% gustan manzana, 50% gustan fresa,
40% gustan pifia, 30% gustan manzana y fresa,
20% gustan fresa y pina,15% gustan manzana y
pifta 5% gustan de los tres.

;Qué porcentaje de las personas encuestadas no
gusta de los jugos de fruta mencionados?

Rpta.: 10%

3. Una persona come huevos o tocinos en el desayu-

no cada manana durante el mes de enero. Si come
tocine 25 mananas y huevos 18 mafanas, jcudn-
tas mahanas come huevoes y tocino?

Nota: Las mananas que come sélo huevos o sélo
tocinos o ambos, suman 31.

Rpta.: 12 mananas.

. Cierto numero de medallas de oro, plata y bron-

ce es distribuido entre 100 atletas en un festival
deportivo. Se sabe que 45 atletas reciben meda-
llas de oro, 45 reciben medallas de plata, 60 atle-
tas reciben medallas de bronce, 15 tanto de oro
como de plata, 25 atletas reciben medallas de
plata y bronce, 20 reciben medallas de oro y
bronce, y 5 reciben medallas de oro, plata y
bromnce. ; Cuantos atletas no han recibido ningu-
na medalla?

Rpta.: 5
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5. En una encuesta de 50 amas de casa, 35 tenian
aparato de televisidn, 20 tenian recipientes eléc-
tricos para eliminacion de desperdicios, 15
tenfan radios de alta fidelidad, y 15 tenian si-
multdneamente aparatos de television y recipien-
tes eléctricos para la eliminacion de desperdicios,
10 tenian aparato de television y radios de alta fi-
delidad v 12 tenian recipientes eléctricos elimina-
dores de desperdicios y radios de alta fidelidad.
Finalmente, 8 amas de casa tenfan los 3 aparatos.

;Cuantas de ellas no tenian ninguno de estos
aparatos?

Rpta.: 9

. Clertos datos obtenidoes en el estudio de un grupo
de 1 000 empleados de una fibrica de algodén re-
terentes a la raza, sexo v estado civil arrojaron los
siguientes resultados no oficiales: 322 hombres;
470 casados; 252 personas de color; 42 varones de
color; 147 personas de color casadas; 86 varones
casados; 25 hombres de color casados. Determinar
cudntas personas no son hombres, casados o de
color{mujeres blancas solteras).

Rpta.: 206

. Supongamos que la clase del primer afio de una
universidad esta formada por 100 estudiantes;
de éstos, 40 son mujeres; 73, estudian Historia y
12, son mujeres que no estudian Historia.
:Cuantos hombres no estudian Historia?

Rpta.: 15

. En una reunién de 500 jévenes, un grupo de 127
estd formado por los que hablan espanol y que-
chua; v, otro grupo de 29, formado por los que
hablan inglés v quechua. Si 140 del total hablan
quechua, y 270 hablan, espaiiol e ingles aunque
no quechua ;cudntos hablan les 3 idiomas jun-
tos (espanol-inglés-quechua) si los que hablan
quechua, también hablan espanol e inglés pero
nadie habla exclusivamente ingles? Ademds,
scudntos hablan inglés? ;cudntos solamente es-
panol?

Nota: considerar a los que hablan sélo quechua o
solo inglés como subconjuntos nulos(ningin ele-
mento).

Rpta.: 16; 299; 0

9. En una encuesta a la poblacion se encontré que:

10.

1

12

e El 25% lee el diaric “Excelsior”
= El 18% lee el diario “Imparcial”

s Bl 15% lee el diario “Grafico”

e El 9% los diarios “Excelsior” e “Imparcial”

e El 3% los diarios “Excelsior” y “Grifico”
e El 8% los diarios “Imparcial” y “Grafico”

* El 3% los diarios “Excelsior”, “Imparcial” y
“Grafico”

:Cudntos encuestados no leen ningtn diario y
cu4antes encuestados un solo diario?

Rpta.: 59%; 27%

En una encuesta realizada se observa que el 72%
son matemdticos; el 52%, fisicos; 37%, quimni-
cos; 32%, fisico-matemadticos; 12%, fisico-quimni-
cos; 22%, matemdtico-quimicos.

:Qué porcentaje de los encuestados tienen
otras carreras si el porcentaje de los que tienen
tres carreras(fisico-quimico-matemiticos)es el
10% de los quimicos-materndticos que no son
tisicos?

Rpta.: 3%

En una investigacion se determina que: 68 se
portan hien; 160 son habladores; 138 son inteli-
gentes; 55 son habladores y se portan bien sola-
mente; 48 se portan bien y son inteligentes sola-
mente; 120 son habladores e inteligentes sola-
mente; v, 40 son habladores, inteligentes y se
portan bien.

;Cuantos son inteligentes solamente?

Rpta.: 10

A un paseo, en las atueras de la ciudad de Lima,
tueron 92 personas; de las cuales:

® 47 personas llevan sandwich de fiambre

* 38 de queso
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13.

1

* 42 de jamdn

28 de queso y fiambre
* 31 de fiambre y jamon
* 26 de queso y jamon

e 25 personas llevan los 3 tipos de sandwich

;Cuantos llevaron empanadas, si se sabe que va-
rios llevaron empanadas pero ninigun otro tipo
de sandwich mas?

Rpta.: 25

El director de un instituto ha reportado los si-

guientes datos estadisticos acerca de un grupo

de 30 estudiantes:

* 18 toman ¢l curse de matematica

¢ 17 toman el curso de musica

* 11 toman el curso de historia

* 12 toman los cursos de matemdtica y musica

s 7 toman los cursos de matematica e historia

¢ 5 toman los cursos de miusica e historia

* 2 toman los cursos de matemdtica, historia y
musica.

;Cudntos estudiantes toman historia pero no to-

man matematica?; Cuantos no estudian ninguno

de los tres cursos mencionados?

Rpta.: 4y 6

En un edificio de departamentos se sabe que en

el ler. piso vive el 20% de las familias, de las
cuales la mitad tiene refrigeradora. En el 2do pi-
so vive el 40% de las familias y la mitad tiene re-
frigeradora. En el 3er. piso vive el 30% de las fa-
milias y la tercera parte tiene refrigeradora; v, en
el 4to. piso vive el 10%, de las cuales ninguna
tiene refrigeradora. Se pregunta:

a) Entre familias con refrigeradora, ;qué por-
centaje vive en el 2do. piso?

b) Si se sabe que en dicho edificio viven 60 fami-
lias, jeuantas de las que viven en el 2do. piso
tienen refrigeradora?

1l

16.

17,

18.

c) En todo el edificio, ;cudntas familias cuentan
con refrigeradora?

Rpta.: a) 50% b) 12 o 2k

En una encuesta realizada en un grupo de 100
estudiantes de un institute de idicmas, se obtu-
vo el siguiente resultado:

e 28 estudiaban espafiol

* 30 estudiaban alemdn

* 42 estudiaban francés

* 8 estudiaban espariol y aleman
* 10 estudiaban espafiol y francés
* 6 estudiaban aleman y francés

e 3 estudiaban aleman, francés y espaiiol

Se pregunta:

a);Cudntos estudiaban francés como udnico
idioma?

b);Cuantos no estudiaban ninguno de los tres
idiomas: aleman, francés o espaiiol?

Rpta.: a) 29 b) 21

En una biblioteca habia 17 personas, de las cua-

les: 6 leyeron la revista “A™; 9, la revista “B™, y, 6

leyeron ambas revistas, ; cudantos no leyeron nin-

guna revista?

Rpta.: 8

En un grupe de 100 alumnes, 49 no llevan el
curso de socielogia v 53 no siguen el curse de fi-
losotia. Si 27 alumnos no siguen filosofia ni so-
ciologia, ;cudntos estudian exactamente uno de
tales cursos?

Rpta.: 48

En una encuesta a un pueblo de 5 000 habitan-
tes se comprobd que:

e 2 000 personas fuman cigarrillos “Norton”

e 1 200 persenas fuman cigarrillos “LM”
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20.

200 personas fuman cigarrillos “Arizona”y “LM”

* 500 personas fuman cigarrillos “Norton” y
“Arizona”

* 100 personas fuman cigarrilles “Norton”, “Ari-
zona® y “LM”

;Cudntas personas no fuman ninguna de las 3
marcas de cigarrillos?

Rpta.: Informcion insuficiente

Dados los siguientes operadores:

2x + 3,5l x es par

X+ 2, sl X es impar

x-1

, 81 X €s lmpar

2x,sl X es par

Sea:

A={2x/x=,K€ N, K<7}
B={.(2x+1)/x=|@,KeN,K<6}

Hallar: (A A B’), (A A B), ;qué se puede afirmar
de ambos resultados?

Nota: Observar que, para A, K va de 0 a 6,
mientras que para B, Kvade 0 a 5.

De esta forma:

A={7 11,15, 23, 31}

B={7, 22,45, 115}
Rpta.: {11, 15, 22, 23, 31, 45, 115}, son iguales.
Se entrevisto a un grupo de personas acerca de

su preferencia por las marcas de cigarrillos A, B
o G, obteniéndose los siguientes resultados:

e 2 nofuman ni A, ni B, ni C
e 2 fuman A, By C

e 7 solo fuman C

* 5 s6lo fuman B

21.

* 16 fuman B o C pero no A

* 14 fuma A o B pero no C
* 10 fuman A y C
* 3 fuman A y B pero no C

Segun los datos anteriores y respecto a las mar-
cas mencionadas:

a) ; Cuantos fuman 1 sola marca de cigarrillos?
b) ; Cuantos fuman 2 marcas o mas?

¢) ; Cuantos no fuman A o B?

d) ;Cuantos fuman A y B ?

e) ; Cuantos de los que fuman A o C no fuman A
y C?

Rpta.: a) 18 b)17 <9 d)5 e) 20

En una clase de 40 alumnos, se tomd cuatro
pruebas. Los cursos fueron: aritmética, histo-
ria, dlgebra y lenguaje. Todos los que aprobaron
aritmética, historia y dlgebra, también aproba-
ron lenguaje.

¢ 10 alumnos aprobaron los 4 cursos.

* 2 alurmnos aprobaron sélo historia y lenguaje.

* 3 alumnos aprobaron dlgebra y lenguaje pero
no aritrmética ni historia.

* 4 aprobaron lenguaje y aritmética pero no his-
toria ni algebra.

* 10 aprobaron lenguaje pero no algebra.

* § aprobaron lenguaje pero no aritmética.

* 2 aprobaron aritmética v dlgebra pero no len-
guaje.

e Un alumno aprobd aritmética e historia pero
no lenguaje.

¢ 15 aprobaron historia y algebra.

* 6 no aprobaron ninguno de los exdmenes.

» Ningin alumno aprobé lenguaje selamente.
:Cuantos aprobaron lenguaje?

Rpta.: 26
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22. Sean los siguientes conjuntos:

23

A={xx E N, x<5]}

B={xx € N, 2 <x <6}
C={xx € N,3<x<8}
U=ixx € N, x< 11}

Donde U es el conjunte universal.

Ademds, se define los operadores * v <=, vilidos
para 3 conjuntos cualesquiera, verificando que:

M*N#*P = (M- P) U (N' - M) U (P' - N)
MeN=P=(MNN)UNMNP)U P NM)

Siendo M, N, P tres conjuntos cualesquiera se le
pide obtener:

(A*B*C) U (A == B = ()

Rpta.: U={4,5}

x: 81 x =0
Si=n2-n;®={

x-1:six>0

Se define los conjuntos:
A={x-2/xEN,x=2}

B={®/xEF 4=x<-2v2=x<4}
C={®/x = x€Z x<5rx>-5)
U={x/x€Z, 4=x=20}

Ademds, se define los operadores * y A, validos

para tres conjuntos cualquiera. Asi, se verifica
que:

M*N*P=(MNP)UNNMU(P NN)
MANAP=(MNNYNM®WNPYN ENMy
Obtener: (A *B*C)NAABAC)

Rpta.: {-4, -3, -2,-1,2,5,11,19}

24. Si:
A B
C
Si:

(AUBY =90
n(A)=10
n(B)y=12
n(C)=9
n{AUB)=18

i,

ntANBNC)=2

Determinar el ntmero de elementos del area
sombreada.

Rpta.: ©

A un evento deportivo asistieron, entre el
publico, 31 hinchas del equipo local. Se con-
stato ademas que, entre el publico, habia 40
zurdos; y, entre los hinchas, 10 zurdos.

El precio de cada boleto para entrar era de &/. 10.

Sin embargo, estaban vigentes los siguientes
descuentos: &. 5 para los zurdes hinchas del
equipo local, 5/. 2 para aquellos zurdos que no
eran hinchas, y S/. 7 para diestros que si eran
hinchas. Los diestros no hinchas no tenian des-
cuentos.

Si se recaudé /.403, en total.

;cudntos diestros que no eran hinchas del
equipo local asistieron?

Rpta.: 5
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RELACIONES BINARIAS

INTRODUCCION

Cuando decimeoes:

“3 + 7 esigual a 107
“x es menor que 97

“28 es divisible por 77

“4 es la raiz cuadrada de 16”

Estamos sefalando o expresando RELACIONES de
comparacién, entre los elementos de un conjunto de
NUINeros.

Cada caso es un par ordenado que obedece ciertas
condiciones. Las condiciones que debe cumplirse pa-
ra relacionar dos elementos deben ser muy claras y
precisas. Sin par ordenado no existe relacion.

Ejemplos:
i) Sean los conjuntos Ay B:
A=(345, B={1,357]
El producto cartesiano de estos conjuntos es:

A B={(3;1),(3:3).(35),3, 7 & 1), #3)
4, 5), (4,7, (5. 1),(5,3),(5:3), (5. 7))}

Establezcamos condiciones para relacionar pares de
este conjunto. Se formard subconjuntos con las ca-
racteristicas precisas siguientes:

Caso 1:

Que los primeros elementos sean iguales a los se-
gundos. De este modo: (3,3) y(5,5) son dos pa-
res ordenados que configuran una relacién “H”
de pares ordenados cuyos elementos son iguales y
estan incluidos en el producto A . B es decir, for-
man un subconjunto del producto A . B. Luego,
M =1{(3:3),(5 5)} es una relacién de A en B.

Caso2:

Que los primeros elementos sean mayores que
los segundos. De la misma forma: (3;1), (4; 1),
(4, 3), (5, 1), (5,3) son 3 pares ordenados que
cumplen o configuran otra relacion “R”, con las
caracteristicas sefaladas: primer elemento es

mayor que el segundo v estdn incluidos en el
producto cartesiano A . B, formando el subcon-
junto:

R={G 1), 41} 58, (5,1, 6,3}
que es una relacién de A en B.

Caso3:

Que los primeros elementos sean menores que los
segundos lo cual cumplen: (3; 3), (3, 7), 4; 5),
(4. 7). (5, 7) que son 5 pares ordenados, también
configuran una relacién “R” y forman un sub-
conjunto que esta incluido en el conjunto del
producto cartesiano A . B

R H38) LD, G5, D), 4571

que es una relacién de A en B.

i) Un estudiante de Biologia, a fin de investigar la RE-
LACION entre el aumento de peso v 1a edad de los
pavos, pesa un pavo cada mes, desde el mormento en
que nace hasta que adquiere un méxime desarrollo.

La tabla que sigue indica las edades, en meses, y los
pesos aproximados correspondientes a esas eda-
des, expresade en kilogramos.

Edad enMeses| 61 1 | 2 [ 3 | 4[5 |6 |7 |89

Peso en Kg. 01 | 0621|4062 |84 |106(127(14,6]148

La tabla indica un conjunto de “parejas ordena-
das” de nuimeros, ¢l primero de los cuales es la
edad y el segundo el peso; habiéndose formado
una relacién ordenada entre los dos niimeros de
cada pareja.

DEFINICION DE RELACION

Se llama RELACION a cualquier subconjunto de pare-
jas ordenadas formadas por los elementos de dos con-
juntos A v B. También: se llama RELACION de A en B
a todo subconjunto del producto cartesiano A . B.

NOTACION

Dados dos conjuntos A y B, la relacién de un elemen-
to “a” del conjunto A con un elemento “b” del con-
junto B, se denota asi:
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aMlb 6 (a,b)eR
Que se lee: “a estd relacionada con b”.

Puesto que las relaciones vinculan elementos de un
conjunto A con los elementos de un conjunto B, for-
mando pares ordenados, la RELACION también pue-
de escribirse simbélicamente de la siguiente manera:

Mesunarelacionde AenB<=HCA.B

Es decir “? es una relacién de A en B, si v solamen-
te si la relacion M es un subconjunto de A . B”

Nétese que si P es una relacion de A en A, se dice
que $ esta definida en A.

El experimento del estudiante de Biologia, visto
anteriormente, consta de 10 pares ordenados, repre-
sentando la relacion <M contenida en el conjunte:

A (edad) . B {peso):

R ={(0,0,1), (1, 0,60, (2, 2,1), (3, 4,0), (4, 6,2),
(5:8,4).(6;,10,6); (7:12.7), (8, 14,6}, (9 14.8)}

Este conjunto de pares ordenados® se puede graficar
en un Sisterna de Ejes Coordenados; de esta manera,
se representa en la linea horizontal las edades (ele-
mentos del conjunto A) v en la linea vertical los pe-
sos {elementos del conjunto B). Cada una de las pa-
rejas es un punto en el grafico y un par ordenado, al
mismo tiempo.

o

(Rango) |
s

(9, 14.8)

Peso en kg
S
1
1

-——a
1 L
r

L2 3% 3 8 F8 9 10

Edad en meses

(Dorninio)

También se usa el punto y coma ( ; ) para separar los
elementos del par ordenadoe v evitar confusién con la
coma decimal.

DOMINIO Y RANGO

DOMINIO es el conjunto formado por los primeros
componentes de los pares ordenados que forman la
relacion M y se denota: Dom ().

En el ejemnplo sobre el estudiante de Biologia:
Dom {(MR)=1{0;1,2:3:4.5,6,7, 8 9}

RANGO es el conjunto formado por los segundos
componentes de los pares ordenadoes que forman la
relacion <M, v se denota: Ran (h).

En el ejemplo del estudiante de Biologia:

Ran (M)=1{01; 0.6, 2,1, 4,0, 6,2. 84, 10,6,
12,7, 14,6, 14,8}

Ejemplo: Dadoes los conjuntos:

A={1,23} y B={1;2,3,4}

Graficar en un sistema de ejes coordenados los
pares (1, 1),(3; 2) y (1. 4), pertenecientes a A . B,
y hallar su dominio y rango.

Solucion:
Se trata de la relacion: M = {(1; 1), (3; 2), (1, 4)}

El grafico es el siguiente:

¥
{Rango) A
Gl bl
T
,
> | (312)
1 i
| e (1513 |
| |
! i } } =
1 2 3 4 (Dominio)

El dominio es el conjunto de los primeros elemen-
tos de cada par, y el rango es el conjunto de los se-
gundos elementos de cada par en la relacion R,
Por lo tanto:

Dem (R) = {1; 3}

Ran (MN) ={1:2;4}
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DIAGRAMA SAGITAL PROPIEDADES DE LA RELACION DE
ELEMENTOS EN UN CONJUNTO
Es una representacion de la relacion < en el diagra-

ma de Venn, uniendo los pares ordenados mediante H?y cuatro .tlpOS de rela(:.lon eTlmf’ 195 elemen.tc.)s de un
flechas mismo conjunto: Reflexiva, Simétrica, Transitiva y de

Equivalencia (ésta ultima engloba a las anteriores).

Ejemplos:
PROPIEDAD REFLEXIVA

i) Sean los conjuntos: “% es un relacion reflexiva si todos los elementos del

conjunto A estan relacionados consigo mismo, a tra-

A={1;2} y B={a b,c} vés de 7.
Considerando una relacién de A en B, tal como: Simbolicamente, se denota asf:
R =1{(1,2) (2, b) (2,0} N es reflexiva < (a,a) ENRNvVvaEA

Su diagrama sagital sera: Ejemplos:

i) Sea el conjunto: A = {1; 2, 3, 4}

Si la relacién esta expresada por:
A B
oa A=101;13€22)033),(£4 1
]_. /
RS B oh (Rango)
a—J N\

4 fommmmmmmm s ,

1

]

i

Donde: Dom = {1; 2} y Ran ={abc} e E

)

ii) Sea el conjunto: B ehmma——— l i

i ]

I 1

A={a e i, b, e d} E i

[ peians i i

Si se define en el conjunto A, la relacion: “ El primer i | i
componente una vocal fuerte y el segundo compo- i i ! <
nente una consonarte”, entonces: 1' 2' : -

3 4 {Dominio)
M=1{(ab) (ac),(ad) (eb) (ec), {ed)]

El diagrama sagital correspondiente es, simplemente: Bl dizgeamasagital sorrespondiente e
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#) Decir si la relacion 3 es o no reflexiva. Ejemplos:

R={(a,a)(b,b)(cd)} i} Seael conjunto: A=1{1;2;3, 4}y lasiguiente
relacidn simétrica:

R={(1,2),(21),(1;4), (4 1)}

Que puede ser representada en el plano de ejes
coordenados como sigue:

{Rango)
4 t--mme(1;4)
I
Esta relacién no es reflexiva, porque el par orde- i
nado (c,d) no cumple la relacion: “consigo mis- B !
mo”. i
|
iii) Sea el conjunto: Raas 11 2)
L]
]
A ={ Chucho, Jacinto y José } 1 E (2,1 ¢ 1
i I !
y una relacién en A, definida por “le gusta ju- i i |
gar consigo mismo”. Entonces, la relacion i | i | )
corresponde al siguiente conjunto: ! 1 2 3 4 (Dominio)
$ = {(Chucho, Chucho), (Jacinto, Jacinto), La relacién R también se puede graficar sagital-
(José, José)} mertte Como:
Que se puede graficar en un diagrama sagital como A
sigue:

Chucho Jacinto

Por otro lado la relacién:

R={(1,2), (1), (32}

PROPIEDAD SIMETRICA A

“ es una relacién Simétrica si siempre que un ele-
mento del conjunto A estd relacionado con otre del
Mismo conjunto a través de N, este ultimo, a su vez,
estd relacionado con el primero a través de M7

Simbdlicamente se denota asi:

Messimétricae (a,b)E Ra(ba)eENR
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No es simétrica porque: (3; 2} € R pero (2, 3) € K.
i1} Sea el conjunto: A = {Pedro, Juan, Andrés}

Se ha establecido una relacion de simetria 9"11 en
A, definida por “viven en el mismo barrio”.

A, = {(Pedre, Juan), (Juan, Pedro),
(Pedro, Andrés), (Andrés, Pedro),
(Juan, Andrés), (Andrés, Juan)}

Es decir, Pedro “vive en el mismo barrio que”
Juan, entonces Juan “vive en el mismo barrio
que” Pedro; Pedro “vive en el mismo barric que”
Andrés, luego Andrés “vive en el mismo barrio
que” Pedro; Juan vive en el mismo barrio que”
Andrés, luege Andrés “vive en el mismo barrio
que” Juar.

En un diagrama sagital:

PROPIEDAD TRANSITIVA

“R es una relacion transitiva cuando siempre que un
elemento del conjunto A estd a su vez relacionado
con otro, v éste esta relacionado con un tercero, en-
tonces el primero estd relacionado con el tercero, a
través de 7.

Simbolicamente, se denota asi:
Si@befah,ooER=@c)ENR

Ejemplos:

i) Sea el conjunto A = {1; 2; 3; 4}

Y una relacién en A definida como:
que”. Entonces:

“es mayor

A =1032),(21),(31))

En el diagrama sagital:

Notese que el elemento “3” estd relacionade con
el elemento “1” de dos maneras; una directa y
otra, indirecta.

Sin embargo la relacion:

N, ={4,2), (2, 1), #; 1), G D}

No es transitiva, porque ¢l par ordenado (3;4) €

Ry, O 2) ENypere (3 2) ER,,

i) Sea el conjunto: A = {Pedro, Juan, Andrés}
Y, una relacién transitiva en A, definida comeo:
“juega por el mismo equipo que”.

R = {(Pedro, Juan), ( Juan, Andrés),
{Pedro, Andrés)}

Que, en el diagrama sagital se grafica como sigue:

Pedro ®

e
Andrés

RELACION DE EQUIVALENCIA

“M de A en A es una relacion de Equivalencia,
cuando es reflexiva, simétrica y transitiva
simultaneamente”.
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Ejemplo: Establecer sl son o ne transitivas.

Sea: N = {Pedro, Juan, Andrés}); pasajeros de un
avion. Se cumple que $:

Solucisn:

En R, tenemos:

1) Es reflexiva porque cada uno paga su pasaje. (LLER A (LDER = (1L ER,

2) Es simétrica porque “Pedro”viaja en el mismo

. o 5 i s . (L2)ER A (2, 2)ER, = (1;2) ER,

avién que “Juan” y “Juan” viaja en el mismo
avion que “Pedro”™. H3ER A G DER = 4, 1) ENR,
3) Es transitiva, porque si Pedro viaja con Juan y GDER A (LDER = (3, 1) ER
Juan viaja con Andrés; entonces, Pedro viaja G DER A(LDER = (3.2 ER
con Andrés. ’ L ' 1 ’ .
A 1reR & s ljER = th 1) EHR,
NOTA HDER & (LDER = (HLVEH,
* La ighl.}aldad de .nl.’lrnerf)s naturales cumple una (4:2)ER. A (2:2)ER. = (4. D ER
relacion de equivalencia. 1 L 1
* La congruencia de tridngulos mantiene una 3y 2reEd » Q32 E R = (312) €H,

relacién de equivalencia. .
I i i} Rpta.: R, es transitiva.
e La relacidén “menor” para nimeros naturales

no tiene una relacion de equivalencia; no es
reflexiva ni simétrica.

En .gﬁz tenemos:

(2, 1) €ER, A (1;3) ER,, pero (2;3) € R,, por

¢ Larelacién “amigo de” no tiene una relacién de 1 : g
o que no se cumple la propiedad transitiva.

equivalencia; no es “rigurosamente” transitiva
(Los amigos de mis amigos no necesariamente Rpta.: h, no es transitiva.

som mis amigos).

3.- Para el conjunto: A = {1; 3; 5}
definimos la relacion:

A= {1, 3:3), (5.5, (1;3), 31D}

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar el dominio y rango de las relaciones en A:

verificar si es de equivalencia.
A ={1,23 4,5}

R =l{x,y)EA Alx+y=T7} Selucidm
R,={(xy)EA Alx+y=4) En A notamos que:
Solucién: a) Tiene entre sus elementos a todos los pares de

la forma (x, x), donde x € A. Por lo tanto R

R, = 1(2,5, 34, 5, 2), 4; 33} es REFLEXIVA.

R, =11 1,1 2), (1 3), (2, 1) (25 2), G D)) b) Tiene como elementos dos pares de la forma
Rpta.: (x, vy}, (y, x), donde x E A A y EA. Por lo

tanto, R es SIMETRICA.
Dom (.SRI) ={2,3,4, 5}y Ran (5}{1) =123 4 5}
c) & también es TRANSITIVA, dado que:

(LLDeRA (1,3)ER = (1;3)ENR
3:3)eERNA 3G 1HER = B 1HENR
=
=

Dom (.SRZ) =1{1,2,3} vRan (5}{2) ={1; 2; 3}

2.- Dado el conjunto:

vy las relacione[:‘={1;2; S Lls B) =it (8 LhEiR ;1) &N

R, = (15 1), (1 2), (4 3), (D), G: 1), G 2), L3 DEL S LFE = (XL ED
4, 1), 4, 2} B LeRA (13ER = 33)ENR

Ry= WLy 1D 11025 70,45:. 53, (1y 1), {1y 303 . R es una relacion de equivalencia.
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4.-Sea B=1{1,2,3,4} y las relaciones:

H =1z € B By =z}

M,={(xy) € B.B/y<x]

M,={(xy) € B.B/x<y]
Hallar: n(®,) + n(A,) - n(N )
Solucion:

Conviene escribir todas las relaciones por exten-
sion, con la finalidad de averiguar su cardinal:

My = JE LAy iRt d))
= n:)=4

R, = K2, 04081568, 2), (4 1), (4; 23, (4,334
= n(i,)=6

M, = {01523, (15 3),(154),(2; 3),0204), (314}
= n(R,)=6

R +n @A) -nR)=6+6-4=8

Rpta.: 8

5-%a A={xeEN/x=09}

R={(x.y)EA2/y=x2}
S={xy)EAY y=2x}
T={(x,v)EA/ x<4ry>7]

Hallar n(R) + n(S) + n(T)
Solucién:

Por conveniencia, expresamos los conjuntos por
extension:

A={0;1,234,5,6,7,89}
S5iy=x%
R={(0;0),(1; 1),(Z4), (3, 9)}
=n(R) =4
Sl y=2x:

S={(0,0), (1,2}, (2, 4), (3. 6), (4, 8))
=n({S)=5

Si x<4ay>T:

T =1{(0; 8), (1, 8), (2, 8), (3; 8),

en(T)=8 (0;9),(1;,9),(2,9, (3:9)}

s nR+n®+n(M=4+5+8=17

Rpta.: 17

EJERCICIOS PROPUESTOS

LS R={Eyv)EN.N/x+y=6)

Hallar el namero de elementos del rango de la re-
lacion .

a)5s b) 6 CHi d) 8 e) 9

2. Dada la relacion:

R={lxy&E N/x+vy=5]}
Hallar: Dom (M) N Ran (R)
a) {2; 3; 4} b) {1 2; 3; 4}

c) {1; 2,3, 4, 5} d) {0; 1 2 3; 4, 5}

e) {1, 4}

3. Sea la relacion H definida en los ntmeros natura-
les por:

R={(xy)EN/x+3y=12}

Determinar;

Ran () - Dom (N)
a) (6, 9; 12} b 12 34}
c) {2; 4} d) {T; 2,4}
) {3 6,9}

4. SR ={(x;v) EN/x + 5y =15]

Hallar el namero de elementos de
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Ran (h) N Dom (R). B={x&E/Z/-2=<x<2}

ok £ i el 0 Se define la relaciéon R siguiente:
5.SeaA =1{-2.-1,0,1; 2} R={xy) EB.A/2x <y}
Hall .
Si R=lxy) EA /2 +v'=5] ARG
a)0 b) © c) 8
Hallar;: Dom (1) - Ran ($h)
dy 7 e) N. A.
a)A by {-1: 2} c) &
11. Se define las relaciones:
d) {0} e) -2y 1,-1; 2}

R =1{(1,2), 2, b), G, o), 3, d), 4 D}

foA 3_
G5 A= el =] R, = (o 2), (e 3) (e 4, (d, D)

=iy €A%/ y =% XY ER, & (x,2) ER A (zy) ER,
Bl Hallar: Ran ( ,) - Dom ()
3 b4 5 d6 a7 a) {1; 2} b) {2} erfli2 )
7.5 A={xEN/x=2} el Pt e) @
B=i{x€Z/-2<x<1] 12. ; Cuales de las relaciones siguientes son de equi-

; " . . .
: Cudntas relaciones diferentes de A en B existen? valencia?

[. Larelacién de igualdad para conjuntos.
SO k)6 c) 36
II. La relacion de perpendicularidad para rectas

d) 64 e} Ninguna de las anteriores en el plano.

) ) [1I. La relacidn menor para nimeros naturales.
8. Si el namero de elementos del conjunto A es 9y

el namero de elementos del conjunto B es 10. a) Todas b) Sélo 1 c) Solo 1y I
¢ Cual es el namero de elementos del conjunto po-

tencia de A . B? d)Sélo Iy II e} Solo 111

a) 90 h) 902 c) 220 13. Sea R = {(x,v ) EN?/x, v es par}

) ) Se afirma lo siguiente:
d) 21 e) Ninguna de las anteriores
I. N es reflexiva

9.5¢a B =1{1;2; 3, 4} v las relaciones: Tl 95 i e e

H =tz yeB Blyg=x] III. R es transitiva
S e e BB v = ;Qué afirmaciones son verdaderas?
R,={x,y) EB.B/x<y} a) S6lo 1 b) Solo 11 ¢) Solo 111
Hallar: n(®,) + n(®,) - n(R,) d) 1y 11 e) [ Iy Il
a) 12 b) 6 c) 4 d) 8 e) 10 14. Consideramos las siguientes relaciones defini-
das en Z:

10. Sea: A={xE N /4 =x <3} R= 12 3), (4 6), (9: 3), (5: 13), (8 9)}
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S =162, 4, (4, 6), (8. 9}, (6;4), (5; 127}
;Cuantas de las siguientes afirmaciones son ver-
daderas?

L. (=3 e@ins)
I #6)ERNS)
. (5;13)€ (R -9)
IV. SC{RUS)

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) 0
15. Sea el conjunte T ={2; 3, 4}
5 L =iz gleTiyssl
H = {(x,y)ET /y=x]
Rt pelf/iy-x-1-0}
Hallar el valor de:
() + n(A,) - n(R,)
a) ll b) 9 c)8 dy 7 e)4

16. Sea R, = {(x, y) EN/x*-2x =y A 0<x <5}

Sip es la suma de los elementos del dominio de
M,y g la suma de los elementos del dominic de

&, donde:

R={xypeEN/(FxIER]

Hallar el valor de: 22 2
q

a) 22 b)75—8 el

d) 20 e) N. A.

17. Dado el conjunto A = {x E N/ x* = 16, x = 0}

Se define la relacion:

R=lxyrEA/ x=y v x+y=3]

;Cuales de las siguientes afirmaciones son ver-
daderas?

I N esreflexiva
II. N es simétrica

I11. N es transitiva

a)Solo [y I ¢) Todas

d) Sele T

b) Solo I y 111

e) N. A.

18. Sea A = {-2; -1; 0; 1, 2}
o=,y EAMy-x-2= 0}
R,={x,)EA*/y-x*=0}

Hallar la suma de todos los elementos de los pa-
res ordenados comunes a R, y R,

b) 4 c) 0
e) N. A.

a)6
d)3
19. S1A=1{2,3,5,8,10,12}
5}{1 = {(x,;y) EA . A/ x es numero par A X = y}
R={(xy)EA A/x=2y+2}
:Cudntas de las siguientes afirmaciones son falsas?
L. R, tiene 9 elementos.
II. N, tiene 4 elementos.
%, N%K, -2
IV. ;, no es simétrica
a)0 b1 c) 2

d) 3 e) 4

20. Se define los conjuntos A, B v C de la siguiente
MAanera:
A={xeENR/2x-1 =%}
B=
C={xeZ/x 1}
Determinar: (A UB) N C

a)B byA c¢)ANB
DANB A
s CLAVE DE RESPUESTAS
Iy 2iD 3) D 4)D 3y €
6) D 77D 8C 9D 10)C
11)B  12)B  13)E 14)B 15D
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FUNCIONES

Tedas las clencias utilizan la matematica, esenclal-
mente para estudiar relaciones. Los fisicos, inge-
nieros, biélogos v, cada vez mas, los economistas,
los psicologos v otros especialistas, buscan discer-
nir las conexiones entre los diversos elementos de
su campo para llegar a esclarecer y comprender
por qué esos elementos tienen determinade com-
portamiento.

En el capitulo anterior se estudio las relaciones bi-
narias de conjuntos en términos generales; en este

capitulo estudiaremos una relacién especial deno-
minada FUNCION.

DEFINICION DE FUNCION

“Una funcién de A en B es una relacién que asocia
a TODO elemento del conjunto A con UN SCLO
ELEMENTO del conjunto B”. Se denota del si-
guiente modo:

t: A=8B
Y, se lee: “f es una funcién de A en B”.
Ejemplo:

Sea un conjunto A de animales y un conjuntoe B,
de coberturas.

A = {ave, carnero, chancho}
B = {pluma, lana, cerda}

La siguiente es una relacion de pares ordenadas
que forman una funcion:

f=1{a,p), (D, (ch, )}

Cuya representacion en un diagrama sagital es
como sigue:

f
A B

P il

aves 'pluma
carnero® ——————————3olana

chanchoe £— 3 ecerda

Como se ve, esta relacion asocia a cada animal del
conjunto A con un tnice elemento del conjunto B.

Es logico que no se podria relacionar, por ejemplo,
aves con lana.

No toda relacion es una funcién, como puede apre-
ciarse en los sigulentes ejemplos:

Sean los conjuntos:

A={1,2,3} B={a,b,cd}

B =l Loadl (2., (8 ek

A B

ST ES UNA FUNCION: notese que B (rango)
tiene un elemento que ha quedado sin relacionar,
lo cual no invalida la funcién.

i) £=A(1,2),(2,2), (3. )}
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SI ES UNA FUNCION: pues se cumple los
requisitos de una funcidn, atn cuando a € B se
ha relacionado con 2 elementos de A al mismo
tiempeo.

)

NO ES UNA FUNCION: porque no cumple con:
“asociar a todo elemento de A con UN SOLO ele-
mento e B”. Aqui un elemento de A, el “17, estd
asociado con DOS elementos de B.

iv)

e LE|
2w 4 B e]
e . eC

od

NO ES UNA FUNCION: porque no cumple corn:
“asociar a TODO elemento del conjunto A ...7,
puesto que “1” no estd asociado con ninguno de B.

Regla correspondiente

Tomando como referencia el ejemplo (i) se
encuentra que:

A1 le corresponde a, se denotal (1) =a, vy se lee
“tdel igual a”.

A 2 le corresponde b, se denota f(2) =h, v se lee
“t de 2 igual b”.

Del mismo modo: f (3) =¢
En general se escribe: f (x} =y

donde “x” es cualquier elemento del conjunto A;

mientras que “v” o “f” {(x), es el elemento corres-
pondiente del conjunto B. Es decir:

En términos graficos:

A B
f
dominio rango

xEA  f(x)EB
DOMINIO Y RANGO

En toda funcion de A en B : se llamma DOMINIQO, o
conjunto de partida, al conjunto de todas las prime-
ras componentes; v se llama RANGO, o conjunto de
llegada o imagen, al conjunto de las segundas com-
ponentes de los pares ordenados que pertenecen a la
funcion f.

Ejemplos:

i) En la funcion: f={{ 1,a ), ( 2, b), ( 3, ¢ )}, de-
terminar el Dominio y el Rango.

Solucién:

El DOMINIO de fes: A = {1; 2; 3}
Se denota: Dom (fy = A =11, 2, 3}
o: DOMINIO() = {x/x € A}

El RANGO de fes: B={a, b, c}
Se denota: Ran (fy)=B={a, b,c}
o, también se denota asi:

Ran (f) = {y/y =1{(x) EB, xE A}

ii)Sea g: N = N, una funcién definida por la
ecuacion: g (x) = x + 3. Encontrar su dominio
¥ su rango.
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Hacemos el cambio de variable y obtenernos:

NOTA

g (x) =x+3, es lo mismo que: y=x +3 fp)=3(p+1)+6
t(p)=3p+9

Solucion:

Recuérdese que N representa el conjunto de los EJERCICIOS RESUELTOS

niumeros naturales; es decir: 1.-Sea f: € = @I definida por la ecuacién:

N={0;1;2;34,; ..} f(x)=mx+b, sif{1)=2, {{-1)=0
For lo tante: Hallar m y b.
Dom (g) = Y
Solucion:

Tabulemos algunos valores para intentar ver cual

es el rango. Reemplazando sucesivamente “x” en la Sif(l) =2 = m+b=2 (L
ecuacion g(x) = X + 3, se tendra sucesivamente. SE(1)20 = -mabe0 )
g{0 =3, g(li=4, g)=5 g(3)=6,
g =7, ... Rpta.: Resolviendo (1) y (2), encontramos que:

' m=1,b=1.
Advertimos que:
Ran (g)=1{3.4,5,6,7;....)={nEN/n=3} 2-5if(x)=2lx -7

gix) =3x2-2

iii} Hallar el dominio y rango de la funcién b : 7 = [,
definida por2 la ecuacién: h (x) = x2, o, simple- Hiaftar: B = f(2)+ g04)
mente: v = X

e Solucion:
Solucién:

{0y = 21 (o) F =48
Recuerde que Z representa el conjunto de niime- 2 87

ros enteros, incluyendo los negativos. A manera g(4) = 3(4)> -2 =46
de descubrir un patrén, tabulemos para:

E=f(-2) + g4)

x=-3, x=-2, x=-1;
X=0 %=1 =2 %=3 E=-49 + 46

5

lo cual nos da el siguiente resultado: Rpta.: E= -3

h(-3) =9, h(-2) =4; h(-1)=1; h(0) =0,
3-5i: £ b)= V2 Vaby(a'h),

h{l)=1:h(2Q)=4h 3)=9
Por lo tanto: Hallar (2, 3).
Domih} = Z y Ranth) = {0, 1,4, 9; ... }; Solucion:

o, simbaélicamente: P33 = \jz 3 2.3) (2. 3)

Ran (h) = {x2/ x € N}

3 N
v) Sea f: R = R una funcién definida por la ecuacion F(2:3)=¥2V2°.3°= N2 L2332

f(x-1)=73x+ 6. Hallar f (p).

f(2:3)=22.3=12
Solucién:

Para resolver este problema empleamos un artifi- Rpiead (000d = 12

cio que se usa mucho en matemnatica; es el cam-
bio de variable. En este caso, llamamos: 4.- Sea f una funcion lineal, tal que:

x-l=p . x=p+l f(x)=mx+b
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Se cumple que: Solucién:

{(a;2a-1)(-a;-2a-1)} C{ De los graficos, deducimos que: a=2,b =4,
s ey, v que: Dom(f) = {1, 2; 3; 4}; Ran(f) = { 2, 4, 6, 7}
Solucién: - Dom(f) N Ran(f) = {2; 4}

Como el conjunto de pares ordenados esta inclui-
do en “f”; entonces, calculemos los valores de m
y b, reemplazando los pares ordenados en la fun-
cion. Asi: g

7

6.- Revisar los gréficos siguientes:

para X =a, X=-a

fla) =2a-1 =ma+b b=-1 De o
f(.a)=-2a-1=-ma+bh m=2 e ><-6

Por lo tanto, la funcién queda definida como:

f(x)=mx+h
[(x)=2x-1
parax=2
f2)=4-1=3 1T
Rpta.: (2) = 3 AT
5.- Analizar los graficos mostrados a continuacién v 37
hallar Dom (f) N Ran (f). 5
i |
A L9 |
- —
. 1 2 3 T
2e > o
30 ——————— . Calcular el valor de:
4e ~d _fM g
fG)+gt3BY
Solucion:

De los graficos:

f(1)=5, ¢g53)=4
t3)=2;, g(2=6
Por lo tanto:

5+ g(5) 3+

= = 9/8
X 2+g(2) 2+6

Rpta.: 9/8
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7.- Dadas las funciones f y g definidas en los diagra- Reemplazamos en E:
mas mostrados a continuacion. Hallar el valor de: -
+
f(1) + g 3) S+
[g(1)) + [ (g2 ]
8.- En la figura mostrada a continuacion, hallar el
i valor de:
5+
f(2)+13)

f(x)
6 |
5 4
g
r e ™ 4
le o) 2
Js ——————————3= 3 1
(2 |
T X
1 2 3 5
Resolucion:
Del grafico (1): Del grafico (2): Solucien:
Del grafico:
ty=2 g(ly=5
f(3)=1 g(2)=3 f(5)=3 f(2y=2
L) =5 g(3)=2 f(1) =1 f(3) =6
Dadoe que: . 301 41
T 2+6 8 2
t(gl))=1(5)=3
flg2))=13)=1 Rpta.: 172
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EJERCICIOS PROPUESTOS

CSif(x) =x2 + 2x - 3, entonces:
f(-1) + (1) - f(0) =7

a)-7  b)-3 c) -4 dy1 e) -1
.51 R = R, funcion definida por la ecuacion:

f{x)=mx+b, m=0.
Si f(1)=2 y f(2)=5. Hallar: 3m-2b=7

a) 7 b) 9 c)8 d) 11 e) 10

N fun e ualetnida o B i

[x)=3x+6

f(1) + f{f0N
)33

Hallar:

a)30  Dh)3l d) 32 e) 28

LSea ll =4
fix)=y=ax+b; a,bERN
Sif(1y=2,1(-1) =4, {{a) = 4; hallar a + b.

es decir; tanto el dominio como el rango éstan
definidos como numeros enteros.

a) 4 b) 5 c) 6 d) 3 e) 2
. Sea f una funcion definida por la ecuacion:
f(x) = 2x + 5, hallar:
f(X+2h)-f(x);h#0
4h
a) 1/2 b) h/2 c)h
dy1 e) NLA.
.S1 g (x) = 2x + 6, evaluar:
g{x +h)-glx-h) a0
2h
a)2 b)2h c)2h ) 4h e) 4

. Hallar los valores de a y b, si:

A=1{(2,3), (-1, 3),(2; 2a-b);(-1; b - a),(a + b a)}

a) (0; 1)
d) (6, 7)

b) (1;3)
e) (8; 11)

c) (2, 1)

8. En el problema anterior, calcular Rango(A).

a) 15 2} b) {-3; 5; 2} )G

dy {-3; 1; 2} el {3715, 81

§. Calcular el valor de

_ f2b+1) + f2b-1)
S s )

Considerando que:
() =b
fla+3)=4b+ 2

A

a— - t

1

1

i
1 3 2a
a)l b) 36 c)0

dy 16 e) N.A,

10. Si: f(x) = x

y: g +h(x))=3x+4

fig () - his) y= =-2
Calcular: g (h (1))

a)4 b) 8 c) 9 d)6 e)3

11.%ea A = {1; 2; 4} v f una funcién definida en A
por:

f={(1,3), Q;a), (a+1;2), (1;b-1)}
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Hallar: f (1) - (2) + { (4)

a)6 b) 5 cy4 d)3 e) 2

12. Dado el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5} se define las
siguientes funciones:

f={(1;4), (& 2), (4: 1), (3; 7), (2, 3)}
g=1(1,2), (3:3), (4, 3), (5:5), (2, 5), (L;a-¢)}

Hallar: 3a - 2¢

a) 0 b) 15 c) 10
d) 20 e)9
13. Se define en R la funcién f segin:
fx+1)=2x+1
Hallar: M
a)-11 b) 2 c)-11/2
dy 11 e) NLA.
14,51 fix+2)=3x+7
f h) -f
Hallar: M ,h=0
h
a)h b) 3 c) 3h
et - ¥ oNa

15. Sea una funcion definida por la ecuacion
(1 -x)=x+ 2 hallar {{({-x))

a)-x b) x+6 )

dyx-6 e) N.A.

——
16. Dada la funcion: f{m) =\]8rn

Hallar f reducida a su minima expresion.

a)3m b) -8m o)

d)-2m e) N.A.

17.Dadof (x)=nx+b;n ER, b E R, si se sabe

que:

f (f (0))=bn
El valor de f4 (f2 (1)) es:

a) 2 b) 6 c) 8 d) 4 e) 0

18. Sea f una funcién tal que:

1
£ = ——

Si £ (=0, () nEN

Entonces hallar fs (31).

a)26  b) 31 c) 29 dy 27 e) 35
19, Seaf(m)=2f(n-1)-1,nE #*
Hallar: £ (f (40) ), sif(0) =1
a0 b) -1 c) 40
di)l e) NLA,
20.f(x)=ax’+bh
fd(x)=8x"+24x? + ¢
Hallar: ¢ - (a + b)
a)26 b) 16 c) 30 dy 22 e) 31
CLAVE DE RESPUESTAS
1) E 2) D F i 4)E 5)D
6) A 7VE 8B  9A 10)C
JEL 12) E 13) D 14) B 15) A
16) C 17)«C 18) B 19) D 20) B
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SISTEMA DE NUMERACION

La Numeracion es la parte de la Aritmética que estu-
dia las leyes y convenciones sobre la representacion
de los numeros.

En particular, la numeracién escrita, a diferencia de
la numeracién hablada, nos ensena a representar los
numeros mediante simbolos, propios de cada sistema
de numeracién.

(QUE ES UN SISTEMA?

“Un sistema es un conjunto de reglas o principios so-
bre una materia, enlazados entre si”.

¢QUE ES UN SISTEMA DE NUMERACION?
Es el conjunto de leves y convenciones que se utiliza
para representar a los nimeros. De esta manera, un
sisterna de numeracién define aspectos tales como la
base numérica y la posicidn u orden de los digitos.

Orden.- Se llama orden al lugar que ocupa cada cifra
dentro de un numero. En todo sistemna la numera-
cién se efectia de derecha a izquierda. A la primera
cifra de la derecha que ocupa el primer orden, se le
llama cifra de las unidades simples.

Ejemplo:
El ntimere 6 824. La unidad de orden simple es el

4, v la de 4° orden es el 6.

ORDEN

derecha

4;3 30 20 10

zquierda

& | 8 2 4

En cualquier sisterna de numeracion las cifras tienen
2 valores: un valor absoluto, que corresponde a su
valor nominal come cifra independiente; y, un valor
posicional, que depende de posicién u orden que
tenga dentro del nimero.

Ejemplo:

El numero 111. La cifra “1” del extremo izquier-
do con valor absoluto igual a “1” representa tam-
bién, por su valer pesicional “una centena” en el
sistema de numeracién decimal.

BASE DE UN SISTEMA DE
NUMERACION

Es el numero de simbelos o cifras distintas entre si,
usados en el sisterna. Este niimero ademaés indica la
cantidad de unidades de un orden cualquiera que se
requiere para formar una unidad de orden inmediato
superior; asi, nuestro sistema se llama DECIMAL o
de base 10, porque con 10 unidades de 1° orden se
logra una unidad de 2° orden; con 10 unidades de 2°
orden se logra 10 unidades del 3° orden y asi sucesi-
vamente. Del mismoe modo, en el sistema octal la ba-
se es 8, porque con ocho unidades de un orden cual-
quiera, se logra formar una unidad de orden inme-
diato superior.

= Unidad de 1° orden (simple)

= Unidad de 2° orden (decena)

A = Unidad de 3° orden (centena)

= Unidad de 4° orden (millar)

40 30 20 1 o]

\ T

BASE 10

En el sistema decimal, de acuerdo al orden que ocu-
pa una cifra, toma el nombre de unidad simple, de-
cena, centena, millar, etc. Emplea cifras del 0 al
9(diez cifras).
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BASE 8

También denominado sistema octal. Emplea cifras
del 0 al 7(ocho cifras).

= Unidad de 1° orden (simple)

= Unidad de 2° orden

. = Unidad de 3° orden

= Unidad de 4° orden

40 30 20 10

Aqui, 8 unidades de 1% orden hacen una unidad de 2°
orden; 8 unidades de segundo orden hacen una uni-
dad de 3° orden y asi sucesivamente.

FORMACIC)I\J DE UN SISTEMA DE
NUMERACION

Principio Basico

“En un sistema de base N, toda cifra escrita un lugar
a la izquierda de otra tiene un valor mayor de acuer-
do al orden que representa la cifra de la derecha™.

REGLAS FUNDAMENTALES

1° En todo sisterma de numeracion existe la cifra no
significativa “cero”.

2° En todo sistema de numeracién, solo existen tan-
tas cifras diferentes entre si como lo indique la
base ¥ con ellas se podra representar cualquier va-
lor numérico. Por ejemplo; en el sistema decimal,
cuya base es 10, se usa sélo 10 cifras para escribir
cualquier ntimero. Estas cifrasson: 0,1,2,3,4, 5,
5, 7,189,

3° En todo sisterna de numeracion, el maximo valer
abseluto de una cifra es una unidad menos que la
base.

NOTA

La base en que esta expresada un numero
debe anotarse a la derecha de éste, en medo
suscrito. La tinica excepcién permitida, es
para numeros en sisterna decimal o base 10.

Ejemplos:
278, base9
1420, base 6
10101001, base 2
925 base 10

TEOREMA
En todo sistema de numeracién, el ntimero es igual a
la suma de los valores relativos de sus cifras.
Ejemplo:
583 = 5 centenas + 8 decenas + 3 unidades simples
583=500+80+3
583 =583

DESCOMPOSICION POLINOMICA DE
UN NUMERO

Es el procedimiento de cilculo que permite determi-
nar la cantidad de unidades simples que posee un
numero ¥ con ello su valor real. Consideremos el nua-
mero abed,

En tode sistemma de numeracion diferente al deci-
mal, los ndmeros se leen cifra por cifra de izquierda
a derecha.

abecd &5

Unidades simples o de 1°orden (N? veces)

Unidades de 2° orden (N* veces)

» Unidades de 3° orden (N? veces)

s Unidades de 4° orden (N> veces)

Entonces les valores relatives de las cifras serdan: d;
c.N; b.N? y a.N?, v el nimero serd igual a la suma de
los valores relativos de sus cifras:
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abed =

- La.N-” +bNZ+c N+ dJ

descomposicién polindmica
La expresion abed o S¢ llama forma polinémi-
ca del namero.
Ejemplos:
i) Descomporner en su forma polinémica, el no-
mero 368 de base 10:
368=3.102+6.10+8
368=3.100+6.10+8
368 =300 + 60+ 8
368 = 368

ii)Descomponer polinémicamente, el namero
265 de base 7:

2657=2.72+6.7+5
265,=2.49+46.7+5
265, =98 +42 +5

265, = 145

Caracteristicas de la forma polinémica de un
nimero

1) Todos los términos son positivos.

2) El polinomio es ordenado respecto de la serie de
potencias de la base.

3) La descomposicién de un numero en su forma
polinémica nos permite determinar el nimero de
unidades simples que posee dicho numero.

Generalizacién del método practico para
descomponer un nimero en su forma polinémica
En general para descomponer un ntamero en su for-
ma polindmica, la regla practica dice lo siguiente: “Se
toma la primera cifra de la izquierda y se multiplica
por la base del sistema elevado a un exponente igual
al ntmero de cifras que le siguen a la cifra tomada, a
este resultado se le suma el producto de la segunda
cifra multiplicada por la base del sistema elevada a
un exponente igual al namero de cifras que le siguen
y asi sucesivamente”.

En general, descompondremos el niumero

abc ...xyz, de la siguiente manera:

N)

Abe o BPFy =B I, NS geg RS2 0
f——— 24
“m” cifvas Xx. N +y. N+z
Ejemnplo:
Descomponer polindmicamente abc de base n

abc. = a.n’+b.n+c

PRINCIPALES SISTEMAS DE
NUMERACION

SISTEMA BINARIO

El sistema de base 2, es el mads simple de los sistemas
de numeracisn. Lo usaron los pueblos mds primiti-
vos v lo usan hoy las mds modernas maquinas de cal-
cular. El sistema no se presta para representar nume-
ros elevados. Pero, ésto no fue inconveniente para los
pueblos primitivos, que raramente tenian necesidad
de contar mas alla de 5; ni tampoco para las maqui-
nas de calcular electrénicas, que compensan lo pe-
quetio de los numeros binarios con la grandisima ve-
locidad de su conteo. Con este sistemna, las operacio-
nes aritméticas, son de una simplicidad extraordina-
ria pues s6lo se utiliza las cifras 0y 1.

Ejemplo: 5 lapiceros en sisterna binario: 101
que se lee: “2 pares y 1 lapicero”

@

SISTEMA QUINARIO

Es el que directamente deriva del contar con los de-
dos; su base es 5, 0 sea “una mano entera”. En este
sistema se cuenta: uno, dos, tres, cuatro, una mano,
una mano y uno, una mane y dos, una mano y tres,
y asi sucesivamente. Se utiliza s6lo los numerales: 0,
1,2,3v4.

Ejemplo: 1 mano y 3 tizas = § tizas,
2 manos de plitanos = 10 platanos.

SISTEMA VIGESIMAL

O tetraquinario, derivado del sistema quinario, y por
lo tanto es un sistema mixto; considera come base el
numero 20 (dos manos y dos pies, “un hombre ente-
re,” como llaman al 20 muchos pueblos que usan es-
te sistema).

Ejemnplo: 1 hombre entero v 1/4 de hombre ente-
ro de libros = 25 libros.

Dentro de cada veintena sin embargo, continta vilido
el sistema quinario; por lo tanto se cuenta: uno, dos,
hasta cince, cinco y uno, cinco y dos, etc hasta veinte.

SISTEMA DECIMAL

Ultimo descendiente del sisterma quinario, ha sido
adoptade por todas las grandes civilizaciones del
mundo Occidental, y es atn hoy nuestro sistema. Lo
estudiaremos mas adelante, en forma exhaustiva.
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OTROS SISTEMAS

Ternario, Cuaternario, Senario, Nonario, Undecimal,
Hexadecimal, Sexagesimal, son sistemas cuyas bases,
respectivamente son: 3, 4, 6, 9, 11, 16, 60.

Otros sistemas de los cuales aun quedan rezagos son
los sistemas derivados del sistema binario, como los
de base 4, 8, 12. De este ultimo sistema atn estan en
vigencia algunas unidades como “la docena” o “la
gruesa”, que se utiliza para contar huevos, globos,
plumillas ¥ algunos otros objetos. 1 docena equivale
a 12 unidades y 1 gruesa equivale a 12 docenas = 144
unidades.

Convencion

Cuando se trabaje en sistemas cuyas bases sean
ignales o mayores que 10y los numeros 10, 11, 12,
etc. sean cifras, se utiliza la siguiente convencion
para representarlos con un solo simbolo:

a=10 p=11 y=12 &=13,...
o, tambien:
=110 b=11 Bum d=13,

NUMERACION DECIMAL

Dentro de los diferentes sistemas de numeracién, los
mas usados histéricamente, han sido aquellos siste-
mas mejor adaptados al conteo con los dedos. Entre
ellos destacan: el sistema quinario, quinario-vigesi-
mal v decimal. El que indudablemente ha tenido ma-
yor éxito es el sistema decimal, llamado asi porque su
base es 10.

El sistema decimal puro se desarrollé probablemente
en la Era Neolitica, entre los pastores némadas que
vagaban con sus rebanos desde el Asia Central al
Océano Atlantico. Adoptado luego por los pueblos
semitas e indoeuropeos, se trasmitié desde éstos has-

CLASIFICACION DE LA NUMERACION DECIMAL

ta nuestra civilizacién. Pero la victoria del sistema
decimal no es definitiva: la tecnologia electrénica
actual prefiere el sistema binario y para muchos ma-
tematicos 12 seria una base mas racional que 10 (por
tener mayor numerc de divisores].

Convenciones fundamentales del sistema
decimal

a) Toda cifra colocada a la izquierda de otra repre-
senta unidades del orden inmediato superior. De
esta manera, la primera cifra a la derecha, repre-
senta unidades simples; la segunda cifra, decenas;
la tercera cifra, centenas; etc.

b} Mas concretamente, diez unidades de un orden
cualquiera forman una unidad de orden inmedia-
ta superior. Asi, se denomina:

+ Unidad de primer orden a una unidad simple (1.

¢+ Unidad de segundo orden a una decena, que
vale 10 unidades simples (107.

+ Unidad de tercer orden a una centena, que va-
le 10 decenas o 100 unidades simples (100].

* Unidad de cuarto orden a una unidad de millar,
que vale 10 centenas o 100 decenas o 1 000 uni-
dades simples (1 000]. Y, asi sucesivamente.

¢} Para restringir el numero de palabras que desig-
nan los 6rdenes se agrupan éstos en clases: se lla-
ma clase a la reunién de 3 6rdenes. A la reunién
de 2 clases (6 6rdenes), se llama periodo.

d} El Cero senala el lugar de las unidades que no tie-
nen valor.

Irregularidades

El uso del sistema decimal ha introducido algunas
modificaciones favorables en la denominacién de los
numeros usuales. En vez de “dos-diez” se dice veinte;
en vez de “tres-diez”, treinta; en lugar de “diez-uno”,
once; ¥, doce para no decir “diez-dos”.

MILLONES UNIDADES
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CIFRAS MIiNIMAS

Se llama cifra minima a toda cifra que sea menor o
igual a la mitad de la base de numeracion del nua-
mero dado.

Ejemplos las cifras minimas en el sistema:

i} De base decimal son:  0,1,2,3,4vy5.
0,1,2,3y4

0,1,2,3,4,5y6.

i) De base ocho son:

i) De base trece son:

Todo namero puede expresarse en cifras minimas sin
que varie su valor.

Regla para expresar un nimero en cifras
minimas

A toda cifra mayor que la minima se resta un nime-
ro igual a la base de numeracién empezando por la
derecha. Efectuada esta primera operacién, a la cifra
de la izquierda se le agrega una unidad; si este resul-
tado es mayor que la cifra minima se le resta el nu-
mero base y se repite sucesivamente este procedi-
miento; si la cifra es igual o menor a la minima, se
mantiene. Ademas, se considera el cero como una
cifra a la izquierda del namero. El niimero asi obte-
nido estard expresado en cifras minimas.

Ejemplos:
i) Expresar 8726 en cifras minimas.
Solucion:
Como las cifras minimas del sistema decimal
son: 0, 1, 2, 3, 4 v 5. De acuerdo con la regla
establecida:

6-10
241=3 —0m——3» 3
741=8 ———» 8-10=
R RT  —  P  J|
04l=] — 1=1

]
I W ]

La barra horizontal expresa una cantidad negativa.
. 8726=1123 4

i1) Expresar 67 654 & €N cifras minimas.
Selucion:

A cada cifra mayor que la minima se le resta 8.
Las cifras minimas de base 8 son: 0,1, 2,3y 4.

4=4

SR (N —— . % . 8

6+l=7 —— 7-8=1
7+1=8 5 8-8=0
6+41=7 g 7-8=1
Y R 1=1

67654,=110124

OPERACIONES FUNDAMENTALES EN
SISTEMAS DE NUMERACION
DIFERENTES AL DECIMAL

ADICION

La adicion, en cualquier sistema de numeracion, es
semejante a la que se ejecuta en el sistema decimal,
con la precaucion de que en vez de llevar una unidad
de orden inmediato superior cuando se llega a 10, se
hara cuando se llegue a un namero que sea igual a la
base del sisterna.

Ejemplo:
Realizar la siguiente adicién:

3451, + 12563, + 214 345,

+

W | =

+ bW
O wW
b | = Oy Ut
b | Ut W

2
2,
Explicacién del procedimiento:

En el ler orden: 1 + 3 + 5 =9; como 9 es mayor
que 7 (9 =7 + 2) escribimos el 2 y llevamos el 7
como una unidad convertida al orden superior; es
decir, llevamos 1 para sumar al 2° orden.

En el 2do orden: (1) +5+6+4 =16,
16 - (2. 7) =2 y quedan 2 unidades (2 veces 7)
que guardamos para sumar al 3° orden.

En el 3erorden: (2) +4 + 5+ 3 =14,
14 = 2. 7, escribimos “cero” y quedan 2 unidades
(2 veces 7) que guardamos para sumar al 4° orden.

En el 4to orden: (2) +3 +2+4=11;
11 -(1.7) =4 v queda una unidad (un 7) que
guardamos para sumar al 5° orden.

En el 5to orden: (1} + 1 + 1 =3, ponemos el 3 y
ne llevamos nada.

En el 6to orden: 2 = 2.
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SUSTRACCION

Hallar la diferencia 133 573 ..., - 8a356

(12) a»

Lo mismo que en el sistema de base 10, cuando las
cifras del sustraendo son mayores que la del minuen-
do se anaden 10 a las cifras de este ultimo, aqui aha-
diremos 12, que es la base.

Explicacién del procedimiento:

En el primer orden: & es mayor que 3, entonces
se suma 3 + 12 =15, ahora el minuendo es mayor:
6 al 15 =9, se pone 9 y se lleva 1 al siguiente
orden.

En el segundo orden: 5+ (1)=6,6al7=1,se
pone 1y se lleva 0.

En el tercer orden: 3 a 5 = 2; se pone 2 y se lleva 0.

En el cuarto orden: 10,al 12 + 3 = 15; se pone 5
y se lleva 1.

En el quinto orden: 8§ + (1) =9al 12 +3 =15se
pone 6 y se lleva 1.

En el sexto orden: 1 al 1;se pone 0.
13 3573
8 a356

65219,

Luego: an =

(12

MULTIPLICACION

Efectuar el producto 12 7334 . 5 631,
12734 x
5631

12734
38413
77826
65082

74382564,

Explicacién del procedimiento:

e 1.4=4,1.3=3 1.7=7,1.2=2;1.1=1

e 3.4=12; (12-1.9=3),se pone 3 yselleval;
3.3=9, 9+1=10, sepone 1 yse lleval,

3.7=21, 21 +1 =22, (22-2.9=4), se pone
4yselleval, 3.2=6, 6+2=8;, 3.1=3.

e 6.4=24,(24-2.9=06),se pone 6y se lleva 2;
6.3=18,18+2=20,(20-2.9=2), se pone 2
yselleva2, 6.7 =42, 42 + 2 =44,

(44 -4.9=8),se pone 8vyselleva4,6.2=12,;
12+4=16,(16-1.9=7); se pone 7y se lleva
I;6.1=06, 6+1=7

e 5.4=20,{20-2.9=2), se pone 2 v se lleva 2,
5.3+2=17,(17-1.9=8); se pone 8 v se lleva
1:5.7+1=36,(36-4.9=0);se pone 0 yse lle-
vad,53.2+4=14,(14-1.9=>5), se pone 5yse
lleval,5.1 +1 =06, se pone el 6.

La suma de los productes parciales se hace como
se ha indicado anteriormente.

DIVISION

Efectuar la division 123745 4 + 344, Lo mds aconse-
jable es formar una tabla en base a 8 con todos los
productos posibles del divisor por cociente (se sabe
que las cifras del cociente oscilan desde cero hasta 7):

Procedimiento:

Tabla en base 8 123745 |34
34.1 = 34 1o 2
34.2 = 70 857

3. B = 124 304

34. 4 = 160 334

B 5 = 214 304

34,6 = 250 305

34 .7 = 304 304
| T

CAMBIOS DE SISTEMAS DE NUMERACION

ler caso: Dado un numero en cualquier base de
numeracion, representarlo en base 10.

Bastara con descomponer el numero dade en su
forma polinémica, ya que mediante este procedi-
miento averiguaremos cuantas unidades simples
{ws.) posee dicho namero.

Ejemnplo:

Representar en el sisterna decimal el numero:
allp2

(12)

Descomponiendo el niimero en forma polinémi-
ca: (Recordando que: =10, f=11)
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otll[:’)l(m= 1012441125+ 1.122411.12+ 2
209 366 u.s.
209 366

Como se sabe, no es necesario indicar el sub-
indice para niimeros en el sistema decimal.
También se puede aplicar la siguiente:

Regla practica de Ruffini

Procedimiento:

Para expresar en el sistema decimal un namero de
cualquier otro sistemna se dibuja una abscisay una
ordenada, generandose 4 cuadrantes (ver ejem-
plo). En el cuadrante superior izquierdo se anota
la hase (12). En el cuadrante superior derecho se
escribe las cifras del nimero. La cifra del extremo
izquierdo (a = 10} se repite en el cuadrante infe-
rior derecho y se multiplica por la base. El resul-
tado (120} se anota arriba v se suma a la siguien-
te cifra (1), cuyo nuevo resultado {121} se anota
en el cuadrante inferior, y éste se multiplica por la
base. Su resultado se anota arriba y se suma a la
tercera cifra (1), obteniéndose una nueva canti-
dad (1453) que se anota en el cuadrante inferior
y asi sucesivamente, hasta sumar la ultima cifra.
Este ultimo resultado representara al namero en
el sisterna decimal.

Tomando el ejemplo anterior:

allf2,, abase10
11
a 1 1 B 2
+

—r—b— 120 1452 17436 209 364

12
[
\i\ 10 121 1453

Rpta.: 200 366.

17 447 200 366

2do. caso: Dado un nimero de base 10, repre-
sentarlo en otra base “N”.

Se divide el niimero dado entre el valor “N” de la
base deseada, dando un cociente; luego el cocien-
te resultante se divide entre el valor de la base
“N” y asi sucesivamente hasta obtener un altimo
cociente cuyo valor sea menor a la base.

Luego se toma el ultimo cociente y los residuos,
del mas reciente al mas antiguo, formandose el
nimero en base “N”.

Ejemplo:

Representar el nimero 34 216 de base decimal en
base 12.

34216 (12

102 2851 12
06l 45 237 12

016 ©°1 117 19 12
@ @ @ O
- e e

34216 = 17 974,

3er caso: Dado un ntmero de base “N” repre-
sentarlo en base (N = 1).

Para expresar un numero de base “N” (N = 1) en
base “K” (K # 10), se expresa primero el namero
en base decimal y luego el valor resultante se en-
via a la base “K”.

Ejemplo:

Representar 17 974, en base 9.

a2z
se convierte 17 974 ,,, a base 10, descomponien-
do pelinémicamente, asi:

1.124+7.123+9.122+7.12+4=34216uo)

Este ntimero lo enviamos a base 9, asf:

34216 |9

72 3801 |9

016 20 422 |9
@) 21 62 46 |9

0 OXO),

-~ s

34 216 = 51 837,

17 974,,, = 34 216 = 51 837,

CASOS ESPECIALES AL CAMBIAR DE
SISTEMA DE NUMERACION

1° Trasladar un nimere de un sistema no decimal

a otro sistema ne decimal, sin utilizar como in-
termediario al sistema decimal.

Se presenta dos casos:

a} Cuando la base del nimero dado es mayor que
la base a la que se va a trasladar:

Ejemplo:

Trasladar el numere 17 974 a base 9.

12)
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Procedimiento: 2° Trasladar un ntimero de base “N” a base “N%¥*

Se aplica el método de las divisiones sucesivas,
del ntumero dado (dividendo) entre la nueva hase
{(divisor) efectuando todas las operaciones en el Trasladar: 1001110010111 1110001 ,, a base 8
sisterna del nimero dado (12).

Ejemplo:

Fsto equivale a trasladar de base 2 a hase 2 es

Tabla en base 12 decir, N=2, k=3.
9L =t O Procedimiento:
2.2= 16
9.3= 23 Derecha a izquierda, se separa el ntimero dado
9.4= 30 en grupos de “K” cifras; luego cada grupo se
g' - ig convierte al sistema decimal (por descomposi-
o _ 53 cién polindmica). Cada una de estas conversio-
08— 60 nes determinarda una cifra del nimero en base
9.9- 69 i
Q. a= 76
9. B= 83 10 011 100 101
1.2 1.2+1 I 1.22+1
At —t e et S A e —
17974 5 = 51 837, 5 3 4 5
b) Cuande la base del nimero dado es menor que 111 110 001
la base ala que se va a trasladar. 1.22 4 1.241 1224 1.2
jemplo: - 6 1
Trasladar 531837 ., a base 12.

@)

Procedimiento: - 10011100101111110001 ,, = 2345761

La nueva base (12) se traslada al sistema de nt-  3° Trasladar un numero de base “N¥* a hase “N”
mero dado (9) v luego se procede como en ¢l ca-

so anterior, efectuando siempre todas las opera- Ejemplo:
clones en el sisterna (12) donde se encuentra el elair TBAETEL... ahedee
numero dado: 12 = 10 iy = 136 )

G & Notar que; 8=2>= N=2 k=3
Tabla en base 9 i 51837 -1 3 Procedimiento:

132 .1- 130/49 3817 Cada una de las cifras del nimere dado, se con-

13 _ 201118 26 283 vierte a base N (aplicando divisiones sucesivas).
13 L 40l (116 121 16 Teniendo cuidado de obtener en cada caso perio-
13 . _ 30T 116 T3 13 @ dos de K cifras. Si algun periodo resultase incom-
13 ' ; 66 = — pleto se le colocard ceros a la izquierda hasta
13 .6 _ g0 ﬁ 47 2 @J completarlo.
13 . 7= 103 107 40 at 2 |3 | 4|5 |7 |6 |1
13 .8 =116 103

103 @ Js 10 | 011 [100 | 101 | 111 | 110 | 001

13.9=1301 | @*/

2345761 4 = 10011100101111110001 ,,

Nétese que este residuo estd en base 9, donde hay

que considerar: CAMBIOS DE SISTEMAS DE NUMERACION

PARA NUMEROS FRACCIONARIOS

106, =9,

ler. Caso: Dada una fraccién exacta o limitada
del sistema decimal, representarla en otro sistema

5183
Z (123 de numeracion.

o = 17974
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Ejemplos:
i) Trasladar 0,7 a base 8

Procedimiento:

7 abase 8 — 7@
10 abase 8§ —= F2py

»

Tabla en base 8
. ) = e
2. & = 4
2. 5 = 56
12 .4 = 30
12 .53 = 62
12 .8 =
12 7 = 106

Se realiza la divisién en el sistema de base 8:

07-L."®
10° 12

= 054631,
8

Método practico:

Se traza una vertical en la coma de fraccién del
numere dado. La parte decimal se multiplica por
la nueva hase; del resultado, la parte entera se
coloca a la izquierda de la vertical y la parte de-
cimal se vuelve a multiplicar por la nueva base v
asi sucesivamente. En el ejemplo, se obtuve 3
decimales.

0,7 = 0,54631 4,

i

NOTA

Para convertir un niimeroc que tiene parte entera
y parte decimal, se trabaja por separado trasla-

dando primero la parte entera y luego la parte
decimal; finalmente, se suma ambos resultados.

i) Trasladar 31,237 a base 5.

Procedimiento: Empecemos con la parte entera:
31 | 8
1 % |5

L g |:>31=111(5)

En segundo lugar con la parte decimal:

0, 237 %
N -
i, 185 x
—_
0, 925 x @ Q237 = 0, 10430(5)
N
4,| 625x .. Se reune la parte
5 entera con la decimal
By 125 % 31 =111(5) +
e 0237 =  0,10430,,
0, 625 x
3237 = 111,10430(5)

2do. Caso: Dada una fraccién exacta en cualquier
sistema trasladarla al sistema decimal.

Ejemplo: Trasladar 0,2 al sistema decimal.

Procedimiento:

25 — a hase 10
Blggs — =

10 — a base 10

&)

Y, luego, se ejecuta la division en el sisterna de-
cimal:

2(7) 2
02, = —- = —=0,285714
7

10(7')

Método Practico:
Para el mismo ejercicie 0,2, la nueva base (10)
se traslada al sistemna del namere dado (7):

10=13,,

A continuacién, se multiplica esta nueva base por
la parte fraccionaria; la parte entera {expresada en
el sisterna decimal) se coloca a la izquierda de la
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vertical, la nueva parte [raccionaria se vuelve a

multiplicar por la nueva base y asi sucesivamente Ejemnplo: Convertir 0,7 a base 7.

hasta hallar la cantidad de decimales requerida. Procedimiento:
0, 2 x Como 0768 pericdica, primero se propone como
13 equivalente a %, y se procede aplicando el 1° caso:
Tabla en base 7 2, 6x
13 — 7 —=abase7 10,
13 .1= 13 — 07—
13.2- 26 8, *x 9 —abase7 12,
13 .3= 42 I
13 . 4= 55 5, 5x Y, ejecutando la divisién en base 7:
13 .5 =101 13 — S
13 .6 =114 7. 1x 0,7 =0,5305,, = 0,530,
137 — 120 13 2
13 .8 = 143 = Il &= CONTEO DE CIFRAS Y NUMEROS DE
’ UNA SERIE
13
4 7 COMO CONTAR CIFRAS AL ESCRIBIR LA
SERIE NATURAL
Go B2 = 10,2857 14

% Antes de revisar la férmula, ilustremos la naturaleza

del problema con un ejemplo:

3er Caso: Transformar una fraccion de un siste-

tindedial 6 ats ST deem] :Cudntas cifras se ha utilizado al escribir la serie na-

tural, hasta @ 999?

Ejemplo: Trasladar 0,5, al sisterna nonario.

8 —
& Procedimiento:

Procedimiento: Escribimos la serie natural 1; 2 3; .... ¥ conta-

. . mos las cifras utilizadas:
1° Se traslada al sisterna decimal:

Qnimeros Q0 nimeros 900 mimeros 9000 nimeros
— a base 10

05 = (8) P S — S 2
e {7 — 3 hase 10 1,..9, 10,....00 100,...,990  1000.....9000
——t —— —— *
5 9.1-9  00.2-180 900 .3 = 2700 9000 . 4 = 36000
=—=0625
8 cifras cifras cifras cifras
. .. . )
2° La fraccion decimal equivalente, se traslada al Total= O + 180 + 2700 + 36000 = 38889 cifras vtilizadas

nuevo sistema aplicando el primer caso:

También puede aplicarse la siguiente férmula:

0, 625 x Nuamero de cifras = (nimero mayor + 1) (Cantidad de
9 cifras del mimero mayor)
5 | 655% . S 111
\—f—/
2 Tantos “unos” como cifras tenga el miimero mayor
3 625

NOTA

= 0,625=05, Esta férmula se puede aplicar para cualquier sis-

oo By

tema de numeracién. La operacion indicada debe
4to Caso: Trasladar una fraccién decimal inexac- efectuarse en dicho sistema.
taa cualquier otro sistema.
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Aplicando el ejemnplo anterior:
Numero de cifras ={© 999 + 1){4) -1 111 = 38 889.

Alternativamente, se puede utilizar la siguiente
férmula para determinar cudntas cifras se ha utili-
zado para escribir la serie natural de los nimeros
de base “n” hasta el altimo nimero de “K” cifras.

k
Knk-2 =

Numero de cifras = 1 ] cifras

Ejemplos:

i) Se escribe la serie natural hasta el ntmero 99.
¢ Cuantas cifras se ha utilizado?

K=2 n=10
2
Ne deicifras= | 2, 108=-122L | _ 5022 189
0-1 9

Rpta.: Se ha utilizado 189 cifras.

1) Se escribe la serie natural hasta el numero 44(5)
;Cuantas cifras se ha utilizado?

K=2 n=>3

2
i 2 P S SR
5-1 4

N° de cifras = |2 . 52 -

Rpta.: Se ha utilizado 44 cifras.

i1i) ; Cudntas cifras o tipos de imprenta se requie-
re para escribir la serie natural en el sisterna
nonario, hasta el ultimoe numero de 3 cifras?

K=3 n=29

N° de cifras = [3. 9% -

.3
1] gy T8
1 8

=2187-01 =2006

Rpta.: Se requiere 2 096 cifras.

METODO COMBINATORIO

@ »

Sirve para determinar cudntos niimeros de cifras

existen emn base “A”.

Procedimiento:

Se halla para cada cifra, el nimero de valores que
puede asumir en el sistema dado “n”; el producto de
estos valores nos da el namere de Combmaaones

Ejemplos:

i)  Cudntos numeros de 3 cifras existen en base 47
Base 4: 0,1, 2, 3,

Estas son las tinicas cifras individuales en un sis-
tema de base 4. Si el niunero es de la forma abc,
a no puede ser cero, solo puede ser 1, 2, 6 3; es
decir, puede tener 3 valores; b si puede ser 0, 1, 2,
3, es decir, 4 valores, lo mismo que ¢. Entonces :

a b ¢
Cantidad ¢ ¢ ¢
=3.4.4

de valores = existenn 48 nameros
posibles de 3 cifras en base 4

i1)  Cudntos niimeros en base 10 serdn de la forma

abcd?

Las cifras usadas para nameros en base 10 son 10,
éstasson : 0y 1 2,34, 5,6, 7, 8, 9.

Entences, si el namero dado es de la forma abed
los valores posibles son:

a b c d
S

1 1 1 1

Z 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

8 8

9 9 9 9

EBE . B:QOOOnL’lmeros

i#i); Cudntos numeros de la forma abb existen en
base 127

Observacién:

Cuando una letra se repite dentro de la represen-
tacion literal del numero, solo se le da valer a una

de ellas.
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Solucion:

'

11 .12 = existen 132 nameros

Férmula generica para determinar cuantos
numeros de “n” cifras existen en base “A”.

Cantidad de numeros = (A - 1J{A)n - 1)

No valida cuando una letra se repite en la repre-
sentancion literal (ver observacion de ejemplo
anterior).

EJERCICIOS RESUELTOS

l.- ;Cudntes nameros de 3 cifras no tienen ninguna
cifra dos?

Solucién:

@,

Los numeros son de la foerma abe, dende “a” to-
mard 8 valores (no puede ser cero ni 2}, “b” y “c”
tomardn 9 valores (de 0 a 9, pero no 2); aplican-

do el métedo combinatorioe, tendremeos:

a b b
8.9 . 9=0648

Rpta: Existen 648 nimeros
2.- ;Cuantos numeros de cuatro cifras que terminan
en cinco, tiene sus demds cifras pares?

Solucién:

Los numeros son de la forma abe5, donde:

D

:

- —

valores posibles

v|l® o 2 v ow—o
m|ooon4=.wo-q—cr

-z:looo\-l:w

Rpta.: 100 nimeros

3.- ;Cuantos numeros de 3 cilras comienzan y ter-
minan en cifra impar?

Solucion:

T

valores posibles

|\o=4u1w»~

9
.10 .

U‘(l\O--!UIbJ'—‘

Ut

=250
Rpta.: 250 nimeros

4.- ;Cuantos numeros de 3 cifras tiene la citra 57

Solucion:
Cantidad de Los Numeros
numeros numeros que tienen
de 3 cifras sin 5 la cifras
900 22 648 = 252

Rpta.: 252 nameros
3.-51 aaa = 4210(30. Hallar “a”

Solucion:

Descomponiendo ambos niimeros polindmica-
mente:

a.10%+a.10+a=4a>+2a>+a+0
110a=2a2(2a+ 1)
55=aa+ 1)
5.11=a2a+1)<a=>5
Rpta:a=5

6.- Siaba, = 1106 . Hallara+ b

Solucion:

Debido a la presencia del niimero 6 en el lado
derecho, y dado que el lado derecho tiene mayor
cantidad de cifras podemeos establecer que:

b<«cn<8 <& n=7
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Por lo tanto, bastard con trasladar el numero
1106, a base 8; es decir: 1106, = 6164,

:abais) = 616(5}
ma+b=6+1=7
Rpta.: 7

7.- Hallar a + b, si:
7 b b
b = (5)(5)e

Observando la condicién, podemos establecer
que:

Solucion:

1) a=z=0Aab=z0
2) a<53ab<5
3) b espar

Descomponiende polindmicamente ambos nu-
meros se tiene:

- (O

a.52+b.5+a=(L) .102+(b—).10+a
2 2

262+ 5h=55h +a
25a = 50b
a=2b<e a=4 A b=2
~a+b=6

Rpta.: 6

8.-El mayor numero de 3 cifras del sistema de base

n” se escribe en el sistema senario como 2211(6).

;Cudnto vale “n” ?
Solucion:

Podemos establecer :

(n-1D(n-1)(n- l)m) =2 211(6)

Escribiendo ambos en forma polinémica para pa-
sarlos a base 10:

in-Dn’+(n-1)n+n-1=511

w-n?+n’-n+n-1=>511

n°=512<n=_8

Rpta.: 8

9.- Sabiendo que : a (2b) a = bbaa ., calcular el va-

lorde a+b

oy

Solucién :

St a(2h)a= bbaam
Se deduce que:  2b< 10 = b<5
y ademads que: a<7

Escribiendo los dos nimeros en forma polinomi-
ca y simplificando:

101la + 20b =392b + 8a

O3a = 372b
a=4b < a=4 A b=1

~a+hb=5
Rpta.: 5
10:~5i abab(s) = E; hallar: (a + b + c).
Observemos que:
10<a<4

Db=4
3)c=9

Solucién:

abab - = bch

Expresando en forma polindmica:

a.5+b.53+a.5+b=b.10%+c.10+b
Simplificando:
130a = 75b + 10c¢
26a =15b + 2¢
b=2(13a-c)© a=3, ¢c=9,b=4
15
~a+b+c=16

Rpta.: 16

11.- Hallar “a” y “b” si:

(2a) ba@ = babm
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Solucion:

Podemos observar que:
1)2a<6 = a<3
2)a=0Aab=0
3)b<6
Escribiendo polinémicamente:
(24) by, = babg,
2a.6°+6b+a=b7+a7+b

72a+6b+a = 40b+ 7a+b
66a = 44b
3a=2b = a=2 A b=3
Rpta:a=2; b=3

12.- 51 aab(s) = bbb(b+1)

Hallar: (b -a), siendoa = b.
Solucién:

Escribiendo polinémicamente y simplificando :
30a+b=bb+ 12 +hb+1)+hb
30a=bb+1)[(b+1)+1]
2.3.5a=b(b+1){(b+2)

=a=2 A b=3

SLb-a=1
Rpta.: 1
13.- Si 53(9) = W)@ jcudnto vale (a + h)?
Solucion:
a33,, = b0,
8la + 30 = 64b
3(27a+10)=64.b = b=3,a=2
na+b=>5
Rpta.: 5
14.- ; Cudntos niimeros “capiciia” de 7 cifras, cuyas
sumas de cifras sea impar, existen en base 10?
Solucion:

Recordemos que se llama capici a aquel numero
cuyas cifras equidistantes de los extremos son
iguales. En otras palabras, es igual leerlos de
izquierda a derecha que viceversa.

Los numeros sen de la forma:

capicta
de 7 cifras:

abcdchba

Para que la suma de sus cifras sea impar, “d” solo
puede tomar 5 valores: 1, 3, 5, 7, 9. Entonces:

Numero de cifras ={(a+b+c)+d

b
©.10.10. 5=45.10?
=4 500

Rpta.: Existen 4 500 numeros.

15.- ;Cudntos nimeros de 4 cifras comienzan o ter-
minan en 77

Solucion:

{1) Nuimeros de
4 cifras que sélo 4 cifras que sélo
comienzanen 7 .. terminan en 7

[y (3@ 4_/
/ '.900 V100 /800

{2) Niimeros de

7 a b ¢ a b ¢ 7
v v 4 4 ¢ & 4 4
1.10 .10.9 =900 8.10.10.1=800

(3) Numeros de

4 cifras que empiezan
y terminan en 7
7 a b 7

I

1 .10 .10 .1=100

', Numero de 4 cifras que empiezan o terminan
en 7 =900 + 100 + 800 = 1 800

Rpta.: 1 800 nameros.

16.- Escribiendo un cere a la izquierda de un nimero
entero, se ha aumentade este nimero en 15 552.
;Cuadl es este numero?.

Solucion:

Sea “N” el nimero buscade, escribiendo un cero
a su derecha, el resultado seria : 10 N.

Luego, el ntmero ha aumentado en 9 N. Entonces:

9N=15552
S N=1728

Rpta.: El numero buscado es 1 728
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17.- ;Cuantos valores puede tomar “m”, si se cum-
ple que?

nng, + nmg, + {(n+l)c, . < 282

12 (13

Solucion:
Descomponiendo los sumandos en forma poli-
nérmica:
IIn+n+I2n+m+ 13n+13 +c < 282
3Mm+13+m+c< 282
3Tn+m+ ¢ < 269 (1)

Analizando esta expresion, se deduce que:
m+c=11+12

{va que my ¢ son cifras de los sistemas de base 12
y 13, y sabemos que las cifras son menores que la

base).

También se infiere que:

37n < 269 - 23
37n < 246

Deduciendo valores:
n<7,slusamosn =6en (1):

m+ ¢ <47, “m” puede tomar los valores: 0, 1, 2,
aning, Ll

Rpta.: “m” puede tomar 11 valores come médximo,
v 1 valor como minimo.

18.- Efectuar la multiplicacion en el sistema de ba-
se 7:43 2235 . 1 235 y comprobar con la prue-
ba de los seis.

Solucion:
432235 x
1235
3124544
1630041
1164503
432235
604443554

1
54 3
o

19.- Hallar la diferencia de los numeros 1la30 y @
en hase duodecimal.

Solucion:
la30- a=10
68B B=11
1361

Enel ler orden: 11 a 12, 1; pongo 1 y llevo 1.

En el 2do. orden:
8+1=9; 9al5,6; pongo6yllevo 1.
En el 3er erden:

6+1=7 7al0,3,; pongo 3, no llevo nada.
En el 4to. orden: Bajoel 1.

Rpta. : 1361(12)

20.- El mayor numero de 3 cifras diferentes en clerto
sisterma de numeracién convertido a base 6 es
313, - Hallar la base de aquel sisterna.

Solucién:

Sea “n” la base buscada. El mayor numero de 3 ci-

fras diferentes que se puede escribir en base “n” es:

(n-1) (n-2) (n-3)
y, segun datos:
313(6)=(n-1)(n-2) (n-3)(n) (1)

Descompoeniendo polindmicamente ambos miem-
bros:

3.682+1.6+3=(m-Dn*+m-2n+m-3)

117=n®-n-3
120=n®-n
120=1n (n?-1)

pero: M -D=(m+1Dn-1)

S120=nin+1)(n-1)

dado que: 120=4.5.6

4.5 . 6=n{n+1)(n-1)

Ordenando de una manera conveniente:
4.5. 6 =m-Dnn+1)

De donde se deduce que:n =15

Rpta.: La base es 5.

21.- ;En qué sisterna de numeracion los nimeros 123,
140 y 156 forman una progresion aritmética?
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Solucion:

Sea “n” la base del sistemna; se cumple, por pro-
piedad de una progresion aritmética, que:

156, - 140, = 140, - 123,

Descompeniende polinémicamente se concluye
que:n=29

Rpta.: En el sistema nonario.

22.-;En qué sistema de numeracién el nuamero

16000 se escribe 1003000 ?
Solucién:
Sea “n” la base del sistema:

16 000 = 1 003 OOO(H)

Descompeniende 16 000 en sus factores primos y
1003 000, en forma polindmica:

27.5 =1+ 3n°
2758 =n*(n*+3)= n=5

Rpta.: En el sistema quinario.

23.- Un namero escrito en el sistemma binario tiene

ocho cifras, ;cudntas puede tener en el sistema
duodecimal?

Solucién:

Recordemos que cualquier nuimero puede repre-
sentarse dentre del limite comprendido por dos
potencias consecutivas de su base, dende el expo-
nente del limite superior es igual al nimero de ci-
fras que tenga el namero.

Observemos la sigulente induccion en el sistermna
decimal:

10° < a < 10
100 = ab < 10?
102 = abe < 10°

10! < abc...xyz < 107

Entonces, si N tiene 8 cifras en el sistemna binario,
tenemeos:

27 = N < 28
Por otra parte:

120« 27 <122 A 122« 28 < 122

Por lo tanto N estd comprendido entre 12! v 122
o entre 122 v 123, Segun ésto, N tiene dos o tres
cifras en el sistema duodecimal.

Rpta.: Tendrd 2 6 3 cifras.

24.- Para numerar un libro inicialmente se necesita

801 tipos de imprenta {tipos son las letras o ci-
fra individuales). Pero finalmente, se divide el
libro en tres capitulos; siendo la diferencia de
péaginas entre dos capitulos sucesivos de 18 pi-
ginas. si la numeracion de cada capitulo empie-
zaen 1, jcuantos tipos menos que el primer ca-
so se emplearan en esta nueva numeracion?

Solucion:

Averigiiemos cudntas paginas tiene el libro si se
usa 801 tipos, como indica el primer caso:

1,2...,9, 10, 11,..., 99, 100, 101...
Q tipos 180 tipos 612 tipos
P P P

99 paginas 204 paginas
Quedan: 801 - (9 + 180) = 612 tipos, y con ellos se
puede escribir: 612 3 = 204 numeros de 3 cifras.

El libro posee: 99 + 204 = 303 paginas, la tltima

pdgina serd la 303.

* Se divide en 3 capitulos: s1 “n” es el namero de
paginas del primer capitulo:

I 11 11
Capitulo  Capitule Capitulo

n+n+18)+n+36)= 303 —=>n=83

Lo que quiere decir que el capitulo T tiene 83 pags.,
el cap. II tiene 83 + 18 = 101 pdgs., ete. Como to-
dos los capitulos empezaran con la pag. 1, se tiene:

e Capitulo I de 83 paginas, # de tipos utilizados:

Ly wanag®)
L5

b

10,11, ...,83 = 157 tipos
= =

g i T
9 tipos 148 tipos

e Capitulo II de 83 + 18 = 101 paginas, numero
de tipos utilizados:
1,2,....9, 10,11,...,99, 100 101 = 195 tipos

9 tipos 180 tipos 6 tipos

=71 =



e Capitulo III de 83 + 36 = 119 paginas, namero
de tipos utilizados:

12,...,9, 10,11,...,99, 100,...,119 = 249 tipos
%(_J \ " 3
9 tipos 180 tipos 60 tipos

Total de tipos empleados en esta forma de nume-
racion:

157 + 195 + 249 =601
o, 801 - 601 = 200

Rpta.: Se empled 200 tipos menos.

25.- Hallar “x” si se cumple:

0,1664 = 0,0404,

Solucion:

Descomponiendo ambos miembros polinémica-

mente:
1 6 6 4 4
—+ + + =—+ —
10 100 1000 1000 x? xt

Se deduce que x < 10 v como 4 es una cifra del
sistema de base x, x » 4, como x es entero, sola-
mente podra tener como factores primos a 2 6 5.
Por lo tanto, a priori “x” no puede ser mds que 8

& 5, 8 es visiblemente muy grande, porque:

4

_<_
8 10

Si “x” existe, no puede ser mds que 3.
En efecto:

af il 16 4 64 1664
100 10000 10 000

Rpta.:x=5

26.- ;Cuantos numeros capiciias o polindromicos
de 7 cifras existen cuya suma de sus cifras sea
impar?

Solucion:

Los nameros capictas son de la forma:

abcdchba
Ademds, se debe cumplir que:

a+b+c+d+c+b+a=nimeroimpar

2a+ 2b+ 2c+ d = numero impar

Para que esta suma sea lmpar, entonces d tiene
ue ser impar.

c b a

2

b ¢ d
§ 4 & &
9.10.10. 5 = 4 500

Rpta.: Existen 4 500 ntimeros impares de 7cifras.
27.- Un libro se empieza a numerar desde su primera

pagina v se nota que 58 nuimeros empiezan con la
cifra 7. ; Cudntos nimeros escritos terminan en 77

Solucién:

Por dato, los que empiezan en 7 son 58 numeros:

7 —

1 namero

70, ...,79 — 10 ntmeros.

700, ..., 7ab

— 47 nameros

< T7ab = 746

Entences, los niimeros terminados en 7, hasta el
746, son:

Del hasta
1 99 10 nameros
100 199 10 nameros
200 209 10 nimeros 70
numeros
600 699 10 nameros

ademas, los sigulentes numeros
707, 717, 727, 737 — 4 nameros

. BExisten: 70 + 4 = 74 nlimeros que terminan en
la cifra 7.

Rpta.: 74 nimeros.

28.- ; Cudntos nuimeros capictias de 10 cifras tienen
a un ndmeroe par como producto de sus cifras?

Solucién:

El total de numeros capicuas:
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a b cde e dc b a
A
9.10.10.10. 10 = 90 000 nameros

De los cuales el producto de sus cifras serd impar
s6lo cuande todas sus cifras sean impares; es

decir:
a b ¢ d e e d ¢ b a
i 4 4 & 4
5.5 .5 .5 .5 = 3125numeros.

. El Producto de sus cifras sera par en todos los
demads casos:

90 000 -3 125 = 86 875 numeros.

Rpta.: 86 875

20.- ; Cudntos ntmeros de 4 cifras tienen como suma
de sus digitos un numero menor o igual a 332

Solucién:

Los nuameros son de la forma:

a b ¢ d donde

« & & &
9 .10.10.10 = 9 000 numeros en total

a+b+c+d=33

De los cuales, aquellos cuya suma de cifras da 36
som:

a+b+c+d=36 (4 nueves; 1 solo caso)

94040490
Aquellos cuya suma de cifras es igual a 35 somn:

9998, 09809, 0 899, § 999
(3 nueves y 1 ocho; 4 casos)

Los que la suma de sus cifras da 34 son:

8 890, 0 889, 0 088, 8 980, 9 808, 8 998
(2 ochos y 2 nueves 6 casos)

79090, 9799 0979 Q907
(1 siete y 3 nueves; 4 casos).

*. Los nuimeros de 4 cifras cuya suma de cifras es
menor o igual a 33 son:

Q000-(1+4+6+4)= 80685

Rpta.: Hay 8 985 numeros.

30.- Hallar cuantes nimeros de la forma:

a (3a) (c +2) ¢ b(2b)
son mayores que 234 567.
Solucion:

Dado que:

a(Ba)(c+ 2)chb(2b) > 234 567

Se deduce que:
az=2

Si3a €9 = a=2 v a=3 (2valores)

También:
c+2 29 =c=0,1,2,...,7 (8valores)

2b<0 =b=0,1234 (5 valores)

Podemos establecer que:

a(3a)(c+2)ch (2h)

Lo
0 0
2 1 1
3 .
4
7
2 . 8. 5 = 80 valores

Rpta.: Existen 80 numeros.

31.-Hallar un numero de 4 cifras tal que sumado con
el doble de la suma de sus cifras se obtenga un
nuevo numero formadoe por 5 unidades del cuar-
to orden, 4 decenas de decenas, 5 milésimas de
unidad del quinto orden y una unidad simple.

Solucién:
Noeta previa:

1 Unidad del quinto orden <> 10 000

1 milésima de unidad del
quinte orden < > 10, por consiguiente:

5 unidades de milésimas del quinto orden < > 30.
Regresando al problema:

Sea abed el nimero. Podemos establecer que:
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abed+2(a+b+c+d)=5000+400+50+1
Polindmicamente se obtiene:
1002.a+102.b+12.c+3.d=5451

= a = 5, porque lo maximo que podrian sumar
los tres ultimos términos seria:

(102 +12+3)9=1 053 ; entonces:
1002(53)+102.b+12.c+3.d=5451
=b=3 v b=4

102b + 12c + 3d = 441
Sib=3:12c+3d=441-3(102) = 135

= c=9ad=9 (de aqui un namero)

Sih=4:12c+3d=441 -4 (102) =33

= c=1vec=2y d=3 v d=7(deaquidos
nimeros)

Conclusion:

. los niumeros son: 5399, 5 417, 5 423
Rpta.: 5399, 5417, 5423

32.- Para numerar la primera mitad de las paginas de un
libro se utilizé 147 “tipos” o cifras. ; Cuantos tipos
se utilizara para numerar el total de paginas?

Solucion:

En la primera mitad se debié utilizar 147 cifras,

es decir:
De la pag. A la pag. cifras utilizadas
1 o] 9(1) = 9 cifras
10 19 10(2) = 20 cifras
20 29 10(2) = 20 cifras
30 39 10(2) = 20 cifras
40 49 10(2) = 20 cifras
50 59 10(2) = 20 cifras
60 69 10(2) = 20 cifras
70 78 9(2) = 18cifras
Total = 147 cifras

Comn 147 cifras se llega hasta la pagina 78.

El libro tiene 78 . 2 = 156 pdginas.

Calculemos el numero de cifras utilizadas en la
segunda mitad del libro:

79 00 21(2) = 42 cilras
| 100 156  57(3) = 171 cifras |
Total = 213 cifras

.. Para numerar el total de paginas se utilizé
147 + 213 = 360 cifras o “tipos”
Rpta.: 360

33.- ; Cuantos numeros de 5 cifras que comienzan con
23 tienen alguna cifra “cero” en su escritura?

Solucién:

Calculemos previamente

2 3 a b ¢
o 4
0 0 0
g 9 Q

1.1.10.10.10 = 1 000 nameros

De los cuales ne utilizan cero:

2 3 a b ¢

¢ b 4
1 1 1
g 9 g
1.1. 9. 9. 9 = 729 niumeros

Utilizan alguna cifra cero en su escritura:

1 000 - 729 = 271 numeros

Rpta.: 271
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34.- ;Cudantos numeros pares de cuatro cilras meno-

res que 5 000 tienen al menos dos cifras pares?

Solucién:

Los nameros, son de la forma:

b ¢ < 5000

T S

d
J
0
2
4
6
8

1° Tienen dos cifras pares y son niimeros pares:

b ¢ d
PP= 2.5.5.5= 250ntmeros.
I P= 2.5.5.5 = 250 ntimeros.
I P= 2.5.5.5 = 250 nameros.

Total = 750 nameros (1)

oo W

I
P
I

2° Tienen tres cifras pares y son ndmercs pares:

d

a b ¢

I PP P=2.5.5.5= 250
PP I P=2.5.5.5= 250
PI PP =2.5.5.5= 250

Total = 750 numeros (2)
3° Tienen cuatro cifras pares:

a b ¢ d
PP PP= 2.5.5.5= 250numeros (3)

Sumando (1) + (2) + (3):
Existen 750 + 7530 + 250 = 1 750 ntumeros
Rpta.: 1750

35.- ; Cudntos nimeros capictas de siete cifras em-

plean solo dos cifras “cinco”?

Solucién:
a b c dc b a
TERE'
Sia=5:1.9.9.9 = 720 niumeros
Sib=5 8.1.9.9 = 648 nameros
Sic=5:8.9.1.9 = 648 nluneros
Total = 2 025 numeros

Rpta.: Existen 2 025 numeros.

36.- ; Cuantos nameros de tres cifras tiene algan 5 en

su escritura?

Solucion:

a b ¢

oo
Sia= 5 1.9.9 = 8l numeros
Sih=5 8.1.9 = 72numeros
Sie=5 §.9.1 = 72numeros
Sia=5yb=5 1.1.9 = 9 numeros
Sia=5yc=5 1.9.1 = 9 nuameros
Sib=5yc=5 8.1.1 = 8 nimeros
Sia=5,b=5yc=51.1.1 = 1 namero

252 nameros
Rpta.: Existen 252 numeros.

37.-Para enumerar las paginas de un libro se usé 768

cifras, si se malogré la cifra 6 y se tuvo que usar
el 9 invertido, determinar cudntas veces se tuvo
que usar la cifra 9.

Solucion:

En primer lugar, se hallard el namere de piginas
del libro. De las 768 cifras, se usé 9 en las unida-
des; 90 . 2 = 180 en las cifras del 10 al 99 y el res-
to, en numerar del 100 al N.

= 768=90+180+3(N-99)= N=292
Entonces el libro tiene 292 paginas.

Por otra parte:

Numeros 6 y 9 usados en el orden de las unidades:

286-6 41229
10

6,16, 26, ...,286 —

289 -9

9,19, 29, ..., 289 = = o

+1=29

En el orden de las decenas:
60,61, ...,69 160, ...,169, 260,..., 269,
10 + 10 + 10 =30
90, ... ,99 190, ... , 199
10 + 10 = 20

»

290, 291, 292; hay 3 cifras que usan el 9.
SoTotal 1294+ 29 4+ 30+ 20+3 =111

Rpta.: 111
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Se escribe todos los nameros de 4 cifras a con-
tinuacién uno de otro y en orden creciente. ; Cul
es la cifra que ocupa el lugar 1 425?

il b) 2 c) 3 d) 5 e) 7

. En un libro de 960 paginas, ; cuantos tipos se em-
plea en la numeracién de las paginas impares?

a)1128 b) 1272 c) 1312 d) 1385
. Para numerar las 22 ultimas pdginas de un libro
se utilizé 71 tipos. ;Cudntos tipos se empled en

total?
a) 2 889
e) 2902

by 2 943 c) 2909 d) 2924

. En un libro de 2 340 paginas se arranca todas las
que terminan en 2. ;Cudntas paginas quedan?

a) 2 000 b) 2 106 c) 2100 d) 1 875

ey 1872

. Para colocar la numeracién en los casilleros de
una oficina de correos se emples 316 unos.
;Cuantas casillas postales como minimo hay en
esta oficina si la numeraciéon es correlativa y
empieza en 17

a)l 018 bh)9l6 c) 387 dy 1011

e) 1425

. En un libro, si tuviera una hoja mads, se hubiera
utilizado 10 tipos mas; si tuviera 1 hoja menos, se
hubiera utilizado 9 tipos menos. ;Cudntas pagi-
nas terminan en 57

a) 1 000  b) 908 c) 675 d) 555

. S1 escribimos la serie natural de los numeros del
1 al 400. ; Cudntas veces marcarnos la cifra cero?
ciryil b) 62 c) 80

d) 81 e) 69

.Sia0, . bby, . bay, = 12430,

Hallar (a + b).

a) 10 b) 2 c)4 d)é e) 8

9. ; Cudntos nameros de 3 cifras existen en hase 7, en
los cuales una cifra se repite 2 veces solamente?
a) 108 by 102 c)y 17 d) 600 &) 699

10. Al imprimir un libro se emplea 810 tipos de im-
prenta. ; Cudntos tipos se usaria para numerar el
mismo libro en base 87

a) 820 b) 758 cy112  d)848 ) 810

11. Sien la base decimal se elimina todos los niime-
ros pares v los que comienzan con cifra impar.
;Cudntos nameros de 4 cifras quedan?

a) 2 000 b) 2 500

c) 3 600 d) 4 500

e} 7 000

12. ;Cudl de los siguientes numeros es mayor?

2° 5m3,,,

19 6n3,,, 3°6m3,, 4% nm3 .,

59 4m7

NOTA: m y n tienen los mismos valores en los 5
casos.

a) 1° b) 2° g) 3f d)4e e) 3°

13. Sial sumar: XYYZy,y + ZYXY () 5€ obtiene 13 064
en el sistema decimal. Hallar (x + y + z).

a) 17 by 13 c) 15 d) 28 e) 18

14. ; Cuantas paginas tiene un libro que en sus 100
ultimas paginas se utilizé 236 tipos?

a) 135 b) 164 c) 165 d) 136 e) 134

15. ; Cuantos numeros de 4 cifras que poseen cero

existen?

a) 1825 b) 1824

c) 2438 d) 2 439

e} 1999
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16. A un numero de 4 cifras en base 5, se le resta el
doble de la suma de sus cifras y se obtiene
3 341 . ;Cudl es la suma maxima de las cifras
en base 57
a) 135 b) 235 )2l d)22; )10
17. ;Cuantos numeros capicua de 5 cifras, que ter-
minan en cifra impar existen en base doce?
a) 864 b) 720

c) 39400  d)40000

e) 32 000

18. ;Cudntas cifras son necesarias para escribir to-
dos los niameros de 3 cifras del sistemna de base
5 en base 107
a) 297 b) 300 c)225 d)1032 e)228
19. ;En qué sistema de numeracion 40 404 ., se es-
cribe con 3 cifras iguales?
a) 8 b) 10 c) 30 d) 15 e) 25
20. Sia 234 le falta 76 para ser 321. ;Cuanto le fal-

ta a 45 para ser 1237

a) 78 b) 68 c) 67 d) 88 e) 82
b et SEl = 1311(11). Hallar “n”
a) 6 b) 8 c) 10 dy12 e) 13
22. Hallar el resultado en base 8:
5=312 . + 122, + 121,
a) 5=311, b} S=467, ) S=735,,
d)$=520,, ) S=382,

23. ;Cudntos ntimeros hay entre 231,y 6467

a) 211 bh) 209 c) 308  d)311 e) 207

24. ;Como se escribe en base 8 el mayor capicia de
cuatro cifras en hase 57
a) 2 143,

b) 1 000, )1 160,

d)500,  e)342,

25. Al escribir del 1 al 100, se emplean 122 cifras.
Hallar “n”.

a)5 b) 6 c) 7 d) 8

eln > 8

26. Halle Ud. la siguiente suma y dé su respuesta en
base 11.

42(6) + 42(7,) + 42(8) + oot 42(80)

a) 13 050 b) 9 894 c) 402

1 a1}

e) 13 078

(11}

d) 9872

(1 (11}

27. Al escribir los niimeros naturales, desde el ab
hasta el 40b, se ha utilizado 1 083 cifras.
Hallar a + b.
a) 2 b} 3 c)l d) 5 e)6

28. 5i se escribe el mayor nimero de 3 cifras dife-

rentes de la base 12 en base 11. ;En qué cifra

termina?

a) 9 b) 8 el d; 5 e) 2
29. Si abab@ =m3; hallar (a + b + ¢).

a) 15 b)) leé el 7 d) 18 e) N. A
30. Hallara+b + ¢, si: 1 011, = abc(s)

a)10 h) 5 c) 8 d) 9 e) 6

31. El mayor ntmero de tres cifras del sistema de ba-
se 11 sé escribe en el sistema senario como 2 211.
:Cuanto vale n?

a)b b) 9 c)7 d) 8 e) 5

(T}

32. 5i el namero nnn se escribe en base “n” co-
mo 4 210. ; Cuantas cifras significativas se usa
en base n?

a) 4 b)3 el d) 6 e) 7

33. Hallar “a” y “b”, si: (2a) ba,, = E(?}

ajJa=2,b=3 bla=3,b=2 cla=1,b=4

dla=4,b=1 e)NA.

= T =



34. Sabiendo que: a(2b)a = bbaam calcular el valor
dea+b.

a) 8 h) 5 c) 9 d) 4 e) 6
35. Hallar m + n + r + s, sabiendo que:
mnrsyy, = @ s
a) 12 b) 10 c) 9 d) 13 e) 18
36. Hallar a + b, si a@@) = E(B)
a) 8 b) 7 c) 6 d) 9 e) N. A.

37. Hallar en base diez el menor niimero abe

3bcm = 22la,,

(5)° S1

a) 34 b} 39 c) 33 d)22  e) 29

38. ; Cuantas cifras se emplea para escribir todos los
nameros capicua de 5 cifras, que se puede for-
mar usando solamente las cifras pares?

a) 400 by 500 c) 2300 d) 12 500
e) 100
39. Hallar: a + b, si: ab@ + ba (= 3aa
a)5 by 12 ey l5 dy 7 e} 8
40. Hallar “n”, si: 1 331 = 2 0004,
a)5s b) 6 el d) 8 e) 9

41. Calcular: (3a - 2b - 3¢ + 5d}, sabiendo que:

ab(S) + cb(S) es igual a ad@ donde a,b.c v d, son
cifras diferentes.

a) 26 b) 30 c) 35 dy29 e} 32

42. Hallar en hase doce el niimero que se represen-
ta en base cuatro como 2220c.

a}) No se puede determinar b)‘l-_SC(m

c) 120c d) 160c  e) Ninguna anterior.

43, Hallara + b si:a5b -bata + 1) = 2ala - 1)

a) 13 b) 3 c)11 d)10  e)N. A,

44, Hallar a + b + ¢ + d (todos diferentes entre si),
si: %m = H@. Ademas ab es m8 ycd es m9.
ay 23 b) 20 c)21 d)1¢ e)N. A.
45. ;Cuantos numeros de 4 cifras diferentes existen
en la base 122

a) 10 980 b) @ 000 c) 12100
d) 10 890 e) Ninguna anterior
46. ;Cuantas cifras posee el numero 1a98, ;, en el
sistema de base tres?
a) 6 b) 8 c) 7 d) 9 e) 10

47. Encontrar el menor numero de 4 cifras de base
10, tal que la suma de sus cifras sea 12. 5i lo
convertimos a la base 12, se escribe como:

a) 6a9 b) 719

(12) Gy O bad,

e) 7aa

d) 7ap;, 12)

48. ;En qué sistema de numeracion el namero 171
se escribe como un numero de 3 cifras iguales?

a) 3 b) 7 c) 8 dyoe e) 6

49. ; Cudntos ntimeros impares de 3 cifras no poseen
ninguna cifra cero en su escritura?

a) 228 b) 125 ¢) 100 d) 405 &) 360

50. Si 251(11) ; 42@ = Xyzl(n). Determinar (X +y + z).

Dar la respuesta en base diez.

a) 32 b) 46 c) 28 d) 26 e) 24

51. Si: abc@) = cba(g)

que es igual a la tercera parte de la suma de a + ¢.

=3xy(8). Determinar “b” sabiendo

a) 1 b) 2 13 d) 4 e) 5

- 78 -



ARITMETICA

52. Hallar la suma de las cifras del complemento
aritmético de un niumero de 3 cifras. La suma de
estas 3 cifras es 10.

a) 15 bh) 16 c) 18 d) 19 e) 20

53. Para escribir los NUMETOS enteros y consg.lti-
vos desde el niimero ab hasta el niumero abe se

ha empleado 883 cifras. Hallar (a + b).

a) 8 b) 6 c) 10 dy 11 e)12

54. ;Cudntas pdginas tiene un libro sabiendo que en
la numeracion de sus ultimas 5 hojas se ha uti-
lizado 33 tipos de imprenta? Dar como respues-
ta la suma de las cifras de la altima pdgina.
a) 3 b) 4 c) 8 d)l2  ee6

55. Se escribe en forma sucesiva todoes los ntumeros
de 3 cifras que comienzan con 7. ; Cuantas cifras

no son cifras “siete”?

a) 180 b)120 ¢)179 d) 121 e)N. A.
56. Hallar “a” si: 2aa,,, = aba.,

a) 3 bh) 2 c) 1 d) 4 e) 6
57. Si AMS(S) 2t 77(8) = SMA(S). Determinar el valor

méximo de (A + M + 5). Respuesta en base diez.

a) 8 b) 10 e) 12 d) 14 e) 20

58. Con las cifras 1; 2, 3, 6, 8 y 9, ;cudntos nume-
ros pares de 4 cifras diferentes se puede formar?
a)l 20 b)160 <) 100 d) 180 e)60
59. ; Cuantos numeros de 3 cifras del sistema eptal,
al pasarse a base 6, tienen también 3 cifras?
Respuesta en base diez.
a)2ls b) 156 c¢) 161 d) 167 e) 172
60. Hallar el 60° término en la siguiente sucesion:
Tl 19 3147
a) 1 777 b)) 7 837

c) 3 547 d) 3 667

e) 7 087

61. Determinar la suma de los siguientes numeros
impares consecutivos:

5= 23(H) + 30@) + 32@ + o+ 311(H)

Respuesta en base diez.

a) 3 290 b) 1692 c) 1645 d) 875
e) 1 875
0’2(4)
62. Hallar el valor de:
0,6(8)
06 D06, 036 Dol
e) N. A.

63. ;Cudntos nimeros capicua de 4 y 5 cifras, que
terminan en cifra par existen en base 8§, si éstos

en el sistemna decimal son menores que 8 026 7

a) 40 b) 34 c) 39

d) 24 e} N. A.

64. ; Cuantos caracteres se necesita para paginar un
diccionario de 1 152 paginas?

aj4 028 b)3501 c) 6373 d) 5104

e) 4 008

65. Se escribe la serie natural de los niimeros sin se-
parar las cifras. ; Cudl es, en esta serie, la cifra
que ocupa el lugar 4357

a)4 bh) 3 c) 1l d) 7 e) 8

66. Hallar las bases n v k, sabiendo que:
1186= 2406,

ay4.5 b)97  <c)810 d) 412 ) N. A,

67. En cuantoes sistemas cuyas bases son menores
que 10, se cumple que un numero de la forma
abc tiene por complemento aritmético bea.

Ay J b)3 c) 4 d) 5 e) 9

68. ;Cudntos numeros de 7 cifras con soélo 5 cifras
6 existen en hase 8?

a) 972 b) 987 <) 952  d) 937 e) 976
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69. Calcular cudntos niimeros capiciias impares cu-
va suma de sus cifras es par existen entre 5 y

10 022 002.
a) 3 003 b) 1 424 c) 2 888
d) 3 333 e) N.A.

70. Se empieza a enumerar en forma descendente
desde el numero 2 340, si se dispone de § 094
cifras, ;cudl serd la suma de las cifras del altimo
numero escrito?

a)4 b) 7 )8  dy1l e) 13
71. En los 3 082 nameros de la serie: 29, 33, 37,

...... ;Cudntas cifras se ha empleado?

a) 11 6632
d) 17 9920

b) 14 728
e) N. A.

c) 12656

72. ;Cudntos niimeros no capicia hay en la serie:
242, 244, 246, ...... , 206 856 7

a) 206 267  b) 318 000
d) 211 211  e) 102 825

c)121 400

73. ;Cudntos nameros capicta de 5 cifras tienen
solo 3 cifras iguales?

a) 162  h) 728 «¢)316 d)491 e) N. A,

74. ;Cudntos niimeros capictias de 7 cifras estdn
comprendidos entre cuatro y ocho millones?

75. Cudntas cifras “cinco” serdn necesarias para es-
cribir la serie de los nameros naturales desde
455 hasta 5 0007

a) 2001 by 1111 cy 1411

d) 2011 e) 3011
76. Cuantos nimeros capiciia impares menores que
900 000 poseen exactamente 2 cifras pares.

a) 775 b) 350 <) 555 d) 445  e) 375

77. ;Cuantos nameros de 3 a 3 cifras tienen a lo
mas 2 cifras iguales?

a) 72 000 c) 81891

d) 94 601

b) 64 800
e) 92 664

78. Cudntos nimeros capicua de 5 cifras se puede
leer también “de cabeza” y emplean solo 2 cifras
diferentes?

a) 64 b) 32 c) 48

d)90  e) N. A,

79. Siabe g, . 15,,=1 551, hallar abc, . 13, en
sistemna decimal.

ay 1197 by 1 233 cy1193

dy 1 208 e) 1185

80. 51 a un numero de dos cifras lo multiplicamos
por 6, se obtiene el menor ntimero de tres cifras.
Si al final de este numero de 3 cifras le colo-
camos un 2, aumenta en 2 000 unidades. Hallar

a) 3 920 h) 4 000 c) 5080 el ntumero de 2 cifras.
d) 6 148 e) N. A, a) 29 by 17 c) 42 d) 6 e) s
CLAVE DE RESPUESTAS
1) A 20 Ty 3) ( 4) D 5.1 6) A 7) A 8) C Q) A 10) D [1)A 12)A
13) B 14) A 15) D 18)B ITA 18)4 19YD 200 C 21)A E 13} B 24)(
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LAS 4 OPERACIONES CON
NUMEROS ENTEROS

ADICION

Si al sumando “M” le quitamos el nimero “a”, la

a”,
suma total “Q”, queda disminuida en “a”.
Es una operacién que tiene por objeto reunir varias

cantidades de una misma especie, denominados su-

En efecto:
mandos, en una sola, llamada suma o suma total.

’_L\
M-a)+N+P=M-a+N+P=M+N+P-a=Q-a
A+B+C+...+4N=5
*, - A < 3ra. propiedad.- 5i a un sumando se le quita un no-
% % l‘.‘ ’/" mero v a otro sumando se le agrega el mismo nume-
\\\‘\\'!‘ S ro, la suma total no varia.
Sk

cantidades o sumandos Sealasuma: A+B+C=5

Donde: S = suma total

(A-m)+B+(C+m)=5

i En ef 3

PROPIEDADES DE LA ADICION netecto
A-m+B+(C+m=A-m+B+C+m

1ra. propiedad.- 51 a un sumando se le agrega un <

nimero, la suma total queda aumentada en dicho —_—

numero.

=2A+B+C-m+m=>5
Seal cA+B+C=5
caasumE AT EJERCICIOS RESUELTOS
Sial sumando “B” le agregamos el niimero “m”, la

- - 1.- Hallar la suma de las 4 ultimas cifras del resulta-
suma total “S” queda aumentada en “m”.
do de sumar:

En efecto: 25 cifras
- 353535 ... 5353
A+B+m)+C=A+B+m+C=A+B+C +m J828 ... 8282
luego: 582
A+ B+m+C=5S+m 3
Solucién:
2da. propiedad.- 51 a un nimero se le quita un na-
mero, la suma total queda disminuida en dicho Se puede advertir que hay 13 sumandos, 7 de
numero. ellos terminan en 3 y 6 terminan en 2, entonces:
En las unidades: 7. 3 + 6 . 2 = 33, ponemos 3,
Sealasumaa M+ N+P=0Q

llevameos 3.

= 871 =



En las decenas: se puede advertir que 6 de ellos tie-
nen 3, v 6 de ellos tienen 8, entonces:

3+06(5+8)=281, ponemos 1, llevamos 8.

En las centenas: 8§ + 6 (2 + 3) = 38, ponemos 8§,
llevamos 3.

En las unidades de millar: 3 + 5(6) + 8(5) = 73, po-
nemos 3, llevamos 7.

Las 4 ultimas cifras son: 3 183 y la suma de las
mismas, 15,

Rpta.: 15

2.- Se suma todas las permutaciones ciclicas de un

nimero de 4 cifras pares distintas. ; Cudl es la su-
ma de las cifras de la suma total?

Solucion:

b Oy GO
b Oy GO e e
RS TR sl S S )]
Sk Oy

&
La suma de las cifras de la suma total sera:
2+2+24+2+0=8

Rpta.: 8

3.- Hallar las 5 ultimas cifras de:

L1E s 1Y w8 LLE s

S —

11 +...+11 +1,

S —

1n cifras 1(n - 1) cifras

donde: 5==n<?9

Solucion:

Ecifras
ey
111..1T111 ¥

11...1111
1...1111
L }E numeros
111
11
L

Sumermos en las unidades:

l+1+1+...... +1=1n

1n unos

@9

penemos “n”, llevamos 1

En las decenas:

l+1+1+1+...+41=1n
S —

1(n - 1) unos

3
ponemos “n”, llevamos 1.

En las centenas:

1+1+14+1+...+1=1(n-1)
—\,—/

1(n - 2) unos

ponemos (n - 1}, llevamos 1.

En las unidades de millar:

l+1+1+1l+...+1=1(n-2)
—\,_—l

1(n - 3) unos

ponemos (1 - 2), llevamos 1.
En las decenas de millar:

1+1+1+1+...+1=1(n-23),
\—\/——/

1{n - 4) unos

ponemos (1 - 3}, llevamos 1.

Las 5 ultimas cifras son:

Rpta.: (n -3} (n-2) (n -1) nn.

4.- Hallar un namero de 4 cifras, sabiendo:

1° Que la suma de sus cifras es 25.

2°Que la cifra de los millares, sumada con la ci-
fra de las decenas es igual a la cifra de las uni-

dades.

3° Que aumenta 8 082 al invertir ¢l orden de sus
cifras.
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Solucion:

Sea abced el namero buscado, se debe cumplir.
a+b+c+d=25 (1)
a+c=d (2)

Finalmente se debe cumplir que:
dcba - abed = 8 082 (3)

descomponiendo este ultimo numero polindmi-
camente:

1000c + 100c + 10b + a - 1000a - 100b -10c -d = 8§ 082
999 (d -a) +90(c - h) = 8082

simplificando:
111(d -a) +10{c-b) = 898
_\,__l _\,_/

1digito 1digito

como se indica, (d - a) v (¢ - b) deben ser digitos,
de otra manera la suma seria un namero de mas
de tres cifras.

Se deduce:

1° 111 (d-a)=888
d-a=8 (o)

20 I0{c-b)=10
c-b=1 (B

De () se deduce que:
d=9, a=1

Sustituyendo estos valores en (2):

c=8
De () se deduce: b=7
El namero buscado es Rl, o sea: 1 789

Rpta.: 1 789

6.-

5.- Al sumar 89 capicias diferentes de tres cifras se
obtiene 48 753. Hallar la suma de las cifras del ca-
picta no considerado.

Solucion:

Sumemos todos los capicias de 3 cifras, descom-
poniendolo cada sumando,asi:

(100 + 1)+ Q00 +10+ 1)+ (000 + 20+ 1) +...
e+ 100 +80+ 1)+ (100 +90 + 1)

=10.100+10.1+10C1 +2+3+...+9)

=1000+10+10.45=1000+ 10 + 450
Del mismo modo:

200+ 2)+ Q200 +10+2) + (200 + 20+ 2) +...
e+ (200480 +2)+ 200+ 90+ 2)

=10.200+10.2+ 10 (1+4243+ ... +9)
=2000+20+10.45=2000 + 20 +450
Andlogamente, con los otros sumandos:

303 + 313 + 323 + 333 + ...
+ 393 =3 000 + 30 + 450

404 +414 + 424 +434 +
+ 494 = 4 000 + 40 + 450

305 + 515+ ... =5 000 + 50 + 430
606 + 616 + ... =6 000 + 60 + 450
707+ 717+ ... = 7000 + 70 + 450
808 + 818 + ... = 8000 + 80 + 450
009 + 919 + ... =9 000 + 90 + 430

Suma total = 1 000 (43) + 10 (45) + 90 (45)
=45 (1100) = 49500 = 5,

St-5=49500-48 753 = 747

Rpta: 7+4+7=18

Un estudiante demuestra que:

DAME + MAS = AMOR
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Sila palabra AMOR toma su maximo valor, hallar
este valor.

Nota: “O"de amor es cero y cada letra representa
un valor diferente.

Solucion:

DAME+
MAS

AMOR
En las unidades puede ser:
10<E+5=18
6 E + S puede ser < 10.

Si: E+ 55 10 pero menor que 18, al sumar las de-
cenas se tendra por dato:

1+M+A=10 (1)
M+A= © (2)
Al sumar las centenas:

1+A+M=M (3)

De (1) v (2) se deduce: M = O; ésto es falso, por-
que la letra O de la palabra amor representa al ce-
ro, M no puede ser cero porque cada letra repre-
senta un valor diferente.

Por otro lado, si: E+ S < 10

En las unidades:

E + S =R {(No se lleva nada)

Al sumar las decenas:
M+A=10
Al sumar las centenas:

l+M+A=M (seescribe My se lleva 1)

= M=1 ;

H

A=9
Al sumar los millares:
l1+D=A pero A=90=D=8

Come la palabra AMOR debe tomar su maximo
valor: R=7

Rpta.: AMOR=9107

7.- Un estudiante conviene con su padre en telegra-

tiar con clave, representando cada cifra numérica

con una letra distinta y procurando para compro-
bacién que el niimero representante de la 1ltima
palabra fuese la suma de los anteriores.

Se desea descubrir la clave sabiendo que el estu-
diante telegratic lo siguiente:

SEND + MORE = MONEY
Nota: La letra O es cero.

Solucién:

SEND+
MORE

MONEY

Al tener SEND y MORE 4 cifras y MONEY cinco,
debe ser M =1, pues la suma de dos digitos (S + M)
no puede ser mayor de 18, y como en nuestro caso
los sumandos M + S, para los millares deben ser dis-
tintos, a lo sumo vale: 9 + 8 = 17.

Alser M=1y S+M=0=5=9

E no puede valer ni “0”, ni 1, por haber sido uti-
lizados ya.

Lomas logico es suponer:
{(1)+E+0=N (a)
para que E = N, por lo tanto:
2=E=7
3=N=8

Dado que la suma de las centenas, E + O, recibe
un “1” que se lleva de la suma de las decenas,
entonces:

(1) +N+R=1E (h)

reemplazamos (a) en esta ecuacion:

(D+(Q+E)+R=1F

2+E+R=1E
3+ RalB=H
2+4R=10
R=8

Nétese que (b} supone que D + E = Ef {c)
De otro mode, no seria consistente con (a).

Ademas, E & {10, 11, 18} por que los nimeros
0,1 v 8 ya estan asignados.
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En base a las ecuaciones (a) v (¢} v verificando
que ahora 3 £ N < 7, podemos elaborar la sigu-
iente tabla de valores:

Obseraciones

312] 892 |ParoD+E=8+2=10vD+E=9+2=11

valores no permitidos para ly

413 7 Idem

514 67 Idem

6|35 ]5,67 |ldemparasy6.D=7esvilidosiN=6,
E =5

716 14,567 NosonvalidosD=6D=7,siN=7,
E = 6, por que las cifras deben de ser
diferentes entré si.

Por lo tanto:

Q=0 E=5
M=1 N=6
$=9 D=7
R=8 Y=2
Rpta.:

Q567 +

1085

10 652

8.- Un estudiante demuestra que:

TEN + TEN + FORTY = SIXTY

Si cada palabra es un namero y cada letra es una
cifra diferente, diga: ;Cudl es el valor de FORTY
y SIXTY?

Solucion:
TEN+
TEN
| At 0 0

Sl XTY

I N+ N+Y=...Y

Se tiene las siguientes alternativas:

10=N=5
N+N=/
\

0 =N=0

5i: N = 3 (al sumar se pone 0 y se lleva uno)

l1+E+E+T=T

Se tiene las siguientes alternativas:

E=4 .5
Se deduce: 1+E+E <

s
2
Luego N no puede ser 5; por lo tanto:
N = cero (no se llevanada) |N =0
22 E+E+T=T
Se tiene las siguientes alternativas:
_oE=5
E+E \
E=0
E =0 porque yaN =0
3 F=5S
1+F=5 (a)

4% Si“z” es lo que llevamos de lasuma T+ T + R,
se cumple:

z+ “0O"=1+10
de aqui se deduce:
S5i z=1,0 =nueve
I=0 (cero), pero I = 0 porque N =0
S5 z=2, O =nueve,

Baili= 1+ 10 I= 1
1=1,0=9,N=0,E=5

para las demas cifras quedan los valores:

23,46, 7y8.

5% Como z = 2, se tiene:
l1+T+T+R=X+ 20

2T+R=X+19 (h)
Si T = 8, reemplazando en (b):

16+ R=X+19 R=X+3 (c)
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51X =3:

R = 6, iInconsistente con (a)
S1X =4
F=2
5S=3
R=7, cumple { v _ 4
Y=06
Rpta.:
FORTY = 20 786
SIXTY = 31 486

9.- En el torneo por la “Copa Pern” participan 8

equipos. 51 se ha de jugar 2 ruedas y todos juegan
contra todos, se pregunta: jcudntos partidos se va
a jugar en total y cuanto durard el torneo, sabien-
do que cada semana se juega 4 partidos y se des-
carnsa una semana?

Selucion:

Llamemos: 1,2, ..., 8 a los equipos. Equipo 1 jue-
gacon 2, con 3, con4, ete. Equipo 2, juega con 3,
con 4, con 3, etc. Entonces el equipo 1 juega 7
partidos, el equipo 2 juega 6 partidos, el equipo 3
juega 4 partidos, etc. Entonces :

1 2 3 4 5 6 7 8
EQUIPO N° DE PARTIDOS

/ 1 7
: 2 6 \
3 5 ‘

4 4

5 3

6 2

7 1

Nurmero de partidos:

1+2+3+ ...+ 7=E=28

&
En 2 ruedas juegan:

28 . 2 = 56 partidos

Tiempo: 54—6 + 1 =15 semanas

Rpta.: 56 partidos, 15 semanas.

10.- El campeonato de futbol de la Liga de Balnearios

va a durar 39 semanas. 5i cada semana se jugara
cuatro partidos, ; cuantos equipos participan, sa-
biendo que van a jugar en 2 ruedas?

Solucién:

Como se juegan 4 partidos por semana, en total
se jugara:

39 .4 = 156 partidos en 2 ruedas
En 1 rueda se jugara:
156: 2 = 78 partidos por rueda.

Consideremos que hay N equipos, que juegan de
dos en dos. Por lo tanto:

(1;):78: 2! (1\11\152)!

De donde:

N?-N-156=0
N=13

Rpta.: Participan 13 equipos.

11.- En una recepcién hubo 820 apretones de mano.

Sabiendo que cada persona saludé 1 sola vez a
cada una de las demads, se pregunta: ; Cudntas
personas asistieron a la recepcion?

Solucién:

Consideremos que hay N personas, entonces, el
numero de apretones de mano es una combi-
nacion de las N personas, tomadas de 2 en 2:

N NI
( ) 21 (N - 2)!
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Personas  N€ de apretones de mano
1 0
2 1
3 3
4 6
N (N-1)N/2
entonces:
(N-1)N
820 = —— —
N =41

Rpta.: Asistieron 41 personas.

12.- Se tiene un namero de 2 cifras. El duplo de la ci-

fra de las decenas restado de la cifra de las uni-
dades es mayor que 5; y, la diferencia entre 14
veces la cifra de las unidades y la cifra de las de-
cenas es menor que 112. ; Cudl es el namero?

Solucién:

Sea ab el namero huscado. Por condicién del pro-
blema se debe cumplir que:

b-2a>5 (D
14b-a <112 (1D

Sistema cuya solucién es: a=1,55, b =8

Pero debe ser entero. La unica posibilidad es que
a= |, entonces:

b=8 & b=9

Sib =8, en la expresién (I1) se tiene:
14.8-1<112
111 < 112 {cumple)

Si b =9, en la expresion (II), se tiene:
14 .9-1<«<112
125 < 112 {no cumple)

Rpta.: ab =18

13.- Para terminar la construccidn del pise de un

campeo deportivo, con 40 obreros, se dispuso de
una gratificacién de 36 000 soles que repartirian
a razén de & 2,00 por cada metro cuadrado de
construccidn. Abandonaron la obra unos cuan-
tos obreros y entonces se retiré de la gratifica-
cién la mitad de los que a éstos hubiera corres-
pondido al terminar la obra y se repartio el res-
to por igual entre los que terminaron la obra co-
rrespondiendo a cada uno de ellos S/ 1 050,00.
Determinar la superficie del piso del campo de-
portive v el nimero de obreros que se retird de
la obra.

Solucion:

Si los 40 obreros hubieran trabajado hasta el [inal,
cada obrero hubiera recibido:

36 000 : 40 = 900 soles de gratificacién
Superficie del piso del campo deportive:

900 :2 =450 m?

Pero en el proceso de la obra se retiraron algunos
obreros.

Numero de obreros que se retiraron:

De los 900 soles que corresponde a cada obrero
que abandoné el trabajo, la mitad (%/. 450) se re-
tiré v la otra mitad ha de ser repartida entre los
que terminaron la obra. De acuerdo al problema,
por este reparto correspendisé a cada obrero que
termind la obra un monto adiclonal de:

1 050 -900 = 150 soles

Lo correspondiente a cada obrero que abandono,
sirvio para beneficiar a 450 :150 = 3 obreros que
terminaron.

Por le tanto, de cada 4 obreros, uno abandené; co-
moe en total eran 40 obreres, entonces abandonaren:

40 : 4 =10 obreros.

Rpta.:
Superficie = 450 m?

Se retiraron 10 obreros
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14.- Seis operarios estan preparando concreto a ra-
zén de 4 m® por dia, 2 dias después empieza a
trabajar otra cuadrilla compuesta por 8 opera-
rios que pueden mezclar 3,5 metros cubicos por
dfa. Supeniende que la primera cuadrilla des-
cansa dos dias por semana y la segunda une, di-
gase cudntos dias de trabajo debe desarrollar ca-
da cuadrilla para llegar a tener igual volumen de
concreto.

Selucion:

Cuando empezd a trabajar la segunda cuadrilla, la
primera llevaba hechos:

4.2=8m’

Segun el enunciado, mientras que una cuadrilla
trabaja 5 dias a la semana, la otra trabaja 6 dias.

En 5 dias, la primera hace:

4.5 =20 n? (por semana)
En 6 dias, la segunda hace:

6.3,5 =21 m? (por semana)

Es decir que cada semana, la segunda le descuen-
ta a la primera:

21lm? -20m® =11

Para descontarle 8 metros cibicos, la segunda cua-
drilla necesita 8 semanas (de 6 dias de trabajo):

6.8 =48 dias
y la primera habra trabajado en total:
2 dias + 5 dias . 8 semanas = 42 dias

Rpta.: Para tener igual volumen de concreto nece-
sitan trabajar:

1ra. cuadrilla: 42 dias
2da. cuadrilla: 48 dias

SUSTRACCION

Es una operacién aritmética opuesta a la suma, defi-
nida para dos cantidades, llamadas minuendo y sus-
traendo; tiene por objeto determinar cudntas unida-
des mas posee la primera con respecto a la segunda.

M-5=D < condicion: M » S

D = diferencia o resta o sustraccién.

PROPIEDADES DE LA RESTA O
SUSTRACCION

Ira. Propiedad.- Si al minuendo se le agrega una
cantidad cualquiera, la diferencia queda aumentada
en la misma cantidad.
Sea la diferencia:
M-S=D (1)
Agregando K al minuendo, se tiene:
(M+K)-5S
que se puede escribir asi:
M-S + K ; entonces:
M+K)-5=M-5+K (2)
Sustituyendo (1) en (2):

M+K)-S=D+K

2da. Propiedad.- Si al minuendo se le quita una can-
tidad, la diferencia queda disminuida en dicha cantidad.

Sea la diferencia:
M-5=D (1)

quitamos K al minuendo, se tiene: (M - K) - S
que se puede escribir asi: M - 5 - K ; entonces:

(M-K)-S=M-5-K (2)
Sustituyendo (1) en (2):
M-K)-5=D-K
3ra. Propiedad.- Si al sustraendoe se le agrega una
cantidad, la diferencia queda disminuida en dicha
cantidad.

Sea la diferencia:

M-5=D (1)
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Agregando K al sustraendo y se obtiene:
M-S +K)
que se puede escribir asi: (M - 3) - K; entonces:
M-(+K=M-5)-K (2)
Sustituyendo (1) en (2):
M-(5+K)=D-K

4ta. Propiedad.- Si al sustraendo se le quita una canti-
dad, la diferencia queda aumentada en dicha cantidad.

Sea la diferencia:
M-S=D (L)

Quitando K al sustraendo, se obtiene M - (5 - K)
que se puede escribirasi: M -5 + K

Entonces:
M-(5-K)=(M-5)+K (2)
Sustituyendo (1) en (2)
M-(5-K)=D+K

5ta. Propiedad.- 5i al minuendo y al sustraendo se
les agrega una misma cantidad, la diferencia no varia.

Sea la diferencia:

M-5=D (1)

Si agregamos K al minuendo y K al sustraendo, la
expresion se convierte en:

(M+K) -(5+K)

que puede escribirse asi:

M-5+K-K=D (2)
Se observa que la expresién (2) es idéntica a (1),
va que K - K es cero. Con lo cual se ha verificado

la propiedad.

éta. Propiedad.- 5i al minuendo y al sustraendo se
le quita una misma cantidad, la diferencia no varia.

Sea la diferencia:
M-5=D 4]

Quitando Kal minuendo y K al sustraendo, se ob-
tiene: (M - K) - (5 - K}, que se puede escribir asi:

M-5-K+K=D (2)

Comparandoe se observa que la expresién (2) es
idéntica a la (1), ya que - K + K es igual a cero.
Con lo cual queda verificada la propiedad.

7ma. Propiedad.- (Principal). 51 al minuendo se le
quita una cantidad y al sustraendo se le agrega otra
cantidad, la diferencia disminuye en la suma de di-
chas cantidades.

Sea la diferencia:
M-S=D (1
Quitando “m” al minuendo y aumentando “p” al

sustraendo se tiene: (M - m} - (5 + p), que se pue-
de escribir asi:

M-m-5-p; entonces:

M-m)-(S+p)=M-m-S-p

=M-5-m-p
=M-5-(m+p)
=D-(m+p)

COMPLEMENTO ARITMETICO DE UN
NUMERO (C°A)

Se llama asi a la cantidad que le falta a un ndmero pa-
ra llegar a ser una unidad de orden inmediato superior.

Por ejemplo, al nimero 4 le falta 6 para llegar a ser
10, entonces el complemento aritmético (C°A) de 4
es 6. Se escribe asi:

C°A 4=6

Del mismo modo, el complemente aritmético de 385
es 615, porque a 385 le falta 615 para sumar 1 000.

El complemento aritmético de 76 es 24, porque:
76 + 24 = 100.

C°A 385=1000-385 = 615

C°A 76=100-76 = 24

- 89 -



Regla Practica

Para hallar el C° A de un numero cualquiera, se res-
ta dicho nimero de la unidad seguida de tantos ceros
como cifras tenga el numero.

Ejemplo:

C°Ade 628 = 1000 - 628 = 372
C° Ade 78 —= 100 - 78 = 22
C°Ade 625 — 1000 - 625 = 375
C°Ade 1072 — 10000 - 1072 = 8928

Se deduce que: un ndmero mds su complemento
aritmético es igual a la unidad inmediata superior
del numero, ast:
C°AT8+78

C° A 625 + 625
C°AL1072+1072

=22+78 = 100
=375+ 625 = 1000
=8928+1072= 10000

NOTA

Obsérvese alternativamente que para hallar el
“C° A” de un numero, se resta mentalmente de
9, empezando por la izquierda, todas las cifras,
excepto la ultima cifra significativa de la dere-
cha, que se resta de 10. Se agrega los ceros que
sigan a la altima cifra significativa.

Asi:
C° A 628300:
899 (10)
628 300
C° A 628300: Sl 0

APLICACION DEL C° A

Transforma una resta en suma.
Sabemos que: M -5 =D

Agreguemos al minuendo M v al sustraendo 5 el
C°A del sustraendo, la diferencia D no varia:

M-5=M+C°AdeS)-(5+C°AdeS)

M-S=(M+C°AdeS) - (unidad de orden inme-
diata superior de S).

Ejemnplo: Restar los nameros: 7 329 -3 641

Se procede asi:

7329 - 7329 +
3 641 = 6350 «— (°Ade3641
3 688 13 688 -

10 000 <« unidad de orden
3688  inmediato superior de S

EXCEDENCIA. Se llama excedencia de un nimero a
la diferencia entre el numero dado y una unidad de
su orden mds inmediate inferior.

Asi la excedencia de 826 sera:
826 -100 =726

La excedencia de 23 sera: 23 -10=13

EJERCICIOS RESUELTOS
L.- Conociendo la suma 5 de dos nimeros y su dife-
rencia D, determinar dichos nameros.

Solucién:

Sean a y b los numeros, consideremos que a > b,
se tiene:

a+hb=5 (1
a-b=D (2)

Sumando (1) + (2):

Za=5+D=a-= LER
2
. S+D
El ntimero mayor es: a =
2,
Restando (1) - (2):
S5-D

2b=S5-D=h=——
2

5-D
2

Rpta.: El ntimero menores: b=

2.- Hallar “a” si:

C°A(la)+COA(22) +..+ C°A(9a) =396

Solucién:

Reemplazandoe por el complemento aritmético de
cada sumando:
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o
'

(100 - 1a) + (100 - 2a) +...+(100 - %a) = 396
900 - (1a + 2a + 3a +...+ 9a) = 396
Descomponiendoe polindmicamente:
Q0-({10+a+20+a+30+a+...+90+a)=396

900 - 450 -9 .a= 396
9.a=54

Rpta.: a=6

Hallar abed, si C°Ade abcd=a+b+c+d

Solucién:

El C° Adeabed =(9-2)(9-b) (9-¢) (10-d)

Ahora, por condicién del problema:

(9-a)©@-b)O-c)(10-d)=a+b+c+d (1)

Entences como cada cifra del namero abed es me-
nor que nueve por ser digito, es decir:
a<0, b<09 <0 d=<9,

Se tiene:

a+b+c+d=36

(9-a)(9-b)(9-0)(10-d)£36 (2)

Si el primer miembro es menor que 36, eso quie-
re decir que el nimero en (2) a lo mas tiene 2 ci-
fras; entonces:

9-a=0=a=9;, 9-b=0=hb=9

3

De este modo:
(Q-c)10-d)=9+9%9+c+d

Descomponiendo polindmicamente el primer
miembro:
(9-¢).10+(10-d)=18 +c+d

Agrupando convenientemente:

82=11lc + 2

— — et
par par

debe ser
par

@

Entonces “c” y “d” pueden tener los siguientes

valores:

noe cumple
cumple, d =8

g}
1]
Sl R O @

—
—
] no cumplen

Rpta.: abed = 9 968

4 .- Transformar la resta de 43 714 - 810 en una su-

ma, usando el complemento aritmético.
Solucion:

Sabemos que:
C*A8l10=1000-810=190

la resta se convierte en suma, sumando:
43 714 + 190 y a este resultado quitando al resul-
tado una unidad de los millares, o sea:

43 714 +
190

43 904 -
1000
42 904

Rpta.: 42 004

5.- A un numero de 3 cifras se le resta el doble de

su C°A y se obtiene el mayor cuadrado perfec-
to de 2 cifras y de raiz par. Hallar dicho niime-
ro de 3 cifras.

Solucion:

Sea N el namero buscado y su complemento arit-
mético:

C°AN=10*-N
ahora por condicion del problema:
N-2(10*-N) =64

{64 es el mayor cuadrado perfecto de 2 cifras y de
raiz par)

Efectuando operaciones:
N-2000 + 2N =64

3N=2064
N = 688

Rpta.: 688
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6.- Un alumneo, al tratar de calcular dos numeros, co-

nociendo la suma v la diferencia, comete el error
de quitarle16 unidades a la suma. Se encontré por
nimero mayor 51 y la diferencia de los nimeros
estd comprendida entre 20 y 40 v la suma de las
cifras de la diferencia es 12. Calcular la suma de
los verdaderos nimeros.

Solucion:
Lo que el alumno hizo fue:

(5-16)+D
2

=51

de donde: D=118-5§
o también: S=118-D ... (1)

Por otro lado:

Como: 20 < D <40, “D” sera de la forma mn, don-
dem+n=12.

Ambas condiciones las cumple solo mn = 39
Sustituyendo este valor en (1):
5=118-39=79

Rpta.: 5= 79

7.- En la siguiente figura, poner en cada cuadrado

una cifradel 1 al 8, de tal manera que una cifra en
cualquier posicion ne debe tener a su alrededor
ninguna otra cifra consecutiva con ella. Hallar la
suma (a + h).

Solucion:

En la figura se observa que a tiene 6 cifras asu al-
rededor, b también tiene 6 cifras a su alrededor.

9.

Debe haber 6 cifras no consecutivas con a. Debe
haber 6 cifras no consecutivas con b.

Con los numeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; se ve que
los tinicos que tienen 6 cifras no consecutivas son
ly8.

“a+hbh=8+1=9
Rpta:a+b=9

En un salén donde hay 40 alumnos, el profesor
de matematica suma los afios de nacimiento de
todos ellos; luego suma las edades de los 40 alum-
nos. A continuacién, suma los 2 resultados obte-
niéndose finalmente 79 828. Si la suma se hizo
ayer, ;cudntos cumplieron afios ya este afio?
(considerar a 1 996 como afio presente)

Solucién:

Si todos hubieron cumplido afios en 1 996, 1a ope-
racion seria:

40(19xy) +40(1 996 - 19xy )= 79 840

Por otra parte si ninguno hubiera cumplido anos
todavia este afio, la suma seria 40. 1 995 = 79 800.

Por cada uno que ya cumplié afios este ano, la su-
ma aumenta en 1.

Hay: 79 828 - 79 800 = 28 que ya cumplieron
anos.

Rpta.: 28

Se tiene 2 toneles de vino, del primer tonel se
echa al segundo tantos litros de vino como litros
habia en el segundo tonel. Luego, del segundo to-
nel se echa al primero, tantos litros como litros
habian quedado en éste, después de la primera
operacién. Por dltimo, del primero se echa al se-
gundo tantos litros, come litros habian en el se-
gundo tonel después de la segunda operacisn. Si
al final; cada uno de los 2 toneles tiene 72 litros,
scudnto tenfa cada uno al principio?

Solucién:

En realidad, lo que se hace es duplicar la cantidad
de vino en cada operacién.

Eneste tipo de problemas, conviene empezar a re-
solver, partiendo desde la ultima operacién hacia
la primera, restando la mitad sucesivamente:
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1° tonel|2° tonel
4°| 99 2 al principio
391 54 90 después de la 1ra.
operacion
se|l 108 o después de la 2da.
operacion
19l 72 72 al final

Rpta.: Al principio cada tonel tenia 99 v 45 litros
respectivarmente.

10.- Ayer, 2 amigos, German vy Pio hicieron lo si-

guiente: Germdn sumé a su afio de nacimiento
la edad de Pio, y Pio sumo a su afio de naci-
miento, la edad de German.Al sumas después
ambos resultados, se obtiene 3 980, detectando
que German se ha equivecado al sumar (cobtu-
vo 1 987). Si Germdn va cumplié afos (este
afjlo 1 996) y Pic adn no.

:Cudl es la diferencia entre las edades de Ger-
man y Pio?

Solucién:

Suma Total Verdadera (5. T. V.) = afio en que na-
cié German + edad de Pio + afio en que nacié
Pio + edad de German (1)

Ordenando:

S. T. V. = afio que nacié German + edad de Ger-
man (1 996, pues ya cumplio afios este afo) +
afo que nacié Pio + edad de Pio (1 995, pues no
ha cumplido afios este afio).

STV.=1996+1995=3991

pero ellos obtuvieron como suma total 3 980.

Hay un error de : 3991 - 3 980 = 11 anos; ésto se
debe a que Germdn sumd mal; €l debié obtener:
1987 + 11 =1 998, o sea:

afio en que nacié German
+edad de Pio =1 998 ...{ct)

afio en que nacié German
+edad de German = 19096 ... ()

(or) - (B): edad de Pio - edad de German = 2 afos.

Rpta.: La diferencia de las edades de Pio y Ger-
mén es 2 anos.

11.- Hay 10 barcos que navegan entre Liverpool v
Dublin. ;De cudntas maneras puede un hom-
bre ir de Liverpeool a Dublin y regresar en un
barco diferente?

Solucion:

Hay 10 maneras de hacer la primera travesia y
con cada una de éstas hay 9 maneras de regresar
{va que el hombre no puede regresar en el mismo
barco), por consiguiente, el ndmero de maneras
de hacer los 2 viajes es: 10. 9= 90

Rpta.: De 90 maneras.

12.- Tres viajeros llegan a una ciudad en la que hay 4
hoteles. ;De cuantas maneras pueden ocupar
sus hoteles debiendo estar cada uno en un hotel
diferente?

Solucion:

El primer viajero puede elegir uno de los 4 hote-
les v cuando ha seleccionado su hotel, el segun-
do viajero puede escoger uno de los 3 que que-
dan, por lo tante los primeros 2 viajeros pueden
hacer su seleccién de 4 . 3 maneras y con cual-
quiera de estas selecciones, el tercer viajero pue-
de escoger su hotel de 2 maneras; en consecuen-
cia, el niimero de maneras como pueden ocupar
sus cuartos es:

4, JBLi2= 24

Rpta.: 24 maneras.

MULTIPLICACION

La multiplicacién es una operacion que tiene por
objeto hallar una tercera cantidad llamada producto
que contenga al multiplicando el mismo niumero de
veses que el multiplicador contiene a la unidad po-
sitiva.
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De acuerdo con la definicién:

P=M
P>M
P<«<M
P=0,M==0

Sim=1 se tiene

Sim>1 se tiene

Sim< 1 se tiene

Sim=0 se tiene

DESARROLLO DE LA MULTIPLICACION
Sita. b =D se cumple:

a.b=P=a+a+...+a,
e
b veces

¥

a.b=P=b+b+..+h
\—,—_/

a veces
Ejemplo: 24 .5 =120, se cumple:

24.5=120=3+5+53+ ...+ 3
_— —
24 veces

¥
24.5=120=24+24 + ... + 24,
_—

5 veces

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION

Ira.Propiedad: Ley distributiva con respecto a la
suma: Para multiplicar un nimero por una suma in-
dicada, basta multiplicar dicho numero por cada uno
de los sumandos y sumar los preductos parciales.

Sea N un numero cualquieray (a+ b + ¢} una su-
ma indicada.

N(a+b+c)=N.a + N.b+N.c

En efecto; consideremos que:
{a+b+c)=S5, entonces:

N{(a+b+c)=N.5=S+S+S+...+85
e

N veces
y ademas:

N(a+b+c)=

={(a+b+c)+@+b+)+...+@a+b+c)

N veces

=(a+a+..+a) + (b+b+...+b)+(c+c+...+c)

N veces N veces N veces

por lo tanto:

N{a+h+c)=N_.a+N.b+N.c

2da. Propiedad: Ley distributiva con respecto a la
resta: Para multiplicar un numero por una diferencia
indicada, basta con multiplicar dicho ntimero por ca-
da uno de los términoes de la diferencia v restar los
productos parciales.

Sea N un nimero cualquiera v (P - Q) una dife-
rencia indicada.

N (P -Q)=NP-NQ

En efecto, podermos decir que:

N{FP-Q=FP-Q+FP-Q)+..

N veces

A+ P-Q)

N{P-Q=([P+P+..

N veces

P - Q+Q+ L+

N veces

N (P-Q)=NP-NQ

3ra. Propiedad: Para multiplicar 2 sumas indicadas,
basta multiplicar cada uno de los sumandos de una
de ellas, por todos los de la otra y sumar los produc-
tos parciales .

Sean:

(a+b+c)y(d+1)dos sumas indicadas.

(a+b+c)(d+D=ad+al+bd+bl+cd+cf

En efecto, notamos que:
fa+b+c)d+D=ald+1D)

+b{d+D+cd+D
Luegeo:

(a+b+c)(d+D=ad+al+bd+bl+cd+cf

4ta. Propiedad: Para multiplicar una suma indicada
por una diferencia indicada basta multiplicar cada
uno de los sumandos por el minuendo y quitarle a
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este resultado el producto de cada uno de los suman-
dos por el sustraendo.

Sea: (a+ b + ¢) , una suma indicada y (d - f) una
diferencia indicada.

a+b+c)d-H)=a.d+b.d+c.d-a.1
-b.f-c.f

En efecto, sabemos que:
(a+b+c){d-H)=(a+b+cy d-(a+hb+c)f
Efectuando:

a+b+c)d-fi=a.d+b.d+c.d-a.f-b.f-c.f

5ta. Propiedad: Para multiplicar 2 restas indica-
das, se multiplica cada término de la segunda resta
por todos los términos de la primera y se suman o
se restan los productos parciales.

Sean: (a - b) v (¢ - d) dos restas indicadas.
(a-b){(c-d)=a.c-b.c-a.d+b.d

En efecto:

(a-b){c-d)=(a-b)c-(a-b)d
=a.c-b.c-a.d+b.d

PRUEBA DE LA MULTIPLICACION
(POR LOS NUEVES)

Se suma las cifras del multiplicando, se le quita los
nueves y el resultado se pone en la parte superior de
un aspa; se suma las cifras del multiplicador, se qui-
ta los nueves y el resultado se pone en la parte infe-
rior del aspa; se multiplica estos nimeros, se quita
los nueves v el resultado se pone a la izquierda del
aspa. Se suman las cifras del producto, se quita los
nueves ¥ si este resultado es igual al nimero de la
izquierda del aspa, la operacion estd correcta.

365 x
429
3285

730
1460

156585

(3+6+5)-(nueves) =5

5
(6.5) - (nueves) =3 3 3

6

1+5+6+5+8+5)- (nueves) =3

(4+2+09)-(nueves) =6

MULTIPLICACION DE 2 NUMEROS
DECIMALES

Se multiplica como si fueran enteros y en el produc-
to se separa de derecha a izquierda tantas cifras deci-
males como cifras decimales tengan multiplicando v
multiplicador juntos.

4,28 x
6.4 3

1712
2568 5

27,392

Ut

Para probar por los nueves, se procede exactamen-
te igual que en la multiplicacién de los enteros.

Justificacién: Al prescindir del punto decimal en
el multiplicande, lo hemos multiplicade por 100
v el producte habrd quedado multiplicado por
100. Al considerar el multiplicador como entero,
lo hemos multiplicado por 10 y por lo tanto el
producto ha quedado multiplicado por 10.

En concreto, el producto habra quedado multipli-
cado por 100 y por 10; es decir, por 1 000.

Por esta razon el producto obtenido 27 392 lo di-
vidimos por 1 000, siendo ¢l producto verdadero
27,392,

CASOS ESPECIALES DE SIMPLIFICACION
DE LA MULTIPLICACION

1° Multiplicar des mimeros que terminan en CERO.

Para multiplicar dos niimeros que terminan am-
bos o une solo de ellos, en cero se prescinde de
los ceros finales, se multiplica los numeros con
digitos significativos y a la derecha del producto
se escribe tanto ceros como ceros en total tienen
los factores.
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Ejemplo:

473000 .28 000 = (473 .1 000) (28.1 000)
= 473.1000.28 .1 000
= 473.28.1000.1 000
= 473 .28.1 000 000

lo que indica que hay que realizar el producto
473 . 28 y a su derecha anadir 6 ceros.

en este caso: 473 . 28 =13 244

Resultado: 13 244 000 000

2° Uno de los factores es un numero formado exclu-

sivamente por cifras 9.

Para multiplicar un nimero por otro cuyas cifras
son todas 9, se agrega al primero tantos ceros co-
mo nueves tiene el segundo nimeroe v del niime-
ro asi obtenido se resta el primer numero.

Ejemplo:

758 .9 999 =758 (10 000 - 1)
=7 580 000 - 758

Observese que la operacion indicada, es mas rapi-
do, que el producto corriente. Finalmente:

7 580 000 -
758

758.9999 =7 579 242

3° Multiplicar 2 nimeros que terminan en 5.

Para multiplicar 2 ndmeros terminadoes en 5, se
escribe el producto de los niineros prescindien-
do, en ambos de la cifra 5, v a dicho producto se
le afiade dos ceros. Debajo se escribe el quintuplo
de la suma de los nimeros que se multiplica se-
guidos de un cero, y debajo se escribe el namero
25. La suma de los tres niimeros sera el producto

pedido.
Ejemplo: Efectuar 75 . 35.
De acuerdo a la regla enunciada:

Regla Practica

a5 . b5
=(a.b+5)25-50[10. (a+ b)]
7.3.100= 2100

40

50

5(7+3).10= 500
25
2 625

75.35=2625

Hallar el cuadrado de un ntunero terminado en 5.

Para elevar al cuadrado un namero que termina
en 5, se prescinde del 5; el nmero que queda se
multiplica por el siguiente de la sucesion natu-
ral de ntameros v a la derecha del producto se es-
cribe 25.

Aplicando esta regla, pueden obtenerse mental-
mente los cuadrados de los nameres de 2 cifras
que terminan en 5. Asi, para calcular 75% se ope-
ra mentalmente del siguiente modo: 7. 8 = 56, se
afnade a su derecha 25 y se obtiene:

Ejemplo:

il #BR=5625

i) 1 052 =11 025

i) 1152 =13 225
Hallar el cuadrade de un numero formado exclu-
sivamente por la cifra 1.

Los numeros de esta forma dan como cuadrado
siempre una capicta, cuyo término central es un
numero igual a la cantidad de cifras del namero
dado. Esta regla se cumple sélo hasta el cuadrado
de un numero formade por nueve cifras uno.

112 = 121
1112 = 12321
1111% = 1234321

DETERMINACION DEL NUMERO DE
CIFRAS DE UN PRODUCTO DE 2 FACTORES

Sise trata de los factores M y N de m y n cifras ta-
les que:

10 =t <

10t <

M<l0O®
N<l0n®

multiplicando ordenadamente estos intervalos se
obtiene:

10=+n-22M N 10m+n

analizando esta expresion final, se determina que
el ntmero de cifras del producto de dos nameros
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es igual a la suma del namero de cifras de los dos
factores, o a esta suma disminulda en una unidad.

NUMERO DE CIFRAS DE UN PRODUCTO DE
VARIOS FACTORES Y DE UNA POTENCIA

TEOREMA .- 5i en un producto de “n” factores la
suma del ntimero de cifras de todos los factores es
S, el namero de cifras del producto serd por lo
menos:

S-n+1,yalo mds valdra S.

Demostracion: Sea P el producto de los “n” factores:
A.B.C...Z=P

donde:

FIguet)

A posee “a” cifras

B posee “b” cifras

C ¢ e
7 ap
A % BoBC § s s +z=5

se cumple para cada factor que:

10*! <« A <10°
10 = B <10°
10 = C <10°

10*! = Z <107

multiplicando miembro a miembro estos interva-
los obtendremos:

10 a+b+c+...+z-nSA B.C ... Z<10a+b+c+...+z
osea: 105 7<P<10°

105" es el menor niimere de 5-n + | cifras v 10°
es el menor nimero de 5 + 1 cifras. Luego P po-
dré tener S -n + 1, pere no llegara nunca a tener
S + 1, y llamando k al ndmere de cifras de P Mi-
nimo de: k=5 -n + 1. Maximo de: k= 5.

COROLARIO N° 1
El ndmero de cifras de la potencia enésima de un
numero que tiene “a” cifras, esalomds n.a, vy

por lo menos n (a-1) + 1.

Sea A", A tiene “a” cifras. Entonces:

n
e N A
¥
n
S=84+ a4+ i, +a =n.a

COROLARIO N°2

El ntmero de cifras de un producto de 2 facto-
res que tienen respectivdmente “a” y “b” cifras,
es{a+b)d(a+b-1)Esa+bcuando el pro-
ducto de las cifras de orden mas elevado tiene

dos cifras.

Segun el Teorema anterior el mdximo del niimero
de cifras del producto es a + b y el minimo:

a+b-2+1l=a+b-1
Ejemplos:

i) 5i los factores son 7 347 y 231 como 7 . 2 = 14
tiene dos cifras, el producto tendrd segura-
mente 4 + 3 = 7 cifras, pues :

A=7347 =7.100<A <104

B=231=2.10><B < 10>
=14.10°<A . B< 107

ycomo 14 . 10° tiene 7 cifras y 107 es el menor nu-
mero de 8 cifras, A . B tiene seguramente 7 cifras.

En cambio, si el producto de las 2 primeras cifras
no llega a 10, no puede decirse si el namero de ci-
frasserda+ b, 6a+b-1.

ii) 636 .38

El producto de las dos primeras cifras tiene 2 ci-
fras (6.3 = 18), luego el producto tendra a + b ci-
fras, es decir 3 + 2 = 5 cifras.

-97 -



i) 254 . 415, el producto de las 2 primeras ci-
fras tiene una sola cifra (2 . 4 = 8), entonces
el producto tendrad posiblemente a + b - 1 ci-
fras o a + b cifras (no puede predetermi-
narse).

COROLARIO N° 3

El cuadrado de un nimero que tiene “a” cifras
tendra 2a 6 2a - 1 cifras, pudiendo asegurarse que
tiene 2a cuando la primera cifra del nimero es
mayor que 3.

Este corolario es consecuencia inmediata del Co-
rolario N° 2.

Ejemplo:
(2812 tendra2 .3 -1 =6-1 = 5 cifras

i) (513)% tendrd 2 . 3 = 6 cifras

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- El ntimero entero A tiene 16 cifras y el naumnero

entero B tienen 26 cifras. $i N es el ntunero de ci-
fras que tiene el producto:

P=A" B®
¢ Entre qué limites varia el valor de N?
Solucién:

Los numeros dados estardn dentro de los siguien-
tes intervalos

107 €A <1015 = 107 <A><10%  (a)
107 < B<10”® = 109 <B%< 102 (h)
Multiplicando (a} y (b) se obtiene:

1027 < A7 B® <107
De esta expresion, se deduce que:

276 = N < 288

Rpta.: 276 < N < 288

2.- ;Cuantas cifras puede tener:

sabiendo que:

A . B puede tener 32 6 33 cifras

C. D?entre 18 y 20 cifras, y B/C? de 3 a 5 cilras.
Solucion:

Podemos establecer de acuerdo al enunciado que:

103 <A .B< 10% (1

1017 < C . D?< 10% (2)

102 s% < 10° (3)

Se deduce que la expresion por calcular se ob-
tiemne asi:

SR L I (4)

(2).(3)
Efectivamente, reemplazando sus equivalentes:
(2) . 3

B.D?

10¥ < < 105 (5)

(1) y(5)en (4):

10 <A.B<10®

10¥ > B.D?*=10%
C

Simplificando convenientemente:

10°< A.C <10M
DZ

Reemplazando el valor de E:

108 < E<10M

Rpta.: E tendrd entre 7 y 14 cifras.

3.- ;Entre qué limites se encuentra el nimero de ci-

fras que se obtiene al efectuar la expresion:
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E= 31{/ ‘\/ A3 ‘i/ Bi&+4 2/‘%/ C 32

Sabiendo que A tiene 13 cifras; B tiene 16 y C tie-
ne 197

Solucién:

Se puede escribir asi:

34
E= ’\/A31’4 B 18/12 . C91’4

=E=A.B>. C, pero:

1012 <A <108
10°*! =<B? < 10*

1077 =<C? <« 10%

Multiplicando: 10°% =<E < 10'%2

Rpta.: E tendrd entre 98 y 102 cifras.

4.- Hallar un namero de 2 cifras que sea igual a 8 ve-
ces la suma de sus cifras.

Solucién:

Sea ab el niimero buscado. Por condicion del pro-
blema:

ab=8(a+b)
10.a+b=8.a+8.b

2.a=7.b

como ay b son digitos esta igualdad sélo se veri-
fica cuandoa=7yb =2

Luego:
ab=72

Rpta.: 72
5.- Hallar la ultima cifra del producto:
P=202+1){2+1)...... 2"+ 1)

donde:
n=1 628

Solucion:

Sea el producto dado:
P=2Q+132%+ ... 2*+1) ... D

Llamando:

P=Q+1)(22+1)...(2"+1)
P B I 8] .. KPP # 1)

Termina en 5 porque hay un factor 5 y todos los
factores son impares, luego:

Rpta.: La ultima cifra es cero.

6.- El producto de un namero por 8 termina en 496
y el producto del mismo namero por 26 termina
en 862, hallar la suma de las tres ultimas cifras
del producto de dicho namero por 3 418.

Solucion:

Sea N el numero:

N.8=..49 (1)
26 . N =... 862 (2)

(1) +(2):
34 N =...358 (3)

(3) . 100:
3 400N = ... 800 )

(2)- (1)
18 N = ... 366 (5)

{(#4) + (5):

3418N=... 166

Rpta.: Suma de las 3 ultimas cifras del producto:
l+6+6=13.
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7.- Hallar N, sabiendo que tiene 2 cifras y que los
productos terminan asi:

N.A= ..66 (1)
N.B= ..25 (2)
N(3B-2A-1)=..06 (3)

Selucion:

Sea N = ab el nimero.

Multiplicando (2) por 3; (1) por 2, las dos ulti-
mas cifras de los productos son:

Ni3B= 5 )
N.2A= .32 (3)

Sabemos que:
N =ab (6)

Restando miembre a miembro estas tres ultimas

igualdades:

NBE - PR =T B =, By

1 (35 - 2 ~1) = ... 43 «ab

Reemplazando por (3

L.06= ..43-ab
= ab =37

Rpta.: N =37

8.- Calcular abed . moon, sabiendo que:

1%abed . m=1 416
¥
2°abcd . n =2 848

@,

Nota: “0” = cero.
Solucion:

De acuerdo a las condiciones del problema se
puede establecer:

abed x

moon

2848
1416

1418848

Rpta.: abed . moon = 1 418 848

9.- Hallar un numero tal que multiplicado por 2; 8; 6,

11, 5y 7 dé como producto los niimeros abedef,

fabcde, efabed, defabe; cdefab y bedefa, respecti-

vamente. Tomar en cuenta quel

a+b+c+d+e+f=27
Solucién:

Sea “N” el numero buscado. Por condicion del
problema.

N 2 = abedef +
N 8 = fabcde

N 6 = efabed
N 11 = defabe

N 5 = cdefab

N 7 = bedefa
N 39 = 2999997

La suma total se obtiene observande que en todas
las columnas la suma es 27 (pordatora+ b+ c + d
+e+1=27). Asi, en las unidades se pone 7 y se lle-
va 2; en las decenas la suma serd 27 + 2 = 29, po-
nemos 9 y se “lleva” 2; en las centenas la suma es
27 + 2 = 29, ponemos 9 y llevamos 2, y asi sucesi-
vamente, hasta terminar la suma. Despejando N:

N=2990007:39 =76 023

Rpta.: N = 76923

10.- Hallar en qué cifra termina el producto:

P=02+D(2+1)(23+1) ... 2"+ 1)

donde: n=1 628
Solucién:

P=3)B)©@).. 2n+1)
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Todos los lactores son impares y como uno de Solucion:
ellos es 5, se sabe, por propiedad, que el produc-
to de factores impares es impar, y que todo nime-
ro impar multiplicado por 5 termina en 5.

Se debe cumplir segun el enunciado que:

x = abcdef; 5% = m
Rpta.: P termina en 5 4x = efabed; 6% = m
11.- Una persona nacié el 6 de octubre de 19 ab. 2x = cdefab; 3x = bedetfa
Hallar la edad que tenia el 2 de julic de 19 ba La cifra “a” tiene que ser 1, porque si fuese mayor,

5x y 6x darfan productos de mas de seis cifras.
sabiendo que:

Si,3x =bcdefa =3 . f=a,lo que exigeque f=7

19ab.2=...(2n) 6 (1)

Por lo que:
ab9l . 3 =10... (2) 2A=2.7=14 = b=4
Solucion: 6f=6.7=42 = c=2
4.f=4.7=28 =  d=8
DA ELE lgagx 5.1=5.7=35 = e=5
.2m 6 Rpta.: x = abedef = 142 857.
S12.bh=6, 13.-Hallar los numeros enteros de tres cifras,

N = cdu, que sean iguales al cuadruple del pro-

Entonces puede sertb=3 6 b=8 ducto de sus cifras

Si b=3 Si: b=8 Solucion:
5 i O] G g T = e OO Recordando que un NUmero es m5 (rr}ultlplo de
—— e e cinco) cuando termina en O 6 5. el niimero que
par par 1mipar jpar buscamos no puede ser m5, porque siendo par se-
| | | | ria m10 v por lo tanto el producto de sus cifras se-
cumple ne cumple ria nulo, ya que “u” serfa cero.
. Los factores primos de N de una sola cifra solo

pueden ser: 2,306 7.
Para calcular a: de (2) y Sabiende que b =3

Podemos escribir:

ab9l .3=10... = 3.a+1=10

= as3 N=cdu=100.c+10.d+u=10(10.c+d) +u
Luego, nacié el 6 de Octubre de 1933. Por lo Sabemos que el cuadruple del producto de sus ci-
tanto, el 2 de Julio de 1933 todavia no habia fras es:
nacido. N=4.c.d.u
Rpta.: El 2 de Julic de 19ba todavia no habia Luego por enunciado:
nacido.
4.d.c.u=10(00.c+d)+u
12.- Hallar un m%mero x = abedef, tal que sus pro- % o B ot s T =i = TOPTE Bl
ductos sucesivos por 5, 4; 6; 2 v 3 sean respecti-
vamente iguales a los numeros obtenidos per- u@.d. c-1)=10000.c+d) (a)

mutando circularmente sus cifras: ) »
Analizando esta expresion se deduce que:

fabcde, efabed ,ete. u(4.d.c-1)=m5
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“Wnoesmi=4.d.c-1=m5,

lo que exige que 4 . d . ¢ termine en 6, v por lo
tanto que ¢ . d acabe en4 ¢ en 9.

Conslderemeos los numeros terminados en 4 6 9,
alo sumo igualesa 9. 9 = 81 y que no tengan fac-
tor prime mayor que 7; éstos somn: 4, 14; 24; 54,
64, 9y 46,

Para:
c.d=4=2.2081.4064.1

Solo puede ser ed =226 14 6 41.

Para:
c.d=14=2.7

solo puede ser: cd = 27 6 72, etc.
De {(a) se tiene:
u4.d.c-1)=100c + 10d = cd0

cdo
4.d.c-1

= U =

Provande diversos valores de “u” con cada uno
de los valores anteriores de cd, no se encuentra
un ndmero entero y menor a 10 mds que para

¢d = 38 s que da u = 4. El numero pedido es,
por lo tanto: 384

Rpta.: N = 384

DIVISION

Es una operacién que tiene por objeto, dadas dos
cantidades llamadas dividendo “D” v diviser “d”, ha-

)

llar una tercera llamada cociente “c”, que indica las
veces que el dividendo contiene al divisor.

DIVISION EXACTA.- Es quella en la que el cociente
€S UN NTUMEro entero ¥ cuya expresion general es:

D=d.c

DIVISION INEXACTA.- Es aquella en la que el co-
ciente no es un nUMero entero, y cuya expresion ge-

neral es:
D=d.c+r|

D = dividendo ¢ = coclente

d = divisor r = residuo

El cociente exacto o verdadero de la division es
por consiguiente:

PROPIEDADES DE LA DIVISION EXACTA

Ira. Propiedad.- 5i al dividendo se le multiplica por
un numero, el cociente queda multiplicado por di-
cho namero.

Sea D |d wuna division, entonces:

En efecto, sabemos que:
D=d.c (1)
multiplicando la expresién (1) por n:
D.n=d.c.n

y, dividiende ambos t#érminos por d:

D.n_
d

E = Tk

2da. Propiedad.- 5i al dividendo se le divide por
un numero, el cociente queda dividido por dicho
nuamero.

Sea: D | d  una division, entonces:
c

D
n,
d n

En efecto, sabemos que:

D=d.c (L

Dividiendo la expresion (1) por n:

B il
n n

y dividiendo ambos terminos por d:

= 192 =
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3ra. Propiedad.- Si al divisor se le multiplica por un
numero, el cociente queda dividido por dicho namero.

D |d una division, entonces:

C

Sea:

En efecto sabemos que:
D=d.c )
la expresién (1) no varia, si la representamos ast:

D-id.m ()

Formando de esta manera el cociente:

(2)

4ta. Propiedad.- Si al divisor se le divide entre un
nimero, el cociente queda multiplicado por dicho
NUIMmero.

Sea: D | d  una division, entonces:
c

D—CI'I
i— .
n

En efecto sabemos que:

D=d.c (1)

la expresion (1) no varia, si la representamos asi:

D=i.(c.n)
n

Formande finalmente el coclente:

D

—=c.n
d
n

PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA DIVISION

Si al dividendo y al divisor de una division cual-
quiera se le multiplica o divide por un mismo na-
mero, el cociente no varia, pero el residuo, segun el
caso, queda respectivamente multiplicado o dividi-
do por dicho numero.

Sea: D | d  una division cualquiera, entonces:

r c
D.n=(d.n)c+r.n

En efecto, sabemos que:
D=d.c+r (1)

multiplicando la expresién (1) por “n”, el nuevo
dividendo sera:

D.n={d.c+1)n
Efectuando:

D.n=d.c.n+r.n
ordenando en forma conveniente:

D.n={d.ndec+r.n

En forma similar se puede verificar que:

DIVISION DE NUMEROS DECIMALES

Para dividir nmeros decimales, se multiplica al divi-
dendo v al divisor (para hacerlos enteros} por una
misma potencia de 10, ejecutdndose la divisién como
si fuesen nimeros enteros v teniendo en cuenta la
propiedad fundamental de la division.

Ejemplo:

Hallar el cociente y el residuo que se obtiene al

dividir 0,8907 por 0,019.
D=0, 8007 c=7

d= 0,019 r=7

Se multiplica dividende y divisor por 104, ast:

0,8907 . 10* = 8907
0,019 .10%* =190

Ahora se procede a la division:

8907|190
1307 46
167

Alternativamente, también puede multiplicarse
por 10°, asi:

-103 -



0,8007 . 10° = 890,7
0,019.10°=19

ahora se procede a la multiplicacion:

8907 |£

130 46
16,7

Entonces se tendra por cada caso:

c,=46 y 1, = ﬂ= 0,87895
190

c,=46 y r, = Lo 0,87895
19

DETERMINACION A PRIORI DEL NUMERO
DE CIFRAS ENTERAS DE UN COCIENTE

TEOREMA .- El ntimero de cifras enteras del cocien-
te de una divisién de dos nimeros enteros es igual a
la diferencia entre el nimero de cifras del dividendo
y del divisor, o esta diferencia aumentada en uno.

Hipotesis.- Sean A v B dos nimeros que poseen

(L]

a” v “b” cifras enteras, respectivamente.

" A
Tesis.-—— puede tener:
como minimo (a - b) cifras

como maximo (a - b + 1) cifras
Demostracion.- Podemos establecer:
1081 < A < 107 (L
10 < B < 10b (2)
la expresién (2) se puede escribir:
100 = B = 108! (3)

Dividiendo (1) por {3);

A

a-1
10 — 10 a-b-1 < _B < 1037b+1

10F

10°
107

42
B

Como 10° ! es el menor numero de (a - b) cifras
y, 1075+ e el menor ntmero de (a - b + 2) cifras
se deduce que A/B puede tener (a-b) cifras, pero
no podrd tener (a - b + 2) cifras.

PROBLEMAS GENERALES
PROBLEMA GENERAL 1.- Dada la suma “S” de dos

numeros y el cociente “C” de dichos niimeros, deter-
minar los nimeros:

Solucién:

Sean A ¥ B los nimeros buscados, establezcamos
que: A>DB

Por enunciado del problema:

A+B=5 (1)
£ e 2)
B

De la expresion (2):

A=B.C;sumando B
A+B=B.C+B
A+B=B(C+1)

Pero: A+B=5

=S-B(C41) = B=—>

C+1

5

El numero menor : B =

C+1

El ntimero mayor : A =5-B I

NOTA:

Este problema general también se puede apli-
car en el caso de una divisién inexacta. En ese
caso tendriamos como datos: suma (S), co-
ciente (C) v residuo (R) y:

S-r
El numere menor B=———

El numero mayor A =5-B

Problema de Aplicacion.- Tres personas gastan 5 225
soles; el gasto de las dos primeras es la cuarta parte del
gasto de la tercera y el de ésta es superioren &. 3 500
al de la segunda. ; Cual es el gasto de cada una?
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Solucién:
Segun el enunciado del problema:
gasto de la tercera

=4 D
gasto de las otras 2

gasto de la tercera + gasto de lasotras 2=5225 (2)

gasto de la tercera - gasto de la segunda = 3 500 (3)
De (1) ¥ (2): coclente =4, suma=35225;

Como las primeras han gastado la 4* parte de la
3%, quiere decir que han gastado la 5* parte del to-
tal, ésto es:

gasto de las otras 2 primeras: &/. 5 225 =1 045
B

gasto de la tercera: &.5225-%.1045=%.4180
de (3):

gasto de la segunda: 5/. 4 180 - &/, 3 500 = 5/. 680
gasto de la primera: 5. 1045 -5/.680 =%/.365

PROBLEMA GENERAL 2.- Dada la diferencia “D”
de dos niimeros y su coclente “C”, determinar dichos
NOMETos.

Solucién:
Sean M y N los numeros, donde : M » N

Por datos del problema:

M-N=D (1)
M
N =C (2)

De la expresion (2) :

M|N = M-N|N
(@ c-1

=M-N=N(C-1) = D=N{C-1)

El namero menor N:

N=_D
c-1

Reemplazando en (1):

¥ @
c-1

M =

NOTA:

Si la division es inexacta los datos serian: dife-
rencia (D), cociente (C) y residuo (r).

El nimero menor: N = D-r
C-1

El nimero menor: M = L&
()

Ejemplo:

Dos personas tienen clerta cantidad de dinere. La
primera tiene 5. 30 mas que la segunda y el co-
ciente de lo que ellas poseen es 3; calcular cuan-
to tiene cada una y cuanto es el capital total.

Solucismn:

Sea:

M capital de la primera y N capital de la segunda
Por dato: M - N = 30

M
=
N
Mo D.C _30.3 _ ..
@-1 31
o D 30 e
C-1 3-1

Capital total: /.45 + . 15=%.60

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- La suma de dos niimeros es 341, el cociente 16 y el

residuo, el mayor posible. Hallar estos nameros.

Solucion:

Sean A v B los numeros buscados. Segun el enun-
ciado del problema:

A+B=341 (1)
Alp_
r 16 (2)

donde “r” es maximo.
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De la expresion (2):

(3

A=16.B+r maximo

@

Pero “r
en (3):

méximo =B - 1, reemplazando este valor

A=16.B+B-1=17.B-1

Sustituyendo. este valor en (1):

17.B-1+BE=341 = B=19

LA=17.19-1=322
Rpta.: 322y 19

Dos personas tienen respectivamente S/, 368 000
Y 5/. 256 000; ambas gastan la misma suma de di-
nero en la compra de terrenos cuyos precios por
m? son &. 400 y &/. 320 respectivamente, quedan-
dole al final de esta operacion, al primero de
ellos, el triple de lo que le quedaba al segundo.
Hallar el drea de los terrenos.

Solucion:

o
\

Sea:
Capital de la primera: C, = §/. 368 000
Capital de la segunda: C, = §/. 256 000

Sea “5” la suma que gasta cada una en la compra
del terreno.

Sea P, el precio del m? de terreno que compra la
primera ......... P, =%.400
Sea P, el precio del m?* de terreno que compra la
segunda P,=%.320

Gy

Sean “a” y “b” las cantidades de dinero que le
queda a cada una después de la compra del terre-
no. Entonces:

a=3.hb
a
s 3 1
5 (1
Ademas: a=C; -5
b=C,-5
Restando: a-b=C, - C,
a-h=368000-256000
a-b=112000 (2)

De (1} y (2) (cociente y dilerencia):

_ 112000
3= 1
Por consiguiente el gasto de la segunda persona

fue:

b =5/.56000 (3)

256 000 - 56 000 = &/. 200 000

Luego cada persona gastd &. 200 000 en la com-
pra de terreno.

Area de los terrenos:
La primera persona compré:

200 000
400

500 m

La segunda persona compré:

200 000
320

=625 m?

Rpta.: 500 m?y 625 m?, respectivamente.

Se ha dividide el namero A por 647, y se ha obte-
nido 97 de cociente y 432 de residuo. Se suma a
A el numero 6 950. Hallar, sin calcular el valor de
A, el cociente y el residuo del nuevo dividendo
por el divisor primitivo.

Solucién:

Segun el enunciado:

A 647 = A=0647.97 +432 (1)

432 97
Sumemos 6 930 a los dos miembros de la igualdad:

A+6050=647.97 +432 + 6950

A+60950=047.97 + 7382 (2
Pero: 7382 =647 .11 + 2653, en (2):
A+0609530=047 .97 +0647 .11 + 265
A+609530=0647 (97 +11) + 265 (3)
Nuevo residuo: 265 (4)

Analizando, (3) y (4) indican que la division del
nuevo dividendo (A + 6 950): 647 dara por co-
clente:

97 + 11 = 108 y por residuo: 265
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Rpta.: Dividiendo entre 12:

s - e 75 =1000-abe = abc =925
residuo = 265

. — Luegoia=9,b=2,¢c=5

4.- BEn la divisién de abcQ entre cha se obtiene 4,1 de
coclente y como restos parciales 27 y 114. Hallar Rpta: .. a+b+c=16
(a+b+c)
6.- Hallar: a + b + ¢, si se cumple la siguiente ope-
Selucion: SRS

Efectuando la divisién con los datos indicados en

el enunciado; ababl | ba

-——= 6b6cC

abcO cha

...... 4.1 PEN

270 ——

156

14 acl
se deduce dado que : 270 - 114 = 156 0

que: cha= 156 Solucion:
=a+h+c=12 En la primera division parcial:

Rpta.: 12 _ .
aba=6.ba+ab

5.- Al dividir un namero de 3 cifras entre su C°A que . o
tiene 2 cifras, se obtiene 12 de coclente y como 10ab+a=6.ba+ab
residuo un namero igual al formado por las dos -
ultimas cifras del namero dado. ;Cudl es la suma Pasando ab al primer miembro y descomponien-
de las cifras del niumero dado? do polinémicamente:
i 9ab+a=60b+6a
Solucién:
902 + 9b +a = 60b + 6a
Sea abc el nimero. Su C°A = (10° - abc ). por 85a = 51b
condicion del problema, el C* A es un namero de 54 = 3b

2 cifras, es decir:
=a=3Ab=5
10°-abc <100 = abc >900 = a=9
y al terminar de efectuar la division, se verifica

Ademas, segin enunciado: quec=7

= . - . . Rptaia+b+c=15
abcl 10% -abc = abc =12(1 000 - abc ) + be

be 12 7.-Hallar a + b + ¢ + d, en la siguiente division:
= abc - be = 12 (1 000 - abc ) 2accl | bb

- s = aac
Evidentemente que abc - be = a0,

2cc

= 200 = 12 (1 000 - abc ), pero a =9 —
Por lo tanto: del
900 = 12 (1 000 - abc ) 131
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Solucién:

En la primera division parcial:

2ac =bb.a+ 2c
200+ 10a+c=11.b.a+20+c¢
10(18+a)=11.a.b
=a=4ab=5

terminando de efectuar la divisién se verifica que:
c=6,d=4

Rptaca+b+c+d=19
Demostrar que en toda divisién el residuo es
siempre inferior a la mitad del dividendo.

Solucidn:

Sea la division D
r

| d_

c
En toda division se cumple: r<d
con mayor razén:  r<d.c¢

Sumando los dos miembros de esta desigualdad:

r+r<d.c+r = 2r<D

D

P ==

Dados dos niimeros A v B, se sabe que: A tiene 6
cifras y que la suma de las cifras de los niimeros
de las expresiones:

E1=A2.B3 v E2=A3.B2 es 87
;Cudntas cifras tiene B?
Solucion:
Considerando:
E, = ncifras
E, — mcifras
m+ n=87
Entonces:
1001 < A2 B 107 (1)
10m1 < A3 B? < 10® (2)

Multiplicando ordenadamente (1} y (2):

1o™=2 < A5 B < 10men

Pero m + n = 87, luego
1082 < (A . B) < 10%
Extrayendo la raiz quinta :
107 < A B < 10154 (3)
Como A tiene 6 cifras:
1051 < A < 10°
Cambiando el orden:
10° > A = 10° 4)

Dividiendo (3) entre (4):

17 « 17,4
107= 4.B<10% _ jou »B <1012

108 > A= 10°

Rpta.: B tiene 12 & 13 cifras.

10.- Un ntimero A tiene 7 cifras y otro, B, posee 9 ci-

fras. 5i A* . B" tiene 10n cifras. Hallar “n”.

Solucion:
Si: 107 < At < 10
105 < B <100
entonces:
102480 < A% Bn o ](Q28+9n (1)

Por otra parte, segun enunciado del problema:

Lotonl < A% B < 10100 (2)

Comparando solo los términos del lado derecho

de (1) v {2

28 4+9n =10n
n=28

Rpta.:n =28

11.-Hallar los nameros que dividides por 23 dan

como residuo el doble del cociente. ; Cuantos
nameros cumplen con esta condicion?

Solucion:

Sea N el numero.

N |23 = N=25¢ (1)
2c c

Por propiedad r < d
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Es decir 2c < 23 =c< 115
Luego, ¢ puede ser 13 2; 3, ... ; 11 en (1)
N puede ser 25; 50; 75; 100, ... ; 275

Rpta.: 11 nameros.

12.- El cociente de una division es tres veces el divi-

sor; el residuo por defecto es 1/3 del residuo ma-
ximo; si el residue por exceso es 27, hallar la su-
ma de las cifras del dividendo.

Solucién:
Llamando a D = dividendo: d = divisor;
¢ = coclente; 1y, T, = residuos

segun enunciado del problema:

c=3d (1)
Si el residuo maximo es d - 1:
£=—— (d-1) (2)
3
¥i = 27 (3)

Por propiedad: T 4T, = d, tenemos; de (2) y (3):
%(d-1)+27=d = d=40

r.=13

d
En(l) ¢c=3.40=120

D=40.120+ 13=4 813
La suma de las cifras del dividendo sera:

4+8+1+3=16
Rpta.: 16

13.- Completar la siguiente division donde cada aste-

risco representa una cifra y dar como respuesta
el dividendo, divisor y cociente.

knTRR AR KRR | L

P Y *n TR

KEKER] K
E o o o

AT T
* T kRkR
o o

sk Tk

FERERR
E o

0

Solucion:

Este original problema que ilustra perfectamente
el poder de una aritmética razonada muy elemen-
tal, fue propuesto y resuelto por W.E.H. Berwick
en 1906 y publicado ese mismo afio en la revista
The School World.

1° Al multiplicar el divisor por 7 se obtiene un
nimere de 6 cifras, mientras que con la se-
gunda y cuarta multiplicacion se obtiene nu-
meros de 7 cifras. El divisor tiene que empe-
zar por 11112, 13 6 14, y la segunda v cuar-
ta cifras del cociente serdan ochos o nueves.

2° Puesto que la segunda cifra del producto del
divisor multiplicado por 7 es 7, es facil com-
probar que el divisor tiene que empezar por
1115124, 125, 138 6 139.

3° El tercer resto empieza evidentemente por
10, y por consiguiente, también el cuarto
producto. Por lo tante, una de dos: o bien el
divisor empieza por 111 y la cuarta cifra del
cociente es 9, o bien por 125 v la cifra es 8.

4° Pero, si la cuarta cifra del cociente fuera 9,
puesto que la tercera cifra del producto par-
tiendo de la derecha es 7, el divisor tendria
que empezar con 11 197 y entonces el pro-
ducto por 7 tendria un 8 en segundo lugar
en vez de un 7. Luego, la cuarta cifra del co-
clente es 8 y el divisor empieza por 12 547,
ademas, la sexta cifra es menor de 5.

5° Como el tercer producto (por 7) empieza por
878, y el namero inmediatamente superior
no puede ser mayor que 979 ..., el cuarto re-
sidue empieza por 101; v como sabemos ade-
més que el cuarto producte empieza por 100,
el altimo resto empieza por 1, luego, la ulti-
ma cifra del cociente ha de ser un 1.

6° Probando sucesivamente 4; 3; 2; 1; como sex-
ta cifra en el divisor y realizando la divisién
en sentido regresivo se encuentra que tan sé-
lo la segunda de esas cifras (el 3) satisface las
condiciones todavia sin considerar; por lo
tanto, la division completa es:

-109 -



7375428413 | 125473

627365

1101778
1003784

979044
878311

1016331
1003784

125473
125473

0

58781

Rpta: D = 7 375 428 413
d=125473
c= 58781

PROBLEMAS SOBRE LAS CUATRO
OPERACIONES

METODOS DE FALSA SUPOSICION Y DEL
ROMBO

Hay problemas que presentan caracteristicas especia-
les, que una vez identificadas permiten soluciones
concretas con métodos pre-establecidos.

Caracteristicas:

I. El problema tiene 2 incdgnitas.
II. Presenta como datos, dos cantidades totales.

III. Se conoce un valor producido por una de las
cantidades totales.

[V. Se tiene un valor unitario de cada incdgnita.
Métodos de Selucién:
I. Aplicando falsa suposicion.
II. Aplicando el método practico o rombo.
1. En una hacienda donde existen gallinas y carne-

ros, se conté 120 cabezas y 300 patas. ; Cuantas
gallinas y cuantos carneros hay en la hacienda?

Solucion:

L. Aplicando falsa suposicién, se procede de la si-
guiente manera:

* Supuesto: Supongamos que todos los animales
SOIL CATTIETOS.

¢ Recaudacion: El niimero de patas seria:

120 .4 =480

e Calculo del error: Por haber supuesto que to-
dos eran carneros (4 patas), se ha cometido un
error con el nimero de patas.

error: 480 - 300 = 180 (error por exceso)

e Eliminar el error: Para que el supuesto sea ver-
dadero, se debe eliminar el exceso; para ello re-
currimos al siguiente grafico:

Grifico del supuesto:

pongo:
1 gallina
(+2 patas)

se debe eliminar
180 patas; sin que
varie el # total de
animales.

saco : 1 carnero
(- 4 patas)

Al sacar 1 carnero y cambiarlo por una gallina,
el nimero total de animales no varfa, pero si el
nimere de patas. En cada “cambio” se elimina:

4 - 2 = “patas”
Entonces, se debe efectuar:

180 : 2 = 90 “cambios”

. # de gallinas: 90 . 1 =90
# de carneros: 120 - 90 = 30
I1. Aplicando el método rombo:

¢ Trazo una horizontal v en los extremos se escri-
be los 2 totales.

120 300

* Se traza por el centro de la horizontal, una ver-
tical y en los extremos se coloca los valores uni-
tarios de las incognitas (4 “patas” y 2 “patas”).
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120 300
cabezas patas

Se completa el rombo de la siguiente manera:

(/\

N

Se opera en sentido horario, como muestra el
grafico. Se multiplica las 2 primeras cantidades
(120 . 4) y al resultado se le resta la tercera can-
tidad (300); éste resultado se divide entre la di-
ferencia de los valores que estdn en la misma
vertical (4 - 2), y el resultado dara el valor de la
incognita cuyo valor unitario estd en la parte in-
ferior(2).

Entonces:

120 .4 -300 _ gg

Numero de gallinas =
4-2

Numere de carneres = 120 - 90 = 30

Rpta.: 90 gallinas y 30 carneros.

2.- Un litro de leche pura, pesa 1 030 gramos. Se

compra 9 litros de leche que pesan @ 210 gramos.
;Estd adulterada la leche?, de ser asi, jcudntos li-
tros de agua posee?

Solucion:

Aplicando el rombo y recordando que 11. de agua
pesa 1 000 gramos:

1030

9 (—) 0210

1 000

| s = 9.1030-9210= 60 _>

1030-1 000 30

Rpta.: 5i, la leche estd adulterada y contiene 2 li-
tros de agua.

3.- Un examen consta de 40 preguntas. Cada pre-

gunta bien contestada vale 10 puntos y cada pre-
gunta no contestada o mal resuelta descuenta 6
puntos. 51 un alumno obtuve una nota de 160
puntos. ; Cudntas preguntas contesté bien?

Solucién:

Aplicandoe el método del rombo:

AN
N

Contestd bien = #068) ~loe —— il =25

-6-10 -16

Rpta.: 25 preguntas.

4.- Por 50 libros (unos de Aritmética y otros de Alge—

bra) se ha pagado &. 708. Sabiendo que cada libro
de Aritmética cuesta &/. 18 y cada libro de Algebra
/. 12, scuantos libros de Algebra se compré?
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Solucion:

Aplicando el método del rombo:

50 (— 708

Numero de libros de Algebra = Bl » ki £06
18- 12
12
6

Rpta.: 32 libros de Algebra.

5.- Se compra 330 lapiceros por 8/. 8 080 pagando
por algunos &. 290 la docena, y por otros 5/. 370
la quincena, ;cuantos lapiceros mas se compro de
una clase que de la otra?

Solucion:
: ; s 290
Precio de un lapicero de la primera clase: =—

12

Precio de un lapicero de la segunda clase: %

200/12
X _
330 \_/ o
370/15

Numero de lapiceros de la segunda clase:

330 - %- 8 080
= = =105 _ 510
200 370 -1
12 15 2

Rpta: 210 lapiceros de segunda clase y 120 lapice-
ros de primera clase.

PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE MOVILES

L.- Dos corredores Obdulio y Napoledn parten si-
multdneamente en viaje de una ciudad A a otra B
distante 60 km. La velocidad de Obdulio es 4
krvh menor que la de Napoledn. Luego de llegar
a la segunda ciudad, Napoleén emprende el re-
greso y encuentra a Ohdulio a 12 km. Determinar
ambas velocidades.

Solucién:

Por dato: Vn-Vo=4

|7 60 km —f—

Al producirse el encuentro en el punto E, los
tiempos empleados por ambas personas (tE) son
iguales.

En el tiempo t;, la distancia recorrida por Napo-
ledn (dy) es:

dy = 60 + 12 = 72 km
La distancia recorrida por Obdulio {dg):
d,=60-12=48km

dy-dy=72-48=24

N
Dado que la distancia recorrida por un movil es
igual a velocidad por tiempo, entonces:

Vgt -V .ty =24

t, (Vy-V,) =24 = t =06 horas
L
4
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dN

=V, =— = -12 knvh.
tE
dy, 48

=V = —2=——=8 kmv/h.
t 6

Rpta.: 12 km/h v 8 kmv/h

Se tiene un circuito cerrado de 420m. Dos corredo-
res parten de un mismo punto en el mismo senti-
do y al mismo tiempo; al cabo de 30 min uno de
ellos le saca 2 vueltas de ventaja al otro, pero si
parten en sentidos contrarios, a los 10 min se cru-
zan por segunda vez. Hallar ambas velocidades.

Solucion:

a) Cuando parten en el mismo sentido

Qe

15 minutos = 1 vuelta de ventaja {la velocidad
es uniforme)

= distancia , - distancia ; =d
4 b
V,.15 - V.15 =420
¥ - Vi =28 1)

b} Cuando parten en sentido contrario:

distancia , + distancia , =d
V,.5 + V,.5=420
V, o+ Vp =84 (2)
De (1) v (2
v, = 28 v 56 kavh
2,

v 84-28

1 =~ = V;= 28 k'h

Rpta.: 56km/h vy 28kmvh.

Dos autos “A” y “B”:;, que estan separados una
distancia de 100m, parten simultaneamente uno
hacia el otro, con velocidades de 10 m/s y 5 m/s,
respectivamente. 5i luego de 2 segundos el auto
“B” da wvuelta v se dirige de regreso. ;Cudnto
tiempo le tomd al auto “A” alcanzar al auto “B”?

Solucion:

En el punto E, el auto A alcanza al auto B.

V, = 10m/s
Vg = 5m/s
t
2s 2s
| | A
A S20m | 70m Ao E
A B

| 100m |

A los 2 segundos, A recorrié 20 m v B recorrio
10 m. Entonces: al cambiar “el sentido” de su
recorrido, el aute “B” le llevaa “A” solo 70 m. de
ventaja.

Para que “A” logre darle alcance a “B” debe des-
contarle los 70 m. de ventaja que éste le lleva.

A le dara alcance, al cabo del tiempo “t”, adi-
cional a los 2 segundos va recorridos ésto es:

t

70 UE

A B e
(T0+e) =V, .t (1)
e=V_ .t (2)

Restando (1) - (2):

70= (V,-Vt
i i< . __ 70 14
V-V, 10-5
t =14 seg.
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Rpta: Al movil “A” le tomo: 14 seg + 2 seg = 16 seg
en dar alcance a “B”.

4.- Dos méviles “M” y “N” parten en el mismo senti-

do de los puntos “A” y “B”, respectivamente. 5i
“M” viaja al alcance de “N”. ; Cudl debe ser la re-
lacién entre las velocidades de M y de N (VMNN)
para que cuando se encuentren, la distancia del
“punto de encuentro” al punto “B” sea la mitad de
la distancia entre los puntos A y B?

Selucion:
Vi Vy

t
—_
M

t

N
B E
23 } e I

Comeo: espacio = velocidad x tiempo

En el tiempo t (hasta E):

Espacio recorrido por M: 3x

Espacio recorrido por N: x

velocidad de M : V,, = 3i ()
t
. X
velocidad de N : vV, = - (3]

Si dividimos (a) por (B)

Rpta: Relacién de 3 a 1.

5.- Dos automdviles estdn separados por una distan-

cia de 180 km. Si viajando en sentidos opuestos
se encuentran luego de hora y media. ;Qué velo-
cidad tenia uno de los moviles si se sabe que iba
a la mitad de la velocidad del otro?

Solucién:

t=%h (o3h
mz
A E B
} 180 km |
— v 3
B =y ;e S
2 2. 2
pero: AFE + EB = 180 km
3V 3V
W ST
2 4

Rpta.: V, = 80 kin/h
V, = 40 kvh

PROBLEMAS SOBRE EDADES

Debemos recordar:

i) Que la diferencia entre las edades de dos perso-
nas es constante a través del tiempo.

ii) Que si al afio en que nacimos le sumamos la
edad que tenemos, el resultado nos dara el afio
en el cual estamos.

L.- Un padre le dice a su hijo: Hace 12 afos mi edad

era el cuddruple de la edad que ti tenias, pero
dentro de 12 afios serda Unicamente el doble.
;Cual es la edad actual del padre y del hijo?
Solucion:
Sean P = edad del padre

H = edad del hijo

Para este tipo de problemas siempre se aconseja
disefiar un cuadroe, asi por ejemplo:

PASADO | PRESENTE | FUTURO
Ha(ie L Actualmente Dentrf) =
anos 12 atios
Edad del
Padre P-12 P P+12
Edad del
Hijo H-12 H H+ 12
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Por condicién del problema hace 12 afios: Solucion:

edad del Padre = 4 (edad del hijo)

PASADO | PRESENTE | FUTURO
osea: P-12=4(1-12)

P=4H-36 (1) Nancy 10 y X

Dentro de 12 afios:

edad del Padre = 2 (edad del hijo)

Comeo ha pasado la misma cantidad de tiempo

o sea: P+12=2(H+ 12 para Nancy como para Maria entre “pasado” y
“presente”:
P=2H+12 2)
De (1} v (2) se obtiene que: P =60y H= 24 ¥ ~l0=ang (1)
Rpta.: Edad actual del Padre: 60 afios. Del mismo modo, entre “presente” y “futuro™

Edad actual del Hijo: 24 afios. B R )

2.- Karim le dice a Gessalim: “yo tengo 5 afios mas de
la edad que tu tenias, cuando yo tenia 3 afios me-
nos de la edad que ta tienes, y cuanto tengas el x = 30 afios (Maria)
doble de la edad que vo tengo, nuestras edades
sumnardn 49 anos. ;Qué edad tiene Karim?

Resclviendo el sistermna de ecuaciones, se obtiene:

y = 20 afos (Nancy)
Rpta.: 50 anos.

Solucion:
4.- La edad actual de un hijo es los 4/9 de la edad de
PASADQ |PRESENTE| FUTURQO su padre; si dentro de 3 afios, la mitad de la edad
del padre seria igual a la del hijo. ; Cual es la edad
Karin y-3 X+5 |x+5+2(x+5-y del Padre?
Gessalim o v 2Ax +5) Solucion:

De los datos finales del problema, se deduce que
dentro de 5 anos, la edad del padre serd el doble

2+ 10+ x+5+2(x+5)-y=49 (1) de la edad del hijo.

Se cumple que nuestras edades sumaran 49 afos:

También se cumple que:
PRESENTE | FUTUROC
y-3-X=X+53-¥y

y=2x+8 =y=x+4 Padre ok Ok + 5

reemplazando en (1) Hijo 4k 4k+ 5

55+ 25-x-4=49 = x=7 '—

EEm Y En el futuro (dentro de 5 afios), se cumplira:

= y=7+4=11 (Edad de Gessalim)
Ok+5=20M4k+5)

Ok+5=8k+10
k=5
Edad actual del Padre:

Karim tiene: 7 + 5 = 12 afios
Rpta.: 12 anos.

3.- Nancy le dice a Marfa: “Cuando yo tenga la edad
que ta tienes, tu edad serd dos veces la edad que

vo tengo; v cuandoe yo tenia 10 afos, td tenias la 9.5 = 45 afios
edad que tengo”.;Cuanto suman las edades '
actuales de Nancy y Maria? Rpta.: 45 anos.
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5.- Al dividir la suma de las edades de A y B en 1965
y 1950, respectivamente, se obtuvo un cociente
de 5 v un residuo por defecto de 2. Si A nacié 3
afios antes que B. Calcular sus edades en el afno
eIl (ue su suma sea igual a 9 veces la suma de sus
edades en 1950.

Solucion:
Flanteamos los nacimientos:

1 950 1 965
A X X+ 15
B K= x+12

Suma de edades en 1 950: 2x -3
Suma de edades en 1 965: 2x + 27

Por enunciado del problema:

2x+27|2x-3

2 3

Luego:
2x+27=5(2x-3)+2

2x+27=10x-13
8x =40

= X=25
= suma de edades en 1 950:

2x-3=2.5-3=7
v, 9 veces la suma de las edades en 1950:
Q.7 =63 afos

Cuando la suma de las edades sea 63; como la di-
ferencia de edades es 3, entonces:

A tendra: 33 anos y B tendra: 30 afios

Rpta.: 33 afios y 30 afios, en el afio 1 978

EJERCICIOS PROPUESTOS

. En un concurso: 12 glotones comen 12 platanos
en 12 segundos; si todos los glotones necesitaron
5 minutos para comer todos los platanoes, ;cuan-
tos eran los glotones?

Rpta.: Eran 300 los glotones.

. Un ganadero vendioé su ganado compuesto de 60
cabezas, entre vacas y terneros por la suma de 5/,
21 600, pero como necesitaba S/. 25 000 debe
electuar una venta suplementaria a los mismos
precios. Calcular que si vende 8 vacas le sobra-
rian 200 soles y si vende 20 terneros le faltarian
5/. 400. ; Cudntos terneros vendid en la primera
venta?

Rpta.: 18 terneros.

. Lucho, Carlos y Jorge se encuentran jugando a los
dados. Lucho tiene 5/. 1 820, Carlos 5/. 1 420 y
Jorge /. 1 200. Al cabo de una hora de juego se
retira Carlos, pues ya solo le queda &/. 120. Si-
guen jugando Lucho y Jorge, terminando Lucho

con &. 820 de ganancia mas que Jorge. ; Cuanto
dinero tiene Jorge al final?

Rpta.: Jorge tiene al final S/. 1 440.

. Un caballo puede jalar una carreta que contiene un

peso de 1 500 kilos, su velocidad es de 6 kn/h, v
se emplea 12 minutos para cargar la carreta, e igual
tiempo para descargarla. El precio de la jornada de
10 horas es de §/. 50. Calcular el precio del trans-
porte de 2 500 m* de tierra a una distancia de 900
m, sabiendo que 1 m> de tierra pesa 1 200 kg.

Rpta.: §/. 7 000.

. Un pescador compré menos de medio millar de

pescados de distintas variedades.

Comprd ab0 “bonitos”, be “lomas”, alc “cojine-
vas” y ¢ “lenguados”.

;Cuanto gasto el pescador, sabiendo que en total

comprd bbe pescados, v que por cada “bonito”
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pagd S/. 5, por “cojinova”, &/. 7, por “lorna”, /.
4 y por “lenguado”, . 3?

Rpta.: 1 450 soles.

. En un pueblo hay abc vehiculos, de los cuales

a0c son automoviles, ab camiones y ¢, émnibus.
5i el numero de vehiculos estd comprendido en-
tre 150 y 300. ; Cuantos automoviles hay en el
pueblo?

Rpta.: Hay 207 automdviles.

Se tienen 48 manzanas repartidas en 3 montones
diferentes. Del primer montén se pasd al segun-
do tantas manzanas como hay en éste; luego del
segundo se paso al tercero tantas manzanas co-
meo hay en este tercero y por ultimo del tercero se
paso al primero tantas como atn quedaban en
ese primero. 51 los tres tienen ahora igual nime-
ro. ;Cuantas habia al principio en cada monton?

Rpta.: 22; 14 y 12 manzanas.

Un fabricante de helados quiere obtener 10 mi-
llones de soles de ganancias en 3 meses de vera-
no intenso. Si transcurrido los dos primeros me-
ses, solo ha logrado la mitad de lo que se propu-
s0, haciendo trabajar a 25 carretilleros que dis-
tribuyen helados durante 8 horas diarias. ; Cuan-
tos carretilleros nuevos precisa si ahora los va a
hacer trabajar 10 horas diarias?

Rpta.: Precisa 15 nuevos carretilleros.

Un contratista, al efectuar las obras del Trébol
del 2 de Mayo, se habia comprometido a termi-
nar cierto tramo de la misma en 30 dias, em-
pleando 20 obreros, trabajando 9 horas diarias.
Al cabo de 10 dias de trabajo, se le informé que
la obra debia terminarse 5 dias antes de lo esti-
pulado. Averiguar el numero adicional de obre-
ros que se contratd, si el ntmero de horas de tra-
bajo diario se aumento a 10.

Rpta.: Se contratd 4 obreros adicionalmente.

. En una competencia de glotones, por equipos, se
observa que 10 de elles, de iguales caracteristi-
cas, pueden comerse un pollo a la brasa en 24

11015

14,

13

14,

1650

minutos. ;Cudntos glotones de caracteristicas
analogas, podrian comerse 8 pollos en un tiem-
po 5 veces menor?

Rpta.: 400 glotones.

Un barco que tiene entre tripulantes y pasajeros
a 1 500 personas, socorre a los naufragos de
otro barco que suman 500. Si al principio se te-
nian alimentos para 15 dias. ; Cudntos dias pue-
den navegar en las nuevas condiciones, si se
asigna a cada persona las 3/4 partes de una ra-
cion normal?

Rpta.: Pueden navegar 14 dias.

Un granjero tiene 1500 animales para los cuales
tiene alimento para 30 dias. Debide a dificulta-
des econdémicas, decide vender cierto ntimero de
ellos y atn a los restantes proporcionar los 3/5 de
racion. Para que los alimentos duren 4 meses,
;cudntos animales tendrd que ser vendidos?

Rpta.: 975 animales.

Con 10 kg de pintura se puede pintar un muro
de 32 metros de largo por 0,80 metros de altu-
ra. ;Cudl serd la longitud de otro muro que tie-
ne 0,56 metros de altura y en el cual se utilizé
175 kg de pintura?

Rpta.: 800 m de longitud.

Una familia consume 1,5 kg de carne por dia y
dispomne de &/. 518 40 para efectuar este consumo
en 1 mes de 30 dias. Sabiendo que durante los 12
ultimos dias pago el kg. a &/. 0,80 mas que en los
primeros. Determinar el precio de 1 kg. de carne
en el primer periodo.

Rpta.: /. 11,20

El automovil de Carla recorre 36 km por galon
de gasolina. Por encontrarse el auto en repara-
clon, una companera de trabajo la recoge en la
mafiana v la regresa a su casa en las tardes. Cal-
cula que semanalmente, de Lunes a Viernes,
ahorra %. 18 en gasolina. Si el galén de gasoli-
na cuesta S/. 9, calcule la distancia de la casa al
trabajo de Carla en km.

Rpta.: 1,2 km.
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17

18.

19.

20.

Al

En el altime torneo por el Campeonato Mundial
de Ajedrez, se jugé en total 524 partidas. Sabien-
do que hubo2 ruedas, tales que en la primera ju-
garon todos contra todos y en la segunda sélo ju-
garon los 8 primeros, determinar cudntos juga-
dores participaron.

Rpta.: 32

En un campeonate de fitbol, participaron 10
equipos; cada uno tiene que jugar un partido con
los demds equipos. Si en cada fecha se juega 2
partidos. ; En cuantas fechas se concluira el cam-
peonato, sabiendo que uno de los equipos se re-
tird del campeonato después de haber jugado 4
partidos?

Rpta.: En 20 fechas.

Un comerciante compré 2 500 botellas a 3/. 200
el ciento. En el camino se rompieron 190 bote-
llas v después regalo 5 botellas por cada 100 que
vendia. Determinar a cémo vendio el clento, si
en total gand %. 1 160.

Rpta.: 280 soles.

Calcular el valor de la siguiente suma:
408 + 418 + 428 + 438 + ...... + 2 008
Rpta.: 194 488
¢ Cuanto suman las cifras del resultado de restar:
9999 ... Q9 - 656565 ...... 65 7
300 cifras 260 cifras
Rpta.: 1 270
Sien la siguiente suma:

A B C D+

E F G H

I J K L

M N O P

5

se cumple que:
AB + EF + I] + MN =347
CD + GH + KL + OP =305

2

5,

24

25.

26.

27

Hallar el valor de la suma S.
Rpta.: 5 =35 005

Hallar el valor de “m” y de (a+b+c), si se cum-

ple:

...... + m9m = abc4

mlm + m2m + m3m +

Rpta.m=6; (a+b+c)=14

Con %. 428,80 se han comprado dos piezas de
tocuyo: una de 23,20 metros y la otra de 42,80
metros. Determinar el precio de 1 metro de cada
pieza, sabiendo que un metro de la segunda
cuesta &. 2 mds que un metro de la primera.

Rpta.: &. 520 y §/. 7,20

Jorge y Francisco se encuentran resolviendo
problemas aritméticos. Jorge comenzd a resol-
ver los problemas a las 8 horas 30 minutos a ra-
zoén de 5 problemas por cada media hora; traba-
ja dos medias horas seguidas v descansa la si-
guiente media hora, mientras que Francisco co-
mienza a resolver problemas a las 10 a.m., a ra-
zon de 4 problemas cada media hora, ininte-
rrumpidamente. Determinar a qué hora del dia
Francisco y Jorge habrin desarrollado el mismo
numero de problemas.

Rpta.: 5y 30 p.m.

Actualmente la suma de la edad del padre con las
edades de sus 2 hijos es 75 afios, si hace 5 afos
la edad del padre era el triple de la suma de las
edades que tenian sus 2 hijos. Hallar la edad ac-
tual del padre.

Rpta.: Actualmente el padre tiene 50 afos.

Un padre tiene 40 afios y su hijo 12. ;Cudntos
afios hace que la edad del padre era 5 veces la

del hijo?
Rpta.: Hace 5 afies.

La edad de una persona es doble de la de otra,
hace 7 anos la suma de las edades de las dos per-
sonas era igual a la edad actual de la primera.
:Cuidles son actualmente, las edades de las dos
personas?

Rpta.: 28 y 14 afios
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29,

30.

Bl

30

55

34.

Un comerciante comprd 1 800 metros de soga, de
dos tipos soga N° 1 vy soga N° 2; se sabe que en to-
tal canceld /. 60 480 v que 3 metros de soga N® 2
valen tanto como 2 metros de la soga N° 1, ade-
mas la longitud de la soga N° 1 es 4 veces la lon-
gitud de la soga N° 2.

Hallar el precio de 1 m de soga N° 1.

Rpta.: &/. 36

La diferencia de dos nimeros de tres cifras sig-
nificativas es 291 y su suma es el triple de 291.
:Cual sera la diferencia de ambos nameros con
el orden de sus cifras invertido?

Rpta.: 93

Hallar el ntmeroe de dos cifras cuya suma sea 14,
y tal que si se invierte el orden de las cifras, el
nuamero aumenta en 18.

Rpta.: 68

La diferencia entre dos ntimeros es 42. Se les au-
menta a cada uno 8; el mayor resulta entonces
cuadruple del menor. ;Cudles son estos niime-
ros?

Rpta.: 48y 6
Hallar la suma de todos los niimeros positivos de
2 cifras menores que 100 que sean menores que

sus respectivos complementos aritméticos.

Rpta.: 1 180

Si: abed . bd = 43 904
be.bd=1184

Hallar: a+b + ¢+ d.

Rpta.: 13
SIS S 349
NEE86n =t 018

Hallar la suma de las 3 altimas cifras del produe-
to: N . 756

Rpta.: 16

9

36.

Si al multiplicando abe se le agrega 8 unidades y
al multiplicador de se le disminuye 3, el produe-
to aumenta en 228. Hallar el multiplicando si es
el menor posibleya+b+c=d+e=09.

Rpta.: 108

;Cudnto suman las 66 cifras de menor orden del
producto:

130 cifras 80 cifras

Rpta.: 287

37. Un escolar ha multiplicado 1 niimero entero por

38.

39.

40.

il

467 vy hallo como producto 1 925 817. Un com-
pafiero le corrige indicandole como inexactas,
las cifras 9 y 7. ; Cuales son las cifras correctas y
cudl es el namero que ha sido multiplicado por
4677

Rpta.: Las cifras son: 3 en vez de 9 y 7. El nu-
mero es: 2 839,

¢ Cuantas cifras tiene:

AR e
Si A tiene 12 cifras, B tiene 10 v C tiene 15?
Rpta.: de 34 a 36 cifras.

S5i A tiene 5 cifras, B tiene 6 v C tiene 9. Hallar el
numero de cifras de:

AT(B G

Rpta.: De 40 a 46 cifras.

Al dividir el ntimero xy31 entre ab, se obtuvo co-
mo residuos sucesivos los nimeros 15, 15y 11

respectivamente. Determinar el numero ab.

Rpta.: Epuede tomar los valores: 70; 35; 28 o 20.

;Cudl es el mayor nuimero entero, por el que de-
bemos de multiplicar al dividendo de una divi-

-119 -



bl

43.

44,

43,

e

47,

sién en la cual el divisor es 535 y el residuo 17,

si deseamos que el cociente, quede multiplicado
por el mismo numero entero?

Rpta.: 31

:Cudntos numeros menores que 400 pueden ser
dividendos de una divisién cuyo cociente es 12 v
cuyo residuo es 14?

Rpta.: 18 nameros

Al dividir un niimero de 3 cifras entre otro de 2
cifras se obtiene 12 de cociente y un cierto resi-
duo; al dividir el C°A del dividendoe entre el C°A
del divisor se obtiene 9 de cociente y de residuo
el C°A del anterior residuo. Hallar el divisor.

Rpta.: divisor = 30

Encontrar el divisor y el cociente de una divi-
sion, sablendo que el dividendo es 258 728 y que
los restos sucesivos obtenidos en la determina-
cion del cociente (por defecto en una unidad),
son 379, 480 y 392

Rpta.: Divisor: 552
Cociente: 468

51 “D” se divide entre “d” se obtiene “r” de re-
siduo. D + r entre “d”, se obtiene 24 de residuo.
D + d entre “d”, se obtiene 41 de residuo. ; Cual
es el valor de “d”?

Rpta.: 20

Sise suma 1 000 unidades al dividendo de una
division de divisor 29, el nuevo residuo va a ser
10. ;Cual era el residuo primitivo?

Rpta.:ir =25

El cociente de la division del nmero “D” por el
numero entero “d” es 4 y el resto es 30. 5i se su-
ma el dividendo, el divisor, el cociente, v el res-
to, la suma cbtenida es 574. Hallar el dividendo
vy el divisor.

Rpta.: D= 438
d= 102

48.

49.

50

3.,

Reconstruir la siguiente division donde cada
punte es una cifra:

E R |**

EE *7&8*7&

e
E
* ok %

E

D =1 089709
cl=rl
¢ =90 809

Rpta.:

Hallar el numero de cuatro cifras cuya suma sea
igual a 25, ademas que la suma de las cifras de
las centenas v los millares es igual a la cifra de
las decenas v que la suma de las cifra de las de-
cenas y de los millares es igual a la cifra de las
unidades. Si se invierte el namero ¢l aumenta
en 8082,

Rpta.: 1 789

.El dividendo, el divisor y el residuo de una divi-

sidn tiene por suma 1609, El cociente es 30. De-
terminar el dividendo, ¢l divisor v el residue de
la division.

Rpta: D=1544, d=51yr=14

D=1515.d=49yr=45
Al residuc de una cierta division le faltan 8 uni-
dades para ser maximo, si se suma 6416 al divi-

dendo, el cociente aumenta en 89 y el residuo se
vuelve maximo. ; Cudl es el divisor?

Rpta.: el divisor es 72.

52.Dos depésitos de agua: uno de 220 L de capaci-

dad, pero vacio y otro actualmente lleno, de 535
L estan unidos por una tuberia que lleva agua
del segunso al primer depdsito, a razén de 5
L/min. ; Al cabo de cudnte tiempo uno tendrd el
triple de litros que el otro?

Rpta.: 26" 457
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54.

S

56.

B

58.

59.

Si pronuncio 36 palabras me faltarfan 6 segun-
dos; pero si pronuncio solamente 32 palabras me
sobrarian 2 segundos. En 1 minuto, jcuantas pa-
labras puedo pronunciar?

Rpta.: 30 palabras

Una persona dispara 45 balas en 75 segundos. En
2 minutes. ; Cuantas balas disparara?

Rpta. 72

Un comerciante compré 1 800 vasos de S/. 6,50
cada uno. Rompe varios de ellos y vende los res-
tantes a 5/, 8,50 cada uno, logrando un beneficio
de 5/. 3 251,50. ; Cudntos vasos rompio?

Rpta. : 41

Si entre los niimeros A v B hay 35 ntimeros en-
teros. ; Cuantos hay entre 2A y 2B?

Rpta. : 71

SIC>A, C-D<0,B-A>0,A-E»0, ;Cual
de estos valores es el menor?

Rpta.: El menor es E.

En una divisién inexacta, se obtiene como resto
por defecto (73); y como resto por exceso (65).
Se pide calcular el dividendo, sabiendo que el co-
clente por exceso es el triple del divisor. Dar co-
mo solucion los 3/4 del dividendo.

Rpta.: 42 800,25

Reconstruir la siguiente divisién: dar como res-
puesta el cociente.

E

. ol
®

(9N

¥ ¥
% %
®\O

s

Rpta.: ¢ =115

60.

61.

62.

83.

64.

65.

66.

67.

Si un nimerc a b ¢ d e, se divide entre 73 se ob-
tiene 4 residuos sucesivos que son: 21, 69, 34 y
50. jCudl es lasumadea+ b +c+ d?

Rpta.: 21

Si A% . B?. C tiene entre 35 y 40 cifras. ; Cuantas
tiene A? Si A . B tiene 8 cifras y B . C tiene 10 ci-
fras.

Rpta.: de 9 a 12 cifras.

;Cudl es el mayor niimero que se puede sumar
al dividendo 389 de una division para que su co-
ciente 19 aumente en 8 unidades?

Rpta.: 170

En una division, para que el residuo sea 32 hay
que sumarle 62 o restarle 9 unidades al dividen-
do. 5i el coclente es un niimero igualmente dis-
tante del divisor que del residuo. ; Cual es el va-

lor del dividendo?

Rpta.: 4 017

5i en una division el residuo es el complemento
aritmeético del dividendo de 3 cifras y el coclente
es el complemento aritmético del divisor de 2 ci-
fras. ;Cuadl es el valor del divisor mas el residuo?

Rpta.: 109

:Cual es el menor numero que se le puede restar
al dividendo de una division para que el cocien-
te disminuya 7 unidades, si sabemos que: Resi-
duo por defecto = 32; residuo por exceso = 72

Rpta.: 728

Al dividir un namero entre otro se obtiene 4 de
cociente y 2 de residuo; pero si a cada uno de di-
chos niimeros se disminuye en 3 unidades, su
producto disminuye en 282. Hallar el nimero
menor.

Rpta.: 19

p=A.B tiene 42 cifras, si A se multiplica por un
numero de 4 cifras v a B se le anade 5 cifras.
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69.

70.

71.

G

73.

:Cuadl serd el nuevo nimero de cifras de P?

Rpta.: Entre 49 y 51 cifras.

Un nimero de 4 cifras es de la forma N = medu
tal que se verifica: 5.mc + u = du, y ademas es
igual al producto de dos numeros enteros conse-
cutivos. Hallar dicho nimero.

Rpta.: Existen 3 nuimeros de la forma medu,; son:
1056; 1 260y 1 892

Dados dos ntimeros A y B, se sabe que: A tiene 6
cifras y que la suma de los niimeros de cifras de
las expresiones:

M, =A2.B> y M,=A> B

es 87. ;Cudntas cifras tiene B?

Rpta.: B tiene 10 cifras.

Hallar el valor de n, si E tiene 11 cifras; A tiene
18; v B, 13 cifras siendo:
E= \/Az LB
Rpta.in=7
Hallar el ntimero de cifras que puede tener la ex-
presiémn:
E=A%.B. (C-D)
Donde:

A = namero de 5 cilras
B = numero de 4 cifras
C = numero de 6 cifras

D = nimero de 3 cifras
Rpta.: E puede tener de 38 a 46 cifras

El nimero de cifras A es el doble del de B, y el
cuddruple del de C. 51 D tiene 5 cifras. ; Cudntas
cifras puede tener:

E=(A*. D):(B*. C*)?
Rpta.: E puede tener de 2 a 13 cifras

En una pista circular de 3000 m., dos velocistas
parten juntos en sentidos contrarios v se cruzan
al cabo de 20 minutos. Después de 5 minutos lle-

it

73.

76.

T

78.

ga el mds veloz al punto de partida. ; Cudl es la
velocidad del otro?

Rpta.: 30m/min.

A las 8 a.m. salen de “x”, 2 ciclistas A y B, al en-
cuentro de otros dos ciclistas, C v D, que vienen
de “y” a una velocidad de 600 my/min, pero que
salieron con 5 minutos de diferencia entre ellos.
A las 8 v 15 se encuentra A con C y 3 minutos
después con D. Luego, B se encuentra con Cy 4
minutos después se encuentra con D. ;Cudl es la
distancia que separaa A y Ba las 9 a.m.?

Rpta.: 15 km.

Una diligencia sale de un punto A por una
clerta ruta con una velocidad de 11 km/h. Po-
co tiempo después un ciclista que recorre 297
metros/minuto sale del mismo punte y per la
misma ruta en su persecucién. Determinar la
diferencia de horas entre las partidas, si el en-
cuentro se produjo a las 2 horas 27 minutos,
después de la partida del ciclista.

Rpta.: 1 h 31 min 84 s

Un peatdn partis de A con direccién a B con ve-
locidad de & km/hora. Después de haber recorri-
do 4 km fue alcanzado por un vehiculo que salié
de A, 30 minutos mds tarde. Después de haber
recorrido el peatén 8 kun mds, encontrd por 2da.
vez al vehiculo que regresaba de B, donde des-
canso 15 minutos. Calcular la distancia AB.

Rpta.: 21 km

Dos ciudades A y B estan unidas por un ferro-
carril de 500 km de longitud. El pasaje com-
pleto de A a B cuesta 5/. 120 v de B a A cuesta
S/. 115. Ademas, por cada kilometro de reco-
rrido se paga /. 0,50 por persona. Una per-
sona que viene de A v otra de B bajan en una
ciudad intermedia C y cancelan la misma can-
tidad por viaje. ; Cual era esta cantidad?

Rpta.: &/. 183.74

Un mévil se desplaza entre 2 puntos, A y B. Sale
de Aalas 6 am. y llegaaBalas 2 p.m,, despla-
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zandose a 5 km/h, habiendo pasado per un pun-
to C. Al dia siguiente con la misma marcha, sa-
lié de D a las 6 a.m. para volver a A, observando
que pasé por C a la misma hora que el anterior
dia. ;A qué hora paso por C?

Rpta.: A las 10 am.

79. Dos ciclistas parten desde un mismo punto en

un circulo de 6000 m en direcciones opuestas. Si
cuando el primero ha completado una vuelta al
cabo de 20 minutos, se cruzan por tercera vez.
;Cuadl es la velocidad del mas rapide?

Rpta.: 600 m/min.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Si 10 perscnas comen 30 kg de arroz en 30 dias.
;Cudntos kg comerd 1 persona en un dia?
a) 0,1 kg

b) 0.8 kg c) 05 kg

f) 1 kg e} 0,6 kg

Dos toneles completamente llenos tienen en to-
tal 364 litros de vino. Determinar la capacidad
del menor, sabiendo que, cuando se retiran 16 li-
tros de uno, y 108 litros del otro, a los 2 les que-
da el mismo volumen.

a) 108 L

b) 1361 c) 1421

dy 1461 e) 1541

3. Un hacendado compra 5 vacas, 7 caballos y 9 cer-

dos. Una vaca cuesta &/. 1 200 mds que un caba-
llo y 10 cerdos cuestan tanto como 3 caballos. 5
por todo se pagé S/. 32 460, hallar el precio de
cada cerdo.

a) §. 324,60, b) &. 540, c) S/. 587 ,50;

d) .36240 e} §. 275,50

4. Un agricultor dio 7 sacos de papas de 50 kg cada

uno y 130 soles en efectivo por 3 metros de casi-
mir; si hubiera dado 10 sacos en vez de los 7, ha-
bria recibide 4 metros de casimir. Digase el pre-
cio de 1 metro de casimir.

a) 189 soles b) 126, 50 soles ¢) 195 soles

d) 98 soles ) 145 soles

5. Dos hermanos heredan cierto capital, al primero

le correspondié: 5/. 10 000 mds que al segundo.
Durante 12 anos ahorraron cada uno cierta can-
tidad por afno, se sabe que el primero ahorrd por
ano: &. 2 000 mas que el segundo. Determinar el
capital de cada hermano al final del doceavo ano,
si entre los dos tenfan /. 126 000.

a) &. 100 000 5/.26 000
b) &. 92 000 S/ 34 000
c) &Y. 98000 5/.28 000
d) S/, 80000 S/. 46 000
e) NLA.

. Una persona compra 5 kg de caté y 3 kg de azn-

car por $/. 101,40. Si un kg de café cuesta tanto
como 15 kg de azicar. Determinar, ;cudnto se
debe pagar por la compra de medio kilo de café
y un kilo de aztcar?

a) /. 19,50 b) &. 8,75
c) 5. 11,05 dy &/, 14
e) &/. 18,65

. 7 kilos de café y 6 de té cuestan S/. 480; 9 kilos

de té v 8 de calé cuestan 5/. 645. ; Cudnto vale un
kilo de caté y medio kilo de té?

a) &. 17,80 b) & 52,50
c) &. 36,50 d) &. 41,20
e) N. A.
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8. Un labrador lleva consigoe S/. 450 cuando recibe
el importe de 7 sacos de trigo; luego, usa el 75%
del dinero que tiene para pagar los impuestos y
el arriendo de fincas. Por {in vende 5 sacos de

1155

16l

12,

15,

trigo mas al mismo precio que antes, halldndo-
se entonces con . 477. ;A como vendio el sa-
co de trigo?
a) §. 28

b) 8/. 62 c) 5. 46

d) S/ 83 e) S/ 54

Un heladero gana diariamente &. 50 y gasta por
término medio %/. 32,50 al dia, pero cuando no
trabaja gasta &/. 8 mas. Al cabo de 60 dias, estd
debiendo &/. 110. ; Cuantos dias no trabajo?

a) 20 b) 30 c) 15 d) 35 e) 40
Con billetes de &. 10 v /. 5, se pagé una cuen-
ta de 5/. 280, se sabe que el ntamero de billetes de
5 soles excede en 8 al numero de billetes de 10
soles. Hallar el namero total de billetes.

a) 24 b) 16 c) 40 d) 8 e) 32
Un sefior va al hipodromo con &/. 630 y cuando
ve que estaba perdiendo el doble de lo que no
perdia, apuesta todo, logrando triplicar ese dine-

ro. ;Cuanto ganod ese seftor?

a) /. 120 b) Nada c) S/ 420
d) 5/ 630 e) 5/ 105
Un negociante compra 815 paves por 5. 48 900.

Vende una parte en /. 20 475 ganando /. 5 en ca-
da uno v otra parte en . 3 500 perdiendo &/. 5 en
cada uno. ;A como vendio los restantes, si en to-
tal perdié &/. 2,9257

a) /. 40 h) &/ 45 c) 5. 50
d) S/ 38 e) 5. 42
Una frutera tiene 90 naranjas de dos calidades

diferentes, las que piensa vender a /. 0,45 el
par. 5i hubiera vendido las de primera calidad
a 5/. 0,30 cada una y las de segunda calidad a
S/. 0,20, hubiera perdido S/. 1,25 sobre el total
que planea obtener. ; Cudntas naranjas tiene

de segunda calidad?

14

15

16.

IiE7,

18.

19.

a)60  b) 10 c) 80 d) 40 e) 20

La diferencia entre la cifra de las unidades y la ci-
fra de las decenas de un ntimero es 4, si el niime-
o se suma con el niimero que resulta de invertir
sus cifras, la suma es 66. Hallar el namero.

a) 14 b) 62 c) 40 d) 26 e) 15
Tres cazadores A, By C, tienen mds de 8 perros.
B piensa adquirir 4 perros mds, con lo cual ten-
dra mas perros que A y C juntos. Se sabe que B
tiene menos perros que C y los que éste tiene no
llegan a 5. ; Cuantos perros tiene A?

ay)l b)2 c)3 d) 4 e) s
Una rueda A de 90 dientes engrana con otra B de
18 dientes. Fija al eje de ésta va montada una
rueda C de 114 dientes, que engrana con otra D
de 19 dientes. ; Cudntos revoluciones habra dado

la rueda D, cuando la rueda A haya dado 2457

a) 7 350 b) 8 000 c) 4 850
d) 7410 e) 11 585
Un comerciante vende 1 metre de tela A en 16

soles y 1 metro de tela B en 7 soles. Obtiene asi
6094 soles como producto de la venta; siendo la
diferencia entre el producto de la venta de A y el
producto de la venta de B igual a 326 soles.
: Cudntos metros de tela se vendio?

a) 160 m b) 412 m c)412,625m
d)612,625m e) 480 m
Una persona paga 5/. 37 620 por cierto niume-

ro de ovejas y comienza vendiendo parte de
ellas en S/. 15 980 a 5/. 170 cada una, perdien-
do en cada una 3/. 20. ;A c¢6mo deberd vender
cada una de las restantes para ganar S/. 4 360
en todas las ovejas?

a)S/. 200 c/u b)) ¥ 230 c/u c) &. 300 c/u
d) &L 220 cfu e} &/, 250 cfu.
Se vendié 468 huevos, unos a %. 14,40 la doce-

nayotras a %/. 12 la docena. Determinar cudntos
huevos del primer precic se vendio, sabiendo
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que por cada 2 docenas vendidas se regalaba una,  25. Un obrero gana %/. 400 por 16 dias de trahajo de
v que por todo se recibié &/. 350,4. 8 horas diarias. ;Cudnto ganaria por 20 dias, si
trabaja 6 horas diarias?

a) 180 by 175 c) 275
a) §/. 150 b) &. 240 c) §. 375

d) 313 e) 288
d) &/. 200 e) &/. 300

20. Calcular el valor de:
26.En un pueblo existe un santo que hace el mila-

PG T 6o B RO gro de duplicar el dinero que uno tiene, pero por
231 365 b) 1 342 o) 1403 cada milagro que hace se le debe dejar una li-

mosna de 8 soles. Siluege de hacerle 3 milagros
d) 1 364 e) 1686 seguidos a un devoto, éste salié de la iglesia sin

un centavo. ; Cudnto tenia al entrar?
21. Dos trenes A y B marchan en sentido contrario a
25 y 35 kivh respectivamente, un pasajero del a) §. 15 b) /. 8 c) & 24
tren A, ve pasar al B en 6 segundos. ;Cudl es la

longitud del tren B? d)ss. 7 e) Y. 18

27. Tres personas A, By C acuerdan que en cada par-

80 by 90 100
2) o y 0 m o) o tida de naipes el vencedor duplicard el dinero de

d) 130 m e) 145 m los otros dos. Cada uno pierde una partida en el
orden de sus nombres; si después de perder C,
22. Un ciclista razonaba de la siguiente manera: “si cada uno se queds con %. 16. ; Con cudnto em-
voy a 10 kivh llegaré a mi destino a las 3 p.m., pezé a jugar C2
pero si marcho a 15 kivh llegaria a la 1 pamn.
:Qué velocidad deberd llevar para llegar a las 2 a)$. 20 h) &. 14 c) §. 26
pm.?”
d) 5. 18 e) S 32

a) 11 kivh b) 12kmvh c) 13 kivh

28. En una resta, la suma del minuendo, sustraendo
dy 125 kmvh e) 13,5 kivh y diferencia es 142. 5i el sustraendo es el C°A del
minuendo. Hallar la diferencia.
23. Hallar la cifra de las decenas de miles de N:

a) 55 b) 17 c) 45
N =241 + 247 + 253 + 259 + ...
31 sumandos d) 42 e) 83
a)ll b) 9 c) 7 29. Complete las siguientes operaciones y diga cual
es ¢l valor de: a+b+c.
d)1 e) 0
di= F g
24. Entre 12 personas deben pagar cierta cantidad b= 7%3*
de dinero, pero resulta que 4 de ellos solo pue- ®(Q) *®
den pagar la mitad de lo que les corresponde, 7*
obligando de esta manera a que cada uno de los % % %
restantes diese 100 soles mas. Averiguar cuanto Kk R %
era el gasto. S
a) 5/. 3 600 b) S/, 4 800 c) S/ 2400 o) . 15 b) 74 036 ) 74 046
d) &. 5480 e) 5. 2 600 d) 76 450 e) 70046
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30.

31

Sl

5.

it

35.

Se suman todas las permutaciones ciclicas de un
numero de 9 cifras diferentes v distintas de cero.
:Cuadl es la cifra del cuarto orden de la suma total?

a) 6 b) 7 c) 8 d) 9 e) 5

. Un padre a quien se le pregunté por la edad de

su hijo responde: “Mi edad es tres veces la suya,
pero hace 10 afios era el quintuple”. ;Cual es la

edad del hijo?

a) 20 afios  b) 30 afios ¢) 10 afios
d) 25 ainos  e) 40 afios
La suma de las edades de Juan y Pedro es 48

anos, al acercarse Maria, Juan le dice: Cuando ta
naciste yo tenfa 4 anos; pero cuando Pedro na-
cid, tenias 2 anos. ;Cudl es la edad de Maria?

a) 21 b) 22 e) 25
d) 21 e) N.A.
La edad de un padre y su hijo surnan 35; si el pa-

dre tuviera 17 afios menos y el hijo 8 afios mds
los dos tendrian la misma edad. Determinar
cuantos afnos tiene el hijo.

a)4 bh) 5 c) 6 d) 7 e) 8
La edad de una persona es el doble de la de otra,
y hace 7 afios la suma de las edades de las dos
personas era igual a la edad actual de la primera.
:Cudl es el producto de las edades actuales de

estas personas?

a) 400 b) 395 c) 380
d) 392 e) 390
Suponiendo que b tiene el menor valor posible,

determinar las operaciones indicadas y dar como
respuesta (a + b + ¢ + d). Cada asterisco repre-
senta una cifra.

35*8
a= *45%
ey
c= *0*5
d= 7%*99

36.

37.

38.

30.

40.

a) 10528 b) 164800 c) 21232
d) 26504 e) 11624
Un peatén va de A a B en 2 horas; al volver, co-

mo €l ha recorrido 11 metros mds por minuto,
ha hecho el trayecto en 105 minutos. Hallar la
distancia AB.

a)l25km b)11,5 km c) 8 km
d) 924 km e) 10,755 km
Un buque esta anclado a una determinada dis-

tancia de la orilla. 51 un observador calculo que
la onda de una explosién en el buque demord en
llegar a la orilla 5 segundos mas por aire que por
agua. Calcular la distancia del buque a la orilla
(velocidad del sonido en el aire = 330 m/seg. ve-
locidad del sonido en el agua = 1 430 ny/seg.)

a)1 800 m b)2400m c) 1845 m
d)2145m e) N.A.
Hallar la distancia entre dos ciudades A y B, sa-

biendo que dos autos parten de dichas ciudades
al mismo instante uno de A y otro de B. Al cabo
de 5 horas el auto que salié de A esta a 100 km
de By el que salié de B estd en el punto medio
de la distancia pedida. La diferencia de velocida-

des es de 20 kimvh.

a) AB = 300 km b) AB = 320 km

c) AB = 400 km d) AB =24 km

e} AB = 700 km

Una tripulacién emplea 3 horas en remar 16 km

rio abajo y en regresar. En remar 2 km, rio arri-
ba, emplea el mismo tiempo que en remar 4 km,
rio abajo. Hallar la velocidad del bote cuando
rema rio abajo.

a)12km/h b)) 4 km/h ¢) 16 kmv/h

d) 24 km/h e} 10 kiv/h

Si A tiene 16 cifras, B tiene 11 cifras y C tiene 8.
:Cudntas cifras tiene:

B=(A*.BLiC)oR
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a) 15 cifras  b) 16 cifras c) 17 cifras

d) 15 6 16 cifras e) 16 6 17 cifras

41. Si abe x 9 = dabe donde las cifras son significa-
tivas y menores que 6. Hallar el valor de “d”
a)3 b) 2 c)l

d) 4 e) 5

42. Siendo A y B ntmeros enteros y sabiendo que el
producto A . B puede tener come minimo 15 ci-
fras y que el cociente de A y B puede tener como
maximo 9 cifras. ;Cuantas cifras tiene B?

a) 2 b) 3 c) 4 d) 51 e) 6

43, La suma de los cuatre términos de una divisién
es 425. 51 se multiplica por 5 el dividendo v el
divisor y se vuelve a realizar la operacion, la su-
ma de los términos seria 2073. Hallar el cocien-

te primitivo.

a) 1012 b} 71 112 c)9 228

dy11 252  e) 9232

45. En una division el divisor es 135 y el residuo por
exceso excede al residuo por defecto en 91. Si el
dividendo estd comprendido entre 800 y 900.
Hallar el dividendo.

a) 759

b) 800 c) 816

d) 824 e) 832

46. S1 A = # de cinco cifras; B = # de 7 cifras; C= # de
3 cifras. El mayor numero de cifras que puede te-
ner:

At . B2/ P es:

a)42  b)30 ¢) 37 d) 43 e) 44

47. Hallar el cociente de 450 entre 11 en menos de

a)ll b)12 c) 13 d) 14 e) 17 1o
44. Hallar el niimero entero de cuatro cifras, tal que a) 40 b) 40,8 c) 40,5
al dividirlo entre su C°A da 12 de cociente y 16
de residuo. d) 42,1 e} 40,2
CLAVE DE RESPUESTAS
1) A 2) B 3) B 4 ¢ ) 6) ¢
B 8 E 9) A 10) ¢ L1 D 12) ¢
5 14T 15)B 16) A 17) D 18)
19) 1 20) A L1 22) B )3) D 1) B
25) 26)D 270 C  28)D 20D 30)D
1) A 32) ( 339 [ 34) D 35)D 36) D
7) D 38) C 39) ( 10) E - APRS 42) B
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TEORIA DE
DIVISIBILIDAD

DIVISIBILIDAD

Es la parte de la Aritmética que estudia las condi-
ciones que debe reunir un ntmero para ser divisible
por otro.

En general, se dice que un namero es divisible por
otro, cuando lo contiene exactamente un nuimero
entero de veces.

Ejemplos:

i) Si “A” es divisible por “B”, entonces “B” divide
2 “A”

Damdole forma matematica:

A .
— = E, E es un numero entero

B
¢ Se entiende que “A” es divisible por “B” debido
a que lo contiene un numero E de veces.

» También expresa que “B” estd contenido en
“A”, un ntmero entero de veces.

ii) 51 369 es divisible por 9, entonces 9 divide a
3609.

Es decir:

)

9

Aqui, 369 es divisible por 9 porque lo contiene 41
veces. También expresa que 9 estd contenido 41
veces en A.

OBJETIVO DE LA TEORIA DE DIVISIBILIDAD

La teoria de divisibilidad tiene como objetivo fun-
damental la determinacién del residue, de una di-
vision, directamente sin necesidad de calcular el
cociente.

NUMEROS DIVISIBLES

Se dice que dos nameros son divisibles cuando su
cociente cumple dos condiciones:

1° Es exacto

2% Es un numere entero

Ejemplo:
i) ;Es 84 divisible por 7?
Rpta.: 5i, porque: == =12 Exacto
7 Entero
ii) 3 Es 75 divisible por 27
Exacto

Rpta.: No, porque: 7—25 =375

No es entero
iii) ; Es 45 divisible por 97

-45 Exact
Rpta.: Si, porque: — =-5 SR
9 Entero

iv) ;Es 0,0009 divisible entre 0,00009?

Rpta.: 51, porque: M =10 Exacto

Q, 00009 Entero

MULTIPLO Y DIVISOR DE UN NUMERO
MULTIPLO DE UN NUMERO

Es aquel numero que contiene a otro exactamente un
namero entero de veces. Asi 90 es multiple de 5, por-
que lo contiene 18 veces exactamente. Para expresar
que 90 es multiplo de 5, se utilizan cualquiera de las
siguientes notaciones:

ut]e

0 = S 15 =
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DIVISOR DE UN NUMERO

Es aquél namero

contenido en otro, un namero

entere de veces. Asi en el caso anterior, 5 es diviser
de 90 porque estd contenido en éste 18 veces.

Otro ejemplo:

es MULTIPLO de

403 9

es DIVISOR de

Nota 1

Analizando la definicidon de nameros divisibles
y multiplo de un numero, se observa que ex-
presan lo mismo. Por lo tante, los términos
multiplos y divisibles son equivalentes.

Nota 2

Se llarna equidivisores a varios nurmeros que estin
contenidos el mismo numerc de veces en sus
respectivos “multiplos”. Ejemplo: 3; 5 v 7 son
equidivisores de 15, 25 y 35, respectivamente,
porque estan contenidos 5 veces en cada caso.

Nota 3

Se llama equimiltiplos, a varios nimeros que
contienen el mismo namero de veces a sus
divisores. Ejemplo: 15, 25 v 35 son equimiiltip-
los de 3; 5y 7 respectivamente porque los con-
tienen 5 veces en cada caso.

PRINCIPIOS RELATIVOS A DIVISIBILIDAD

L

Si un numere divide a otros varios, divide tam-
bién a la suma de éstos.

Sean A, B y C tres nameros tales que admitan
como divisor al nimere “n”. Demostraremos que

“n” divide alasuma (A + B + C).

De la hipotesis:

£=e1¢A=n.e

n 1

{5

% =g, = B=mn e,

% =e,=> C=n.¢,
donde, e, e,, e, son niimeros enteros.
Sumando:
A+B+C=n.e+n.e,+n.e;=nie +e, +e,)
De donde:

BEBAE - ve b = E
= =Gy i By Ty =
Ejemplo:
35

7 divide a =—105 ; .. 7 divide a 35+ 105 + 28 = 168

28

En efecto 168 contiene a 7, 24 veces:

168
7

=24

Si un mamero divide a otro, divide a todo multi-
plo de éste.

Sea “S” un nudmero cualquiera, el que admite
como divisor a “n”; demostraremos que “n”
divide a todo “mS” . Donde “mS” = miltiplo de S.

ms = 5 +5 +.....+5

%

Observemos que “n” divide a cada uno de los

W

sumandos “5”. Por la propiedad anterior “n

”,

dividira a la suma de ellos “ mS ™
Ejemplo:

24 admite como divisor a 3, entonces 3 divide a
todo m24:

Consideremos: m24 =5 . 24 = 120

5 veces

120=24 . 5=m24 =24 + 24 + 24 + 24 + 24
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IV,

Come 3 divide a cada uno de los 5 sumandos 24,
por la II propiedad dividird a la suma de ellos
(120) que siempre serd m24.

S1 un nomero divide exactamente a otros dos,
divide también a la diferencia de éstos.

Sean M y N dos numeros, tales que M > N.

Considerermnos que el numero “r” divide exacta-
mente aM yaN.

Demostraremos que “r” divide a (M - N)

De la hipétesis:

evidentemente e > e,

. restando M -N =r (e1 = eo)

Vi

que es un numero entero N exacto

M-N
= =e
T

@,

Siendo el cociente “e” un nimero entero y exacto
ello indica que r divide a: M - N

Siun numeroe divide al tedo v a una parte, divide

necesariamente a la otra parte.

Sea T el todo y sean P y Q sus partes.

Consideremos que el niimero “n” divide al todo T
y a la parte P

Demostraremos que “n” divide tambien a la otra
parte, Q.

Como el todo es igual a la suma de sus partes:

T=P+Q =Q=T- P

Analizando esta expresién final, se observa que si
“n’ divide a T v P entonces por la Il propiedad,
dividira a la diferencia de éstos, Q.

V.

VI

Siun namero divide al dividendo y al divisor de
una division inexacta, divide también al residuo
de dicha divisién.

Sea la division: D |i

r {5

Consideremos que*n”divide a “D” y a “d”. Demnos-
trarernos que “n” divide también al residuo “r”.

= r=D-4d .c

&

Apovandonos en la IV propiedad, asi “n” divide a
D ya(d.c), entonces dividird a la diferencia de
ellos,“r”.

Como: D=d.c+r

.Si un numero “N” no divide a otros dos exacta-

mente, divide a su diferencia siempre y cuando
los residuos sean iguales.

Sean A y B dos numeros tales que: A » B.
Denotemos mN, multiplo o multiplos de N.

Si N ne divide a A = A=mN +R,
5iN no divideaB = B=mN + R,
Restando:

A - B=mN+(R1-R2)

Por lo tanto: Si Ry=R, =A-B=mN

VIL S1 un namero N no divide a otros exactamente,

divide a su producto, siermnpre yeuando el produc-
to de los residuos sea igual a N ¢ multiplo de N.

Sea N un ndmero ne primo v mN, multiple de N:
SiN: Nodividea A = A=mN +R,

NodivideaB = B=mN+R,

Nodividea C = C=mN + R,
Multiplicando: A .B. C=mN + (R. R,. R))
Hemes considerado que el producto de multiples

es otro multiplo; v que la suma de miltiplos tam-
bién es otro maultiplo.

Por lo tanto:

Rl. RZ.R3=MH¢ A.B.C=mN +mN=mN
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PRINCIPALES ARTIFICIOS UTILIZADOS EN
DIVISIBILIDAD

1. Expresar que un namero &s “mp”

(TR L)

N sera mp = N contiene a “p” exactamente un
numero entero de veces.

g 5

€ (entera)

=N=p.e=mp

Observar que si N = mp, la expresion “mp” se
puede presentar como el producto de “p” por un

numero entero “e”, tal como “p.e”.

2. Expresar que un namero M no es multiple de n.

o1

M no es multiplo de n = M no contiene a “n
exactamente un nimero entero de veces.

Mln_: M= nq, ..+ T=M=mn+r,r>0
r q(entero)

e T

donde “r” representa el residuo de “M” entre “n”;
luego “M” no es multiplo de “n”.

3. El binomio de Newton” { Por induccion).

(a+Db)?=2a’ + 2ab +b?> = ma+Db?

s

ma

(a+hb)? =13+3.212b+3ah?+b3 = ma+ b*

ma
(a+b)"=ma+h"

ma + b*(51 “n” es par)
(a-by =

ma - b*(51 “n” es impar)

Este artificio se utiliza especialmente en los pro-
blemas de divisibilidad donde piden determinar
el residuo y el dividendo es una potencia.

TEORIA DE CONGRUENCIAS

Se denomina numeros congruentes a aquellos que
dan el mismo resto al dividirlo per un médulo.

Notacién. Si dos niimeros M v N son divididos
por el nimero “p” v en ambos casos se obtiene el
mismo residuo, entonces ambos ndameros M y N
serdn congruentes con respecto al médulo “p”

Py
se denota asi:

M = N {médulo “p”) o también M = N (p)
Se lee “M congruente con N segun el madulo p”.

Ejemplos:
i) 628 = 1 823(5), son congruentes porque al

dividirlo entre el médule 5, dan el mismo resto

(3K

ii) 371 = 184(3), no son congruentes segin el
maédulo 3, porque no dan el mismo residue.

RESTOS POTENCIALES

Se llama restos potenciales de un nimero N, respec-
to a otro “m”, llamado mddule, a los residuos que se
obtiene al dividir la serie natural de las potencias de
N entre dicho médulo “m”.

Ejemplos:

i) Hallar los restos potenciales de 10 con respec-
to al modulo 7.

10°=1 10 =m7 +310°=m7+6= m7 -1
10f=m7-3=m7+4 10°=m7-2
10°=m7-6=m7+1 ...

i) Hallar los restos potenciales de 3 con respecto
al mddulo 3

5°=1 5= m3+2 52 =m3 + 1

5 =2m3+2 5f=m3+1..

Observaciones

a) Mediante la aplicacion de restos potenciales, se
determina cualquier criterio de divisibilidad en
cualquier sisterna de numeracién.

b) Logrando el resto de una potencia se determina
tacilmente el de la siguiente potencia, como vere-
mos:

Na= m(T;) N = Na.(T,)
Ejemplo:
Calculemos los restos potenciales de 10 segan el
maodulo 7.
100=1

10t=1.10=m7 +3
Resto por defecto
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102 =(m7 +3)10 =m7+30=m7 + m7 + 2
=m7 + 2 Resto por defecto

100 =(m7+2)10=m7+20=m7+6=m7 -1
Resto por exceso

10"=(m7 - 1310 =m7 - 10 = m7 -3
Resto por exceso

10°=(m7 -3)10 =m7-30=m7-2
Resto por exceso
100 = (m7 -2)10 =m7-20=m7 -6 =m7 + 1
Resto por defecto
GAUSSIANO

Se llama GAUSSIANO del numero N, respecto al
moédulo “t”, al menor exponente del namero N con-
gruente con la unidad respecto del madulo “t.

Ne=1 (t)

El GAUSSIANOQ interviene principalmente en la ley
de formacion de los restos potenciales. Determina
generalmente el “periodo™.

Ejemplo:

Hallar los restos potenciales de 6 respecto a 64.

POTENCIA RESTOS

6° ' 3

6! 6

6 36

6 24 } Pericdo
6 16

6° 32

6° 0 J

CONGRUENCIAS NOTABLES

CONGRUENCIA DE FERMAT

@

SI “p” es un namero primo y “a” un nimero

o

cualquiera no divisible entre “p”, se verifica que:

aft = 1(p)

Ejemplo:

p=7 , a=2 = 2" =1(7)

2° =64y 64:7 dacomo residuo 1 y 1 : 7 también
da como residuo 1.

CONGRUENCIA DE EULER

Para comprender esta congruencia, definimos
previamenteel indicador de un namero:

FINET)

Si“m” v “n” son dos numeros cualesquiera, pri-
mos entre si, se verifica la siguiente congruencia:

a®™ =1 (m) ¢ (m) = indicador de “m”

Ejemplo: a=4 m=7

447 =1 (7) d(7)=6 =24°=1(7)

4°=4 096, 4 096: 7 da como residuo 1 y1:7

da comeo residuo 1.

CONGRUENCIA DE DIRICHLET

(Numeros asociados). Dada la serie: 1, 2, 3, ...

(p-1hsip=2q+ 1y “a”esunnimero tal quea < p,

“m” un nimero de la serie; siempre habra otro “n” en
la serie tal que m . n = a {mdédulo “p”).

TEOREMA DE WILSON
La condicidn necesaria y suficiente para que un ni-
mero p sea primo es que: (p - 1} =mp - 1

CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

CRITERIO GENERAL DE DIVISIBILIDAD

Este criterio permite determinar las caracteristicas
que debe poseer un numero para ser divisible entre
otro. Permite por lo tanto, determinar cualquier cri-
terio de divisibilidad.
EXPRESION GENERAL DE DICHO CRITERIO
Sea:
abe...tlu, de “n” cifras, un nomere cualquiera.
Descomponiendo polinémicamente invirtiendo
el orden:
abe...tlu=u + 101 + 102t +...+ 10™3¢c + 10™%b

+10™a (1)
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ARITMETICA

Determinaremos la condicion para que sea divisi-

ble por Q:

10 |Q =  10'=mQ+R,
¢

Rl 1

107]Q = 102=-mQ+R,

R, C

2 2

103 | Q = 10 =mQ+R
R. C

-3 n-3

102 | Q = 102=mQ+R ,
R, C

-2 n-2

10m! | Q = 10" =mQ+R_|
R, C

-1 n-1

abc...tlu = u+(mQ + R+ (mQ + Rt +...
+(mQ+ R Jc+ (mQ+R )b+ (mQ+R_Ja

abc..tlu=uw+ mQ + R 1+ mQ + R, t +...

+mQ+R ;c+mQ+R ,b+mQ+R a

abc...tlu=mQ+ [u+ R I+R, t+..

+R o+ anb + R(n_D a]

Puede observarse que para que el numero dado
sea divisible por Q) es necesario que la expresion
dentro del corchete sea cero o multiplo de Q yen
la que los términos R, son los diversos residuos
obtenidos al dividir entre Q, cada una de las
potencias de 10 correspondiente a cada una de las
cifras del numero.

Ejemplo:

Determinar la condicidén para que un niimero de
4 cifras sea divisible por 31.

Sea abed el namero. Expresado en su forma poli-
némica e invirtiendo el orden:

abed =d + 10c + 100b + 1 000a

abed = (d+rlc+r2b+ rsa)+ m31 L

restos potenciales de 10 respecto a 31 son:

10 |l ? r=-21

21 1
100 |31 5 =7
703

1000 [31 5 r,=8
8 32

Remplazando estos valores (en 1):

abed = (d - 21c + 7b + 8a) + m31, analizando esta

expresion final se deduce que abed sera divisible
por 31 si [d -21c + 7b + 8a] es cero ¢ m31.

PRINCIPALES CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

Aplicando restos potenciales, segin se ha visto ante-
riormente, se puede determinar cualquier criterio de
divisibilidad. Consideremos un namero cualquiera N
tal que:

N=.... abedef

aplicando restos potenciales

108 —1
DIVISIBILIDAD POR 2 10t —0
10?2 —0

Luego el caracter sera: f = m2, es decir, basta que
la cifra de las unidades sea par o cero.

100 ——1
DIVISIBILIDAD POR 3 108 —1
102 —1

Luego el cardcterserda: ... +a+b+c+d+e+f=m3;
es decir, que la suma de sus cifras sea m3.

DIVISIBILIDAD POR 4

Un namero es divisible por 4 cuando sus dos lti-
mas cifras son cero o m4.

100 — 1
DIVISIBILIDAD POR 5 10t —0
102 ——0

Basta que f =0 & 5 para que el nimero sea divisi-
ble por 5.
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DIVISIBILIDAD POR 7

Restos: 1,3, 2,-1,-3, -2, 1
0
Caracter: f+ 3e + 2d -c-3b-2a+ ...= «
™~ m7

DIVISIBILIDAD POR ©

Los restos potenciales son también 1, 1, 1....;
luego, el caracter es que la suma de sus cifras es
multiplo de 9.

DIVISIBILIDAD POR 11

Los restos de las potenciasde 10son 1,-1,1-1,...
Luego:

/0

f-e+d-c+b-a+...=
g

En otros términos, que la suma de las cifras de
lugar impar comenzando por las unidades, menos
las de lugar par, sea multiplo de 11.

DIVISIBILIDAD POR 13
Restos: 1, -3, 4, -1,3.4,1

0
Caracter: f-3e -4d -c + 3b + 4a +... =/
™~
ml3
DIVISIBILIDAD POR 17

Regla practica.Un namero es divisible por 17, si
lo es la diferencia entre sus decenas y el quintu-
plo de sus unidades.

Ejemplo: Averiguar si 2 975 es multiplo de 17.
297-5.5 =272 , 27-5.2 =17 =ml7
2075siesml?

DIVISIBILIDAD POR 19:

Regla practica. Un numero es divisible por 19 si
lo es la suma de sus decenas con el duplo de sus
unidades.

Ejemplo: Averiguar si 6 650 es multiplo de 19.
6653 +2.0=0665 ; 66+2.5=76
7+2.6= 19

. siesml9

DEMOSTRACIONES

A continuacién demostraremos algunos criterios de
divisibilidad por otros procedimientos:

DIVISIBILIDAD ENTRE 9

TEOREMA. Un numero es divisible por nueve
cuando la suma de sus cifras es multiplo de nueve..

Demostracién. Esta demostracion consta de va-
rias partes y una conjuncisn.

Primera Parte. Cualquier potencia de 10 es igual
a un multiplo de 9 mas 1.

Demostraremos que: 10" = m9 + 1

Demostracién:
101=10=9+1 =m9 + 1
102=100=99+1 =m? + 1
10°= 1000 =999 + 1 =m? + 1
N ceros N nueves
—fE——y —_——
107 = 10000....0 =990..9 + 1=m9+1

NOTA:

La reciproca de esta primera parte no siempre es

clerta; es decir, todo multiplo de 9 + 1 no siem-
pre da una potencia de 10.

Segunda Parte.- Toda cifra ntmerica seguida de
ceros es igual a un maltiplo de 9 mas dicha cifra.

Demostraremos que:

n ceros

———y
K0000....0=m9 + K

Demostracién:

1 Ceros
e
K0000...0=K . 10" = K(mn9 + 1)=m9 + K

Tercera Parte.- Cualquier niimero puede descomn-
ponerse en dos sumandos, el primero, un multi-
ple de nueve v, el segundo, la suma de las cifras
que lo forman.
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ARITMETICA

Sea: mnpqr un numere cualquiera.

Demostraremos que:

mnpqr=9+ (m+n+p+q+r)
Demostracién:

Expresado en otra forma:

m0000=5 +1m
nQ0o =5 +1
200 -5 0p

40 =9 +q

r= T

mnpqr =9+ {m+n+p+q+r

CONJUNCION.- Analizando esta expresion Gltima
se observa que nueve divide a la parte multiplo de
nueve y para que divida a todo el ntimero, es nece-
sario que nueve divida a la otra parte; v, para ¢llo se
requiere que la suma de las cifras que forman la otra
parte, sea muiltiplo de nueve.

COROLARIO. Un numero es divisible por 3 cuando
la suma de las cifras que lo forman es multiplo de 3.

abed=m9+(a+b+c+d)= a+b+c+d=m3
M ————

N~

DIVISIBILIDAD POR 11

TEOREMA. Un numero es divisible por once cuando
la diferencia entre la suma de las cifras de lugar
impar y la suma de las cifras de lugar par da cero o

multiple de once.

Demostracién. Esta demostracion, consta de 5
partes y una conjuncidn.

Primera Parte.- Toda potencia par de 10 es igual a
unmll + 1.

Bastara con demostrar que:

102k =mll +1

Demostracion.- (Por induccion)
102 = 100 = 99 +1=mll+1

10%= 10000 9999 +1=mll+1

10% = 1000000 = 999999 + 1 =mll +1

2k ceros 2k nueves

10%% = 1000...... 0 =999......... 9+1=mll+1

Se deduce que siempre que un nimero estd for-
mado por una cantidad par de nueves, serd multi-
plo de 11.

Segunda Parte.- Toda cifra numérica seguida de
un nuimero par de ceros es igual aun mll mas
dicha cifra.

Demostraremos quel

2n ceros
Demostracion:
NOO ......... 0=N.10"=N{(mll+l)=mll + N
e
2n ceros

Tercera Parte.- Toda potencia impar de 10 es igual
aunmll -1.

Demostraremos que:

102+ = 107 10 = 10{m11 + 1) =mll + 10
=mll +11-1=mll -1

Cuarta Parte.- Todo nimero seguido de un nime-
ro impar de ceros es igual a un mll menos dicho
NUImero.

Demostraremos que:
AQQ0........ O0=mll-A
2n + 1 ceros
Demostracion:

En efecto:

AVOQ:cweiva 0=A.10"1=A(mll-1)=mll-A

ey
2n + 1 ceros
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Quinta Parte.- Cualquier numero puede descom-
ponerse en 2 sumandos: el primero un mll v el
segundo, la diferencia entre la suma de las cifras de
lugar impar con la suma de las cifras de lugar par.

Sea: abede, un niimero cualquiera.

Demostraremos que:

abcde=mll + [(e+c+a)-(d+Dh)]

Demostracion:

a0000 =mll + a
bO00 =mll -b
@ =mll + ¢

d = ] =d

e =e

abcde =mll + [(a+c+e)-{(d+Db)]

CONJUNCION

Analizando esta expresion ultima, observamos que si
la diferencia mostrada en el corchete fuera cero o mll,

el namero abede, un niimero cualesquiera, serd mll
y por lo tanto divisible entre 11.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Demostrar que siendo “n” un entere cualquiera,
la suma:

3. 521 4 234l eg divisible por 17
Solucion:

Si demostramos que este numero es multiplo de
17, sera divisible por 17.

Operando los exponentes

N=3.25".5+8".2

15(17 + 8)" + 87, 2 B

=15(ml7 + 8"} +8".2
=ml7+15.8"+8".2
=ml7 + 8" {15 + 2)
=ml7 + 8 . ml7
=ml7

2.- Demostrar que, siendo “n” un entero cualquiera,
la suma:

342 4 0 4304 g multiplo de 17
Solucién:

Operandoe con los exponentes:
81" .32+ 2.64" . 4 =ml7
(ml7 +13)".94+8(ml7+13)"=ml7
(ml7+139.9+8 (ml7 +13)=ml7
ml7+ 13" .9+ ml7 + 13" . 8=ml7
ml7 + 13" (G +8) =ml7
ml7 +13% . ml7=ml7

ml7=ml7

Hallar a v b si: 30ab60 = m99

Solucién:
mY

30ab60 =rn99<:::::
mll

Aplicando divisibilidad entre 9:

o (1)
3+0+a+b+6+0=m9=a+b <
18 (2)

Aplicando divisibilidad entre 11:
0 (3

b—(6+a+3)=b-9-a<
mll (4)

Sélo (13 v (3) cumplen condicicones.

Rpta:bh=9,a=0

El namero de nifios que va a un nido es menor
que 265 y mayor que 95. Si se observa que los /7
del total usan mandiles celestes v los 5/13 del
total usan mandiles amnarillos, ;cudl es la suma de
las cifras del ntimero que indica la cantidad de
nifies que no usan ni mandil celeste ni mandil
amarillo?.

Solucién:

Sea “n” el niumero de nifios.

05 < n < 265 (1
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ARITMETICA

Usan mandiles celestes: De (a):8111-1118=6993
%n:#entero:> n=1m7 De (f): 9222-2220=6003

Usan mandiles amarillos: Rpta.: La diferencia es: 6 993
% n=~#entero=n=ml3 6.- Hallar cuantos numeros entre 95 000 y 194 000

son m7 y ml3 pero no mll.

entonces: n=m7 . ml3 =m9] = 91K

Solucion:
reemplazando en (1): olucion

Podemos establecer que los niimeros buscados

95 < 91K < 265; Ke 2 son m91 = m7 . ml13, pero no ml1.

95 k.20 95 000 < 91K < 194 000
o1 o1
95 000 194 000
Lt ewen B = wo2 T<K<T
01 91
n=91(2)=182 104395< K < 213186
Usan mandil celeste: % -182=52 s K= 10441 045....... 12131

1 088 valores
Usan mandil amarille: = 182=70
13 Debemos excluir los valores de K que son m11 es
No usan mandil amarillo ni celeste: decir:
182 - (52 + 70) = 60 K=1045 1056;,...;2123

99 valores

Rpta.: Sumatoria pedida: 6+ 0 =6

Existen: 1 088 - 99 = 889 numeros

5.- A un nuamere de 4 digitos, cuyas 3 tltimas cifras
son1 iguales, se le ha restado otro, que se obtuvo al
invertir el orden de las cifras del primero. 5i la

diferencia es multiplo de 7, hallar la diferencia.

Solucién:

El nimero es de la forma: ammm

——F o]
Por condicién: ammim - mmma = 7

Ahora calculemos esta diferencia:

Escribiendo polinémicamente:

s}

10008+ 11 e 11 108 e 7 Rpta.: Cumplen 989 valores (drea celeste en el
o grafico)
9003 - 009m =7

999 (a - m) =i/°, 7.- ;Cuantos nimeros entre 7 000 v 9 000 son m17
. 6 ml9 6 m23, pero no multiplos de dos o tres
= a-m=7 numeros a la misma vez.
R Solucion:
81 (o)
En el grafico, la zona tramada representa la solu-
0:9 2 (B cién grafica del problema, esta zona es igual a:
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n{ml7 Uml9 U m23) =n(ml7) + n{ml9) Los m17 vy m23 son m391 = 3 6 valores

+n(m23) -n(ml7; ml9; m23) - n(mml7; m19) Los ml9 vy m23 son m437 = 3 4 valores

=TT T - BRI Losml7, ml9, y m23 son m7 429 = 3 1 valor

S aty Rpta.: Cumplen: 118 + 105 + 87 - 1
-6-6-4=293

8.- ;Cuantos m2 y m7, pero no ml3, hay entre 45 000
v 120 0007

Solucion:

Los m2 y m7 son ml4, entonces, de acuerdo al
enunciado:

° 45 000 < 14K < 120 000

A) n(ml7):? 32143 <K< 8571, 4
7000 < 17K < 9 000 s K= 3215....8571

S O R S357 valouss
_\,__/

118 valores 5 357 ntmeros son m2 y m7 (1)

n{ml7)=118

~f]e

B)n{ml9):? 2
7 000 < 19K < 9 000

3684 < K<473,6 = K=369.....473
_\,__l
105 valores

w n{ml9)=105 -~

C) n(m23): ? Por otro lado:

7 000 < 23K < 9 000 Los m2; m7 y ml5 son m210, entonces, los
multiplos de 210 son:

3043 < K<391 3= K=305...391 45000 < 210K < 120 000

87 valores
. n{m23) =87 2143 <« K <571 4
Tosml7 y ml9 son m323: S K=215 ... 1571
357 valores
7 000 <« 323K < 9 000
357 nlmeros son m2, m7 y ml3 (2)
K = 220903507
S Y e S
6 valores De (1) y (2):
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ARITMETICA

S6lo son m2 y m7
5357 - 357 = 5 000 ntmeros
Rpta.: Hay 5 000 numeros.
§.- Para cada ntimero natural “n”, definimos:

U =16n+8n+6(1-5%+128

:Cudl es el residuo de dividir U_entre 647
Sugerencia:

Considerar la expresion U -5 U
n+l n

Solucién:

Un=16n2+8n+6(1-5“)+128
Un=16n2+8n+6(1-5“)+m64
Un=16n2+8n+6-6.5“+m64

Agrupando en forma conveniente:
U =mé4+ (16n°+8n+ 1) +5-6.5"
U =mb4+@n+1)2+5-6.5"
Aplicando induccion matematica:

neEf=n=1{01;2;3...}

Siin=0= U=mé4+ [4(0)+ 1]?
+5-6.5"=m64

Siin=1= U=m64+ [4(1) + 1]?
+3-6.5 =mb4

Siin=2= U=m64+ [4(2) + 1]?
+5-6.52=m64

Siin=3= U=mé4+ [4(3) + 1]?
+5-6.5=m64

Finalmente:

n=n = Un=m64

Rpta.: Al dividir U_entre 64, el residuo sera igual
a cero.

10.- 5i abba es m63. Hallar “a” v “b”.

Solucisn:

m7
abba = m63 <

mY

¢ Aplicando divisibilidad por m7:

(a+3b+2b)-a=m7

0 0
5b = < = b =< (L
m7 m7
¢ Aplicando divisibilidad por 9:
a+b+hb+a=m9 = 2(a+bh)=m9

a+b=mo 2

De (1) v (2) se deduce:

Si: b=0 = a=9
b=7 = a=2
Rpta.:
a 9 2
b 0 7

11.- Hallar los ntimeros de la forma ablba = m44, y

dar como respuesta el residuo de ablba entre 5.

Solucisn:

m4
ablba=m44=< )
mll

¢ Aplicando divisibilidad entre 11:

0
2(a-b)+1=<

mll

Que se cumple para:

2(a-by+1=11
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de donde:

a-b=5

 Aplicando divisibilidad entre 4:

<

Paraa=6resultab=1

cero
se deduce,a = 6
cifra par

Paraa=8resultab=3

¢ Los numeros serdn: 61 116 v 83 138, se verifi-
ca que 16 es m4 pero 38 no es m4.

= el tinico nimero que cumple serd: 61 116
61116=61115+1=m5+1

Rpta.: Residuo =1

12.- Hallar todos los nameros de la forma:

7a5b63 = m99, sabiendo que a > b

Selucion:
m9

7a5b63 = mo9 = <
mll

¢ Aplicando divisibilidad entre 9:

7+a+5+b+6+3=m9
21 + (a+b) = m99 (L
¢ Aplicando divisibilidad por 11:
B+b+a)-(7+5+6)=mll
(a+b)-15=ml1l (2)

En la expresion (2}, observamos que (a + b) pue-
de ser 26 6 15.

Sia+ b =26, laigualdad (1) seria 47 = m9, lo que
es falso.

a+b=15

Dado que a > b, los tnicos valores posibles paraa
v b son:

Por lo tanto los niimeros son: 795 663 y 785 763

Rpta.: 795 663, 785 763

13.- 5i la suma del namero N y su complemento arit-

mético es m7 + 4. ; Cuantas cifras podra tener el
numero N como minimo?

Solucién:

Para resolver este tipo de problemas hay que uti-
lizar el GAUSSIANO.

Si N tiene “n” cifras:
N+ C'AN) =m7 + 4=10"

Hallando los restos potenciales de 10 con respec-
to al modulo 7:

10=m7+1 10°=m7+6 10°=m7 +1
100=m7+3 10°=m7+4 107=m7 +3
102=m7+2 10=m7+5

Por tanto:

S100 =107+ 4 v n=4,10,16, ...

Rpta.: “N” podra tener como minimo 4 cifras.

14.- En el namero abecba que es m7, las cifras a, by

¢ son diferentes.

:Cudl es el residuo de dividir acac ...... de 54
cifras por 117

Solucion:
Segun criterio de divisibilidad por 7:

abccha=m7+ a+3 b+ 2c-(c +3b + 2a)
=m/+c-a

Como a y ¢ son diferentes, c-a=7

Segun criterio de divisibilidad m11:

ACAC:, mmem =mll+c-a+c-a+...
=mll + 27(c - a)
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ARITMETICA

pero c - a = 7; entonces:
AdaC aaa =mll +189=mll +17.11 +2
=mll + 2

Rpta.: Residuo =2

15.- En los primeros nameros de la serie natural hay
747 numeros m7 y 2 243 nameros m3 6 m7.
;Cudantos seran m37.

Solucién:

Sabemos que:

N°(m3 6 m7) = N°(m3) + N°(m7) -

NY(m3ym7)...coceeeen. (1)
N°(m3) y N°(m7) = NO(;HT) = 7:7 = 249

Reemplazando en (1):
2243 = N°(m3) + 747 - 249 = N°(m3) =1 745

Rpta.: 1 745

16.- ; Cuantos numeros de la forma N = §9a46b que
sean m536 existen?.

Solucién:

Por dato: 89a46b = m56 = m8 y m7.
Aplicando criterio de divisihilidad por 8:
46b = m8

460 +b=m8 = m8-4+b=m8=hb=4

Sib=4 = 89a46b =m7
Aplicando criterio de divisibilidad por 7:

1(4) + 3(6) + 2(4) - 1(a) - 3(9) - 2(8) = m7

17.- Determinar un namero abed sabiendo que:

abcd . deba = 10 065 627

Solucion:

Se puede verificar que:

abcd=m9+a+b+c+d

decha=m9+a+b+c+d

Luego, si uno de estos numeros es m9, el otro
también lo es.

Andlogamente:

abcd =mll + (b+d)-(a+c)

dcha=mll + (c +a) -(b+d)

y sl uno de estos niimeros es ml1, el otro también
lo es. Se puede escribir por lo tanto:

10065627 = (99)2 .13 . 79 = abed . dcha

Lo que nos indica que ambos niimeros son mll y
m9 simultaneamente; es decir que son m99.

Como los factores 13 y 79 son primos, abed sélo
podra ser igual a:

99 .1;99.13,99 .79
Es imposible que sea igual a:

90 6299 .13 .79 =101 673, pueste que tiene 4
cifras.

00 .13=1287 y 99.79=7821

Rpta.: 1 287 6 7 821

18.- Del 2 000 al 3 000. ; Cuantos nimeros son m7,

=30-a-43 =m7

-a-13=m7
-(a+m7-1)=m7
l-a=m7

= a=]1 0 a=8
Luego, los nidmeros son:
N, = 891 464 y N, = 898 464

Rpta.: Existen dos niumeros.

pero no m137?

Solucion:

Encentrameos todos loes m7 menos los ml13

1° Calculo de los m7:
2000 < 7K <3 000

= K=1{286;... 1428} = 143 valores (1)
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29 Calculo de los m7 y ml3 6 m9l:

20009l p<3000 =p=22 23 ...;32
entonces, p tiene 11 valores  (2)

* De (1} v (2) se deduce que existen 143 multi-
plos 7 de los cuales 11 son ademds ml3.

Rpta.: Habra 143 - 11= 132 numeros m7 unica-
mente.

19.- Hallar el residuo respecto a 8 de:

700 g 790 L B TR R T B9 BI00

4365% . 79379 = (m8 + 5)®. (m8 + 1)
4365% . 79375 = m8+ 5% (1
Por otra parte:
5825905322520 125 = (24 + 1) (120 + 5)
=(m8+ 1}mB +5)=m8+3 2
Remplazando (2) en (1) queda:

4365 . 7937°7 =m8 + 5

Rpta.: Residuo = 5

Solucién: 9] .- §i “n” v “p”

Analizando los restos potenciales se nota:

m8 + 7, sl j impar
7=
m8 + 1, sl j par

Ademas:

m8 +3, si Kk impar
3k =
m8 + 1, si ke par

* En la serie hay 101 términos; 51 de ellos tienen
exponentes pares:

= El residuo total de la suma sera:

51(m8 + 1) (m8 + 1) +530(m8 + 7)(m8 + 3)

n” y “p” no son m3, demostrar que:

E=m5 -1, si:

E = 32p>" 4+ 28p2°" + 24p*7 4+ +4ptt
Dermostracion:
Considerando que cualquier ntimero diferente de

5, a la cuarta potencia, se hace m5+1, la expresion
se reduce facilmente:

E=320m5+ 1) +28(m5+ 1)+ ... + 4(m5 + 1)
E=m5+ 144

E=m>+4=m5-1

22.- ;Cudantos valores puede tomar:

m8+110l=m8+ 137 .8+53=m8+ 3
Rpta.: Residuo = 5

20.- Determinar el resto de la divisién por 8 del pro-
ducto:

4 365% . 7 93757
Solucion:

Se tiene:

4365=8.545+5=m8+ 5
7937=8.092+1=m8+1

Luego, se puede escribir, usande el binomio de
Newton:

aabbaabb, tal que sea multiplo de 1877

Solucién:

Podemos advertir que:

187=11.17

luego:
aahbaabb = ml11 (1)
aabbaabb = m17 (2)

Escribiendoe este ultime en forma polindmica v
sumando:
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11 001 100a + 110011bh =ml7 Como: 227" =m3 + 1
110011{100a+h) =ml7 .. X=4 esla menor solucion.
(ml7 +4)(100a+b)=ml7 Rpta.: x =4
4002 +4b=m17 24.- ;Cudl es el resto que se obtiene al dividir la
expresion:

17 +9 4b =ml7
(ml7 +9)a + m E = 23K+l 4 DKot 4 23 entre 77

Oa+4b=ml7

Solucion:
Luego: F = 23Kl | 96Ks4 | 93
a=1l=b=2
Se observa que:
a=2=bh=4%
2Kl o (7 + 1)K  2=m7+2
a=3=b=6
2584 = (m7 + 1)¥. 16 = (m7 + 1){(m7 + 2)
a=4="hb=8
=m7 + 2
a=9=b=1
; ; P =m7+1
Rpta.: El problema tiene 5 solucicnes.
Entonces:
23.- Hallar el menor valor de “x” si: B Dt b Dk T ko]
- E=m7+5

364 -x=m9 (L
Rpta.: Resto = 5

Selucion:

25.- Hallar la cantidad de ntimeros de 4 cifras distin-
tas y diferentes de cero, tales que al restarles el
que resulta de invertir el orden de sus cifras, se
obtenga un capicta de 4 cifras.

42
Haciendo 227 = k, y observando que:

364 = m9 + 4, la expresion (1) tomaria la forma:

Solucion:

(m9 + 4)* - x =m9
El problema consiste en calcular los valores de x

e 16 A e md () e v, tal como sigue:
Analizando las potencias de 4 se tiene: abcd - deba = xyyx
P=mo+ 1,44 =m9+4 42 =m9+7 1000a+ 100b + 10c+d-1000d-100c-10b-a

. “x" s6lo puede tomar los valores: 1,4y 7 =1 B 100+ 10+ %

Sixe1len (2): mO+4%-1 = mo 999a - 999d + 90b - 90c = 1 000x + 100y + 10y + x

S N 999(a - d) + 90(b - c) =1 001x + 110y

9[111¢a - d) + 10{b - ¢}] = 11(91x + 10y)
Como: 227" = m3, = x =1
S 8lx+ 10y = m@
Six=4en (2): m9 +4%-4=mo
=x=mY9 e y=m9

4k mO+4=k=m3+1 = x+y=9m
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9 1

8 2
4 7 y

6 3

3 4

En conclusion los numeres que se puede formar
son:

5445 8118
1881 T227
2772 6336
3663
4554

Rpta.: 8 nimeros.

26.-Un vendedor tiene 6 cestas que contienen

huevos. En algunas cestas hay huevos de gallina
y en las otras de paloma. El nimero de huevos
de cada cesta es: 8,12, 21, 23, 24 v 29. El vende-
dor dice: “5i vendo esta cesta, me quedaria el
cuddruple de huevos de gallina que de paloma”.
JA qué cesta se refiere el vendedor?

Selucion:
Cantidad total de huevos:

S+12+21+23+24+29=117 (1)

Sea “n” el numero de huevos que hay en la cesta
que piensa vender. Al vender la cesta quedaria:

{117 - n) huevos (2)

Se sabe que: “Si una cantidad es el cuadruple de
otra, la suma de éstas sera 5 veces la menor”.
Segin ésto, podemos establecer que el niimero de
huevos de paloma es:

117 -n=m5

De donde se infiere que n terminaen2éen7 (3)
De (3) v (1) se deduce que: n = 12 huevos

Rpta.: El vendedor se refiere a la cesta que con-
tiene 12 huevos.

27.- En una fiesta donde habia 120 personas entre

damas, caballeros y ninos: el nimero de
caballeros que no bailaban en un memento

dado era igual a la tercera parte del namero de
damas, el ndmero de nifos era igual a la quinta
parte del ntimero de damas y la cuarta parte del
numero de damas fue con vestido blanco.

: Cudntas damas no bailaban en dicho momento?

Solucién:

Para que el nimero de caballeros que no baila-
ban, el numero de nifios v el nimere de damas
vestidas de blanco, sea un nimero entero, el
numero de damas, debe ser: m3;, m5 y m4 a la
vez. El menor multiplo de 3; 4 v 5 es 60; luego, el
numero de damas es 60 v como es menor de 120,
se tiene que:

N° de damas = 60
N°de nifios=1/5. 60=12

N° de caballeros = 120 - (60 + 12) = 48

N? de caballeros que no bailaba: 63—0 =20

N¢ de caballeros que si bailaban: 48 - 20 = 28
N¢ de damas que bailaban : 28

N¢ de damas que no bailaban: 60 - 28 = 32

Rpta.: 32 damas no bailaban.

28.- ; Cudntos nimeros de 4 cifras m8 que terminen

en 6, existen?.

Solucién:

Sea N uno de los niimeros:
1 000 « N < 10 000
1 000 < 8p < 10 000

125 <p <1 250
donde:

p=126,127; 128;...; 1 249 (1)
Para que los m8 terminen en 6, los valores de p

deben terminar en 2 6 7. Luego, de la expresion
(1) se deduce que los m8 buscados se obtiene:

1° Cuando p = 127,137, 147;...;1 247 (a)

2° Cuando p=132; 142, 152;...;1 242 (1)
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20,

De (a) se observa que p liene:

1247 -127
10

+ 1 =113 valores

De (b} se observa que p tiene:
1242 -132
10

+1 =112 valores

Luego, p tiene 225 valores que cumplen las
condiciones del problema.

Rpta.: Hay 225 m8 que terminan en 6.

-N =8a361b, es divisible por 55. ; Cudl es el valor

ds B , mayor que 10, para que b20a sea divisi-

ble por 77.

Solucién:

Como: 55=53.11

y :8a561b = m5 vy mll ala vez, entonces:
Aplicandoe divisibilidad entre 5, b puede ser: 0 6 5
Divisibilidad por 11:
1° Si: b = 0, se tiene:
B+5+1)-(a+6+0)=06mll
8-a=0 = a=8

2°51 b = 5, se tiene:

0
(8+5+1)-(a+6+5)=<
11

I4-a-11=3-a =3-a=0=a=3

Por lo tante, los nameros b20a son:

0203 = m7

5208 = m7

0208 =m7 + 2

5203 =m7 + 2

Ademds puede observarse que b =pueste que

ba > 10, luego:

b20a =5 208y, ba=58
Rpta.: 58

30.- Si el namero:

abcd=m17y21=4£+3

Hallar: a+b+c+d

Solucion:
abed = ml17 (1
cd =4ab+3 )
De (1):
100ab + cd = m17 (3)

De (2) en (3):
100ab + 4ab + 3= ml7  {(4)
104 ab + 3 = ml7
(102 + 2) ab+ 3 = ml7
(ml7 +2) ab+ 3 = ml7

ml?+2£+3= ml7

se deduce que:

2ab+3 =  ml7 (5)
R e
Nuamero Numero

impar impar

Es decir, m17 podria adoptar los valores: 17, 51,
85

¥ B

De (2), se cumple:
cd < 100
¥, por lo tanto:
4ab +3 < 100

— 100-3
ab <
4

ab < 24 + 1/4
Si ml7 =51 en (5): (Unica opcion)

Tl £ %81 = dh <Y

cd=4.24+3=099

Rpta.: abed = 2 499
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3]1.-Siaba=m7ya’+b’ =106

entonces, a . b sera:

a) m7 b)m7 +1 c)m7 + 2
d)m7+3 e)m7+4
Selucion:

aba = m7

Aplicando criterio de divisibilidad por 7:

3a+b)=m7 = a+b=m7

7=m7
= a+b=< " (1)

14 =m7+7

Por dato:

a>+b?=106=m7 + 1 (2)

Se sabe que:

{a+h¥=2ab+a?+h?
De (1): (a+b)=m7+7

2ab + a’+ b?=m7 + 7 (3)
Restando (3) - (2):

2ab=m7+ 6

a.b=m7+3

Rpta.: a. b es de la forma m7+3

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. En un barco donde iban 100 personas ocurre un
naufragio. De los sobrevivientes la onceava parte
son nifios y la quinta parte de los muertos eran
adultos. ;Cudntos murieron?

a) 60 b) 50 c) 45 d)30 e) N.A.

. El namero de tipos que se usd para la edicion de
un libro es ml9. 5i el namere de paginas es
mayor que 100 v m20. Hallar el ntimero de pdgi-
nas que puede tener el libro.

a) 340 b) 120  ¢) 360 d) 180 &) N.A.
. Al dividir 15! entre N se obtiene 7 de residuo, al

dividir 16! entre N da 5. ; Cudl serd el residuo de
dividir 19! entre N7

a) 4 b} 14 c) 73 dy6l e} N.A.

L)

. ¢Cuadl es el menor valor de “n” para que:
n . 7727 sea multiplo de 5 mas 27

a) 1 b) 5 T d) @ e) N.A.

. Hallar cuantos ntimeros enteros de 4 cifras exis-
ten, tales que sean divisibles por 11 y que termi-
nenen 17.

a) 4 b) 6 c) 8 d) 14 e)l

6. Existen ntimeros de la forma N= medu, sabiendo

que son divisibles por 13 v ademds se cumple
que:

du = 3(mc + 2)

Hallar m+c+d +u

aylz by 14 c)11 d) 19 e) 21

. ¢Cudntos nimeros menores de 10 000 multiplos

de 4 son m2, m3 6 m7?

a) 1071 b) 2 000 c) 1881

d) 3 050 e) N.A.

. Hallar,a . b si:

E+a=m7yﬁ+a=mll

a) 14 by 28 c) 56 d)42  e) N.A.

9. ;Cudntos numeros de la forma N= 7batb5 son

m7?
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10.

Il

Z,

13.

14,

15

16.

iz

a) 64 b) 128 c) 86 d) 102 e) 144
Hallar las 2 altimas cifras de 313°
a) 2l b) 31 c) 41 d) 53 e) 62

Demostrar que: 3* + 9 = ml0

Si a un numere m7 se le suma los 30 ntuneros
consecutivos el resultado sera:

aym7 + 1 b) m7 + 2 c)m7 +3

d) m7 + 4 e) N.A.

Del afio 1 706 al 1 906. ; Cuantos afios bisiestos
terminaren en 67

a) 8 b) 9 c) 10 d) 11 e) 12
;Cudntos ceros se le debe anadir a la derecha de
394 para que se convierta en un m7 + 5. ; Cudl
de los siguientes nimeros es respuesta del prob-

lema?

a)9 b) 8 c) 7 d) 6 e) N.A.
Colocar una V en la afirmacién verdadera y una
F en la falsa: si un namere divide a otros dos,

entonces siempre divide a:

* Su suma y su diferencia
* 5u coclente

* Al residuo de su division.

a)Vvy by VEF c)VEV

dFEFFE e) N.A.
; Cuantos numeros de cuatro cifras divisibles por
7 existen?

a) 1 200 by 1 286 c) 1300

dy 1326 e) 1438

En una division el dividendo es un nimero de 3
cifras m7 + 1, el divisor y el resto son ntmeros
de dos cifras, m7 + 5 y m7 + 3, respectivamente.
:Cuantos valores puede tener el cociente?

18.

19.

20.

21

22

23

il

a) 6 b) 9 c) 10 d) 12 e) 15

Determinar “K” y “Q” {si son enteros y posi-
tives), si:

17K + 38Q = 241

a) Q=5 b)Q=6 ) Q=7
K=3 K=4 K=3
HQ=8 Q=9
K=2 K=1
En qué cifra termina: 31247
a) 7 b) 8 c) 9 d) 0 e) 1l

s Cuantos numeros de la forma abab son divisi-
bdles entre 77

a) 5 b5 c) 25 d) 33 e) 48

(RS

;Como debe ser “a” para que: (7)"'sea unm5 + 27

a) md + 2 b)m4 + 1 clm4 +3

d)m3+3 e)m3+2
:Cudl es el valor de “a”, si S es m7+a, sabiendo
que:

S=111°+ 11114+ 111117 + 111111° + ...
+111

a)9 b)1 )3
Hallar el mayor niimeroe de 3 cifras significativas

que cumple las siguientes condiciones:
1° abe = mbe
bec = m7

Darel valordea+ b + ¢

a) 11 by 18 c) 14 d) 12 e) 15

;Cuantos numeros maultiplos de 17, que no

terminan en cifra par, existen entre 13 600 y
17 6007

a) 235 b) 326 c) 236

d) 118 e) N.A.
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25. Si: acd + du = ml1, udea = m3 y ad - cu = 42,
siendoa=c=d =u.

Hallar el resto de dividir ad entre cu

a) 15 by 7 c) 10 dy12 e) 13

26. Hallar el mayor ntmero Q, tal que: abbec = m33
yve=3ya+b<l0.

a) 813 b) 906 c) 903

d) 816 e) 723

27. Hallar la suma de todos los numeros de dos
cifras que divididos entre 5 den resto 3 y dividi-
dos entre 9 den resto 1.

a) 123 b} 173 c) 91

d) 102 e) 101

28. Hallar a + b, si: (2a) 3ba48 = m91

a) 2 b 5 ) 7 d) 8 e) 9

29. ; Cual es el residuo de dividir el mayor ntmero
cuya suma de cifras es 173 entre 3?

a) 5 b} 7 c) 13 d) 9 e) 11

30. Sabiendo que el nimero: 4ab73 es miltiplo de
51. Hallar b - a.

a) 6 b) 3 c)8 d)2 e) 1

31. Si el niimero N = aabb0 es maltiplo de 63.
Hallara-b

a) 1l by 2 c)3 d) 4 e) s

JE

32. ;Cual es el valor de “a” que no cumple con

56a4b2 es m217

a) 1 b) 2 c)5 d)e e)7

33. Hallar el valor de 5a6b71, sabiendo que al dividir-
lo entre 7 da residuo 1, pero al dividirlo entre 3 no
da residuo. Dar el mayor valor de (a + b)

a)l4 b1l c) 8 d) e e) 5

34.Hallar el valor de “a” para que el niimero 17a053
de un residuo igual a 10 al dividirlo entre 37.
a)0 b) ¢ c) 8

d) 7 e) 6

35. Hallar un namero de la forma abe tal que sea
multiplo de be. Se sabe ademas que:

1°10a-c=10b

2° a es igual al residuoe que dan leos niimeros con-
gruentes 37 y 241 respecto al modulo 4.
a) 110

b) 220 c) 350

d) 105 e) N.A,

36. Si ababab = mx . ; Cudl es el mayor valor de “x”
sabiendo que es un médulo simple?
a)3 b7 13

d) 37 e) 41

37.Hallar la cifra significativa 5a4 tal que se cumpla
que el namero escrito en cifras minimas sea m7.

a) 7 b) 5 c)9

d) By C son respuestas.

e) A y C son respuestas.

38. El namero 32%2 - 27+ es siempre multiplo de:

a) b) @ ) d) 5 e) N.A.

39. Sabiendo que: 1 492E + 16 = m40. Hallar el
maximo valor de abec.

a) 896 b) 986 c) 989

d) 998 e) 999

40. Calcular el residuo que se obtiene al dividir N

entre 7, si:
3
-
5 3 433 numeros

N =4
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a) 0 b1 c) 2 d) 3 e) 4
41,5 N=43" —m5-4 ;Cuanto vale “a”?
a) 6 by 7 c) 8 d) @ e) N.A.

42. ;Cuantos numeros de tres cifras son m2 y m3

44,

tos alumnos habfan en la seccién, si se sabe que al
sumar todas las notas se obtuvieron 436 puntos.

ajl12 b) 14 c) 16 d)18 e) N.A.

Un namero es multiplo de 37 cuando restando

n” veces la ultima cifra del namero formado por
las cifras restantes, el resultado es m37. Dar el

pero no son m5? residuo de “n” entre 6.
) 132 b) 120 9115 a)l b) 2 c)3 d)4 e)5
d 125 ¢) 128 45. Hallar (a + b) si:
aba(b - 6) = m44
43. En una seccion las notas obtenidas por los alum- ( )
nos fueron: 21,33 y 77 puntos. Determinar cudn- a) 10 by 11 c) 8 d) 13 e) 14
CLAVE DE RESPUESTAS
1.34E 2) A 3y € 4) A 50 € 6)D
7)A 8)(C 9)D 10) A 11) dem. 12)C
13) C 14) E 159 2 16) A 17) B 18) A
19) C 20) « 2} & 22) € 23) B 24) D
)5) B 6) D ) G 28) D 20) B 30) D
SilllyA 32) (€ 33)D 34) E 35) B 36) D
37) D 38) A 30) D 40) B 41) C 42)B
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TEORIA DE LOS NUMEROS
PRIMOS

¢QUE ES UN NUMERO PRIMO?

En el conjunte de ntmeros naturales, todo entero
mayor que 1 tiene al menos dos divisores, precisa-
mente 1 y él mismo; si con estos divisores se agotan
todos los divisores positivos de este namero entero,
entonces es un namero PRIMO.

Un caso especial es el nimere 1, que sélo tiene un
divisor, es decir, €l mismeo.

¢(QUE ES UN NUMERO COMPUESTO?

Un ndmero entero mayor que 1, que tenga ademads de
l v de si mismo otros divisores positivos, se llama
COMPUESTO.

| CLASIFICACION DE NUMEROS NATURALES

El nimero 1
(particular, pues sélo tiene un divisor)

Los numeros primos
{los que tienen dos divisores)

Los nimeros compuestos
| {los que tienen mas de dos divisores)

NUMEROS PRIMOS RELATIVOS

Son aquellos que, dentro de un conjunto en particu-
lar, sdlo admiten como diviser comun a la unidad. Es
decir, son primos entre si.

Ejemplos:
iy 45,24,18,17 iy 8,15,9
S . R

divisor comun (1) divisor comun (1)

NUMEROS PRIMOS ABSOLUTOS

Son aquellos que dentro de cualquier conjunto de
nuameros, todos ellos son nimeros primos.

Ejemplo:

17, 23,41, 47
—\,—/
divisor comun (1)

NUMEROS PRIMOS ENTRE SI 2 4 2

Es todo conjunto de primos relativos o absolutos,
donde se cumple que al tomar 2 elementos, éstos
solo admiten como divisor comiin a la unidad.

Ejemplo:

Enel conjunto {8,15,17} =8, 15; 8,17,15,17,
SOIL primos entre si 2 a 2

PROPIEDADES DE NUMEROS PRIMOS

1.- El menor divisor, distinto de la unidad, de un
entero mayor que la unidad, es un numero
primo.

En efecto, sea “q” el menor divisor, distinto de la
unidad, de un ntmero entero A » 1.

Si “q” fuese compuesto, tendria un divisor “q,”
con la condicién: 1 < g, < q; pero el namero A
siendo divisible por “q”, tendria que ser divisible
también por q,, y ésto contradice a la hipétesis

@

respecto al namero q .

2.- El menor diviser, distinto de la unidad, de un
numero compuesto C y que (segun la propiedad
anterior, tiene que ser primo) no s superiora C.

@

En efecto, sea “q” este menor divisor, entonces,
podemos establecer que: C=q . C,, C < q, de
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donde, multiplicando y simplificando por C,,
obtenemos que:

Cz<q?,q=<C
3.- La cantidad de numeros primos es infinita.

De la validez de esta proposicion se deduce que,
cualquiera que sean los nameros primos distintos
P,,P,, ..., P, se puede obtener un ntimero primo
nuevo que no estd comprendido entre ellos. Tal
que sea divisor primo de la suma P,, P, , ... P +1,
el cual dividiendo a toda la suma, no puede coin-
cidir con ninguno de los primos: P, P,, ..., P,.

CRIBA DE ERASTOSTENES

Es un procedimiento que nos permite formar la tabla
de los niimeros primos que no superen a un nUmero
dado N. Este procedimiento consiste en lo siguiente:

Ejemplo:

Escribamos los ntmeros del 1 al 100.

@@ 14 15 16 @) 18 @) 20
21 2@ 24 25 26 27 28 @9 30
39 40
46 (#7) 48 49 50
56 57 58 (59) 60
66 (67) 68 69 70

5152 G3) 54 55
@62 63 64 65

@@ = 75 16 7 @80
81 52 @) s4 85 86 87 88 (89) o0

91 92 93 94 o5 96 98 99 100

El primer niimero de esta sucesion que es mayor que
la unidad es el 2; éste so6lo es divisible por 1 y por si
mismo, y por consiguiente, es primo.

Borremos de la sucesién (como compuestos) todos
los niimeros que son miiltiplos de 2, a excepcidén del
mismo 2.

El primer niimero no borrado que le sucede al 2 es el
3, éste no es divisible por 2 {(pues en caso contrario
estaria borrado), por lo cual 3 sélo es divisible por 1
y por sl mismo y, por consiguiente es primo.

Borremeos de la sucesion tedos los niimeros que son
multiplos de 3, a excepeién del mismo 3.

El primer nimere no borrado que le sucede al 3 es el
5 éste no es divisible por 2 ni por 3 (pues en caso
contrario estaria borrado). Por consiguiente, 5 sélo es
divisible por 1 y por si mismo, por lo cual, también es
prime. De esta manera se opera sucesivamerte.

Cuando se haya borrado del medo indicado todos los
numeros que son miltiplos de los niimeros primos
menores que un numero primo “P”, toedos los
numeros no borrados, menores que P2, serdn primos.

En efecto, cualquier niimero compuesto “a”, menor
que P2, ya esta borradoe, por ser multiplo de su divi-
sor primo menor, siendo a < B

De aqui se deduce que:

1¢ Al comenzar a borrar los multiplos de un nimero
primo “P”, hay que empezar a borrar desde P2

2° La informacion de la tabla de ntimeros primos N
se termina en cuanto se haya borrado todos los
nuameros compuestos que son multiplos de los
nimeros primos que no son superiores a N.

REGLA PARA AVERIGUAR S1 UN NOMERO
ES O NO PRIMO

Para saber si un ntmero es primo, basta comprender
que no sea divisible por ningtn ntimero primo cuyo
cuadrado no exceda al ntumero.

Ejemplo:

Averiguar si el nmero 317 es primo o no.
PROCEDIMIENTO

¢ Para ello se extrae la raiz cuadrada por exceso
del numero dado;

V317 =18

¢ Se divide el numere dado entre tedos los
nUmeros prirmos menores que su rafz.
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Si alguna de las divisiones resulta ser exacta, el na-
mero no es primo; v si todas son ser inexactas, se
puede asegurar que el nimero dado es primo.

siTle . sivls sirfs siv|7

1 158 2 105 2 63 2 45
317[11 317]13 317|17 = 317 es
9 28 5 24 11 18 primo

DESCOMPOSICION DE UN NUMERO EN
FACTORES PRIMOS

Todo numero no primo, se puede descomponer
siempre en un producto de varios factores, todos los
cuales son primos y la descomposicion es tnica.

Sea “N” un numero compuesto:

¢ N admite por lo menos un divisor primo: a » 1,
luego: N:a=C,

® Si el cociente fuese primo, ya estaria descom-
puesto en 2 factores primos.

* Si C, no fuese primo admitiria a su vez un factor
primo “b” igual o distinto de a, b > 1; entonces :

C, : b =C, Si C, fuese primo, N seria el pro-
ducto de 3 factores primos y si no lo fuese a su
vez, C, tendria otro factor primoe y procediendo
sucesivamente de este modo, como los coclentes
C,, C,, C;,..., van disminuyendo, llegariamos en
la sucesion de cocientes a un cociente igual a la
unidad, en cuyo caso el cociente anterior seria
igual al divisor que como todos los divisores es
primoyN=a.b.c...... h, pudiendo ser des o
mas de estos factores primos iguales.

Ejemplo:

Descomponer el numero 2 694 384 en sus fac-
tores primos

PROCEDIMIENTO:

* Se traza una raya vertical al costado derecho del
namero.

* Se va dividiendo el niimero y luego los residu-
os sucesivamente entre los menores numeros
primos hasta que el residuo sea 1, asi:

2694384
1347192
6735096
336708
1683099
56133
18711
6237
2079
693
231
77
11
1

ol W W e W W W I Y e

—_

Luego: 2 694 384 =2%.37 . 7.11

Se dice entonces que el numero 2 694 384 estd
descompuesto en sus “Factores Primos”.

N a
C, b
<,

h h

1

DIVISORES DE UN NUMERO

TEOREMA. La condicién necesaria y suficiente para
que, un namero, o producto de nameros, sea divisi-
ble por otro ntimero, o por un preducto de niimeros,
es que el primero contenga todos los factores primos
del segundo, con iguales o mayores exponentes.

DEMOSTRACION
En efecto:
» Es condicién necesaria porque si el namero:

N = mp (mp = maultiplo de p) = N = p K
{donde K= entero). N tendra todos los factores
de “p” mas los de “K”; luego, tendra todos los

Y

P con los mismos o mayores exponentes.

= Es suficiente, porque s1 “N” tiene todos los fac-

o o9

tores de “p”, serd igual a “p”, ademds, serd
divisible por los factores que tiene “N” v no

o

tiene “p”.
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EL DIVISOR Y SUS FACTORES

En virtud del teorema anterior, todo divisor debe

tener factores del multiple con exponentes iguales o
INETIOTeS.

Sea “N” un numero cualquiera, tal que “N” en
tactores primos sea de la forma:

N=a% bb.cv... et

Escribamos el siguiente cuadro de divisores:

1 aa> ... a®
1 b b [
I e e e s v
1 B [

Componiendo todoes los productos que se puede
formar, de modo que en cada uno, entre un ele-
mento de cada fila, y uno solo, habremos forma-
do todoes los divisores.

* En efecto seran divisores, porque tendran sola-
mente los factores primos del namere y con
exponente a lo mds iguales {cuando sean toma-
dos de la tltima columna).

e Estdn todos, porque cualquier producto que se
forme: a® . bP . c¥. ... I* consta de un elemento
de cada fila y hemos formado todos los produc-
tos que de este modo puede formar, luego tam-
bién éste.

* Ninguno esta repetido porque hemos forma-
do todos los productoes distintos que se puede
formar.

REGLA PRACTICA PARA OBTENER TODOS
LOS DIVISORES DE UN NUMERO

Sera explicada con un ejemplo:
Hallar todos los divisores de 18 600

El procedimiento sugerido para este numero es
igual al que se debe seguir con cualquier otro
numero.

DISPOSICION PRACTICA
Se descompone en sus factores primos:
18600=2*. 3.5.31

Todos los divisores son obtenidos de la siguiente
forma:

. 2, 4, 8 }lra. Fila ler.
Grupo
3. 6, 12, 24 |l Fik).3)
, 10, 20, 40
(ler. Grupo) . (5)
, 30, 60, 120
50, 100, 200

(ler. Grupo) . (25)
150, 300, 600

Hasta aqui hay 24 divisores y constituye el ler.
Bloque

31 652 124 248 Y
93 1586 372 744

155 310 620 1240 (1 er. Bloque)

(31)

465 930 1860 3720

775 1550 3100 6200

2325 4650 9300 18600 )

En este segundo bloque hay otros 24 divisores.
Total de divisores: 24 + 24 = 48

Un cuadro resume el proceso:

23 28 9L 3 73
T 1ra. Fila
31 3! l
52 5!, 52 ———— ler. Grupo
31! 31 ler. Bloque
PROCEDIMIENTO

19 Se descompone el niimero en factores primos.

27 Se desarolla todas las potencias del primer factor

primo (2), desde el exponente cero, hasta la que
posee un exponente igual al indicado en dicho
factor primo; cada término de ese desarrollo serd
un divisor del ntimero dado v todos estos divi-
sores constituyen la primera fila.
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30

40

SO

60

Se desarrella todas las potencias del segundo fac-
tor prime (3) partiendo desde el exponente 1,
hasta el indicado en el factor primo, cada término
de este desarrollo se multiplica por toda la
primera fila.

Logrando nuevas filas, que serdn los nuevos divi-
sores del nimero dado, se retine lo que llamare-
mos el primer grupo.

Se desarrolla el tercer factor primo en forma
analoga al anterior, cada término del desarrollo se
multiplica por el primer grupo, logrando mas
divisores del ntumero dado; se retine todos los
grupos en un bloque.

Se desarrolla el cuarto factor primo como en los
casos anteriores y cada término de este desarrollo
se multiplica por lo anterior, logrando mas divi-
sores del numero dado y asi sucesivarmente.

PRINCIPALES FORMULAS

10

Consideremnos a N un numero cualquiera.

Descompongamos el niimero dade N en sus fac-
tores primos: a®, bf, ..., [*

de modo que: N = a® bf, ..., I*

Los divisores de N son, como se sabe, los térmi-
nos del desarrollo del producto:

(l+a+aZ+ .. +a9 0 +b+bi+ ... +bf)...
Ll +P+ .+

(D

NUMERC DE DIVISORES DE N. Este namero

-

n”, es igual al namero de los términos del pro-
ducto (1), v se obtiene haciendo:

a=b=u=1

Ast: | n=(a+ 1D E+1)...(h+1) I

Cuando N es un cuadrado perfecto, n es impar, v
reciprocamente.

Ejemnplo: Calcular el numero de divisores del
namero 18 600. Se descompone &1 Sus
factores primos:

18 600 =2*.3.5%.31

Luego,n=3B+L A +1)2+1)(1+1)
n=4.2.3.2=48

2% SUMA DE VALORES DE LOS DIVISORES. Es la

suma de los términos del producte (1).

30

40

Recordemos que, de una manera general:

aq+1 =]

a-1
Andlogamente los otros factores; luego, la suma
de todos los factores de N es :
qo+l _ ] S e |
—

1K+1 =

-1

S (2)

a-1

SUMA DE CUADRADOS DE LOS DIVISORES.
Denotemos a esta suma como 5,. En el preducto
(2) resulta de remplazar a, b, ..., I por a2, b2,
...... 18
En efecto:
a 2Ac+l) _ i b2([$+1) ) I 200+1) i
2 k.l b2-1 o]

En general, dado que la suma de las potencias
semnejantes de los divisores de N se calcula como
la de los cuadrados, se tiene finalmente:

g2a+l) _ 1 2B+ _ ]
b= -1

IZOH'I) =

(3)

] |

PRODUCTO DE LOS DIVISORES. Sean dl, d2=
..., d_los “n” divisores de N, en orden de magni-
tud creciente.

Se cumple evidentemente que:

dd =N
dd =N
dd =N

Multiplicando estas expresiones entre si:
idy e Y =N"

Si,P= dd,...d =P2=N®

P.= \IFN(G+1)(|3+1)...O\.+DI
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INDICADOR DE UN NUMERO N, 8N

Es el ntimero de enteros primos con N no superiores
a superiores a él. Se le designa: &(N).

N en factores primos:

N=a® . b# ., .. 1%

ON= aleDp®-Dee-D | J0Dig - 13(h - 1)c-1)

il L= 1)

NUMERO PERFECTO

Es aquel que es igual a la suma de sus divisores,
exceptuando el mismo numero.

Ejemplo:
6 v 28 son numeros perfectos porque:

6=1+2+3y 28=1+2+4+7+ 14

Los nameros perfectos pares son hallados por la for-
mula de Fuclides:

N =28 (2n+1 _ 1) I

En la que el paréntesis debe ser un nimero primo
absoluto.

Ejemplos:
paran=1:N=21 2" -1)=6
n=2N=2202*-1)=128
n=3N=2>2>-1)=120

No se ha encontrado atin una expresién analitica
para determinar los ntmeros perfectos impares.

NUMERO DEFECTUOSO

Es aquel cuya suma de divisores incluido é1 mismo,
es menor que el doble de dicho nimero.

Ejemplo:
El nimero 15 es defectuoso, porque:

Y divisores=1+3+5+15<2.15

NUMERO ABUNDANTE

Es aquel cuya suma de divisores, incluido él mismo,
es mayor que el doble del namero.

Ejemplo:
El ndmero 60 es abundante, porque:

1+243+4+5+6+10+ 12
+15+20+30+60>2.60

NUMEROS AMIGOS

Dos niimeros sen amigos cuando cada uno es igual a
la suma de los divisores de otro, excepto €l mismo.
Sus férmulas son las siguientes:

n=2*[(22+ 102, 27=1]

n,=2%(2%-1 + 2¥%) (2*- 1 + 2¥%)

Considerando que x » z y primos los paréntesis,
¥ en consecuencia, z.

Ejemplo para:
z=l3x=2,n=284yn, =220
son dos numero amigos.

Divisores de 284: 1 + 2 +4 + 71 +142 = 220

Divisoresde 220: 1 + 2 +4 45+ 10+ 11 + 20 + 22
+44 + 55+ 110 =284

NUMEROS SATURADOS

Son los menores numeros enteros con el mayor
numero posible de divisores; es decir, que un nimero
saturado tiene mas divisores que cualquier otro
menor que él.

Ejemnplo:

60 es un numero saturado; tiene 12 divisores y
ningtn numere menor que 60 tiene tantos.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ;Cuantos triangules rectangulos que tengan
50m? de drea existen, sabiendo que los lados son
numeros enteros?

Solucisn:

Area = b—
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Al b |

50m2=b2-_h=>b.h=1oo

De esta ultima expresién se deduce que las
dimensiones del triangulo deben ser 2 numeros
cuyo producto es 100; estos numeros deben ser
divisores de 100.

Divisores de 100:

1 2 4 5 10 20 25 50 100

|

Del diagrama se infiere que existe 5 triangulos
rectangulos diferentes cuya area es 50m?. el divi-
sor 10 figura solo, pero 10 . 10 = 100, lo que ori-
gina el quinto triangulo rectangulo.

Rpta.: 5 triangulos.

2.- Hallar un namero entero que admite solamente

dos divisores primos, que su nimero de divisores
es 6 y que la suma de todos ellos es 124.

Solucion:

Sea N el namero buscado, tal que:

# de divisores de N=6=2.3
=(1+1)2+1)
de donde:
a=1; f=2
Luego:
N es de laforma N =a . b? (1)

Segun (1) podemos establecer los divisores de N:

1 b b?

a a.b a.b’
Tenemos por dato:
l+a+b+ ab+b’+a.b’=124
(l+a)l+h+b+bd=124= 2231
Por comparacion directa:
l+a=4 = a=3
1+2b+b?=31 = b(b+1)=30=b=5
N=3.5>=75

Rpta.: N =75

.- Hallar un ntamero que no contiene otros factores

primos que 3 y 3, y tales que el numero de divi-
sores es 15 v que el exponente del primer término
es el doble del exponente del segunde término.

Solucién:

El namero buscado es de la forma:
N=a, b*
Por lo tanto el numere de divisores de:

N=02x+1&x+1)=15
= 2x+1)x+1)=5.3

Por identificacion directa:
2Xx+1l=5=x=2
X+1=3=x=2

Luego el numero buscado es:

N1=34.52=2025

N2=54.32=5625

Rpta: N, = 2025, N, =5 625

Hallar un namero de la forma:
A=66.32". 81"

sabiendo que tiene 138 divisores mds que el
numero 2 275.
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=
'

Solucion:

Cialculo del namero de divisores de 2 275:

2275=52.7.13
de donde:
a=2, p=1, 6=1
y el numero de divisores de 2 275 es:
n=2+1)+1){ +1)=12 divisores
Por lo tanto, el niumero A tendra:
158 + 12 = 170 divisores

Cialculo del ntmero A:

A=6.327_81"=(2.3) (27 . (34"

= 34+l smal
Numero de divisores de A:
# =Hn+2)G5m+2)=170=2.5.17
22n+ 1) (Gm+2)=2.5.17
2n+1)Gm+2)=5.17

Entonces por comparacién directa:
2n+l =5 = n=2
Sm+2=17= m=3

A=6.32%.812=21 3

Rpta.: A = 218, 3°

:Cudntas veces habrd que multiplicar por 12 al
numero 450 para que el preducte resultante
tenga 144 divisores?

Solucién:

Consideremos que 450 debemos multiplicar por

W

n” veces 12; entonces ¢l producto serd :

P=450.12.12 ... 12
e e
11 Veces
P=450.120=(2.3%2. 59 (22_.3)"
P - 22n+1 . 3n+2 . 52
Calculemos el nimero de divisores de N:

# de divisores = 2n+ 2) (n+3) (2 + 1)

Pero, por dato # de divisores = 144; luego:

144 = 2n + 2) (n + 3)3

144 =2(n + 1) (n + 3)3
24=(n+1){n+3)
4. 6=(n+1)(n+3)=n=3

Rpta.: Habra que multiplicar 3 veces por 12.

.- Hallar los niimeros enteros, tales que sean divisi-

bles por 15 v posean 15 divisores.

Solucion:

Considerernos que los nameros buscados son de
la forma S.

S=ml5 (1)
Numero de divisores:
n=15 (2)

De la expresién (1) se deduce que 5 = m5 y m3,
por lo tanto S posee los factores 3 y 5.

Luego S serd de la forma:
§=3".5°. p°... (3)
De (2) : Numero de divisores:
15.1=(14+ 10 +1) 4)
n=15
3.5=2+1)4+1) (5)
Segun {(4) hay un solo factor primo y segin (3)

debe haber por lo menos 2 factores, luego la
expresion (4) es falsa.

De (3) v (5) se deduce:
5=3>.5%6 5=3%.5%

Rpta.: 5=5625 6 5=2025

7.- ;Cudntas divisores no divisibles por 6 tiene el

numero:

N=120.457
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Solucion:

Descomponiendo N en factores primos:
N=120.452=(2*.3.5)(3>.5)
=2%.3.5.3*. 5

=% B . 5

Los divisores de 53* que no son multiplos de 6 6
2. 3, son aquellos originados por:

A=2.5 y B=35.5
De esta manera, el factor 5 interviene en ambos

numeros, entonces tendremos que los divisores
no divisibles por 6 seran:

N=25+3 5.5

Por su parte el nimero de divisores que no son
divisibles por 6 es:

n=CB+DC+L+G+DGB+1)-(3+1)=36

Rpta.: Existen 36 divisores no divisibles por 6.

.- Hallar un numero de la forma: N = 2a . 3b, sabi-

endo que si se multiplica a dicho namero por 8 y
por @ su niimerc de divisores aumenta en 9 y 10
respectivamente.

Solucion:
N=12t_ 3b (1)

Multiplicando N por 8 tenemos :
8N =28.3>.8=2%.3b 222222 30 (2)
ON =2°.3°.9=2°,3.32=2 .3 (3)
Por datos del problema:
# divisores 8N - # divisores N =9 4
# divisores ON - # divisores N = 10 (5)
De (1):
# divisoresde N={(a+ 1D (b+1)

=ab+a+b+1 (6)

De (2):
# divisores de 8N = (a +4) (b +1)

=ab+a+4b+4 (7
De (3):
# divisores de 9N = (a + 1) (b + 3)
=ab+3a+b+3 (8)

Sustituyendo (6) y (7) en (4):

ab+a+4b+4-ab-a-bh-1=9
3b=6
b=2

=

=
Sustituyendo (8) v (6} en (5}:
ab+3a+b+3-ab-a-b-1=10

Ja=8
a=4%

=
=
El ndmero buscado sera:
N=2%.3" = N=144

Rpta.: N = 144

.- Hallar un namero de 5 cifras divisible por 7 que

tiene 21 divisores.

Solucién:

Consideremos que sea N el niimero buscado. Por
condiciones del problema, podemos establecer:

109« N < 10° (1)
N =m7 (2)
# de divisores de N = 21 (3

De la expresion (3):

# de divisores de N = 21

2.1 =(0+1)20+1) (4

21<

7.3=Q+ DG+ (5
De (2) v (4) se deduce que N debe poseer ¢l fac-
tor primo 7 y como (4) indica que N tiene un solo
tactor primo, entonces:
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N = 7%° no es solucisn, ya que:

7 105
De (2) ¥ (5) se deduce:
1°N=7%.a%> 10° (no es solucién)
2°N=7>.a

Este valor en (1):

10 « 72 . af <10°
4 4
£< a6<£. 10
72 72
100 100

< ate . 314
7 7

14,28 < a® < 44,85
243 < a < 3,55

= a=23

Luego el niimero buscado:
N=72.3°

Rpta.: N =35721

10.- Fl drea de un rectangulo es 588m?. ; Cuantos va-
lores puede tener su perimetro sabiendo que sus
lados miden un numero entero de metros y su
perimetro es menor que 150 metros?

Solucién:

Por dato: 4rea= b .a=588m’
pero: 588 =22.3 .72

Los divisores de 388 serdn:

1; 253546, 7; L2,14, 21,.28,42,-49,. 84,08, 147,
196, 294, 588

También por dato:

Perimetro=2(b+a) <150 = b+a< 75

FIet]

Pero como “b” y “a”, son divisores de 588, solo
hay 3 valores que pueden adoptar:

b=28 a=21
b=49 a=12
b=42 a=14

Rpta.: Puede tener 3 valores.

11.- Al multiplicar el nimero 2 . 3* . 7° por 3 los
divisores aumentan en un 50% y al dividirlo por
98 disminuye a 1/4 del total.

Hallar: b + ¢

Solucion:

Sea N el numero buscado:
N=2_ 3P 7 (1)

#Dy=2b+1)(c+1) (2)

Multiplicando N por 3%, la expresion (1) tomard
la forma:

L

v la (2) tomard la forma:
#Dpa =1 +1)b+4)c+1)

Por condicion del problema:

150

#D =—£D
3N 100 N

Sustituyendo los valores respectivos:

2b + 4) (c+1)=%[2(b+1)(c+1)]
b+4=%(b+1)=b=5

Dividiende, (1) entre 2 . 7%

N _3b ye
o8

= #DN - (b+1)(c-1) (3)
a8

Pero por condicién del problema:

sp L 4p

o8 4 N
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Reemplazando los valores dados en (2) v (3

(b+1)(c-1)=i—.2(b+l)(c+1)

12.- Hallar a + b, sabiendo que el ntimero ab(2a)(2b)
tiene 30 divisores.

Selucion:

Descomponiendo pelindmicamente, sumando v
adecuando:

W ablTayion) = 103 . 4.

N =ab(2a)(2b)=2.3.17.ab
N contiene a los factores primos 2, 3 y 17.
Como: #D =30
= #D,; =30 =2.3 .56 tambiém:
#D,=1+DR+D#+1)

Se deduce que:
ab=2%.3=24
a+b=2+4=6

Rpta: a+b=6

13.- ;A qué potencia hay que elevar al nimero 72
para que contenga al nimero:

N =2.3 .28 538 088, ... 28,382
Solucién:
Se puede escribir asi:
N = 23+8+13+..458 32+ 64446
= N= 236, 328 o))

Por otra parte descomponiende 72" en sus fac-
tores primos:

s P30 330 (2

Sicomparamos los exponentes de (1) y (2), v por
condicion del problema, se deduce:

n = 144

3n2366= n=122vy2n =288 ..

Rpta.: Habrd que elevar el nimero 72 a la poten-
cia 144 o maltiplo mayor.

14.- El numero N = 2. 3. 7P tiene 40 divisores cuya
suma de cifras es m%, y 30 divisores cuya cifra
de menor orden es par. Hallar a + 3.

Solucién:
Los divisores cuya suma son numeros mé:
N=2.3% 7F=32(2. 322 7F)

=9 (2.3%2.7P)

# de divisores: 2 (a- 1) (p+ 1) =40
v los divisores pares son: (o + 1} (B + 1) =30

De las 2 ultimas expresiones se deduce:
a=5p=4
Rpta: a+p=9

15.- La sexta parte del namere 2% .3 . 77 | tiene 1/3
de los divisores del mismo. 5i a dicho ntimero se
le multiplica por 21, el numero de divisores
aumenta en 24.

Hallar: o+ B

Solucién:

D=(a+DD@QB+1 (1)

2.3 . 7P

La sexta parte del ntumero es:
6

Esto es: 291, 7P

“D” es el namero de divisores del niimero dado:

=a{p+1)==—1D (2)

s
3
El ntmero dado multiplicado por 21 sera:
20 32 . 7|3+1
= (a+ DB P+2)=D+2¢4  (3)
De (12,(2) y (3

Rpta: a+p=6
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16.- ; Cudntos divisores tendra:

P=36.36.36%.36%. ....36"7

Solucién:

Sabiendo en general que:

n{m + 1)
EN=1+2+3+...+n=——-
2
entonces el namero dado es:
P=36.36%.36>.36%. ... .36
nin+ 1)
- 36(1+2+3+4+...+n) =36 2 (1)

como 36 =2%. 32 en (1):

2n(n+1) 2n(n+1)
2 2
P=2 .
P= 2n(n+1) . 3n(n+1) (2)

= FEl # de divisores de P sera:
#D=[nn+L)+1] [n{n+1)+1]
Rpta.: (n?>+n+ 1)?
17.- ; Cudntos divisores de dos cifras tiene 1807

Solucién:

180=2%2.3%2.5

cuadro de divisores de 180

IR b DR 00 D) 02 lera | 1er

3 6 1 Fila | Grupo

il
32 313
o 18 36 |

Rpta.: Existen 10 divisores de 2 cifras.

18.- Hallar “a” si 36 . 10 tiene 12 divisores multip-

los de 2, pero no de 5.

Solucion:

El ndmero se puede escribir asi:
36 . 10¢ = 222 32, 50 L

Los divisores m2 pero no m3, son aquellos origi-
nados por el paréntesis de :

2(2%1 _3%) vy como son 12 divisores se tiene:

a+1+1)2+1)=12
a=2

Rpta: a=2

19.- Hallar el menor ntimero multiplo de 21 que

tenga 14 divisores.
Solucion:

Sea “N” el niumero buscado.
N =m2l (1)

“N” posee los factores primos 3 y 7 (N es mini-
mos); sera de la forma:

N =3 7P (2)
#Dy=l@+ D P+1)=14=(06+1){1+1)
= a=060yp=1
como “N” es lo menor posible.
N=35.7

Rpta.: N =5 103

20.- 5i

nin+2)(n+4) (n+ 6)=3.aaaaaa
Hallar “a”:

Solucion:

Descomponiendo pelindmicamente :
mn+2)(n+4) (n+6)=3.111111.a

Descomponiendo 111 111 en sus factores primos:




35
| L
mn+2)(n+4)n+6)=3.3.7.11.13.37.a
L 1

39 37
=33.35.37.39

Cambiando factores: 35 = (7 . a)
Rpta.: a=35
21.- ;Cudntos divisores m3 tiene 12077

Solucion:

1207 en factores primos:
1200= (2*.3.5)°
1200 = 2¥ . 3% . 5° (1)
De (1): el numero de divisores de 120% es:
#D=(27+1)(©+ 1) (9+1)=2800 (2)
Los divisores de 120° que no son m3, son aque-

llos que no poseen el factor 3, segin (1) estos di-
visores son originados por:

2% 5% y el niumero sera:
27+ 1)(9+1)=280 (3)

De (2) v (3) los divisores de 120° que son m3
serdn !

2 800 - 280 = 2 520
Rpta.: Tiene 2 520 divisores m3.
22.- ;Cual es el menor namero de veces que se debe
multiplicar al namero N = 127 . 128 . ... . 150

por 27 para que sea divisible por 3%?

Selucion:

El ntimero N se puede expresar asi:

150! — 372
150! . <
N = contiene
126!

126! — 3%

X 372
= contiene —— = 311
361

Sea “n” el numero de veces que se debe multi-
plicar por 27 = (3*)%, entonces:

311 . 3" contiene a 3%
11 +3n =80
=23

nm_. .
minimo

=23

minimo

Rpta.: n

23.- Hallar la mayor potencia de 7 que estd conteni-
da exactamente en:

112.116.120 . ... 232

Solucién:

112.116.120. ... .232 =(4 . 28)(4 . 29)
{4.30)...(4 .58

112.116.120 . .... 232 =4*(28 .29 .30 . ... . 58)

En el paréntesis se observa que los multiplos de 7
son 28, 35, 42, 40 y 56. Los cuales se puede
escribir asi:

m/i=4.7.5.7.6.7.7.7.8.7

=4.5.6 .8.76=f£.76
A =m7

Rpta.: La mayor potencia de 7 es 7°
24.- ;Cudntos divisores m3 y no mé tiene 3 6007

Solucién:

3600=2%.3%2.52 (1

Los diviseres de 3 600 multiples de 3 son los ge-
nerados por el paréntesis:

3600=3(2.3.5%

#D, . m3=(4+ 1)1+ 1)2+1)=30 (2)

3600

Los divisores de 3 600 multiplos de & son los ge-
nerados por el paréntesis:

3600=(2*.3.5.6
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#D, . mb =3+ 101 +1)2+1)=24 (3)

3600

De (2) v (3) se deduce que los divisores de 3 600,
m3 y no mé son: 30 - 24 =6

Rpta.: 6

25.- El numero de vagones que lleva un tren A, es
igual a los 5/11 del que lleva un tren B; y el que
lleva un tren C, los 9/23 de otro D. Entre A y B
llevan tantos vagones como los otros dos. ; Cual
es el nuimero de vagones de cada tren, sablendo
que no puede pasar de 257

Solucién:

Podemos establecer segan el enunciado:

5.B

A=T=#entero¢B=mll (1)
C=w=#entero=>D=m23 (2
23
A+B=C+D (3)
A B, C.D<25 )
Remplazando: (1) y (2) en (3):
5.B B=9‘D+D
11 25
22
(3)

De donde: B=— D = # entero
23

De (4) v (5), se deduce que D = 23
B = I8 el AT

Rpta.: Numero de vagones de cada tren es: 10, 22,
0y 23

26.- Sabiende que xyz es un ndmero prime, determi-
nar el cuadrado del numero de divisores de:

XyZXYZ
Solucién:
XyZ = numero primo

Descomponiendoe polindmicamente:

xyzxyz = xyz000 + E

xyzxyz =1 OOOE + E
XYZXYZ = 1001@
xyzxyz=7.11.13 . xyz

Se ha descompuesto el nimero xyzxyz en factores
primos.

. #de divisores de xyzxyz: 2. 2.2.2=16

Rpta.: N° pedido : (16)% = 256

27.- Un namero tiene 24 divisores y el triple de éste,

30 divisores. ;Cuantos divisores tendra el triple
del cuadrado de dicho numero?

Solucisn:
Sea N el ntmero:
N — 24 divisores = N = m3
3N — 30 divisores =5 . 6 = 3N = 3% a°

=5.3.2 =3N=3%*.a’.b

Entonces:

—N=3. 2@ = .
o: > 24 divisores
N=3.2".b =

E3N2 =33 a% h)Y>=3".at. b

—3N2=3(3% a%)2=3(3%. al%) =37 . all

o Ediv=(7+1)(10+1)=88
o Bdiv=((7+10@+1)2+1) =120

Rpta.: 88, 120

28.- Hallar & + B si 2. 7P y a*. 7P tienen ambos 20

[Tyt

divisores ademas “a” es un nimero primo.

Solucion:

N =2« 7P

N°Div. N=(a+ 1) (B+1)=20

N, =a*> 7* (También 20 divisores)

N°Div. N, = (4 + D(B+ 1) =20
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Por lo tante se cumplird que a=4y =3

N, =a*t.7=2".7 =a=2
N=2t.7
Rpta.: 7
30.- La suma de los divisores de un numero que tiene
tnicamente a 3 y a 7 como factores primos es

104, Hallar la suma de las cifras de dicho
numero.

Solucion:

El nimero es de la forma

N=3 70 (L
Por dato:
3ﬂ+1_1 7[%4-1_1
D, = : =104
E H 3-1 7-1

{38 =1307P = T)= 2 . 6. 108
=2.3.13
=3l _]1=2.13=26
= 3% =27=3=0g=2
< 7P+1_1=2%.3-48
= 78+1_49-7= B=1
Reemnplazando valores en (1)
N=3.7=63
Rpta.:

La suma pedidaes: 6 +3 =9

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar la descomposicién canénica del numero:
82 798 848.

Rpta: 28.3% 113

2. Hallar la descomposicion canonica del namero:
81 057 226 635 000

Rptat 220 37 05t = 12 g 05 057

3. Hallar el exponente con el que el namero 5 figu-
ra en la descomposicién canénica de 5 258!

Rpta.: 5! 312

4. Si: P=45.46 47 . ... .80 tiene n divisores.
:Cudntos divisores tiene 81 . P?

11n

Rpta.: Tiene divisores

5. Expresar la suma de todos los divisores de 1 200
que terminen en dos cifras ceros.

Rpta.: 2 800

6. El producto de los divisores de un ntmero de 5
divisores es 59 049.Halle la suma de las cifra de
este mUImMero.

Rpta.: ©

7. Hallar el ntunero de divisores del niumero de 3
cifras igual a 15 veces la suma de sus cifras.

Rpta.: 8
8. Hallar un namero cuyo producto de divisores es:
330 540
Rpta.: El ntmero es 16 875

9. Hallar el numero 2* . 7%, sabiendo que si se le
divide entre 4, su nuumero de divisores se reduce
a la tercera parte v si se le multiplica por 14 su
numero de divisores se duplica.

Rpta.: El numero buscado es 28

10. Al multiplicar un numero por 3, su numero de
divisores aumenta en 4: si se le divide entre 7, su
numero de divisores disminuye en 3. Hallar el
Nnumero.

Rpta.: 3 087
11. ;Cudl es el menor numero de veces que se debe
multiplicar a 100! por 3, para que sea divisible

por 31097

Rpta.: 52 veces
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12. ;Cudntos divisores impares tiene el producto de
los 6 primeros nimeros pares?

Rpta.: 6

13. Un namere tiene 22 divisores, si su cubo tiene
64. ; Cudntos tendrd su raiz ctbica?

Rpta.: 8

14. ; Cuantos divisores deben tener 2% . 34 para que
su raiz cuadrada tenga 8 divisores?

Rpta.: 21

15. ;Cudl es el valor de la cifra “a” del numero abed,
si sabemos que tiene 14 divisores y que:
a+c=b+d=97?

Rpta.: abcd =8 019, a=8

16. Si nes primo y 72 . 1 tiene 56 nUMeros menores
que 100 que son primos con este producto.
Hallar n.

Rpta:n=3

17. ; Cudntos numeros de la forma abab existen tales
que posean 6 divisores?

Rpta.: 2

18. Un namero tiene 25 divisores y el triple de éste,
30 divisores. ; Cudntos divisores tendri el triple
del cuadrado del mismo numero?

Rpta.: 90

19. ;Cuadl es el menor niimero que multiplicado por
si mismo tiene 75 divisores? (Dar como respues-
ta la suma de sus cifras).

Rpta.: 9

PROBLEMAS CON ALTERNATIVAS SOBRE NUMEROS PRIMOS

1. ;Cuantos nameros primos hay entre 125 y 2007

a) 6 b) 8 c) 7 d) 9 e) 10

2. Al dividir el mayor ntimeroe de la forma bbb que
tiene 12 divisores entre 5, se obtiene de residuo:

a) 2 b) o c) 4 d)3 e)l

3. ;Cudl es el menor nimero xyzxyz que posee 16
divisores? . Expresar la cifra de tercer orden del
mismo.

a) 1 b) 0 c) 2 d) 4 e) 3

4. Dado el numero xy(2x)(2y)} y sabiendo que tiene
16 divisores. Hallar x + y minimo.

a) 2 b) 3 e d)7 e) 4

5. Hallar la suma de las cifras del producto de todos
los diviscres de 324.

a) 230 ; 330 b) 215 . 315 C) 215 ; 330

dy 1212 .35 e)N.A.

6. ;Cudl es el menor numero por el cual hay que
multiplicar a 120, para que el producto tenga 30
divisores?
a)l5 b)l2 c) 9

d) 6 e) 4

7. 51 48! tiene n divisores, 49! tendra:

a) 49n divisores b) 2n divisores

¢) 3n divisores d) 8n/7 divisores

e) On/7 divisores

8. Si mm' tiene 16 divisores, “m” vale por lo
T T105.
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

9. ; Por cuantos numeros compuestos es divisible el

namere 8 2007
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a) 11

b) 24 G dy 12 e) 20

10. Hallar el niimero : N = 2° . a . b, sabiendo que a
y b son niimeros primoes y que la suma de todos
sus divisores es el triple de &1

a) 1024 b} 672 c) 844

d) 936 e) 616

11. ;Cudntos ntmeros de la forma (3a)(4b)(3a) son
primos absolutos?

a)l b)2 c)3

dy4 e) N. A,

12.;Cuantos divisores impares tiene el mayor
namero capicia de 6 cifras?

a) 58 b) 32 c) 64 d) 60 e)5

13. ;Cudntas veces hay que multiplicar a 40 por 50
para que tenga 28 divisores mdas?

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) b

14. Si N = 10%. 15F tiene 385 divisores. Hallar a + B.

a) 4 b) 6 c) 7 d) 9 e) 10

15. Un nuamero de la forma 72 esta precedido de:

im

705 894 enteros primos con él. Determinar “a”.

a) 4 b) 5 c) 6 dy 7 e)8

16. ;Cudntos divisores tiene la suma de todos los
numeros de 3 cifras?

a) 32 b) 72 c) 36 d) 48 e) 86

17.851 N =a’+a+41, N es siempre primo. A mayor

valor absoluto del numero, mayor numero de
divisores. a{a’+ 5) es siempre divisible por 6.

a) VEV b) FVV c) FFV

d) VVF e) FFF

18. Siala+ 1) {a+2)...... {a + 6) = m7 ;Cuantos
divisores tiene el ntimero:

aa + 1)(a+ 2)7

a)8 b) 12 c) 16 d) 24 e} N.A.

19. Encontrar un numero que tenga 63 divisores,
sabiendo que su suma vale 51 181. (Dar como
respuesta, la suma de las cifras del numero).

a) 18 b)12 c)©

d)8 e)N.A.

20. Hallar a + b, si ab tiene 12 divisores y (ab)?

tiene 33.

a)3 b) 15 c) b d) 12 e) 9
21.SiP=72.72.72.....72 (nveces). Hallar “n”

para que “P” tenga 1 820 divisores.

a) 13 b) 14 c) 15 d) 16 e) 17

22. Hallar el meneor perimetro que puede tener un
terreno rectangular cuya drea sea 252 mitsZ, sabi-
endo que sus dimensiones expresadas en mts.,
SOMN NUMETO eNnteros.

a) 80 b) 74 c) 64 dy 70 e) 54

23. Al multiplicar N = 3% . 2% . 7° por 14 6 por 49 el
numero de divisores se duplica. Entonces N

puede ser:
a) 168 b) 294 c) 56
d) 84 e) 126

24. Si bbb tiene 6 divisores mds que b0, halle:
360 . b.

a) 90 b) 45 c) 120

d) 40 e) 72

25. ; Cudntos rectangulos de drea 3 024 m? y tales
que sus lados sean numeros enteros existen?
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a) 20 b) 34 c) 18 d)24 e) NA. si af . pe
26. 3Cuadl es el numero, comprendido entre 6 000 y Tiene 35 divisores y se sabe adernas que:
6 300, que al ser dividido entre 12, 21 v 35 da
siempre con residuo 67? Dar como respuesta la a=p’parapy b primo?
suma de las cifras de diche nimero.
a) 5 350 b) 4 550 c) 53450
a)l2 b)l4 c) 18 d) 21 e) 15
d) 3 330 e) 4 540
27. Cuantos divisores tiene:
B a CLAVE DE RESPUESTAS

7 . 5P
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MAXIMO COMUN DIVISOR Y
MINIMO COMUN MULTIPLO

MAXIMO COMUN DIVISOR “MCD”

Se llama MCD de varios ntimeros al mayor de todos
los diviseres comunes de dichos ntimeros.

Para hallar el MCD de dos o mas nameros, se
descompone éstos en sus factores primos; el MCD es
el producto de los factores comunes elevados a su
Menor exponente.

Ejemplo: Hallar el MCD de 18; 36, 48

PROCEDIMIENTO:
18)2 36|12 482
93 1812 2412
313 13 122
11 313 62
L 313
1|1

Los divisores comunes son 2 v 3, v el menor expo-
nente para ambos es 1:

MCD =2.3=6

También se dice que El MCD es el mayor niimero
contenide en cada unc de los nimeros dados un
ndmero entero de veces.

PRINCIPIOS RELATIVOS AL MAXIMO
COMUN DIVISOR

ler. Principio.- Si dos numeros son divisibles entre si
el MCD de ellos es el menor.

Demostracién:

Sean M y N dos numeros divisibles entre si.
Admitamos que M » N.

Por las condiciones anteriores, se deduce que N es
divisor de M y N; por lo tanto N es el comin divisor
de dichos ntimeros, ademds es el mayor de los
comunes divisores de M y N ya que no existe ntimero
mayor que N que pueda ser divisor de N. Podra serlo
de M, pero no de N, de lo contrario N dejaria de ser
comun divisor.

Nesel MCDde My N

2do. Principio.- 51 dos numeros no son divisibles
entre si, el MCD de ellos es igual al MCD del menor
y también del residuo que se obtenga al dividir el
mayor entre el menor.

Sean A y B dos ntimeros no divisibles entre si.
Ademds A > B, v “t” el residuo que se obtiene al
dividir A : B. Demostraremos que:

MCD (A, B) = MCD (B, r)
Demostracion:
Calculo del MCD (A ,B):

Considerernos que los divisores comunes de A y B
son {en orden creciente):

1<N1<N2<... <N
MCD(A,B)=Nn

il )

n

Considerernos los divisores comunes de B y r (en
orden creciente):

gl 20 . g € (2)

MCD (B, 1) = C,

Por un principie de divisibilidad se sabe que: si un
numero divide al dividende y al divisor de una
divisién cualquiera, divide también al residuo de esa
divisién. Segun ésto:
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Como: N, es divisor de A y B, lo serd también de r.

N, es divisor de A y B, lo serd también de .

N_esdivisor de Ay B, lo serd también de “r”.

Esto indica que todos los divisores comunes de A y B
lo son también de B ¥ “r” vy que los divisores de B y

“r” lo serdn también de A y B.

Por tanto, las series (1) y (2) son iguales, ésto es:

1=1
N, =C,
N,=C,
N =C,

MCD (A B) = MCD (B,r)

CALCULO DEL MCD DE VARIOS NUMEROS

Se puede calcular el MCD de varios niimeros aplican-
do métodos: 1° por la descomposicién de los nime-
ros en sus factores primos y 2° por el algoritmo de
Euclides (que es un procedimiente de divisiones su-
cesivas).

1° CALCULO DEL MCD DE VARIOS NOMEROS
POR DESCOMPOSICION DE FACTORES
PRIMOS

Dados varios nameros, se descomporne éstos en el
producto de sus factores primos; y, el MCD de ellos
estd dado por el producto de todos los factores pri-
mos comunes afectados del menor exponente.

Ejemplo:
Hallar el MCD de 5 480; 2 460 y 3 120

Por descomposicién en sus factores primos:
5480=2%.5.137

2460=22.3.5.41

3120=2%.3.5.13

Los lactores comunes son 2 y 5; éstos deben ser

afectados de sus menores exponentes para hallar el
MCD:

L MCD=22.5=20

2° CALCULO DEL MCD POR EL ALGORITMO
DE EUCLIDES

Este procedimiento se funda en el principio de di-
visibilidad que dice: “5i un ndmere divide al divi-
dendo y al divisor de una divisién, divide también
al residuo de dicha division”.

Hallar el MCD (A, B) . Se define A > B

COCIENTE ¢ ¢ e ale
A|B|R|R,|R, |R,
RESIDUO R R R R O

- MCD(A, B) = MCD(B, R) = MCD(R, R)) =
MCD(R,, R,) = MCD(R,, R,) = R,

Para hallar el MCD de varios numeros por este

método, se procede a determinar el MCD de los

dos primeros; luego se calcula el MCD del resul-

tado anterior y del tercer nimero, se determina el

MCD del resultado anterior del cuarto numero, y

asi sucesivamente. El uldmo MCD hallado es el
MCD de los numeres dados.

Ejemplos:
i) Determinar el MCD de 360; 420, 720 y 540.
PROCEDIMIENTO:
MCD (360, 420) = 60
MCD ( 60, 720) = 60
MCD ( 60, 540) = 60
MCD (360, 420, 720 ; 540) = 60
ii) Determinar el MCD de 380, 240, 170 v 35
PROCEDIMIENTO:

MCD (380, 240) = 20
MCD ( 20,170y =10
MCD ( 10, 35)= 5

MCD (380, 240, 170y 35) =5
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TEOREMA.- Si varios nameros son divididos entre el
MCD de ellos, los cocientes obtenidos son primos
ettre si.

Sea: P, Q v S tres nimeros y:

D=MCD (P Q,%)

Se tiene:

Demostraremos que k. k, y k, son primos entre si:
Demostracién.- (Por El método del Absurdo)
Negamos la tesis y decimos: k;, k, v k; no son primos

entre si. Entonces: k;, k, y k; peseen un divisor
comunm # 1.

Asi:

5 g ( )= k E
——=E, (entero) = k, =n. E

K,
— By (entero) = k2 =0 By ) (1)
ke
— =L, (entero) = k,=n. L, J

n

De la hipotesis (I)x:
P=D.k,Q=D.k,$=D.k (I
Sustituyendo (II) en (II1):
P=D.n.E ,Q=D.n.E, $=D.n.E

Analizando estas 3 expresiones finales observamos
que ellas no son clertas, ya que indican que los
nameros B, Q y S, admiten al nomero “Dn” como
comun divisor y ésto no es cierto ya que “Dn” es
mayor que D y por hipétesis se sabe que el mayor de
los comunes divisores de P, Q v 5 es solamente D.

La negacion de la tesis es falsa entonces la tesis debe
ser clerta; es decir:

k., k,, v k, si, son primos entre si

Nota:

Siempre que en un preblema intervenga MCD
se pensara en aplicar la propiedad que
acabamos de demostrar.

Ejemplo: S MCD (240, 420, 540) = 60

240 _, 420 . . 540 _
60 T 60 60

9

Entonces: 4, 7y @ son primos entre si.

TEOREMA.- 5i varios numeros son divididos por
otros, éstos ultimos dividen también al MCD de los
primeros.

Sean A y B dos ntimeros y D el MCD (A, B); ademads
A > B.

Si n divide a A; n divide a B,demostraremos que n
divide a D = MCD (A, B)

Demestracion.- Calcule de D

o Lol o Eo
A|B|R[R|=D
R|R [0

Por un principio de divisibilidad sabemos que si un
numero divide al dividende y al divisor de una
divisién inexacta, divide también al residuc de esta
divisiéon. Como “n” divide a A v B, “n” divide a R,
residuo de A . B.

Dividiende a B y R, dividird a R, residuc de B. Ry
finalmente dividiendo a R y R, dividira a R, = D,
residuo de R entre R, y MCD (A, B).

PROPIEDADES DEL MAXIMO COMUN
DIVISOR

Ira. Propiedad.- Todo nimero, divisor comun de dos
numeros, es divisor del MCD de éstos.

En efecto, determinemos por ejemplo los divisores
comunes de 12, 24 v 36 tendremos:

12, 24, 36

e Bl
1 comun divisor
2 comun divisor
3 comun divisor
4 comun divisor

comun divisor

comun divisor

6
MAX1imo @
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se observa que 1, 2,3, 4 y 6 son divisores de 12, que
es el MCD de 12, 24 v 36.

2da. Propiedad.- 5i se multiplica 2 niimeros por un
mismo numero, el MCD de ellos queda multiplicado
por este numero.

En efecto, sean A v B dos nimeros, y sea D el MCD
(A, B). Podemos expresar:

A=D.q, ; B=D.qg,

donde q; y q, son primos entre si.

Multiplicando A v B por “n”, las igualdades anterio-
res resultarian de la siguiente forma:

n.A=({D.n).q; n.B=(D.n).q,

lo que demuestra la propiedad.
Ejemplo:
Sean dos niimeros: 24 y 36, cuyo M CD =12
249=12.2 , 36=12.3
Multiplicandoe estas dos igualdades por 5:
24.5=12.2.5={12.5).2
36.5=12.3.5=(12.5).3

3ra. Propiedad.- Si se divide dos ndmeros por un
divisor comun a ambos, su MCD quedard también
dividido por dicho namero.

Sean M y N dos nuimeros tales que MCD (M,N) = D.
Podermnos expresar:

M=D.q,
g, ¥ g, son primos entre si.
N=D.qg,

Dividiendo M y N por k, las igualdades anteriores
resultarian:

D.q2
k

>

M D.q N
kK k  k

lo que demuestra la propiedad.

Ejemplo:

Sean dos nimeros 24 y 36 cuyos MCD = 12
24=12.2 1 36=12.3

dividiendo ambas igualdades por é:

29 12.2 36 12.3

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Al hallar el MCD de dos ntimeros por el método
de las divisiones sucesivas, se obtlene como
coclentes 14, 1, 1, 1 v 2. Si ambos nameros son
primos entre si. ; Cudl es su suma?.

Solucion:

Sean A y B los numeros buscados, como son pri-
mos entre si, su MCD sera 1. Considerando que
A > B, podemos establecer que:

I [ 1 R [ 2

Al B|R R, =1=MCD (A, B)

s

R | B | 2| B || &

OBSERVACION .-

Este tipe de problemas se puede resolver empe-
zando de derecha a izquierda, poniendo a todos
los “elementos” de la operacion en funcion del
MCD, asi:

R,=2R, =2.1 =2
R,=R,+R, =2+1 =3
R,=R,+R, =3+2 =5
B=R+R, =5+3 =8

A=14B+R =14.8+5=117
Rpta: A+B =125

2.- Entre las ciudades A v B distantes 714 km, exis-
te un cierto numero de paraderos y entre las ciu-
dades B y C distantes 1 088 km, existe otro nu-
mero de paraderos. Si los paraderos entre A y B
y entre By C, estan todos igualmente distancia-
dos se quiere que el numero total de paraderos
sea el menor posible; hallar la suma de las cifras
del numero que indica el namero de paraderos
entre By C.
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Solucion:

Sea “d” la distancia entre paradero y paradero;
por lo tanto d debe ser la mayor posible, d debe
ser el mayor divisor comun de 714 y 1 088:

d=MCD (714; 1 088)

714 —— 1088 2
357 ——— 544 17
21— 32

MCD=2.17=734

1 088
34

# paraderos entre By C= -1=32-1=31

Rpta:3+1=4

3.- Determinar cuantos pares de nimeros existen,

cuyo MCD sea 17, comprendidos entre 800 y
G00.

Selucion:
Sean A y B los numerosy D = 17 el MCD (A, B).
Por propiedad fundamental del MCD, en las

siguientes ecuaciones q, ¥q,son primos entre si.

A
—=q, = A=17q

17
B
1—7= q, = B =17q,
Como:
800 < A <900 y 800 <«<B <900
Entonces:

800 <17q, <900 y 800<17q, <900

4705<q, <528 y 4705<q,<529

Por lo tanto, ¢, ¥ q, pueden tomar los siguientes
valores: 48, 49, 50, 51, 52.

5.43.21 20
Tomer T g9 ] gl @

v 38 ( 3 ) 5!
si: # pares =
P 2

Rpta.: Existen 10 pares.

4.- Para hallar el MCD de 2 nameros se utilizd el al-
goritme de Euclides, hallandose 2 coclentes que
son numeros iguales. Si la suma de dichos nime-
ros es 341, Hallar el menor de ellos.

Solucién:

&b

Sean A v B los numeros, A > B y “n” el valor de
los cocientes iguales.

Podemos establecer que:

n n
A B r
r 0

Se cumple que:
B=n.r v A=n.B+r
Sustituyamos el valor de B:
A=n.n.r+r

A=n?.r+r

Ademas: A+ B =341

Si sustituimos los equivalentes de A y B:

n>.rT+T+1.71=234]1

rin2+n+1)=11.31
= r=11 A nP+n+1=31
= n=5
wA=57.11+11 =286
Bi=a5 . 1l= 35

Rpta.: El nturiere menor es 55

5.- ;Cuantos pares de numeres comprendidos entre

500 y 700 existen tales que su MCD sea 327
Solucién:
Sean los numeros : Ay B

Por propiedad: A=32.q, B=32.q,

q, ¥ q, son primos entre si
500 <32 .q, <700
156<q, <218
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los valores que pueden tomar q; y q, son: 16; 17, = R, =31; en (2)y (3)
18,19, 20 y 21.
B=3566060.31 =1 756 460
6 6! 30
#pares=(2)=4525=7=15 A=81201.31=2517231
Rpta.: Existen 15 pares de niimeros. Rpta.: Los dos nimeros son:

1756540 y 2517 231
6.- Hallar dos nimeros enteros cuya suma sea:

4 273 691 sabiende que los cocientes obtenidos 7+ Hallar dos ntimeros enteros sabiendo que su
en la determinacion de su MCD han sido: 1, 2,3 MCD es 12 y la diferencia de sus cuadrados es

H

4,5,6,7y8. 7 344.

Solucién: Solucion:

Sean A v B los niimeros buscados A » B, tales que: Sean A y B los numeros buscados, A » B.
A+B=4273691 (1) MCD (A, B) =12 (1)

A’-B’= 7344 (2)

Por propiedad del MCD, q, y q, son primos

A| B[R [R|R |R | R | R | Ry EIEeAl
o i e
Ry Ry | Ry R4 R, | Ry | R, | O 12 e “h
R, = 8R B s B2 13
5 =Sy B =q, =12.q,
R. =7R. +R,=7(8R) +R = 57R
’ i ’ ! ’ ! De donde se deduce que:
R, =6R_+ R =6(57R.) + 8R = 350R
e ’ ’ ’ A’=144.q] , B’=144.q; (3
R, =5R, + R,=5(350R,) + 57R, =1 807R, (3) en (2):
R, = 4R, +R,=4(1 807R) + 350R, =7 578R, 144(q. - q)) = 7344
R, =3R, + R, =3(7 578R ) + 1 807R, = 24 541R, (q,+q) (q,-q,)=51=17.3 =51 .1
B = 2R, + R,= 2(24 541R,) + 7 578R, Primero, si:
B = 56 660R, (2) q +4q, = 17 q, =10
=
A =B+ R, =56 660R, + 24 541R, B-dy = 3 =7
A =81 201R, (3) Reemplazando estos valores en (3):
(2) + (3) en (L) A=12.10= 120]
)
81 201R, + 56 660R,, = 4 273 691 B=12.7=84
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Segundo, si:

q;+9g, = 51 ]
—

Cl1=26]
9 -9, = 1

q, = 25
Reemplazando estos valores en (3):
A=12.26=312
(5)
B=12.25 =300

Dos soluciones cumplen con la condicién:

Rpta.: 120y 84
312y 300

8.- Hallar todos los pares de niimeros enteros inferio-

res a 200 tales que su producto sea 32 928, si su
MCD es 28,

Solucion:

Sean A y B los nameros A > B, siendo A y B
menores que 200.

MCD (A, B) = 28 (1)

A.B=32028 {2)

Por propiedad, y considerando a g y q, como pri-
mos entre si:

A
o5 Th= A=28.q,

(3)
B
S5 =%h=B=28.q

(3)en (2):

A.B=28".q,.q,=32028
q,.9,=42=42.1=21.2=14.3=7.6 (4)
De (4) v (3) se deduce que:

A=28.7=196
B=28.6=168

Rpta.: Solo un par: 196; 168

G.- Si abe - cha = 5du ;Qué valor debe tener la cifra

“b” para que el MCD de abc v cha sea 182
Solucion:

Restando normalmente:

abe-

cha § d=9,luego u=4,yaque por

Sda propiedad: 5+d +u=18 = SE = 504

Alternativamente:

abc
Ts T
son primos entre si
18 =4

Restando miembro a miembro:

abc - cha 504
o My g gy =B ()

Ademas:
18.q, > 100, luego q, » 5

Como q, ¥ q, son primos entre si, admitimos los
valores que verifican (1):

q, =40, 41,43, 46, 47, 49, 50

q,=7, 8,10,13, 14, 16,17

Para g, = 49 y q, = 16 se tiene la Gnica solucion:

abe = 18 .40 = 882 -

cha=18.16=288
504

Rpta.: b =8

10.-Se quiere plantar a lo largo de las orillas de un

terreno rectdngular cierto numere de rosales,
igualmente espaciados de manera que la distan-
cla de un rosal al siguiente sea como minimo 1
metro y como méaximo 2 metros v que haya un
rosal en cada dngulo del terreno. La longitud de
éste es 14,84m, la anchura, 10,60m ;Cudntos
rosales son necesarios?.
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Solucion:

La distancia que separa a dos rosales es la misma
a lo ancho que a lo largo, expresada en centime-
tros serd un numero divisor comun de 1 484cm
y 1 060cm. La mayor distancia que pueda sepa-
rar los rosales, vendra dada por el MCD de 1 484
vy 1 060, ésto es, 212 cm, v como el espacio que
separa 2 rosales ha de estar comprendido entre
lm y 2m no puede ser otro que:

212

—— =106cm ¢ 106m
2

El perimetro del terreno rectangular es:
(14,84 + 10,60)2 = 50,88 m

El namero de rosales a plantar es:

50,88 .1,06 =48
Rpta.: Hacen falta 48 rosales

11.- Un terreno de forma rectangular de 932m de
largo y 544m de ancho, se desea cercar con
alambre sujeto a postes equidistantes 30 a 40m.

Debe corresponder un poste a cada vértice y otro
a cada punte medio de los lados del rectangulo.
Determinar el ndmero de postes.

Solucién:

: 952 :
476 *

La distancia entre poste y poste debe ser divisor
comin de 476 y 272, Sea “ | " la distancia entre
poste y poste.

MCD (476,272 =68 =1

Pero como la distancia entre poste y poste debe
estar entre 30 y 40 m, entonces:

i B8 ay | _my
)

Perimetro del terreno:
(952 + 54432 =2 992m
. Se requiere:
2992 : 34 =88

Rpta.: 88 postes.
MINIMO COMUN MULTIPLO “MCM”

Se llama MCM de varios numeros al menor de los
multiplos comunes de dichos nameros.

Para hallar el MCM de dos o mas nameros, se descom-
pone los niimeros en sus factores primos; el MCM es
el producto de sus factores comunes y no comunes,
elevados a su mayor exponente.

Ejemplo: Hallar el MCM (6, 8, 9).

6|2 8§12 93
313 412 ol [
1 2 | 2 1
1
LAMCM=2.3=72

72 es El menor ntmero que contiene como fac-
tores a 6, 8y 9.

CALCULO DEL MCM DE VARIOS NUMEROS

Dados varios numeros, se descompone éstos en el
producto de sus factores primos y el MCM de ellos
viene dado por el producto de todos los factores pri-
mos comunes y no comunes afectados del mayor
exponente.

Ejemplo:
Hallar el MCM {840; 2 880, 4 500)
840=2*.3.5.7
2880=2%.32.5
4500=2%.32.5
MCM (840; 2 880; 4 500) = 2°.3%.5%. 7 =504 000

ler. Principio.- “Si dos nameros son divisibles, el ma-
yor de ellos es su MCM”.

Demostracion.- Sean A v B dos ntameros divisibles.
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Consideremos que A » B.

Si A es divisible por B, ésto indica que A es multiplo
de By como B es multiplo de si mismo, entonces A
es multiplo comun de A y B.

2do Principio.- El producto de 2 nimeros es igual al
producto del MCD por el MCM de ellos.

Sean “P” v “Q” dos ntmeros.
demostremos que: P.Q = MCD (P, Q). MCM (P, Q)

Demostracion.- Consideremos a P y Q descompues-
tos en sus factores primos:

P=a2.bh’.¢
Q=a.b?.p°
MCD{(PQi=a.b’® MCMPQ)=a*.b*.c.p’

P.Q=a2.bP.c.a.b.p
ordenando:

P.Q=a.b?. a2 b.c.p
MCD(P,Q).MCM(P,Q)=a.bz.az.b3.c.p5

w P.Q=MCD (P Q). MCM (F Q)

Nota.-

‘ El MCM de 2 numeros primos entre s{ o pri-
| mos absolutos es igual al producto de dichos
numere.

Ejemplo: MCM (8,9)=72=8.9
Observar que MCD (8,9) =1

3er Principio.- El MCM de dos nimeros es igual al
producto de dichos niimeros dividido entre su MC D.

Demostracién.- Sean A v B dos niimeros.

Por el 2do Principio:

MCM (A,B) . MCD(A,B)=A.B

A.B

L MCM(A,B)= —=22
MCD (A, B)

Nota.-

Este teorema permite determinar el MCM de
2 numeres, conociende su MCD.

Ejemplo: Hallar el MCM (57 y 27)

Solucién.-

MCD (57, 27} = 3, aplicando el teorema anterior
tenemaos:

537.27 57.27
MCD B

MCM (57, 27) = =513

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar dos niimeros enteros sabiendo que su suma
es 341 y su MCM es 28 veces su MCD.

Solucion:

Sean los numeros A v B tales que:
MCD (A, B) =k
MCM (A, B)=R

Por datos:
A+B=341 (1)
R = 28k (2)
Por propiedad:
A=k.q
B=k.q, ] )

Ademds, segiin el dltimo teorema:
A.B=k.q .q,=k.R

Pero por (2): k. q, . q, = k(28k)

q, =4, q,=7 (o)
= (,.q,=128
q, =1, q,=28 (B
De (1) y (3):
A+B=kiq +q,) =341
De (c):
A+B=k(#+7) =341
k=31
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En (3):
=  A=31.4=124

= B=31.7=217
Rpta.: 124 y 217

2.- Hallar el producto de 2 nimeroes enteros, sabien-
do que su suma es 225y que la suma de su MCM
y su MCD es 315.

Solucién:
Sea MCM =M
MCD =k

Sabemos que (ver problema anterior):

M=k.q;.q,

Entonces:

M+k=k(q1.q2+1)=315
M+k=32.5.7 (1)
Ademds:
A+B=(kq1+q2)=225=32.52 (2)
De (1) y (2) se obtiene que: k=3%. 5
Aplicando (2) se deduce que: (q, +¢q,) =5
q,=2
q,=3

A.B=(32.52.23=12150

Rpta.: 12 150

MCM (A, B)
e o (mm—— RS VPE

MCD (A, B)
v: MCM(A, B) + MCD (A, B) =
Hallar el MCM en funcion de x e v.

Solucién:

MCM(A,B)=x. MCD{A,B) (1)

Como:

MCM(A,B)+MCD(A,B) =y (2)

(1)en (2):
x . MCD (A, B) + MCD (A, B) =y

MCD (A, B) . (x+1) =y

y
(x+1)

MCD{A, B) =

Reemplazando en (1):

Xy
MCM (A, B) =
x+ 1
Xy
Rpta.:
¥ (x+1)

4.- El namero de paginas de un libro estd compren-
dido entre 850 y 950. 5i se cuenta sus paginas de
12 en 12 sobran 3, de 15 en 15 sobran 8, y de 18
en 18 sobran 11. Hallar el ntmero de paginas del

libro.
Solucion:
Sea N el namero de paginas.

De acuerdo a los datos:

850 < N < 950 H
N=ml2+5 2)
N=ml5 + 8 3)
N=ml8 + 11 #)

De (2), (3) y (4):

N=ml2-7 ml2
N=ml5-7 N+7 ml5
N=ml8-7 ml8

N+7=m[MCM(12,15,18)]
N +7=ml80
N =ml80-7 (5)
850 « ml80 -7 < 950
857 « ml80 < 057
4< m< 0

= m=5 A N=5(180)-7=893

Rpta.: N =893
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5.-Los niumeros 21 448 y 33 111, divididos entre un

numero de 4 cifras, dan respectivamente por resi-
duos: 42 y 29. Determinar dicho niimero.

Selucion:
Sea N el ntmero de 4 cifras.

Segun el problema:

21 448 = NC, +42 = NC = 21406
33111 =NC, +29 = NC,=33082

N es comun divisor de 21 406 y 33 082. El MCD
de 21 406 v 33 082 es:

21 406=2.7.11.139
33082=2.7.17.139
MCD=2.7.139=1946

Siendo 1 946 de 4 cifras, es la solucién del pro-
blema.

Rpta.: 1 946

6.- Determinar 2 numeros sabiendo que uno de ellos

posee 21 divisores y el otro 10 divisores y ademds
el MCD de ellos es 18.

Solucion:

Segun el problema:
MCD(A;B)=18=2.37
N° de divisoresde A=21=3.7
=2+1)6+1)
= 2 v 6 son los factores primos de A:
A=p>. ¢
N° de divisoresde B=10=2.5=(1+1)4 + 1)
=1 v 4 son los factores primos de B:

B=r.st

Sily 32 son factores del MCD (A; B), entonces
pertenecen a A & By por semejanza, se deduce que:

r=2 y p*=3?

Entonces: A=32. q6 cB=2.st

Calculo de q y s

Como A v B poseen a 18 como divisor entonces:

De (1): A debe poseer el factor 18, como tiene el
factor nueve, eso quiere decir que g° debe pro-
porcionarle el factor 2: g = 2. Como B debe poseer
el factor 18 poseyendo ya el factor 2, sera nece-
sario que posea el factor 9 y para ello es necesario
que s =3,

A=322° B=2.3%

B

Rpta.: A =576,B =162

7.- El producto de dos numeros es: P = 180°. 17 y su

MCD es 9% 4% ; En cudntos ceros termina el MCM
de dichos nameros?.

Solucién:

Sean A y B los numeros. Por propiedad:
A.B=MCD (A, B). MCM (A, B) (1)
Por condicién del problema:
A.B=P=180".17 (2)
MCD (A, B) =9 4> (3)

Reemplazando (2} v (3) en (1}, y expresando en
sus factores primos:

21 310 50 17 =3%.2° MCM (A, B)
= MCM{A,B)=2.32.5%.17
=(2.5°.32.5.17

MCM (A, B)=10°.3%.5.17

Rpta.: Termina en 5 ceros.

8.- 5i: MCM [{anan - 7), B] = MCM [(anan - 7), 33 B]

Hallar: a-n

Solucién:

anan -7 =m33
100an + an - 7= m33
10lan - 7 = m33
m33 + 2an - 7 = m33

Jan - 7 + 33 = m33
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33
2 (an + 13) = m33 E+13=m33’— 66

(1]
= an €(20, 53, 36}
a-n=2-0=5-3=8-6=2

Rpta.: 2

9.- MCM (A, B) = 30 030; MCD (A, B) = 5 ;Cuantas

soluciones existen?.
Solucién:

MCM (A, B) 30 030

= =6006 (1)
MCD (A, B) 5
Pero: A = Dq,
B =Dq,
Donde q; y q, son primes entre si:
MCM (A, B) = Dq,q,
en (1)

MCD {(A,B)=D

Dq,q,
——=6006 =q,.q,=060006
D

Pero: 6006=2.3.7.11.13

El numero de divisores {posibles valores de q,y qz)
estd dado por todas las combinaciones de dichos
factores:

(?)J,(S)+(5)+(5)=5+10+10+5=30

Rpta.: Existen: % = 15 soluciones posibles.

10.- Se tiene cierto nimero N, del cual se sabe que al

dividirlo entre 3, 4, 5, 6 ¥ 9 deja residuo 1. Pero
al dividirlo entre 7 deja residuoc 0. Hallar la suma
de las cifras del menor nimere que cumple con
tal condicion.

Solucion:

Podemos establecer que:

N=m3+1 = N-1=m3
N=m4+1 = N-1=m4
N=m5+1 = N-1=m5
N=mé+1 = N-1=mbé
N=m9+1 = N-1=m9
N =m7

Se deduce que N - 1=m[M CM (3,4,5.6,9)]
N-1=ml80= N-1=180k = ke 7t

= N=180K+1 (a)
Pero:

N =m7 = 180k+ 1 =m7
m7+5k+1=m7=5k+1=m7

Para que N sea lo menor posible, k debe ser 4.

Sustituyendo k = 4 en (o)
N=180(4)+1=721

Rpta.: La suma pedidaes: 7+ 2+ 1 =10

11.-;Cudntas cajas ciibicas de arista entre 70 cm v

130 cm se podra utilizar para empaquetar 28 800
cajas de fésforos de dimensién 4cm, 5em y 6ecm?

Solucion:

Sea “a” la longitud de la arista del cubo; segun
enunciado debe ser 70 < a < 130

pero:
60
a=m4, m5 md6 = a=m60 120
180
= a=120
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Para calcular cuantas cajas de fésforos entran en
cada caja cubica, se divide el volumen de la caja
entre el volumen de una caja de fosforos.

Volumen = (arista)?

120.120.120
# cajas de fésforo= ———————
4.5.06
= 14 400
= Se necesitara:
# cajas cubicas = oo =2
14 400

Rpta.: 2 cajas cubicas.

12.- ;Cuantos pares de numeros cumplen con la
condicion de que su MCM es 2 520 veces su
MCD?

Solucion:
Sean A v B los numeros:
MCD(A,B) =D

MCM(A, B) = Dq,q, , 9, Y q, son primos entre
si.

MCM (A,B)  Dq,q,

= =2 520
MCD (A, B) D

4 -q,=22.3 .5.7=8.9.5.7

El ntmero de combinaciones es:

(”{)+(§f)+(§)=4+6+4=14

Quitando las repeticiones es:

% = 7 combinaciones posibles.

Rpta.: Existen 7 pares de nameros.

13.-Hallar dos numeros enteros sabiendo que su MCM
es 864 v la suma de sus cuadrados es 55 8§72.

Solucion:

Sean A v B los numeros buscados, tales que:
MCM (A, B) = 864 (1)
A + B = 55872 (2)

Por propiedad:

864 864)?
Ao ade { : )
q q
1 1 (3)
864 (864)?
B= = BZ= =
9 95
(3)en (2):
864)2 864)2 1 1
( 2) +( 2) =(864-)2[—2+—2 =55 872
9, 9 9, 95

cuya resolucién implica que:
qi=2t'=q =4
2 _ a4
q,=3"=q,=9

Reemplazando estos valores en (3):

a8 _ 516
4

L
9

Rpta.: 216y 96

14.-Hallar dos niimeros enteros, sabiende que su
suma es 8 veces su MCD y su producto es 840
veces su MCD.

Solucion:
Sean A v B los numeros tales que:

MCD (A,B)=D
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Por dato:

A+B=8D
A . B=840D
Por propiedad:
A=Dq,;B=Dq,
Sustituyendo (3) en (1)
D(q, +q,) = 8D

Como q, ¥ g, son primos entre si:

C[1=7
C[2=1
q +9,=8 </
~ B2
C[2=3

Sustituyendo (3) en (2):

A.B=D.g,.q,=840D

D= 840
9, -9,
(o) en (4):
D =ﬂ= 120
7.1

Este resultado en (3):
A=120.7=2840
B=120.1=120

= MCDA,B)=120

(B)en (4):

Este resultado en (3):
A=56.3=168
B=56.5=280

MCD (A, B} = 56

Rpta: A =168 y B =280

1)
(2)

(3)

(o)

(B

(4)

15.- ;En qué cilra termina el MCM de los nameros?

16

A= 7862_1 v B=71293_1
Solucion:

Como:
A=T82_1 = (78L-1) (791 &+ 1)
Bo7l93_ 1 o (781 _1) (752 4 78L4 1)
Entonces:
MCM (A, B) = (750 - 1)(78 + 1)(7%2 + 781 4 1)
Pero, las potencias de 7 ciclicamente terminan en:
7,9,3, 1.

Si 432 es divisible por 4, y por lo tanto 72 ter-
mina en 1; entences, 7! terminars en 3.

Del mismo maodo, si 864 es divisible por 4 = 7%+
termina en 1, entonces, 7% terminard en 9 (2 po-
siciones antes en el ciclo de potencias de 7)

MM A B =(.3-1)( . 3+1)

o+ 3-1)=(C.2)C. 9. 1=.35

Rpta.: EIMCM (A, B) termina en la cifra 8.

.- La distancia entre dos lineas de una vereda es

1.20m. 5i se empieza a caminar pisandoe la raya
con velocidad de 3 /s y 75cm de longitud de
pase. ;Cudnto tiempo se debe caminar hasta
pisar la raya por 34ava. vez, si se empezo a
caminar con la derecha?.

Solucion:

Pisara la raya dada cada:

MCM (75, 120) = 600 cm

O sea cada: = 8 pasos.

Comeo empezé pisando la raya, pisard por 34ava.
vez la raya, luego de:

33 . 8 = 264 pasos
Pisard la dltima raya con la izquierda, luego de:

264 .0,75m
3m/s

= H6s

Rpta.: 66 segundos.
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17.- El numero de paginas de un libro es mayor que
400 y menor que 500. 5i se cuenta de 2 en 2
sobra 1, de 3 en 3 sobra 2, de 5 en 5 sobra 4,y
de 7 en 7 sobra 6. ;Cuantas pdginas tiene el
libro?

Solucién:

Hagamos la contabilidad en el orden del enuncia-
do del problema.

En el primer caso:

m2+l=m2+2-1=m2-1

En el segundo caso:

m3+2=m3+3-1=m3-1
En el tercer caso:

m3+4=m>+5-1=m>-1
En el cuarto caso:

m7+6=m/+7-1=m7-1

Por tanto, el tinico comiin multiplo de 2, 3,5y 7
comprendido entre 400 y 500 es 420; por lo que
disminuido en una unidad da 419.

Rpta.: 419 paginas.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Aplicando el algoritmo de Euclides, hallar el MCD
(6 188 y 4 700).

Rpta.: 17

2. Hallar el MCD (81 719, 52 003, 33 649 y 30 107).
Rpta.: 23

3. Dos numeros menores que 300 tienen como pro-
ducto 60 000 v como MCD a 10. Hallar la suma
de ellos.
Rpta.: 490

4. El MCD de dos ntmeros es 6, se desea saber
cuales son estos nimeros, sabiendo que los

cocientes sucesivos que se obtienen al hallar el
MCDson: 18,1,1,1,1,1,2,3y 3.

Rpta.: 10 104 y 1 026
5. Hallar 2 ntumeros enteros, sabiendo que su pro-

ducto es 420 veces su MCD y que la suma de sus

cuadrados es 21 364.

Rpta.: 140 y 42

6. Dos nameros A v B tienen 6 divisores cada uno,
su MCM y su MCM tiene los mismos factores

primos. 51 A se triplica v B se duplica el MCM no
se altera. Hallar el MCM.

Rpta.: 36

=

Determinar dos niimeros cuya diferencia de
cuadrados vale 7 344 y el MCD de ellos 12.

Rpta.: 312 y 300; 120 y 84

8. Hallar 2 nuimeros enteros, sabiendo que su suma
es 8 veces su MCD y su producto es 840 veces su
MCD.

Rpta.: 840 y 120; 168 y 280

9. El numero de paginas de un libro esta compren-
dido entre 850 y 950. 5i se cuentan sus paginas
de 12 en 12 sobran 5, de 15 en 15 sobran 8, y de
18 en 18 sobran 11. Hallar el namero de paginas

del libro.
Rpta.: 893 paginas.
10. ;En qué cifra termina el MCM de los nimeros:
A=7%2.1yB=722.17
Rpta.: Termina en 4

11. Un movil se desplaza a velocidad constante,
recorriendo primero a 360 km y luego 480 km.
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L2

15

14,

51

Siel MCM de los tiempos empleados es 96 horas.
:Cudntas horas se ha demorado en total?

Rpta.: 56 horas

Un comerciante compra manzanas a S/ 2,50
cada una, se da cuenta que si las vende a &/. 2,60
a5/ 2,54 0 2,64 cada una ganaria en todos los
casos un numero entero de soles. ; Cuantas man-
zanas compro, si gasté menos de /. 5002

Rpta.: 100 manzanas

El cociente que se obtiene al dividir la suma de
dos numeros por su MCD es 8, el cociente de su
producto por dicho MCD es 840, y se sabe
ademds que su diferencia es menor que 200.
Uno de ellos es:

Rpta.: 120

Dos numeros menores que 200 tienen como
MCD 28 y el producto entre ellos es 32 928 el
mayor de ellos es:

Rpta.: 196

Encontrar 3 nimeros enteros A, B y C en base
12, si:

MCD (A, B) =15 ; MCD (B, C)=15

112) (12)

MCD (A, €) = 15,,,

Ademas: MCM (A, B, C) = 1 049,y

A+B+C=193

Rpta.: 43, 171, 1 9

an - ftan Zaw

16. Hallar la suma de 2 nameres enteros sabiendo
que su producto es 4 032 y que:

(MCD) . MCM = 48 384
Rpta.: 132

17. Hallar 2 nirmeros tales que la suma de los cua-
drados es 10 330 v el MCM de los nimeros es
297.

Rpta.: 27 y 99

18. ;Cuantos pares de numeros hay tales que cum-
plan las siguientes condiciones:

MCM(A, B) = MCD2(A, B) = 1 0897

Rpta: 2

PROBLEMAS PROPUESTOS CON ALTERNATIVAS

. 3 cuerdas tienen una longitud de 120 dm cada

una. Existen nudos en cada una de ellas desde el
principio, en determinadoes puntos, que dividen
las cuerdas en 30, 24 y 40 partes iguales sucesi-
vamente. ; Cudntos puntos de anudamiento exis-
ten en coincidencia en las 37?

a) 4 by 7 c)3 dy5 e) 8

Si en una factoria el importe de los salarios es de
13 202 soles y en otra de 146 090 soles y cada
hombre recibe el mismo salario. ; Cuantos hom-
bres hay en cada factoria si el salario es el mayor

posible?
)46y 500 b)40y500 )46y 508

d) 42y 500 )40y 519

3. Se divide A . By el cociente resulta exacto e igual
al cuadrado de su MCD.

Si MCD(A, B) + MCM (A, B) = 520. Hallar B.

a) 6 b} 8 c) il d)14 e} 18

4, Hallar: A . B

Si MCM(42A, 6B) = 8 064 y MCD{77A, 11B) = 88

a) 1 760 by 1 536 c) 3456

d) 4 096 e) 5120

5. ;Cuantos divisores simples tiene el mayor
numero de 4 cifras, divisible por 14, 18 y 20 a la
vez?

- 183 -



a) 2

b) 3 c) 54 d) 27 e)3

. Dos numeros menores que 200 tienen como

MCD 28 y el producto entre ellos es 32 928; el
mayor de ellos es:

a) 196 b) 198 c) 168

d) 184 e) 199
. El MCD de dos ntmeros es 36 y su MCM 5 148.
Si los dos son menores que 500, su suma es:

a) 942 b) 864 c) 760

d) 818 e) 996

. Hallar el mener namero tal que al dividirsele por
5,7,12 6 18 dé un resto comun que sea el mayor
posible.
a) 1322

b} 2 138 c) 2524

d) 3 684 e)53128

. Hallar el valor de “a” sabiendo que:
MCM (ab, (a+ DB + 1)) = 132

)l b) 2 c) 3 d) 5 e) 7

10. El MCM de dos numeros es el cociente de

dividir su preducto por su MCD.

Tedo diviser comun de varies nimeros lo es de
su MCM

Todo multiplo del MCD lo es de su MCM.

a) VVF b) VvV c) VEV

d) FFV e) VFF

11. EIMCD de dos numeros es 12 y el MCM de ellos

es 5 040. Determinar dichos numeros. El
numero de soluciones de este problema es:

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8 e) 11

12. Hallar la suma de dos nameros tales que la suma

de su MCM y MCD es 92 y el cociente del MCD
entre el MCM es 1/45.

a) 28 b) 38 c) 26 d) 36

e) N. A.

13. Al calcular el MCD de 2 nameros A y B; por el

14

I,

16.

it

18.

método del algoritmo de Euclides se observd que
los dos primeros residuos fueron 98 y 32,
ademads la suma de los cocientes sucesivos fue
33; si el ntimero A es el mayor posible, ;Cudl es
su valor?

a) 1 404 b) 4 788 c) 2514

d) 5124 e) 7 394

Hallar la suma de 2 nameros sabiendo que su
diferencia es 13 v la diferencia del MCM y MCD
es 143.
a) 78

b) 61 c) 104

d) 130 e) 65

Hallar la suma de tedos los niimeros tales que la
suma de su MCD es 92 y el cociente del MCD y
MCM es 1/45.

a) 120  b) 9z c) 80 d)32 )28

En una avenida que posee cuadras de 100m
cada una, se desea plantar arboles de manera
que en cada cuadra la distancia entre arbol sea
igual y el namero de arboles diferente. Al cabo
de 9 cuadras, ;jcuantos arboles se habran planta-
do (a ambos lados de la avenida)?

a) 452

b) 434 c) 218

d) 336 e) 226

El MCM de 2 nuimeros que se diferencian en 10
unidades es 2 415. Hallar la cifra de las decenas
del menor niumero.

a) 0 by 1 cha d) 7 e) 2
El MCM de 2 niimeros es 336 v la suma de sus
cuadrados es 5 440. Hallar la diferencia de di-

chos nameros.
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a)8 b) 32 c) 64 d)48 ey 80

19. El MCM de cuatro ntmeros consecutivos es 5 460.
Hallar la suma de los digitos del menor de los
nuameros si éste es m3.

) b) 3 c) 5 d) 72 e)8

20. Un senor cuenta su dinero en soles. Si lo cuenta
de 5 en 5 le sobran 3; de 6 en 6 le sobran 4; de 7
en 7 le sobran 5, pero si lo cuenta de 8 en 8 no
le sobra nada. ;Cudnto tenia, si la cantidad esta-
ba comprendida entre 3 000 y 4 0007
a) 3 268

b) 3 568 c) 3 560

dy 3528 e} 5418

21. Dos numeros cuyo M C D es 10 se suman y se
obtiene 100; si la diferencia es menor que 50.
:Cudl es el mayor de dichoes nameros?

a) 70

b) 60 c) 80

d) 90 e) Faltan datos

22. Se desea sembrar todo un terreno rectangular
con drboles equidistantes entre si. 5i las dimen-
siones del terreno son 540 y 750m. Hallar cuan-
tos drboles se necesitardn sabiendo que hay uno
en cada esquina y que la distancia entre drbol y
arbol esta comprendido entre 12 y 20m.

a) 1 887 b) 1 800 c) 2401

d) 1 600 e) N. A.

23. La M.a. de dos numeros es 49,5; ademas su MCD
es 9. ;Cudntos pares de ntimeros cumplen tales
condiciones?

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) 5
CLAVE DE RESPUESTAS
L)D 2) A 3) C 4B 5) A
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FRACCIONES ORDINARIAS O
QUEBRADOS

Una fraccion, llamada también namero fraccionario
o numero quebrado, expresa la medida de una mag-
nitud que contiene exactamente una o varias partes
iguales de la unidad fraccionada.

Pertenece al conjunte de niimeros racionales no
enteros y esta formada por dos niimeros o términos
separados por una linea horizontal u oblicua. Asila
fraccion 59 5/8 expresa que la unidad se ha dividi-
do en ocho partes iguales, de las cuales se ha tomado
5 cualesquiera.

En general:

El niimero debajo de la raya se llama el denominador
e indica en cudntas partes iguales ha sido dividida la
unidad entera.

El niimero sobre la raya se llama numerador e indica
en cudntas partes iguales de la unidad dividida han
side tomadas.

CLASIFICACION DE LAS FRACCIONES

1. Por la comparacién de sus términos
Una fraccién puede ser:

a) Propia: aquella cuyo valor es menor que la uni-
dad. La condicién necesaria y suficiente para
que una [raccion sea propia, es que el numera-
dor sea menor que el denominador.

Ejemplos:

3 7 3
% ;

117

m
En general: — < 1= m < n
n

2.

b) Impropia: aquella cuyo valor, es mayor que la
unidad. La condicidn necesaria y suficiente
para que una fraccion sea impropia, es que el
numerador sea mayor que el denominador.

Ejemplos:
11 7
A

. 3
3 2

En general: %> l=m>n

¢) Fraccién igual a la unidad: aquella cuyo nu-
merador vy denominador son iguales.

Ejemnplos:

a+b

;
a+b

=
3

3
"5

En general: %: l= m-=n

Por su denominador
Las fracciones pueden ser:

a) Ordinarias o Comunes.- Son aquellas cuyo
denominador es diferente a una potencia de 10.

Ejemplos:
Sl ey i,
47 35" 2
En general: % = b = 10"

b) Decimales.- Son aquellas cuyo denominadores
una potencia de 10.

Ejemnplos:

En general: —
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3. Por comparacion de los denominadores

Pueden ser:

a) Homogéneas.- Son aquellas cuyos denomi-
nadores son iguales.

Ejemplos:

i) 3 ,i ,i . 1 (4 es El denominador comiin)
474 4 4
a ¢

i, —
b b

b) Heterogéneas.- Son aquellas cuyos denomi-
nadores son diferentes.

Ejemplos:

R B NS
b d f *h

wl 3 7 6

4 11 2

¢) Reductibles.- Son aquellas cuyo numerador y
denominador tienen algiin divisor comuin dis-
tinte de uno (esta fraccidn se puede simpli-
ficar).

Ejemnplos:
58 o 8. 2.2.3 1
16 16 2.2.2.2 2
. 3 3 1
7 | R [ T - A, 5
21 21 3.7 7

d) Irreductibles.- Son aquellas cuyos términos
son primos entre si.

» »

=
57117 4

e) Equimultiplos.- Se dice que una fraccion es
equimdultiple de otra cuando el numerador y el
denominador de la primera contiene el mismo
numero de veces, al numerador y al denomi-
nador de la segunda, respectivamente.

Ejemnplos:

t) Fraccion de fraccién.- Se llama asi a las partes
consideradas de una fraccién que se ha dividi-
do en partes iguales. Asi: 4/9 de 3/5, indica que
la fraccién 3/5 se ha dividide en 9 partes
iguales, de las cuales se considera 4.

Graficando:

p———1 unidad —_—

e
40 de 3/5
I 3/5

CONVERS]/C/)N DE FRACCIONES
HETEROGENEAS A HOMOGENEAS

Para convertir varias fracciones a otras con un de-
nominador comun, se halla el MCM de los denomi-
nadores y éste serd el denominadoer comun de las
mismas. Luego, se multiplica cada numerador por
el cociente resultante de dividir el referide MCM
entre su denominador correspondiente.

Ejemplos:
i) Homogenizar las siguientes fracciones:

€

a ¢
g i (1
b d f

Solucion:

Hallaremos el MCM de b, d, f. Consideremos que:
MCM (b, d. D) =M

La expresion (1) no se altera si multiplicamos y
dividimos a cada fraccién por un nuamero
cualquiera; por lo que es equivalente a:

M M M
s ) wamey € — .
b i f son iguales a:
) ) b
bty daim o e b d T
b d f
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i) Hornogenizar:

2 L (1)
5 4

L
7
Selucion:

MCM (5,4,7) = 140 si reemplazamos en (1)

, 1400 140 140
5 4 7
5 140, 140 140
5
que es equivalente a:
84 245 20
140 140 140

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

Simplificar una fraccion es hallar otra equivalente a
ella, pero con términos de menor valor, dividiendo
sucesivamente numerador y denominador por un
factor comun.

Ejemplo:

Simplificar &
le

Para lograrlo se han dividide sucesivamente
numerador y denominador por 2.

OPERACIONES CON FRACCIONES
SUMA Y RESTA DE FRACCIONES

Para realizar estas operaciones es necesario que las
fracciones sean homogéneas v en caso de no serlo se

hara la homogenizacién respectiva.

Demostracion:

f

2.¢ =  a=bq

b

P

Denominemos{ , —=C, = p=b C,

r

—=C, = r=h C
\b 3 %

Sumnando: a+p+r=h(C +C,+C,)

Dividiendo ambos entre b:

STEY e O
b
es decir:
a+b+r a T
—=_+p_+_

b b b b

MULTIPLICACION DE FRACCIONES

Para multiplicar fracciones basta multiplicar nume-
radores entre si vy denominadores entre si.

q s b.q.s
Demostracién:
Sea:
%:q1 = a=b.q,
P
E=q2 = pP=q.9,
L=q3 = r=s.q,
Multiplicando: B S < - A Y.

a.p.r _a p r

s 2 -
b.q.s_ql'qz'qg’ b.

DIVISION DE FRACCIONES

Para dividir dos fracciones, basta multiplicar el que-
brado dividendo, por el quebrado divisor invertido.
AC_AD

B D B C
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Demostracion:
A_k - A=Bk (1)
B
Lok, = K=Dk @)
D

Dividendo (1) : (2)

4 Bk,
C Dk,
Q!
LB B
C B Kk
A
A D B
B C
D
Q.
A D A C
B C B D

DIVISIBILIDAD DE FRACCIONES

Dados dos nimeros A v B fraccionarios, se dice que
A es multiplo de B 6 que B es divisor de A cuando el
cociente de A entre B es un entero C.

La condicién necesaria y suficiente para que el que-
brade A sea multiplo del quebrade B o que el quebra-
do B sea divisor del quebrade A, es que al expresar
ambas cantidades, como fracciones irreductibles, el
numerador de A sea multiple del numerador de By el
denominador de A sea divisor del denominador de B.

Asi por ejemplo, 3/2 es divisible por 1/4 ya que:

12

5, =— =6 (entero);
2

g
4
se verifica que: 3 =ml ; 4=m2
PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES
lra Propiedad.- 51 a cada une de los dos términos de

un quebrado propio se le suma una misma cantidad,
el quebrade aumenta de valor.

Sea % un quebrado propio / P < (3

P+C P
>_
+C Q

@)

Demostracion:

Consideremos que P < Q en R unidades
= P + R = Q. Podemos establecer.

B+R _

g BB 1)
Q Q Q
También: (P + C) < (Q + C), en R unidades:

{(P+C)+R
Q+C

=P+C)+R=(Q +C)= =1
(P +C) R

qQ:C "Qsc ! 2)

Analizando (1) y (2) observamos que el quebrado:

, de (2), es menor que el quebrado % de (1)

Q+
y por tanto, el primero necesita una cantidad mayor
que el segundo para ser igual a uno.

- . + C P
Por consiguiente: s
QL+C Q
Ejemnplo:
5+ 4 5
> —
9+4
o:
9 53
i > p—
13 Q

A fin de comparar ambos quebrados, hallemos el
comun denominador:

65
117

81
—_—
117

2da Propiedad.- Si a los dos términes de un quebra-
do impropio se les aumenta una misma cantidad el
quebrado disminuye de valor.

Sea ) un quebrado impropio / A > B:

A+P A
<

B+P B
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Demostracion:

@9

Comnslderemoes A > B en “n” unidades, entonces:

oo

De (2) v (3) observamos que las veces que “n

estd contenida en “a” son las mismas que “d” esta
contenida en “b".

A-n=B;ﬂ=l;i-£=l o a E n
B B R Por consiguiente i equimaltiplo de =
A B
o 1+ % ) MAXIMO COMUN DIVISOR DE VARIOS

QUEBRADOS

También: (A + P) » (B + P) en “n” unidades, en-

Teorema.- El MCD de varios quebrados irreductibles

lemegs, se obtiene dividiendo el MCD de los numeradores
_ por el MCM de los denominadores.
ot B B P e * Bl g
(B+P) Sea:
a p T ) )
A+P n A+D n — el MCD de — y — (quebrados irreductibles).
= =]l=- =1+ (2) b q s
B+P B+P B+P B+P

analizando (1} y {2), observamos que el sumando:

n n
=7 de (2) es menor que = de (1)

y por lo tanto, la suma (2} es menor que la suma
(1), es decir:

A+P
B+P

A
& —
B

3ra Propiedad.- Si dos fracciones son iguales, vy la
primera de ellas es irreductible, la segunda es equi-
multiple de la primera.

Sean % = ;— , dos quebrados iguales

oo

L es irreductible (porque “n” y “d” son primos
entre si)

Entonces: a y b contienen a n y d, respectiva-
mente, el mismo numero de veces.

Demostracion:
De:%:% =a=bc;1n (1)

[Tyt

Como “a” es un nuamero entero: “d” divide a “bn”
y siendo “d” primo con “n”. “d” divide a “b™:

% =k {entero) = h=d.k (2

(2) en (1): a=d'd£ % gl m 18

Entonces:

a=MCD(p,r):b=MCMde (q,s)
Demostracion:
Por definicién: % es la mayor expresién posible
% estd contenida en % v % un numero enterc

un numero entero de veces.

p.a _ . |-

4 : — = namero = - . — = namero

q b entero q a entero (1)
r o a B r b 5

— :— = n0mero = — . — = namero

s b entero s a entero (2)

Analizando (1) v (2) observamos que, siendo los
quebrados irreductibles, para que dichas expre-
siones se cumplan es necesario que: los términos
de “a” se simplifiquen con p y r; y los términos q
y s, con el término “b”. Es decir:

a = comun divisorde py s
(3)

b = miltiplo comin de qy r

Como a/b debe ser la mayor expresién posible,
deducimos que “a” debe ser lo mds grande posi-
ble, v “b” lo mds pequena posible; por lo tanto,
de 3

a=MCDdepyr ; b=MCMdeqvys
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Ejemplo: — —
Notas
Hallar el MCD de: L= ; £ b4 Ed
4 9 8
| 1.- Dadas 2 6 mds fracciones homogéneas, la
MCD (15, 5, 3) i mayor de las fracciones es aquella que
MCM(4, 9, 8) B 7_2 tiene el mayor numerador.
MINIMO COMUN MULTIPLO DE VARIOS Ejemplo: \

QUEBRADOS Didas:

Teorema.- El MCM de varios quebrados irreducti-
bles, se obtiene dividendo el MCM de los numerado- 3 3

1 &
res por el MCD de los denominadores. ‘ '8 '8 y

= 5.
8 8

quUI

3
> =
8

1
8 8 8

x
Sea — el MCM de: Por lo tanto, para averiguar cual de varias

b ; ,
fracciones heterogéneas es la mayor, basta
L At {quebrados irreductibles) con homogenizar las fracciones y realizar
d . la comparacion. ‘
Entonces:

2.- Dadas dos o mas fracciones con numera-
dor comun, serd mayor la que posee el
menoer denominador.

o= MCM de “I’l” y “1"” A y = MCD de uda: y “Sj,

Demostracién:
Por delinicion de MCM: Ejempleos:
X eslamenor expresion posible que contiene un ‘ 5 3
Y nimero exacto de veces a: Sy y 5
n T
T Demostraremos que la mayor es 3/2, para ello
d s
. bastard con homogenizar, (dar comin deno-
Ademas: : :
minador a) las fracciones.
1:%=#entero¢1.d—=#entero (1) ‘
¥ r o 3.30 .3 _42 .3 _105
También: 7 70 5 70 "2 0
X T X
— . — =#entero = —
y s ¥

Analizando las expfeiiones (1) y (2) observamos 105 - 42 " 30 =1 3 o - . =

que los términos “n” y “r” deben simplificarse (G L (6 I | 7. 5

G2 e

con los términos “x”, y los términos “y”, con los \

términos “d” y “s”. Por lo tanto: \
[ 3.- Toda fraccién cuyos términos son primos

entre si, es irreductible.
‘ |

-5~ #entero (2) ‘ Dongdle:
r

x=MCM (o, 1) ; vy MCD (d,s) (3)

Segun definicion x/y es lo menor posible y para Ejemplos:

ello se requiere que “x” sea lo mas pequefio posi-

ble e “y” sea lo mas grande posible. . 5 2
o7 1113

X = MCM de “nn y “rn y o MCD de “da: y “Sa: |
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EJERCICIOS RESUELTOS

Nota: En operaciones con quebrados la palabra
“de” debe entenderse como “por”, pues

se trata de una “fraccion de fraccion”.

1.- La capacidad de una botella es 3/4 de litro.Calcu-
lar los litros que contiene cuando se llenan los
5/8.

Selucion:

3 de 3 .33 _1 litros
8 4 8 4 32

Rpta.: 15 iros.
32

2.- Disminuir 121 en sus 9/11

Solucidn:

2 11

Bastard calcular los — = - i de 121

11 11

2 de121e 2 121-22
11 11

Rpta.: 22

3.- Disminuir 3/4 en sus 5/9

Solucion:

Si de una cantidad cualquiera se sustrae 5/9
queda los 4/9

Bastara calcular los 4/9 de 3/4

4 d 3 4 3
i il o il i o =
G 4 9 4

Rpta.:

w|>—'

4.- Aumentar 90 en sus 2/9

Selucion:

Toda cantidad contiene sus 9/9. Sia esta cantidad
se le agrega 2/9 se obtendra 11/9. Bastara calcular
11/9 de 90.

ad de 90 =11.2 =&=110

9 9 9
Rpta.: 110

5.- Aumentar 3/3 en sus 2/3

Solucién:
3 ") 5

3 3 3
Habra que hallar los 5/3 de 3/5

2.9
3
Rpta.: 1
6.- Simplificar:
3 %,5 .2 1
8 5 10 9 6 5 5 1
(6 i 1)(2 4 7) * 3
_+___ _+___
15 6 5 3 g 12
Solucién:
Se opera paso a paso:
3 4 10+2 1
8 5 3 9 6 11 3
12+5-6_24+16—21 4 1
30 36
2. 1 18+4-3
[ty
I VI S TR I 1
1m0 o4 1 1 10 4 1
30 6 30 36
_19 30 36 11 3 .
18 11 19 1
Rpta.: 45
7.- Simplificar:
45,25 g6 1.3
Q 7 3 8 2 5 2
112+;
(30 1+1_)(L-o,4)
5 4 2
Solucién:

Los decimales se transforma a quebrados y se eje-
cuta operaciones paso a paso:
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+. 5 3.5 6 5
g 7 2 8 10 2 3 ‘121_'_1
(30.1+L)(L_i) 5
7 4 2 10
80 + 63 - 140
168 -607 2 3. 280 _607 =
600 + 7 5 168 . 607 5
280
Rpta.: 1

8.- En un cajon habia cierta cantidad de soles. Un
nifio retiré %. 1,00, en seguida su hermano retird
1/3 del resto, el otro hermano 1/2 de lo que aun
queda y finalmente el hermano mayor se llevo
1/11 de lo que aun habia. Determinar cuantos
soles habia en el cajon; si el padre de ellos encon-
tré solo &, 30,00

Solucién:

e Retirando el nino %. 1,00 quedo en el cajén N
soles.

* Su hermano cogié 1/3 de N; entonces: /3 N
queds.

¢ Fl otro hermano tomé 1/2 de 2/3 N,

quedc’)i-i N=L N
2 3 3

e Finalmente el hermano mayor cogio

A L N de lo que habia.
11 3
Finalmente quedé: o 1 N = a8 N
11 3 33

Segun date, lo que quedd era &/. 30,00, o sea:

£N=30 =i N=30.33
33 10

=99

En el cajon habia: &/. 99 + &/. 1 = §/. 100

Rpta.: &/. 100,00.

9.-La fraccién 2 727/1 616 ;Puede reducirse a
tfraccién decimal equivalente?. En caso afirmati-
vo, efectuar la reduccion.

Solucion:
Tenemos:
2727=2700+27=27(100+ 1) =27 . 101
16l6=1600+16=16(100+1)=16.101

2727 27 .101 27
Luego: = =—
1 els l6.101 16

Como: 16 = 2%, la fraccién 2 727/1 616 es igual a
una {raccion decimal de cuatre cifras decimales.

%7
Rfas o = 15875
T

10.- Diofanto vivio la sexta parte de su vida en la infancia; 1/12 en la adolescencia; se caso v luego de pasar
un tiempo igual a 1/7 de su vida mas 5 afios, tuvo un hijo que vivié la mitad de los afios que su padre
vivié y murié 4 afios antes que él. ; Cuantos afios vivio Diofanto?

Solucion:

Sea “t” el tiempo que vivio Diofanto.

Nacio Tuvo Hijo Murio
Diofanto Se casé un hijo murié Diofanto
Infancia | Adolescencia
| gl t | £ t | 1 t+5 | 1 t | 4 anos |

6 1.2 7 2
1 1 1 1 T4t + 7t + 120 + 42t
—tt —t+—t+5+—t+4=t +9=t 75t + 756 = 84t
6 L2 7 2 84

Rpta.: Vivié 84 afios
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11.- Un tanque puede ser llenado por una bomba en
5 horas y por una segunda bomba en 4 horas. 5i
una vilvula, en el fondo, puede descargar el
liquido en 10 horas. Determinar el tiempo que
demoraria en llenarse si funcionan a la vez las 2
bombas y la vilvula.

Solucion:

En una hora:

la lra. bomba llena 1/5 del tanque
la 2da. bomba llena 1/4 del tanque
la vélvula descarga 1/10 del tanque

Luego, en una hora funcionandoe las 2 bombas y
la valvula se llena:

1 1 1 44+5-2 7
T o et T e famquie
5 4 10 20 20
Usando regla de 3 simple:
lTh ———— 7/20 tanque
xh —— 20/20 tanque
20/20 - x= 20/7
7720

Luego todo el tanque se llenara en:

24284

Rpta.: 2}167 6 2h 51 min 257 s.

12.- Un operario se compromete a hacer una obra en
2 2/5 dias, un segundo operario en 3 dias y un
tercer operario en 4 dias. Se contrata a los tres
operarios para que hagan la obra trabajando a la
vez. ; Cudnto tiempo deben tardar?

Solucion:

El 1° ebrero hace la obra en 22/5 dias = 12/5 dias
En un dia hara 5/12 de la obra.

El 2° obrero hace la obra en 3 dias. En 1 dia hara
1/3 de la obra.

El 3° obrero hace la obra en 4 dias. En 1 dia hara
1/4 de la obra.

Luego juntos; en 1 dia hacen:

5

L
12 3

1_12
4 12

+

Rpta.: Los tres juntos terminan la obra en 1 dia.

13.- Un tanque tiene 2 grifos, uno lo llena en 3 horas
v el otro en 5 horas; se deja ablerto el primero
durante 1'/3 hora, después el segundo durante
3/4 hora y enseguida se dejan abiertos los dos.
:Cudnto tiempo se tardara en llenar el estanque?

Solucion:

El primer grifo llena el tanque en 3 horas.

En 1h llena % tanque
El segundo grifo llena el tanque en 5 horas.
En 1h llena 1/3 tanque

Ell%en1l %ho sea en%hllena:

. . & tangue
3 3 9
Bl peern i llaris o, m tanque
4 4 5 20

Se ha llenado hasta ahora:

& 3 107

g 20 180

del tanque

180 107 73

Falta llenar: = =
180 180 180

del tanque.

Juntos los 2 grifos llenan en una hora:
NI - - tanque
3 5 15
Por regla de 3:
lh ——3 8/15 de tanque

X —— 73/180 de tanque

By
Q6

Rpta.: Tardard 45 min 37 5s.
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14.- Después de haber perdido sucesivamente los 3/8
de su fortuna, 1/9 del resto y los 5/12 del nuevo
resto, una persona gana /. 284 900 y de este
modo la pérdida queda reducida a 1/3 de la for-
tuna primitiva. ; Cudl es aquella fortuna?

Solucién:

Sea F la fortuna primitiva.

Después de la tercera pérdida le queda:

785F35

Como gana 284 900, tendra: F + 284 900

Esto es igual a la fortuna que tenia, menos 1/3 de
la fortuna que perdioé:

3 o 55 00 B o Te 2 F
108 3 3

284900 = 2 F-22_F
3 108
284 900 . 108
Bai g G0

37
Rpta.: La fortuna ascendia a /. 831 600
15.- 51 un jugador en su primer juego pierde 1/3 de
su dineroe; en el segundo pierde 1/4 del resto y
en el tercero pierde 1/5 del nuevo resto. ;Qué

fraccion del dinero que tenia originalmente le
ha quedade?

Solucién:
S (inicial) — plerde 1/3de S
quedan 23 de S — pierde 1/4 del resto

quedan 3/4 de 2/3 de S — pierde 1/5 del resto

quedan 4/5 de 3/4 de 2/3 de S =
4/5.3/4.23.5=2/5de S

Rpta.: 2/5 de 5.

16.- ;Qué hora serd cuando las manecillas del reloj se
encuentren superpuestas entre las 3 v las 47

Solucion:

Siendo las 3h, estin superpuestas cuando el
minutero descuente las 15 divisiones (minutos)
que le lleva de ventaja el horario.

Velocidad del minutero = 60 divisiones / h

Velocidad del horario = 5 divisiones / h

Por lo tanto, la diferencia de velecidades:
60 - 53 =55 div/h

53 div. le descuenta en 1 hora

1 div. le descuenta en e hora

15 div. le descuenta:
15.1/55=3/11 h=16"21 9/11s

Rpta.: Serd las 3 horas 16 minutos 21.81 segun-
dos.

17.- Un recipiente se llena con 6 litros de vino. Se
consume 1/3 del contenido y se vuelve a llenar
con agua. Luego se consume 2/5 del contenido
y se vuelve a llenar con agua y por iltimo se
consume los 3/8 del contenide y se vuelve a lle-
nar con agua. ;Qué cantidad de vino contiene
un litro de esta Gltima mezcla?.

Solucion:

La cantidad de vino puro que va quedando es:

Retira Queda

1/3 25

25 B 25

3/8 8308 . 25 = 14

Rpta.: En 1 litro de la mezcla final hay 1/4 litro de
vino puro.

18.- Una campesina llegé al mercado a vender
huevos. La primera clienta le comprd la mitad
de todos los huevos mds medio huevo. La
segunda clienta adquirié la mitad de los huevos
que quedaban mas medic huevo. Con ésto, ter-
ming la venta porque la campesina no tenia mds
huevos. ; Cudntos huevos trajo al mercado?
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1° vende : Le queda :
et s
dp,1 (LT _L)

L 2 2 2

2° vende : Le queda:
- a— o

Con esta venta terminé, luego le quedan cero
huevos:

Rpta.: Trajo tres huevos.

19.- Un comerciante vende sus naranjas de la si-

guiente manera: del total que tenia 1/3 mas 4, a
S. 0,50 /u; luego vende los 3/5 de las que le
quedan a 5/. 0,40 ¢/u y finalmente vende la mi-
tad de las que le quedaban, mas 4, a 5/. 0,30 c/u,
con lo que se agota las naranjas. ; Cual es la can-
tidad de naranjas vy cudl la recaudacion en la
venta?

Solucion:

Sea “t” El total de naranjas:

1° Vende : (L t+ 4); queda: (A t -4)
3 3

1)

+4; queda: 0

2° Vende : 3 (l te 4); queda:
53 \3

3° Vende: L [A (lt-‘l-)
215 \3

Por lo tanto:

JHERIRS

de donde: t el A8 .

— =36
4 10

Cilculo de lo recaudade:

1° Venta: (% 36+ 4) 0,50=16. 0,50 =8,00
E
2° Venta: s \3 36-4)040=12.040=4,80

3° Venta: 030=240

1_(1 -36-4)+4
5 173

Rpta.: Total venta: S/, 15,20
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FRACCIONES DECIMALES

Son aquellas fracciones cuyo denominador es una
potencia de 10.

Pertenece al conjunto de nimeros racionales “Q”.
Ejemplos:

3 81 23 141

10 7100 T1 000 0 10000

UNIDADES DECIMALES

Son aquellas fracciones decimales que poseen como
numerador la unidad.

Ejemplos:

1) 11—0 (se lee: un décimo)

i) 1— (un centésimo)
100

i) {(un milésimo)

NUMERO DECIMAL

Es la expresion en forma “lineal” de una fraccion. Un
numero decimal consta de dos partes: la parte entera
llamada caracteristica v la parte decimal llamada
marntisa.

Ejemplo:
Sea El numero 345,82431:

345 , 8 2 4 3 1

e T
Parte entera Parte decimal
(caracteristica) {mantisa)

CLASIFICACION DE LOS NUMEROS
DECIMALES

Pueden ser: limitados o exactos e ilimitades o ine-
xactos.

Se dice que un numero decimal es exacto o limitado,
cuanto tiene un nimero limitado de cifras.

Ejemplos:

i) 0, abed 1) 0,125 iii) 0,31642 iv) 0,758375
Los numeros decimales exactos o limitados son orig-
inados sélo por fracciones ordinarias que tengan su

equivalente en fraccion decimal.

Ejemplos:
1 o
10 000
i) i = E = 0,25
4 100
¢ ¢ '
f. ordinaria {. decimal n. decimal

Los numeros decimales ilimitados o inexactos, son
aquellos que tienen un namero ilimitade de cifras, y
se clasitican en periédicos y no pericdicos.

NUMEROS DECIMALES ILIMITADOS

Numeros decimales periddicos.- Son los nuimeros
que tienen una cifra o un grupo de cifras que se
repite indefinidamente.

1. Fraccion decimal periédica pura.

Cuando el periodo empieza inmediatamente
después de la coma decimal.
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Ejemplos: 2. Numeros trascendentes:

i)0ab= Oababab ... o
#013= 0131313 ... =
)06 = 06666 ...

iv) 0,538461 = 0,538461538461 ... «

Nota:

La “ligadura” (--) indica que todo lo que esta
dentro de ella, se repite en forma indefinida.

Son aquellos numeros decimales que no pueden
ser obtenidos comeo resultado de la solucion de
una ecuacion con coeficientes enteros.

Ejemplos:
i) m=3,141592654...
ii) e=2718281 ...

e = base de logaritmos Neperianos

CONVERSION DE FRACCIONES
DECIMALES A NUMEROS DECIMALES

Para ello basta con dividir el numerador entre el

2. Fraccion decimal periédica mixta:
Cuando el periodo se inicia después de una cifra
o grupo de cifras de la coma decimal; el grupo ini-
cial de cifras decimales recibe el nombre de “parte
periddica”. L,
Ejemplos:

; —_——
i) 0,ab mns = 0,ab mns mns mns ...

#)0,10435 = 0,10 435 435 435 ...

H) 027443 = 02443 443 443

Notas:

denominador de la fraccion. Puede saberse, sin
embargo qué tipo de nimeroe decimal serd originado
por una fraccién cualquiera, mediante el uso de la
regla siguiente:

5i el dencminador del quebrado posee sélo el
facter 2 o el factor 53, o los dos factores a la vez,
dara origen siempre a un numere decimal exac-
to o limitado.

Ejemplos:

Hlonios: et <016 B S 203
8 25 10

i

8§=2.2.2=2 25=5.5=57 10=2.5

Los nimeros decimales periddicos son genera-

dos por fracciones ordinarias.

Numeros decimales no periédicos.- Son los niimeros
cuyas cifras no se repiten en periodos.

1. Numeros irracionales:

Son aquellos numeros decimales que han sido
originados al extraer la raiz de un ntimero que no
tiene raiz exacta. 2.

Ejemplos:
V2 = 1414213562 .

i) 3 =1,732050808 ...

Nota:

Si una fraccién irreductible tiene como
denominador una cantidad formada sélo por
los factores 2 & 5 o los dos a la vez, el ntmero
de cifras decimales del numero decimal, es
igual al mayor de los exponentes de los fac-
tores primos 2 6 5.

Si el denominador del quebrado no posee el tac-
tor 2, ni el factor 5, dard origen a un numero
decimal periédico puro.

Ejemplos:

7 O 1 -

i) — =0,338461 #) =— =03 i) i=0,36
13 3 11
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Nota:

Para saber cuantas cifras tendrd un nimero de-
cimal periodico puro, bastarda con averiguar
cudl es el menor nimero, formado por cifras 9,
que contenga a cada uno de los factores primos
del denominador (la cantidad de nueves indi-
ca la cantidad de cifras que tendra el periodoe).

Para su resolucién ayuda el siguiente cuadro:

9 =32
00 =37 11
009 =33.37

9909 =32.11.101
99000 =32 .41 .271
099999 =3 .7.11.13.37
0000900 =37 .239 .4 649
00099009 =32 11.101.73.137

3. Si el dencminador del quebrado contiene los

factores 2 6 3, o los dos a la vez y ademds posee
otro factores primos, dard origen a un nimero
decimal periddico mixto.

Ejemplos:

B <Bii6 1 il =536
60 30

i l

60=22.3.5 30=2.3.5

Nota:

Para las periddicas mixtas: constando, como
sabemos, de parte no periédica y parte perig-
dica, después de hacerla irreductible, se des-
compone en sus factores primos. La parte no
periodica la dan los exponentes de los facto-
res primos 2 6 5. La parte periodica la dan los
exponentes distintos de 2 6 5, segun la regla
anterior.

629

Ejemplo:

Solucion:

630=2.3%.5.7, parte no periddica 2. 5 ; expo-
nente mayor 1 ; parte periddica 3% . 7, segun el
cuadro de la nota anterior se deduce que el
periodo tendra 6 cifras.

629 _ 9084126
630

GENERATRIZ DE UNA FRACCION
DECIMAL

Es la fraccién ordinaria que da origen al numero
decimal.

Puede presentarse 2 casos: Generatriz de una frac-
cion decimal exacta y Generatriz de una fraccion
decimal infinita periodica.

;Como se halla el quebrado generatriz? De la si-
guiente manera:

I} DE UNA FRACCION DECIMAL EXACTA. Se es-
cribe como numerador el valor del namero deci-
mal dado sin la coma decimal y se divide entre la
unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga
la parte decimal. Finalmente se simplifica la frac-
cién resultante.

Ejemplos:
n og->_4
R
B O e s e e
100 50 25
BI0BS = e ot
100 20
g G2 3> a0 58

1000 500 250 125

II) DE UNA FRACCION INFINITA PERIODICA.
{Con periode distinte de 9). Se escribe como nu-
merador la parte no periédica, seguida de un pe-
riodo, menos la parte no periddica, todo dividido
por el nidmere formado por tantos nueves como
cifras tenga el periodo seguido de tantos ceros co-
mo cifras decimales haya antes del periodo. Final-
mente se simplifica la fraccién resultante.
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Ejemplos:
iy gy =t
9 9
N S
99 99
i) 23:1“3‘ _ 2313 - 23 _ 2290
99 g9
o 2@: 2841-28 2815
800 990
s 0,0@= 0692 - 6 " 686 L 343
9 900 9 900 4 950
i) 472’0§‘= 47203 - 4 720 _ 42 483

Q0 90

Vi) 91 ’04%‘3‘2“= 2104 732 - 2104 _ 2102 628
99 900 99 900

525657
24 975

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ; Cudntas fracciones propias existen tales que al

dividirlas entre su inversa se obtiene siempre una
fraccion decimal exacta de dos cifras?

Solucion:
a .
Sea - la fraccién. Podemos establecer:

a/b =i
b/a b?

= 0,mn

3

De acuerdo a la regla de numero de cifras de una
fraccion se deduce que b =2, 56 10.

Sibh= 2= a¥2? = a=1

Sibh= 5= a¥5? = a=1,2,34
Sib=10 = a¥10? = a=1,3,7.9
Sih=20= a¥2?. 5= a=1,3,57.9
Sib=50 = a%2 .5 = a=1,2,34,6,7.8,0

Rpta.: Existen 22 fracciones.

2.- Para el proximo examen de admision a la univer-
sidad del afio 2 000 se ha calculado la partici-
pacion de 11 000 postulantes.

De los ingresantes, se prevé que 56,56 por clento

se ha preparado y que el 56,7567 por ciento serdn
mujeres.; Cudl seria el mayor niimero de desapro-
bados?

Solucion:
Consideremos que sean N los que ingresardn.

Los que estudiaron, prepardndose para el exa-
men, serian:

5656 - 56
5656 N 99 5600 56
100 100 99.100 99

[Tt

= numero entero “d

Las mujeres serdmn:

567 567 - 567
g e 00 _ 567000
100 990 000
Me o 4= N
900 111 37

= nimero entero “f”

De {(a) v (B), para que sean enteros, se deduce
que N tiene que ser m 99 y m 37, luego sera
multiplo de $9 . 37 = 3 663.

N=m?3 663
Luego los m 3 663 menores que 11 000 son:

N =30663 7326, 10989

v los que desaprobarian el examen serian la dife-
renciaa 11 000: 7337 ;3674 u 11. Siendo 7 337
el mayor nimero de los tres.

Rpta.: 7 337
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5.- Hallar una fraccion equivalente a 4/11, sabien-

3.-Hallar a+ b, sia/b = 0.ab. do que al sumarle 11 a cada término se obtiene

Solucién:

Como se trata de una fraccién decimal inexacta
periédica mixta, de acuerdo a las reglas para cono-
cer el nuimero de cifras de una fraccién y como b
es de una cifra, se deduce que b =2 . 3 = 6. Enton-
ces a = 6y a< 6 (/b es una fraccién propia). Ade-

0,522h7. Dar como respuesta la suma de los tér-
minos de dicha fraccién.

Solucisn:

Sea % la fraccion buscada.

més, a=2,3,4 porque convierte aben 2 6 3. 5 4k
Por dato: —=— (1)
b 11k
Sia=1; 1/6=016 Ademis:
= 4k + 11 s
=5 B = ——=0,5227
a=5; 56=083 (nocumple) ksl

Rpta:a+bh=7

4.- El periodo de una fraccion de denominador 11

es de 2 cifras, que se diferencian en 5 unidades.
Hallar la suma de los términos de dicha fraccion
si es la mayor posible.

3

Solucién:

————
N _ o a+sr
11

N (@+5)()

4k +11 5227-52
Ik +11 9 900

Brll, 3B o ey
Ilk+11 44

Entonces de (1):
a=12,b=33

Rpta.: a+ b=45

6.- Hallar el valor de N:

11 Q9
% o (a+5)a) R N 1,2_0,1 3 +0,1’g_£
9 03 16 2,6 3
De donde se deduce que: Sl
10{a + 5) +a=m%
1la + 50 = m9 15 3
LS (i S
Qa+2a+45+5=m9 13 15124 90 3 5 3
9 9 9
2a+5=m9
= as2
_ 2 (u)z =ﬁ(£_1_6)
5 24 3 5 24 24
este valor en (1):
72 s 15_3
N= —=8 = 8+11=19 =T S R
5 * 5 24
Rpta.: 19 Rpta.: N =3
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7.- Hallar el cociente entre el MCD y el MCM de:

28
)7 Y 30
Solucion:
wcp (2L 28} _MCD(1,28) | 7
27 30 MCM(27,30) 270
wEh o, 28| MCMQL 28 81
27 30 MCD(27, 30) 3
7
El cociente sera = 270 _ 1
1 080
3

Rpta: 1/1 080

9.-

8.- ;Qué fraccion de A se le debe sumar a ella misma

para que sea igual a la cuarta parte de los 28/35 de

/8 de 87

30

Dende, A es los ko de = de
28 8

72

Selucion:

Sea % la fraccion que se le debe agregar a A.

Podemos establecer:

o L A3 e (1)
A 4 5 8
Pero por otra parte:
6 84 30 15
=———=— (2
8 a2 8 16
De{l):A’+n=A A n=A-A°
=n=A(l-A) (3)
(2)en (3):
a2 (7 133 15 1 4 1
1 16 16 16 16
A
A 16

Rpta.: Se debe agregar 1_16

1

[T

Hallar el menor “n” entero tal que al sumarlo y
restarlo al numerador y denominador de la frac-

o
cién generatriz de 0,148 se convierta en una frac-
clon impropia.

Solucién:

A s ;
Sea — la fraccién generatriz

A 148 _ 4

=048 = =
900 27

»

Se debe cumplir:

T >l =4+n=27-n=n>115
27 -n
Rpta:n . =12

10.- El periodo de una fraccisn de denominador 11 es

de 2 cifras que se diferencian en 3 unidades.
Hallar la suma de los términoes de dicha fraccion,
si es la menor posible.

Solucién:

Sea 11\/1_1 la fraccién

M =0,ala+5)
11

&=M=, M:a(a+5)=#entero
11 Q9
<at+a+3=m9 = a=2
M 27 3
11 99 11
Finalmente:
M+1l=3+11=14
Rpta.: 14
- Simplificar:

o OE+ 03+ +0,7

032+043 +... +087

=202 -
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Solucion:
2 3 4 T
e e

ho_ 9 9 ¢ 9 3
29 39 49 79 324
W B 2 SR = L

+ o
a0 90 Q0 90 Q0

- 155
18 6
Rpta.: E=083

12.- Hallar el mayor valor de ab si se cumple:

X ad 4
— +—=1y—=0xyz
ab ab cd
Solucién:
x+cd=ab (1)
s I )
o 99

Para que ab sea lo mayor posible, od debe ser
méximo en (1)

De (2), si suponemos que son equimultiplos:

De este modo: xyz=4.27=108 = x=1
En (1)

x +cd = ab
1+37=ab = ab=38
Rpta.: ab = 38

13.- Dos cafnios A y B, llenan juntos un reservorio en
2 horas. 5i el cano B fuera desagiie, A se tar-
daria en llenar el reservorio 60 horas. 51 B no
existiera jen cudnto tiempo llenaria el cano A
el reservorio?

Solucion:

Juntos por hora llenan: 1/2 reservorio.

Si B fuera desagiie, por hora se llenaria: %

.. Consideremos que A emplea “x” horas en llenar
el reservorio ¥ B sele lo haria en “y” horas.

Podemos establecer por hora:

1 1 1 2 31
_+—=— — I e—
X y 2 X 60
1 120
P - - R— X = S
x y 60 31

A lo llenaria en horas, ésto es:

Rpta: 3 h 2,
31

14.- Se tiene dos tanques (1; 2) y 3 llaves: A y B
ingresan agua al tanque 1 y C desagua el tanque
1 hacia el tanque 2. Si las capacidades son:

tanque 1 = 200 m?
tanque 2 = 100 m?

Velocidades de flujo de llaves:

A= 1m’/s
B=3m’/s
C=2m’/s

Cuando se llena el tanque 2 se cierra la llave C.

Hallar el tiempo de llenado de ambos tanques.

A B

I

T
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Solucion:

Por segundo el tanque (1) se llena con:

1 +3-2=2m;en este lapso, el tanque (2) se
llena: 2 m?

El tanque (2) se llenara al cabo de:

100 m®

2 ms

50s

Durante este tiempo el tanque (1) recibio:
50 .2 =100 m’.

Falta llenar: 100 m® del tanque 1 y se cierra el de-
sagiie C.

Entre A y B por segundo llenan:
1+3=4ms

.. Se termina de llenar al cabo de:
100:4=25s

Por lo tanto: A se llena en 23 + 30 =75 s

B se llena al cabo de 50 s

Rpta.: 75 y 50 segundos.

15.- Un tanque se vacia en 3 horas. 5i en cada hora se

va la mitad de lo que habia al inicio de la hora
mds medio litro. ;Cudl es la capacidad del
tanque?
Solucion:

Al principio habia “n” litros

En la 1ra. hora se vacia: = + L
2 2
queda: (l - L)
A2 2

En la 2da. hora se vacia: % (

11 /n 1 1
queda: | = —-=]-=
212 2 2

En la 3ra. hora se vacia:

B I I R
B|Ak%E T4 E| 2

1 l=)

A4

queda nada:

Rpta.: Capacidad: 7 litros.

16.- Un cafio demora 10 h y 25 min para llenar un

reservorio. Cuando éste se ha llenado en 1/5 de
su capacidad, la bomba que alimenta el cafio se
malogra, disminuyendo su rendimiento en 1/3.
;Cuanto tiempo tards el cano en llenar el reser-
vorio?

Solucién:

Al llenar % del reservorio habran transcurrido:

% t1m B o ol e

Tiempo que faltarfa normalmente para terminar
de llenar el reservorio:

10h25min-2h5 min=8h 20 min
Como se malogra la bomba que alimenta el
cafio, éste disminuye su rendimiento en 1/3 lo

que indica que en terminar de llenar el deposito
va a demorar 1/3 mas del tiempo normal, ésto es:

% {8 h 20 min)

21'1 o min
3 3

e . B
el

= L0k [ B0y + 2o min
5 3

- 10}122—0 i = 10168 %min

= 11 h6min 40s
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*. El cano demoro en llenar el reservorio: 18.- Una bomba agota el agua contenida en un pozo
en cuatro dos sétimos dias; otra, lo agotaria en

2h 05min+ 11 h6 min 40 s .
dos cuatro treceavos dias; ¥ una fercera, emn uno

Rpta.: 13h 11 min 40s siete octavos dias. 51 se hace funcionar las tres
bombas a la vez, ;cudl es el tiempo en horas que
17.- Una piscina es llenada con 2 grifos (A v B), v se tardaria en agotar el agua del pozo?

simultdneamente se desagua por el conducto C.
Solucion:

Considerernos sea “t” la capacidad del pozo:

AI:I/—\=B

Sus caudales en m® por hora son:

lra hora | 2da hera | 3ra hera |4ta hera .
Las bombas agotan el contenido emn:
A 1 m? 4m? 7 i 10 m?
lra 2da 3ra
B 1 m* 3m? 5m 72
4 2 dias 2 £l dias 11 dias
G Bl 2 m? S3m? | 4m 7 13 )
Si estd vacia y su capacidad es 190 m’. ; Cudnto 30 dias 30 dias 15 dias
demora en llenarse? W 13 8
Solucién:

aldia:it alch’a:ﬁt aldia:it
30 15

Por horas v con las 3 vdlvulas abiertas:

lra 2da 3ra  4ta
! ? ¥ 13 Trabajando juntas, al dia agotan:
La primera hora se llena 1 litro, después de cada
hora siguiente se llena 4 litros mds que en la hora 3 o 05 BN B . A
anterior, proyectando el cuadro anterior hasta 30 030 154 30 5

llenar los 190 m? tardara 10 horas.

2a, + (- Lr
S=(—)n
2

Aplicando una regla de 3 simple directa:

a;=1;r=4,5=190 %t—(agotanen) —— 24 horas
= 190 = (M) i t ——— (agotan en) ———— x horas
380 =4n?- 2n ‘- 24 horas t T s
4n’ - 2n - 380 = 0 S
n=10
Rpta.: Demora 10 horas. Rpta.: 20 horas.
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19.- Se tiene una piscina de 12 m> de capacidad
con 2 grifos: uno de suministre con un caudal
de 150 1/h v otro de desfogue con un caudal
de 50 I/h, ubicados como muestra la figura.
;Cudnto demorard en llenar la piscina inicial-
mente vacia?

El desfogue funciona sélo si la piscina tiene al
menos 1/3 de agua.

\/ ]

?15(‘1'1,121

h/3

Solucién:

Capacidad de la piscina: 12 000 litros

El primer grifo trabaja solito, hasta llenar 1/3 de
la capacidad de la piscina, ésto es:

w =4 000 litros

Tiempo transcurrido:

4 000
150

=26 h 40 min
A partir de este instante, empieza a funcionar
también el desfogue, trabajando juntos.

Ahora, abierta las dos llaves por hora llenardn:
150 - 50 = 100 I/h

como falta llenar 8 000 litros.

.. Deben transcurrir:

§ 000
100

=80h

= Se llenara al cabe de:

80 h + 26 h 40 min.

Rpta.: 106 h 40 min.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar la menor fraccion equivalente a 297/549,
tal que el producto de sus términos sea 2 013.

Rpta.: 33/61

2. ;Cudl de las siguientes fracciones es mayor?

67 103 95 101 95 99 95
122 115 122 113 127 T 111 113

Rpta.: 103/115
3. Hallar una fraccion equivalente a:

132 630
183 654

y tal, que la suma de los cuadrados de sus tér-
minos sea 31 552.

Rpta.: 104/144

4. Hallar los dos términos de una fraccién equiva-
lente a 1 292/2 261 sabiendo que el MCM de sus
términos es 3 388.

Rpta.: 484/847

5. Siendo “N” un numero entero, hallar para qué
valores de “N”, la fraccion:

N+ 8
2N -5

es entero

Rpta: N=34,6v 13
6. Demostrar que la fraccién:

3a+ 4
4+ 8

w1

es siempre irreductible, si “a” es un ndmero

Impar.
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Fi

10.

L,

2,

15,

Un padre tiene 45 afos y su hijo 21. ; Cudntos
anos han de transcurrir para que la edad del hijo
sea los 4/7 de la del padre?

Rpta.: Debera transcurrir 11 afios.

Preguntada una persona por su edad, responde:
los 5/7 de mi edad menos 4 afios dan la edad que
tenia yo hace 12 afios. Se desea saber la edad
actual de esta persona.

Rpta.: La edad actual es 28 afios.

Un granjero regala a 3 amigos cierto nimero de
palomas vivas: al primero le dio 1/7 del total mds
5/7 de palomas; al segundo le regalé 1/11 del
total mas 10/11 de palomas v al tercero 2/5 del
total. Si a él le quedd 35 palomas. Determinar
scudntas palomas recibieron los 2 primeros?

Rpta.: El 1° recibio 15 y el 27 10 palomas.

Un vendedor compré manzanas a &. 2,50 cada
una. 5i vende los 3/7 de ellas a /. 2,80 y luego
los 3/5 de lo que le queda a &/. 3,00 perderia
hasta ese momento %/. 114. ;Cudntas manzanas
comproé?

Rpta.: Compré 420 manzanas.

Dos personas pueden terminar juntas el tejido de
una red en 25 dias. Asi trabajaron durante 5 dias,
al cabo de los cuales la menor abandona el tra-
bajo ¥ la mayor termina lo que faltaba en 60 dias.
Determinar ;En cudntos dias trabajando sola la
mayor habria terminado el tejido?

Rpta.: 75 dias.

De un deposito lleno de agua se retira la mitad.
Después se agrega la tercera parte. ; Qué fraccion
de lo que quede hay que llenar para que al final
falte 1/87

Rpta.: 1/20

En un gallinero de 17 gallinas se hace 3 divi-
siones para separarlas asi: en una, debe ponerse
la mitad de las aves; en la otra, la tercera parte y
en la restante la novena parte. La dificultad estri-
ba en arreglar matematicamente las gallinas sin
matar ninguna para dividirla. ; Qué hacer?

14

155

16.

Rpta.: Considerar una gallina mds y efectuar el
reparto.

Una guarnicion tiene viveres para cierto nimero
de dias. 5i se aumenta en 1/3 el ntimero de sol-
dados de la guarnicién. ;En cuanto debera
reducirse la racién para que los viveres duren el
mismo tiempo?

Rpta.: E=1/4

Un vase contiene un tercio de su capacidad de
mercurio, los 3/5 del resto de agua v el resto es
aceite, siendo su peso entonces de 5 kilos; el vaso
vacio pesa 1270 gramos. Hallar la capacidad del
vaso sabiendo que 1 cc. de mercurio pesa 13
gramos, 1 cc. de aceite pesa 0,9 gramos.

Rpta.: Capacidad del vaso 750 cc.

Un émnibus partié con cierte nimere de pasaje-
ros v en el primer paradero bajaron 1/8 del ni-
mero que llevaba; en el segundo paradero, subie-
ron 14; en el tercero, bajaron los 3/7 que llevaba;
en el cuarto paradero, bajaron les 3/6 de lo que
llevaba; llegando al quinto paradero con 16 pasa-
jeros. ;Con cuantos partié el 6mnibus?

Rpta.: Partié con 48 pasajeros.

17. ;Cuanto le debemos quitar a los 2/3 de los 5/7 de

18

19.

los 6/5 de los 3/4 de 21 para que sea igual a la
mitad de 1/3 de /5 de 3/4 de 14?2

Rpta.: Debemos quitar 8,3

.Una pelota es dejada caer desde una cierta altura.

En cada rebote pierde un tercio de la altura de la
cual cayé. Si después del tercer rebote se elevo 48
cm. ;De qué altura inicial cay6?

Rpta.: Cayé de 162 cm.

En una fraccién decimal la parte entera es igual
a la parte decimal, cuyas cifras son consecutivas
crecientes. Si la generatriz tiene por denomi-
nador 11. Hallar el numerador.

Rpta.: El numerador es 300
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20.Sea & = 25252525 25. 5i la ultima cifra de la parte no .periéflica de

n 4/30!1 fuera dos. ;Cudl seria la ultima cifra del
periodo?

Donde m v n son numeros primos entre si

Entoces la suma de las cifras de m, mas las cifras

Rpta.: Seria 26 7
i pta.. Seria 2 &

26. Demostrar que sl se convierte la fraccion :
Rpta.: 8

21. Sila fraccion irreductible:
n-1 n m+ 1

- M en decimales, se tendrd una fraccion periddica

nnQ mixta.

t

da origen a la fraccion decimal 0,mmn 27. ;Cual es el menor numero por el cual es nece-

sario multiplicar 7 para obtener un numero for-

Hallar m +n mado tnicamente de cifras 37

Rpta.: © Rpta.: 47 619

28. Un alumno encontrd que el tiempo empleado
por el dmnibus de su casa desde la Universidad
hasta el paradero, expresado en minutos, era un

Rpta.: 90 nimero primo mayor que tres y siendo éste el

menor posible. Al llegar a su casa, recordd que

en el émnibus habian viajado un determinado
nimero de alumnos y que el nimero que
expresaba esa cantidad tenia 12 divisores. Se le
ocurrio dividir el tiempo entre el numero de

22. ;Cuantas fracciones propias pueden generar una
periodica pura de dos cifras?

23. Hallar la suma, si la mayor fraccidn propia perié-
dica pura m/n y la menor fraccién impropia pe-
riodica mixta d/e, tal que: m+n=d+e=126

pEaLLe alumnos y obtuvo una fraccién decimal periddi-
; if . 1 1 ca mixta de dos cifras en su parte no periodica y
&4 CCL}?nFaS RS EetE: s01-30. 2 Pai sttt una cifra en el periodoe. Determinar el tiempo y
pericdica? : ! .
el namero de alumnos.
Rpta.: 26 cifras Rpta.: Tiempo 7 minutos, nimero de alumnos 60.
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EJERCICIOS PROPUESTOS CON ALTERNATIVAS

1. Hallar el M C D de 2/8, 6/15 y 24/20

a) 2120 b) 1/120 c) 2/60

d) 1720 e) 3/45
2. Hallar el MCM de 4/7, 8/11 y 24/17
a) 24/77

b) 24/7 c) 477

dy 8 e) 24

3. La suma de una fraccion cualquiera y su recipro-
ca es en general, mayor que: (sefalar el mayor

valor)
a) La unidad b) 372 c) 4
d)3 e) 2

4. ;Cuantas fracciones de denominador 315 hay
comprendidas entre 3/5 y 5/7?
a) 35

b} 36 c) 34

d) 33

e) infinitas

5. ;Cudntas fracciones propias irreductibles de
denominador 147 existen?

a) 63 b} 65 c) 70

d) 77 e) 84

6. Para cuantos valores de N se hace entera la frac-

cion:

N+ 55

N+1
a) 6 b) 8 c) 10
d)11 e)l2

7. Hallar la suma de los 4 términos de 2 fracciones
irreductibles que suman 31/35

a) 15 b) 16 e 17

d)18 e) 19

8. ; Cudntas fracciones propias de denominador 1 400
son reductibles?
a) 940

b) 820 c) 720

d) 460 e) N.A.

9. La fraccion 23/35 estd comprendida entre dos
fracciones homogéneas cuyo denominador
comun es 19 y los numeradores son dos enteros
consecutivos. Hallar estos niimeros.
a)6y7

b)8y9 c)20y21

d)7y8 e) 19y 20

10. Con 450 litros de vino, se llena 580 botellas de
5/7 y 5/6 de litro de capacidad. ; Cuantas botellas
de 5/7 litros hay?

a) 300 b} 280 c)120
d) 140 e) 288
11. Si: % =2 , jcudnto vale “b™?
cha 17
a) l b) 2 c) 4
d) 6 e} cualquier digito

2
12. Dada la fraccion : P¥ ]
p -

donde “p” es un valor entero. ; Cudntos valores
de “p” dan origen a una cantidad entera?

a) 2

b1 c)o

d) 4 e)3
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1%

145,

i

16.

L7

18.

Al mirar el reloj. se observé que los 3/5 de lo que

quedaba del dia, era igual al tiempo transcurrido.
:Qué hora era?

a) 12 m. b) 6 a.m. c) 9 am.
dyl0am e)2pm
A y B pueden hacer una obra en 6 2/3 dias; Ay

Cen+44/5 dias, A, By Cen 3 3/4 dias. ;En cuan-
tos dias podra hacer la obra A trabajando solo?

a) 10 10/11 b) 10 1/11 c) 10 172

d) 11 e) 11 1/11

:Cudntos términos tiene la suma:

3 280
6 561

para que se igual a: ?

a) 6 b) 7 c) 8

dy @ e) 10

0,24

0.68

5

Hallar el valor de :

a) 0,6 b} 0,35 c) 0,36

d) 0,195 e)03

Hallar el numerador de una fraccion irreductible,
sabiendo que el producto de sus términos es 550
v que ademds es equivalente a un numero deci-
mal exacto.

a) 50 b2 c) 25

d)y 11 e) 10

; Cuantas cifras tiene el periodo de: 3/117?
a) 2 b)3 cls

d)6 e) 12

19.

20.

2l

22

5

24

¢ Cudl es el nimero decimal que dividido entre
su reciproca da: 0,340277?
¢) 0,583

a) 0346 1) 0,296

0173 €) 0,264

La fraccién 1/1 577 origina un nimero decimal
cuya parte periddica termina en la cifra:

a)l

b) 3 c) 5

d) 7

) ninguna anterior

Considere todas las fracciones irreductibles que

——
generan numeros decimales de la forma: 0.abe.
: Cudntos denominadores diferentes se cuenta?

a) 16 by 24 c) 18

dy 32 e) N.A.

Si: 0,’r;ﬁ+ O,r’n_r;= l,ﬁ. Calcular: (m + n)

a) o b) 10 c) 11

dylz

e) Hay varias soluciones.

Calcular la fraccion equivalente a 0,454 tal que el
MCM de sus términos sea 935, dar como
respuesta la suma de sus términos.

a) 288 b) 320 c) 272
dy 368 e) 464
Simplificar:
R
g Ll c
) 5 3
a1l 51 S b L
5 73 2 "% 8
i iy , 205
377 10 864
)87 HNaA
46 381
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25, Simplificar la siguiente expresion :

a)ll

b 8,97 c)4.5

05
07
01 05
_+_
36 24 53
+ 7+
0.088 7
015 + —
12
e e oy L4l
28 337
1 7 445
4 1785

26. Simplificar la expresion (aprox.)

. L
1,13 0004 2 93
0000102 032 ——.— L
46 123

>

d) 5,1 e)99

27. \/0,00 aw D0 aeD a=07

a)l b) 7 c) 6
d)3 e) 4
28. Hallar “E” si:
MCM (O,T; B2rm: . ;03)
Mcp (0120331 ... ,078 )
a) 84 b ¢) 8 400
24
d) 840 e) 1
42

CLAVE DE RESPUESTAS

=217 =



POTENCIACION Y RADICACION

POTENCIACION

Es la operacion aritmética que tiene por objeto hallar
el producto de varios factores iguales. Asi:

a = base
donde

m = exponente

POTENCIAS DE EXPONENTE REAL

La tinica definicién dada hasta ahora de potencia exige
que el exponente, el cual es el nimero de veces que la
base entra como factor, sea un niumero natural.

Pero siendo uno de los principales fines del analisis
matemdtico la generalidad de todas las operaciones,
cualquiera que sea la naturaleza de los nimeros que
intervienen en ellas comeo datos, conviene generali-
zar la definicién de potencia de modo que pueda
aplicarse cuando el exponente es un niimero real
cualquiera, racional o irracional.

Siendo “a” un numero real cualquiera y “h” y “k” dos
numeros naturales, se verificara siempre:

(ah Yoz g bk

LEYES FORMALES DE LA POTENCIACION

1® La potencia es uniforme, es decir:

Sia=b v m=n entonces: a®=5h"

m

En efecto: AT =g A A

b*=b.b.b.....b
y por ser uniforme la multiplicacién:

Bshsbiszge b

m n

a.a.a.....a =

2° La potenciacion no es conmutativa ni asociativa

a"=a.a.a.....a(nveces)
n"=n.mn.n.... .nfaveces)
a= n?
Por otro lado:
(a™)® =g a% &%, ... .a"
—_—
“m” veces
n n n
(a.a.a....a)(@a.a.a.....a)..{a.a.a....a)=am
“m” factores
ademas:
nm m
a” '=a.a.a....a(n™veces)ycomon.m,no

es siempre igual a n™, no es asociativa.

3° La potenciacién es distributiva respecto a la mul-
tiplicacién o sea:

(a.b)" =a™. b"

En efecto :
(a.b)" =a. b.a.b.a.b.....a.b(nveces)

cee.a . b.b.b.....b=a".b"

=d.a.a.

n n
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4% La potenciacién es monotona, o sea si:

a<h

. a"< b" {es consecuencia de la multiplicacién)

5° Médulo de la Potenciacién.- El module de la
potenciacidn es la unidad

S5i: a®™=a = m=1
CUADRADO DE UN NUMERO

Se llama asi al producto de 2 factores de numeros
iguales:

Ejemplos:

i)8.8=8%=64
2
i ook [ el
4 4 \4 16

i) (0,25) {0,25) = {(0,25)% = 0,0625
CUADRADO DE UN NUMERO DECIMAL

Para elevar al cuadrado un numero decimal, se
eleva como sl fuese un numero entero v al pro-
ducto resultante se le separa el doble de cifras
decimales que tenga la fraccién.

Ejemplos:
i) (0,31)?= 0,096l
i) (0,00017)% = 0,0000000289

TEOREMA: La diferencia de los cuadrades de 2
nimeros enteros consecutivos es igual al doble
del menor mds uno.

También se puede decir que es igual a la suma de
ellos.

Sean: Ay (A + 1) los nuimeros enteros consecu-
tivos.

Definicién: (A + 1) -A%= 2A+1=A+(A+ 1)

Demostracién:

(A+1P-A2=A2+2A+1-A2=2A+1

TEOREMA: 5i a un namero N se le agrega media
unidad, su cuadrado aumenta en diche numero N
mas 1/4.

Definicién: Si el cuadrado de N es N2, el cuadra-

do de (N + 1/2) sera: N + N + %

Demostracion:

2 2
(N+1—)=N2+2N.—1+(i)=N2+N+i
2 L) 4

CUADRADO PERFECTO
Es todo namero que tiene raiz cuadrada exacta.
Ejemplos:

i) a? ; porque: \/a7= a

i1) 0,0625; porque: N0,0625 = 0,25

CARACTERISTICAS DE UN
CUADRADO PERFECTO

1° La condicién necesaria v suficiente para que un
numero sea cuadrado perfecto es que los expo-
nentes de sus factores primos sean pares.

En efecto, sea “N” un namero cuadrado perfecto.
Consideremos que al descomponer “N” en fac-
tores primos toma la forma:

N=a*. bt cv, .. .[F

se debe cumplir:

o =02 = o = 2o,
B =2 = - 2B,
y =2 =  Y=2y
e 5 = A=2,
En efecto:
N=a’ b P, . Ph
N=(@% . bP1.chh., ... "2 =k
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ch &:a‘ﬁ.bﬁl.cﬁ. v M=k

&: k {(namero entero)

2° S1un numero es cuadradoe perfecto v termina en

5, se cumple que:

La cifra de sus decenas es 2 y la cifra de sus cen-
tenas es par.

Sea “N” un namero cuadrado perfecto que termi-
na en cinco.

N = .3 ; su raiz terminard en cinco, luego

podemos establecer:

\/E =...d 5; elevando al cuadrado:

N=(... 00 +d5)2= .. 0000+2.d5...00+d>5
N=_.0000+..00+(10.d+57

N=..000+d?.100+d.100+25

N=..000+d(d+1).100+25
pero did +1) es par o sea: d{d + 1) =... (2n)

N=..(Q2n}25

3° Todo cuadrado perfecto es de la forma:

4n 6 4n+1
En efecto; si “N” es cuadrado perfecto:
a) 51 “N” es par:

Su raiz cuadrada también sera par. Por lo tanto:
VN=2p = N=4p’ =4n

b) Si “N” es impar:

Su raiz cuadrada también serd impar. Porlo tanto :

&: n+l=N=0Cn+12=4n+4n+1
]
m4

*“ N=md4+1 = N=4n+1

CUANDO UN NUMERO NO ES CUADRADO
PERFECTO

L::

Siun numero termina en 2, 3, 7 0 8, no puede ser
cuadrado perfecto.

En efecto: El cuadrado de un niimero termina en la
misma cifra que el cuadrado de sus unidades, y co-
me ninguno de los cuadrados de las 9 cifras signi-
ficativas termina ni en 2, 3, 7 i 8, un ndmero que
termina en estas cifras no es cuadrado perfecto.

El producto de dos numeros enteros consecutivos
no es cuadrado perfecto.

Observamos que a lo mds si uno de ellos es
cuadrado perfecto, el otro no lo es.

Si un ndmero termina en una cantidad impar de
ceros, no es un cuadrado perfecto.

En efecto:
AQ00...0000 =A . 102 = VA 10?10
T ——

(2n + 1) ceros
de esta ltima expresién se deduce que:
A, puede ser cuadradoe perfecto; 102, es un cua-

drado pertecto, pero 10 no es cuadrado perfecto.

A 000 ... 0000 = 12
\—\,_—/
2n + 1) ceros

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ;Cuantos cuadrados perfectos de 3 cifras existen

en base 117

Solucién:

El mayor ntimero de tres cifras en base 11 esde la
forma:

ad Ot(u)

donde: a=10
El menor namero de tres cifras en base 11 es de
la forma:

100,

Estos numeros lo transformamos a base 10 por
descomposicion polinémica:

Qo =10.112+10.11+10=1 330

(1)
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2m _
1330 = 3647 (1) A=1+1041024.. + 10110721
10-1
2m
100,,,=1.112= 121 Ao Loz
9
= V121 =11 2
= B=4444.. 4444 =4 . (1111...1111)
L —] —
Analizando (1) y (2, se observa que el valor de la “m cifras” “m” cifras
raiz cuadrada del menor cuadrade perfecto en
base 11, tiene que poseer un valor mayor que 11 (10m-1)
en el sistema decimal, y el mayor cuadrade per- B=4(1+10+107+ ...+ 10™") =4 T
fecto en base 11 tiene que tener por raiz cuadra-
da un nimere igual a 36 en base 10. _— (10™ - 1)
T
El namero de cuadrados perfectos en base 11 es:
Por lo que:
36-11 =25
2 m
Rpta.: Existen 25 cuadrados perfectos de 3 cifras A+B+1= (LQFE L4108~ 1) +1
en base 11. 9
2m m
2.- Al cuadrado de un namero entero se le suma su = (10°" + 4. 107 + 4)
cubo y se obtiene 16 250. 9
Hallar el namero. pero: 1070 + 4 10% + 4 = (10™ + 2)?
Solucién:
(10™ 4+ 2)2 (1 0000...00 + 2)?2
A+B+1= =
Sea “A” el ntunerc buscado. Podemos establecer : 32 35
A2+ A% =16 250 2 —
* KB # L= [—100 02] -3333..4 =K
| W
A2y AP = 2.5.5.5.5.13 “m?” cifras
A*(A+1) =2.5%.5%.13 S A+Bsl= R

A AA+1)=25.25.26 4.- Hallar el nimero a9b% cuadrado perfecto, tal que:

a+b=7
Identificando factores por comparacién de los
miembros: A = 25 Solucion:

Rpta.: El numero es 25 a9ho=1

3.- 51 “A” tiene 2m cifras, iguales a 1; “B” tiene “m” Descomponiendo polinémicamente:
cifras iguales a 4. Demostrar que A + B + 1 es un

cuadrado perfecto. 1000a+900+10b+9=k

1000 a+ 10b+ 909 =k
090 a+ 10(a+ b) + 909 = k2

Solucién:

En efecto, podemos establecer que:

Pero, como (a + b) = 7, se tiene:
A=111... 1111,
REE ST R Sy

2m cifras 900 a+10.7+900=k?

descomponiendo polinémicamente y sumando: 11(90 a + 89) = k&
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de aqui se deduce que:

90 a+89=mll
(88+2)a +(88+1)=mll
2a+1=mll
por lo tanto: a =5,
Reemplazando en la condicién:
a=5; b=2
Rpta.: 5 929 es el # cuadrado perlecto.

;Cudntos son los niimeroes cuadrados perfectos

de la forma abc, tales que “a”, “b” v “c” son cifras

diferentes y consecutivas sin importar el orden?

Selucion:

Sean (n-1),nvy (n+1) las cifras consecutivas. Su
suma es 31, v entonces los nimeros buscados son
m3. Como éstos son cuadrados perfectos, deben
ser también mo.

Por lo tanto:

3In=m9% = n=3:6.0
como:
n+l <10 = n= 9

Sin =3, las cifras son 2, 3 y 4 . Escojamos com-
binaciones que no terminen en 2 o en 3. Pero 234
no es cuadradoe perfecto, aunque 324 silo es.

Sin = 6, las cifras son 5; 6, 7; los numeros, segn
las reglas de formacion de cuadrados, pueden
ser: 576 y 756, pero 756 = k% Entonces, solo
existen dos nimeros.

Rpta.: 324 y 576

:Cudl es el numere que sumado con su cuadrado
da 2 9707

Solucion:

Descomponiendoe el ntmero en sus factores pri-
mos.

Se tiene:
2070=2.3.5.11=54 .55=54 (54 + 1)
2970 = 5347+ 54

Rpta.: El nimero buscado es 54

7.- ;Cuantos cuadrados perfectos hay entre 3 200 vy
8 6007

Solucién:

Debe cumplirse que:

3200 < N2 < 8600
V3200 <N < V8600

56 2N <« &
n b

El ntimero de cuadrados perfecto es:

92 -56=736

Rpta.: Existen 36 cuadrados perfectos.

8.- ;Qué valores deben tomar las cifras “a” y “b” del
numero 9ab4 para que éste sea un cuadrado per-
fecto?

Solucién:
Como el namero cuadrado tiene 4 cifras, la base
debe tener 2 cifras, asi:

— —

Oab4 = mn

también, al empezar en 9, debe cumplirse que:
9000 < mn = m=9

mds ain, n debe ser mayor a 4

G

Come el namere dade termina en 4, “n” serd 2 01
8; como n debe ser mayor que 4, sélo puede ser 8.

Oab4 = 982 = 9 604
Rpta: a=6 vy b=0
9.- Hallar los cuadradoes perfectos de la forma:

k? = aabb

Solucién:
aabb = Kk?
Descomponiendo polinomicamente

1 100a + 11b = &

11(100a + b) = k2 (o)
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Se deduce que:

o

100a+b= 11 = 11p B

De {(a) v (B), se deduce que debe ser cuadrado
perfecto y se puede escribir como:

(a +b)
11

p=9%+

Comoa+b<18 sededucea+b=11:

p=9%+1 ,a=7,b=4

Rpta.: aabb =7 744

10.-Determinar un numero de 6 cifras, cuadrado per-

fecto, de la forma abedef y tal que:

cd=2.abyef=3.cd
Solucién:

Podemos establecer que:

abcdel = k2
por descomposicién pelindmica:

10 000ab + 100 cd + ef = &2

sustituyendo los valores de cd y ef, segiin dato se
tiene:

10 000ab + 200ab + 6ab = k2
ab(10 2086) = k2
ab .23, 7=12 (o)

Por condicién de cuadrado perfecto en la expre-
sion (o) los exponentes de los factores primos

deben ser pares, requiriéndose que: ab =2. 7

ab = 14, entonces: ah = 14, od =28 yg= 84

Rpta.: abcdef = 142 884

11.- Se escribe 4 cifras consecutivas crecientes.

Luego, se permuta las dos primeras y el ntimero
de 4 cifras asi formado es un cuadrado perfecto.
Hallar este niimero.

Solucion:

Sean las cuatro cifras consecutivas
), (n+1),(n+2)y(n+3)

El namere buscado es de la forma:

n{n+1)(n+2)(n+3)

y por condiciones del problema permutamos las
dos primeras cifras y este serd un numero cuadra-
do perfecto

m+)n{n+2) (n+3)=kK

1111 .n+ 1023 =k2
Recomponiendo pelindmicamente y reduciendo :

11 (101 .n + 93) = k?
;_\,—J

Se deduce que:
101 . n+93=mll
(mll+2mn+mll+5=mll
2n+5=11 = n=3

Rpta.: El numero buscado es 3 456

12.- Un horticultor tiene cierto ntumero de arboles

que quiere plantar en un campo cuadrade for-
mando igual numero de hileras en ambos senti-
dos. Hechos sus cdlculos, observa que segin lo
que se habia propuesto le sobran 132 arboles,
entonces decide plantar 2 hileras mds de drboles
en ambos sentidos, mds, para ello ve que nece-
sita 96 drboles mds. Digase cudntos drboles tenia
y cudntes habia pensado sembrar por hilera en
un principio.

Solucion:

La suma de 132 + 96 = 228 representa la diferen-
cia de los cuadrados de dos niimeros que se dife-
rencian en 2 unidades.

Luego:
(A+2)7-A2=4A+4=4(A+1)=228
A =356

Rpta.: Tenia: 562 + 132 = 3 268 drboles.
Pensé plantar: 56 drboles por hilera.
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15.- Un Coronel que tiene 1 152 hombres, quiere for-
mar con ellos un cuadrado de centro vacio que
pueda contener 42 hombres de cada lado. Digase
cuantes hombres habrd en cada fila exterior del
cuadrado y cudntas filas formara?

Selucion:

La parte sombreada representa la presencia de los
1 152 soldados.

—42

Del grifico:
n?-422=1152
n=>54

Cada fila exterior tiene: 54 hombres.

Numero de filas exteriores:

54 - 42
2

= 6 filas

Rpta.: 54 hombres en cada fila exterior, formara:
6 filas.

CUBO DE UN NUMERO

Se llama asi al resultado de multiplicar tres veces un
mismo numero

@
@
@
]
@
(v
|
Ut
—
I

(0,12) (0,12) (0,12) = (0,12)>=0,001728

CUBO PERFECTO

Es todo numero que tiene raiz ciibica exacta.

Ejemplos:

i) ‘%173: a
H)A512 = 8

3
i 1

A1

5% 7
n

iv) ¥0,001728 = 0,12

TEQREMA.- La diferencia de los cubos de 2 numeres
consecutivos es igual a 3 wveces el cuadrado del
menor mds 3 veces diche numere mas uno.

Sean: (A + 1) y A, dos nuameros consecutivos.

Demostraremos que:
(A+1rX-A*=3A2+3A+1
Demostracion:
(A+1)P-A3=A313A243A+1-A*=3A24+3A+1
CARACTERISTICAS DE UN CUBO PERFECTO
1? La condicién necesaria y suficiente para que un

numero sea cubo perfecto es que los exponentes
de sus factores primos sean multiplos de tres.

En efecto:

Si N es cubo perfecto, y descomponemos a N en
[actores primos, tal que:

N=a®hber . ]* (1)

Debe cumplirse que:

a=3a,; B=3p ; v=3y ;.. h=3A
Sustituyendo en (1):
N= a* b P = 1B (entero)

\?’jN7= k (entero)
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2° Un cubo perfecto puede terminar en cualquier CUBC DE LOS 10 PRIMEROS NUMEROS DE LA

cifra.

El cubo de un namero termina en el cubo de la
cifra de sus unidades y el cubo de los digitos
puede terminar en cualquiera de ellos.

CUANDO UN NUMERO NO ES CUBO
PERFECTO

1® No es cubo perfecto, si el nuimero de ceros en que
termina no es multiple de 3. Pues, si un ntmero
que termina en cero es cubo perfecto, lo serd de
otro que termine en cero: Si este otro termina en
1, 2, 3, ..., p ceros, su cubo terminara en 3, 6,
9,..., 3p ceros.

2° Todo nuimero que no sea multiplo de 9 o que
aumentado o disminuido en una unidad no sea
multiplo de dicho factor, no puede ser cubo per-
fecto.

En efecto, si N es cubo perfecto sera:
N =A3

Todo ndmero A, sdlo puede tener estas carac-

teristicas: P
A=m3
A=m3=+1
A=m3=+2
Sii A=m3
A =m27 =m9
=
Si: A=m3 =1

LA (M3 1P eam27 e m27+mO+ l=m9=+ 1

por le tanto:
N+1=mo
3% Tode nimero que sea divisible por un factor

primo, no puede ser cubo sinoe le es también por
el cubo de dicho factor.

SERIE NATURAL

NUMERQO CUBO

1 1

2 8

EJERCICIOS RESUELTOS

Demostrar que el ntmero 1 331 es un cubo per-
fecto en todo sistema de numeracion cuya base es
mayor que 3.

Solucion:

Sea “x” la base del sisterna, entonces se tiene
descomponiendo polindmicamente que:

]

1331X=X3+ 3 +3x+ 1l=(x+1P=k
Si al producto de 3 niimeros enteros consecutivos
se le agrega el numero del medio, demostrar que
el resultado es un cubo perfecto.
Solucidén:
Sea:n{n + 1) (n + 2), el producto.

En efecto:

nn+Dm+2)+n+1)=n*+3n>+3n+1

=(n+1)yY =K
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3.- 51 la suma de dos cubos de dos nameros es el
capicta 19 691. Hallar los niimeros.

Selucion:

Se tiene:
a+bP=(a+b)(a’-a.b+b’)=16691

Luego, (a + b} debe ser uno de los divisores de
19 691:

7,29,97, 203,679 y 2813

v, el otro divisor serd:
a’-a.b+b?

Por simple comprebacién se deduce que sélo
verifican:

a=27 y b=2

277+ 22 = 19691
Rpta.: Los numeros son 27 y 2

4.- En una fiesta a la cual concurrieron menos de
2 000 personas, se observé en clerto momento
que el namero de mujeres que bailaba era I y
el numero de las que no lo hacian era k; el, nu-
mero de hombres que bailaban era k? y el nu-
mero de los que no bailaban era k..

;Cudl fue el nimero exacto de asistentes, si éste
fue el mayor posible?

Selucion:

Siendo el baile por parejas:
k2= k?
1
se puede decir:

K=k =q

1
yasi: k=¢’yk =¢*
por condicion:

k3+kf+q2+q3=2.q5+q2+q3<2000

por lo tanto:

q = 3 (el mayor valor posible, porque para q = 4
se pasa), v el nimero de asistentes fue:

2.3%5+324+3%=1494

Rpta.: asistieron 1 494 personas.

RADICACION

Es la operacion inversa a la potenciacion; es decir, es
el proceso aritmético que tiene por objeto hallar el
factor de un producto de varios factores iguales.

RADICACION EXACTA

Dados dos numeros: “N” llamado radicande o sub-
radical y “m” llamado indice de la raiz, hallar otro
tercero “A” llamado raiz, tal que:

AN = A=%N
RADICACION APROXIMADA DE UN NUMERO N

Puede ser por defecto y por exceso.

m
Se dice que la YN por defecto es el namero “A”, si A
es el mayor nimero entero que verifica:

Am <« N

—
Se dice que la N por exceso es el numero “B”, s1 B
es el menor namero entero que verifica:

B® » N
RA[Z CUADRADA

Raiz cuadrada de un ndmero “N” es otro “A”, tal que
verifica:

IN=VN=A = A2_N

RAIZ CUADRADA APROXIMADA

La raiz cuadrada es aproximada cuando el cuadrado
de la raiz no reproduce exactamente la cantidad sub-
radical.

La raiz cuadrada es aproximada por defecto cuando
la raiz es el mayor nimero entero cuyo cuadrado es
menor que la cantidad subradical.
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VN =A = A2< N

La raiz cuadrada es aproximada por exceso cuando la
raiz es el menor namero entero cuye cuadrado es
mayor que la cantidad subradical.

Ejernplo : VE: P= P> N

RA[Z CUADRADA DE UN NUMERO CON UN
ERROR MENOR QUE m/n

Extraer la raiz cuadrada de un ntimero “A” con un
error en menos de m/n es buscar el mayor multiplo
de mvn contenido en la raiz cuadrada de “A” v la for-
mula es:

m A(g)z

n m
TEOREMA. En la extraccion de la raiz cuadrada ine-
xacta, siel residue “R” es menor que la raiz, el error

de ésta va a ser menor que media unidad.

Sea “N”: un nimero cualquiera, tal que:

N|lA = N = A +R (L
R
o:
R= N-A? (2)
Demostracion:

Por condicién del Teorema: R < A

Si se reemplaza R por A, la igualdad (1) se trans-
forma en desigualdad, asi:

N < A2+ A
Con mayor razon se acentia la desigualdad si al

mayor se le agrega %

N < A2+ A+ 1/4

A2 « N < (A +1/2)?

A <IN < (A+ 1)

TECOREMA: En la extraccién de la raiz cuadrada
inexacta, el residuo es slempre menor que el doble
de la raiz mas uno.

WN|A = N<=A2+R Q)
R

Demostraremos quel

R< 2A + 1

Demostracion: (Por contradiccion)

1° Negamos las tesis, consideremos que:
R=2A+1 (2)
Sustituyendo (2} en (1):

N= A2 + 24 + 1

N=(A+1? = VN=(A+1)

La negacion de la tesis nos ha conducido a una
conclusion falsa, puesto que la N es por hipdtesis
“A” v no “A + 17, por lo tanto la negacién de la
tesis es falsa v la tesis es cierta.

2° S5i:
R>2A+1 3)
Como:
N=A2 + R 4)
(3) en (4):

N>A2+2A+1=>Ns>A+12=>VNsA+1

Analizando esta expresion, observamos que por
haber negadoe la tesis, hemos llegado a concluir
que la raiz de N es mayor que A + 1 y ésto es falso,

puestoe que por hipétesis la \/ﬁes A.

Del analisis realizado, deducimos que no pudien-
do ser R ni igual ni mayor que 2A + 1, tendremos
que admitir que R < 2A + 1.

REGLA PARA EXTRAER LA RAIZ CUADRADA
DE UN NUMERO

1. Se separa el ntumero subradical en grupos de dos
en dos cifras, empezando por la derecha.
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. Se determina mentalmente el mayor cuadrado
exacto contenido en el grupo de la izquierda vy se
escribe su raiz cuadrada como la primera cifra de
la raiz buscada.

. El cuadrado de esta cifra se resta del grupo de la

izquierda y junto al resto se baja el grupo siguien-
te para formar un dividendo parcial.

. Se multiplica por 2 la raiz hallada para tomar un

divisor parcial y se divide entre éste el nimero
formado separando la primera cifra del dividendo
anterior, formando el cociente (o el cociente dis-
minuidoe) la cifra siguiente de la raiz buscada.

. Para probar si la cifra es buena, se escribe al lado

del divisor parcial para formar un divisor com-
pleto v se multiplica este divisor completo por la
cifra de prueba. Si el producto se puede restar del
dividendo formado, la cifra es buena.

. Se resta este producto del dividendo formado, se

baja el siguiente grupo de 2 cifras para formar un
nueve dividendo, se multiplica por 2 a parte de la
raiz hallada para formar un divisor parcial y se
procede como se indicd anteriormente.

. 51 no queda ningan residuo del dividendo forma-

do con el altimo grupo del namero dado, ha ter-
minado la operacién y la raiz es exacta. 5i queda
un residuo, se escribe una coma decimal después
de esa parte de la raiz hallada. Se afiade dos ceros
al dividendo parcial, se procede como se indicéd
anteriormente y se continua la operaciéon tanto
como decimales requiera.

8. Si en cualquier momento el divisor parcial es ma-

yor que la parte del dividendo que resulta sepa-
rando la primera cifra de la derecha, se escribe un
cero como cifra correspondiente de la raiz, se ba-
ja el grupo siguiente y se procede como se indico
anteriormente.

. 5i el namero dado, para extraer la raiz cuadrada,

es un numero decimal, se divide el ntmero en
grupos de 2 en 2 cifras de izquierda a derecha de
la coma y si el altimo grupo de la derecha con-
tiene solamente una cifra, se le aftade un cero.
Después se procede como se indicé anterior-
mente, poniendo la coma decimal en la raiz cuan-
do se llega a la coma del namero.

Ejemplo:

Hallar V526930,81

V52603081 725.0
49 142 .2 = 284
360 1445 .5 = 7 225
284 14 500 . 0 = 130 581
8530
7225
130581
130581

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Simplificar la siguiente expresion:

W

o 3 Y3 L
L. Al ap
") 2 Hois
Solucisn:

Haciendo el numerador igual a E;:

E =V3V3\3 . w

Elevandoe al cuadrado:

EX=3 ‘J3\/;37... %

Observe que las raices valen E, porque es como el
dato raiz infinita. Luego se puede escribir asi:

:

E2

=3 E

1
Simplificando: E, =3

Haciendo el denominador igual a E,:

1 1
B, sy §fin
? 2 2

ﬁ
8

=EP =
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Elevando al cuadrado:

S I | B B —
2 2 2 2
y_ 1
Ez T o L,
Simplificande:
1
E2 = —2
Finalmente:
i D
ol
2

Rpta.: 6

2.- Hallar el residuc de extraer la raiz cuadrada de:

444 .. (30 cifras)

Solucién:

S5i empezamos a efectuar la raiz cuadrada:

V4 4 4.4 66
8 44 126 .6 = 756
8 844 1326.6=7956
88844

Se nota que por cada par de cifras del radicando,
hay un ocho en el residuo. Como hay 15 pares de
ochos, el residuo sera un namero formado por 15
cifras ocho.

Rpta.: Residuo 88...8
;\,_J

15 cifras

3.- Hacer racional la expresion:

Vo + V2
V2+\j;

E=

Solucidn:

Hacer racional una expresion es escribirla en
forma tal que el denominador no esté afecto a la
raiz. Si nosotros observammos que :

V23 V243 =1

Esto nos permite multiplicar numerador y deno-
minador de la expresion dada por:

2 -3

que es la “conjugada del denominadoer”.

La expresion propuesta, se puede escribir:
e b Vb (b2 2
1
V243 . Y245

Pero la expresién sub-radical queda como:
G- )(E+2V12)=2-V3 )(B+4v3 )
42\ )(2+\B)

=4

Luego la expresion propuesta es igual a:
E=V4 =2

Rpta.: 2

4.- Demostrar que el cuadrado de un nimero entero

o9 IORSRT)

n” es igual a la suma de los “n” primeros niime-
ros ilmpares.

Demostracion:

Escribamos los nuimeros impares en términos de
los cuadrados de los numeres de la serie natural:

12=1
P-12=3
3P_2=5

{(n-1)2-(n-22=2n-3

n’-(n-1»=2n-1
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sumandoe miembro a miembro:
*=14+3+5+..+2n-1)

Con lo cual, queda demostrada la propiedad.

RAIZ CUBICA DE UN NUMERO

La raiz cabica de un numero “N” es otro nimere “A”

que verifica:

en (4) vy (5) v se halla el resto correspondiente para
tormar el nueve dividendo con arreglo a (6).

Usando las dos cifras obtenidas en la raiz como
“primera cifra” se repite el paso (4) para hallar la
siguiente cifra de tanteo.

Si es necesario se repite los pasos (5}, (6) v (7) v
se continta hasta que ya no haya mds grupos en
el ntmero inicial, o tanto como se desee aftadien-

IN - A o A=N

REGLA PARA EXTRAER LA RAIZ CUBICA DE
UN NOMERO

. Se divide el numero cuya raiz se quiere hallar en
grupos de tres cifras a partir de la coma decimal,
a uno y otro lado de ella y anadiendo ceros a la
parte decimal cuando el dltime grupo no con-
tiene tres cifras.

. Se halla el mayor cubo exacto que estd contenido
en el grupo de la izquierda y se escribe su raiz
cubica como primera cifra de la raiz cibica bus-
cada.

. Se resta el cubo de esta cifra del primer grupo de
la izquierda v se baja, junto al resto, el grupo
siguiente para formar el dividendo parcial.

. Debajo de la raiz hallada se escribe como divisor
de tanteo el producto del cuadrado de la primera
cifra de la raiz por 300, se divide el dividendo por
este divisor de tanteo, y el cociente es la cifra de
tanteo, y el cociente es la cifra de tanteo de la raiz.

. Para hallar el divisor completo se suma al divisor
parcial los dos niimeros siguientes: 30 veces el
producto de la primera cifra de tanteo v el cuadra-
do de la cifra de tanteo.

. Se multiplica el divisor completo por la cifra de
tanteo; si el producto es menor que el tanteo, la
cifra es buena; se resta del dividendo y se baja el
grupo siguiente para formar un nuevo dividendo.

. Si el producto es mayor que el dividendo, se reem-
plaza la cifra de tanteo por la inferior en una
unidad; se forma un nuevoe divisor como se indica

do nuevos grupoes de tres ceros después de la
coma de decimales.

10.5¢ separa en la raiz tantas cifras decimales como
grupos de a tres cifras decimales haya en el
numero dado.

Ejemplo:

Calcular la raiz cubica del namero 78347809,639.

5
\/78347809,639 427.9
64 42 300 =4 800
14347 30.4.2 = 240
10088 2 = 4
4259800 5 044
3766483 422 300 = 529 200
403326 639[30.42.7= 8820
4903326 639 7= 49
538 069
4272300 = 54 698 700
30.427.9= 115 290
92 = 81
54 814 071

En conclusisn:

3
V78347809.639 = 4279

HALLAR LA RA{Z CUBICA DE UN NOMERO
CON UN ERROR MENOR QUE a/b

Extraer la raiz ctibica de un nimero “N” en menos de
a/b es buscar el mayor multiplo de a/b contenido en
la raiz cubica de “N” y la térmula es:
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Ejemplo:
Hallar la raiz cibica de 37,45 en menor de 7/20.

3 %] 3
i R187.4. 98 § Fo-
20 2 20

La raiz cubica de 873 en menos de una unidad es
9, asi:

LN R
20 020

Mientras que 3V37,45 =3 1/3. Advertir que la di-
ferencia entre ambos resultados es menor que
720,

TEOREMA: En la extraccion de la raiz cubica, el
residuo es menor que el triple del cuadrado de la raiz
cubica mas el triple de esta raiz mas uno.

10

Hipotesis:
3
N |A
R
Tesis: R < 3A%2 + 3A + 1

Demostracion: (por método del absurdo)
Admitamos que: R=3A2+3A+1 (1)
Por otro lado: N=A* + R (2)
Sustituyendo (1) en (2):

N=A>+3A2+3A+1

N=(A+1)P
IN=A+1 (3)

Analizando la expresion (3) observamos que por
haber negado la tesis hemos llegado a la conclusi-

3
on de que 1a\/§es A + 1,y ésto es falso, puesto

3
que por hipotesis la ¥N es A y no A + 1. Por lo
tanto, la negacion de la tesis es falsa, entonces la
tesis es cierta.

Si el resultado no puede ser igual a 3A% + 3A + 1,
ne podrd ser tampoco mayor que esa cantidad,
por lo tanto, si R no puede ser igual ni mayor que
3A% + 3A + | se deduce que R es menor que dicha
cantidad.

PRUEEBA POR LOS NUEVES DE LA RAIZ
cUBICA

Sea:

3
INJA = N=A*+R D)
R

Sean p, q, r, los restos que se obtiene al dividir
entre 9, los nimeros N, A y R respectivamente.

N =m@®+p
A=m9+q
(2)

R =m%+r

Ar=m9+qg’

Sustituyendo (2} en (1), adecuadamente:

mo+p=m9+q>+md+r
mo+p=m9+(qg®+1)

Por lo tanto, para verificar que la raiz hallada es
correcta se debe cumplir que: la diferencia entre
(q® + 1)y “p” debe ser cero, 9 ¢ al dividir esos
numeros entre 9, deben dar el mismo residuo.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar el ntimere abed si se sabe que al extraerle
su raiz cubica, se obtuvo ad de raiz y 190 de re-
siduo y que todas las cifras del namero son dife-
rentes de cero.

Solucion:

%/abcd g = abcd = QS + 190
160

El namere debe ser:

10° = abed < 10t

o también:
.
10 = ad™ + 190 < 104

10 <= ad=< 214 = a=16a=2
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Si a=1: (paraa=2nosecumple) Entonces: 11 .11.11=113=1331

N=1331+190=1521

abed = 1bed
entorces: Rpta.: abed =1521,abed =1
b T 5 2.- Demostrar que la diferencia de los cubos de dos
187 Lhed < .10 numeros enteros consecutivos, disminuida en 1
o, también: es siempre divisible por 6.
10 < 1d” + 190 < 2. 10> Demostracion:
L En efecto, efectuando el primer miembro resulta
10< 1d <122 el segundo.
331 =
El unico valor que satisface esta desigualdad es {ras 1P ol 3 0 1

parad =1, luego: Analizando el segundo miembro de esta igualdad es

_ divisible por 3 ¥ se deduce que entre “a” vy “a + 17,
1d =11 uno de ellos es par, luego es divisible por 6.

EJERCICIOS PROPUESTOS

. Completar la siguiente raiz cuadrada y dar como 4. Hacer el producte de las cuatro cantidades irra-
respuesta la suma de las cifras de la cantidad sub- cionales siguientes:

radical (cada asterisco representa una cifra).
A=V2 +V3
B=

Vau

E

)

*

* %
*

&
*
kS
"

(2 24+ Y2+

Rpta.: 33 D=\/2- o

2. La raiz cuadrada de “N” es “q” y el residuo “r”. Rpta.: (A) (B) (C) (D) =1
:Cudl es el menor nimero que se le puede sumar
a “N” para que la raiz aumente en 1? 5. Simplificar la expresion:
Rpta: 2q+1-r 2+ \3 2-\3
+

3. Hacer racional la sigulente expresion: \/;+ N2 + \g \/;- Y2 - \];
\/67+ \j; Rpta.: 2

\]27_,_ \]37 6. ;Cuantos cuadrados perfectos son multiplos de
16 pero no de 32 v tienen 3 cifras ?
Rpta.: -2-V6 (V2 -3 -1) Rpta.: 3
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7. ;Cudntos nimeros, cubos perfectos, tienen como
raiz cubica un namero entero de 2 cifras?

Rpta.: 90

8. Si ab es la raiz cubica del cubo perfecto abed8,

hallar:a + b e + d.
Rpta.: 18

9. ;Cudntos nimeros de 4 cifras existen tales que
cada uno de estos numeros y su complemento
aritimético tienen la misma raiz cubica?

Rpta.: 175

10. Dar el valor del residuo al extraer la raiz cuadra-
da de 456430 .,

Rpta.: 553,

11. Calcule abc sabiendo que el nmimero 9bcad00 es
un cubo perfecto divisible por 3 y 7. Indicando
luego el valor de a + b + c.

Rpta.: 9

12. Dos numeros limpares consecutivos tienen por
raices cuadradas 2 numeros consecutivos, si el
residuo de uno de ellos es 94, ;Cual es el valor
del mayor de los 2 nameros? Dar el valor de las
sumas de las cifras de dicho namero.

Rpta.: 10

13. Hallar el mayor numero abc tal que al extraer la

raiz cuadrada de abe y de cha se obtiene el mismo
residuo por defecto. Dar el valordea + b + .

Rpta.: 16

14. 5i el numero N = 35aa8b8 es un cubo perfecto.
Hallar la diferencia de ay b

Rpta.: 1
15. Los tres residuos (parciales v total) de una raiz

cuadrada de un namero de 5 cifras son : 0, 34,
63. Hallar la suma de las cifras de la raiz.

Rpta.: 11

16. Hallar el cuadrade perfecto de la forma ahc90ahe.
Dar como respuesta a + b.

Rpta.: 16

17. Siz a, b, ¢ y d son cifras diferentes de cero.
Hallar (a+ b+ c+d) si [E:d2 v g:bz]
Rpta.: 19

18. El residuo por defecto de la raiz cubica de N es
370. El residuo por exceso de la raiz cubica de
N - 50 es 77. ;Cudl es el valor de la raiz por

defecto?

Rpta.: 11

19. Al extraer la raiz ciibica de abed se obtuvo ad de
raiz y 150 de residuo. ; Cudl es el valor de a + d?

Rpta.: 2

20. Hallar el menor nimero tal que al multiplicarlo
por 6 se obtiene un cuadrado perfecto y al mul-
tiplicarlo por 90 un cubo perfecto.

Rpta.: 2 400
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EJERCICIOS PROPUESTOS CON ALTERNATIVAS

. Si:a®- b*=316. Hallar a - b.

a) 2 b) 79 c) 158

d) 4 e) N.A.

. La suma de cifras de la raiz ctibica del ntimere N
que es el mayor cubo perfecto de 18 cifras es :
a) 54

b} 45 c) 36

d) 63 e) 72

. Hallar la suma del mayor y menor numero cuya
raiz cuadrada por defecto es 24.

a) 1 021

by 1 201 c)l321

dy1 231 ¢) Falta informacion

Hallar el mayor numero de 4 cifras tal que sea
igual al cubo de la suma de sus cifras. Dar como
respuesta la suma de sus cifras centrales.

a) 18

b} 9 ¢) 10

dy11 e) N.A.

. abb y acd son niimeros cuadrados pertfectos, con-
secutivos y pares; ademds cd - bb = 52. Con estos

datos hallar abed.

a) 1 820 b} 2 486 c) 1890

d) 1 436 e) 1496

. Hallar el menor valor de “n” si se sabe que:

abba,, = 2

a) 2 b)3 c)4

d) s e) N.A.

:Cudl es el menor numero por el que se debe
multiplicar 10! para que sea cubo perfecto?

10.

11.

12

a) 84 b) 96 c) 154

d) 4410 e) N.A.

El drea de un cuadrado es a9bh9 sia + b = 7.
Hallar el lado de diche cuadrado.

a) 129 b) 33 c) 66

dy 77 e) 67

Hallar (a + b + ¢ + d) si:

Gabcd6 escubo perfecto.

)18 b) 15 c) 14

d) 20 e) 17

Un hombre nacido en la primera mitad del siglo

ey

s
XIX tenia \/X afos en el afio “x”. Entonces

nacié en:

a) 1l 849 b) 1 825 c)1812

d) 1836 e) 1 806

Extraer la raiz cuadrada de N, dar como respues-

ta la suma de las cifras de su raiz.

14 cifras
N=100......... 020 ...... 001
7 cifras
a)2 b)3 c) 8
d) 15 e} 18
Hallar dos ntimeros tales que el cuadrado de su

suma sea 7 744 y el cuadrado de su diferencia
324. Uno de ellos es:

a) 34 b) 28 c) 56

d) 47 e) 53
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13. ; Cudntos pares de nuimero enteros existen tales
que la diferencia de sus cuadrados es 487?

a)l b) 2 c) 3
dy 4 e) N.A.

14. ;Cudntos numeros de 2 cifras pueden ser resi-
dues maximos de una raiz cuadrada?
a) 69

by 100 c) 90

d) 45 e) 15

15. Calcule cudntos nimeros impares de 3 cifras
existen que sean cuadrados perfectos.

a) 107 by 109 c) 108

d) 110 e) 111

16. ;Cuantos “unos” hay en la raiz cuadrada de:

100
100 i 020 i, 001
e e
50
a)2 b) 5 c) 10
d) 11 e) 49

17. 51 17abe0 es un cuadrado perfecto.

Calcule: \ja +b+c-1

a)3

d)1

b) 2 c) 5

e)\]ﬁ

18. En qué cifra terminara la suma de los cuadrados
de los 87 primeros ntmeros.

a) 0

c) 8

b) 5 c) 7

e) 1

19. ; Cuantos numeros de la forma abb3 son cuadra-
dos perfectos?

gl

d) 90

b) 3 c) 9

e) 99

20. ; Cudntos cuadrados perfectos de 4 cifras termi-
nan en la cifra 17

a)9 b) 10 c) 12
d) 13 e) 7
CLAVE DE RESPUESTAS
1)D 2) A 331 4) A 3)
6) C 7) D 8)D 9) « 10) E
11) A 1551 ) 14)D 150
16) A 17) A 18) A 19) B 200 D
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SISTEMAS DE UNIDADES DE
MEDIDA

Actualmente, el Sistema de Unidades de Medida que
se viene imponiendoe en el mundo entero, es el SIS-
TEMA INTERNACIONAL DE MEDIDAS, que se
denota asi: S.I.

Sin embargo, por razones de tradicion, convenien-
cias comerciales u otras razones todavia se usa las
otras unidades de medida de antiguos sistemas,
tales como: el inglés, métrico, espanol, etc. En este
caso se hard una breve resefia de estos sistemas y
también del S.1.

Hablaremos de las unidades de longitud, superficie,
volumen o capacidad, peso, tiempo, dngulos, entre
otras.

SISTEMA INTERNACIONAL DE
MEDIDAS (S.D)

Es el conjunto de medidas cuya unidad fundamental
es ¢l metro.

VENTAJAS DEL S.1.

e Es fijo, pues se ha establecido formal y legal-
mente.

¢ FEsta en armonia con el sisterna de numeracion
decimal adoptade universalmente, lo cual facilita
las operaciones que se efectia con ndmeros en
ese sistema.

e Existe una relacién y dependencia entre las
unidades de sus diversas especies.

¢ Actualmente, se ha determinado que 1 metro
equivale a la trayectoria recorrida por la luz en el
vacio en el lapso de 1/2997294858 de segundo.

MAGNITUD FISICA

UNIDAD DE MEDIDA

NOMBRE |SIMBOLO S.1.

Longitud metro m

Masa kilogramo kg
Tiempo segundo 5
Intensidad de corriente ampete A
eléctrica

Temperatura termodindmica| kelvin K
Intensidad luminosa candela cd
Cantidad de materia mol mol

UNIDADES SUPLEMENTARIAS

MAGNITUD FISICA

UNIDAD DE MEDIDA
NOMBRE

SIMBOLO

Angulo plano

rad

radidn

Angulo solido

estereoradian sT

UNIDADES DERIVADAS

MAGNITUD FISICA

UNIDAD DE MEDIDA

NOMBRE SIMBOLC

Area
Volumen
Densidad

Velocidad
Fuerza y peso

Presién

Capacidad

metro cuadrado m

metro cibico m

kilogramo por

metro cibico kg/m’

metro por seg. m/s
newton N
pascal Pa
litro L
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e El litro es la capacidad interior de un cube, cuya MEDIDAS DE SUPERFICIE
arista tiene como longitud la décima parte del
e, 1 Miridmetro cuadrade (Mm)? = 100 000 000 m*
e El kilogramo es lo que pesa en el vacio a la tem- 1 Kilémeuo cuadrado  (km)> = 1 000 000 m?
peratura de 4° centigrados, la cantidad de 1 L de ;
. 4 2
agua. En esta obra usaremos como unidad de 1 Hectémetro cuadrado (Hm)? = 10000 m
peso 1 kg. Sin embargo debe quedar a(ilal;ado que | Dectmetro cnadzaile (Dm)? — 10
la unidad de peso del SI es el newton “N”.
1 Metro cuadrado (m)? = 1 m?
MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS | decimetro cuadrado  (dm)? = 0,01 m?
Los multiplos y submultiplos de una unidad princi- 1 centimetro cuadrado (em)* = 0,0001 m?
pal se forma anteponiendo al nombre de la unidad
1 milimetro cuadrado (mm)? = 0,000001 m?

principal, los siguientes prefijos:

Se tiene ademss las medidas agrarias empleadas en
MEDIDAS DE LONGITUD las mediciones de campos.

SUBMULTIPLOS DEL METRO 2 2
larea=a=100m

decimetro d 107 = 0,1m . i
Multiple: Hectdrea = Ha =10 000 m?
centimetro c 102 00l m
Submultiplo: Centidrea = Ca=1 m?
milimetro mm 10% = 0,001 m

decimilimetro dmm  10* = 0,000l m

MEDIDAS DE VOLUMEN

centimilimetro ¢cmm 107 0,00001 m .
1 metro ciibico = m = 1m’
o 6
SOl L 18 SEPYNEL o 1 decimetro ctibico = dm® = 0,001 m’
nandmetro n 10® = 0,000000001 m 1 centimetro ciibico = om® = 0,000001 m®
picometro p o 1012= 0,000000000001 m 1 milimetro cibico = mm® = 0,000000001 m?
femtometro f 1015 = 0,000000000000001 m -~ .
No se utiliza multiplos.
attometro a 10°1% = 0,000000000000000001 m
MEDIDAS DE CAPACIDAD
MULTIPLOS DEL METRO 1 Mirialitro = Ml = 10000 L
Decdmetro D 100 = 10m 1 Kilolitro - KI = 1000L
Hectémetro H 10° = 100m 1 Hectolitro _ Hil _ 100 L
Kilo k 10° = 1000
Hemetro m 1 Decalitto - DI - 10L
Miridgmetro M 10 = 10000 m
1 litro = 1 = 1L
Hecto-kilémetro  Hk 10° = 100 000 m
1 decilitro = dl = 0,1L
Mega-metro M 105 = 1000 000 m
1 centilitro = cl = 0,01 L
Giga-metro G 10° = 1000 000 000 m
1 mililit = 1 = 0,001 L
Tera-metro T 10 = 1000000 000 000 m RS % ’
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MEDIDAS DE PESO

1 Tonelada métrica = 1000000 g = 1000 kg
1 Quintal métrico = 100000g = 100 kg
1 Miriagramo = 10000 g = 10 kg
1 Kilogramo = 1000g = 1kg

HUSOS HORARIOS

Se llama asi al sistemna que regula las diferentes horas
en los distintes paises y ciudades del mundo.

Esta en relacion directa con el movimiento astrono-
mico de rotacién de nuestro planeta.

El conocimiento y estudio de los husoes horarios es
importante y util, a la vez que ftécil, pues sélo hay
que disponer de un mapamundi para establecerles.

in embargo es recomendable tener mapas con las
S b dable t 1
istribucién de las horas, en razén de que algunos
distrib de las h d 1
paises han establecido modificaciones en sus res-
pectivas zonas horarias.

Como se sabe, el tiempe que permanece la mitad del
globo terrestre iluminado por el sol se llama dia y el
tiempo que permanece en tinieblas, la otra mitad, se
llama noche.

Dias y noches se van sucediendo por efecto de la
rotacién, pues aunque la Tierra nos parece inerte, en
realidad gira a razoén de 465 metros por segundo,
medido en un punto de la Linea Ecuatorial, v en su
movimiento de traslacién alrededor del Sol avanza
mas de 29 000 metros por segundo.

Se llama longitud a la distancia angular de cualquier
punte al meridiane de Greenwich y latitud, es la dis-
tancia angular de cualquier punte del gloho a la
Linea Ecuatorial.

RELACIONES ENTRE LONGITUD Y TIEMPO

La Tierra, al dar una vuelta completa de ceste a este,
recorre ¢l arco correspondiente a un dngulo de 360°
lo que nos permite establecer lo siguiente:

-
\\\
\ AN
A = %
| = \
= \
R o 1
= 1
; a
| S i
{‘ = Este}
| = !
| &
| & !
| . 1]
jal ]
= !
| 5 !
£ 4
] ’,
rd
,
’I
e

j TIEMPO LONGITUD ANGULAR g
24 horas <> 360° .
1 hora <> 15°
1 minuto <> 55
1 segundo

Estas equivalencias se cumplen sobre un punto de la
Linea Ecuatorial o sobre cualquier circunferencia
paralela a la Linea Ecuatorial. La Linea Ecuatorial
separa del Hemisferio Norte del Hemisferio Sur

De acuerdo con estas igualdades, para saber la dife-
rencia horaria que existe entre dos puntos de la su-
perficie terrestre bastara dividir la distancia en arco
que existe entre sus meridianos, por el factor 15. El
meridiano de Greenwich divide a la Tierra en: He-
misferio Este (E) y en Hemisferio Oeste {O).

En el mismo hemisferio:

diferencia de longitudes

1.3

diferencia de horas =

En distinte hemisferio:

suma de longitudes
15

diferencia de horas =

=282 =
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SISTEMA INGLES DE MEDIDAS PESOS (avois dupois = tener peso)
LONGITUD 28,35 gramos (g) = 1 onza {onz)
3 granos de cebada = 1 pulgada (in.) 16 onzas = 1 libra (1b)
12 pulgadas = 1pie{ft) 100 libras = 100 libras {cwt}
3 pies = 1 yarda imperial (yd). 196 libras de harina = 1 barricada {bbl)
5 1/2 yardas = 1 vara (rd.} 2 000 libras = 1 tonelada corta (T)
40 varas = 1estadio (fur) 2 240 libras = 1 tonelada larga
(long ton) en mineria
8 estadios = 1 millas (mi.)
1,15 millas = 1milla naitica (naut.mi.) MEDIDAS DETIOHIDOS
3 millas nduticas = 1 legua 4 gills (giy = 1 pinta (pt)
7 200 leguas = circunferencia del 2 pintas N 1 eenen S4)
ecuador terrestre 4 cuartos = 1 galén (gal)
SUPERFICIE 1 galdén = 231 pulgadas cibicas
31 172 gal = 1 barril {bbl
144 pulgadas cuadradas = 1 pie cuadrado RS agsil dbl
(sq in) (sq ft) 2 barriles = 1 pipa (hhd)
9 pies cuadrados = 1 yarda cuadrada S - 1 bota
{sq yd)
B vardas cuadradas = 1 vara cuadrada MDA DEMARNERS
4 (sq rd}
Para medir maderas se utiliza el “foot-board measu-
40 varas cuadradas = 1 pértica (R) re”, impropiamente llamado “pie cuadrade”. Fl
“foot-board measure” es una medida cubica ya que
4 pérticas = 160 varas cuadradas representa el volumen de una porcion de madera cu-
1 ACRE (A) yas dimensiones son: 1 pie de largo (12 pulg.); 1 pie
de ancho (12 pulg.} y una pulgada de espesor.
VOLUMEN
El simbolo de 1 “foot-board measure” es,
12® = 1 728 pulgadas cibicas = 1 pie cibico [Ij equivale a:
(cu in) {cu ft)
27 pies cubicos = 1 yarda cibica
(cu yd)
16 pies cubicos = 1 pie cuerda
(cd ft)

1 pie

8 pies cuerdas 1 cuerda {de lenia)

[1]=1pie. 1 pie .1 pulg
1 pértica (de piedra

3
24 = pies cibicos
+ o mamposteria) [1] =12 pulg . 12 pulg .1 pulg = 144 pulg®
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OBSERVACION: Para determinar cuantos “pies cua-
drados” tiene una pieza de madera, bastard con divi-
dir el volumen (en pulgadas) por 144.

Aplicacién: Determinar cudntos “ples cuadrados” tie-
ne un tablén de 6 pies de largo, 1,5 pies de ancho v
3 pulg. de espesor.

[I] _Volumen total (en pulg.)
144

6.12.15.12.3
144

= 27 pies cuadrados

[1]=

EJERCICIOS RESUELTOS

1.-8i en New York son 10 amn. (75° Qeste) ;Qué
hora sera en Honolulu, 165° E? Si un avion par-
tiese la hora mencionada y el vuelo durara 8 h 40
min jA qué hora llegaria a Honolula?

Selucion:
New IYork | Honqlulﬁ
75° (O) 165° (O)
10 a.m.

Como ambas ciudades estan en el mismo hemis-
ferio:
por térmula:

165°-75°
15

Dif. hora = = 6 horas

La hora en Honolult €s:10 a.m. - 6 horas =4 a.m.

.. Elavion llegariaalas: 4 h+ 8 h40 min=12h
40 min del mismo dia.

Rpta.: 12:40 pm.

2.- Cuando en A son las 3 p.m. en B son las 7 h 30
min p.m. Si la longitud de A es 20° (O). ; Cual
es la de B?

Solucion:

Diferencia de horas:

19 h 30 min - 15 h =4 h 30 min
Distancia angular entre A v B:
Long. ang = (4 h 30 min) . 15° = 67° 30’

7 B
® GREENWICH o

—20° 47°30'

— 67030 —
Rpta.: Longitud de B = 47° 30’
3.- La diferencia horaria entre dos ciudades A y B,

occidentales, es 2 h 24 min 40 s. Hallar la longi-
tud de A si es 5 veces la longitud de B.

Solucion:
A
i f)/@’@f;
oo, GREENWICH
4"7:’/7""-&@68
g~
5B

o Ecuador

— 4 veces long. de B—long. B—

— long. de A——

Como las dos ciudades estdn al ceste de Green-
wich, la que tiene mayor longitud (A), tiene la
hora mas temprana.

4 veces longitud de B
157

Dif. Horas =

(2 h 24 min 40 s) 15 = 4 veces longitud de B

36°10°00”7

longitud de B = = 9°2'30”

. longitud de A = 5{(9° 2" 30”)
=45°12 307
Rpta.: La longitud de A es 43° 12 307
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4.- S un pie cuadrado pesa 10 lb, hallar su densidad

en el sisterma métrico.

Solucién:
Como:
Densidad = — 2252 (1)
volumen
Masa =10 1b = 10 . 460 g (2)
Volumen = 144 pulg?
Volumen = 144(2,54 ) cc (3)

Reemplazando (2) y (3) en (1):
Densidad = 1,95 g/cc

Rpta.: Su densidad es 1,95 g/ce

5.- ;Cuantos galones U.S.A. hay en 736 toneladas

métricas de agua?

Solucién:

7,36 toneladas de agua = 7 360 L

Como:
1 L =0,264 galones U.S.A.

Entonces:

7360.0,2064=1 943 gal.
Rpta.: 1 943 galones U. 5. A.

6.- Un comerciante compré 3 yardas de una tela a 30

soles el pie. 51 luego lo vende a S/. 3 la pulgada.
;Cuanto ganod?

Solucién:

1 yarda = 3 pies = 3 . 12 pulgadas = 36 pulgadas

Compro: 3 yd =3 . 36 = 108 pulgadas

Invirtio: 3 . 3 pies . 30 soles/pie = 270 soles

Al efectuar la venta a &/. 3/pulgadas recaudo:
108 .3 =5/ 324

Logand 1324 - 270 =5/ 54

Rpta.: Ganoe 5. 54

7.- Si x, v, z son cilras dilerentes, hallar :

(x+v+2z)

Si:
x quintales + v arrobas + z libras = 4 080 onzas

Solucion:

Reduclendo todo a onzas:

x(100 k) + y(25 1b) + z(16 0z) =4 080 oz
x(3 5248 0z) + y(4000z) + z(16 0z} = 4 080 oz
Simplificando y aproximando:

220x + 25y + z= 255

Por tanteos:

Rpta.: x+y+z=12

8.- A pesa tantos kg como la mitad del peso en libras

de B. 51 A bajara 10 lb, pesarian igual. ; Cuantas lb
pesa A?

Solucion:

Sea: m = peso en libras
Peso deA:%kg (1)
Pesode B= nlb (2

Por condicién del problema:
—k-10Tb=nlh
&

pero lkg = 2.2 lib; luego:
TQ2Ob-10b=nl
n=100

PesodeAenlb:ﬁ - 2.2
2

»

Rpta.: A pesallOlb
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9.- Un cubo cuya arista es doble de la de otro tiene
84 pies cubicos (foot-board) mds que aquel
;Cudl es la arista del menor?

Selucion:

| = arista del ler. cubo

2 1 = arista del 2do. cube

Volumen (en pies cubicos) _ _ P

del ler. cubo 144
Volumen (en pies cubicos) _ 83
del 2do. cube 144

Por condicion del problema:

8P-P
144

71 =84 . 144
P =12 = 1=12pulg = lpie

Rpta.: La arista menor mide 1 pie

10.- Un cubo de 3 pies de arista se divide en 4 partes

iguales. Si el costo de cada parte es &. 810.
:Cudnto cuesta el “pie cuadrado”™?

Solucion:

Costo total del cubo =4 . 810 =%. 3 240

{3(12)} ° pulg?
144 pulg®

Volumen del cubo

(en ples cuadrados)

Volumen del cube = 324
{en ples cuadrados)

3 240
o Cada cuesta =5/.10
324

Rpta.: El “pie cuadrado” cuesta &/. 10

11.-A, By Cestdn sobre la misma recta. B se encuen-

tra a 980 pulgadas de C. Si de A a B hay a yardas,
a ples, a pulgadas y de A a C hay aa yardas, aa

pies, aa pulgadas. Hallar a.

Solucién:

Por condicién del problema podemos establecer:

A B G
|

— 080pulg. _‘

F————— aavydaapiesaapulg, —

aydapulg apies

Por condicién del problema:
(gydgpiesﬁpulg) - (ayd a pies a pulg) = 980 pulg
Primero, se descompone los nimeros aa poling-

micamente; luego se transforma todo a pulgadas,

FIEE)

finalmente se despeja “a”.

11.a(36) + 11 . a(12} + 11a pulg
-(36a pulg + 12a pulg + a) = 980 pulg

11a{49) pulg - 49a pulg =980 pulg

4%a pulg (11 - 1) = 980 pulg
a =2
Rpta.: a=2

12.- Dos moviles separados por una distancia de 3 600

metros parten al mismo instante, en sentidos
contrarios, hacia su encuentro. Este se produce a
2 000 metros de uno de los puntos de partida. Si
con las mismas velocidades, el mévil que lleva
menor velocidad, hubiese partido & minutos an-
tes que el otro, el encuentro se hubiera produci-
do en el punto medio.

Determinar en metros por minuto las velocidades
de ambos moviles.

Solucién:
i
/_\\ T
/-\
£ : | B
2 000 1 600—|
3 600 I

Para tiempos iguales: Cada vez que “A” recorre
200 m, “B” recorre 160 m.
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Por otre lado:
t

Al i | B

x=1440 -|—360 =
1 800 1 800

3 600

En el tiempo “t™:

A recorre 1 800 m (9 veces 200 m)
B recorrera 9 veces 160 m = 1 440 m
Por otra parte, por dato:

V- 360m - 60 M

B : x
6 min min

El tiempo transcurrido hasta el encuentro es:

1 440
60

t= = 24 min

1 800
V, = =
24 min

Rpta.: = 75 m/min

Yy
V, = 60 m/min

13.- A las 8 a.m. un grupo de 20 obreros inicia el

desalojo de un depésito de aztcar, a fin de colo-
car las bolsas en el muelle para embarcarlas.

Cada obrero puede poner en ¢l muelle 12 bolsas
por hora, siendo la capacidad de cada una de
ellas de 0,15 m>.

Tres horas después, un equipo de 36 estibadores
empieza el embarque, cargando cada uno de
ellos 1,5 m* de aziicar por hora, siendo el
numero de obreros invariable y sabiendo que el
barco partié 4 horas después que logré la buena
organizacién de los trabajos, es decir, después
de haber disminuido los estibaderes necesarios,
para que los que queden embarquen por hora el
mismo nimero de bolsas que estdn depositando
los obreros en el muelle. Determinar:

a) Hora de partida del barco.

b) Numero de estibadores que quedo trabajando
al final.

¢} Numero total de bolsas que se llevd el barco.

Solucion:

Cada cbrero coleca en el muelle:
12.015m® =18 m®

de azucar por hora. A las 11 am. (3 horas des-
pués) cuando empezaron a trabajar los estibado-
res, los obreros habian almacenado en el muelle:

20.18.3=108m°
Los 36 estibadores cargan por hora:
36.15=54m’

Los estibadores habrdn cargado el mismo volu-
men de aziicar que los obreros cuando logren
descontarle los 108 m® que éstos les llevan de
ventaja.

Después de las 11 a.m. por cada hora que trans-
curra, los estibadores le descuentan:

36.15-20.18=18m’

Tendrdn que transcurrir: 108: 18 =6 h., y serd las
5 p.m. pero en ese instante se reduce el namero
de estibadores, al nimero necesario para que
puedan cargar sélo los 36 m>, que los obreros
colocan por hora en el muelle. Luegoe, quedan:

36 : 1,5 = 24 estibadores, que trabajan durante 4
horas mas. Entonces el barco parti¢ a las 9p.m.

El barco se llevé:

13.20.12=3120 bolsas

Rpta.: Partié a las 9 p.m.
Quedaron 24 estibadores
El barco llevs 3 120 bolsas

14.- Los pesos de 2 lingotes de acero son entre ellos

como 3 y 4, 5. El primero contiene 0,76% de
carbono y el segundo 0,5%. Se extrae 93 kg de
acero del primer lingote que se afiade al segun-
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do; en este momento, los dos lingotes tienen
cantidades iguales de carbono. Se desea saber el
peso inicial de cada lingote.

Selucion:

Conslderemos:

w, = peso del ler. lingote

C, = cantidad de carbono ler. lingote

w, = peso del 2do. lingote

C, = cantidad de carbone 2do. lingote

2

Cada kilo del ler. lingote contiene:

976 1 000=76gdeC (a)

100

Cada kilo el 2do. lingote contiene:

0,5
—_.1000=5gdeC
100 gde (B

Podemos establecer:
> (1
45

Relacién actual entre las cantidades de carbeneo:

0,76
& 100
s (2
2 == .45
100

Al pasar 93 kg del ler. lingote al segundo, se paso
también:

0,76

- il 93 000 = 706,8 gramos de carbono.

Con lo que los 2 lingotes poseen ahora la misma
cantidad de carbono.

C, - 7068 = C, + 706,8
C1 - C2 =2.7068=14136g (3)
De (2) v (3):

C,=14136.75=106020g (4)

De (f) y (42

106020

W, =21 204 kg, en (1):

=i-21 204 =14 136 kg
40

B

Wy

Rpta.: Peso del ler lingote : 14 136 kg
Peso del 2do. lingote : 21 204 kg

15.-La lengitud de un canal de regadio se mide

primero en metros v luego en pies. El ndmero
de metros se diferencia del niimero de pies en
1 083. ;Cuadl es la longitud en metros del canal
de regadio?

(1 pie = 03048 m)
Solucién:

La longitud es tinica, sea medida en metros o en
pies; somn:

X metros
y pies
x =y (0,3048) (1)
Por otre lado:
y-x=1083
y -0,3048y = 1 083
0,6952y =1 083

y = 155783 piles
= Xx=47483m

Rpta.: 474,83 m

16.- ; Cuantos litros de agua de mar pesan 66,69 Qm

teniendo presente que el agua de mar pesa 2,6%
mas que el agua dulce? (1 Qm = 100 kg)

Solucién:
1 litro de agua de mar pesa 1,026 g
66,69 Qm de dicha agua es el peso de:

6 669 : 1,026 = 6 500 litros

Rpta.: 6 500 litros
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17.- Calcular el namero de quintales métricos de tra- Asi, las 1 296 varas cibicas equivalen a:
pos viejos que necesita una maquina que fabri-
ca an.ualmente 17 000 resmas de papel, 1296 .125 _ 750 1
suponiendo que se desperdicia de los trapos el 216
15%. La resma de papel tiene 20 manos, y la
mano pesa 170 gramos. El transporte a un kilometro de este volumen

costad: 730 .0,75

Solucién:

la distancia pedida es:
17 000 resmas pesar

1125 Ik
17 000 . 20. 0,17 = 57 800 kg 750.075 %
5i 100 kg de trapos dan 83 kg de papel, para Rpta.: A 2 km de distancia.

obtener 57 800 kg de papel hard falta:

20.- La longitud geografica del punto B es 32° 18" 24
57 800 . 100 (O) ycuando en Ason las 11 h4 min 15 s am
L -68000kg =680 Y I
85 & Qm en B son las 2 de la tarde 15 min 18 s, del mismo
dia. ; Cudl es la longitud geografica de A?
Rpta.: 680 Qm.
Solucion:

18.- Un comerciante compré café fresco, después de o 2 Bl el e Tl

secarlo, lo vendio a 177 soles el kg v gano 1/5

del precio de compra del café fresco. ; Cual es el Note que: como en A es mds temprano que en B,
precio de compra del kilogramo de café fresco, entonces A se encontrard al oeste de B
sabiendo que el café al secarse; pierde 1/10 de su
peso? Meridiano de
ki N | GREENWICH
St “p” es el precio de compra del kilogramo de

café fresco, le resulta al comerciante a 10p/9 el
precio de café va seco; v como el precio de com-
pra mds la ganancia debe ser igual al precio de

venta, se tendra: 11h4 15”7 14h 15° 18"

A B
10 O - » F
—E s iy
Q 5 v 32° 18 247
: % Linea
Rpta.: p=95/135 I Ecuatorial
19.- ;A qué distancia, en kilémetros, se habrd trans- s
portade 1 296 varas cibicas de piledra, sabien- Diferencia de horas =
do que el transporte costd 1 125 dolares v que
el transporte de un m> a un km de distancia 14h15min18s-11h4min15s= 3h1lmin3s (1)
cost6 anteriormente $ 0,757 (5 metros equiva-
len a 6 varas). longitud de A = x=vy +32° 1824
Solucien: Para ciudades situadas en el mismo lado del

meridiano:
Si 5 metros equivalen a 6 varas, entonces:

Dif s Gk Diferencia de longitudes
(5m)® = 125 m?® < » (6varas)® = 216 varas ciibicas FEiRlE Seniakes-= 15
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3h1ll min3s= f—s'dedonde:

]

G3hll mn3s)ls=y
y= 47°45 45
101‘1gitud de A =47°45 45" + 32° 18 24”7

Rpta.: Longitud de A = 80° 4 9” (O)

21.- La onza Troy de plata obtuvo a $49.0 y en el tér-

mino de 9 meses bajé a $ 10,0. Pero, después de
9 meses mads, el precio estd a $14,9. Suponiendo
que se mantiene el incremento mensual, jen
cudnto tiempo recupera el precio inicial de $ 49?

Selucion:

El incremento mensual es de 149-10 _ 49

9 G

Para recuperar su precio normal el incremento
debe ser:

49,0-149 =34,1

.. Numero de meses que deben transcurrir:

ﬁ = w: 621 = 62 meses 31: 30 dias
49 49 49
g

ésto es: 62 meses 18% dias < » 62 meses 19 dias.

Rpta.: 62 meses 19 dias.

22.- Una viga de acero, que cubica 1 225 ¢m® por

metro de longitud estd metida en el agua los 3/7.
En virtud del principio de Arquimedes, la carga,
debido a su peso, ha disminuide en 26,25 kg.
¢Cuadl es la longitud de la viga?

Solucién:

De acuerdo al principio de Arquimedes:

Los 26,25 kilogramos representa el peso del volu-
men de agua desalojada por los 3/7 de la viga; es
decir, que los 3/7 de la viga tiene un volumen de
26 250 em®. (1 g agua = lem” agua)

Volumen total de la viga:

26 250 - % = 61 250 cm?

v la longitud de la misma es:

61 250
1. 225

= 50 metros

Rpta.: 50 m
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Un avién parte de un punte A (leng 30° E) en
direccion al este para dar una vuelta al mundo;
si su velocidad es 60%h, cuando llegue a B (long
105° O). ;Cudnto tiempo real de vuelo tendra?

Rpta.: 6 horas

. La Ciudad de Nueva York se encuentra aproxi-
madamente en la latitud 41° N y Buenos Aires
aproximadamente en 35°. ;Cual es la distancia
norte-sur entre esas dos ciudades?

Rpta.: 8 444 km

. El extremo oriental de Maine esta en los 45° N,
67° O y la costa del Pacifico de los Estados
Unidos en esa latitud esta en la longitud 124° O.
;Cudl es el ancho de los FEstados Unidos desde
el Este hacia el Oeste en esa latitud?

Rpta.: 4 477 km

. El canal de Suez y la ciudad de Nueva Crleans
estdn en el paralelo de latitud 30° N, teniendo
Nueva Orleans una longitud de 89° O y Suez
una longitud 31° 15’ E. ; Cudl es la distancia en
millas, contando sobre su paralelo?

Rpta.: 11 604 km = 7 200 millas

. Cuando son las 9 horas en Washington (hora
local) son las 8 horas 7 minutos 4 segundos en
St. Louis. Si la longitud de Washington es 77° 1’
Q. ;Cual es la longitud de St. Louis?

Rpta.: 90715 O

. El sol, en Boston, sale 1 hora 11 minutos 56
segundos antes que en Nueva Orleans. 5i la lon-
gitud de Nueva Orleans es exactamente 89° 2’
0. ;Cual es la longitud de Boston?

Rpta.: 71°3 O

. Cuando son las 2 horas 30 minutos de la
mafiana en La Habana, son las 9 horas 13 minu-
tos de la mafnana en la ciudad del Cabo en
Africa del Sur.

Si la longitud de esta Gltima capital es 18° 23" E.
;Cudl es la longitud de La Habana?

Rpta.: 82°22° 0O

8. El reloj de un barco puesto en la hora de

Greenwich marca 5 horas 40 minutos 20
segundos de la tarde cuando el sol pasa por el
meridiano del lugar.

;Cudl es la longitud del lugar donde se halla el
barco?

Rpta.: 85°5° O

9. Washington estd a 77°1’ O y Cincinnati a 84°24

10.

1LIL

0. ;Cudl es la diferencia entre la hora local de los
dos lugares?

Rpta.: 29 min 32 s

Buffalo estd a 78°55’ C y Roma (Italia) a 20° 30
E. ;Cuadl es su diferencia de hora?

Rpta.: 6 h 37 min 40 s

La longitud de Cambridge, Mass, es 71° 7/ O y
la de Cambridge, Inglaterra es 5’ 2” E. Cuando
es mediodia en Cambridge, Inglaterra. ;Qué
hora es en Cambridge, Mass?

Rpta.: 7 h 15 min 11 %s

12. La longitud de la ciudad de Nueva York es con

15

una aproximacion de un minuto, 73° 59° O y la
de Manila en las Islas Filipinas es 120° 59" E.

;Cuadl es la diferencia entre la hora solar de las
dos ciudades?

Rpta.: 11 h 1 min

Washington D.C. y Lisboa, Portugal se encuen-
tran ambas muy cerca del paralelo de latitud 38°
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13,

16.

49" N v sus longitudes son: Washington 77°4° O,
Lishoa 92 11° O. ;Cual es la longitud en millas
del paralelo que une las dos ciudades?

Rpta.: 3 885 km = 3 657 millas

La longitud de Leningrado Rusia es 30° 18" Ey la
longitud del borde oriental de la peninsula de
Kamchatka Rusia en la misma latitud (60° N) es
165° E. ;Cudl es la distancia a través de Rusia
siguiendo ese paralelo?

Rpta.: 7 500 km = 4 600 millas

Argel (Argelia) y Paris (Francia) se encuentra
ambas a unos cuantos minutos del mismo meri-
diano y sus latitudes son Argel 36° 48’ N  Paris
48° 50" N. ;A qué distancia se encuentran las dos
ciudades?

Rpta.: 1 337 km

Los aviadores americanos Wiley y Post en su
viaje “alrededor del mundoe” no volaron siguien-
do una circunferencia méxima, sino aproximada-
mente a lo largo del paralelo 55° N o muy cerca

de &L

L7

18.

:Qué distancia aproximadamente recorrieron?

Rpta.: 22 900 km aproximadamente

Boston, Mass, y Roma, [talia; se encuentran ambas
muy cerca del paralelo de la latitud 42° 8 N y sus
longitudes son Boston 71° 4’ O; Roma 12° 49" E.

Hallese la diferencia entre la hora de las dos ciuda-
des y la distancia entre ellas siguiendo su paralelo.

Rpta: 5h 34 min ; 6 890 km

Cuatro ciries de didmetros diferentes y de longi-
tudes 70, 66, 60 y 55 cm estan fijos a cuatro
soportes de alturas desiguales situados sobre un
mismo plano horizental. Se encienden los cirios
al mismo tiempo y se observa que cuando el mis
largo ha disminuido en 10 ¢ las 4 llamas estdn a
la misma altura. Sabiendo que estos cuatro cirios
se consumen por completo en 28; 33; 40 y 55
horas respectivamente y que el soporte del cirio
mds largo es de 40 cm de altura.

Hallar las alturas de los otros tres soportes.

Rpta.: 42; 46 y 49.
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ARITMETICA

RAZONES Y PROPORCIONES

RAZON

Se llama razén a la comparacion de dos cantidades;
esta “comparacion” se puede hacer de dos maneras:
Aritmética (por diferencia), Geométrica (por
division).

Razén Aritmética

1% Averigua las unidades en que una cantidad excede
a la otra (diferencia).

Ejemplos:

i) a - b = v
T i

antecedente consecuente
! !

i1) 15 Z 8 =7

Donde y v 7 son los valores de la razén (diferen-
cia)

Razon Geométrica

2° Averigua las veces que una cantidad contiene a
otra {divisién).

Ejemplo:

2.
b

(Tt

a” es el antecedente; “b” es el consecuente
es el valor de la razén (cociente).

Cegy

3

SERIE DE RAZONES IGUALES

Se llama asi al conjunto de mds de dos razones
iguales. Asi, en las siguientes razones:

notamos que todas las razones tienen el mismo valor
K; por lo tanto, podemos expresar :

=K, donde: K= constante

De lo expuesto, se deduce que la condicion necesaria
y suficiente para obtener una serie de razones iguales
es que todas las razones tengan el mismo valor.

Ejemplos:
ot 8 A ey oDl
15 45 635 10
11) 1_=i=7__£=K
7021 49 77
K =0,1428571 = 428571
10 000 000

TEOREMAS RELATIVOS A LA SERIE DE
RAZONES IGUALES

TEOREMA 1.- En toda serie de razones iguales se
cumple que la suma de antecedentes y la suma de
consecuentes forman una razon igual a cualquiera de
las razones propuestas.
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Hipotesis:

. a
Sea la serie; —=—=—=

Tesis: M_a_=c_=e_=%=k

b+d+f+h b d f

Demostracion:

Demostracion:

De la hipotesis

dof = a=b.k
b
T, - c=d.k
d

De la hipétesis se deduce: i
L, gy a=h.k ‘ Multiplicande miembre a miembro:
b
a.c.e=b.d.f. K
& =k —ie c=d.k
d C e s
} d.f
=l - e=f.k
| e (8 (5 5
b.d.f b d f
% =k = g=h.k J TEOREMA 3.- La raiz enésima del producto de los
antecedentes y la raiz enésima del producto de los
consecuentes de “n” razones iguales, forman una
Sumandoe miembro a miembro: razon igual a cualquiera de las razones propuestas.

a+c+e+g=b.k+d. k+f. k+h.k
a+c+e+g=kib+d+f+h)

a+c+e+g a ¢ e g

= Jo s e =i

b+d+f+h b d f h

TECREMA 2.- El producte de los antecedentes vy el
producto de las consecuentes forman una razén igual
a cualquiera de las razones propuestas, elevada a una
potencia igual al namero de razones que intervienen
en la serie.

Hipotesis:

Sea la serie:

Tesis:

Hipotesis:

Sea la serie:

2P Y L k (“n” razones)
s q =z b
Tesis: Vr.p.y.....a=r_=£=l=%
Vs.gq.z.....b = o =
Demostracion:
Por el teorema anterior: FoPofeem S k»
S 8 %5 gD

n

« ,,‘\jr.p.y.....a=k

Extrayendo la raiz “n™
Ns.q.z....b

Sustituyendo k:

n\Jr.p.y.....a_r P a

n\J's.q.z.....b s q b
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TEOREMA 4.- La raiz “n” de la suma de anteceden-
tes elevados a la potencia “n”, v la raiz “n” de la su-
ma de los consecuentes elevados a la potencia “n” de

n” razones iguales, forman una razén igual a cual-
quiera de las razones propuestas.

Hipotesis:

Sea la serie:

a « e X .
—=—=—..===k (“n” razones iguales)
b d ¢ 7

Tesis:

,‘{/
(a+ ct+ e+ ...+ XY a ¢ e X

Nibr s doa o . b d =

+ z%)
Demostracién:

Elevando cada razén de la hipétesis al exponente

@ n

n” se tiene: k

Aplicando el primer teorema:

(a"+ c"+e" ... x")

b+ d*+ ... 2%

=k

o

Extrayendo la raiz “n” a ambos términos:

n
\/(a“+c“+e“+...+xn)

=k
V(b“+d“+f“+...+z“)
N+ c®aem s+ x) e i e e
Vor+d+fs .4z b d :

PROPORCION

Se llama asi a la comparacion de 2 razones. Las pro-
porciones pueden ser: Aritméticas o Geométricas.

PROPORCION ARITMETICA O
EQUIDIFERENCIA

Se llama asf a la igualdad de 2 razones aritméticas.

Ejemplo:
a-b=y Ira. Razon aritmética
c-d=y 2da. Razén aritmética

se tendra equidilerencia.

a-b=c-d

Si vy = v

a - b (recibe el nombre de lra. razén o primeros
términos)

¢ - d (recibe el nombre de 2da. razén o segundos
términos)

ay d{extremos)
by ¢ (medios)

a, b, ¢ y d (cada uno de ellos es una cuarta dife-
rencial)

PROPORCIONES GEOMETRICAS O
SIMPLEMENTE “PROPORCIONES”

Se llama “extremos” de una proporcién, al numerador
de la primera razén y al denominador de la segunda
razon, se llama “medios” al dencominador de la
primera y al numerador de la segunda.

1° Propiedad: Toda proporcién se puede escribir
de 8 maneras diferentes. Sea:

a _ ¢ -
— = — una proporcion,
b d

la cual se puede escribir asi:

1. Originalmente: 2 &,
b d

. 3 a b

2.Cambiande medios: —=—
c d
. b d

3. Invirtiendo: e
a ¢

4. Invirtiendo: £ i
a b

y cambiando medios

5. Permutando términos: — = %

d
o b a
6. Permutando términos: — = —
y cambiando medios d i
. ] b
7. Permutando términos: — = .

e Invirtiendo

8. Cambiando extremos: % b

a
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2° Propiedad: En toda proporcion se cumple que
la suma o diferencia del antecedente con su con-
secuente es a la suma o diferencia del otro
antecedente con su consecuente, como los
antecedentes son entre si y los consecuentes son
también entre si.

Hipotesis:
Sea:> == una proporcion,
P d
azxbh a b
Tesis: =—=—
ests cxd ¢ d
Demostracion:
Sab : & _E 1
abemos que =3 (1
Por lo que: LR mAE]
b d
efectuando: axb o S d
b d
Cambiando medios: 2= b = b (2
cxd d
Cambiando medios a (1) & = b
c d
+b a b
Afiadiendo (2); 222 _ 2 _ 2
fiadiendo (2) —d -3

3° Propiedad: En toda proporcién se cumple que
la suma de un antecedente con su consecuente es
a su diferencia como la suma del otro antecedente
con su consecuente, es también a su diferencia.

Hipotesis:

P

m
Sea: — = — una proporcién
noq

m+1n p+q

Tesis: =
m-1 P-49
Demostracion:
Sabemos que: = (1
n q

Aplicando a (1) la segunda propiedad

a) Criterio suma: AL R
p+9 P 9
b} Criterio diferencia; 221 M _ 10
P-9 P 9
Luego (a) = (b) ——— = 2" 1 2)

p+q P-4

Cambiandoe medios a (2): rrI111+ L

—H; P-4

4° Propiedad: En toda proporcion se cumple que
la suma o diferencia de los antecedentes es a la
suma o diferencia de los consecuentes, como cada
antecedente es a su respective consecuente.

Hipotesis:

p T 5
Sea: e una proporcion.

Tesis: = N
q+s g s
Demostracién:
Sabemos que: e (1
q s
: : P 9
Cambiande medios a (1): e (2)

En (2) por la 2° Propiedad: = L =—
q= q

5° Propiedad: En toda proporcion se cumple que la
suma de antecedentes es a su diferencia como la
suma de consecuentes es también a su diferencia.

Hipotesis:
p T ..
Sea: ? ol = una proporcién.

p+r q+s

Tesis:
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Demostracion:

Sabemos que: ety (1)
q

En (1), aplicando 4° propiedad:

+r p T
q+s q s

a) Criterio suma:

b) Criterie diferencia: P = =—

+T -Tr
Luego de (a) y (b): Ic)[+s = 2_5 - ()

). p+r  q+s

p-r q-s

Cambiande medios a (2

6° Propiedad: Si a ambos términos de una propor-
cion se le eleva a un mismo exponente o se les ex-
trae la raiz del mismo indice, se obtiene siempre
la misma proporcion.

Hipotesis:

p T >
Sea: — = — umna proporcion
]

q

Demostracion:
Sabemos que: F. (1)

@9

Elevando (1) a la potencia “n™
(g)n B (L)n = pn = r
q g qn SH

Extrayendo raiz “n” a (1):

n’£=n’r_ _ ijE=§/z
q s %/q ns

Nota:

La Media Proporcional en una proporcién estd
dada por la raiz cuadrada de sus extremos.

Ejemplo:

a b

T -2 = Pead= b=Va.d

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- El radio de la Luna es los 3/11 del radio terrestre
y el didmetro del Sol es igual a 108 didametros
terrestres. ; Cudl es la razén geométrica entre los
radios de la Luna y el Sol?

Solucion:

Radio de la Luna =RL

Radie del Sel =RS

Radic de la Tierra =RT
RL 3
—=— (1
RT 11
RT 1
—_— = (2
RS 108

Multiplicando (1} por (2) tenemos:

RL 3 1

RS 11.108 306

Radio de la Luna 1
Rpta.: =

Radio del Sol 306

2.- Si en una relacidn geométrica entre dos nimeros
cuya suma es 65, al menor se le suma 17 y al
mayor se le resta 17, la relacion primitiva se
invierte. ;Cudl es el menor de dicho numero?

Solucion:

G, 0

Sean “a” y “b” los nuimeros, donde a» b
a+bh=65 (1

o R a
La relacién prlmltlva es F

- 247 -



Por dato ocurre lo siguiente:

a-17 b

b+17 a
Sumando 1 a los dos miembros:

a-17+(b+17)_ a+bhb
b+ 17 T a

de donde resulta: a-b=17 (2)

Resolviendo el sistema de las 2 ecuaciones (1) v
(2), se obtiene finalmente:

a=41 y b=24

Rpta.: El menor nimero es 24

3.- En una proporcion geométrica la suma de los tér-

minos extremos es 20 y su diferencia 16. ;Cudl es
su media proporcional?

Solucion:

Sea la proporcion:

28 SWsd M
d

Como: a+d=20y a-d=16,
ohtenemos:
a=18 y d=2
estos valores en (1):
h?=18.2=36= b=6

Rpta.: La media proporcional es 6

4.- La razon de dos nimeros es 3/8 y su suma es

2497, Encontrar el menor de los dos nameros.
Solucion:

Sean a y b los numeros podemos establecer por
dato:

TS (0

Sumnando 1 a los dos términos de (1) y operando:

a+b 3+8

b 8

pero por dato: a + b= 2497

ege: 2497 1L
b 8
b=1 816 y a= 0681

Rpta.: El menor es 681

5.- Hallar tres cantidades que sean entre si como 4, 5

vy 8 y que sumen 850.
Solucién:
Se puede escribir asi:

A B C  A+B+C _ 850
4

= 50

5 8 4+5+8 17
Se deduce:
A=4.50=200
B=5.50=250

C=8.50=400

Rpta.: Las cantidades son 200; 250 y 400

6.- En una serie de razones geométricas iguales, los

antecedentes son 2; 3; 7 y 11, mientras que el pro-
ducto de los consecuentes es 37 422, ;Cudl es la
relacidn entre consecuente y antecedente?

Solucién:

La serle buscada es de la forma:

2 3 7 11
P S G T
a b < d ’

aplicando propiedad:

4 4 4 4
2.3.7.11 _2 =3 =7—=£k4

a.b.c.d at bt o d+
462 24

— = = a=>06
37422 at
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Entonces k = % sealle Solucion:

Del dato: a= %b L

Rpta.: La razén buscada es 3

Reemplazando (1) en E:

7.- “p” es el término central de una proporcidn geo-
meétrica continua, cuyos extremos sen “m” y “n’”. 4 8
S — b2+ =D
9 i
m? - p? + 12 E= b2 ) 8
=1 296 e
TETE ol
pow e
o P . Efectuando operaciones y simplificando:
Hallar “p”. 8
Solucién: e 13 27 _ 104
9 19 171
Como p es el término central, podemos establecer 27
que:
m p R Rpta.: E = %
5 == = pP=m.n (1)
Por dato: o
m? - p? + 52 T
=243 () TN )
11 . 1 12 27 48 75
m* p’ 0’ (d +b) - (c+a) = 140
1 2):
(1) en (2) Hallar: a+b+c+d
2 2
(m?-m.n+n?) 2 34 n—
(h-m . i+ m2) olucién:
m2 n? Laexpresiomn:
st 34 at b ¢ 4
12 2 48 5
m.n =22.32 / !
pero: m.n=p’ Se puede escribir asi, si se aplica raiz cuadrada:
pP=22.3 = p=2.3=6 a b ¢ d _

RS =5 3 3B 4B 53

8.- Sabiendo que: De donde:
%=% d+b=kV3 .8 (1
Determinar el valer de: G RS k\b_‘ 6 (2)
” 52 550 53 (1) -(2x
b2 I @d+b)-(c+a)=2V3 k
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Pero, por datos:

(d+b)-(a+c)=140

Luego: 140 =23 k

Del mismo modo:

4

(-8
1 5

= V,=20km/h

Rpta: V, =24 kivh ; V, = 20 kivh

k= ﬂ = k = 70\/37
3
B s el =G J2Ba€ g
a c a.b.c
Finalmente, sumando (1) y (2):
Hallar el valor de:
7043
a+beced=T143k=14V3 - B 980
3 E o A+B+C+4 A2+ B+ P+ 42
a+bh+c+2 a2 +b2+c?+2?
Rpta.: a+b+c+d=980
A+ B+ C+ 4
10.- Dos ciclistas parten en el mismo instante, uno T 5
a+b’+c +2
de A y otro de B, y marchan al encuentro uno
hacia el otro. Si la velocidad del primero es .
Solucién:
mayor que la del segundo en 4 km por hora,
determinar dichas velecidades sila razon de los Sea:
espacios recorridos por ellos, hasta el instante A B C
del encuentro es de 6/5. —=—=—=k (1
a b ¢
Solucion:
A.B.C .
Gralicamente: i b @ k=8 = k=2
kmv/h 4
/‘_\\ De (1), como k=2= L se puede escribir:
v t t V.
1 2
—)“/\E/\\\\"_ i_ﬁ_g_i_z (2)
Al = i - {B a b ¢ 2
5 & Vi 5 De (2}, por propiedad:
Por dato: — = — =—
5 Vit 5] A+B+C+4 _
a+b+c+?2
De donde: V—l = i también:
2
2, p2 2, 42
Por propiedad de proporciones: ik ek Sl =4

Pero, por datos:

V, -V, =4 ;luego

4

v
1 6

= V,= 24 kmh

a> +b>+c?4 22

A3+B3+C3+43_8

a® + b3+ 2°

Sustituyendo estos 3 valores en E:
E=2.4.8=064

Rpta.: E =064
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12.- Dos cantidades son proporcionales a \/;y a3 Reprplpeaniin estopgilotesien B

Si su suma es el nimero 2. ;Cudles son dichas

cantidades, conforme a los siguiente datos apro- e 2 k+y. k+z.k = kix+y+z) -

ximados? X+y+z (x+y+z)
V2 =141 V3=1,73 m=314 R el

Selucion:

14 - Si: % . % =l w Na.b o Yo A

Sea la proporcion:

A B

ety = demds: = 4, ‘Fillare] valordek
ya emas: a + C allar el valor
w %
P iedad: Solucion:
orproplea.
A+B A B B2 1% a=k.b
o — e e — b d < i
V2 +\3 V2 B
De donde: a+c=k(b+d) (1

También se advierte que:

Lo B@ss

A B= (o)

o5 s a_b=£_k<ﬁ e
BoP - Vk .d

Sumando estos ultimeos:

Por datos:

A+B=2rn =2.3,14

Va.b+ Ve.d = ¥k (b+d) (@
V22141 : 32173

Dividiendo (1) : (2), miembro a miembro:
Reemplazando estos valores en (a):

a+c _ k

Va.b Ve d Wk

A=282 B=346

Rpta.: 2,82y 346
Sustituyendo los datos:

= A B 8.
BoSt my m T 4k 1k
maC 20 Vk 5 Wk
Hallapp E= 2t Pth
X+y+z la ultima expresion al cuadrado
Solucién: 1 I2 .
—_— - = —
Acx. k 25 k 25
=y.k
Rpta. = —
C=z.k e 5
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e 5 2 el ok
B D
Hallar:
E [A.DI*+[C.DI* (B+D)XC+D) A.D?
= - 3
[B.CI*+[C.D]? A+B+C+D B.C
Solucion:

De la proporcién enunciada:
A=B.k y C=D.k

Sustituyendo en E:

- B2k’D?+ D’k? (B + D)D(k + 1) B .k .D?
= - +

B’ + D% (B+D)+k(B+D) B.D.k

D2KAB2+ D2 (B + D) D(k+ 1)
D2K(B? + D?)

+
(B+D)k+1)

E=1-D+D=1

Rpta.: E=1
313
e B Dl Bl g
b C d b3-(;3
Hallar: E o ab + be + cd
{fa+b+c)(b+c+d)
Solucion:

De la primera propercion:

a=b.k (o)
b=c.k (i)
c=d.k ()

(y) en (B) v el resultado en (a):

3

3 (L)

—

P

LT =
]
[ BN « R a B4
=

Reemplazando este resultado en la segunda pro-
porcién enunciada:

K-k

=8 = k=2
d® k-4 .13
Este valor en (1):
a=8l:.b=4d ; c=2d

3 »

Estos valores en E:

o 32d% + 8d? + 24°

(14d)(7d)
- S
14d . 7d 7
3
Rpta.: E=—=—
pta 7
ab 2

17.- Sabiendo que: ————— ==
C° Ade ab 3
Hallar (a + b)
Solucién:

Descomponiendo polinémicamente, y teniendo

en cuenta que el complemento aritmético de ab

es 100 - ab . se tiene:

10a+bh 2

100-(10a+b)= 3

Por propiedad, el producto de medios es igual al
producto de extremos

30a + 3b = 200 - 20a - 2b

50a + 5b = 200

10a+ b=40

= ab=40
Rpta:a+b=4

18.- En una proporcién geométrica continua, el pro-
ducto de los cuatro términos es 1 048 576. El
cuarto término es el doble de la suma de los
medies. Hallar la propercion.
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Solucion: Simplificando y operando:
Podemos establecer por enunciado: a-b=65 (3
De {1) y (3):
2.0 (L) =250 ; b=185
b ¢ as : =
Rpta.: 250y 185
a.c.b’=1048 576 @) g r
20.- El corredor A da a B una ventaja de 20 metros en
c=2(h+h)=4h (3) una carrera de 100 m. En otra carrera de 100 m,
el corredor B da a C 30 m de ventaja. ; Qué ven-
De (1) por propiedad: taja debera dar A a C en una carrera de 100 m?
B g e 4) Solucion:

Relacionamos los recorridos:
Reemplazando en (2):

recorrido de A 100
recorrido de B 80

b*=1048 576 = 2% (1)

b =2 =32 recorrido de B 100

- 2
recorrido de C 70 (2)

Reemplazando en (3):

& = B %D = 198 Multiplicando (1} . (2):

recorrido de A _ 100
recorride de C 56

Reemplazando estos valores de b y c en (4):

2 _ =
37 s 138 =9 =8 Rpta.: A debe dar a C 44 m de ventaja.

Sustituyendo en (1) la proporcién es:
21.- El producto de los 4 términos de una proporcion

32 geométrica es 900 v se sabe que la suma de un
antecedente mds su consecuente correspondiente
es 9. Si la constante de proporcionalidad es menor
que 1, determinar, la suma de los términos.

8
Bty 0 w02
TR

19.- Hallar dos ntimeros enteros cuya suma sea 435
sabiendo que su razén se invierte cuando se le

resta 65 al mayor y se le agrega 65 al menor. S
St = gyl (1)
Solucién: b d
a.b.c.d=2900 (2)
Seaa>h
De (1) por propiedad:
Por datos: a+b=435 (1)
b.c=a.d ; a<hbc<d
b6 b D
a8 )
(b+63) a en (2):
x2 =900
De (2 iedad:
e (2) por propieda o B
(a—65)+(b+65)=a+b § COTTER
(b +653) a a+b=9
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se deduce que:

a=3 b=6, c=5 d=10
Rpta: a+b+c+d=24

a C

22- 8 = =— vy a?+b+c?t+d?=325
b d

Determinar el valorde (a + b + ¢ + d)

Solucion:
Por datos: &2k (1)
b d
a2+ b2+ +d>=325 (2)
De (1):
a=b.k
3
c=d.k

Sumando miembro a miembro y sumando luego
b + d a ambos miembros:

a+b+c+d=b.k+b+d.k+d
a+b+c+d=(k+1)(b+d) (4)

Elevando (3} al cuadrado, sustituyendo en (2) y
ademds sumando b? + d? a ambos:

a+br++d?=b2. 2+ b2+ d>. K2+ d?
=2+ 1) (B2 +d2) =325
=13.5.5

Identificande factores:

K+1=13.5 = k=8
en (4)

b +d>=5 = b+d=3

Rptata+b+c+d=9.3=27

23.- En una serie de 4 razones geométricas continuas
e iguales, la suma del primer antecedente con el
tercer consecuente es 336. Determinar la suma
de los consecuentes si se sabe que la suma de las
4 razones es 1 1/3.

Solucién:

Podemos establecer por datos que:

a b ¢ d
—=—=—=—=k (1
b <« d e
a+d=336 (2)
i+£+C—+i=lL=i (3)
c d e 303
De (1} y (3):
= b s = SL
3 3

Entonces podemos establecer de (1) que:

b =3a

¢ =3b=9a

d=3c =27a )
e=3d=8la

De (2} y (4):

a+d=a+27a=336 = a=12
Sumando las igualdades de (4):
bP+c+d+e=120.a=120.12=1 440

Rpta: b+c+d+e=1440

Determinar el valor de:

a’ - 3b?
al + b?
Solucién:

Segun datos:

G B patiie = 1ok 3y e a=%b
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Por consiguiente, sustituyendo en E:

169
9

16©

— B2+ B
9

B ks

Rpta.:
P 8¢

b -3 . b2

A

89

EJERCICIOS PROPUESTOS

El consumo de carbon de una maquina de vapor
durante 30 dias ha sido el siguiente: 5 dias a 248
kilos por dia; 122 180; 10 a 200, y el resto a 240.
¢Cual ha sido el consumo medio por dia?

Rpta.: 204 kg

. La densidad de un gas es de 12% mayor que la
del aire, y la del nitrégeno es los 28/29 de la den-
sidad del aire. Hallar la densidad de dicho gas

respecto al nitrégeno.
Rpta: G=1,16N

. Uno de los términos medios de una proporcion
continua es medio, proporcional entre 3 v 5, v
uno de los extremos es la media aritmética entre
los mismos numercs. Calcular el valor del otro
extremo de la proporcién.

Rpta.: 3,75

Hallar los 4 términos de una proporcién conti-
nua, para la cual se verifica: que el producto de
los cuatro términos es igual a 1 048 576, y que el
cuarto término es el doble de la suma de los tér-
minos medios.

8 32
Rpta.: —=——
32 128

El producto de los cuatro términos de una pro-
porcién es 30 625, uno de los extremos es 1/9 del
otro, v los dos medios son iguales. ;Cudles son
los términos de esta proporcion? Hallar el resul-
tado sin extraer la raiz cuadrada.

D

o A9

Rpta.:
- 15 5

. Dos personas tienen: uno, 40 afios y el otro, 30

afios; sus edades estan por lo tanto en relacién 4
es a3.; En cuanto tiempo esta relacion sera igual
a7/6?

Rpta.: Dentro de 30 afos

Un deposito tiene 5 conductos de desagiie de
igual didmetro. Abiertos tres de ellos, se vacia el
depésito en 5 horas y 20 minutos; abiertos los 3,
jen cudnto tiempo se vaciara?

Rpta.: 3 horas y 12 minutos

Si: =% y a4 b= 280

2k

b
Hallar (a + b)
Rpta.: 10

. Sabiendo que: % = Ld ¥ que:

\/a_+ \/b_+ \/c_+ \/d_= 15

Hallar:a.b.c.d
Rpta.: 20 736 6 4 096

10. En una proporcién continua uno de los términos

extremos es la media aritmética de 8§ y 18 y el
valor del medio es medio proporcional entre 8 y
18. Calcular el valor del otro extreme de la pro-
porcidn.

LB

Rpta.: 13, 076923
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vy at+h+c=21

N A B
b & d

Hallar:

a-c Fraad A el b e he a2

ad + b>d + ac? - be

Rpta.: 18

12. El producto de los primeros términos en una
proporcion es igual a 12, el producto de los
segundos términos es 48; si el cuadrado de uno
de los consecuentes es 16, hallar el valor del
otro consecuente.

Rpta.: 8

13. La diferencia de los antecedentes de una pro-
porcion es 70; la suma de los cuadrados de los
mismos es 10 900. Hallar la diferencia de los

consecuertes, si la suma de los cuadrados de los
mismos es 68 125,

Rpta.: 175

.50 2-b_ e _d o ibic=75
3 5 7 1

;Cudnto vale “d”?
Rpta.: 55
15.Siay b son dos numeres pares consecutivos y:

a+20 h+15 _
20-a 15 -b

Calcular: (a+ b + 1)

49
Rpta.: —
P &

16

1l

18.

19

20.

Sien2 =2 =5 se cumple que
2 3 7
a+ b=30, ;cudntovale c?
Rpta.: 42
Sy o =l aZ+bZ+c?+d>=221
b -d 7

Hallar: a+b+c+d
Rpta.: 25

La suma, diferencia y producto de 2 numeros
enteros estdn en la misma relacién que los
numeros 7, 1 y 48. Hallar el cociente de los
NUIMeros.

Rptaz ol

. En una serie de razones geométricas continuas la

suma de sus 3 antecedentes es 126 y el producto
de las tres razones es 8. Hallar el valor del térmi-
1O Menor.

Rpta.: 9
Si:
A B C D E
HoP _E L E e oy
a b ¢ d e
P Ao 1A DI AR _ 3125
a.b.c.d.e
Hallar:
1 000 A2000 |, R2000 22000 , 2000
- 22000 | 1,2000 | 2000 , 2000 L o 2000
Rpta.: 25

- 256 -



ARITMETICA

MAGNITUDES PROPORCIONALES

Magnitudes proporcionales son aquellas magnitudes
que se corresponden por su igual tendencia a crecer
ambas o a decrecer ambas guardando proporcién. Se
clasifican en: Directamente proporcionales e Inversa-
mente proporcionales

MAGNITUDES DIRECTAMENTE
PROPORCIONALES

Sabido es que el valor de una mercancia varia con su
peso; que la cantidad de agua que sale de un grifo,
varia con el tiempo durante el cual estd abierto ese
grifo; que una masa homogénea varia con su volu-
men, etc.

Si un kilo de garbanzos cuesta 8 soles, 2 kilos costa-
ra 2 veces mds: 2 . 8 soles; tres kilos costara 3 veces
mas: 3 . 8 soles, etc.

El peso de una mercancia y su precio son magnitudes
directamente proporcionales.

DEFINICION

L. Dos magnitudes son directamente proporcionales
cuando al hacerse los valores de una de ellas 2,
3.4, 5, ..., nveces mayor o menor, los valores
correspondientes de la otra, con la que estd rela-
clonada, se hacen respectivamente mayores o
menecres el misme numero de veces.

Ejemplo:

Si un kilo de garbanzos cuesta 8 soles, podemos
establecer el siguiente grafico:

MAGNITUDES | VALORES CORRESPONDIENTES
Peso lkg | 2kg | 3kg 4kg
Precio 5L8 | B o] o 24| 5132

Del cuadre, se deduce la siguiente relacion:

1 kilo _ 2 kilos _3 kilos _ 4kilos = e slBT95 = 1
S/ 8 S/.16 5/.24 5/.32

o, también:

5/.8 5/.16 5/.24 5132
- - ’ - k=8

lkilo 2kilos 3kilos 4kilos

2. Dos magnitudes son D.P. cuando las razones for-
madas, al tomar 2 a 2 los valores correspondientes
a estas magnitudes, son iguales.

También se puede decir que las magnitudes son
Directamente Proporcionales (D.P) cuando la ra-
zom de 2 valores de la primera es igual a la razén
de los dos valores correspondientes de la segunda.

Ejemplo:

Del cuadro anterior se tiene que:

1 kile
4 kilos

g 5/. 8 025
8432

PROPIEDADES DE LAS MAGNITUDES
DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

1. Sus valores correspondientes aumentan en la
misma proporcion; ésto es, quedan multiplicados
por el mismo factor.

2. Sus valores correspondientes disminuyen en la
misma proporcién; ésto es, quedan dividides por
el misme namero.
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ESQUEMA CARTESIANO DE LA
PROPORCIONALIDAD DIRECTA

Se llama sisterna de ejes cartesianos o rectangulares al
conjunte de dos rectas que se cortan perpendicular-
mente, una vertical y la otra horizontal.

El precio de una mercancia y su peso son magnitudes
Directamente Proporcionales (D.P). En un sistema de
ejes perpendiculares, uno vertical y el otro horizontal,
dividamos cada uno de los ejes en porciones iguales,
tomando como cero la interseccién de ambos. En el
eje horizontal marquemos los pesos sucesivos y, en el
eje vertical, los precios correspondientes.

De esta manera:

Sil kg cuesta 8. 16, 2 kg costara &/. 32, 3 kg
costara 5/. 48 | y asi sucesivamente.

El precio crece al mismo namero de veces al cual
crece el peso.

Precio Recta
A
64 === e P P
1 1 1 1
i i i i
1 1 1 1
] 1 I 1
1 ] 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
48 ----- S EEEEEE et 4
1 1 1 1
A T
! ! ! Tlncrq'mento
1 1 1 .
: : : del E)re(:lo
1 1 1 1
5571 g it i | 3
TR
1
i i Increménto |
i i del peso i
: E p 1 ]
16 f====- s P 1
1 1 1 1
] 1 ] 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
] | 1 1
1 1 1 1
[] 1 ] 1
: : : | Peso
0 1 2 3 4 o

Levantando perpendiculares a los ejes desde los pun-
tos marcados, se unen con una recta el origen y los
puntos de interseccién de las perpendiculares levan-
tadas; esta recta representa la proporcionalidad.

MAGNITUDES INVERSAMENTE
PROPORCIONALES

El siguiente ejemplo nos lleva a comprender esta
cuestion:

Un tren cuya velocidad es de 40 km/h, emplea 4
horas en recorrer 160 km. 5i acelera su marcha a 80
km/h, empleari solamente 2 horas en hacer el mismo
recerride. En cambio, si su velecidad fuera de 20
km/h tardaria el doble del tiempo.

DEFINICION

1. Dos magnitudes son Inversamente Propor-
cionales (I.P) cuando al hacerse los valores de

una de ellas 2, 3, 4, 5, ... “n” veces mayores, los
valores correspondientes de la otra se hacen 2, 3,
4, 5, ..., n veces menores respectivamente ; vy,
viceversa.

Es decir: mientras una crece la otra decrece.
Ejemplo:

Lavelocidad y el tiempo son magnitudes LB, y de
acuerdo a la definicién podemos establecer el
siguiente cuadro para un mévil que debe recorrer
24 km.

MAGNITUDES VALORES CORRESPONDIENTES
Tiempo lhora | 2horas |3horas|4horas | Shoras
Velocidad 24km/h |12km/h| 8km/h | 6km/h |4, 8km/hl

Analizando el cuadre se deduce que:

lh.24 kivh=2h.12 kinvh = 3h . 8 kin/h
=24km=Kk

Por lo que podemos enunciar la segunda defini-

ciom:

2. Dos magnitudes son LP. cuando el producto de
sus valores correspondientes es una cantidad
constante.

ESQUEMA CARTESIANO DE LA
PROPORCIONALIDAD INVERSA

Para un determinado espacio, la velocidad y el
tiempo son magnitudes I.P
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Ejemplo: E) Han sido directamente proporcionales a los
cuadrados de los tiempos.
De Lima a Ica existe una distancia de aproxi-

madamente 320 km; si un movil se desplaza con Solucion:

una velocidad de 40km/h cubrird dicha distancia Sabemos que: v = £, ¥ como
en 8 horas; si duplica su velocidad (80 kivh) lo g

cubrird en 4 horas; si cuadruplica su velocidad o' =650 e” = 360
(160 km/h) cubre la distancia, sdlo en 2 horas, y ’

asi sucesivarmerite. =8, =%

v % n ces O [amos opar s1 se cumple:
: to d b
Graflcando €11 Ul slstema cartesiano

LN )
Tiempo vt
(horas) Hipérbole equildtera Pero, al reemplazar encontramos que NO se cum-
A ple la relacion:
8 bowswmas
, B, 25w 09 0 950 g
: 8 4
:
! No son directamente proporcionales a los tiem-
Gl eyt : pos empleados.
1
- “ La velocidad aumenta, el Rpta.: A
i ~&—— tiempo disminuye.”
h 'E";"" 2.- El peso de un disco varia proporcionalmente al
! E cuadradoe de su radic y también a su espesor. Dos
§ pommmremn T discos cuyos espesores estan en la relacién de 9 es
P T o a 8; el primero pesa el doble del segundo. Deter-
B [peeem=me 'E ""E' SE 'E "'? """" ' minar la relacion de sus radios.
1o 1 1 :
P i E ! Solucion:
i i 1 1 Velocidad
P i 1 (km/h) Considerernos
L 1 1 1 ] ’_ .
0 4053 %80 120 160 P= pesc , e =espesor , r = radio
Por datos:

EJERCICIOS RESUELTOS

L.- 51 un tren recorre la primera vez 650 kmen 8 ho-
ras; v, la segunda vez, 360 km en 4 horas, es co- {a se lee: “es proporcional a”)
rrecto decir que los espacios recorridos:
Por propiedad:

A) No son directamente proporcionales a los . P
tiempos empleados. Pa (2F.e) = 7. k (1
B} Son proporcionales a los tiempos empleados. (k = constante)
() Han sido inversamente proporcionales a los Primer disco Segundo disco
tiempos empleados. p,=2a P,=a
. s ) e, =9 e, =8
D) Han sido directamente proporcionales a las
raices cuadradas de los tiempos. =7 yi=id
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=k =k
7.9 4 i 8
Igualando:
% 16 L4
T 9 b 3

Rpta.: Relacion de radios = %

3.- El cuadrado de A varia proporcionalmente al cu-

bo de B;si A =3, B = 4. Determinar el valor de B
cuando:

Aoot?
3

Solucion:

Segun datos podemos establecer que:

A2 a B = —=k (1)

S A=\j3i

&4

I CEY5) S (ﬂ) (64 _ 6%
B3 N N

4
Rpta.: B= —
4 3

4.- Sabiendo que A es directamente proporcional a B!

e inversamente proporcional a C1. 51A =9, B=19
y C=17, hallar C cuando A =39y B = 39,

Selucion:

LY
B!

=k

Se cumple :

Reemplazando datos:

I
9. 17! “k
10!
También:
I
39 . ! —k
30!
Igualando:
30!
Cl = Q. 17! 39! _ 371
191 . 39
Rpta.: C =37

5.- Un terreno de forma cuadrada que se encuentra

a 150 km al norte de Lima estd valorizado en 1
millén de soles. Asumiendo que el precio de los
terrenos varia proporcionalmente a su drea e LP.
a la distancia que los separa de Lima. ;Qué pre-
cio tendra un terreno de forma cuadrada cuyo
perimetro es la mitad del anterior y que se en-
cuentra a 50 km de la capital?

Solucién:

Asumiendo que:

P = precio de terreno

A = drea

d = distancia a Lima

I = lado del terreno menor

r

constante de proporcionalidad

De acuerdo al enunciado:

Pa A = P=rA :r:M
d d A

. Pl.cl1 ) Pz.d2 M
Al Az

Podemos establecer:

ler. terreno 2do terrenc

P : — 1000 000 X
— 150 50
A — 412 I
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Reemplazando estos datos en (1):

1 000 000(150)  x(50)
4 1

x=5.750000

Rpta.: Precio del terreno: &/. 750 000

6.- 5 el tiempo que demora un planeta en dar la

vuelta alrededor del Sol es directamente propor-
cional al cubo de la distancia del planeta al Sol e
inversamente proporcional al peso del planeta.
;Cuanto tiempo demora un planeta de doble peso
que ¢l de la tierra en dar la vuelta al Sol, si la dis-
tancia que lo separa del 5ol es el doble que la de
la Tierra?

Solucién:
Tierra Planeta
T 365 %
D d 2d
P P 2p

T : tlempo que demora en dar la vuelta al Sol
{(periodo de rotacién)

D : distancia de un planeta cualquiera al Sol
P : peso de un planeta

De acuerde al enunciado:

3 3
Ta sl = T=r Mo =r= IE
p P D?
Igualando ambas razones:

Tierra Planeta

365.p x.2p

& ) FEE

x = 1 460 dias

Rpta.: 1 460 dias

-

Los coelicientes de inteligencia de dos personas
estdn en la relacion de 5/13. 5i el mds inteligente
realiza un problema en 2,16 minutos menos que el
otro; hallar en qué tiempo lo realiza este tltimo.

Solucion:

El mads inteligente emplea menos tiempo. Por lo
tanto, los tiempos empleados son inversamente
propoercionales a los coeficientes de inteligencia,
y podemos establecer que:

t = tiempo empleado por el menos inteligente en
resolver el problema; (t - 2,16 minutos) serd el
tiempo empleado por el mds inteligente en
resolver el mismo problema.

Por propiedad de magnitudes LP, podemos
establecer :

5.t=13.(t-2,16)

t= 3,51 minutos

Rpta.: El menos inteligente emplea 3,51 minutos
en resolver el mismo problema.

Segun la Ley de Boyle, la presidon de un gas es L.P.
al volumen del gas. ;A qué presion estd sometido
un gas si al aumentar esta presién en 2 atmdsferas
el volumen varia en un 20%?

Solucion:

Sea:
presién =P

volumen =V
Por dato, segin Boyle:
P.V=k
Si aumenta la presion, disminuye el volumen. En

el problema disminuye en 20%; eso quiere decir
que queda en 80%:

P.ve(Ps2) 20y
100
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9.- El cuadrado de A es directamente proporcional a
B v B es inversamente proporcional al cuadrado
de C. Si C aumenta en un 40% de su valor. ;Qué
pasard con el valor correspondiente de A?

Selucion:

Podemos establecer por enunciado:

1
BaA’?> y Ba o
2 2
Ba i B @ _
( A?

Cuando C aumente en su 40% (2/5), B = constan-
te, entonces:

¥ 2
BC? B(C + T C)

A? x?
x=l A= A+£A
5 5

Rpta.: A también aumenta en 40%

10.- El precio de una piedra preciosa es directamente
proporcional al cubo de su peso. 51 una piedra
preciosa de este tipo, que vale 100 000 soles, se
parte en dos pedazos, uno pesa los 2/3 del otro.
:Qué pérdida de valor sufrird dicha piedra?

Selucion:

Sea P el peso de la piedra:

100 000 -5
P3
1° peso = P1 , precio = x

2 pedazos

2° peso = % P, ; precio =y

B, + %Pl =P = Ps= :53— Py
Se cumple:
100 000 x y
557 . 25V
e A (3
de aqui:
x =521 600
y=$. 6400

Costo total de la piedra después de romperse:

21 600 + 6400 =5/ 28000

Perdia: 100 000 - 28 000 = S/ 72 000

Rpta.: &/ 72000

11.- En un mismo lugar, la duracion de las oscila-
ciones de dos péndulos es proporcional a las
raices cuadradas de las longitudes de dichos
péndules. Un péndulo que tiene 0,9939 m de
longitud bate segundos en Paris. Calcular con
menos error que una oscilacién el nimero de
oscilaciones que daria en un dia en Paris un
péndulo de 0.5674 m.

(Batir segundos quiere decir que un péndulo
demora 1 segundo en ir v volver a su posicion
inicial)

Solucion:

La duracién de una oscilacion del 2do. péndulo es:

1 NO, 5674

# 0, 9930

Por lo tante el ntmero de oscilaciones en un dia,
es decir, en 86 400 segundos sera:

. Vo, 0930
Vb, 5674

Rpta.: 114 351,12 oscilaciones.

-86400 =114 351,12
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. 5ise tiene la siguiente tabla de valores para dos

magnitudes Ay B :

A 36 144 324 9 4
B 6 3 o 12 18
Entonces:
a) AaB b)Aot% c) A aB?
d) Aa 1 e) AaB?

BZ

. 5S¢ ha descubierto que la cantidad de trabajo
hecho por un hombre en una hora varia en razén
directa de su salario por hora e inversamente a la
raiz cuadrada del ntmero de horas que trabaja
por dia. 51 puede terminar una pieza en seis dias
cuando trabaja 9 horas diarias a un délar por
hora. ;Cudntos dias tardard en terminar la
misma pieza cuando trabaja 16 horas diarias a
un délar y medio por hora?

a)6 3 dias b) 6 2 dias
4 3

c) 5 3 dias d) 6 L dias
4 3

e) N.A.

3. Elvalor de un diamante varia proporcionalmente

al cuadrado de su peso. Si la piedra que se com-
pro a &/. 640 000, se rompe en dos piezas, de las
cuales una es los tres quintos de la otra. ; Cudnto
serd la pérdida en porcentaje sufrida por
romperse el diamante?

a) 46,875% b) 53,225% c) 56,5%

d) 61.725% e) N.A.

55

:Cudntos gramos tiene una esmeralda que vale
$/.112 500, si una de 6 g vale /. 7 2007 Se sabe
que el precio es proporcional al cubo del peso.
a)l5g

b} 22.5g c) 634 g

d) 9375 g e) N.A.

Dividir 1 400 en tres partes directamente pro-
porcionales a 4, 6 v 10 e inversamente propor-
cionales a 8, 4 y 2. Indicar la diferencia entre la
mayor y menor de las partes.

a) 600

b 900 c) 300

dy 1 200 e) N.A.

6. Determinar la profundidad de un pozo sabiendo

e

que una piedra tarda 1 segundo v 4/10 en llegar
al fondo.

Se sabe que un cuerpe que cae libremente
recorre una distancia proporcienal al cuadrado
del tiempo y que una piedra recorre 19,60 m en
2 segundos.
a) 10 m

b} 11,5 m ¢) 9, 604 m

dy12m e) N.A.

Los dias de lluvia de un mes cualquiera son D.P.
a los dias de lluvia al mes anterior, ¢ L.E a la tem-
peratura promedio del mes anterior. Si en mayo
llovio 8 dias v la temperatura promedio fue de
16°C, determinar cudntos dias llovié en julio, si
en junio llovio 12 dias y la temperatura prome-
dio fue 12°C.

a) 8 dias b) 12 dias ¢) 20 dias

d) 16 dias e) 24 dias

8. El numero de focos eléctricos que existen en un

salén varia en forma directa a la iluminacion que
hay. v la iluminacion varia en forma directa al ta-
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10.

il

12,

maio del salén y al ntmero de watts de cada uno
de los focos. Para un salon de cierto tamano se

requiere 8 focos de 25 watts cada uno. ; Cuantos
focos de 100 watts se necesitard para un salén
cuyo tamafo es 50% mayor que el anterior?

a) 56

b} 48 c) 54

d) 36 el

Si A® varia en forma directamente proporcional
con B?y al mismo tiempo en forma inversamente
proporcional con C, cuando A=6,B=3y C=4.
Hallar el valor de B cuando:

A=%o y c=6

a) 2 b)3 c) 1/2
d) 1/6 e) N.A.
La velocidad de un velero es directamente pro-

porcional a la velocidad del viento, e L, al peso
que lleva. Si cuando la velocidad del viento es
de 15 krv/h el peso es 100 kg, la velocidad del
velero es 10 km/h. Determinar la velocidad del
viento en una tormenta si el peso es de 80 kg v
la velocidad del velero es 20 kmv/h.

a) 24 keo/h b)) 16 ki/h ¢) 20 km/h
d) 25 km/h &) 30 km/h
Una cabra amarrada a un drbol por una cuerda

de 6 m comiendo la misma cantidad de pasto
diario, acaba lo que puede en 3 dias. 5i le ponen
2 m mas de cuerda. ; Cuanto mas demorara?

a) 20/9 b) 21/9 c) 22/9
d) 23/9 e) N.A.
A es directamente proporcional a B y B es direc-

tamente proporcional a D e inversamente a C. 51
Aesl2 Des40. ;Cuanto serd A si D es 907
a) 27

b} 42 c) 35

d) 16 e) N.A.

155

[

15.

16.

L.

A es directamente proporcional a By Ces inver-
samente proporcional a D y E. ;Por cudnte hay
que multiplicar a D para que cuando B y C se
dupliquen y E se reduzca a la mitad A se haya
duplicado?

a)2 b) 4 c) 8
dy12 e) N.A.
A varia en forma directamente proporcional con

B v C; B varia proporcionalmente con D? v C
varia en forma inversamente con A, Cuando A es
igual a 20, D es igual a 5. Hallar el valor de A
cuando D es igual a 7.

a) 22 b) 16 ) 32
d) 28 el 24
Cuando Pedro y Juan trabajan juntos, el primero

hace los 3/4 del trabajo y Juan el resto; cuando
Juan y Esteban trabajan juntos, el primero hace
los 3/5 del trabajo v Esteban el resto. Cuando tra-
bajen los tres juntos, ;qué fraccion del trabajo
hace Pedro?

a) 5/7 b) 9/14 c) 3/8
d) 5/8 e) 8/13
El cuadrado del recorride de un automévil es

proporcional con el cubo de la cantidad de com-
bustible que gasta; si en un recorrido de 70 km
gasta 4 litros de gasolina. Hallar la cantidad de
gasolina que gasta en un recorrido de:

ﬂ km.

70

e 4/\/770

a}) 7/70 k) 280

dy4/ ¥35  e) 235

Se reparte N directamente proporcionala 1, 8,y
1/2 N. Si a1 le corresponde 1/2. Hallar N.
a)2

b) 5 c) 6

dy 15 e} 30
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18.

19,

La cantidad de problemas que puede resolver un
postulante, en un Examen de Admisidn, es pro-
porcienal al numero de problemas que ha resuel-
to v a la cantidad de meses que se ha preparado,
pero es inversamente proporcional al niimero de
dias que no estudié. Un postulante que se
preparé 5 meses y que no estudio 9 dias resolvio
30 problemas. ;Cudntos problemas podra
resolver un postulante que se prepare 3 meses
més pero que no estudie 8 dias?

a) 36

b) 54 c) 40

d) 28 e) 24

El peso de una varilla varia proporcionalmente a
su longitud y a su seccion transversal. Si un metro
de hierro forjado de un centimetro de didgmetro
pesa 600 g, hallar el peso de una varilla de 5m de
largo y que tiene 5 cm de digmetro.

a) 15kg

b) 80kg c) 75kg

d) 85kg e) N.A.

20. Senalar qué enunciados no son falsos:

I. 51 una cantidad es directamente proporcional a
otras varias, no es proporcional al producto de
ellas.

11

—

La suma del mayor y menor de los términos de
una proporcion no siempre es mayor que la
suma de los otros dos.

III.Si dos cantidades son inversamente propor-
cionales cuando una de ellas aumenta en su
mitad, tercera o cuarta parte, la otra disminuye
en su mitad, tercera o cuarta parte.

ayl b) 11 c) 111
d) Iy III e) N.A.
CLAVE DE RESPUESTAS
1) D 2) L 3) A 4) A 3) A
6) C 7)1 8)B 9) 1 10) A
11) 1 2) A 13) 1 14) D 15) B
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REGLA DE TRES SIMPLE Y
COMPUESTA

REGLA DE TRES SIMPLE

Es un procedimiento de cdlculo que permite hallar
un cuarto valor cuando se conoce otros tres valores,
correspondientes a dos magnitudes. La regla de tres
simple puede ser directa o inversa.

REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA

La regla de tres simple directa es aquella en la que las
magnitudes involucradas son directamente propor-
cionales.

PROBLEMA GENERAL

El peso a;, de una mercancia cuesta b,:cudnto
costard el peso a, de la misma mercancia.

Peso y costo son magnitudes directamente pro-
porcionales

Peso Costo

a, -—— b

1 1

az “_’" X

ey

Por propiedad de magnitudes D.P : = Sie—
1

Nota.-

En la practica, si se determina que las magni-
tudes son D.P, se puede aplicar el siguiente
método practico:

El valor de la incégnita se obtiene al multi-
plicar los valores que estdn en la misma
“diagonal” y este producto se divide por la
tercera cantidad.

Método Prictico ™

Peso Costo

REGLA DE TRES SIMPLE INVERSA

La regla de tres simple inversa es aquella en la cual
las magnitudes involucradas son inversamente pro-
porcicnales.

PROBLEMA GENERAL

Para cubrir el espacio d, un movil que lleva una
velocidad constante V,, emplea el tiempo t, ; qué
tiempo empleara en cubrir la misma distancia d,
si su velocidad disminuye a V..

Velocidad y Tiempo son magnitudes inversamen-
te proporcionales.

Velocidad Tiempo
Vi L
A% X

2

Es evidente que si la velocidad DISMINUYE el
tiermpo AUMENTA.
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Nota.-

En la practica si se determina que las magnitu-
des son LP el valor de la incdgnita se puede
obtener multiplicando los valores que estan en
la misma “horizontal” v dividiendo este pro-
ducto por la tercera cantidad.

Método Prictico ™

Velocidad Tiempo
Vl - > tl
V2 X
X =
v,

EJERCICIOS RESUELTOS

l.- Para tapizar una pared se ha comprado 25 m de
tela de 80 cm de ancho. ;Qué longitud es nece-
sarlo comprar para tapizar la misma pared si el
ancho de la tela fuese 1,10 m?

Solucién:
Ambas magnitudes son I.P

Longitud Ancho

25 m 80 cm

X — 110cm
X=25.0,80 _ 118

]

1,10

Rpta.: x =18,18 m

2.- 30 albaniles debian terminar una obra en 20 dias;
habian trabajado 5 dias cuando 5 de ellos se reti-
raron. ; Cudnto durd la construccion de la obra?

Solucién:

30 albaftiles 25 albaiiiles

A

5 dias x dias

Para la segunda parte, con menos albafiles.

30 albaniles 15 dias
25 albaftiles ——— x
Regla de tres inversa, luego:
X= L0 _ 18 dias

La obra duré: (18 + 5) dias = 23 dias
Rpta.: 23 dias.

3.- Un barco tiene viveres para 22 dias si lleva 39
tripulantes. Diga, ;cudnto pueden durar los vi-
veres si viajan solo 33 tripulantes?

Solucion:

Usando la regla de tres inversa:

39 tripulantes 22 dias
33 tripulantes ———  x
X=39‘ 2 26 dias

Rpta.: Dura 26 dias.

4.- 40 kg de miel contiene 24 kg de azticar. ; Cudntos
kg de H,0 hay que agregar a esta miel para que 5
kg de la nueva mezcla de miel contenga 2 kg de
azucar?

Solucion:

En este caso, usaremos la regla de tres simple

directa:
mezcla de miel azucar
5 kg 2 kg
x —— 24ke
= 242' . e x = 60 kg mezcla de miel

En conclusién hay que agregar:
(60 - 40) kg = 20 kg de agua

Rpta.: Hay que agregar 20 kg de agua.
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5.- Se tiene 2 toneles de 20 y 30 litros de vino de
diferente calidad; se saca de ambos un mismo
nimero de litros v se echa al primero lo que se
sacé del segundo y viceversa obteniéndose en
ambos toneles vinos de igual calidad. ;Qué canti-
dad se saco de los toneles?

Selucion:

Supongamos que se mezcla tOdO, entonces:

Mezcla Vino 2° tonel
50L 30L
20 —— Xg

20.30
X= ———— =12
50

Rpta.: Se sacé 12 L de cada tonel.

6.- 35 obreros pueden terminar una obra en 27 dias.
Al cabo de 6 dias de trabajo se les junta cierto
numero de obreros de otro grupo, de modo que
en 15 dias mds terminan la obra. ;Cuantos
obreros venian del segundo grupo?

Solucion:

Sea x el numero de obreros del segundo grupo:

27 dias
6 dias —(—— 21 dias ————
35 obreros 35 obreros

}— 15 dias -=-|

| 35 + x obreros |

Regla de tres simple inversa:

obreros dias
35 = 7
x =14
B5+x) — 15

Rpta.: Pertenecen 14 obreros al segundo grupo.

7.- Para hacer una zanja de 40 m . 2m . 0,8 m se con-
traté 15 obreros que lo harian en 18 dias; luego
de 3 dias, 3 obreros enferman. Se decide entences
no variar el tiempo ni contratar mds obreros, sélo
se disminuird la longitud de la zanja. ; En cudnto
se disminuyo ésta?

Solucién:

Como habian trabajado 3 dias juntos, habian eje-
cutado 3/18 = 1/6 de la obra; por lo tanto 1/6 de
la longitud, ésto es 8 m. Faltan 40 m de longitud,
que ahora lo deben ejecutar 12 obreros, por lo
que podemos establecer una regla de tres simple

directa:
obreros dias
15 —— 40
x=32m
12 —_— X

Entences: 40-32=8
Rpta.: Se disminuyé en 8 m

8.- Ochenta litros de agua de mar contienen 2 1b de
sal. ; Cuantos litros de agua pura se deberd agre-
gar, si se quiere que cada 10 litros de la nueva
mezcla contenga 1/6 libra de sal?

Solucién:

En la nueva mezcla:

litros o sal(lbs)
10 ——— 1/6
x=120L
% 2

la nueva mezcla es de 120 L
Se agregd 120 - 80 =40 L de agua

Rpta.: Se agregd 40 L de agua pura

- 268 -



ARITMETICA

9.- En una caja hay 200 bolas, de las cuales 60 son
rojas v el resto blancas. ; Cudntas bolas blancas se
deberd agregar, si se quiere que por cada 3 bolas
rojas hayan 20 blancas?

Solucién:
#r10jas o« # blancas
3 20
60 —— x

x = 400 bolas blancas

Se debe agregar:
400 - 140 = 260 blancas
Rpta.: Se debe agregar 260 blancas.

10.- A una reunion asistieron 511 personas; se sabe
que por cada & hombres, habia 8 mujeres.
: Cudntos hombres asistieron a la reunion?

Solucién:

Se deduce que de cada 14 personas, 6 son hom-
bres.

Regla de tres simple directa.

Personas Hombres
14 — 6
511 —4m8 —  x
x =219

Rpta.: Asistieron 219 hombres.

REGLA DE TRES COMPUESTA

OBJETIVO

Se da una serie de “n” valores correspondientes a “n”
magnitudes y una segunda serie de (n-1) valores. El
objetivo de la regla de 3 compuesta es determinar el
valor desconocido de la segunda serie de valores.

MAGNITUDES
A B (! D ol
s a b c d o ||

{1ra. serie) 4 ¢

Valores
(2da. serie)

Hallar “x”

Para resolver los problemas de regla de 3 com-
puesta, existen 4 métodos principales:

1° Reduccien a la unidad o métode razonade.

2° Aplicando criterios de proporcionalidad direc-
ta o inversa.

3% Regla practica (ley de los signos) es el mas
usado vy se explica mas abajo.

4° Método de las fraccicnes.

REGLA PRACTICA: LEY DE LOS SIGNOS

Este método es sélo una consecuencia préctica de las
magnitudes propoercionales y consiste en lo siguiente:

Se coloca los valores correspondientes a la misma
magnitud, uno debajo del otro; a continuacion se
compara las magnitudes que intervienen para saber si
son directa o inversamente proporcionales con la in-
cognita y se sigue la siguiente regla:

Sison D.P: Sison LP:
arriba - arriba +
abajo + abajo -

El valor de la incégnita viene dado por un quebrado
cuyo numerador es el producto de todas las canti-
dades asignadas con signo (+} v cuyo denominador
es el producto de todas las cantidades asignadas con

signo (-}.

En todos los problemas, sin excepciéon el valor
numérico que es de la misma especie que la incog-
nita llevara signo {+).
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.- 500 obreros del ferrocarril, trabajando 10 horas

diarias, han colocado ya 2 300 metros de via en
28 dias. 425 obreros trabajande 8 horas diarias,
jcudntos metros de via colocaran en 42 dias?

Solucion:

Aplicando el ler método:

horas
cbreros | diarias via dias
500 | 10 2 300 28
435 | 42

8 . %

Calculemos primero el namero de horas de traba-
jo necesarias para colocar 1 metro de via.

500 obreros trabajando 10 horas diarias, hacen
500 . 10 horas de trabajo al dia.

En 28 dias, hacen: 500 . 10 . 28 horas de trabajo.

Como han colocado 2 300 metros de via, se cal-

cula el tiempo necesario para colocar 1 metro

dividiendo 500 . 10 . 28 entre 2 300; esto es:
500.10. 28

2300

horas por metro

Por otra parte, 425 obreros, trabajando 8 horas
diarias durante 42 dias hacen 425 . 8. 42 horas de
trabajo. colocardn tantos metros de via como
veces esté contenido.

3002 . 3 Bifemerros devi
500.10. 28
2300

Rpta.: 2 346 metros de via.

2.- Ocho obreros hacen la apertura de una zanja de

20 m de longitud, 5 de anchura vy 2 de profundi-
dad en 5 dias, trabajando 10 horas diarias con
un esfuerzo representado por 4, una actividad
representada por 2 y en un terreno cuya
resistencia a la cava estd representada por 1.
Calcular la longitud que tendra otra zanja de 4m

de anchura y 1,5 de profundidad habiendo sido

ablerta por 6 operarios que han trabajado
durante 40 dias, a 8 horas por dia, con un esfuer-
zo como 5, una actividad como 3 y en un terreno
de resistencia 2.

Solucién:
Aplicando el 2° método:

Las longitudes de las dos zanjas son directamente
proporcionales a los nimeres de operarios, a los
dias de trabajo, a las horas que se trabaja por dia,
a los esfuerzos y a las actividades de los operarios,
e inversamente proporcional a las anchuras, pro-
tundidades y resistencia a la cava del terreno.

20.6.5.2.40.8.5.3
X =
8 s 1.5 255 10 o 2

=150 m

Rpta.: 150 metros.

Un mure de 50 metros de largo, 8,80 metros de
alto y 30 cin de espesor, ha sido construido en 18
dias por 6 hombres que trabajan 8 horas diarias.
Se pregunta ;qué altura tendrd otra pared que
debe ser construida en 30 dias por 3 hombres que
trabajan 10 horas por dia si va a tener 70 metros
de largo v 45 cm de espesor?

Solucién:

hombres | horas | dias | largo |espesor| altura

- - - + + +

6 50 30 8,80
3 10

30 70

I3 = =

45 X

+ +

L

siguiendo la regla practica, “x” sera:

X_8,80.3.10.30.50.30
6.8.18.70.45

=437 m

Rpta.: 437 m

Una cuadrilla de 40 obreros ha hecho 400 metros
de carretera durante cierto numero de dias a
razén de 8 horas diarias. Otra cuadrilla de 60
hombres ha hecho 675 metros de la misma obra
trabajando 6 horas diarias. Si el tiempo que han
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demorado las dos cuadrillas en hacer sus obras
suma 25 dias. Hallar el tiempo que emplea cada
cuadrilla en hacer su obra.

6.- Un contratista se compromete a construir dos
secciones de un ferrocarril que son igualmente

dificiles para el trabajo. En cada seccién emplea
80 obreros y al cabo de 50 dias observa que mien-

Selucion: tras que los primeros han hecho 3/8 de su traba-
- - - jo, los otros han construide los 5/7 del suyo v
obreros dias horas/dia | longitud deseando terminar la primera seccién en 120
. 3 5 _ dfas, se pregunta: ;cudntos obreros deberdn pasar
de la segunda a la primera seccién?
40 T 8 400
60 25-T & 675 Solucion:
- - + 80 obreros en cada grupo:

T.40.8.675 3T

55 e .
60.6.400 2
38 . Ta 2L
)
T =10 dias

o0 25-T =15 dias

Rpta.: Demoraron: 10y 15 dias.

5.- Se contraté una obra para ser terminada en 20

dias por 15 obreros que trabajan 8 horas diarias.
Habian trabajado ya dos dias cuande se acords
que la obra quedase terminada tres dias antes del
plazo estipulado: para lo cual se contraté 5
obreros mas. Diga si la jornada deberd aumen-
tarse o disminuirse y en cudnto.

primer grupo de obreros

3/8

segundo grupo de obreros

5/7

En el ler grupo:

50 dias 3/8 obra

120 dfas ——— X

g 120 . 3/8 36/8
50 2

x = 910 de la obra

Si se construye los 9/10; entonces queda sin cons-
truir 1/10 de la obra.

Solucién:
En el 2do grupo:
obreros dias horas/dia obra
obreros dias obra
+ o =
15 20 8 1 & & -
20 18 X 0/10 80 50 57
= s + x 70 1/10
15.20.8.9/10 -—+
= = 7.2 horas

20, 151

Siguiendo la regla practica:

La jornada debe ser de 7,2 horas diarias, por lo
que la jornada primitiva disminuye en:

8 -7,2=0,8 horas = 48 minutos.

s TN —

70 . 5/7

Rpta.: La jornada debe disminuir en 48 minutos.  Rpta.: Deberan pasar 8 obreros del 2do al ler grupo.
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7.- 2a familias que habitan en un edificio reciben:

(_a =2 05 litros de agua duranteg) dias.

Por tener que hacer algunas reparaciones en las

tuberias, el agua hay que hacerla durar a0 dias
més, con el problema que se alojan “a” familias
maés. ;En cudnto hay que disminuir el consumo
diario por familia?

Selucion: Podemos establecer:

Familias | Litros/dia dias
- - +
2a (a-2)00 | a0
Ja+a % 2(a0) ()

Se deduce que la disminucion es de:

{a-2000-x p)
De (y):

- 2a. (a-2)00 . 20
(2a + 2)2(a0)

- (20 +a) . 100(a-2).10a
2(10 +a)2(10a)

. 25(a-2). (20 + a)
(10 + a)

(@)

(@) en (P) es la disminucion diaria.

25(a-2)20 +a)
10 +a

100(a - 2) -

Rpta.: Disminucion diaria por familia:

25(a -2)(20 + 3a)

1a

8.- Una cantidad “MUCA” de cobreros debe realizar

una obra y al cabo de “VARIOS” dias ha ejecuta-
do 1/JA de aquella. Determinar cudntos obreros

mias se debe contratar para terminar la obra en
“MUCHOS” dias mds. Se sabe que:

VARIOS + MUCHOS = DEMASIADO

Solucién:
Obreros dias obra
0 o =
MUCA VARIOS 1/JA
X MUCHOS | (1 - 1/A) § (1D
= +
AUMENTO = x - MUCA (2
De (1):

- (MUCA) (VARIOS) (1 - 1/JA) .
MUCHOS . 1/JA

n(2)

Rpta.:

MUCA

AUMENTO = (VARIOS . JA - DEMASIADO)
MUCHOS

Q.- Para la construccién de una cerca de 84 metros de

longitud, 3m de altura y 0,6 m. de espesor, se hizo
un presupuesto de 43 848 soles. Al ejecutar la
obra, se rebajé la altura en 1 m, se disminuyo el
espesor en 10 cm v en la longitud habia un error
por exceso de dos metros. ;Qué economia se
obtuvo?

Solucién:

Podemos establecer:

longitud altura | espesor & presupuesto
- - - +
84 5 0,6 . 43 848
82 2 0.5 X
+ + +
X=82.2.0,5.43848 _ 3 780

84.3.006
Economia: 43 848 - 23 780 = 20 068

Rpta.: Se obtuvo un ahorro de &/, 20 068
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10.- Una lamilia de 5 personas gasta $/. 60 000 para
vivir 3 meses en una ciudad. ; Cudnto debe gas-
tar para vivir en otra ciudad durante 5 meses si
el costo de vida es los 5/4 del anterior, sablendo
que se une la suegra a la familia?

Solucién:
personas gasto meses costo
= i - N
5] /. 60 000 3 1
6 o ) 5/4
- 5 -

—_—_—m
Rpta.: Debe gastar S/, 150 000

11.- Para plantar “grass” en un terreno de 500 m?,
10 personas demoraron 15 dias de 7 horas de
trabajo. ;Cuantos dias de 8 horas de trabajo se
demoraran en plantar 800 m?, 15 personas do-
blemente habiles?

Solucién:
Superticie | personas | dias h/d | habilidad
z + + + +
500 10 15 7 1
800 15 X 8 3
+ - - -

8§00 10 7 1
500 15 8 2

Rpta.: 7 dias.

12.- Ocho hombres construyen 8 casas en un tiempo
de 8 afios trabajando con un cierto esfuerzo.
;Cuantos hombres de la misma habilidad que
los anteriores pero que trabajen con el doble de
esfuerzo se necesitara para construir el doble de
casas enl un tiempo 50% menor que el anterior?

Solucién:
Hombres Casas Afios Esfuerzo
= £ £
8 1
b. e 16 4 2

Rpta.: 16 hombres.

13.- En una construccion laboran 36 operarios, tra-
bajando 5 horas diarias, deben terminarla en 24
dias. Debide a las condiciones del clima, los
obreros disminuyen en un 25% su rendimiento
luego de 10 dias de trabajo. El Ingeniero de la
obra, 4 dias mas tarde, decide aumentar en una
hora la jornada de trabajo y contrata mas
obreros. ; Cudntos obreros mas contrato?

Solucion:
24 dias
equivalente a
— 10 dias—— 4 dias — 11 dias
I 11 111
10 dias

Los 4 dias que trabajan con 75% de eficiencia
ejecutan una labor equivalente a tan sélo 3 dias
de labor normal; por lo tanto, si recuperan su
eficiencia, la III parte la ejecutarian en 11 dias;
pero como la deben efectuar en 10 dias y con
una eficiencia del 75%, el Ingeniero se ve en la
necesidad de reforzar la cuadrilla, con cobreros
de igual eficiencia, y aumenta ademas la jorna-
da en una hora.

Operarios Dias Eficiencia H/D
+ + + +
36 I} 100 5

(36 + x) 10 75 6

B o BB sl B

10 75 6

=44

Rpta.: Refuerzo: 8 obreros.
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14.- Ocho costureras trabajando con un rendimien-
to del 60% en 20 dias, 8 horas diarias, cada una
ha hecho 200 pantalones con triple costura pa-
ra nifos. ;Cudntas costureras de 80% de ren-
dimiento haran en 24 dias de 10 horas cada dia,
450 pantalones de doble costura para adultos;
si se sabe que a igual nimero de costuras los
pantalones para adultos ofrecen una dificultad
que es 1/3 mds que la que ofrecen los pantalo-
nes para nifios?

Selucion:

A igual namero de costuras:

Pantalon Pantalon de
de nifio adulto
costuras 3 3

dificultad| 3.
inicial

Como el pantalon de nifio tiene 3 costuras su difi-
cultad sera como 3 y como el pantalén de adulto
tiene 2 costuras su dificultad sera 1/3 menor que
la dificultad inicial:

Luego de estas observaciones, podemos plantear
la siguiente regla de tres compuesta:

15.- Una zanja de 20 metros de profundidad puede
ser acabada en 12 dias por 10 obreros. Después
de cierto tiempe de trabajo se decide aumentar
la profundidad en 10 metros para lo cual se con-
trata 5 obreros mads, terminandose la obra a los
15 dias de empezada. ;A los cudntos dias se
aumento el personal?

Solucién:

Notese que en los 3 ultimos dias trabajaron los 15
obreros.

Obreros | Profundidad Dias
i + =
10 20 12
1.5 X 3
& &
<=20. 1% .3
10 12

x = 7,5 mde profundidad

Costu- | Rendi- ) Panta- | Dificul-
; Dias H/D
reras |miento lones tad
i + T + = =
8 60 20 8 200 3
X 80 24 10 450 8/3
- = = + +

60 20 8 450 83

i Dl 2L O,

80 24 10 200 3

X = 8 costureras

Rpta.: 8 costureras.

El resto:
20 m por los 10 obreros
22.5m
2.5 m por los 5 obreros
Obreros | Profundidad [ Dias
+ - +
10 20 1.2
3 25 X
- +
x=12 £ =3 dias
20

Se aumentd el personal despuies de: 12 -3 = 9 dias

Rpta.: El personal aumento al décimo dia.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

L. Para cavar un pozo se cuenta con dos grupos de
obreros. Ll primer grupe tiene N, hombres y

puede concluir la obra en 10 dias; el segundo
grupo tiene N, hombres y puede acabar la obra

en 5 dias. 51 se tomo la cuarta parte del ler gru-
po v la octava parte del 2do grupe. ;En cuantos
dias haran dicha obra?

Rpta: 20 dias.

2. 51 32 obreros trabajando durante 20 dias, 10
horas al dia han realizado una zanja de 20 m de
large, 2 m de ancho y 1 m de profundidad.
;Cudntos obreros menos se necesita para realizar
una zanja de 30 m de largo, 3 m de ancho y 0,5
m de profundidad en 30 dias trabajando 8 horas
al dia?

Rpta.: 2 obreros menos.

3. 16 obreros trabajando 9 horas diarias pueden
hacer una obra en 24 dias. Después de 6 dias de
trabajo se retira cierto ntmero de obreros, por lo
cual los obreros que quedaron tienen que traba-
jar 12 horas diarias para entregar la obra en el
plazo estipulado. ; Cudntos obreros se retiraron?

Rpta.: Se retiraron 4

4. Dos obreros necesitan 12h para hacer un traba-
jo. 5i une trabajando solo le hace en 20h.
;Cudnto tiempo empleara el segundo?

Rpta.: 28h.

5. Sabiendo que de 250 quintales de remolacha
puede extraerse 30 quintales de azacar ;Qué
peso de azicar podrdn proporcionar 100 quin-
tales de remolacha?

Rpta.: 12 quintales.
6. Cuatro hombres se comprometen a hacer una
obra en 18 dias. 51 después de 3 dias llega uno

mas. ; Cudntos dias antes terminaran la obra?

Rpta.: 3 dias antes.

7. ;Qué didmetro se le debe dar, a una polea para
que pueda girar a una velocidad de 1530 r.p.m. si
otra polea de 0,60 m de diametro accionada por
la misma correa de transmision, da 80 r.p.m.?

Rpta.: 0,32 metros.

8. En un grupo, el 40% son hombres; si el ntmero
de hombres se duplica, ;qué porcentaje del total
serdn mujeres?

Rpta.: 42,86%

9. Siel precio de un objeto se le recarga con el 20%
resulta igual al precio de otro descontade en un
30%, si el primero cuesta /. 1 750, ;cual es el
precio del segundo?

Rpta.: Precio del segundo: /. 3 000

10. Después de una venta en la que un corredor
cobra el 2% de comision, gasta dicho corredor el
70% de sus ganancias y le queda aun /. 912.60.
JA cudnto asciende su cuenta?

Rpta.: Asciende a §/. 152 100

11. En una reunién el 50% son hombres v ¢l otro
50% mujeres, si se retira el 10% de los hombres
y el 30% de las mujeres. ;Qué porcentaje de los
que quedan seran hombres?

Rpta.: El 56,25%

12. Si 10 obreros pueden hacer en 60 dias una obra
de “M” metros; ; Cuantos hombres se necesitaran
para que en 40 dias hagan M metros de la obra?

Rpta.: 15 hombres.

13. Un cafo A llena un deposito en 2n horas y otro
cafno B en 3n horas. Ademas tiene un orificio en
el fondo por el que se desagua en 4n horas.; Que
fondo demoraran esntando abierto los tres?

Rpta.: Lo
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17

167

16.

17

18.

En la fabricacisn de 1 000 rieles de 12 metros de
longitud cada une, se ha gastado 144 mil soles.
:En cuante debera fijarse el kg de riel para
obtener una ganancia de 20%, si cada metro del
mismo pesa 40 kg v al comprador se le hace una
rebaja del 10% de dicho precio?

Rpta.: El kg se debe fijara /. 0,40

Un terraplén cubica 2 805 m?, después de haber
experimentado un asiento del 15%. Sabiendo
que las tierras que forman ese terraplén, al ser
excavadas sufrieron un esponjamiento del 32%.
Calcular lo que cubicaba el macizo de tierra
antes de la cava.

Rpta.: Cubicaba: 2500 m®

Una tripulacién de “n” hombres tiene viveres
para “d” dias, si reduce a la tercera parte el
numero de dias de viaje. ; Cuantos hombres mas
podran viajar?

Rpta.: 2n hombres.

25 obreros trabajando 8 horas diarias en 15 dias
han hecho una obra de 800 m” ;Cudntos m”
hardan 20 obreros trabajando 6 horas diarias en

20 dias?
Rpta.: 640 m®

Un comerciante compré cemento en una fabrica
y vendio la cuarta parte de él con un beneficio
del 5%, otro tanto con una 15% de utilidad y el
resto con una pérdida del 6%. En total tuvo una

19.

20.

21,

22

ganancia de 316 soles. ;Qué cantidad cobro la
tabrica por el cemento?

Rpta.: 15 800 soles.

Si 60 hombres pueden cavar una zanja de 80 m>
en 50 dias. ;Cuantos dias necesitaran 100 hom-
bres 50% mds eficientes para cavar una zanja de
1 200 m, cuya dureza es 3 veces la anterior?

Rpta.: 900

Dos vehiculos con idénticos depositos de gasoli-
na los consumen uniformemente en 4 y 5 horas.
;Después de cuanto tiempo, el deposito de un
vehiculo contendra el doble del otro?

10
Rpta.: =—h
! 3

16 hombres hacen una obra en cierto numero de
dias, trabajando cierto niimero de horas diarias,
:Cudntos hombres hardn la cuarta parte de la
obra en la mitad del numero de dias, trabajando
el dohle nimero de horas si su rendimiento es el

doble?
Rpta.: 12 hombres.

20 cajistas en 27 dias de 9 horas pueden com-
poner 18 pliegos de 24 piaginas con 2 columnas
cada pdgina, 42 lineas por columna y 30 letras
en cada linea. ;Cudntas horas al dia tendran
que trabajar 36 cajistas durante 28 dias para
componer 32 pliegos de 36 paginas con una
columna de 49 lineas y 44 letras cada linea?

Rpta.: 11 horas al dia.
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REGLAS DE PORCENTAJE

IDEA DE PORCENTAJE

Se llama tanto por ciento o porcentaje al nimero de
unidades que se toma en cuenta de cada 100
unidades.

Ejemplo:

18% indica que de cada 100 unidades se consid-
era 18.

El signo “%” se lee “por ciento”

DEFINICION

Tanto por ciento es el numero de “partes” que se
considera de un “todo” que ha side dividido en 100
“partes” iguales.

Ejemnplos:

i) Grafiquemos el siguiente problema: Hallar el

25% de 1200

Toda la circunferencia tiene 100 partes:

25

25

25

25

100
Entonces el 25% de 100 es 25.

El porcentaje se puede calcular mediante una
regla de tres simple directa.

i) Hallar el n % de M.

El “todo” (M) se representa como el 100%

unidades %
M — 100%
X — n

X = (n_) M (férmula)

100

iii) Asi, hallar el 12% de 400, sera igual a aplicar
la férmula indicada:

X= A5 . 400 =48
100

Nota:

El porcentaje puede expresarse como una
fraccion de denominador 100.

iv) Una recta tiene 8% de pendiente. A una pro-
yeccion horizontal de 300 m., ;qué proyec-
cién vertical corresponde?

Solucion:

Se llama pendiente de una recta inclinada a la
relacién que existe entre su proyeccion vertical v
su proyeccion horizontal.

- 277 -



O PH M
Del grafico:

pendiente de MN = D
MO

La pendiente de una recta se indica por un tanto
por ciento. Cuando se dice que una recta tiene 8%
de pendiente, ésto indica que por cada 100
unidades de proyeccion horizontal corresponde 8§
unidades de proyeccion vertical (o elevacién).

En el caso especifico del problema dado podemos
establecer que:

100

X=24m

300 i

Rpta.: 24 m de proyeccion vertical

EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE
GANANCIAS Y PERDIDAS

Definamos previamente:
Pv = Pc + G, donde:
Pv = Precio de venta

Pc = Precio de costo

G = Ganancia

1.- Antes de ir de compras tenia S/, 72 080; ahora que

regreso de efectuar mis compras, séle me queda
S/. 4 324 ,8. ;Qué porcentaje de lo que tenia antes
de ir de compras tengo ahora?

Selucion:
. 72080 ——— 100
x=0
.43248 ——mM8 — x
Rpta.: 6 %

2.- Dos vacas fueren vendidas en S/. 6 000 cada una.

Sien la primera se gano el 25% y en la segunda se
perdio el 25%. Determinar si hubo ganancia o
pérdida vy cudnto.

Solucién:

Calculemnos el valor de la ganancia en la venta de
la primera vaca:

Pv = %. 6 000
25
100
Sabemos que:
Pv=Pc+ G
6000 =Pc+ 25 Pc
123 5. _ <. 6000
100
Pc =4 800

Se gané: 6 000 -4 800 = . 1 200 (1

Calculemos el valor de la perdida en la segunda
vaca:

Pv= Pc-G

25

6000 = Pc - Pc
100

Pc =%. 8000

Se perdié: 8000 -6000= &.2000 (2)
De (1) y (2), se perdié:
2000-1 200 = S/ 800

Rpta.: Se perdic &/. 800

3.-Una persona va a comprar un automovil por

S/. 10 500 por el cual le haran un descuento

del 5%.

Cuando va a cancelar descubre que éste no es su
precio, por lo cual solamente paga &. 9 595.
:Cuantos soles menos era su precio?
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Solucion: 5.- Un comerciante importaba cierto articulo y lo
vendia en &. 800 cada uno cuando el délar costa-
ba &. 3, ganando el 20%. Ahora tiene que pagar
por délar &/. 4 v el precio de fdbrica ha aumenta-
Fl precio del vehiculo era: do en 10%. Determinar a cémo deberd vender en

la actualidad dicho articulo si desea ganar el 30%.

En realidad la persona paga unicamente el 95%
del precio del auto.

49 | gsgs - 52 10 100
95 Solucion:
El precio era menor en: Antes cuando el délar se cotizaba a &/. 3, el precio

de costo de cada articulo era:
10 500 - 10 100 = 400 soles

Rpta.: 400 soles menos. Pé.= 800.100 . 2000
120 3
4.- Una persona compro cierto numero de pares de
zapatos a 5/. 80 cada par. 51 los vendié con una En dolares:
ganancia neta de $/. 510 y los gastos ascendieron
al 15% de la ganancia bruta. ; Determinar cudn- Pe = 2000 - 3= 2 000 délares
tos pares de zapatos se compro si en total recibis 3
/.3 8007

Actualmente, el costo de cada articule ha sufrido
Solucién: un incremento del 10% por lo tanto cada articulo

cuesta actualmente:
Numero de pares de zapatos:

_ 110 2 000 2200

costo total P¢’ = dolares
n=———— (1) 100 g 9
80
costo total = valor de venta total - ganancia bruta En Soles:
costo total = 3 800 - ganancia bruta (G,) (2) Pc = 2200 4 = 8 800 soles
100 a

Pero:

0, 3 .
G, = ganancia neta + gastos Como se desea ganar 30% debera vender a:

Py = 130 8 800

Por datos del problema: I =1271.11
100 9 ’
G, = 810w 2 &
0 Rpta.: Deberd vender a &/. 1271,11
22 G, =510 6.- Un bodeguere vende a &. 160 una damajuana de
100 vino con lo cual gana el 25% del Pc. Calcular la G
y el Pe.
G, = 600
Solucion:
En la expresion (2) tendremos:
G = 25%de Pc
costo total = 3 800 - 600 = 3 200
Pv = 125% de Pc

En la expresion (1)

Numero de pares de zapatos: Por lo tanto:

n=73200 /80=40 Pv = 125% — /. 160

Rpta.: 40 pares de zapatos. Pc— 100% —— X
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100 . 160
X=——— =128
125

De esta manera:
Pc=5/.128
G =(160-128)=5.32

Rpta.: Gana &. 32 y vende a $/. 128

7.- Vendiendo una mercancia por /. 10 el kg se gana

el m% del Pc. ;Qué % se gana cuando se vende
por &/. 11 el kg?

Selucion:
S/ Kg Equivalente a
10 ——— (100 + m) % del Pc
11 ——— (100 + x) % del Pc
T 11 (100 + m)
10
100 + x = 1100+ 11m
10

Rpta: x = (10 + 1,1m) %

8.- Un comerciante importaba cierto articulo de los

Estados Unidos y lo vendia en S/. 468, ganando
un 20% cuando el tipo de cambio era 2,6 soles
por dolar. Ahora tiene que pagar 4,0 soles por
délar y ademads el precio de fabrica ha aumentado
en un 40%. ;A cémo debera vender dicho articu-
lo en la actualidad para que su ganancia sea del
30%?

Solucidn:

Costo del articulo:

A5 s alD g 550
120
En dolares:
39 _¢1s0
26

3

Costo actual del articulo:

$ 150 + i

- $150=%210
100 ¥ ¥

Precio de venta para ganar 30%:

30
210+ —— - $210=%273
b = $ $

Precio de venta en soles:
273 .4,0=1 092 soles.

Rpta.: Se debera vender a 5/. 1 092

10.- Un almacenista comprd 20 camas y las vendis

con una ganancia del 10%. Con el importe de la
venta comprd 60 mesas, que las vendié, ganan-
do el 15%; v, con el importe de esta venta, com-
pro 828 sillas al precio de 990 soles la docena.

;Cudnto le costd al almacenista una cama?
Solucién:
Costo de las sillas:

828 | 990 = 5/. 68 310
12

y, esta suma representa el 115% del precio de las
mesas, el costo de las mesas es :

68 310 - g =59 400
115

Esta suma representa el 110% del precio de las
camas y el costo de éstas es:

59 400 - A0 = 54 000
110

Cada cama le costé:

54000:20= &, 2700

Rpta.: Cada cama costé . 2 700

10.- En cierta ciudad, cada propietario pagaba como

contribucién, la octava parte de alquiler que le
producia sus fincas. Se aument$ las contribu-
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ciones y les hicileron pagar el 20% de lo que le
producian las fincas. ;En que porcentaje cada
propietario debe aumentar los alquileres para
poder seguir cobrande la misma renta?

Solucién:

Consideremnos 100 unidades de alquiler
primitive.

Variaciones:
Alquiler ——— 100
Pago de contribucion:

1/8 de 100 12,5

5

Ganancia neta del propietario 87,5

Al aumentar las contribuciones al 20%, el pro-
pietario sélo ganard el 80% de lo que producen
los alquileres v comeo desea seguir ganando lo
mismo, el 80% del alquiler debe de ser 3/. 87,50:

80 % 87,50
100% — X
x = 109,375

El aumento es: 109375 - 100 = 9 375
Rpta.: Aumenta en 9,375 %

11.- Un individuo dedicé una cierta cantidad de
dinero a un negocio, y gano el 20%. El total lo
dedicé a otro negocio y perdio el 10%; y por
altimo, invirtié lo que le quedaba en otro nego-
cio y gané el 8%. el resultado de estos 3 nego-
cios ha sido una ganancia de &. 30 784. ; Cual
tue la cantidad invertida en el primer negocio?

Solucién:

Sea N la cantidad invertida en el primer negocio.
Podemos establecer que después del primer nego-

cio tiene:
( 120 N)
100

Después del segundo negocio, tiene:
90 ( 120 N)
100 \ 100
Después del tercer negocio, tiene:
108 Q0 120 N
100 | 100 \ 100
que equivale a:
108 | 90 (120 N)
100 100 V100

N =5/ 185 000

=N + 30 784

Rpta.: Invirtio &. 185 000

12.- Una pieza de fundicién pesa, en bruto, 45 kg y
42,75 kg después de tornearla. ;Qué tanto por
ciento de su peso ha perdido?

Solucion:
Pérdida de peso: 45 - 42,75 = 2,25 kg.
Podemos establecer:

% Pérdida de peso = % <100 =5

Rpta.: Perdi6 5% de su peso.

13.- Un comerciante vendioé las dos terceras partes
del cemento que habia comprado con un ben-
eficio del 10%; la mitad del resto al precio de
costo} v, lo que quedo, con un porcentaje de pér-
dida tal que solo pudo obtener en todo el nego-
cio lo que le costd. ;Cudl fue este tanto por
ciento de pérdida?

Solucion:

FIyt

Sea C el costo total del cemento y “x
centaje que perdio en la altima venta.

el por-

Se tiene:

2o, T e e ® LYoo
3 100 3 6 6 100 6
x=40%

Rpta.: Porcentaje de pérdida: 40%
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14.- Por tarrelaccion, un procedimiento para tostar  1.-
café se plerde el 20% de su peso. Un tendero
vende su café tarrefactado a &/. 10,00 el kilo v
gana 15% sobre el precio de compra. ;A qué
precio ha comprado el café sin tostar?

Selucion:

Por cada 100 kg de café crudo, se obtiene sélo 80
kg de café tarrefactado, por lo que “pierde” el
20%. En otras palabras. para vender 100kg de
caté tostado debe de comprar 125 kg de café
crudo. El precio de compra correspondiente seri:

10
Pc= — =6,9569

C115.1,25
Rpta.: Ha comprado a $/. 6,96 el kilo.

15.- Un librero vende con un descuento de S/. 34 una
enciclopedia cuyo precio estd fijado en 5/, 204.
:Qué porcentaje representa este descuento y qué
precio inicial habria que fijar a la obra para que,
sin modificar el precio de venta, pueda hacer un
descuento del 25%?

Selucion:

1¢ La rebaja dicha corresponde a:

34.100 1.2 o
204 3
2° En el segundo caso, la suma realmente cobra- 5 _
da por el librero, es decir &. 170 = 204 - 34
representa 75/100 del precio sefialado.

Este debera ser:

170 . 100
75

=5/ 227

Rpta.: 16 i% y 0227
3

EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE AREAS
SOMBREADAS

En general, se trata de calcular la relacién entre el
drea sombreada y la parte no sombreada, de las
figuras propuestas.

:Qué porcentaje del drea anaranjada es el area en
azul?

Considerando que:

AO =OB

OO0 = 0B
of LS
‘R// R/2
A J
Solucién:

Area del circulo mayor: @ R?

2
Area del circulo menor: «© (—)

2
mRE — 100%
r\2
(H—
2
“4R - 100%
X = =25%
m R?
Rpta.: 25%

En el triangulo equilatero ABC, se une los puntos
medios de sus 3 lados. ;Qué porcentaje del area
del triangulo ABC representa el area del triangulo
sombreado formado por la unién de los puntos
medios?

Solucién:
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Por propiedad geométrica. 2do cuadrado:

AAMP = AMBN = AMNP = APNC L

Entonces se puede plantear:
A =45m? = 12=45

area AABC ——— 100%
’ LasBAE
srea AMNP — 41}—- 100%
Perimetro =4 . 3\/5_= 12 \/5_ (2)

@ 0,
WP, e Sopahiredts 250 Planteando la siguiente regla de tres simple:

3.-En lafi trada. ;qué taje del a
Il la 1gura mostrada Cque pOI‘CEI‘l aJe el area 16\/5_

O
total representa el drea en azul? Tagse

(P, Q, R, ¥ S, son puntos medios) 12\/5 =

Rpta.: x=75%

B Q L
T —
EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE
5 % DESCUENTOS SUCESIVOS
4 O Esta situacion se presenta cuando a una cantidad se
i le aplica mds de un descuento. En otras palabras,
s Yy 9 descuentos tras descuentos. El total de descuentos
i g D origina el Descuento Unico (D.U.)
datadai 1.- A un objeto que cuesta &/. 100 se le ha hecho dos
‘ descuentos sucesivos: el 20% mads el 20%. Qué
Analizando las relaciones geométricas notamos porcentaje efectivo de descuento se realizé?
que el area sombreada representa el 50% del area
total. Precio inicial S/ 100
ler descuento: 20% de 100 20
Rpta.: 50% ,
nuevo precio . 80
4.- Si un cuadrado de 80m? de drea se reduce a uno 2do descuento : 20% de 80 16
de 45 m?; el perimetro del segundo cuadrado, nuevo precio (final) 64

;qué porcentaje del perimetro del primer cuadra-

- ) :
do sera? Se observa que el descuento efectivo equivalente

) al propuesto es de: 100 - 64 = 36%
Solucion:

ler cuadrado: Nota.-

!

A esta conclusidn se pudo arribar aplicando, la

siguiente férmula:

Para dos descuentos sucesivos del A% v B%, el

A = 80m? = [?=80
S descuento tnice (Du) equivalente es:

— =45

D= [ih By 28

- o % (N
Perfmeto =4 . 4 ¥5=16 V5 (1) 100

- 283 -



En el problema:

20.20
100

Du = [(20+20)- %

Du={40-4) %
Du = 36%

Podemos generalizar para “n” descuentos suce-
sivos. Definamos éstos como:

Dris ey sy 1D

L2 TR n

El descuento unico equivalente se obtiene apli-
cando la férmula.

(100 -D)(100 - D,)...(100 - D),
100

Du = -100| %[ (1)

2.- Tres descuentos sucesivos del 10%, 20% y 30%,
;a qué descuento unico equivalen?

Selucion:

Aplicando la f6rmula:

- (100 - 103(100 - 20)(100 - 30)

-100| %
1003

G0.80.70
Du= ———-100

100 . 100
Du = s 100 =504 -100

10
Du= -49,6%

Rpta.: El descuento es del 49,6%

w o

(El signo “-” indica descuento o pérdida)

3.- El precio de un televisor después de habérsele
hechos dos descuentos sucesivos del 10% y 30%
es de § 1260 ;Cudl fue el precio que tenia antes
de dichos descuentos?

Selucion:

Sea P el precio que tenia el T.V. antes de los des-
cuentos.

El descuento anico (Du) por [érmula (I):

10. 30

% =40-3=37%
100 o 7

Du= [(10 +30) -

o Los $ 1 260 representan sélo el:
100-37=63%P

63 .P =1 260
100
1260 . 100

63

P= =% 2000

Rpta.: § 2 000

4.- ;Cudl es el descuento unico equivalente a des-
cuentos sucesivos del 20%, 30%, 40% v 50%?

Solucién:

(100-20)(100-30(100-40)(100-50)

- -100|%
1004
bu_ |_80.70.60.50 1.
100°
by | 80706050 1o
100 . 100 . 100
u=1689  y00. 8320
100

Rpta.: 83,2%

5.- Después de tres descuentos sucesivos del 10%,
20% v 30%, se pagé por un objeto . 504, ; Cudl
tue el precio inicial de dicho objeto?

Solucién:

Aplicando la formula (I1):

(100 - 10)(100 - 20)(100 - 30)
1003

Du - 100|%

Du = 49,6%
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Se pago: 100 - 49,6 = 50,4% del precio original,

entonces:
504% . P =504
it
100
_ 504.100
504

Rpta.: P=&.1000

EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE
AUMENTOS O RECARGAS SUCESIVAS

Es el preblema inverso al de descuentos sucesivos. A
una cantidad se le recarga porcentajes sucesivos. En
este tipo de problemas podemos trabajar como en el
caso anterior. El total de aumentos origina el aumen-
to unico (A.u.)

1.- Un articulo cuesta &/. 100, el comerciante desea
aumentar sus ganancias y hace dos recargos suce-
sivos del 10% mas el 20%. ;En qué porcentaje
aumento el precio del articulo?

Solucién:

Precio original /. 100

1% recargo: 10% de 100 10
nuevos precio: 5/.110

2do recargo: 20% de 110 22
precio final 5/.132

Rpta.: El recargo por cada &/. 100 es de /. 32 o
sea 32%.

Nota.-

A esta conclusion podemos arribar aplicando la

siguiente féermula para 2 aumentos sucesivos.

Au= aumento Gnico equivalente.

A,y A, = los aumentos sucesivos.

A A,

Au= A1 +A2+
100

% | (IID)

En el ejemplo anterior:

10. 20

Au=[10 + 20+
100

k

Au=32%

o9

Para “n” aumentos sucesivos:

Asalgy i A

120022 3R 3

(100 +A,)(100 +A,)(100 +A,)
160"

-100(% {IV)

u=

2.- Tres aumentos sucesivos del 10% mas el 20% mas
el 30%, ;A qué aumento anico equivalen?

Solucion:

Aplicando la férmula (IV):

100 + 10)(100 + 20)(100 + 30
Au=( + 10)( + 20)( + )_100 -
10031
Au= 110 .120. 130 -100| %
10 000

Rpta.: Au=716%

3.- Después de hacer al precio de costo de un articu-
lo dos aumentos sucesivos del 20% mas el 30%,
se vendié dicho articulo por &. 15 600. ; Cual fué
el precio de costo del articulo?

Solucion:

Au=(20+30+ 20'30)%

100
Au= 56%

Quiere decir que se pagd el 156% del precio de
costo.

156% 15600

100% ———  x

Rpta.: x = &. 10 000
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1

Después de 2 aumentos sucesivos, pagué por un
par de zapatos 122,10 soles. ; Cudl era el precio
de los zapatos antes de los aumentos?, si los 2
AUMentos soTl NUMeros consecutivos.

Solucién:
1
Au= |x+ (x+ 1)+M %
100
Au=[2x+1 +M] %
100

El pago final ers igual al precio inicial mds el Au:
P
P+—~-Au =122,10
100
finalmente:

(x + 100)(x + 101)P = 122,10 . 1002

que tiene dos incognitas

Si suponemos que x = 10, por ejemplo:

P=5/.100

Rpta.: Faltan datos.

5.- Dos aumentos sucesivos se diferencian en 10.

Después de dichos aumentos se pagé por un obje-
te §. 120,753, ;Hallar el menor de los aumentos
sucesivos?

Solucisn:
Analogamente al problema anterior:

{(x+100) (x+110)P = 120,75 . 100?

Rpta.: Faltan dates. Sin embargo, si se conoce
uno de los elementos, se puede definir el
valor de las demas incognitas.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Una ciudad estd dividida en dos bandos: el 45%
de la poblacién es del bando A v el restante del
bando B. Si el 20% de A se pasa a B y luego el
10% de la nueva poblacién de B se pasa a A.
¢ Cual sera el nuevo porcentaje de A?

a) 36%

b) 40% c) 45%

d) 46.4% e) 42.4%

En una reunién, el 40% del total de personas son
hombres. 5i se retira la mitad de éstos. ;Qué
nuevo porcentaje del total son hombres?

a) 20%

b) 22,5% c) 25%

d) 30% e) 15%

El costo de un objeto es de $/. 5 000 ; Cual sera
el precio de venta, si sabemos que al venderlo se
rebaja el 25% del precio de venta, ganando en
definitiva /. 1007

a) /. 5 000 b) &. 6 800 c) &/. 6 400

d) &. 6 000 e) §/. 5 600

. Si después de hacer un descuento del 10% sobre

el precio de venta, todavia se gana el 8% del pre-
cio de costo. Hallar el tanto por ciento que se
recargd sobre el precio de costo para hallar el
precio de venta.

a) 10% b) 12,5% c) 20%

d) 15% e) 20%

Si la base de un triangulo disminuye en un 20%.
;En cudnto aumentara su altura para que su drea
no varie?
a) 10%

b) 20% c) 25%

d) 40% e) 30%
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6. Un vendedor adquiere un tocadisce y lo vende
ganando el 8% sobre el precio de costo. Si se
vendiera ganando un 8% sobre el precio de
venta, los ingresos serdn mayores en /. 432.
:Cudl es el costo del tocadisco?

a) 62 000 b) 62 100 c) 65 000

d) 68 000 e) 70 000

7. A un obrero se le aumenta de la siguiente forma:
12% sobre el 20% de su sueldo.
15% sobre el 40% siguiente.
y 20% sobre los 2 000 restantes.
:Cuadl serd su nuevo salario?
a) 4 800

b) 5 000 ¢} 5600

d) 5 800 e) 5820

8. Se vende un objeto en &/. 200 ganando el 12%
del costo, mas el 10% de la utilidad. ;Cual es la

utilidad?
a) S/ 22,87 b) &/. 23,53 c) S/ 2432
d) &/, 2538 e) 5/ 26,17

9. Gasté el 40% de mi dinero en libros y el 30% de
lo que me queda en almorzar, si luego alguien
me da S/. 280, tendré el 77% de lo que tenia ini-
cialmente. ;Cudnto gasté en libros?

a) 800

b) 600 c) 400

d) 320 e) 300

10. Se vendié un articulo en S/. 7 840 ganando el

12% del costo mas el 15% del precio de venta.
Hallar el precio de costo del articulo, en soles.

a) 3 000 b) 5 500 c) 5950

d) 6 500 e) 5 800

11. En una reunién hay 8 hombres v 12 mujeres.
:Cudntas mujeres se deben ir, para que el por-
centaje de hombres presentes aumente en un
40%7

a) 8 b) ¢ c) 10

dy 11 e) 6

12. Una deuda es el 30% de otra. ;Qué porcentaje
de la menor debo cancelar para que la deuda sea
10% de la mayor?
a) 33.33%

b) 66,66% c) 80%

d) 60% e) 44%
13. Un comerciante vende un objeto ganando el
309%, a pesar de que hizo una rebaja del 10%.

Determinar dicha rebaja si el objeto le costo:
S/. 180,00
a) 26

b) 13 c) 14

d) 28 e) N.A.

14. Al volumen de un liquido puro se le agrega el
40% de agua. El litro de la mezcla se vende en
$/. 11,70, ganandose el 30%, o sea que el litro
de liquido puro vale, en soles:

a) 11,70 b) 13,20 ¢) 12,10

d) 12,60 e) NLA.

15. Vendo un articulo en %. 8 680,00 ganando el
24% del precio de costo, mas el 10% del precio
de venta; si lo hubiese vendido en &. 7 000,00.
:Hubiese ganado o perdido? ; Cudnto?

a) Gano; 350 b) Pierdo; 700 c¢) Pierdo; 350

d) gano 700

e) No gano, ni pierdo

16. ;Qué porcentaje habra que disminuir a un
numero para que sea igual al 60% del 25% del
80% del 50% de los 10/3 del nimero?

- 287 -



1'%

18.

19.

20.

Al

a) 60%

b) 70% c) 80%

d) 90% e) 20%

De un recipiente retiro el 25% de lo que no
retiro, v de lo que he retirado devuelvo el 25% de
lo que no devuelvo, quedando ahora 84 litros en
el recipiente. ; Cuantos litros no devolvi?

a) 24 b) 18 c) 20

dy12 e) 16

Para embaldosar un piso de 5m de largo y 4m de
ancho, se ha empleado 3 obreros, durante 4 dias,
trabajando 10 horas diarias.

;Cuantos obreros mas haran falta para embal-
dosar en 3 dias, trabajando 8 horas diarias, un
piso de 8m de largo y 5m de ancho?

a)s b)2 s
d) 6 e) 7
Un vendedor recarga al precio de sus articulos

en el 25% de su valor. ; Cudl es el maximo des-
cuento que puede hacer sin ganar ni perder?

a) 5% b) 10% c) 15%
d) 20% e) 25%
El 40% de una cantidad excede al 20% de otra

cantidad en 5. 21 800. Si ambas cantidades
suman %. 107 000. ;Cual es la diferencia de
estas cantidades?

a) $. 24 000 b) &/ 29 000 ¢} . 32000
d) S/ 28000  e) &/. 37 000
:En qué porcentaje un comerciante debe recar-

gar sus costos para fijar los precios de sus articu-
los de tal manera que haciendo dos descuentos
sucesivos del 20% y del 20% aun gane el 60% del
costo?

a) 250 b) 150 c) 160

d) 200 e) 175

22. Un comerciante dice que gana el 80% del 20%

5,

2

23,

26.

del precio de costo, segtn dice. ; Qué porcentaje
del precio de venta esta ganando?

23

29

a) 16A
29

b) 13 c) 13

d) 16 e} 15

Una compailia posee 3 mdquinas de 70% de
rendimiento para producir 1600 envases cada 6
dias de 8 horas diarias de trabajo, si se desea
producir 3 600 envases en 4 dias trabajando 7
horas diarias. ;Cuantas maquinas de 90% de
rendimiento se requiere?

a)3

by 2 c) 5

d) 4 e) N.A.

Un comerciante vendié la quinta parte de un
lote de mercaderia ganando el 15%; luego, la
tercera parte del resto ganando el 20%, la cuar-
ta parte del nuevo resto perdiendo el 25% v el
resto, perdiendo el 30%. Si resulté perdiendo
S/ 1 785.

;Cudanto costo el lote de mercaderia?

a) 15 600 b) 38 400 c) 28 000

d) 25 300 ) Ninguna

Si al precio de un objeto se le recarga el 20%
resulta igual al precio de otro, descontado en un
30%. Si el primero cuesta /. 1 750. ;Cudl es el
precio del segundo?

a) 5/. 6 000

b) &/ 2 200 c) . 2400

d) /.2 709 e) §.3 000

Se vendié un articulo en /. 8 600 ganando el 25%
del 30% del precio de costo mas el 15% del 20%
del precio de venta. ; Cual fue el costo del articulo?
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a) 7 000 b) 7 500 c) S/ 7 760 29. Un comerciante compra un articulo en una feria
y le hacen un descuento del 10% precio de lista.
d) 7 800 e) 7900 Luego el comerciante revende el articule de

modo que lo que gand le alcanzé para saldar una
deuda que tenia que era del 44% del costo del

27. Si el radio de un circulo aumenta en un 20%.
articulo.

(En qué porcentaje aumenta su drea?

:Qué porcentaje del precio de lista debio fijar,

a) 40% b) 400% c) 1449% para revenderlo de manera que haciendo un des-
cuento del 20% del precio fijado pueda haber
d) 140% e) 44% saldade su deuda?

28. Un comerciante vendio un reloj ganando el 60% a) 162% b) 142% ¢) 160%

del precio de venta. 51 lo hubiera vendido ganan-
do el 60% del costo, hubiera perdido 11 340 soles. d) 170% e) 148%
;Cuanto le costo el reloj a dicho comerciante?

CLAVE DE RESPUESTAS

a) 20 160 b 15 400 ¢} 25 200

dy 12 600 e) 31 500
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EL INTERES Y LOS
DESCUENTOS COMERCIALES

EL INTERES

Una persona puede tomar de otra o de una entidad
crediticia, a préstamo, una cantidad de dinero y com-
prometerse a cambio, pagarle una indemnizacion por
el capital colocado. Esta indemnizacion o este costo de
alquiler se llama INTERES, “I”.

El interés varia con la importancia del capital y la du-
racion o tiempo que estd colocado.

La persona o entidad que otorga el préstamo se llama
PRESTAMISTA o ACREEDOR y la que la recibe,
PRESTATARIO o DEUDOR.

A la suma del capital mds el interés generado se le
llama MONTO.

El interés puede ser simple o compuesto.
INTERES SIMPLE

Es aquel interés que no genera nuevo interés durante el
periodo del préstamo, permaneciendo el capital cons-
tante. El interés simple puede ser determinado aritmé-
ticamente.

INTERES COMPUESTO

Es aquel interés que tan pronto se produce pasa a
formar parte del capital prestado. Se dice entonces
que los intereses se capitalizan; los problemas de in-
terés compuesto son de caleulo logaritmico, por lo
que su solucién es algebraica. (Consultar seccion

de Algebra).

CALCULO DEL INTERES SIMPLE

Los problemas de interés simple se resuelve ya sea
aplicando la regla de tres simple o por medio de frac-
clones.

Resolveremos el problema general de calculo del
interés, segun lo indicado en el siguiente enunciado:

Sabiendo que un capital de 100 scles prestados
durante un ano, produce “R” soles; hallar el interés
simple que produce un capital “C” al cabo de “a”
anos.

Definamos:

R = ganancia que produce 100 soles en 1 afio, o

rédito.
CAPITAL TIEMPO INTERES
100 1 R
L& a I

El interés es directamente proporcional al capital
y al tiempo de colocacién, luego:

[ C a

T100 1
@R .

kB (1)
100
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Siel tiermnpo a =1 (1 afio):

C.R
100

Puede ocurrir que el tiempo esté expresado en
meses o dias; en este caso, se precisa modificar la
formula (1), recordando que el afio comercial
tiene 360 dias y el mes 30. Designemos por “d” el
numero de dias y “m” el numero de meses:

m
a= —
12
_d
360
que al reemplazar en (1) se obtiene respectiva-
meTte:
= C.R.m
1200
(o BBl
36 000

Monto (M), es la suma del capital impuesto mas
los intereses que éste ha generado.

M=C+1 (2)

CALCULO DE CAPITAL “C”, CONOCIENDO
EL MONTO “M”

Sustituyendoe (1) en (2):

M= C+ C.R.a
100
100 M
C=—mrru-—-—
100+R.a

Obsérvese que esta férmula se ha deducido con-
siderando el tiempo en afios, si estuviera dado en
meses o dias, tendriamos, respectivamente:

1200 M 36 000 M
Gm o C=

T 1200+R.m T 36000+R.d

CALCULO DEL INTERES “I1”, CONOCIENDO EL
MONTO “M”

De (1), despejamos el capital:

c - 1001

R.a
este valor en (2):

M=1001 &7

R.a
I M.R.a I M.R.m
100+ R.a 12004+4R.m
I M.R.d
36000+R.d

Como teodas estas magnitudes se considera pro-
porcionales, estas formulas generales permiten
calcular el interés y también calcular una
cualquiera de las cantidades C, R, d, a, m, cuando
se conoce las otras.

Nota.-
En todas las formulas el % = r = R/100, debe

estar dado en forma anual, en caso contrario
se aplicara las siguientes conversiones:

Si:% (mensual) se multiplica por 12 = % (anual)

Si:% (bimensual} ” & = % (anual)

Si:% (trimestral} N 4 = % (anual)

Si:% (cuatrimestral} & 3 = % (anual)

& 2 =% (anual)

Si:% (semestral}

EJRCICIOS RESUELTOS

1.- Un ahorrista coloca /. 2 000 en ahorros en un
banco al 5% de interés anual. Al cabo de 8 meses
quiere retirar sus intereses ganados. Se pregunta:
;a cudnto ascienden éstos?
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Solucion:

Aplicando la férmula para meses:

I_C.R.l’n
1200

il 2000.5.8 - 66.66
1200

Rpta.: [ = 5/. 66,66

2.-Una persona debe a un banquero &. 4 500

pagaderos a 216 dias; 5 800 soles pagaderos en
180 dias y 12 000 soles pagaderos en 60 dias. Ella,
logra cancelar su deuda al cabo de un afio, pagan-
do 22 954,15 soles. ;Cual fue la tasa de interés?
{considerar el afo de 360 dias).

Selucion:

La suma de 22 954,15 soles, por medio de la cual
la persona pagé su deuda, contiene el total de los
pagos efectivos, mds los intereses de estos pagos
después de sus vencimientos respectivos. El
monto de los intereses es, luego, la diferencia
entre la suma entregada vy ¢l total de las sumas
efectivas o sea:

2295415 - (4 500 + 5 800 + 12 000)
= 654,15 soles

y representa la suma de los intereses de:

4 500 soles durante 144 dias
5 800 soles durante 180 dias

12 000 soles durante 300 dias
Para determinar la tasa pedida por medio de estos
datos, busquemos la suma de los intereses pro-

ducidos con una tasa del 1%. Los intereses repor-
tados por cada una de estas tres sumas seran :

1.45.2/5=18 soles
1.58.1/2 =29 soles

1.120.5/6 =100 scles

Y susuma es: 18 + 29 + 100 = 147 soles

Entences, la tasa buscada es:

654,15

= 4,45 veces mayor que 1%
147

Rpta.: Tasa =4,45%

3.- Un capital de 40 000 soles estuvo impuesto

durante un cierte numero de afios, meses, dias;
por los afios se aboné el 5%, por los meses, el 4%;
v, por los dias, el 3%. Calcular el interés produci-
do por dicho capital sabiendo que si se hubiera
impuesto durante todo el tiempo al 5%, habria
producide 3 840 soles mds, que sl se hubiera
impuesto todo el tiempo al 3%.

Solucién:

Si la imposicion hubiera sido por 9 dias, la dife-
rencia entre los intereses producidos al 5% y 3%
seria:

40 000

————— (5.9-3.9)=20socles
36 000

Por consiguiente, el tiempo que en realidad duré
la imposicién es:

3 840
20

-9 =1 728 dias =4 afos, 9 meses, 18 dias

El interés es pues:

40 000 {2t 4.9 L 3.18 1% 4a5p
100 1200 36000
Rpta.: /. 9 260

.- Una persona coloca $/. 60 000 a rédito: parte al

4,5% y parte del total al 5,25%. Al fin de afio da
S/. 2 880 de interés. Digase qué cantidades tienen
impuestas a cada tasa.

Solucién:

C, = parte al 4,5%
C, = parte al 5,25%
C, + C, = 60 000

C, =60000-C, (D
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Por otra parte, cormno es al afio:

C .45 C.525
& =2 880
100 100

(1D

Sustituyendo (I} en (II):
4,5(60 000 - C,) + 5,25 C, = 288 000

Rpta.: C, = §/. 24 000
C, =% 36000

Un capital aumentade en sus intereses simples, y
depositado al 5% durante un cierto tiempo, se ha
elevado a 29 040 soles. El mismo capital aumenta-
do en sus intereses simples reportados al 4%
durante el mismo tiempo seria igual a 28 512 soles.
Hallar el capital v la duracion de la imposicion.

Solucién:

La diferencia de los 2 intereses es:
20040-28512="5/. 528

Que resulta por la diferencia del interés al:

5 -4 = 1% del capital buscado durante el tiem-
peo desconocido.

El interés al 5% del capital es, luego:

528 .5=9. 2640

Luego el capital es:
20 040 - 2 640 = 26 400 soles
Duracion de la imposicién:

e 1 (afio) . 2 640
5. 264

= 2 anos

Rpta.: Capital : %. 26 400

Tiempo : 2 afos

;Qué capital es aquel que impuesto al 4% anual
durante 5 meses, produce 1 100 seles menos que
si se impusiera al 4% mensual durante el mismo
tiempo?

Solucion:

Recordando que:

_ C.R.m
T 1200
o C.4.5 C
1° [ =——= —
1 200 60
20 Ifw:g
1 200 5

Segun el problema:

I,-1,=1100
C C

O sea: — - —=1100
5 60

Rpta.: C =5/ 6 000

~Un capital se impuso a interés simple, al 3%

durante 5 afos, 2 meses, 20 dias, y otro capital que
estd con el anterior en la relacién 3/4, se impuso al
4% durante el mismo tiempo. Los capitales con sus
intereses han dado una suma de 74 280 soles.
Averiguar el valor de cada uno de los capitales
lmpuestes.

Solucion:

5 afios 2 meses 20 dias = 1 880 dias

Estando los capitales en la relacion 3/4 supongamos,
para mayor sencillez, 4 soles para capital del primero
v 3 soles para el segundo.

Interés ganado por los 4 soles

4.3.1880 47
36000 75

Interés ganado por los 3 soles:

3.4.1880 47
36 000 75

El interés total ganado por las dos cantidades:

47 47 94

e
775 5
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Mediante una regla de tres simple:

7 de capital produce k-l +7
75
C de capital produce ——— 74 280

S C=63000

Comoe los capitales estdn en la proporcién de 4/3
llamando C, y C, a éstos:

il
c, 3
por propiedad:
<, 4
C,+C, 3++4
N
63 000 7

Rpta: C, =36 000 ;C,= 27 000

8.- Un capital de . 6 000 depositado durante 10

meses se ha convertido en &. 6 ¢10. Calcular la
tasa sermestral de interés simple.

Solucion:
[=6910-6000=5%.910
Como:
_C.R.m _1200(D)
1 200 C.m
1 200 (910)
R=———  ° =18,2% annual
6 000 (10)

Tasa semestral: 182 :2=91%

Rpta.: 9.,1% semestral.

9.- Se ha colocado las 2/7 partes de un capital al 6%;

las 3/5, al 10%,; v, el resto, al 7,5%. Si se obtiene
una renta de &. 12 000. Hallar el capital.

Selucion:

Supengamos que:

C =53 500

2

7C=1000a16% = [ =60

1

3

ry C=2100al10% = 1 210

2

400al 7,5% = I, =30
I, = S/. 300

& R
produce

3500 —— 300

X — 12000

- 3500.12000
300

=&/, 140 000

Rpta.: Capital &. 140 000

10.- La suma de un capital con sus intereses durante

2 anos ha dado 16 200 soles, v la suma del
mismo capital con sus intereses, al mismo por-
centaje durante 4 afos, ha dado 3. 17 400.
Calcular el capital v el porcentaje a que estuvo
impuesto.

Solucién:

Sabemos que:

[ +C=16200
L+ C=17400
12 - I1 =1 200 (I
Por otra parte:
C«Rud
I =
100
C.R.4
I, =
100
L1 a2CR gy
100

Sustituyendo en (I):

100

Rpta.: Solo se puede determinar que el interes
anual es de 5/. 600
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11.- Si un capital de 5/, 239 200 es dividido en tres

partes, para imponerlas al 50%, 45% v 55%,
respectivamente, resulta que producen el mismo
interés. Hallar la parte impuesta al 45%.

Solucion:
Sean C,, C, y C, las partes impuestas al 50%,
45% y 55%, respectivamente y sea I, I, e I, sus
intereses.
Podemos establecer:

C o+ Cy+ Cy= 239220 (1)

Por datos: I

Entonces:

Bastard con repartir 239 200 en partes I.F. a 5045
y 55 para determinar €., G, y €, respectivamente.

Rpta.: €, =9 88 000

12.- La fortuna de una persona esta dividida en dos

partes: la primera que es 2/5, estd colocada al
4%; la segunda parte produce &/ 180. Siendo la
renta anual de dicha persona %/ 260, calcular la
segunda parte de la fortuna y el porcentaje a que
estuvo colocada.

Solucién:

Para tener una aproximacidén supongamos un
capital de &. 500

La primera parte produce:
260 -180 = 5/. 80

Como 2/5 . 500 = &/. 200 producen, al 4%, &/. 8
de interés, los 5/. 80 suponen un capital 10 veces
mayor.

200 . 80

5 =5.2000

Luego, la fortuna sera:

2000 - % — §/. 5000

La segunda parte es:
5000 -2 000 =3 000 soles
y el porcentaje impuesto es:

. 180.100
3000

Rpta.: §/. 3 000 v 6%

13.- Un capitalista coloca la suma de 5/. 12 500 al 4%

v 3,5 meses mds tarde, otra suma de 5/. 28 500
al 4 3/4%. ;Al cabo de cudnto tiempo habrin
producido intereses iguales las dos sumas colo-
cadas, v cudnto habria producido la primera

suma colocada al doble del tiempo y con un des-
cuento del 1/2%?

Solucion:

Interés producido por el primer capital durante
3.5 meses.

12500 .4 .35

= 5.14583
1200

Interés producido por el primer capital durante
un mes: S/ 41,66.

Interés producido por el segundo capital durante
umn mes:

28500.1.475

= §.11281
1200

Descuento en los capitales en un mes:

112,81 -41,66 =. 71,15

Si en un mes el descuento es de S/. 71,15, el
descuento de $/. 145,83 serd en x meses:

X = ﬂ = 2’]_ meses

71.15

y el tiempo que tarda en producir igual interés es:
35+ 2,1 =56 meses
luego, el doble del tiempo transcurride sera:

2.56 =11,2 meses

- 295 -



Existe un descuento sobre el porcentaje de 1/2 %,
por lo que la nueva tasa sera:

4-1/2=35%

que producen:

12500.35.11,2
1200

=5/ 408,33

Rpta.: 5/ 408,33

14.- Un capitalista compra con los 3/8 de su fortuna,

un terreno que con todos los gastos, le resulta a
&/. 3 528 la Ha; los 3/8 del resto son empleados
en la compra de una casa. Lo que sobra produce
una renta de 5/, 2 805 al afio, estando colocados
sus 3/5 al 4,5% v lo demads al 6%. Se pide encon-
trar la extension del terreno, el capital total, el
valor de la casa y las cantidades colocadas a
interés.

Selucion:

Tentativamente supongamos un capital de:
S/ 1 000

La parte impuesta el 4,5% sera de:
1000 . 3/5 = S/. 600
y la parte colocada al 6%:
1 000 - 600 = 5. 400

El interés total (anual) debido a S/. 1 000 ascien-
de a:

600 . 4,5 N 400 .6
100 100

= §.51

¥, pueste que la venta verdadera es de &/. 2 803, la
sumna impuesta a interés es de:

2 805

1 000 - =5/. 55 000

Segun ésto, fueron impuestos al 4,5%:

39 000‘% = 5. 33 000

y al 6%:

535 000-33000="5/. 22000

Por otra parte, los 5/. 35 000 que [ueron coloca-
dos a interés, representan 25/64 de la fortuna que
se busca, luego ésta es:

55 000 - & =&. 140 800
25

De los &. 140 800, sus 3/8, o sea ¥. 52 800, se
invirtieron en la compra de un terreno de %. 3 528
cada Ha. Su extension sera:

52 800
3528

= 14,9660 Ha

Después de esta compra, quedaron atn:
140 800 - 52 800 = 5/. 88 000

Finalmente, el importe de la casa es:

88 000 - %= S/, 33 000

Rpta.: 14,9660 Ha; 5/.140 800; &/. 33 000
.33 000, &/. 22 000

15.- Tres capitales cuya suma es 5. 209 300 son

impuestos separadamente al 25%, 22,5% v 27,5%
semestral, respectivamente, generando la misma
renta. ; Cudl es el capital impuesto al 25%?

Solucién:

Puesto que los capitales y las tasas semestrales son
L. P, el capital debe ser repartido de manera L.P. a
509 (25.2),45% (22,5 . 2) y 55% (27,5 . 2).

IP DP
[506 - L = oo
50
200300 { 45% — - = 110
45
| 55% — b S
55 200

Nota.-

99, 110 v 90 son los resultados que se obtiene
al multiplicar cada fraccion por el MCM de
sus denominadores.
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Factor de proporcionalidad:

Ko 209300 o

299

El capital impuesto al 25% semestral fue:

Rpta.: &/. 69 300

16.- Después de una cantidad determinada de meses

de haber depositade un capital al 3% mensual el
monto total es de . 12 600; pero cuando Juan
se disponia a retirarlo, pensé que si dejaba su di-
nero un afio mas, el monto total que retiraria se-
ria de &/. 14 220. Si al afio Juan retird su cuenta,
;cudntos meses estuvo su dinero en el banco?
Dar como resultado la suma de sus cifras.

Solucién:
Sean:

C = capital, I = Interés; y “m” el numero de
meses.

Pedemos establecer:

C+ I(ll+m)meses =14 220 (1)
Cal _ =12600 (2)
(1) - 2
12 meses 5. 1620
1 =& 135
mes

De esta tiltima expresion, podemos establecer:
[=5.135

R = 36% (3% mensual), por dato

m=1 ; C=7
Pero:C:M =5/ 4 500
36 .1
I =12600-4500="5/9 720
m meses
m= ke =72 meses

135

Rpta.: 7+2=9

17.- Un empleado coloca un capital al 50% durante 3

aflos y retira entonces el 20% de dicho capital,
deja el resto de dicho capital durante 2 anos, al
cabo de los cuales retira el 20% de lo que le
queddé como capital v deja la nueva suma
durante 1 ano. Si el total de los intereses gana-
dos es &/. 200 600. Determinar el capital inicial.

Solucion:

Consideremos supuestamente un capital de 3. 100
en las condiciones del problema.

La primera vez:

WL I SN
100
La segunda vez:
[ 80.50.2 o g0
100
La tercera vez (80 - 20% = 64):
o6t 50.1 4
100

Interés total:

{ganado por: 100 + 80 + 64 = . 244)
=150+ 80 +32=262

podemos establecer:
Y. 244 genera — 9/ 262
X — 5/, 209 600
x=75/.195 200
Y, repartiendo proporcionalmente a 100, 80 v 64,

resulta que el capital inicial fue S/ 80 000, pro-
porcional a 100

Rpta.: &. 80 000

18.- Entre 2 capitales, uno de %. 12 500 y otro de

5/. 16 800, producen anualmente 5/, 1 822,50,
Calcular lo que producen el mayor y su por-
centaje de interés, sabiendo que los porcenta-
jes estdn en relacion de 3/5.
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Solucion:

Puesto que los intereses son proporcionales a sus
porcentajes:

S/.12 500 al 3% produce
anualmente: S 375

5/.16 800 al 5% produce
anualmente: S 540

Ambos porcentajes rentarfan: & 1215

Y, como la renta total es: &/, 1 822,50
la relacion verdadera sera:

182250 :1215=1,5
Por lo tanto, los porcentajes verdaderos son:
3.15=45% y 5.15=75%

Y los capitales:

12500.45.1 g 56250
100

L6800 : T3] _ ey a0
100

Rpta.: /. 1260y 7,5%

19.- Un sefior vende su casa ganando un millon de

soles y con el dinere abre una cuenta bajo una
tasa de 5% trimestral. Al cabo de un ano retira la
cuenta, gasta el 20% y pone el resto en un banco

al 29 mensual. Si al cabo de 2 afios sus intereses
son de &/ 1 843 200. Hallar cuanto le costo la
casa.

Solucién:
Capital (C) = precio de venta (de la casa) =
Precio de costo + 1 000 Q00 (1)
R = 20 % anual
a=1 M=7

Lo que retira al cabo de 1 afio es el monto (M) y
como gasta 20% M; le queda:

80% M = 4/5 M; esta suma le impone al 2%
mensual que al cabo de dos afos produce:

I[=1 843 200

_C.R.a
T 100

I

_45M.24 .2
100

I =1 843 200

M =4 800 000
Calculo del Capital:

Ce 100 M _ 100 .4 800 000 — 4000 000

100+ R .a 100+ 20. 1

Reemplazando en (1) tenemos:

Rpta.: Costo de la casa: &. 3 000 000
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Un capital es 5/. 2 000 mayor que otro. El mayor
se coloca al 0,5% trimestral y el otro el 0,7%
trimestral, luego de 4 afios uno de los montos
obtenidos excede al otro en &/. 2 840. Calcular la
suma de estos dos capitales iniciales y dar como
respuesta la suma de las cifras.

a) 7 b) 8 c)9 d)10 &) 13

. Se presta un capital al 7%. Si se hubiera impuesto
dos afies mas, al mismeo rédito, el interés hubiese
sido el 125% del anterior. ; Cudl fue el sistema de
imposicion.

a) 24 meses b) 94 meses c) 96 meses

d) 80 meses e) 60 meses

. Coloco un capital al 70/11% semestral. ; Después
de cuanto tiempo el capital (que se puso a
interés simple) presenta el 44% del monto que se
obtuvo?

a) 8 afios 6 meses b) 9 afios 6 meses

¢) 7 afios 3 meses d) 10 afios

e) N.A.

. Durante un numero de meses igual al tanto por
clento a que estuvo impuesto un capital, aumen-
to éste en su tercera parte. ; Cudl fue el tanto por
clento?
a) 20%

b} 25% c) 30%

d) 15% e) 35%

. Si un capital se duplicase y la tasa de interés se tri-
plicase, el interés en el mismo tiempo seria 20 000
soles mayor. ;Cudl es el interés primitivo?

a) . 2000 h)S. 2500 c) §. 3 000

d) 5.3 500 e) 5. 4000

. Un capital estuvo impuesto a interés simple
durante 2 anos y 3 meses. La suma del capital e

intereses que se obtuvo estaba con el capital en
la relacion de 134/80. ;A qué tanto por ciento
estuvo impuesto el capital?

a) 15% b) 20% c) 25%

d) 30% e) 35%

Un capital, un namero exacto de soles produce
anualmente 439,75 soles. El tanto por ciento es
igual a la cifra de las unidades del capital. Hallar
la suma de las cifras del capital.

a) 29

b) 27 c) 28

d) 25 e) 30

75% de un capital colocado al 4% durante 1 afio
y 5 meses produce un interés que se diferencia
del que produce el resto del capital, pero coloca-
dos al doble de las condiciones del primero, en
$/. 680. ;Cual es el capital?

a) 20 000

b) 24 000 c) 12 000

d) 36 000 e) 48 000

Un capital &. 600 000 mayor que un segundo
produce &. 25 000 mds que el segundo. 5i los
dos estuvieron impuestos durante 10 meses.
:Cudl fue la tasa de interés?

a) 4,5

b} 5 c) 6

dy 4 e) N.A,

10. ;Por cuantos afios se prestara un capital al 7%

L1

anual para que el monto sea %/. 4 050, sabiendo
que si se presta al 7.5% semestral el monto que
se genere es de 5 2507

b) 6 atios

a) 4 afios c) 5 afios

d) 78 attios &) 3 aflos

Dos sumas, una de 120 000 y la otra de 128 000
soles colocadas durante el mismo tiempo, la
primera, al 60%, la segunda al 50%, han adquiri-
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12,

13.

I

i

16.

do alrededor de este tiempo el mismo valor, por
la adicién del interés simple al capital. ; Cudl ha
sido el tiempo de la imposicion?

a) 2 afios b) 5 anios ¢) 10 afios
d) 12 aftos &) N.A.
Una persona impone su capital en dos negocios

de los cuales uno reporta el 6% y el otro el 12%.
Ella retira de la primera una renta anual inferior
en 5 400 a la que le da la segunda. Si ella hubie-
ra invertido sus imposiciones, habria obtenido el
mismo beneficio en cada una de las empresas.
:Cudl es el capital total?

a) 60 000 b) 90 000 ¢) Falta datos
d) Absurde e) N.A.
Dos personas ahorran mensualmente $/. 1 000,

pero una de ellas tiene ya ahorrado una cierta
cantidad de dinero. Determinar esta cantidad si
al cabo de un ano lo que ha ahorrado representa
6 veces lo que ahorro el otro.

a) . 48 000 b) S/ 72 000 c) S/ 54 000
d) S/ 60 000 ) &Y. 84 000
Un capital de 2 900 soles, impuesto durante 4 afios

a un cierto tanto por ciento anual de interés sim-
ple, se ha convertido en 3 364 soles. Hallar la tasa.

a) 3% b)4% c)6% d) 7% e) 11%

Una persona coloca 50% de su capital a una tasa
de interés del 36% anual, la tercera parte al 30%
anual, v el resto al 24%, obteniendo una renta de

$/. 96 000. ;Cuanto es el monto?

a) . 306000 b)SL 30600 o). 348000
d) S/ 34 800 e) N.A.
Una persona dispone de un capital de $. 1 168 500

que lo ha dividido en 3 partes para imponerlas al
12%, 24% Y 30%, respectivamente. Sabiendo que
todas las partes producen igual interés, ;cudl es la
parte impuesta al 24%?

a) /. 308 000 Db} %/. 305800 <) %. 306500

d) $/. 305 700 e) 5/ 307 500

17. Una persona presta cierta cantidad de dinero a

18.

19,

20.

21.

22,

interés simple. A los 5 meses le devolverdn:
$/41 000 mientras que a los 8 meses le devol-
verdn %/. 41 600. Hallar el porcentaje anual.

a) 60% b) 6% c) 50%
d) 5% e) N.A.
:Durante cudnto tiempo estuvo depositado un

capital al 5% de interés anual si los intereses pro-
ducidos alcanzan el 60% del valor del capital?

a) 12 afios b) 288 meses ¢} 18 meses
d) 6 afios e) NLA.
Dos capitales suman 224 980, uno de ellos

impuesto al 4,8% durante tres afios da los mis-
mos intereses que el otro impuesto al 6% durante
6 afnos. ;Cuiles son los capitales ?

a) 82 840y 161 500 b) 64 280 y 180 700

c) 84280y 160 700 d) 96400y 128 380

e) N.A.

:En cudntos soles se convertira un capital de
60 000 soles impuesto al 16% trimestral al
cabo de 8 meses?

a) 80 200 b 84 200 c) 85 600
d) 75200 e} 95 400
Un capital impuesto durante dos afos produce

un interés del 10% del monto. ;Qué porcentaje
del monto producird en 6 anos?

a) 25% b) 28% c) 30%
d) 33% e) 20%
Un capital se impuso a interés simple al 3%

durante 5 anos, 2 meses y 20 dias y otro capital
que estd con el anterior en la relacién 3/4, se
impuso al 4% durante el mismo tiempo. Los
capitales con sus intereses han dado una suma
de &/. 74 280. Determinar la suma de los capi-
tales impuestos.

a)5/. 64600 b)) S.63000 c¢)SL 70000

d) §.71 500 &) N.A.

- 300 -



ARITMETICA

23

24

23,

26.

El monto de un capital impuesto durante 8 afos
es 5/. 12 400. Si el mismo capital se hubiera im-
puesto al mismo rédito, durante 9 afios 6 meses el
monto seria 5. 12 772. ; Cudl es el capital?

a)S/. 10016

by &, 10116 ¢) /.10 216

d)y &/. 10 316 e) S/ 10416

Dos capitales impuestos a interés simple, uno al
24% y el otro al 20% estan en la relacion de 5 a 7.
El segundo capital produce un interés de /. 3 620
mas que el otro. Calcular el menor capital.

a) 126 700

b} 90 500 C) 108 600

d) 84600 e) 72400

Un objeto valorizado en medio millon de soles,
se desvaloriza uniformemente 5/. 25 000 al afo;
una persona que posee S. 150 000, coloca su
dinero al 4% con el fin de comprar dicho objeto;
;dentro de qué tiempo lo comprara?

a) 6 i anos

b) 10 i afos
11 5)

c) 11 iaflos d) 10 iaﬁos
31 11

e) N.A.

Presto los 2/3 de mi capital al 6% v el resto al
4,5%. El interés anual recibido es igual a los 4/5
del interés que produce &. 33 000, al 5% durante
1 afo. ;Cudl es mi capital?

27.Un capital impuesto al 4% semestral durante 3

anos produce el mismo interés que otro
impueste al 5% durante 5 afos. Si los capitales
suman 117 600 ; Cudles son éstos?

a) 79460 y 38 140 b) 39 240 y 78 360

¢} 37 600 vy 80 000  d) 47 600 v 70 000

e} 60 000 y 57 600

.Un comerciante impone su capital de la siguiente

manera;

- al 30%, su tercera parte al 35% y el resto al

409%, el interés recibido es de 4 120 soles anu-
ales. Determine dicha capital.
a) §/.12 000

b) $/.12 500 c) §. 14 000

d) S/ 11 000 e} . 13500

29. Un capital sumado con su interés al 5%, durante

6 meses da 164 000 soles. ;Cuadl es la diferencia
entre el capital y el interés?

a) 80 000 b) 156 000 ¢) 100 000

d) 110 000 &) 120 000

30. Una persona presta a otra capital a interes sim-

ple, con la condicion que se duplique al cabo de
1 ano y tres meses. Durante qué tiempo se debe
prestar el mismo capital, también a interés sim-
ple con la condicién de que se cuadruplique.

a) 2 aflos 5 meses b) 3 afos 11 meses

a) S/ 24 Q00 b) &. 20 000 c) 5/ 30 000 ¢) 3 anios 9 meses d) 2 aftos 3 meses
d) &.32000 &) NA. e) 3 attos 3 meses
CLAVE DE RESPUESTAS
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DESCUENTOS COMERCIALES
LETRA DE CAMBIO

Es un documento comercial, mediante el cual una
persona llamada giradora o acreedora de la letra,
manda a otra persena que es la deudora o aceptante,
que pague una cierta cantidad de dinero en un deter-
minado plazo.

VALOR NOMINAL DE UNA LETRA (Vn)

Se llama asi a la cantidad de dinero que figura escri-
ta en la letra.

VALOR ACTUAL DE UNA LETRA (Va)

Es la diferencia entre el valor nominal y el descuento
comercial, es la cantidad de dinero que entrega el
banco, al acreedor, al hacer efectiva la letra.

Va=Vn-Dc = Dc=Vn-Vva

CLASES DE DESCUENTO

a) Descuento comercial o exterior (Dc)

b) Descuento racional o interior

DESCUENTO COMERCIAL (Dc)

Es lo que cobra un banco para pagar una letra de
cambio antes de su vencimiento y representa el
interés simple que produce el valor nominal de una
letra desde el dia en que se hace el descuento hasta el
dia de su vencimiento.

Se debe tener en cuenta que el descuento comercial
es proporcional al valor de la letra, al tiempo que
falta para su vencimiento y al porcentaje que fijan las
instituciones de crédito.

FORMULA DEL DESCUENTO COMERCIAL

Se deduce mediante la solucion de un problema
general como el siguiente, donde se quiere hacer
efectiva la letra de &/. 100, a un ato de su
vencimiento:

DEUDA TIEMPO

Incégnita: De

R = Interés producido por cada . 100 en 1 afio,
por lo que R es porcentaje anual.

=Vn.R.t
100

De y Va=Vn- Dc

Combinando estas expresiones, se puede deducir:

Va = Vi1 - Vn.R.t
100
Va=Vn(100—R.t) v Ve 100 . va
100 100-R . t
Por otro lado: Va = e B
100-R . t
de donde:
De = Va.R.t ¥ i = Dc (100 -R . t)
100-R . t R.t
Observacion:

En todas estas formulas v las siguientes “t” esta
en afos;, deberd reemplazarse 100 por 1 200 6
36 000 segun que el tiempo esté dado en meses
o dias, respectivamente.

DESCUENTO RACIONAL(Dr)

También es lo que cobra un banco para pagar una
letra de cambio antes de su vencimiente (también se
llama descuento matemdtico, descuente interno, des-
cuente juste y descuento tedrico). Es el interés sim-
ple que produce el valor actual de una letra desde el
dia en que se hace el descuento racional y se calcula
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tomando en cuenta que el valor nominal es en reali- DESCUENTOS SUCESIVOS

dad el monto, porque retine al capital invertido y a
los intereses que corresponde.

El descuento racional es completamente tedrico,
pues en la prictica no se le utiliza.

FORMULA DEL DESCUENTO RACIONAL

DATOS:

valor nominal “Vn”, tiempo “t”, porcentaje “%”.
Dr” serd el interés producido por “Va”.

Va.R.t
100

Dr=

Por definicion, se debe cumplir:

DESCUENTO UNICO “D.U.”
By 5 Dy
100

D.U.= | D, +D,-

E

D, = primer descuento

D, = segundo descuento

Ejemnplo:

Un comprador logra un primer descuento de 25%
y un descuento adicicnal de 10%. Se pregunta
scudl es el descuento final (Gnico) que obtiene?

Solucion:

Aplicando la férmula:

25.10
100

DU . =| 25+10-
D.U.=35-25=325
D.U. =32,5%

Comeo podrd observarse el descuento tnico NO
ES 35% = (25% + 10%).

AUMENTOS SUCESIVOS

T Va.R.t iy 100 . Vn
100 100+ R . ¢t
0 sea que:
100 . Vn
—R.t
Dr = 100+ R .t
100
YVn.R.t
D — b aiel
100+ R .t

COMPARACION ENTRE EL “Dc” Y EL Dr”

Se sabe que:

DC=Vn.R.t )
100
Vn.R.t
e it 2)
100+R .t

Se observa que a igual numerador, es mayor el
que tiene menor denominador, por lo tanto:

D¢ » Dr

Es por ello que, como favorece a las instituciones
de crédito, éstas aplican el descuento comercial y
no el racional o matematico.

AUMENTO UNICO “A.UL”

Ejemnplo:

Un capital aumenta en dos porcentajes sucesivos
de 18% y 12%. Cual es el porcentaje de aumento
anico.

Solucion:

Empezaremos por decir que la respuesta no es
30% (18 + 12); veamos:

18 12
100

AU =] 18+12+

A U.=30+216=3216
AU, =32,16%
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VENTAS A PLAZOS

En las ventas y compras a plazos, tan frecuentes hoy
en dia, por la competencia comercial, debido a la
economia de mercade, debe tenerse en cuenta un
principio fundamental:

La suma de los valores actuales de las letras firmadas
por el comprador, el dia de la compra debe ser igual
a la cantidad que el comprador debe en dicho dia al
vendedor.

El plazo es una fecha comun que se da al vencimien-
to de varias letras, las cuales tienen diferentes valores
y fechas de vencimiento.

Se tiene “n” letras de distintos o iguales valores no-
minales, sujetas a la misma tasa de descuento, a pla-
zos diferentes. Se desea reemplazar todas por una so-
la letra llamada UNICA DE CAMBIO, cuyo valor no-
minal, sea la suma de los valores nominales de todoes;
se trata de averiguar el plazo comin en dias de la
UNICA DE CAMBIOQ.

Consideremos “n” letras:

Valores nominales (en dinero):

an, Vnz, Vns, .o, ¥VIon

Plazos (en dias): d;, d,, d,,...,d

n
Descuentos comerciales:

De;, Dey, De, ..., De,
Taza de descuento: R %
Se desea cambiar con una UNICA DE CAMBIO.

Se debe cumplir:

1% Vippeq = VHp+ Vi dus $VIL (L

2° Dc +Dec (2)

=D(:1 +Dc2 + ... 1

UNICA

Calculo del plazo X de la UNICA:
De (2):

Dc = D¢, + D¢, + D, + ... +Dc

UNICA

Vi R X Vm R4 Vn R.4
36 000 36 000 36 000
Vo, . R.d, Vo .R.d
oA B B
36 000 36 000
VnUNch.R.X:R(an.d1+Vn2.d2+Vn3.d3+...
+Vn .d)
& Vo, .d +Vn,.d,+ Vo, .d,+ ... +Vn_.d
Viyuea
N Vo, .d +Vn,.d,+Vn,.d,+ ... +Vn_.d_

Vi + Vi, + Vi, + ... +Vn
1 2 3 n

_ =(Vn.d)
ZVn

X

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ;Cudl sera el valor efectivo de una letra de /. 2 560
que ha sido descontada racionalmente al 6% y
vence a los tres meses?

Solucién:

Valor efectivo o actual es equivalente. Calcule-

mos Dr:
Vn.R.t
r= —m8—
100
2560 .6 .3
Dr=e—7——— =378
1200+6.3

Luego, el valor efectivo serd:
Va=Vn-Dr
Va=25360-378=5/ 252220

Rpta.: Va=5/ 252160

2.- ;Cuantos dias ha de transcurrir para que el des-
cuento de una letra equivalga a la centésima parte

de su wvalor neminal, siende el descuento del
4 5%?
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s
'

Solucion:
El objetivo es que: Dc = il
100
Vn.R.d Vn
36 000 100

reemplazando valores:

¥n.45.d  ¥n
36 000 100

=d =80

Rpta.: 80 dias.

El valor nominal de una letra es 3/5 del valor
nominal de otra. Se ha descontado al 5% por un
mes v 12 dias la primera v por 2 meses la segun-
da. El descuento comercial de la segunda letra ha
sido de S/. 18,50. ;Cudl ha sido el descuento
comercial de la primera letra?

Solucién:

C_Vn.R.m
1 200

El valor nominal de la segunda letra es:

1200 De
R.m

ypo 2200.185 o 5 500
5.2

Luego, el valor nominal de la primera letra es:

3

2220 . =5.1332

Por lo tanto el descuento de esta letra en 42 dias
sera:

1332.5.42
36 000

Dc = =5 7,77

Rpta.: Dc =5/ 7.77

Se compra un ohjeto que vale al contado /. 8 500
y como no dispone el comprador de dicha canti-
dad, éste le propone pagarle en el acto %. 2500 y
el resto en una letra a 90 dias; el comerciante

acepta. ;Cudl es la dilerencia del valor nominal
de la letra, segiin se aplica el descuento racional o
comercial con el 5% de interés?

Solucion:
Se sabe que:

Va=8500-2500= %.6000
y  Va=Vn-Dr,

Si se hace el descuento racional en 90 dias:

Va.R.t

36 000

6000.5.90
36 000

= 5. 75

y YVn=6000+75=5.6075
Si se hace el descuento comercial:

Va =Vn - D¢, m=3 meses
Vo 1200-5.3
1200

Yn=6000.1200/1185=5%.607595

Von.R.m
1200

6000 =Vn-

La diferencia es:

607395-60753=5.095
Rpta.: Diferencia &. 0,95

Una letra pagadera a 45 dias se la descuenta al
6%. ;Cudl es el valor nominal de esta letra, sabi-
endo que la diferencia entre el descuento comer-
cial v el racional es &/. 97

Solucién:
Se sabe que:

De - Dr = Va.R.t }

100-R.t

Va.R.t
100

de donde, si R = 6, t = 45/360:

Dr=1191
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entonces:
De=Dr+9
Dc =1 200
como:
Disies Vn.R.t
100
100 .1 200
Vn=——
6.45/360
Vo = 160 000

Rpta.: Vn =25/ 160 000

6.- La suma de los valores nominales de 2 letras es de

S/. 8 400, habiéndose recibido $. 8§ 280 por
ambas, descontadas comercialmente al 6% la
primera por 2 meses v la segunda por 3 meses.
;Cudl es el valor nominal de la letra de mayor
precio?

Selucion:
1ra. letra 2da. letra
Vn = an Vi = Vn2
De = Dc1 Dc = D(:2
m=2 m=23

podemos establecer que el Dc total es:
Dc, + Dc, =8400-8280=120 (1)

Ademas:
Vn, + Vn, = 8§ 400 (2)

De (1):

Vi, + % Vi, = 12000 (3)
De (2) y (3):
Vi, = $/. 1200 y Vn, = §/. 7 200

Rpta.: &. 7 200

7.- El valor actual de una letra despues de 1 afio es
los 24725 de su valor nominal. ;A qué tasa de por-
centaje se hizo el descuento?

Solucién:
0L W T
25
Va =Vn-Dc

Reemplazando valores se tiene:

24 Vn=Vn——Vn'R

25 100

= R=4%

Rpta.: R=4%

8.- Dos pagarés de igual suma vencen dentro de 30

y 60 dias respectivamente. Son descontados de
un hanco al 36% anual. ; Cual es el Vn de cada
uno de ellos, si se recibe al momento del des-
cuento $/. 319 140? (Un pagaré es una obliga-
cien similar a una letra de cambio)
Solucién:
Podemos establecer:

Va, + Va, = 319 140

Q sea:

Vn (36 000-d, .R) Vn(36 000 -d,.R)
-+

36 000 36 000
=319 140
Pero:
d,.R=30.36=1080
d,.R=60.36=2160
Reemplazando, se obtiene:
Vn (34 920) . Vn (33 840) _ 319 140

36 000 36 000

= Vn =5/ 167 089

Rpta.: Vo =5/ 167 08C
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9.- El Vn de una letra es 4/5 el valor de otra. Se han
descontado comercialmente al 4%; la primera por
1 mes y 16 dias v la segunda por 3 meses; si el
descuento de ésta fue 3/, 205. ;Cudl fue el des-
cuento de la primera?

Solucién:

Vn, = Valor nominal de la 1ra.

Vn, = Valor nominal de la 2da.

Pedemos establecer:

Vn = %+ Vn, y R=4%
Vn, .3 4
De,=205=—2 "
1200

De aqui se tiene:

Vo, = %. 20 500

sustituyendo en Dc:

%.20500.46.4

=838
36 000

Rpta.: D¢, = &. 83,8

10.- Se debe una suma de S/. 4 100, pagadera a los 5
meses y se conviene en pagar . 2 525 a los 2
meses v la cantidad necesaria para extinguir la
deuda a los ocho meses. ;Qué cantidad es ésta?
Supongase el descuento racional al 6%.

Solucién:

Valor actual de los . 4 100 {(considerando el Dr)

100V
Va = H =

100+R.a

100 .4 100

108 e,

12

= &.4 000

Valor actual de los 5/. 2 525 pagaderos a los dos
meses:

Va = 100 . 2 525

1
0 S%
12

=5.2500

Se deducira el valor nominal de una letra pagadera
a los 8 meses, cuyo valor efectivo sea de:

4000 -2500=5.1500

1500(100+6‘8)

100

Vn = =1 560

Rpta.: Vo = &. 1 560

11.- Una letra descontada al 15% produce un Dc
igual al 130% del Dr. ;Cudnte tiempo deberd
transcurrir para que el Dr sea igual al De pri-
mitivo?

Solucion:

Valor nominal = Vo

Porcentaje = 15%

Anos = t

Se debe cumplir:

Dc = ﬁ Dr
100

Sustituyendo Dc y Dr:

Vn.l5.t

Vn.15.t 13
(100 + 15 . t)

= = t =2 anos
100 10

Sea “x” el plazo (en anos) que debe transcurrir
para que el Dr sea igual al Dc inicial. Podemos
establecer:

Dr_= Dc;; es decir:

Vn.l3.x =Vn.15.2
100 +15 . x 100

= x =2 anos 6/7

Rpta.: 2 afios 6/7 = 2 anos 10 meses 9 dias.

12.- Calcular el valor actual de una letra por 5/. 2 100
pagadera a los 5 meses. Tasa 12%.

Solucion:

Va =7 Vn =%. 2100
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Dc=7 m=5

R=12%
Va+Dc=Vn

Vn.12.5
+—=

1 200

Va+2100'12'5 ~5 100
1 200
Va=5.10995

Rpta.: Va=§&. 1995

13.- Una persona compra una propiedad pagando al

contado 15 000 soles y acepta 6 letras de 3 000
soles cada una pagaderas de 6 meses en 6 meses
a partir del dia de la venta. El vendedor des-
cuenta en el Banco (es decir vende al Banco)
estas letras segiin el descuento comercial recibi-
endo por todo ¥/. 31 425.

¢ Cudl fue la tasa de descuento?

Solucion:

La suma de los valores neminales de las seis letras
es de:

3000 .6 =18 000 soles
El banco entrega:

31 425 - 15000 = 16425

El banco le cobra al vendedor:

18000 + 16425 =1 575 soles

Se debe luego calcular cudl debe ser la tasa para
que la suma de 3 000 soles, colocada a los 6
meses, 12 meses, 18 meses, 24 meses, 30 meses y
36 meses, de un interés de 1 575 soles. El tiempo
total de colocacién es:

6+ 12+ 18+ 24+ 30 + 36 = 126 meses
El interés para una tasa de 1 seria:

De = 3000.1.126 315 soles
12,100

Latasaes = 5 veces mas grande, o sea 5%.

1575
15

Rpta.: 5%

14.- La suma de los valores nominales de dos letras

es 8 400 soles, y se ha recibido por ellas § 280
soles descontadas al 6%; la primera por dos
meses v la segunda por 3 meses. ;Cual era el
valor nominal de cada una de ellas?

Solucién:

5i las 2 letras se descontardn por 2 meses, el des-
cuento seria de :

C=Vr1.1'n.R
1200

8400.2.6
1200

= 84 soles

Pero el descuento ha sido de:
8400 - 8 280 = 120 soles
La diferencia: 120 - 84 = 36 soles, representa

el descuento de la segunda letra por un mes
mas al 6%. Por tres meses = 36 . 3 = 108 soles.

El valor nominal de esta letra se calcula asi:

Vi »

108§ = ———
1 200

Vn, = 7 200
El de la primera:
an =8400 -7 200 =1 200 soles

Rpta.: 7 200 y 1 200 soles.

15.- Un objeto cuesta al contade %. 8 000 y para

comprarlo se firma una letra pagadera en 75
dias. ;Por cudnto es la letra si la tasa de des-
cuente racional es 6%7

Solucién:

Va=5%.8000 ; t=57dias ; R=6%

Vn=Va+ Dr

- 308 -



ARITMETICA

8000.6.75
36 000

Vo =8 000 +

Vn=25.8100

Rpta.: Vn =5, 8 100

16.- ; Cual fue el porcentaje de descuento comercial si
una letra de &. 6 000 que vencia el 19 de diciem-
bre se pago el 13 de setiembre con &. 4 8807
(Considerar el mes de 30 dias).

Solucién:

Cuando la letra se cancelé faltaba para su
vencimiento:

(30-13) + 30 + 30 + 19 = 96 dias.

Vn =5/ 6 000 R=7%
Va=%.4880 t = 96 dias
Dc=%.1120
Se sabe:
De = Vn.R.d
36 000
de donde:
R < De . 36 000 _ 1 120 .36 000 7%
Vn.d 6000 .96
Rpta.: 70%

17.- ;En qué fecha debe descontarse una letra que
vence el 28 de julio del 2 000 para que su valor
actual sea los 23/24 de su wvaler nominal?
Supongase un descuento del 30%.

Solucién:

Va = 2 Vn
24

Datos:

R=30% : t=x

Se sabe que: Va=Vn - Dc; o sea:

L Vn=Vn-Dc = Dc= S,
24 24

Vn _Vn.R.x
24 36 000

= x =50 dias

La letra se desconté 50 dias antes de su venci-
miento o sea;

Rpta.: 8 de junio del afio 2 000

18.- Jorge lleva al banco a descontar una letra por
5/. 108 000 que vence dentro de 90 dias; con-
sigue su objetivo pero es obligado a aceptar
una tasa del 25% semestral; pero el descuento
que le aplican es el racional.

;Cuanto ahorro Jorge considerando que lo usual
es que el descuento sea comercial?

Solucidn:

V=% 108000 ; dias=190

R = 25% sem. = 50% anual

Dr=7¢
ahorrd
Dc-Dr=X
o sea:
_ Vn.R.d ) Vvn.R.d
36 000 36000+R.d
X = 108 000 . 50 .90 ~ 108 000 . 50 . @0

36 000 36 000 + 50 . 90

Rpta.: X =5/ 1 500

19.- Una letra por 3/. 108 000 que vence el 29 de
Junio fue descontada el 10 de Junio del mismo
afto al 25% semestral; si ademds se le recargé:
1.5% de comision y 3% por cambio de localidad
en ambos casos sobre el valor nominal.

;Cudnto se recibid por la letra después de todos
los descuentos?
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Solucion:
Vn=5%. 108 000
t = 19 dias
R = 25% sem. = 50% anual
Recargo por comision: 1,5% del Vn
Cambio de localidad: 3% del Vn
Total recibio el Va de la letra, ésto es:

Va o= Vn - [De + recargo]

108 000 . 50 . 19
3 600

Va, =108 000 -[

a2 108 D00+
100

- 108 000]
0

Va,, = /. 100 290

Rpta.: Recibié &. 100 290

Pagé en intereses y comisiones:

108 Q00 - 100 290 = 7 710 soles

EJERICIOS PROPUESTOS

Un comerciante toma en traspaso una tienda
por 75 000 soles, a pagar en dos plazos: la
mitad a los tres meses v la otra mitad a los dos
meses siguientes. Paga al contado con un des-
cuento del 6% anual. ; Cuanto le ha costado el
traspaso al comerciante?

Rpta.: §/. 73 500

. Calcular el valer nominal de una letra que
descontada por 4 meses al 5%, da una diferencia
de 2 soles entre el descuento comercial y el des-
cuento racional.

Rpta.: &/. 7 320

. Se tiene una letra cuyo descuento racional es
el 96% de su descuento comercial y otra de 5/.
2 000 cuyo tiempo de vencimiento y la taza
que se le aplica son el doble v el triple respec-
tivamente de la primera. ;Cudl es el valor
actual de esta ultima letra?

Rpta.: &/. 1 500

. Dos personas se presentan a un Banco, la primera
con una letra de 1 500 soles pagadera a 6 meses,
la segunda con una letra de 1 470 soles pagadera
en 10 dias; el Banco descuenta las dos letras a la
misma tasa v da a la segunda personas 12,55 mads
que a la primera. ; Cudl es la tasa de descuento?

Rpta.: 6%

5. El descuento comercial y el descuento racional

que se aplicaria hoy a una letra de &/. 5 100 estan
en la misma relacion de 17 a 15. Si dicha letra
vence en 32 dias. ; Cuanto pagaria el banco si se
descontara en 18 dias?

Rpta.: &/. 2 960

. Calcule el valor nominal de una letra que des-

contada por 4 meses al 5% genera una diferencia
de $/. 0,20 entre el descuento comercial y el des-
cuento racional

Rpta.: /. 732

En una letra descontada al 8%, el descuento
comercial es el 120% del descuento racional.
:A qué plazo debe ser descontada racionalmente
dicha letra, para que el descuento sea igual al
descuente comercial inicial?

Rpta.: 3 anos; 1 mesy 15 dids.

Un comerciante debe tres letras de &. 1 250,

5/. 2000 y 5/. 1 800 pagaderas en 8,4 v 6 me-

ses respectivamente. Propone a su acreedor
cancelar su deuda en dos pagos:

uno de 8/. 2 800, pagadero dentro de 6 meses
y otro en 4 afios, 2 meses.

¢A cudnto asciende este ultimo pago conside-
rando el descuento comercial al 3%?

Rpta.: 2 537 aproximadamente.
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9. Siuna letra se paga 15 dias antes, se ahorra &/. 20.
:Cuanto se ahorrara si se paga 21 dias antes?

Rpta.: &/. 28,00

10. ; Cual serd el descuento comercial de una letra de
5/. 3 500, el dia que el descuento racional sea los
7/8 del descuento comercial?

Rpta.: &. 500,00

11. El valor actual de una letra es 1 470; la suma del
valor nominal v el descuento es 1 530. 5i el por-
centaje de descuento es 12%. ; Dentro de cuanto
tiempo es la fecha de vencimiento?

Rpta.: 2 meses.

12. Una persona debe pagar una letra de 5 000 el 13
de abril. Paga el 4 de Marzo, 5/. 4 950. ;Cual fue
el porcentaje anual de descuento?

Rtpa.: 9%

13. Una letra de $/. 3 000 vence el 10 de Mayo. Si se
paga el 20 de abril le descuentan . 10.
:Cudnto se pagari el dia 8 de abril?

Rpta.: &/. 2 984

14. Se tiene dos letras que vencen dentro de 30 y 45
dias, respectivamente. 5i la primera tiene doble
valor nominal. ; Dentro de cudntos dias se puede
pagar la letra reemplazante?

Rpta.: 35

15. Se tienen dos letras de 5/. 6 000 y &/. 4 000 que
vencen el 5 de Mayo y 14 de Junio, respectiva-
mente. Si se reemplaza por una sola letra. ;Qué
dia vencera?

Rpta.: 21 de Mayo.

16. Se tiene 3 letras de 5 175, 4 350 v 1 500 soles
pagaderas respectivamente el 15 de Julio, el 30 de
Octubre v el 16 de Marzo siguiente. Se desea
reemplazar por una sola letra igual a la suma.
;Cuadl sera la fecha de vencimiento de esta tnica?

Rpta.: 28 de Setiembre.

17.51 una letra se descontara hoy comercialmente al
60%, se recibiria el 75% de su valor nominal, pero
si se descontara un mes después racionalmente y
a la misma tasa. ;Qué tanto porciento de su valor
nominal se recibiria?

Rpta.: 833 %

18. En un pagaré: el descuento comercial v el valor
actual comercial estin en la razon de 1 a 3. ;Qué
porcentaje del valor nominal es el descuento
interne?

Rpta.: 20%

19. Si el descuento cormnercial de una letra es /. 250 y
el descuento interno es . 240. Hallar el valor
nominal.

Rpta.: S/. 6 000
20. Senale la proposicidén correcta:
a) Dc < Dr

b) Vo (Dc + Dr) = Dc. Dr
¢) 1 afio comercial < > 365 dias

d) M+ 1=C &) El Dc es un interés simple

Rpta.: “e”

21. Los valores nominales de dos letras entre si son
como 4 esa 9. La primera ha sido descontada por
un mes y 15 dias, y la otra por dos meses, ambas
sujetas a una tasa del 30%. Si el descuento de la
segunda letra fue de &/ 2 400. ;Cudl fue el des-
cuento de la primera?

Rpta.: §. 800

22. Se descuenta el 5 de abril una letra por &. 27 600,
pagadera el 11 de Mayo del mismo afo. Calcular
el descuento al 38,5%.

Rpta.: &/. 10626

23. ; En qué fecha se desconto una letra de &/. 24 000
que vencia el 15 de Setiembre si se recibio por ella
&, 22 200? Considere una tasa de descuento co-
mercial del 30% anual.

Rpta.: 17 de Junio.

24. Un comerciante acepto el dia 1° de abril de 1996,
4 letras. La lra. por &. 80 000 que vence el 10 de
Agosto, la 2da. por /. 160 000 que vence el 3 de
Setiemnbre, la 3ra. por /. 240 000 que vence el
13 de Octubre y la cuarta por %. 320 000 que
vence el 8 de noviembre. Todas estas fechas del
ano 1996. Si luego decide cancelar la deuda con un
solo pago de &/. 800 000. ; En qué fecha vencera?

Rpta.: 4 de Octubre.
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REPARTO PROPORCIONAL

REPARTO PROPORCIONAL

Es el procedimiente de cdlcule que permite repartir
una cantidad en partes proporcionales a otras.

El repartimiento proporcional puede ser simple o
compuesto.

Se dice que es simple cuando las partes “repartidas”
son proporcionales a nameros simples; ¥ compuestas
si las partes “repartidas” son proporcionales a los
productos de varios nimeros.

REPARTO PROPORCIONAL SIMPLE

En el repartimiente proporcional simple se presenta
3 casos:

ler. CASO

Repartir una cantidad en partes propoercionales a
nimeros dados. El siguiente ejemplo, nos lleva a
comprender esta cuestion.

Ejemplo:
Repartir 12 600 proporcionalmente a 3; 6 v 9.

Solucion:

Considerernos que de las 12 600 unidades a
repartirse “a” unidades le corresponde a 3, “b”
unidades a 6, y “c” unidades a 9. Por definicién
de repartimiento proporcional, y por propiedad

de proporciones podemos establecer:

_12600.3

= 2100
18

(o LBB00 .8 _ o
18

Y
18

QObservacion: El factor u .
3+6+9

es denominado “factor de proporcionalidad”

REGLA PRACTICA: Para repartir una cantidad
en partes proporcionales a numeros dados, basta
multiplicar la cantidad que debe repartirse por
cada uno de los numeros que van a “recibir” la
reparticion y dividir los productos por la “suma”
de estos mismos nimeros.

2do. CASO

Repartir un ntmero en partes proporcionales a
varios quebrados.

Ejemplo:

Repartir 13 940 en partes proporcionales a 3/4,
1/3 v 5/8.
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Solucion:

Dando comun denominador, tendremos:

18

24
8

24

Ed
4

1_
-
5 15
8

24

De las 13 940 unidades a repartirse, corresponden
a“a” 18/24,a“b” 8/24 ya “c” 15/24. Por lo que
podemos establecer:

a b K
18 8 15
24 24 24

Multiplicando por 24 los denominadores, no se
altera la igualdad de las razones y se tendra:

a _ b @
18 5q 8 54 1394
24 24 24

a b B
18 8 15

Basta con repartir 13 940 proporcionalmente a
18, 8y 15 (ler caso), asi:

L IBUA0, 18 _ . o
41

po 13940.8 550
41

_ 1304015 _ o5
41

REGLA PRACTICA: Para repartir un niumero en
partes proporcionales a quebrados, se dan a éstos
un comun denominador y se reparte el namero
en partes proporcionales a los numeradores de los
quebrados asi formados.

3er. CASO

Repartir una cantidad en partes inversamente
proporcionales a nameros dados.

Ejemplo:

Repartir 7 260 en partes inversamente propor-
cionalesa 7, 11 y 21.

Solucidén:

Podemos establecer que de las 7 260 unidades, les

corresponden a “a™: 1/7,a “b” 1/11, a “¢” 1/21.

Sabermnos que si dos magnitudes son LP, los valores
de una de ellas son D.P a las inversas de los valores
de la otra magnitud, ast:

LI I )
LS - N
7 11 21

homogenizando los denominadores de las razones:

1 33
7 231
121
11 231
111
21 231

Reemplazando estos valores en (1):

5 b c
— == (1
33 21 11
231 231 231
simplificando:
a -
33 21 11

Basta repartir 7 260 proporcionalmente a 33, 21 y
11, asi:

_ 7260.33

- 3 685,85
65

be L 200:-31 534554
65

< 5 | W
65
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REGLA PRACTICA: Para repartir una cantidad
en partes inversamente proporcionales, a nime-
ros dados, se da las razones inversas de dichos
nimeros y luego se procede como en el 2do caso.

REPARTO DE UTILIDADES

Tiene por objeto repartir propoercionalmente las
ganancias o pérdidas habidas en la explotacion de un
negocio entre las personas que han intervenido en el
negocio aportando sus capitales. Es simplemente un
ejemplo especial de la regla de reparto proporcional.

Se presenta 4 casos:
ler CASO

Cuando los capitales v los tiempos de imposicion
son iguales. En este caso las ganancias o pérdidas
se reparten por partes iguales entre los socios.

2do CASO

Los socios aportan distintos capitales por iguales
tiempos. En este caso las ganancias o pérdidas res-
pectivas serdn proporcionales a los capitales, y el
tiempo ne influye por ser el mismo para todos.

3er CASO

Los socios aportan iguales capitales por tiempos
distintos. Se repartird los beneficios proporcional-
mente a los tiempos.

4to CASO

Los socios aportan capitales desiguales, en tiem-
pos desiguales. Las ganancias o pérdidas son pro-
porcionales a los productos de los tiempos por los
capitales.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ;Cual es el mayor de tres nameros que suman 4 536
y que son proporcionales a: 2/3, 3/5 y 5/67

Solucion:
Dando comiin deneminador a los quebrados:

20/30

)

18/30 25/30

)

3.

Se reparte proporcionalmente a los numeradores:
20, 18; 25:

El mayor serd para 25:

4536.25

— T = 1800
20+18+ 25

Rpta.: 1 800

Un premio debe repartirse en razén inversa de las
edades de cada uno de los ganadores, quienes
tienen 8, 11, 16 y 20 afios. Siendo el total ganado
S/, 165 597. ;Cuanto le corresponde al mayor?

Solucién:

Se reparte directamente a:
1/8, 1/11, 1/16y 1/20
Dando comun denominador:

110/880, 80/880, 55/880 y 44/880.

Luego, se reparte proporcionalmente a: 110, 80,
55 v 44

Se calcula el valor de propercionalidad:

165 597
110 + 80 + 55 + 44

=573

El mayor recibe:
44 .573=25212

Rpta.: 25 212 soles.

Tres ciclistas quedan de acuerdo para distribuirse
5/. 9 450 propercionalmente a las velocidades con
que corran una misma distancia. Efectuando el
recorrido resulta que el primero tardé 3 horas, el
segundo 5 y el tercero 6. ;Cudnto recibe el mis
veloz?

Solucién:

Para distancias iguales las velocidades son inversa-
mente proporcionales a los tiempos empleados en
recorrerlas, por tanto, habra que dividir /. 9 450
en partes inversamente proporcionales a 3, 5 v 6.
Es decir proporcicnales a 1/3, 1/3 y 1/6. Dando
comun denominador: 10/30, 6/30 y 5/30.
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s
A

Se caleula el “lactor de proporcionalidad™:

9450 9450 450

10+6+5 21

El mas veloz recibe:
450 .10 =4 500
Rpta.: 4 500 soles.

Tres amigos se reunieron para un negoclo, contri-
buyeron con &. 2 400, %. 3 600 y 5/. 3 000 respec-
tivamente. Al liquidar el negocio, obtuvieron una
utilidad de &. 4 500. ; Cudnto le correspondis a ca-
da uno?

Solucién:

Comeo los tiempos son iguales, se distribuira los
4 500 soles directa y proporcionalmente a los
capitales aportados:

ler socio 2 400
2do socio 3 600
3er socio 3000
Total aportado: 9 000

Llamande U,, U, y U, a las utilidades para cada
socio. Cada uno cobrd:

U1=ﬂ-2400= . 1200
9 000

5 = 300 +3600= ¥.1800
9 000

U - 4 500

s -3000= &.1500
0

Un industrial empezd un negocio. A los 5 meses
admitié un socio y 4 meses después de éste, entrd
un tercer socio. Cada uno de ellos aporté al nego-
cio la misma cantidad. El negocio durd 14 meses,
al cabo de los cuales la utilidad fue de &/. 56 000.
:Cudnto le tocé a cada uno?

Solucién:

Como aportaron la misma cantidad, se repartirdla
utilidad en partes proporcionales al tiempo de
imposicién.

ler socio 14 meses
2do socio O meses
3er socio 3 meses
Total tiempo = 28 meses

Llamando U, U, y U, a las utilidades para cada
socio. Cada uno recihio:

U =14. 2990 _ o 58000
28

o mige 20 o 19000
28

U=9. 229% _ ¢ 10000
28

6.- Tres socios intervienen en un negocioe, el pri-

mero aporta 5/. 10 000 durante un ano, el se-
gundo &. 8 000 durante cuatro meses y el ter-
cero 5/. 19 000 durante dos meses. El negocio
quebré dejando una pérdida de 5/. 6 650. De-
terminar la pérdida de cada socio.

Solucion:

La pérdida la absorberan los socios en forma
directamente proporcional al producto de los
capitales y sus tiempos de imposicion.

ler socio 10000 .12 =120 000
2do socio 8000. 4 = 32000
3er socio 19000. 2 = 38000
Surna total 190 000

Dividiendo entre 2 000 cada producte:

60
16 = suma= 95

18

Si llamamos P,, P, v P, a las pérdidas, se tendrad
que cada uno perdio:

-315 -



P =60- 20 _ & 4200
05

p=16- 220 _ g 1120
05

R, = 18 - 2R _ 157 1 350
95

7.- A los dos afios de estar constituida una sociedad,

se hizo la liquidacion, resultando una ganancia
de 61 671 soles. Empezo la sociedad con dos
industriales que contribuyeron con 100 000 y
120 000 soles respectivamente, un tercer socio
entré a los 10 meses y contribuyé con 50 000
soles; 4 meses antes de la liquidacién, el primer
socio impuso 30 000 soles adicionales. Calcular
la ganancia de cada socio.

Solucion:
Repartiremos la ganancia en forma directamente

proporcional al producto de los capitales por sus
respectivos tiempos:

Totales
ler socio:
100 000 . 24 = 2400000
30000. 4 = 120 000 2520 000
2doe socio:
120000 .24 = 2880000 2 880 000
3er socio:
50000.14 = 700000 700 000
Total: 6 100 000

Dividiendo entre 20 000 todos los ntimeros, con
el fin que los caleulos se hagan con numeros mas
pequetios, nos da: 126; 144 y 35. Por lo tanto,
siendo A, By C la ganacia de cada socio el “factor
de proporcionalidad” sera:

A B C

A+B+C 61671
126 + 144 +35 305

126 144 35

=202, 2

La ganancia de cada socio es:

A=126.2022 =25477,20
B=144.2022=29116,80
C= 35.2022= 707700

Rpta.:

- Un ingeniero industrial inventé una maquina

para pelar papas y empez6 un negocio para tabri-
carla. Impuso como capital inicial &. 60 000 y 6
meses después entrd al negocio un segundo socio
aportando un capital de &. 40 000. Un afio mas
tarde, un tercer socio se incorpord a la fabrica,
con un capital de /. 25 000. Se liquido el nego-
cio al cabo de 5 afios, obteniendo una utilidad de
S/, 517 560. ;Qué cantidad cobrara cada socio
por el capital impuesto mas el beneficio, tenien-
do en cuenta que el inventor cobra ademas de la
parte de la ganancia que le correspondié como
soclo, el 153% de los beneficios?

Solucién:

El inventor cobra el 15%, ésto es:

15.517 560
100

=77 634

Queda para el reparto:

317 560 - 77 634 = &. 439 926
Los 439 926 soles se repartird en forma directa-
mente proporcional al producto de los capitales

por los tiempos de imposicion.

Los capitales y tiempos sor:

60000.5.12 = 3 600 000
40 000 . (60 -6) = 2160 000
25000. (54 -12) = 1050 000

Dividiendo entre 30 000, para simplificar:

ler socio 120
2do socio i 72
3er socio ; 35

suma: ?7
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Llamande, U, ; U, y U, a los beneficios de los  10.- Dos industriales formaron una sociedad por un

socios, éstos serdn: afio, con un capital de 1 000 000, pero el segun-
do sélo pudo poner su capital cuatro meses mds
U =120 . 439 926 S/ 232 560 tarde; si obtuvieron el mismo benelicie: decir,
1o 227 qué capital impuso cada uno.
Solucién:
U2=72-ﬂ=5/.139536 ; i .
227 Siendo B, = B, los beneficios, se tiene:
439 926 % i
Uy= 35 —————= 5/.67830 C 1 Gy
lo que cobré cada socio sera: como B, =By
ler socio: C=0. 4
60 000 + 232 560 + 77 634 = &/, 370 104 es decir los capitales aportados son inversamente
propercionales a los tiempos. como los tiempos
2do socio: son: t; = 12 meses y t, = 8 meses, se repartird el
40 000 + 139536 = &/, 179 536 millén directamente proporcional a: 1/12 v 1/8, es
‘ decir directamente proporcional a:
3er socio:
25000+ 67 830 = /. 92 830 L -2y L4
12 8
9.- Dos amigos ganaron en un negocio 7 875 soles, el ) )
primero puso $. 5000 durante 3 meses y el El capital aportade por el primero:
segundo puso su dinero durante 8 meses.
:Cudnte impuso el segundo, si su capital se
& P g ; P 1 Q00 000
duplice? 2. ————— =400000
P 2+3
Solucién: El capital aportado por el segundo:
Sean U, y U, las utilidades; y C, y C, los capitales. PO N——
Si el segundo duplicé su capital, su utilidad fue : >+ 3 =

igual al capital (U, = C,)

Rpta.: Aportaron : &. 400 000 y &, 600 000

U, U, respectivamente.
Tenemos: =
Gl

11.- 3 socios han ganado en un negocio 136 000
U =C soles. El primero contribuyd con 64 000 soles;
3="%n

como:

el segundo con 30 000 soles durante 8 meses, v
C ot el tercero con 20 000 soles durante 6 meses. La
i et 5000.3 _ 1 875 ganancia del primero fue del 100% sobre su
- L inversidn. Calcular el tiempo que estuvo
impuesto el primer capital y las ganancias de los

U,=7875-U, = 7875-1875 oL das,

Solucién:

U, =6000=C,
Como la ganancia del primero se duplicé; quiere
Rpta.: El segundo impuso : &/. 6 000 decir que gané 64 000 soles.
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Entre ¢l segundo y tercero han ganado:

136 000 - 64 000 = 72 000

Repartiremos los 72 000 soles en forma directa-
mente proporcional al producto de los capitales
por sus respectivos tiempos:

Socio N° 2:
30 000 . 8 = 240 000

Socio N° 3:
20000.6 = 120 000

Dividiendo entre 120 000, socio N° 2 es como 2
y socio N° 3 es como 1, entonces se reparte los
72 000 soles proporcionalmente a 2 y 1:

2 000
G, =228 g o

2+1
G,=1-2299 54000

2+1

Por otro lado:
G G
64000.1,  20000.6
64 000 24 000

640001, 200006

de donde:

64 000 . 20000 .6
= = 5 meses

64 000 . 24 000

1

Rpta.: Primer capital 5 meses. Ganancia de los
otros dos: 48 000 v 24 000 soles.

12.- En una sociedad, un socio impuso 6 000 soles
durante 4 afnos, 4 meses; el otro socio impuso
un capital en soles durante un tiempo en dias,
cuyos numerales eran iguales, si la utilidad del
primero era como 8 la utilidad del segundo era
come 9. Calcular el capital y el tiempo de
imposicion del segundo.

Solucién:

O
It

6 000 C, =N

>

2

8 afios 4 meses = 3 000 dias

:—r
]

t, =N

Gl GZ

6000.3000 N.N

pero:

G660

8 9 G, 8
N2 G, ©
18000000 G, 8

N2 9

18000000 8§

de donde:
N _ 9. 18000 000
8
9.9 1000000
4
N=% — 4500

C, =4 500 soles.

t, = 4 500 dias = 12 afos 6 meses.

Rpta.: 4 500 soles y 12 afios 6 meses.
13.- Cuatro socios forman un negocio, aportando /.
560 000, 5. 420 000, &. 800 000 y 5/. 220 000.
El negocio, fracasa, y los dos primeros pierden 8
000 soles menos que los dos ultimos. ; Cudnto
pierde cada uno?
Solucién:

Los primeros invierten:

560 00 + 420 000 = 980 000
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Los ultimos invierten:
8§00 000 + 220 000 =1 020 000
En consecuencia:
1 020 000 - 980 000 = 40 000 soles

dieron una pérdida de 8 000 seles y un sol dio
una pérdida de:

§ 000
40 000

2

Luego las pérdidas fueron:
Rpta.:

lro : 560000 .02 = 112 000 scles
2do: 420000.0,2 = 84 000 soles
3ro : 800000.0,2 = 160 000 soles

4to 1 220000.0.2 = 44 000 soles

14.- Cinco personas invierten los intereses que les

produce sus capitales en un negocio que deja
5. 246 000 de utilidad, los tres primeros
tenian el mismo capital impuesto al 3,5 y 6%
respectivamente; el cuarto v quinto tenian un
capital doble de los anteriores, impuesto al 3,5
v 4,5%. ;Qué beneficios obtuvo cada uno, si
los intereses fueron por imposiciones de sus
capitales a los dos afios por los dos primeros y
a los 3 afios por los tres ultimos?

Solucién:

Calculemos los intereses de cada uno que serdn
capitales en el negocio:

[ .C€:3.2 ¢
1 1

I=C.S.2=10C
? 1

Se debera repartir la utilidad de los 246 000 soles
directamente proporcional a los nameros: 6, 10,
18,21 v 27 (suma = 82).

Luego las ganancias de cada uno fueron:

G, =5 P w1 o
82

G, =10 229000 o 55 oo
82

G, -18. 24090 _ o 54000
82

G,=2. 2090 _ o 63000
82

G, =27 290 _ o 51000
82

15.- Repartir 2 080 en 3 partes proporcionales a los

cubos de 105, 63 y 42.

Solucisn:

Elevemos cada uno al cubo y descompongamos
sus factores.

105° 3.5 .7
63° <> 3,73
473 3,

Se divide cada uno entre 3° . 72

5% =125
32 = 27
22 = 8
suma = 160

Se reparte entonces proporcionalmente a 125, 27

y 8:
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13 2080 -125=1625
160
2080
2 - 27 =351
; 160 ’
3) 208 8§=104
160

Rpta.: 1 625 351 y 104

16.- 5i se divide el numero 4 488 en 3 partes D.P. a

0,1222...,0,3555....y0,2111... e inversamente
proporcional a las raices cuadradas de 175 ; 448
y 567. ;Cuanto es la menor parte?

Solucion:

Se transforma convenientemente los nimeros que
indican reparto proporcional directo o inverso.

V175 =57

0,12 = 11/90 A

035 = 32/90 A V448=8V7
0.21 = 19/90 A s67=0V7

Efectuando los productos y simplificando por el
factor comun, luego obtenemos:

ket ol s B e

0 57 5 5

Hoobos 35,9 am

90  8V7

B, L B e g

o ov7 9 9 o
suma = 374

La menor parte sera:

x=4 488 . 2= 1 140
374

17.- Un namero se reparte en forma directamente pro-
porcional a aa y aaa, correspondiéndole al me-
nor 5,5. Calcular diche numero.

Solucién: Sea N el numero:
N=553+x

Relaciondndolos proporcionalmente v luego por
descomposicién polindmica, se tendra:

11a 111a
— =
3,5 X 3,5 X

5

X =233
N=55+555=61

Rpta.: N =61

18.- Se reparte &. 10 500 en 3 partes, de tal manera

que la primera y la segunda son entre si como 2
esa3;y lasegunday la tercera son entre si como
4 es a 5. Hallar la menor de dichas cantidades.

Solucién:
lera 2da 3ra
2 3
4 5
8 12 15

Se reparte proporcionalmente a 8, 12y 15:

La menor serd proporcional a 8:

x=10 500 -5 - &. 2400
35
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Descomponer el nimero 934 en partes LP. a los
cuadrados de 5 ; 1/2 v 3. Indique las partes.

Rpta.: Las partes son: 9; 900 y 25

. Dividir 5 950 en tres partes D.P a las raices
cuadradas de los nimeros 32, 50 y 128. Indicar
la mayor de las partes.

Rpta.: 2 800

. Dividir 7 956 en tres partes tales que sus raices
cubicas sean LP a 1/4, 1/8 y 1/12. Indicar la
diferencia de las dos menores.

Rpta.: 1 547

. Se divide el namero N en dos partes tales que su
suma, la suma de sus cuadrados y la diferencia
de éstos sean proporcionales a 1, 170y 80. Hallar
la suma de las cifras de N.

Rpta.: 5

. Se reparte una cantidad en formaD.Pal;2y4.
La primera porcion seria 242 unidades menor si
el reparto se hubiera realizado en forma D.P. a los
cuadrados de los numeros dades. Hallar la canti-

dad repartida.
Rpta.: 2 541

. Un ndimero se reparte en forma directamente
proporcional a:

Bh y bﬁcorrespondiéndole al menor 5,5.

Calcular dicho namero.
Rpta.: 61

. Hallar el namero que repartido en forma directa-
mente proporcional a los 30 primeros niimeros
enteros de para el mayor 8.

Rpta.: 204

. Al repartir el namero 59 en forma directamente
proporcional a 10 numeros consecutivos, el
menor recibe 5. Hallar el mayor de los 10.

Rpta.: 34/5

9.

10.

11,

117,

27,

Si 6 000 se reparte en forma directamente pro-
porcional a los niimeros a, 3a, 5a y 7a. ;Cudnto
le toca al menor?

Rpta.: 400

Si un numero se reparte en forma directamente
proporcional a 2 y 5 se obtiene para el segundo
valor 63 mas que si se repartiera de manera in-
versamente proporcional, a los mismos valores.
Hallar el namero.

Rpta.: 147

Después de 3 meses que A habia fundado una
ernpresa, para lo cual deposito /. 12 000 000, se
asocié con B que aportd 20% menos que A; 2
meses mds tarde se les unié C que aports el 75%
de lo que habfan depositado A y B. Al cabo de 2
meses liquidaron la empresa v tuvieron que
afrontar una pérdida de &/. 774 000. ; Cudnto tu-
vo que abonar C para saldar la deuda?

Rpta.: . 162 000

Si se reparte /. 270 000 en forma directamente
proporcicnal a las edades de A, By C, a A le toca
la quinta parte de lo que le tocéd a By a Cle toca
los 4/5 que a B. Sabiendo que B tiene 10 afios,
hallar lo que le tocaria a B si la reparticion se
hiciese 4 afios mas tarde e inversamente propor-
cional a las edades de A, By C en ese tiempo.

Rpta.: &. 60 000

El gerente de una fabrica reparte &. 121 000
entre tres de sus mejores empleados, v lo hace
tomando en cuenta los anos de servicios y las
inasistencias que tuvieron en ese lapso. Si los
empleados tuvieron 10, 5 v 3 afos de servicios y
9 . 4 v 3 inasistencias respectivamente, hallar la
diferencia de lo que le tocé a los empleados de 5
y10 afos de servicios, sabiendo que el hecho de
que en la reparticién tuviesen que ver las inasis-
tencias perjudico al que tenia 10 anos de servi-
cios en dicha fébrica.

Rpta.: &. 5 000
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14. A inicié un negocio; 6 meses después se asocid
con B quien aports el 60% del capital que A
habia impuesto, 2 meses mis tarde se les unié C
que aportd el 7 por 8 de lo que A y B habfan
impuesto en el negocio. 5i después de un ano de
empezado el negocio consiguieron una utilidad
de &. 371 000.

:Cual es la utilidad liquida que le correspondera
a C, considerande que tiene que pagar un
impuesto a la renta de 4.5%?

Rpta.: . 93 590

15.July, Betty y Carmen iniciaron un negocio con

16.

1.

capitales proporcionales a 5, 7 y 9 respectiva-
mente y los tiempos que permanecen en el nego-
cio son proporcionales a 2, 5 y 6 respectiva-
mente. Halle la ganancia total obtenida, si la
diferencia de las ganancias de Betty y July 750.

Rpta.: &. 2 970

Al repartir 3 562 en parte proporcionales a 422,
28% y 562, ; Cual es la mayor diferencia entre las
partes obtenidas?

Rpta.: 2 678

Tres poblaciones tienen que pagar un impuesto
de guerra de 113 982 soles, en partes propor-
clonales al numero de habitantes que tenian
después de la guerra v en razén inversa del
numero de bajas que tuvieran durante la misma.
Calcular lo que correspendié pagar a cada
peblacién, con los dates siguientes:

18.

19.

20

Pueblos a p v
Habitantes 21 600 12 960 8 210
Bajas 510 420 360

Rpta.: &. 49 280 ; 5/ 350904y &/ 28798
Descomponer el numero 35,1 en 3 sumandos
que sean directamente proporcionales a los
cuadrados de 2; 3 v 4, e inversamente propor-
cional a los cubos de 2; 3 v 4.

Rpta.: 16,2; 10,8y 8,1

La presion es L.E. al volumen que contiene cierta
cantidad de gas. Calcular la presion a la cual se
halla un gas si al aumentarla en 2 atmosferas el
volumen varia en un 40%.

Rpta.: 3
Indicar cudl de las siguientes proposiciones es falsa:

. 5iuna cantidad A es proporcional a B e inver-
samente proporcicnal a C, entonces cuando
los valores de A no varian, B y C son directa-
mente proporcionales.

II. $1 una cantidad A es proporcional al producto
de otras dos By C, entonces B es inversamente
proporcional al cociente C/A.

III. 5i P varia proporcionalmente a  entonces
(P?+ (%) es inversamente proporcional a
(P2 - Q2.

Rpta.: La III
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ARITMETICA

PROMEDIOS, MEZCLAS
Y ALEACIONES

PROMEDIOS

Sea la serie mondtona ascendente:

a, < a, <3d, < ..

1 2 5 < an

Se llama cantidad media o promedio, a cualquier
valor numérico superior al menor (al) pero inferior
al mayor (an).

5i P = promedio: a, < P <a_

1
P puede tomar un namero ilimitado de valores;
es decir, que en cualquier serle numérica pro-
puesta, la cantidad de promedios es ilimitada.

PRINCIPALES PROMEDIOS 6 MEDIAS

Son 3: Media Aritmética “Ma”, Media Geométrica
“Mg” y Media Armoénica “Mh”.

Consideremos los ntmeros a; a,a,...a,con “n’
términos, para calcular los promedios Aritmético

(Ma), Geométrico (Mg) v Armonico (Mhj.
I. Promedio Aritmético (Ma).

Se llama también media aritmética. Es el promedio
que se obtiene al dividir la suma de todos los térmi-
nos entre el nimere de términos.

Asi:

a +a2+a3+"'+an

Ma( “n” términos) =

Ejemplo:

Hallar la Ma de 16 ; 14 ; 20 ; 50:

16 +14+20+50
4

Ma = 23

II. Promedio Geométrico (Mg)

Se llama también media geométrica o proporcional.
Es el promedio que se obtiene al extraer la raiz de

indice “n” del producte de “n” términos. Asf:

n
Mg (“n” términos) = Nal.al.a. .. a

Ejemplo:

Mgde 2,22 ,2%,2%, 2

5 5
Mg=32.22.25.2¢. =\ =23=38
[11. Promedio Arménico (Mh).

Se llama también media arménica. Es el promedio que
se obtiene al dividir el nmere “n” de términos, entre

la suma de las inversas de los “n” términos. Asi :

Mh (“n” términos) = 1
1 1 1
S e
4 B Wy 2y
Ejemplo:
Hallar la Mh (a, b)
2 ") 2ah

Mh (a, b) = =
1.1
a b

a+b B a+bh
ab

Notese que para 2 numeres la Mh es igual al
doble producto de los niimeros entre la suma de
les mismos.
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PROPIEDADES DE LOS PROMEDIOS

1° Para dos nameros se cumple que su media geo-
métrica es mayor que la media arménica pero me-
nor que la media aritmética.

Mh (a, b) < Mg (a, b) < Ma (a, b)

2° Para dos numeros se cumple que la media geomé-
trica es media proporcional ente la media aritmé-
tica y la media armonica.

Ma(a, b) _ Mg (a, b)
Mg(a, b)  Mh (a, b)

=Maf(a, b) . Mh (a, b)

= Mg (a, b)

— Mg (a, b) = VMa (a, b) . Mh (a, b)
Comprobacion:

a+h

2 =Vab = a+b. 2ab _ ’_ab {_ab
@ 2ab 2 a+b

a+b

.b=a.b

3° La media aritmética de toda progresién aritméti-
ca es igual a la semisuma de los términos equidis-
tantes de los extremos o igual al términoe central,
si lo hubiera. Asi:

Ma(l; 2; 3,4, 5, ...... 1 90 100)

1

1+100 _2+99 _ )
2 2 2

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- ;Cuadl es la media aritmética de 2 nimeros, si su
media geométrica es 12 v su media armonica 47

Selucion:

Sabemos que: Ma . Mh < > Mg?

Reemplazando valores:

Ma . 4= (12)% =144

Rpta.: Ma = 36

2.- 5ila Mh de 2 cantidades es 160 y su Mg es 200.
:Cudl es su Ma?

Solucién:

Sean a v b las cantidades:

Mh = 28D _ 150
a+bh
o:
a+b= 1 =>a+b=ab (1)
2ab 160 2 160

pero : Mg:@ = ab = Mg? = 2002

a+b=40000

En (1):
n () = 160

=250 =Ma

Rpta.: Ma = 250

3.- Hallar la suma de la Ma, Mg v Mh de los niimeros
15,25y 243,

Solucion:
Mac13#4254243 o 1
3 3
il 3 ) 3
1,1 1 4054243425
15 25 243 6075
Wl SO o 4 ®
673 673
3
Mg = V15. 25. 243
L
Mg=V3.5.5.3
3
Mg= V3°.5 = 9.5=45 ()

Ma + Mg + Mh = 94 L 4 454 27 34
3 673

835
2019

= 166

835
2019

Rpta.: ¥ =166

4.- 5i la media armdnica entre 2 numeros enteros es
a la media geométrica de los mismos, comeo 12 es
a 13. Hallar dichos ntimere sablendo que son
digitos.
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Solucion:
Sean “a” v “b” los digitos buscados, se cumple:
2ab
Mh(a,b)_E a+b_£
Mg (a,b) 13 vab 13
24ab 12 g Vab = 12(a + b)
a+b 13
=% % ab=a+b (1)

Por condicién, como a y b son digitos:
a+b<18
entonces, de la expresion (1)

13

5 ab = #entero < 18

Se deduce: \jg =6

Los nimeros buscados son 4 vy 9 pues son los tini-
cos numeros cuya raiz cuadrada de su producto
es 6 v ademds los 13/6 de la raiz cuadrada de su
producto es igual a la suma de dichos ntimeros;
segun (1).

Rpta.: 4y ©

5.- El producto de la Ma y la Mh de 2 numeros mais
2 veces su media geométrica, resulta 399. Hallar
el producto de los 2 nameros.

Solucién:

Sean my 1 los nameros buscados. Por condiciéon

del problema:
Ma(m, n) . Mh{m, n) + 2 Mg(m, n) < > 399
reemplazando el producto de los 2 primeros:
MgZ{m,n) + 2 Mg(m,n) < » 399
Mg(m, n) [Mg(m, n) + 2] < » 399

En la expresién final se observa que el primer
miembro es el producto de dos numeros que

difieren en 2 unidades cuyo producto vale: 399,
por lo tanto, ellos sélo pueden ser 19 y 21.

Entonces:
Mg(m,n)=19=Vm.n = m.n=192=36l
Rpta.:m . n =36l

6.- Si:

\Ma. Mg. Mh = V14322

Mgy

Ma

: Mh?

;Cudl es el valor de: S =

Solucion:

Por dato:

VMa . Mg . Mh = 14322
g

= 1432.251,5 - 14332

- V1432
Por lo tanto:

Ma . Mg . Mh =143}

Ma . Mh . Mg = 143}
0osea:

Mg? . Mg = 143>
Mg® = 143>

Mg=143=11.13

Si: Mg = VMa . Mh = 143
Ma. Mh = 143 . 143

Ma = 143

Mh = 143

Por lo tanto, sustituyendo valores para S:

2
g 1437 43
143
_143 1 g
143 143

Rpta: 5=1
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7.- Si se cumple que:

Mh

= 09375
a

Hallar el valor de Mg.

Solucion:

Sean los numeros a y b:

Mh _ 59375 15
16

Ma

Esta expresion invertida en funcion de “a” y “b™:

Ma_16 | Geb? 16
Mh 15 4a.b 15
@b .5
15

Restando 4a. b a ambos miembros de (o) v efec-
tuando:

o~ = 4a. b B
15
(a) : (P
a+bh _4
-b

Para: Ma=16yMh=15

a=20, b=12
Mg =V20.12 =4 V15

Rpta.: Mg=4 V15

8.- Si el medio armoénico entre dos niimeros es a su

medio geométrico como 12 es a 13, encontrar la
razdn entre los numeros.

Solucion:

Tt

Sean “a” y “b” los ntmeros buscados. Podemos
establecer por dato:

2a.b
Mb_arb 12

Mg Va.b 13

efectuando:

Ga-13Va.b +6b=0

factorizande:

(3Va-2vb ) (2¥a-3vb ) =0

igualando a cero cada factor se deduce que:

=
%

i

2
=— v =
3

Vb

%

2

Rpta.:i=4— v . o
b 9 4

Z.
b

9.- La media geométrica de dos niimeros vale 4 v la

media arménica, 32/17. ;Cudl es el menor de los
nuameros?

Solucién:

(TP

Sean “a” y “b” los niimeros, tenemos por dato:

2a.b_ 32

.b=4 -
\/a Y a+b 17

De estas expresiones se obtiene: a+ b =17

y como a . b = 16, se trata pues de lograr dos
nimeros cuya suma sea 17 y cuyo producto sea
16, ellos son: 16 v 1.

Rpta.: El menor es 1

10.- Si la media geométrica de 2 nameros es 10\/ay

su media aritmética y su media armonica son 2
numeros enteros consecutivos. Hallar el menor
de los numeros.

Solucién:

[Tt

Sean “a” y “b” los niimeros.

Mg (2, b) =Vab =10 Vo

ab = 600 (1)
Mh (a, b) = Zab =1 (2)
a+b

Ma (a, b) = %b S+ 3
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De (1) y (2):

{a+bin=1200 )
De (3):

(@a+b)=2(n+1) (5)
(5)en (4):

2n+1)n= 1200
nin+ 1)=600 — n=24
(n+1) =25

en (2) y 3
a+bh=50 (6)
De (1) y (6):

Los numeros son: 20 y 30

Rpta.: El ntimero menor es 20

11.- Hallar la media arménica de \/;y \/;

Solucién:

Mh (5 A5 ) - 245 3 _ 215

e Vs oG
215 (5 - \3)

s+ A5 -3

Vis(¥5 -3 ) =5V -3

1,96

H

Rpta. Mh (V5 ,V3 ) =196

Mh (V5 A3 )

12.-51 12 v 9 3/5 son los medios geométrico v armé-
nico respectivamente, entre dos niimeros. Hallar
el menor de los nimeros.

Solucién:

Sean a y b los nameros, entonces por enunciado:

Mg (2, by =Vab=12 (1)

Wb b Bl o 32 oy
a+bh 5

Resolviendo (1) y (2), tenernos:
a+h=730 (3)
ab = 144 )

De (3) y (4):
a= 24 A b=6

Rpta.: El namero menor es 6

13.- La media arménica y geométrica de dos niimeros
valen 3,5 v 5 respectivamente. Hallar su media

aritmética.

Solucion:

Sean “a” y “b” los numeros, por dato:
gd.b o4 (1
a+h

Va.b=5 (2)

De(2): a.b=25

sustituyendo en (1) y despejando a + b:

50 100
a+h=s — =—-
3,5
100
1 Wit e Lt TN BD gl
B 2 14 7 7
Rpta.: Ma(a,b):T;_

14.- En un salén de 60 alumnos la nota promedio de
los aprobados es 14, la nota promedio de los
desaprobados 08, y la nota promedio del salén
10,5. ;En qué porcentaje debe incrementarse la
nota promedio de los desaprobados, para tener
un promedio en el salén de 12,57

Solucion:

¥ 60 notas

El promedio del salén = =105

¥ 60 notas = 60 . 10,5 = 630 (1)
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Consideremnos que el nimero de aprobados sea “n
entonces el numero de desaprobados serd (60 - n).
Por otro lado, se cumple que:
14(n) + 8(60-n} =630 = n=25
. aprobados: 25
desaprobados: 35
Suma de notas de los aprobados:
14{25) = 350
Suma de notas de los desaprobados:
8(35) = 280 (2)

Ahora para el nuevo promedio:

Y de 80 notas
= P PO 219
60

Y de 60 notas=12,5.60 =750

entonces la expresion (2) debe aumentar en:

750 -630=120
280 ——— 100 %
120 — x
120.100
X=———
280

Rpta.: x =42,85%

15.- Hace 10 afios la media geométrica de tu edad vy

la mia era 10 afies. Hallar la media armdnica de
nuestras edades actuales.

Selucion:

Hace 10 anos:

“a” mi edad v “b” tu edad

Por dato: \ja .b=10
a.b=100 (1

Actualmente, mi edad: (a + 10); tu edad :(b + 10}

Actualmente, la Mh de nuestras edades:

2a+ 10) (b + 10)
(a+10) + (b + 10)

Mh

2{(a.b+10a+ 10b + 100)
a+h+20

Mh

Pero por (1),a.b =100
luego:
2[(100 + 100 + 10 (a + b)]
(a+b)+ 20

Mh =

400 + 20{a + b)
(a+b)+20

20 [20 + (a + b))
e bie 98],

20

Rpta.: Mh =20

16.- En un salén de 45 alumnos los resultados de la

prueba de rapidez fueron:

10 alumnos contestaron 5 buenas
10 alumnos contestaron 4 buenas
15 alumnos contestaren 3 buenas
10 alumnos contestaron 2 buenas

;Cudl es el promedio de preguntas buenas del
salén?

Solucién:
Total de alumnos 45

Total de preguntas contestadas buenas:

10.5+410.4+15.3+10.2=155

Promedio = e, e 3 8
45 9 9

Rpta.: 3 4/9

[TSE)

17.- En un salén de “x” personas se determiné que el

promedio de las edades de los hombres era “m”

[T

anos, vy de las mujeres “n” afios.
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Hallar la relacion del ntmero de hombres respec-

to al total, si el promedio de edad de las “x” per-

sonas es 'y anos.
Solucion:

Suma de todas las edades: x .y

h = # de hombres

entonces:
x - h = # de mujeres

Suma de las edades de los hombres: hm

Suma de las edades de las mujeres: (x - h) n

Entonces la suma de las edades de los hombres y
mujeres sera:

h.m+(x-hn=x.vy

De donde:
e x(y - 1)
m-n
Relacién pedida:
x(y - n)
M men
x X
pib o, ¥ 8
Rpta.: o e

18.- En una clase se observa que: P alumnos tienen
R de promedio; que R alumnos tienen P de
promedio, y que 2 alumnos no asistieron al exa-
mern. Hallar el promedio de la clase.

Solucién:

Suma de las notas de los P alumnos: PR
Suma de las notas de los R alumnos: PR

Suma de las notas de los 2 alumnos que no
asistieron: 0

.. Promedio de la clase:

P.R+P.R+0

2P.R
P+R+2

P+R+2

19.-La Mg de dos nimeros vale 4 v la media arméni-
ca 32/17. ;Cudl es el menor de los niimeros?

Solucion:
Por dato:
Mg(a, b)= Va.b =4 (1)
2a.h 32
Mh(a,bj= — 2 22 ()
a+b 17

De (1) vy (2}, tenemos:

ab=16 A a+b=17 = a=16

Rpta.: El menores 1

20.- Hallar la media arménica de la siguiente serie:
2,6,12, 20,30, ... ,600

Solucion:

Recordemos que para calcular la Mh, debemos
tomar las inversas de los elementos de la serie
osea:

que también se puede escribir como:
OES TSI YERIY
277\ 3/7°\3 4\ 5/
(L_L) (1_ 1_)
5 w4 kA 26

donde se observa que la serie tiene 24 términos,

entonces:
Mh = L
(-5 G - lm =)
l-— | —-— I+ —-— ]+ .. +|—-—
2 2 3 3 4 24 25
24
i T L S
I
25 25
Rpta.: Mh =25
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. La Ma de la media proporcional de los nameros 5
vy 45 v la Mg de los ntiimeros 108 y 12 es:

a) 25,50 b} 20,50 c) 25

d) 20 e) 26
.La Mg de 30 numeros es 72 y de otros 60 numeros
es 36. ;Cual sera la Mg de los 90 ntmeros?

03604 BI3E N2 )36V

41839

e) Ningunoe anterior
.51 Mh (a, b) =5, Mg (a, b) =3,5 , Hallar Ma (a, b)

a) 245 b} 2,55 c) 145

dy 2,1 e) 1,85

. 51t Mg (a, by = K (Mh(a, b}). 5i: a = 9b. Hallar K.

a) 2 b)1,5 Gl

d)1.6 e)33

. Dos numeros son entre si como su Ma es a su Mh.
Calcular la diferencia entre los cuadrados de esos
numeros.

a) 0 b1 e

dy4 e) 16

. 51 al producto de la Ma . Mh, de 2 nameros se le
agrega el doble de la Mg v a ésto se le suma 1, se
obtiene 400. Hallar el producto de los ntmeros.

a) 400 b} 361 c) 144

d) 324 e) 100

. El promedio de las notas de un grupo de 10 alum-
nos es 75. Si ninguna nota es menor que 73.
;Cuadl es la maxima nota que puede tener uno de

ellos?
a) 93 b) 102 c) 84
d) 94 e) 103
.La MA de “n” ndmeros es 50. 5i se suprimen

10.

15

todos los 18 que son en total “x” la MA aumenta
en X unidades.

Halle “n” sieste numero es a “x” como 11 es a 3.
a) 44 b) 40 c) 41
d) 43 e) 46

. Si la media geométrica de dos numeros es IO\gy

su media aritmética y su media armonica son dos
NUMeros enteros consecutlvos.

Hallar el menor de los ntimeros.

a) 10 by 15 c) 20
d) 30 e) 40
Hallar la Mg de todos los nimeros capicias de 2

cifras.
o — S
b) Voo AV 11

e)@

a) 9¢°

d) 11 Vor

La media armonica de dos numeros naturales
diferentes es:

a) Inferior a la media aritmética pero superior
a la geométrica.

b) Inferior a la media geométrica pero superior
a la aritmética.

c) Superior a las medias geométrica y aritmética.
d) Inferior a las medias geométrica y aritmética.

e) Ninguna de las anteriores.
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12. La media armonica de dos nimeros pares con-
secutivos es 4,8, Calcule la suma de los

nimeros.
a) 20 b) 14 c) 18
d) 16 e) 10

13. El promedio de las edades de cinco personas es
32 afos. 51 se retiran dos de ellos, el nuevo
promedio es 28 anos. Hallar la suma de las
edades de las personas que se retiran.

a) 26

bl 76 ¢y 70

d) 54 e) 72

14. Hallar el promedio de 5 numeros sabiendo que
la media de los dos primeros es 12, la media
geométrica de los otros dos es 6, siendo uno de
ellos el cuadruple del otro y el ultimo es la media
de los cuatro anteriores.
a) 8,25

b) 9,75 E) 8l

d) 9,25 e) N.A,

15. La media aritmética de dos ntmeros es inferior
en 9 unidades al mayor de los 2 numeros y la
media geométrica es el doble del menor de los 2
numeros. Hallar la media armoénica de dichos

numeros.
a) 9.6 b) 133 c) 10,2
d) 16.8 e) N.A.

16. Cuatro personas suman sus edades y obtienen
287. El promedio de edades de las dos mayores
es 85.5. Si las edades de las menores se diferen-
clan en dos anos, la meneoer tiene:

a) 60

b) 59 c) 58

d) 57 e) 36

17. En un aula de 40 alumnos el promedio de los 10
aprobados es 14. Hallar el promedio de los
desaprobados si el promedio de la clase es 08.
a) 2

b) 4 c) 6

d)8 e) 10

18. La Ma de 100 ntmeros consecutivos es 69,5,
Hallar el ntunmero menor.
a) 16

b) 19 c) 20

d) 25 e) 30
19, La Ma de los cuadrades de 2 numeros consecu-
tivos es 240,5. Hallar el menor.

a) 12 b) 13 c) 14

d) 15 e) 18

20. La Mh de 20 ntmeros es 18 y la Mh de otros 30
numeros es 54. Hallar la Mh de los 50 nameros.

a) 30 b) 25 c) 42
d) 28 e) 16,5
CLAVE DE RESPUESTAS
1) A 2) B 3) A 4 3) A
6) 1 7) A 8) A Q) (C 1) D
11)D 12) ) 14) B B30
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MEZCLAS Y ALEACIONES

Se llama mezcla a la unién de varias sustancias sus-
ceptibles de unirse en proporciones cualquiera, con-
servando cada una su propia naturaleza.

En las mezclas, como las sustancias mezcladas con-
servan su propia naturaleza, se deduce el siguiente
principio: La cantidad de mezcla es igual a la suma
de las cantidades mezcladas.

Este principio es el que sirve para establecer las ecua-
clones fundamentales de la REGLA DE MEZCLA.

En el caso de mezcla de metales, ésta se hace median-
te la fundicién y a esta mezcla se llama “aleacién™

REGLA DE MEZCLA
DEFINICION

Es el procedimiento de caleulo usado en la resolu-
cion de problemas relativos a mezclas y aleaciones.

Esta regla tiene su fundamento en el hecho de que en
el comercio se acostumbra a “mezclar’ diversas
clases de mercaderia con el objeto de poder vender-
las a un precio intermedio o medio.

Se llama precio de una mercaderia al costo de su
unidad y valor al costo total de la mercaderta.

Ejemplo:

8 kilos de café cuestan 320 soles. Entonces el pre-
cio es . 40 y su valor &. 320.

La regla de mezcla resuelve los 2 tipos de problemas
de mezcla: 1° el precio medio de la mezcla y 2° 1a
cantidad de cada uno de los ingredientes.

1° El PROBLEMA DIRECTO
Consiste en hallar el precio medio de una mezcla,

conociendo las cantidades mezcladas y los pre-
cios respectivos.

CALCULO DFEL PRECIO MEDIO .-

Se obtiene dividiendo el valor total de la mezcla
entre el nimero de unidades de la mezcla.

Considerermnos una mezcla en la que los ingredientes
son: “a” litros cuyo precio unitario . P, , “b” litros

@,

de precio . P,y “c
establecer:

litros de precio &/. P,. Podemos

“a” litros de precio &/. P, vale S/ aP,
“b” litros de precio S/. P, vale &.bP,

“c” litros de precio /. P, vale S/. cP,

El importe total de la mezcla sera:

% (a.Py+b.P,+c.P)

v el ntmero de los litros de la mezcla es:

a+ b+ c. Luego el precio medio (Pm) que resulta
para cada litro de mezcla (precio de costo) es:

) (a.P1+b.P2+c.P3)

Pm
a+b+c

El PROBLEMA INVERSO

Consiste en determinar las cantidades de cada
uno de los ingredientes que intervienen en la
mezcla, conociendo el precio medio de la mezcla
y los precios de los ingredientes.

El precio medio de la mezcla esta siempre com-
prendido entre el menor y el mayor de los precios
de las sustancias mezcladas.

Segun ésto podemos establecer:

Sean C, y C, dos cantidades y P, el precic mayor
correspondiente a la primera; P_ el precio menor
yP_ el precio medio de la mezcla. Para que el
problema sea posible se ha de tener:

P<P, <P

Al vender C, unidades al P_ se pierde:
C; (P - P, ) soles
Al vender C, unidadesal P_ se gana:
C; (P, -P.) soles
Debiendo ser la ganancia igual a la pérdida, se tendrd:

Cl (Pl_Pm) = CZ (Pm-Po)
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De donde se plantea la proporcion:

Cl Pm - Po
G P -P,
Esta férmula nos indica justamente la proporcion

en la que los ingredientes intervienen en la mezcla.

El problema se resuelve facilmente aplicando la
regla de reparto proporcional cuando se conoce
una de las cantidades que se ha de mezclar o el
total de ambas.

Nota.-

1. Se puede apreciar que la formula de mezcla
inversa se ha deducido cuando en la mezcla
intervienen 2 ingredientes, si en el problema
intervienen mas de dos ingredientes, la for-
mula se aplicara las veces que sea necesaria,
comoe veremos mas adelante en la solucién
del problema.

2. Para que el problema de mezcla inversa sea
determinadoe, se debe tener la relacion en la
que los ingredientes intervienen en la mez-
cla porque de lo contrario el problema seria
indeterminado.

Los problemas de mezcla inversa, son resueltos apli-
cando un método practico llamado: Método del Aspa
{que puede ser aspa simple si en el problema inter-
vienen dos ingredientes, o aspa compuesta si en el
problema intervienen mas de dos ingredientes).

METODO DEL ASPA SIMPLE

Se aplica cuando intervienen dos ingredientes y con-
siste en trazar un aspa, al centro del mismo se coloca
el precio medio, en los extremos de la izquierda se
coloca los precios de los ingredientes; a la derecha se
resta los valores que estdn en la misma.

Los valores obtenidos indican la relacién en la que
intervienen los ingredientes cuyos precios estdn en
la misma herizontal que las diferencias.

» 2 -—w P_-P,
\ P /
I
/ \\x,
TR ¥ -

Ejemplo:

Se hace una mezcla de vinos de /. 105 v 5/. 530 el
litro, se sabe que la mezcla total es de 220 litros v
el precio medio S/. 65. ;Cuantos litros de cada
clase posee la mezcla?

Solucion:
175 TS oS S e S S o o 15
\\\ /
/ 65
50 _-_-_-_-_-_-_-_;\} 40

Total 55

De cada 55 litros de mezcla, 15 litros son de
S/.105 el litro. Para una mezcla de 220 litros se
requieren:

220.15 = 60 litros de 5/. 105 el litro, y

220 - 60 = 160 litros de S/. 50 el litro.

Observacion:

Cuando en el problema intervengan mas de
dos ingredientes, se aplicara varias aspas sim-
ples o una dispoesicién prictica como observa-
remos mas adelante.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Un comerciante adquirio tres partidas de garban-
zos: una de 6 sacos de 100 kg cada uno que vale
$/.3 000, otra de 220 kilogramos que vale S/. 294
y otra de 520 kilogramos que le costd &/. 3,90 el
kilo. Mezclado todo y después de tenerlo almace-
nado durante 4 meses, decide vender toda la mez-
cla. ;A cudnto tiene que vender el kilogramo de la
mezcla para ganar un 25% contando con que el
grano durante su almacenamiento tuvo una
merma en su peso del 5%?

Solucion:
valor &/. 3 000
204

Primera partida 600 kg

Segunda partida 220 kg valor S/.

Tercera partida 520 kg valor §/. 2 028

CoslOcy u 59
total:

Peso total de

la mezcla: 1340 kg
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Teniendo en cuenta una merma del 5% los 1 340
kg se redujeron a:

1340-(5— -1340):1 273 kg
100

Como se quiere ganar el 25%, los 1 273 kg hay
que venderlos en:

25

5322 + -5322= 566525

Para ello hay que vender el kilogramo a:

66525 : 1273 =5.522

Rpta.: S/. 5,22 es el precio por kg.

2.- Anadiendo al vino puro una décima parte de su

volumen de agua, ha resultado el litro de la mez-
cla a /. 2,50. ; Cudl es el precio del litro de vino
pure?

Solucion:

Se deduce que de cada 11 litros de mezcla, 10 son
de vino puro.

Cada 11 litros de la mezcla vale:
11.250= 5/ 27,50

{este valor representa el valor de 10 litros de vino
pure, va que el agua se considera carente ce
valor).

Por lo tanto el precio de un litro de vino puro es:
2750 @ 10= &. 275

Rpta.: El litro de vino puro costé &. 2,75

3.- :En qué relacidn es necesario mezclar 2 cali-

dades de harina cuyos valores son: una . 87 y la
otra %. 83,50 el saco de 100 kg cada uno, para
obtener pan a 5/. 0,88 el kilogramo. Se sabe que
100 kilogramos de esta mezcla de harina da 125
kilogrameos de pan v que para la horneada de 100
kilogrameos de pan los gastos de mano de obra y
coccién se elevan a /. 207

Selucion:

Costo de mano de obra de ceccion de 125 kilo-
gramos de pan:

125. 20
100

= 84 25

Valor de 125 kg de pan:
125.0,88=%.110
Costo de 100 kg de mezcla:

110 -25 =5/ 85

Rpta.: Es necesario 4 kg de harina menos cara por
cada 3 kg de la otra. Es decir 2 esa 1,5.

4.- Un lechero hace una mezcla de leche para repar-

tir a sus clientes. Si el precio medio de la venta es
un cuadrado perfecto v quiere obtener un henefi-
cio del 10% del costo sabiendo que para la mez-
cla usé 20 litros de leche de %. 12 por litro, 15
litros de leche de 5/. 8 por litro y agua. Calcular la
cantidad de agua en la mezcla si ésta no puede ser
mayor de 20 litros.

Solucién:

Sea Pm = precio medio de la venta y
a = cantidad de agua

Podemos establecer:

(20.12+15.8).110/100
- 35 +a

Pm

36 .11

Pm=——"—
35 +a

Como Pm debe ser K2 y como:

;)
Pm = 6 o L1 se deduce:

35 +a

para que 35 + aseaun mll . IZ, “a” tiene que ser
9, ya que:

11
Pm =———— esun K?, por lo tanto:
2211

Rpta.: La mezela contiene 9 L de agua.

-334 -



ARITMETICA

5.-

=4
'

Se mezcla 3 clases de arroz de /.12, 9. 14 v /. 18
el kg, en las siguientes proporciones: 20 kg del
primero; 25 kg del segundo v 35 kg del tercero.
Calcular el precio de la mezcla si sufre una pérdi-
da del 5% sobre la suma de las cantidades mez-
cladas v se quiere obtener una ganancia del 15%
sobre el costo de la mezcla.

Solucién:

Calcule del precio medio (Pm)

20,12+ 25 .14 +35 .18
Pm = (1)
80

Pérdida 5% de Pm (5/100), ganancia = 15% de
Pm (115/100), estos valeores en (1):

Pm de la mezcla:

20,12+ 25 .14+ 35.18 | 115/100
80 95/100

Rpta.: Precio de la mezcla: &. 18,46

Un litre de una solucién de dcido en agua con-
tiene 60 g de dcido. ;Qué volumen de agua debe
agregarse para encontrar 3 gramos de dcido en
cada cuarto de litro?

Solucién:

Primero diremos que si deseamos que en 1/4 de L
haya 5 g de dcide, en 1 L deberd haber 20 g de
dcido. Pero actualmente:

60 g de acido hay en 1 L H,O

Ahora:
20 g de acido hayen 1L

60gde ——x
x= 3L

. Se debe aumentar 3 - 1 = 2 litros de H,0
Rpta.: 2 L de agua.

Se compré damajuanas (recipientes o garrafas
para vino) que contenian 5 nimeros consecu-
tivos de litros de vino, con precios: 400, 300, 200,
300 v 400 el litro, respectivamente; al mezclar los
contenidos se vendié el litro ganando el 30%.
:Cual fue el precio de venta?

Solucion:

Sean los 5 ntimeros consecutivos:

m-2),n-1),n,m+ 1), (n+2)

Sea:
P
Pm = L
n-2)+m-D+n+n+D+{n+2)
P
T
Pm = 1

e (1

donde P, : Precio total de la mezcla; es decir:

P, = (n - 2)(400) + (n - 1)(300) + n(200) +
(n+ 1300 + (n+ 2) 400

P.=1600n
reemplazando en (1)

_ 16000
5n

Pm =5. 320

Para ganar 30% debe venderse:

pv= 29 550- 5. 416
100

Rpta.: Pv =5/ 416

8.- Se desea obtener 420 kg de un liquido cuya den-

sidad es 0,7 mezclando 2 liquidos cuyas densi-
dades son: 0,5y 0.8 ; Qué peso de este ultimo se
debe emplear?

Solucién:
0.8 e 0.2 --— (2)
\\ 0.7 ol
PRt
// \"‘L
05 T TTTTTTTTTTTTTTT 0,1 --— (1)
Sabiendo que P=V . d:
P 208
P, (1)(05)

2
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P, + P, = 420

P, a(2)(08)=16 — 16
E, al308)=08 - 5

Total: 21
P —420 16 =320k
S &
420
P.=——.5=100Lk
2 21 &
Rpta.: 100 kg
ALEACION

Es una mezcla en la cual los ingredientes son metales.
Para alear dos metales deben fundirse, v en estado
liquido quedan mezclados.

AMALGAMA - Es un aleacién en la cual uno de los
ingredientes es mercurio.

METAL FINO.- Se llama asi a los metales precicsos
puros, de alto coste, como el oro, plata, platino, ete.

METAL ORDINARIO.- Se llama metales ordinarios,
vasto o liga, a los metales no preciosos que inter-
vienen en las aleaciones como ¢l cobre, niquel, ete.

LEY DE ALEACION.- Se llama asi a la relacién
(cociente) que hay entre el peso del metal fino puro,
y el peso total de la aleacion.

Si: L = ley, F = peso del metal fino puro y P = peso
total de la aleacion :

L= — (1)

Asi cuando se dice que un objeto es de plata de ley
925 milésimos fine, indica que por cada 1 000 partes
en el peso de la aleacién, 925 son de plata pura y 75
partes son de metal ordinario.

Sélo tienen ley los metales finos. Los metales ordi-
narios tienen ley igual a cero.

Nota:

La ley de una aleacién es menor o igual a 1.

(56lo serd igual a 1 cuando se trata de metal fi-
no puro).

LEY DE LOS METALES FINOS EN KILATES:

La ley, sobre todo la del oro, suele expresarse en
kilates. En el caso del oro, cada kilate representa 1/24
de oro del pese total de aleacion.

Asi, si una sortija de oro es de 18 kilates, significa
que en 24 partes, por peso, 18 son de oro y 6 son del
otro metal de la liga.

Conocida la ley en kilates, para expresarla en milési-
mas, no hay mds que dividir el namero de kilates
entre 24.

N° de kilates

24

Ejemplo:
:De cudntas milésimas es el oro de 18 k?

= 2B =S wiledas

Siendo la aleacion una mezcla, se generaran los mis-
mos tipos de problemas de mezcla.

EL PROBLEMA DIRECTO

Consiste en calcular la ley resultante, al fundir dos o
mis lingotes de leyes y pesos diferentes.

Considerernos los lingotes “A”, “B”, “C”, ... “*N" y
cuyos pesos y leyes respectivamente son: Bl Bl
P,,L,, ... ,P,L . Se deseacalcular laley de la aleacién

resultante al fundir todos estos lingotes (Lm).

1 D

A B
ﬁl L1\+ ﬁz L2\+ /P3L3\+...+ i

Lm=7

Pero :

peso total del metal fino puro (Ft)
Lm=

e8]

peso total de la aleacion (Pt)
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Ft= P .L;+P.Ly+P,.Ly+..+P L ()
Pt=P,+P,+P, +...+F (3)
(2)y3)en (1)

_PI.L1+P2.L2+P3.L3+...+Pn.L

Lm = £

P,+P, +P,+ ...+ P

EL PROBLEMA INVERSO

Se puede aplicar la misma formula de mezcla inversa
o el métodoe del aspa, solo que en vez de utilizar pre-
clos, aqui se utilizara leyes.

Al aplicar el método del aspa conviene recordar que
solo tienen ley los metales preciosos: la ley es 1 cuan-
do toda la aleacidn estd formada por metal fine puro.
Si el metal no es precioso, su ley es cero.

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Se tunde un lingote de oro de 640 gy 0,800 de ley
conotro de 720 g. 5i la ley de la aleacion resultan-
te es 0,750. ;Cual es la ley del segundo lingote?

Solucién:
Los datos somn:
P1=640g P,=720¢g

1 2
L, = 0,800

Lm =

Reemplazando datos:

0,800.640 +L,. 720
13860

0,750 =

o\ Ly = 0,7055
Rpta.: L2 =0,706
2.- Dados dos lingotes de oro de ley 0,95 vy 0,75.

;Como han de amalgamarse para obtener 570
gramos de ley 0,897

Solucion:

Usando el método del aspa simple:

Peso Leyes Proporcionalidad
x 95 14 = 7
>89<
g T 6 — 3
x+y=570 (1)
- < @
De (1) v (2

Rpta.: x=399 g deley 0,95
y=171 g deley 0,75
3.- Se funden 4 cucharas de plata de ley 0,750.
Sabiendo que cada una pesa 170 gramos. ;Qué
peso de plata pura habrd que agregar para
obtener una aleacion de ley 0,900007
Solucion:
Ley de la plata pura =1
Peso total de las 4 cucharas (Wm): 170.4=680¢

peso de la plata pura (pr) =7

1 BI85 = B == %
0,900
0,750 0,100 = 10 — 2
W W
)
3 2
I -
e o a 8

Rpta.: Se debe agregar 1 020 g de plata pura.
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o
\

Hallar la ley de una aleacion de oro y cobre de
densidad 14, sabiendo que la densidad del oro es

19 v la del cobre 9.
Solucién:

Usando el método del aspa:

D -19-%
au Cl’l’13

2 D=

cu o

Pesos en 1 cm®:

19\14/5
y —— 9// \5 — 1

Esto quiere decir que deben entrar volimenes
iguales de oro y cobre.

X —

Relacién de pesos:

Or0:19.1 =19g

Cu:9.1 =0g

oro -

19
cobr - 9
28

10
Tesrm: oo ETE
RANST

Rpta.: Ley 0,678

La corona de la reina de Inglaterra pesa 4 484
gramos. Si cuande se sumerge en el agua experi-
menta una aparente pérdida de peso de 280
gramos y se sabe que el oro experimenta una
aparente pérdida de peso en el agua de 5,2% de su
peso v la plata pierde 9,5%; determinar el peso de
oro v plata de la corona.

Solucion:
En el aire:
Peso de oro + peso de plata = 4 484 (1)
Peso de la corona en el agua:

4484 - 280 =4 204 (2)
En el agua:

94,8% (peso de oro)
+90,5% (peso de plata) = 4 204 (3)

Esto es:

94.,8% (peso corona - peso plata)
+90,5% (peso plata) = 4 204

94,8% peso corona - 94,8% peso plata
+ 90,5% (peso plata) = 4 204

4 250,83 - 4,3% peso plata = 4 204

de donde:
peso plata = HoEaI0 10891
Rpta.: Pesode plata : 10891 ¢g
Peso deloro : 33949¢

6.- Se tiene 5 barras de oro de ley 0,530, 0,610,

0,710, 0,850 y 0,900 respectivamente. ;En qué
proporciones debe hacerse la aleacién para que
resulte una barra de 125 kg y de ley 0,70?

Solucién:

Aplicando regla del aspa donde C,, C,, C,, C,y
C,, son las cantidades a tomarse de cada lingote,
entonces:

(o 0,900 0,170 ... 17
<, 0,850 0,170 ... 17
C, 0,710 Q090 ... 9
0,700

C4 0,610 0,010 ... 1
C; {0,530 0,150 ... 15
C6 0,330 0,200 ... 20
Por tanto:

COIMo:

CI+C2+C3+C4+C5

17.24+9+1+35
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Por dato:
C1 +C2+ C3+ C4+C5=125

Rpta.: C, =26,89  C,=26,89
C,=1424 C,=158
C, = 5537

7.- Se hace una aleacién de dos metales de pesos W,
¥ W, de leyes L, v L,. Si la aleacién tiene como
ley “L”, hallar la relacién de los pesossiL, < L,.

Solucién:

(1)

W, + W, = peso de la aleacion
Ley de la aleacion:

W Lot W 5 Ing
\?\/'1+V\/2

(W, + W) L=W, L +W,1L,
yeomo:L, <L,
Efectuando, transponiendo y factorizando:

W, (L-1) =W, (L,-1)

de aqui:
W, 1,-L
W, L-1,
W L-L
Rpta.: R -
1 L-L

8.- Un joyero fundié oro de 12; 18 y 20 kilates con
oro de 24 kilates para obtener 88 gramos oro de
22 kilates. ;Cudl es la mayor cantidad de oro que
se fundic y de qué ley?
Solucion:

Segun las condiciones dadas:

Wl WZ
L,=12K I,=18K
W, W,
L,=20K L, =24K

9.-

24 10 5

24 /4 2% 8

24 ///2 1

\ 22i<

20/ \2 1

18 \2 1

12 2 1
W Yo Yo Vi
1 1 1 8

=W1+W2+W3+W4_ 88

=— =8
l+1+1+8 11

Evidentemente que la mayor cantidad de oro la
proporcionara:

w, =835 _64
11

Rpta.: 64 g de oro puro.

Se tiene tres lingotes de plata y cobre : uno de ley
0,700, otro de 0,820 y otro de 0,900. Se quiere
obtener otre lingote de ley 0,850 tomando 720
gramos del segundo y que pese 2 130 gramos.
;Qué cantidades se precisara de los otros dos lin-
gotes ?

Solucion:
{pesos} (leyes . 100} = peso fino puro
X 70 —» 70x

720
2130-(720 + x)

82 — 59 040

90 —»=126 900 - 90x

(Peso total) (ley media . 100) = (fino puro total)

2130 .85 =181 050 (1)
Peso fino puro total:
70x + 59 040 + 126 900 - 90x (2)

Como (1) = (2):
x = 244,5 gramos
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Rpta.: Peso del ler lingote: 2445 g
Peso del 3er. lingote: 1 1655 ¢

10.- Las leyes de 3 lingotes de platason : 09, 08 v

0,72. Si se fundiera el primero v el segundo, se
obtendria un lingote de 0,84 de ley; v, si se
tundiera el segundo vy el tercero, se obtendria un
lingote de 0,77 de lew.

Determinar el peso del segundo lingote, si se sa-
be que la suma de los pesos de los 3 lingotes es
10,2 ke.

Solucion:

Aplicando aspa en cada caso:

(leyes . 100)

- 2 o6 10

90\ 84/4

0
Z ™ ,
80 6 — 3 o6 15
80 5 —= 0 10
.
T (2)
/O
72 3 — 0 15

10.300= 3000 g del ler lingote

10 200 15.300=4500¢g del 2do 1ingote
9 .300= 2700 gdel 3er lingote
Total: 34 10 200
10 200

nétese que: 300 =

Rpta.: Peso del 2do. lingote: 4,5 kg

11.-Se tiene tres lingotes de oro y cobre cuyas leyes

son 0,700, 0,800 y 0,950. ;Qué peso debe
tomarse de cada uno para tener 4,5 kilos de una
aleacién cuya ley sea 0,895, sabiendo que lo que
toma del primer lingote es, a la parte que se toma
del segundo, como 2 a 57

Solucion:
Pesos LF}:,&S_ Fino Pure
(x 100)
2x 70 140x
5x 80 400x (1)
(4.5 - 7x) G5 427.5 - 665x
Peso total ley media tino total
85 89,5 45.895 (D

Se cumple: (1) = (2)
140 x + 400x + 4275 - 665x=4,5. 895
4275 -125x =402,75

125x=2475
2475
X =
125
“x” en gramos:
o 2D 100 o 08
125

Rpta.: 1°2x =306 ¢g
2°5x=990g¢g

3°w =73 114 g (por diferencia)

12.- Se dispone de varios lingotes, todos ellos de 1

kilograme de peso v de ley 0,650 v de otra serie
de lingotes, también de 1 kg de peso v de ley
0,900. ;Cudntos lingotes de cada clase hay que
tomar, para que al alearlos, se obtenga un lin-
gote de ley 0,750 y cuyo peso esté comprendido
entre 30 kg y 40 kg?

Solucién:

[T

Sea “x” el peso que se debe tomar de la primera serie.

(TR

Sea “y” el peso que se debe tomar de la segunda serie.

Podemos establecer:

30 <(x+y)<40 (1)
X —= 630 150 — 3
750
y — 900 100 — 2
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x 2
y 2
X+y 3+2
y B 2
(X+y)=iy (2)
2
(2yen (1)
30<%y< 40

60 < 5y < 80
12< y < 16

y=13; 14615 (3)

Como (x + y) es un namero entero; de (3) y (2)
se deduce que:

3

y=14 A x==-14=21

Rpta.: 21 kg de ley 0,650

14 kg de ley 0,900

13.- Tres lingotes de plata cuyas leyes son 0,96; 0,85
y 0.8, son fundidos con una cierta cantidad de
metal fino, v se obtiene un lingote de 633
gramos v de ley 0,9. Determinar, el peso del
primer lingote, sabiendo que los pesos de los
tres primeros lingotes son proporcicnales a 4, 5
y 6 respectivarmmente.

Solucién:
Pesos leyes . 100 Peso tino puro

4x 96 384x

% 85 425%

6x 80 480x
(633 - 15x) R 63 300 - 1 500x
Peso total ley media Fino total
Fino total:

384x + 425x + 480x + 63 300 - 1500x (1)

633 .90 = 56970 (2)

Come (1) = (2):
63 300- 211x=56970

211x = 6 330
x =30

los pesos somn:

ler lingote: 4.30=120¢

2do lingote: 5.30=150¢g

3er lingote: 6.30=180¢g

4to lingote: 633-15.30=183¢g

Rpta.: Peso del ler lingote: 120 g

14.- Segiin Viturbe, la corona de Hierdn, rey de Sira-
cusa, pesaba 7 465 gramos y perdia, al sumergir-
la en el agua, 467 gramos. Se sabe que el oro
pierde en el agua los 0,052 de su peso v que la
plata pierde 0,095. Determinar las cantidades de
oro y plata que contenia la corona.

Solucisn:

Sea:W__ = peso del oro,

. . 52
al sumergirse pierde: o
1 000
queda: Ll -
1 000

Sea: W . = peso de la plata,

ueda: 202
WeEE Too0 el

Podemos establecer:

W 0+V\f

o

=7 465 (1)

plata

Peso de la corona sumergida:

7465 -467=6998 ¢ (2)

También:

948 W+ 905

i e = 6908
1000 °° 1000 P

948 W, +905 W =6998000 (3)

De (1) v (3} se tiene:
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Rpta: W =5631 ——
p 2 oro 43 g
7465 g
1
Wiy =1833 2 &

15.- Un lingote estd compuesto de plata v cobre en la
propercion de 9 a 1, este lingote se funde con-
juntamente con 1 050 gramos de plata. ; Cual era
el peso del lingote primitivo, si en la aleacion
obtenida el peso de plata es al pese del cobre
como 975 es a 257

Solucién: Al principio:

Peso de plata 9

Peso de cobre 1
Peso de plata = 9 . Peso de cobre (1)

Después de fundirse:

Peso de plata + 1 050 g 075 3¢

Peso de cobre 25 1
Peso de plata + 1 050 g = 39 . Peso de Cu (2)
Restando (2) - (1) se tiene que:
Peso de cobre =35 g
Peso de plata =315 g
Rpta.: peso total 350 g
16.- A un lingote de plata de 0,850 de ley, se le agrega

2,6 kg de plata pura y se obtiene otro lingote de
0,915 de ley. ; Cual era el peso del primer lingote?

Solucion:

Sea “x” el peso del primer lingote

x = 0850 0,085
0015
2600 —» 1 \ 0,065
X _8 - x-3400g
2600 65

Rpta.: Peso =34 kg

17.- El peso especifico de una joya hecha de oro v
plata es 15, y su peso 700 gramos. Hallar la can-
tidad de oro v plata que contiene, sabiendo que
el peso especitico del oro es 19,25 y el de la
plata, 10,5.

Solucién:

X = peso de oro

y = peso de plata

x+y=700 (1)

X — 19,25\\ /4,5
15

_ 10,5/ 4,25
& B0 I8
y 425 17

X+y 35 - 700 35

y 17 y 17

y=340 A x =360
Rpta.: 340 gde Ag v 360 g de Au
18.-Una aleacién con peso 3,75 kg se funde con 5 kg
de plata pura v resulta una nueva aleacion de
0,835 de ley. Hallar la ley de la aleacion primitiva.
Solucion:
La nueva aleacién posee:
(3,75 + 5) 0.835g = 7,30625kg de Ag pura
La aleacién primitiva tenia:
730625 - 5= 230625 kg de Ag
y su ley:

2,30625

= 00615
3,75

Rpta.: Ley = 0,615
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Un comerciante mezclé 150 litros de aceite de $/.

3,50 con 200 litros de /. 2,90. ;Queriendo
obtener un aceite que le salga a S/ 2,75.
:Cuantos litros de aceite de &. 2,50 tendra que
afiadir a esta mezcla?

Rpta.: 570 litros.

. Un bodeguero tiene 160 Hl de vino de 13 de
alcohol y cuyo precio es de 275 soles el HL
Como el precio en el mercado es de 150 soles el
HL desea determinar la cantidad de agua y
espiritu de vino de 86° de alcohol cotizado a 200
soles el HI que debe anadir a aquellos 160 Hl de
vino para venderlos al precio oficial, pero con-
servando la proporcién de alcohol.

Rpta.: 141,744 HI de agua.

25,242 HI de espiritu de vino.

. Se realizo la siguiente mezcla: 1 kg de una sus-
tancia de S/. 5 el kg, con 1 kg de una sustancia de
S/. 8el kg, 1kgde 5/.11 el kg y asi sucesivamente.
;Cuantos kg seran necesarios mezclar para
obtener una mezcla de /.29 el kg?

Rpta.: 17 kg

. Calcule el precio de venta de una corona de 18
kilates cuyo pesc es de 32 gr y sabiendo que se
ha pagado .30 el gramo de oro puro y 5.5 el
gramo del metal ordinario, censiderande una
utilidad del 20% sobre el costo.

Rpta.: S/. 912

. 5e mezcla dos clases de café en proporcién de
uno a dos y la mezcla se vende con el 5% de
beneficio. Después se mezcla en proporcion
inversa de dos a uno y se vende con el 10% de
beneficios. Siendo el precio de venta igual en
los dos casos, averiguar la relacion en la que
estdan los precios de compra de las dos clases.

P 20
Rpta.: — = —
P

, 3

(e

9.

10.

1L

Se mezcla 2 barras de plata: 300 gramos de ley
0,900 y 100 gramos de ley 0,800. ;De cudntos
kilates es la aleacion resultante?

Rpta.: 21 kilates.

Un joyero tiene 3 barras de plata y cobre de
0.680; 0,830 y 0,920 de ley. Funde las dos
primeras en la relacion de 2 a 5. Con esta
aleacion v la tercera barra desea obtener una
aleacion de 0,870 de ley. Calcular el peso de la
segunda barra que entra en la aleacion final, si el
peso de ésta es 46,500 kg.

Rpta.: 24,93 kg

Se tiene 2 lingotes: uno de 18 kilates v 3 kg de
peso; v otro de 2 500 gramos que contiene 4
partes de oro por 1 de cobre. Se desea saber la
cantidad de oro que hay que agregar a las barras,
contenido en un lingote de 0,600 de ley, para
obtener una liga de 0,650 fundiendo las dos
nuevas barras.

Rpta.: 1 350

Se tienen dos aleaciones de plata y cobre de dis-
tinta ley; mezelande pesos iguales de ambas alea-
clones se obtiene otra de ley 0,865 y mezclando
cantidades de ambas aleaciones que tengan el
mismo peso de cobre se obtiene otra de ley
0.880. ;Cual es la ley primitiva de cada una de
las aleaciones?

Rpta.: 0,910 y 0,820

Se mezcla 450 gramos de una sustancia de peso
especifico 0,755 ; 335 gramos de 0,842 y 315
gramos de 0,950. Hallar el peso especifico medio
de la mezcla, teniendo en cuenta que hay una
contraccion del 2% y una merma por manipu-
lacion del 0,5%.

Rpta.: 0,843

Un joyero tiene dos lingotes de plata: el primero
tiene 500 g de peso y una ley que aumenta en
0,01 cuando se le agrega el lingote 20 g de plata
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pura; el segundo tiene una ley de 0,85 y un peso
tal que cuando se le quita 50 gramos de plata, la
ley baja en 0,03. Hallar la ley del primer lingote
v el peso del segundo.

Rpta.: L =0,740; peso 300 g

12.Un joyero al fundir 3 lingotes cuyas leyes son

15,

14

i

16.

0,920, 0,840 y 0,740 obtuvo un lingote de plata
cuya ley se desea conocer. 5i los pesos de los lin-
gotes estdn en la relacion de 1, 3 y 4 respectiva-
meTte.

Rpta.: 0,800

Hallar el peso de una barra de oro y cobre de
0,69 de oro sabiendo que si se le extrae 2/5 de
todo el oro que contiene v se le agrega 400 g de
cobre, la fraccién de este ultimo en la nueva
barra es 2/3.

Rpta.: 930,23 g

Una aleacién de plomo y estafio pesa 65 kg
Cuando se sumerge el lingote en el agua pesa
solo 57,5 kg. ; Cuanto pesa respectivamente cada
metal sabiendo que la densidad del plomo es
11,40 y la del estano 7,307

Rpta.: Estano: 36,5 kg
Plomo : 28,5 kg

Tres lingotes, el primero con ley 0,640, el segun-
do con ley 0,760 y el tercero con ley de 0.850
tienen pesos iguales. Ellos han sido afinados; al
primero se le quita 1/6 de cobre, al segundo 1/8
y en fin, al tercero se le quita 1/10. Después de la
afinacién se funde los 3 lingotes. ;Cudl serd la
ley de la aleacion asi obtenida?

Rpta.: 0,777

Se tiene 3 aleaciones de oro con leyes 0,750,
0,840 y 0,920. Se pide calcular qué peso se debe

tomar de cada una de ellas para obtener una
aleacién que pesa 4 030 gramos con ley de 0,800.
El peso del metal sacado del primer lingote debe
ser al peso sacado del segundo en la relacion de
LB

Rpta.: De ley 0,750 , 1080 ¢
De ley 0,840 . 3780 ¢
De ley 0,920 ; 1215¢

17.Un comerciante mezcla 2 clases de café, una

18.

18,

20.

le cuesta S/. 18 el kg v la otra 5/. 24 el kg
vende 60 kg de esta mezcla en 5/.23 el kg v
gana el 15% del precio de compra. Calcule la
diferencia de las cantidades de café de dife-
rente calidad.

Rpta.: 20 kg

Una aleacién de un material “A” y un material
“B” pesa 7,465 kg v al sumergirla en el agua
perdia los 0,052 del peso de “A” y que “B” pierde
0,095. Determinar la cantidad de “B” que habia
en la aleacién.

Rpta.: 1,833024 kg de ‘B”

Se tiene 3 lingotes de oro v cobre cuyas leyes son
0,700 ; 0,800 y 0,950. ;Qué peso debe tomarse
de cada uno para tener 4,5 kg de una aleacion
cuya ley sea 0,895, sabiendo que lo que se toma
del primer lingote es a la parte que se toma del
segundo como 2 a 5.

Rpta:396 g ; 990 gy 3114 g

Hallar el peso de una aleacion de oro de ley
0,920, sabiendo que si se le afiade 300 gramos de
ley 0,880 y si de la aleacion obtenida se quita 200
gramos que se sustituyen por 200 g de ley 0,833,
se obtiene una aleacidn de ley 0,893.

Rpta.: 700 gramos.
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