CAPITULO
VIII

DESIGUALDADES CON
UNA SOLA INCOGNITA

Sean dadas dos funciones: y = f (z) e y = g (x). cuyos campos de
exislencia son P y L. respeciivamentie. Supongamos que el campo M
es una inlerseccion de log campos de existencia de las funciones cita-

conjunto vacio).

Planteemos un problema: hillense todos los nimeros o del cam-
po M. para cada uno de los cuales se verifica la designaldad numérica
f e} > g (&). En estos casos se dice que el problema consiste en
resolver la desigualdad f (x) > g (x) con una sola incégnita x. o bien
que esti dada la desigualdud [ (x) > g {x} con una sola incégnita x.

En este capitulo se analizan algunos métodos deslinados para
resolver solamente desigualdades con una sola incdgnita. Por eso
en lo que sigue diremos simplemente «designaldad f () => g (e
en lugar de edesignaldad 7 (z) > g (z} con nna sola incdgnitas. De
modo andlogo se enuncian y se entienden los probiemas: resudlvase
ia desigualdad f (z) << g (z); resuélvase la designaldad 7 (2) == g (a):
resuélvase la desigualdad [ (z) << g (x).

§ 1. Conceptos fundamentales y afirmaciones
sobre la equivalencia
de las desigualdades

Se dennmina campo de valores admisibles (GVA) de una desigualdad
f{z) > g (x) la parte comiin (interseccion) de los campos de exislencin
de las [unciones g = [ (x) ¢ ¥y = g (x), es decir, ol conjunto de todos
los valores de la incdgnita z. para cada uno de los euales tienen sen-
tido (estan definidos) los miembros primero v segnado de la desi-
gualdad.

El nimero o del CVA de la desigualilad recibe ol nombre de solu-
cién de la desigualdad | (2) > g (z}. siempre que al =ustiluirlo en
[ugar de la incognita z la desigualdad se convierle en la desigualdad
numérica f {«) > g (&) que se verifica.
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Resolver la desigualdad | (x) = g () significa hallar el conjunto
de todas sus solueiones. Observemos gue esle conjunto puede resullar
ser vacio, lo que es posible solamente en dos casos:

a) si el CVA de 1a designaldad dada ¢s un conjunto vacio:

b} si el CVA de la desigualdad dada es un conjunto no vacio Q,
mas no existe ningian namero ¢ € @ para ¢l cual se verifique la desi-
gualdad nuwmérica f {«) > g (=),

Si el eonjunto de todas las soluciones de la desigualdad dada es
vacio, suele decirse que la desigualdad dada no tiene soluciones. or
es0, A veces se dice asi: resolver la desigualdad f {2) > g () signilica
hallar todas sus soluciones o demostrar que dicha desigualdad no
tiene soluciones.

Sean dadas dos desigualdades: f{x) > g (x) v p (z) > ¢ (2).
Si cualquier solucion de fa primera desigualdad es, a la vez, solucion
para Ja segunda desigualdad, y cualyuier solucidn de la segunda
desigualdad es. a Ja vez, la solncién de la primera, estas dos desi-
gualdades ¢ denominan eguivalenles.

Eu este cago se sobreentiende, en particular, que si cada una de
las designaldades mencionadas no Liene soluciones, las desigualdades
son equivalentes. la sustituciéu de una desigualdad por ofra desi-
gualdad, equivalente a la primera, se llama paso eguivalente de una
desigualdad « la otra.

Sean dadas dos designaldades: [ (z) > g (z) ¥ p (&} > ¢ (2) ¥ sea
dado cierto conjunto A de valores de la incdgnita x. Si cualguier
solucidén de Ja primera desigualdad. perteneciente al conjunte M,
es a la vez fa solucién de la segunda desigualdad y cualguier solu-
cién de la segunda desigualdad., perteneciente al conjunto 1/, es
a la vez la solucion de la primera, entonces dichas dos desigualdades
se llaman equivalentes en el conjunto M.

En este caso se sobreentiende, en particular, que si cada una de
estas desigualdades no tiene soluciones en el conjunto A, estas dos
ecuaciones son equivalentes en el conjunio M.

La sustitucién de una desigualdad por la otra, equivalente a la
primera en el conjunio M, se lama paso equivalenle en el conjunio M
de una degigualdad a la otra.

Sefialemos que de wodo andlogo se enuncian los problemas en
los que se pide resolver las desigualdades J (x) << g (z). [ (x) = ¢ ()
yflr)=lg (). v asimismo las principales deflmclones para
ellos,

Observaciones: 1. Al tratar las desigualdades, 7o usamos, a di-
ferevicia de las ecuaciones. el iérmino wraizs.

2. Pueslo que a Litulo de conjunto de soluciones de una desi-
gualdad interviene, de ordinario, cierto intervalo y como la compro-
hacion de todos los nimeres pertenecicnles al intervalo citado es
praclicamente imposible, el concepto de consecuencia no se usa en
la resolucion de las desigualdades.

Demos a conocer unos cuantos ejemplos que ilustran los con-
ceptos introducidos.
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Sea dada la desigualdad
Vat24+V2—=5V3—z.

El CVA de esta desigualdad es un conjunto M que represenla la
interseccién de los campos de existencia de las funciones y =1"r — 2,
v=Vaz—5ey=V3—z es decir, ) cs la interseccion do los
conjuntos [—2, 4o0), 15, o0} y (—oo, 3]. Esta interseccién es
vacia. Por consiguiente, la desigualdad queda resuelta, puesto (ue
no existe ningtn valor de la incégnita, para el cual todas las funcio-
nes, que figuran en la desigualdad dada, tengan sentido. De este
modo, la igualdad dada no tiene soluciones.

Sea dada la desigualdad

Vz<—5.
Puesto que al sustituir en la desigualdad dada cualquier valor numé-
rico del CVA de esta desigualdad, ella se convierte en nna desigual-
dad numérica ilicita y, por lo tante, la desigualdad dada uno tiene
soluciones.

Las desigualdades 2 ++ 5> 0 v (2 4 1) {x ~+ 5) > 0 son equi-~
valentes en el conjunto de todos los ntimeros reales; las designaldades
Vz>1y 2% > 1 no son equivalentes en el conjunto de todos los
numeros reales, pero lo son, por ejemplo, en el conjunto de niimeros
positivos.

He aqui algunas afirmaciones sobre la equivalencia de las desi~
gualdades:

1. Las desigualdades f (x) > g (z) y f (z) — g {z) > 0 son egui-
valentes.

2. Las desigualdades f(x) > g(x) v f(x) + a>glx) L o son
eguivalentes para cualquier o real.

3a. Las desigualdades | (z) > z (x) y of (z) > ag (z) son equiva-
lentes para cualquier o positivo.

3b. Las desigualdades | (x) > g (z) y «f (z) << wg (z) son eguiva-
lenies para cualquier niimero negativo ce.

4a. Las desigualdades a’®™ = a8 vy i (z) > g (z) son eguiva-
lentes para cualguier nimero fijo a tal, que a > 1,

4b. Las desigualdades a/® > a8 y f (x) <C g (x) son equiva-
lentes para cualquier niimero fijo a tal, gue 00 << a << 1.

La validez de estas afirmaciones se demuestra de modo semejante,
rggénapor la cual aduzcamos aqui sélo la demostracién de Ja afirma-
cién 3a.

Supongamos que £l nimero x, es cierta solucién de la designaldad
f (x) > g (z), es decir, que existen los ntimeros f {z;) v g (z;), para
los cuales se verifica la desigualdad numérica f (z,) > 2 (x,). Al
multiplicar esta desigualdad numdérica por un niimero positivo o,
vemos que so verifica la desigualdad numérica of (z;) = ag (z,),
lo que significa que el niimero , es una solucién de la designaldad
af (z} > og (z). Este razonamiento puede realizarse para toda solu-
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cion de la designaldad § (2) > g (r). Quiere decir, cualquier solucién
de b desigualdad 7 () > g (@) es una solueién de la desigualdad
af (r) = ag ().

Demostrenos ahora lo contrario. Supongamos que el nimero r,
es cierta solucion de Ya desigualdad of (x) => ng (z). es deeir, que
existen Jos mimeros f (¥) ¥ g (7). para Jos cuales se verilica la desi-
rualdad numérica af (ry) > ag (z,). La validez de esta desigualdad
predetermina, en virtwd de las propicdades de las desigualdades
numéricas, la validez de la designaldad numérica [ (zg) = & (.}
Io que significa que ¢l ndamero 2, es la solucién de la desigualdad
f (x) = g (r). Este razonamienlo puede realizarse para toda solucidn
de la desigualdad af (1) > ag (). Quiere decir. cualquier solueidn
de la desigualdad af (r) = og (2) es una solucién de la desigualdad
I @) > g {x).

Asf pues. si eada una de las desigualdades f () > ¢ () y of (2) >
= ag (z) tiene soluciones, Iag desigualdades son equivalentes. Obser-
vemos que de o demostrado se desprevde. en particular, que si una
de estas designaldades no tiene soluciones, tampoco las tiene Ia
gsegunda, es decir, cu este caso lag desigualdades f (z) > g (x) ¥
af {x) = ag (¥) son lambién equivalentes,

Con esto gueda demostrada completamente la afirmacion 3a.

Ahora aduzeamos algunas afirmaciones sobre la equivalencia
de las desigualdades en los conjuntos.

5. Sea n wn nimero nalural y supongamos que en cierto conjunto M
dos funciones. y = f (r) e y = g (). son simultdneamente no negativas.
Enlonees, en dicho conjunlo serdn equiralentes las desigualdades | (x) =
=gy if @ = lg (@

Ba. Sea a ur ndmero fijo tal, que a = 1, y supongamos que en cierto
conjunto M las dos funciones, y = [ (¥) ¢ y = ¢ (z), son simultinea-
mente positivas. Enlonces, en dicho conjunto serdn equivalentes las
desigualdades [ (x) > g (x) y log, { () = log, g (x)-

Gb. Sea a un mimero fijo cualquiera tal, que 0 < a <C 1, y supon-
gamos que en cierto conjunto M las dos junciones, y = [ (x) ¢ y =
= g (x), son simultdneamente positivas. Entonces en dicho conjunto
serdn equivalentes las desigualdades f{(x) > g (z) y logy / (z) <<
< log, g ().

Ta. Supongamos que en cierto conjunto M la funcién y = ¢ (x)
es positiva., entonces en dicho conjunto son equivalentes las desigualdades
f@>glv)yf)g)>g@)y @

Th. Supongamos que en cierto conjunto M la funcién y = ¢ (z)
es negativa, entonces en dicho conjunto son equiralentes las desigualdades
f@>g@ v [@)o)<gl gl

BDemosiremaos la atiemacién 5.

Sin - 1, la afirmacion H es justa.

Par eso. en adelanle consideraremos que 2 2= 2. Supongamnos gue
el mimero &, pertenece al conjunto A y representa cierta solucion
de la desigualdad | {x) > g (). es decir, que existen los nimeros
a0 negativos f (z) v g () tales, gue para ellos se verificn la desi-
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gualdad numérica f (z,) > g (z,). De la validez de esta igualdad se
deduce, en particular, que el nimero f (z,) es positivo. Mas, en este
caso, para cualquier niimero natural % el nimero [f (z,)]" es positivo,
y el namero [g (x,)] , no negativo. Quiere decir, la suma

If @I*? - If @II*2 g (@) + - .. + 7 (z) [g (@)1 +
+ g ()"

es positiva, puesto que su primer sumando es positivo y los demas,
no negatives. De la desigualdad numérica f (z,) > g (z;) se des-
prende, ademés, que el namero f () — g (z,) es positivo. Como el
producto de niimeros positivos es positivo, lo es también el nimero

lf (@)— g @)] {{f @) + 1f (z)I"2 ¢ () 4«
voe ) [g @I A+ (g ()11

Aplicando ahora la férmula de multiplicacion reducida (véase el
cap. 11}, llegamos a que es valida la desigualdad numérica

I (z)I" — lg @)I* >0,
de donde se deduce la validez de la igualdad numérica

If @)]" > lg @I

Asi pues, se ha mostrado que para cualquier namero x, del con-
junto M la validez de la desigualdad numérica f (z,) > g (,) pre-
determina la validez de otra desigualdad numérica [f (z,)]" >
> [g (zy)I". Quiere decir, cualquier solucion de la designaldad f (z) >
> g (x), perteneciente al conjunto M, serd la solucién de la desigual-
dad [f ()" > [g &)1

Mostremos ahora lo contrario. Supongamos que el nimero z,
pertenece al conjunto M y que existe una solucién de la desigualdad
[f (@) > [g (x)]*, es decir, snpongamos que existon los nimeros
no negativos f (x,) ¥ £ (xy), para los cuales se verilica la desigualdad
numériea [f (zy)I" > [g (z,)]". Mostremos que el numero f (z,) es
positivo. Admitamos que f (x,) os igual a cero, entonces de la desi-
gualdad [f (z,)]" > [g (z,)]* se desprende que el nimero [g (z,)]"
es negativo. Mas, por cuanto el nimero g (z,) es no negativo, lo serd
también el niimero {g (z,)I". La contradiccion obtenida significa que
ol nlmere f (z,) 28 positive. Por consiguiente scrd positiva I3 suma

[ @) 4+ [ @) 2 g () + ..
R A CARUACH) R lg (z,)]7-1,

Ademés, de la validez de la desigualdad If (z,)]" > [z (z,)]* se de-

duce que el nimero [f (z,)]® — [g (z,)]" es positivo. Examinemos
ahora la igualdad numérica

F 2" — [g 2)]" =1 (z;) — g (2] {If (&))" +
+ @) Pg@) 4+ .o - f (7 [2 ()2 + [g (z)I*1).
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En el primer miembro de esta igualdad [igura un nimero pesitivo,
en ¢l segundo, el producto de dos niimeros, uno de los cuales es posi-
tivo, y, por tanto, el segundo numero es también positivo, es decir,
se verifica la desigualdad numérica f (z,) — g (z,) > 0. La validez
de esta desigualdad numérica predetermina la validez de la desi-
gualdad f (x,) > g (x,). Asi pues, se ha mostrado que para cnalquier
nimero x, del conjunto M la validez de la desigualdad numérica
f ()" > g (z,)]" predetermina la validez de la desigualdad
numérica f (z,) = g (x,). Quiere decir, cualquier solucién de la desi-
gualdad [f (z)]* > [g (z)]", pertencciento al conjunto M, es la solu-
cion de la desigualdad f(z) > g ().

Asi pues, si cada una de las desigualdades f (z) > g (z) ¥y
[f (z})* > [g (z)]" tiene soluciones en el conjunto M, dichas desi-
gualdades serdn eguivalentes.

Observemos que de lo demostrado se deduee, en particular, que
si una de las desigualdades no tiene soluciones en el conjunto M,
la otra tampoco las tiene en dicho conjunto, es decir, cn este caso
las desigualdades f (z) > ¢ (x) ¥ If (@)I* > (g (z)]* son también
equivalentes, con lo que sc acaba la demostracion de la afirmaeion 5.
La justeza de las afirmaciones 6a, 6b, 7a, 7b se demuestran andloga-
mente.

Scan dadas m desigualdades f; (2) > g, (), fo (x) > g2 (), . . .
v vy fm (@) = g, (). Denotemos con M un campo que sirve de inter-
seceion para los campos de valores admisibles de todas estas desi-
gualdades. Si se pide hallar todos los numeros « del campo M, cada
uno de los cuales sea la solucién de cualquiera de las desigualdades
mencionadas, suele decirse que estd dado un sistema de m desigual-
dades

fi (@) > g4 (),
fa(x) > g2{(2), (1)

fm(Z) > g (Z)

y el campo M se 1lama campo de valores admisibles (CVA) de este sistema.
Indiquemos gue las desigualdades del sistema se cscriben, de ordi-
nario, en umna columna y se retinen mediante una llave.

El ntunero o del CVA. del sistema de desigualdades (1) se denomi-
na selueidn de este sistema, si es la solucifn para cada una de las
desigualdades.

Resolver el sistema de desigualdades (1) significa hallar el conjunto
de todas sus soluciones. Si este conjunto resulta ser vacio, se dice que
el sisgtema de desigualdades (1) no ticne seluciones. El sistema de
desigualdades (1) se resuelve habitualmente del modo siguiente.
Al prineipio se resuelve cada desigualdad en el CVA de este sistema,
es decir, se hallan los conjuntos N,, N, ..., Ny, donde N; es
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad f; (x) > g (z),
pertenecientes al CVA de este sislema. Luego se determina el con-
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junto N, que es la interseccién de todos los conjanlos citados,
Ny Ngy oo oy Ny es decir, Ny =N, NN ... NN El con-
junto N, serd precisamente el conjunto de todas las soluciones del
sistema de desigualdades (1).

Supongamos que Jos nlimeros ¢ y & son tales que a << & y sea
dado el sistema de designaldades

f(z} > a,
2
|t (@)
En este caso suele decirse que esta dada una desigualdad doble
a<< [ (x)<<b. (3)

Observemos que si g = f (2) es una funcién elemental fundamen-
tal, resulta, a menudo, mas simple resolver la desigualdad doble (3)
que el sistema de desigualdades (2).

Sean dados ahora k sistemas de desigualdades

fu@) >gu (), { fu@)>g2(2), Fin (%) > g4 (3)
far (x) > goy (), Fop (2) > gua (), fan (%) > gay (2) (4)
Fa (@) > gni{2) | fmp (%) > Gz (2) T (2) > gun (%),

Denotemos con @ el campo que sirve de interseccion para los campos
de valores admisibles de todos estos sistemas de desigualdades.

Si se pide hallar en el campo Q todos los nitmeros «, cada uno de
los cuales sea solucién de, al menos, nno de los sistemas citados, se
dice que estd dado el conjunte de k sistemas de desigualdades y el cam-
po @ se denomina campo de valores admisibles (CVA) de este conjunio.
Indiguemos que los sistemas de designaldades de un conjunto de
sistemas se escriben, de ordinario, en una linea (véase (4)).

El nimero & del CVA del conjunto de sistema de desigualdades
(4) se llama solucién de dichko conjunto, si es solucion de, por lo
menos, un sistema de desiguaidades del conjunto (4).

Resolver el conjunto de sistemas de desigualdades (4) significa hallar
el conjunto de todas sus solueiones. 8i dicho conjunto resulla ser vacfo,
se dice que ol conjunto de sistemas de desigualdades (4) no tiene
soluciones.

El conjunto de sistemas de desigualdades (4) se resuelve, corrien-
temente, del modo siguiente. Al principio se resuelve cada sistema
de desigualdades en el CVA del conjunto (4), es decir, se determinan

los conjuntos My, M,, ..., My, donde M; es el conjunto de todas
las soluciones del sistema

fii (8) > gy (@),

fai (%) > gu: (%),

Ipe (2) > g5 ()
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en el CVA de este conjunto. Luego se determina el conjunte M, que
representa la unién de todos los conjuntos My, M,, ..., M,, es
(feci.r, Mo = Ml U Mﬂ U MSU P U M’k. El r,onjunto .JWQ serd
precisamente el conjunto de todas las seluciones del conjunto de
sistemas de desigualdades (4).

Observemos que si cada uno de los k sistemas del conjunto (4)
contiene una sola desigualdad, se dice que esti dado un conjunto
de k desigualdades.

Sik = 1, el conjunto (4) representa, de hecho, un sistema de desi-
gualdades.

Se dice que la desigualdad

[ (z) > g () (5)

es eguivalente al conjunto de sistemas de desigualdades (%), si cualquiera
de las soluciones de la desigualdad (3) es solucidn cel conjunto (4),
v toda solucién del conjunto (4) es solucién de la desigualdad (5).

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la designaldad
(5) no tiene soluciones y si el conjunto do sistemas de desigualdades
(4) no tiene soluciones, la desigualdad (5) es equivalenie al conjunto (4).

Si en el conjunto de sistemas de desigualdades %4) n=m= ...
. =p=.,.=1=1, se dice que la desigualdad (5) es equiva-
lente al conjunto de desigualdades (4).

Si en el conjunto de sistemas de desigualdades (4) & = 1, se dice
que la desigualdad (5) es equivalente al sistema de desigualdades (4).

La sustitucion de la desigualdad (5) por el conjunto (4), equiva-
lente a la desigualdad (5), se llama paso eguivalente de la desigualdad
(5) al conjunto (4).

A veces surge la necesidad de realizar un paso equivalente de una
desigualdad a un conjunto de sistemas de desigualdades en el con-
junto M.

Se dice que la desigualdad (5) es equivalente en el conjunto M al
conjunto de desigualdades (4), si cualquier solucién de la desigualdad
(5), perteneciente al conjunto M, es solucién del conjunto (4), y cual-
quier solucién, perteneciente al conjunto M, del conjunto (4) es solu-
¢ién de la desigualdad (5).

Sefialemos que en el conjunto de sistemas (4) puede haber una
infinidad de sistemas de desigualdades.

La sustitueién de una desigualdad por otra desigualdad o porun
conjunto de sistemas de desigualdades se denominard en adelante
transformacion de la desigualdad.

Por fin, aduzeamos la nocién de conjunto mizto, es decir, de con-
junto de ecuaciones y desigualdades.

Sean dadas % ecuaciones f, (z) = g, (z), fs (¥) = gs (), - ..
e oo In () = gy (&) ym desigualdades f 4y (2) > Zr41 (@) futq @)=
> grte @)y - - o Frim (£) = Er+m (€). Denotemos con Q el campo
que sirve de interseccién de los campos de valores admisibles de estas
ecuaciones y de todas estas' desigualdades.
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Si se pide hallar en el campo Q todos los nimeros , cada uno de
los cuales sea la solucién de al menos una de las & ecuaciones citadas
o de al menos una de dichas m desigualdades, se dice que esta dado
un conjunio mizto

1@ =8 @), f@ =g @) .., K@ =2 @&
fre1 (@) > Era1 (@), frae () > Erpe (¥}
.y fh+m (.’-‘.’:) = Bx+m (-73)! (6)

v el campo Q se llama campo de valores admisibles (CVA) de este con-
junto.

Indiquemos que las ecuaciones y desigualdades de un conjunto
mixto se escriben, de ordinario, en una linea.

El nimero e del CVA del conjunto mixto (6) se denomina solucidn
de este conjunto, st es solucién de al menos una de las &k ecuaciones
o de al menos una de las m desigualdades del conjunto citado.

Resolver el conjunto mizto (6) significa hallar el conjunto de todas
sus soluciones. Si este conjunto resulta ser vacio, se dice que el con-
junte mizto (6) no tiene soluciones.

El conjunto mixto (6) se resuelve, corrienfemente, del modo
stguiente. Al principio se resuelve cada ecuacién y cada desigualdad
en el CVA de dicho conjunto, es decir, se hallan los conjuntos Mj,
My, ...y My-y, M, donde M; (i =1, 2, ..., k) es el conjunto
de todas las soluciones de la ecuacidn f; (x) == g; (z), pertenecientes
al CVA del conjunto (6), v los conjuntos My, Mriya, - - v Mpimy
donde My.45 (j = 1, 2, ..., m) es el conjunto de todas las solucio-
nes de la desigualdad fy4j (z) > 8gn+s (z), pertenecientes al CVA
del conjunio (5). A continuacién se determina el conjunto M, que
es la unidn de los conjuntos My, Mg, - .., My, Mpyy, oo oo Mygp,
es decir, My =M, My ... U MU Mps U ... U Mpim.
El conjunto M, serd precisamente el conjunto de todas luas soluciones
del conjunio mizio (6).

Diremos que la desigualdad

f@) =g @) ()

es equivalente al conjunto mizxto (6), si toda solucion de la desigualdad
(7) es solucién del conjunto mixto (6) y toda solucién del conjunto
mixto (6) es la solucién de la desigualdad (7).

En este caso se sobreentiende, en particular, que si la desigualdad
{7} no tiene soluciones y no las tiene el conjunto mixto (6), la desi-
gualdad (7) serd equivalente al conjunto mixto (6).

De lo dicho mis arriba se desprende que una desigualdad no estricta

@) =g @) (8)
es eguivalente al conjunto mixio
f@y=g@), f@@>g@. 9
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Cou este motivo s¢ analizan, de ordinario, solamente desigual-
dades estrictas, pues la solucion de una desigualdad no estricta es
1a unién de soluciones de la ecuacién y de la desigualdad estricta
correspondientes.

§ 2. Desigualdades elementales

Sea y = f (z) una funcion elemental [undamental y &, un nimero
real fijo. Entonces las desigualdades

f (@) >, (1)
flzy<<bh (2)

suelen llamarse desigualdades elementales.

Es evidente que ol CVA de una desigualdad elemental coincide
con el campo de existencia de la funcién elemental fundamental

== f {z).
% Coar(lo se sefiald més arriba, la desigualdad no estricta f () = &
es cquivalente al conjunto de la desigualdad estricta f (z) > b v de
la ecuacion f (x) = b, mientras que la desigualdad no estricta 7 () < b
esequivalente al conjunto de la desigualdad estricta f(z) << bydela
ecuacion f (x) = b. Por esta razén en el parrafo presente se analizara
solamente la resolueion de las desigualdades elementales (1) y (2).

Cabe notar ante todo que al resolver una desigualdad, no se puede
es cribir formalmente la solucién de la ecuacién correspondiente
y sustituir, a continuacién, el signo de igualdad por el de desigual-
dad. En lo que sigue mds abajo se mostrard que para resolver las
designaldades elementales (1) y (2) es preciso conocer bien las propie-
dades de la foncion elemental fundamental y = f (z), y, ademas,
saber emplearlas.

La resotucion de una desigualdad elemental va acompaiiada,
a menudo, de la construccién de las grilicas para las funciones
y = f (z) e y = b. En este caso se hace uso de la siguiente alirmacién
obvia: si se debe resolver una desigualdad f (z) > b, o [ (2) << b,
donde la [uncioén y == f (x) no es obligatoriamenle elemental funda-
mental, so construyen en un mismo dibujo las graficas de las fun-
ciones y = f (z} e y = b. LEntonces, la solucidén de la desigualdad
f () > b serin aquellos valores de x, para cada uno de los cuales
el punto (z, f (z)) de la grifica de la funcién y = f (z) se dispone
por arriba de la recta y = b (fig. 149), y la solucién de la desigualdad
f (z} << b serén los valores de z, para cada uno de log cuales el punto
(z, [ (2)) de la grafica de la funcién y —= f (z) se dispone por debajo
de la recta y = b (lig. 130).

Por eso 1a} dibujo ilustra de inmediato cuél conjunto es la solu-
cion de la desigualdad f (x) > b, y cudl, la solucién de la desigualdad

ANG



7 (z) < b. Sin embargo, hemos de subrayar que las gréficas sirven
s6lo de medio ilustrative auxiliar al resolver las desigualdades.
Estas graficas sélo sugieren una respuesta, mientras que el hecho de

4

L

!

@1

ks

Ilff

Fig. 149

que un conjunto, evidente on el dibujo, os una solucion de tal o cual
desigualdad ha de ser obligatoriamente demostrado.

Notomos ademis que frecuentemente el dibujo da la idea en qué
conjuntos se debe dividir el campo de existencia de la funeién y =

i gh

Fig. 150

= f (&) v qué propiedades de esta funcién han de emplearse para
realizar la domostracion mencionada. Por eso, en lo sucesivo, previa-
mente a la resolucién de ciertas desigualdados elementales se ana-
lizardn las graficas de las funciones y = f (z) e y — b.
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Desigualdades algebraicas. Sea » un ntrmero natural fijo entonces
las desigualdades
i b br (3)
at < b (%)
suelen llamarse desigualdades algebraicas elementales.

La funcién y = z” estd definida en toda la recta numérica, por
lo cual el CVA de las desigualdades (3) y (4) es el conjunto X =
= (—o0, +-co0).

Por cuanto las propiedades de la funcién y = 2* que se emploan
al resolver las desigualdades (3) y (4) son diferentes para n par y n
impar, analicemos dos casos:
gt I. Sea n = 2m — 1, donde
I m es un ndmero natural fijo,

entonces las desigualdades (3)
¥ (4) adquieren la forma

221~ b (3a)
225N oy, (4a)

El campo de valores de la
—— funeién y = z*™-1 en el con-
< junte X lo constituira el con-
junto ¥ = (—o0, +4o0). En
Vij (a5,8) 7 vista de que la funcién
m>2 y == z®"~! gs creciente en el
m-enéera conjunto X, ella adquiore ca-
Fy=b, itande b <8, da valor namerico de Y sélo
b una vez. Por eso, si dicha fun-
cibn toma el valor & para
Fig, 15t z = 2o, para cada x> T,
ella toma un valor mayor que

el nmlimero b, y para cada x < x,, un valor inferior al nimero b.
Quicre deeir, el conjunto de todas las soluciones de la desigual-
dad (3a) es el intervalo (2, --o0o}, ¥ el conjunto de tedas las soln-
ciones de la desigualdad (4a) es el intervalo (—oo, zy), donde, segiin

lo expuesto en el § 2, cap. VII,

2t
7k ¥= L , dianifg

2“1/'5‘ para b positivo;
Ty== 0, para b=0,
o im—

VB, para b negalivo.

En Ia fig, 151 se ilustran de la manera adecuada los razonamientos
aducidos mds arriba.

Il. Sea n = 2m, donde m es un namero natural fijo, entonces
las desigualdades (3) y (4) toman la forma

22 = b, (3b)
o {4b)
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La funcién y = z¥ es no negativa en toda la recta numérica.
Por eso, si b es un ntmero negativo, la desigualdad (3b) serd vilida
para cualquier valor de z, y la desigualdad (4b) no es valida,
cualquiera que sea el valor de z. Quiere decir, en cste caso el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (3b) se reprosenta

¢
i Vi

IV ¥ I

Ly=2%dade mc M,

I <, domele 60, 7 A

: AR/
Vi (?; N .-‘;g'-‘ﬁf"'f:f#fx::k-ﬁf el
a‘.rf..;," [-’,af-".'.wxﬁ.' .’{'—.-"/,
Fig. 152 Fig. 153

por toda la recta numérica (—oo, 4 0), mientras que la desigualdad
{(4b) no tiene soluciones. En la fig. 152 se ilustran los razonamientos
realizados.

8i, en cambio, b = 0, entonces para z = 0 la funcién y = 2™
toma el valor nulo, y para todos los x restantes esta funcién es posi-
tiva, por lo cual la desigualdad (3b) serd vilida en oste caso para
cualquier valor de «, salvo el valor
de z = 0; la desigualdad (4b) no es
valida, cualquiera que sea el valor de
z. Quiere decir, el conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad (3b)
e representa en este caso por la unidn
de dos rayos (—oo, 0)|J (0, +o0)
(fig. 153), mientras que la desigual-
dad (4b) no tiene soluciones.

Por fin, sea b un niimero posi-
tivo. Construyamos las grificas de
las funciones ¥ = a® o y = b (fig.
154). La recta y = b corta la gra-
fica de la funcién y = 2™ en dos
puntos (xy, b) y (—zy &), donde
Zo zz"f/b. La grafica de la funeién y = 2*™ se dispone por debajo:
de la recta y = & en el conjunto (—xy, Z,) y por encima, en eljcon-
junta (—oo, —z4) J (24, +oc). Por consigniente, estos conjuntos
deben representar precisamente los conjuntos de todas las soluciones
de las desigualdades (4b) y (3b). No obstante, esta afirmacién ha de

Fig. 154
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ser demostrada. La figura (Fig. 154) muestra que para demostrarla es
preciso emplear el hecho de que en ol intervalo X; = [0, <4-o0) la
funcién y == £*" es creciente, y después, ol hecho de que esta funcioén
es par.

Dividamos el campo de existencia de la funcidn y = 2*" en dos
conjuntog, X, = [0, 4-0) y X, = (—o0, 0) y veamos la resolucién
de las desigualdades (3b) y (4b) en cada uno de estos conjuntos.

En el conjunto X; el campo de valores de la funcién y = 2™
os Y = [0, -o0) y la funcién es creciente, por eso todo valor numé-
rico de Y ella lo adquiere sélo una vez. Quiere decir, st para z =
= z, € X, lafuncién toma el valor b, para todo z > zy tal que x € X,
ella toma un valor superior a b, y para cada z << z, tal que z € X,
un valor inferior a 6. Por consiguiente, el conjunto de todas las solu-
ciones de Ia desigualdad (3b) en X, es el intervalo (x5, +00), ¥ el
conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad (4b) en X, os el
intervalo 10, z,). Por cuanto la [uncién y = 2™ es par, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad (3b) en X, es el intervalo
(—oo, —.uy) ¥ el conjunto de todas las solnciones de la desigualdad
(4b) en X, es el intervalo (—z,, 0). Al reunir las soluciones halladas
en X, v en X, resulta que cn este caso el conjunto de todas las solu-
ciones de la desigualdad (3b) es Ja wnidn de dos rayoes (—oo, —zp) J
U (z, -~0}, y ol conjunto de todas las soluciones de la designaldad
(4b), ol intervalo (—zy, Z,), donde 2y = *Vb.

Ast pues, ¢l conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
{3b} se representa por:

1) la recta numérica (—oo, --00), para cada b nogativo;

2) el conjunto (—oo, Oy |y (0, +o0), para b = 0;

3) el conjunto (—oo, —y ) V'V, +oo), para cada b po-
silivo.

£l conjunto de Lodas las soluciones de la desigualdad (4b) se re-
presenta por:

1) un conjunto vacio, para cada b no positive;

2) ¢l intervalo (—"V'b, "V'D), para cada b positivo.

En la Tabla 18 se dan los resultados que se ebtienen al resolver
las designaldades (3) v (4).

Desigualdades fraceionarias. Sea n un nimero natural fijo,
entonces las desigualdades

2= = (9)
et < b

sucte llamarse desigualdades [raccionarias elemeniales,
La funcion y = z~* osté definida on toda la recta numérica,
a excepeion del punto cero, por ko cual 8l GVA de las desigualdades
) v (6) es un conjunto X = X, |J X,, donde X; = (0, 4-00),
Por cuanto las propiedades de la [uncién y = =™ que se emplean
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Tabla 18

b= 0 =0 Ll
-1 b (*™V'B; ) (0; oo) (=" V10 T; o)
2t < | (—oo; Y (—o; 0) (—o0; =3 7T01)
wm>p | (—oop ="YBY|  (—oo; OU (— o0} o0)
V(Y5 o) U0, )
22 p (=" *%8) | no hay soluciones] no hay soluciones

al resolver las desigualdades (5) y (6) son diferentes para n par y n
impar, analicemos dos casos:

1. Searn = 2m — 1, donde m es un nimero natural fijo, entonces
las desigealdades (5) y (6) toman la forma

I—mﬂ.u > b‘ (53}

2 o b, (6a)

A titulo de campo de valores de la funcién y = 27*"* en ol con-
junto X, intervieme el rayo Y, = (0, +o0), y en el conjunto X,,
el rayo Yy = (—o0, 0}.

Si b = 0, ontonces, tomando en consideracién que la funeidn
y = z7*"*1 og positiva en el conjunto X, y negativa en el conjunto
X,, llegamos a que que X, es el conjunto do todas las soluciones de la
desigualdad (5a) y X,, el conjunto de todas las seluciones de la des-
igualdad (6a) (fig. 155).

Sea b un numero positivo. Construyamos las graficas de las Tun-
ciones y = 779"+ e y = b (lig. 156). La recta y = & corta la grifica

m=1 7§
de la funcidn y == z=*™*1 en el punto (x,, &), donde ry == l/%—

La grifica de la funcidn y = z~*"* se disponc por arriba de Ja recta
en el conjunto (0, z,} v por debajo de la recta, en el conjunto
(—oo, 0) U (xg, +o0). Por consiguiente, los conjuntos citados tienen
que ser precisamente los conjuntos de todas las soluciones de las
desigualdades (5a) v (6a). No obstante, esta afirmacion ha de ser
demostrada. El dibujo sugiere que para demostrarla es necesario
analizar la solucion de la desigualdad en cada conjunto X, y X,
por separado y aprovechar el hecho de que la [uncidu y = z~¥m+!
es negaliva on el conjunto X,, y decreciente en el conjunto X,.
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Analicemos la solucién de las desigualdades (5a) y (6a) en el con-
junto X,. En dicho conjunto la funcién y = z~*"+! es negativa, por

Uy

e \_J

I

I i

Vi

iy- -,r_""mf dmie me N
I y-bdonge b= 4.

Vig. 125

y
/]

I V) T

a1y
.I 0 ﬁ"”ﬂ) 0} &

Ly=22"" qomte m e N;

Ly=b, donae _6>0;

o _dmef
=

I
Fig. 156

esc en el conjunto X, no hay soluciones de la desigualdad (5a),
poro todo el conjunto X, esta contenido dentro del conjunto de todas

vl

314
(.'.L'g i, L
T [/ z

I (zed ‘ i
Ty=2"2"" vonde meN;

K y=b, tonae 6<0:
o
1

Fig. 157

las soluciones de la desigual-
dad (Ba).

En el conjunto X, la funcién
y = z~*™** decrece, por lo cual
cada valor numérico de ¥, ella lo
toma una sola vez. Quiere decir,
si para z = 7z, la funcién toma
el valor b, entonces para cada
z << x, tal, que z € Xy, ella to-
ma un valor superior a b, y para
cada x > x4 tal, que z € X;, un
valor inferior a b. Por consi-
guiente, el conjunto de todas las
soluciones de la desigualdad (5a)
en el conjunto X, es el interva-
Io (0, z4), ¥ el conjunto de to-
das las soluciones de la desigual-
dad (6a), el rayo (zo, +0).

Al reunir las soluciones, obte-
nidasen X,y en X ;,llegamosa que

en este caso ol conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (5a)
es el intervalo (0, z,), v el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad (6a) es la unién de dos rayos (—eoo, O) U (xp -t+o0).
Si b es un namero negativo, entonces, razonando analogamente,
(fig. 157) llegamos a la deduccién de que en este caso el conjunto
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de todas las soluciones de la desigualdad (5a) es la unidn do dos rayos
{—o0, 2z} lJ (0, 4o00), ¥ el conjunto de todas las soluciones de la

Lm—1 TR
desigualdad (Ba), el intervalo {(zy, 0}, dondez, = — l/_li_i'
Asf pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
{5a) es
2m=1 S
1) el conjunto (0, ]/-%) , para cada b positivo;
2) el conjunto (0, +oo), para b = 0;
3y ol ; 2‘““.i/T 0
} el conjunto (—m, — W) U (0, + o0), para cada b

negativo,
El conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6a) es

) 2m-t S
1} el conjunto (— oo, O)U( V 5 -|—oo), para cada b po-

sitivo;
2} el conjunto (-—oce, 0), para cada b = 0;
N e
3) el conjunto (— T 0) , para cada b negativo

I1. Sea n = 2m, donde m es un nimero natural fijo, entonces las
desigualdades (5) y (6) toman la forma

22"~ b, (5b)
g=2m < b, (6b)

El campo de valores de la funcidn y = #7** en el conjunto
X =X,U X,, donde X, = (0, +oo} y X, = (—o0, 0), os el rayo
Y = (0, +o0).

Si b es un ntimero no positivo, entonces, tomando en considera-
ci6én que la funcién y = z™*™ es en el conjunto X positiva, obtenemos
que X es ol conjunto de todas las soluciones do la desigualdad (Sb),
v la designaldad (6b) no tiene soluciones (fig. 158).

Sea b un ndmero positivo. Construyamos las graficas de las fun-
ciones y = ™2™ e y = b (fig. 159). La rvecta y = b corla la grafica
de la funcién y = z~2™ en dos puntos {zy b) y (—x, b), donde

S - s 2 .

Ty = = La grafica de la funciéon y = 2™ se dispone por
encima de la recta y = b en ol conjunto (—zy, 0) J (0, zp) y por
debajo de ella, en ol conjunto (—o0, —zq) |J (o, +-o0). Por consi-
guiente, dichos conjuntos tienen que ser precisamente los conjuntos
de todas las soluciones de las desigualdades (5b) y (6b). No obstante,
esta afirmacién ha de ser demostrada. El dibujo sugiere que para
demostrarla es precizo aprovechar el hecho de que en el conjunto X,
la funcién y = z~?" decreco, y, luego, la paridad de esta funcidn.
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Veamos la resolucién de las desigualdades (5b) y (6b) en el con-
junto X;. En este conjunto la funcion y = z~*" decrece y su campo
de valores se representa por ¥ = (0, 4-o0), por lo cual cada valor
numérieo de Y la funcién lo toma una sola vez. Quiere decir, si para
z = 2y € X, la luncién toma el valor b, entonces para cada z <C zo
tal que z € X,, ella toma un valor superior a b, ¥y para cada z => =z,

¥ .
¥
4 v
) [i&p,8) i
; | |
- i L] 11"&1N
n : i;s"r tea 0 (2,0) %
= e - o Ly~ donte meN:
T dense BE S £ -
I:"Iy'"{r:. goude b=l Ity &.a’aﬁz-!fg fﬁ)f?,
=, aome bl Zp= s
Fig. 158 Fig. 159

tal, que z € X,, un valor inferior a b. Por consiguiente, en X, ol
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (5b) es el intervalo
(0. z,), ¥ ol conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b)
os el rayo (xy, -hoo).

Por cuanto la funcién y = 2" es par, el conjunto de todas las
soluciones de la desigualdad (5b) en X, es el intervalo (—mzp, 0).
y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b), es el rayo
(—o0, ~—z).

Al reanir las soluciones halladas en X, y en X,, obtenemos que
en este caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
(5b) es la union de dos intervalos (—zp, 0) U (0, o), ¥ el conjunto
de todas las solucioncs de la desigualdad (6b) es la unidn de dos
vayos (—oo, —o) ) (Zp ~+00).

Asi pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
{5b) es

2m = 2m e B
1. ¢l conjunto (—- ‘/"1-' : O)U (0; V%) , para cada b po-
silivo;
2. el conjunto {—oo, O |J (0, H-c0), para cada b no positivo.
El conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (6b) es

1. el conjunto (-—oo, mzﬂ]‘/%) U (2m %, -|—oo), para cada
b positivo;
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2, un conjunlo vacio, para cada b no positivo.
En Ja tabla 19 se dan los resultados obienidos al resolver las
desigualdades (5) y (6).
Desigualdades potenciales. Sea o un némero real no enlera y fijo,
entonces las desigunaldades
% = b, (7}
ol &)
suelen llamarse desigualdades potenciales elementales.

{'abla 19

b0 =10 bel 0

S —1 T P 1
=2+l . e po i o | N
& ek (U' '/b) s om) ( e V 1 )U

EHEES)
2 T
Z-2mA ) (—o0; ML (—o0; 0) (— fa ;{))
Y &
u | ]/-b-; )
2m T
Zm b (— i o] U | (=ee: 03y (— oo ) 1) (0 o0)
Zm/‘T L (0, o)
|_| (O; _E)-)
2m ‘i‘
™3 < b (—m; o T) X no hay no hay soluciones
soluciomes

(V5 )

Por cuanto las propiedades de la funcién y = 2%, que so emplean
al resolver las desigualdades (7) y (8), son dilerentes para & no cnltero
positivo y para o« no entero negalivo, analicemos dos casos:

I. Sea « un nitmero positivo no entero. El campo do existencia
de la funcién y = x* se representa por el conjunto de todos tos ni-
meros no negativos, porlo cual el CVA de las desigualdades (7) y (8)
es el conjunto X = [0, o). El campo de valores de la funcién
y = z% en todo el conjunto X esta representado por el ravo ¥ =
= [0, +oo).

Si b es un nlimeroe negativo, entonces, tomando en consideracitn
que en el conjunto X la funcién y = 2% es no negativa, llegamos
a la conclusion de que X os el conjunto de todas las solucicnes de la
desigualdad (7), y la desigualdad (8) no tiene solueciones (flig. 160).

Si b = 0, entonces para z = 0 la funcién y = 2% Loma el valor
cero, mientras gque para ftodos los demds z € X dicha funcidn es
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positiva, razén por la cual 1a desigualdad (7) es vilida en este caso con
cualquier valor de z € X, salve el valor z = 0, y la desigualdad (8)
no es valida, cualquiera que sea el valor de z € X.

Quiere decir, en este caso el conjunto de todas las soluciones
de la desigualdad (7) se representa por el rayo (0, --oco), mientras
que la desigualdad (8) no tiene soluciones (fig. 161).

Sea, por fin, b un nimero positivo. En el conjunto X lafuncién
y = z% es creciente y por eso cada valor numérico de Y ella lo toma

¥ P

0 v i L I
g z

VAR ] - LI{ ~j'y=.r‘.wff€r wxt,

Ij-yﬂ?'i* aonte § ot gs punl gfer nimere of— 25 cuglqui £y

Ly, donae b< 0 B Hy=b, done b0,

Fig. 160 Fig, 101

nEMEr N0 Eniers

una sola vez. Quiere decir, si paru z = z, € X la funcién toma el
valor b, entonces para cada z > z; tal, que z € X ella toma un valor
superior a b, y para cada x << z, tal, que z € X, un valor inferior a .
Por consiguiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de
la desigualdad (7) estd representado por el rayo (z,, +0), y el con-

junto de todas las soluciones de la desigualdad (8), por el intervalo
1

[0, z,), donde z, = b* (fig. 162).

Asi pues, si @ >0, el conjunto de todas las soluciones de la des-
igualdad (7) es

1

1. el conjunto (b*, 4 o), para cada b positivo;

2. ol conjunto (0, +o0), para b = 0;

3. el conjunto {0, o), para cada b negativo;
v el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (3) es

L

1. el conjunto {0, %), para cada b positivo;

2. un conjunto vacio, para cada b no positivo,

I(. Sea ¢ un nitrnero no entero negativo.

El campo de existencia de la funcion y = z% es el conjunto do

416



todos los niimeros positivos y, por eso, el CVA de las desigualdades
(7) y (8) estd representado por el conjunto X = (0, +oo). El campo
de valores de la funcién y = 2 en todo el conjunto X lo representa
el rayo ¥ = (0, 4-o0).

Si & es un nimero no positivo, entonces, al tomar en considera-
cién que en el conjunto X la funcién y = 1% es positiva, Hegamos

y 7 17
| ;
Vi V4
f;'::?, J”.l
; I [ I
e |7 z

[/ ] . ) I 77 I

oy o S » o 4
[y s BORIES ot pe pray ity minere ne Ly oo {d - 5 ewlyuicr ndimery
L6, qonge h>: 4 F.y=btomse p=f; "0

Tp=bd W y=b,aone b4,

Fig. 162 Fig, 163

a que X es el conjunto de todas las soluciones de la designaldad (7),
mientras que la (8) no tiene soluciones (fig. 163).

Sea b un ndmero positivo. En el conjunto X la funcién y = 2%
es decreciente, por lo cual cada valor numérico de ¥ la funcién lo
toma una sola vez, Quiere decir,
si para z = 24 € X la funcidn to- !
ma el valor b, entonoes para cada I
x <z tal, que 2 € X toma un
valor mayor que b, y para cada
x>z, tal, que z € X, toma un
valor menor que 5. Por consi-
guiente, en este caso el conjunto (2,.8) T
de todas las soluciones de la des- '
igunaldad (7) serd el intervalo

(0, z), v el conjunto de todas !

las soluciones de la desigualdad 7 (u’ﬂ:w,iﬁ fa<d, T

@), e]lrayo (%9, +-00), donde Ly, domae jof - o Ge?ﬂflf{?’.r’ﬂ&’;w&’,’ﬁ"
a eniere

de i >l

Ayl o

e = b* (fig. 164).

Asi pues, si o <20, el conjun-
to de todas las soluciones de la Fig. 164
desigualdad (7) es

1. el conjunto (0, .!:E‘-‘)15 para cada & positivo;
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2. el conjunto {0, +oo), para cada b no posilive; ¥ el conjunto

de todas las soluciones de la desigualdad (8) es
!

1. ¢) conjunto (%, 4 oo), para cada b posilivo;

2. un conjunto vacio, para cada b no positivo.

En Ja tabla 20 se dan los resultados que se obtienen al resolver
las desigualdades (7) y (8).

Desigualdades cxponenciales. Sea 4 wun numero positivo fijo
distinto de la unidad, entonces las desigualdades

a >0, (9)
a® < b (10)

suelen 1lamase desigualdades potenciales elementales. El campo de
existencia de la funcion y = &* es el conjunto de todos los niimeros

Tabla 20
bl h=-0) b
L
% =) B%; ) {0; o0) [0; o)
1
¥ b =0 i h'r"—) no hay soluciones no hay soluciones
1
Psba<0) | (0 6%) (0; ) (©; o)
i
%< b (m <) (b-‘;; o) no hay soluciones no hay soluciones

reales, po lo cual el GVA de las desigualdades (9) v (10) es el conjunto
X = (—o0, +o0). Fl campo de valores de la funcién y = a* en
todo el conjunto X cs el rayn ¥ = ({}, o).

Si b es un nimero no positivo, entonces, tomando en considera-
cion que en el conjunto X la funcién y = a* es posiliva, concluimos
que X es el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (9),
mientras que la desigualdad (£0) no tiene solnciones,

Si & es un nimero positivo, analicemos dos casos:

1. Sea @« > 1. En toda la recla numérica, es decir, en el conjun-
to X Ia funcién y = a® es creciente, por lo enal cada valor numérico
de ¥ ella lo toma una sola vez. Quiere decir, si para z = 2 € X
la funcion toma el valor b, entonces para cada z > z, toma un valor
superior a &, v para cada z << &y, un valor inferior a b. Por consi-
guiente, en este caso el conjunto de todas las soluciones de la des-
igualdad (9) serd el rayo (x,, -~o0), v el conjunto de todas las solu-

ciones de Ja desigualdad (10), el rayo (—ceo, z,), donde x, = log, b
(fig. 165).
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2. Sea 0 << e« << 1. En el conjunto X, es decir, en toda la recta
numérica la funcién y = a* decrece. Por eso, razonando semejante-
mente, concluimos que en este caso el conjunto de todas las solu-
ciones de la desigualdad (9) es el rayo (—oo, z;), y el conjunto de
todas las soluciones de la desigualdad (10) es ¢l rayo {(xy, --oo),
donde =z, = log, b (fig. 166).

Asi pues, si ¢ > 1, el conjunto de todas las soluciones de la de-
sigualdad (9) es

1. el conjunto (log,b. + oo). para eada b positivo:

2. ¢l conjunto (— oo, -- oo), para cada b no posilivo; ¢l conjun-
to de Lodas las seluciones de la desigualdad (10) es

1. el conjunto ( — oo, log ,D). para cada & positivo:

2. un conjunto vacie. para cada b no positivo.

Iy ¢
y 7
7 Vi
| i
;i e
7 {2, r [z, 010 z
Ly=a® qorae u>1; Ly-v*amge J<a<f,
E!f_:ff‘- dange &>0; Ky-b, donae &0
=ty b, Ly~ 10 £
Fig. 165 Fig. 166

Si 0 << a <7 1, el conjuuto de todas las soliciones de In desigual-
dad (9) es

1. el conjunio { — oo, log,b), para cada b posilivo;

2. el conjunto ( — oo, -- o), para cada b no positivo, v el con-
junto de todas las soluciones de la desigualdad (10) es

1. ¢l conjunto (log,b, 4+ oo), para cada b positivo;

2. un conjunte vacio, para cada b no positivo.

En la tabla 21 se dan los resultados que se ohtiencn al resolver lag

desigualdades (9} y (10).

Tabla 21

b>0 b=0 b< 0

a*>b(a>1) (logg b; o) (—eo; o) (—o0} o)
a® < ba>1) {(—oo; log, &) no hay seluciones{ no hay soluciones

a*=>b(0<<a<1) | (—oo; log, B (—o0; o0} {—o0; mu)
<<t (0<<a<<l) | (logg b; o) no hay solucioncs | no hay soluciones
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Desigualdades logaritmicas. Sea a un nimero positivo fijo distinto
de la unidad, entonces las desigualdades
log,x = b, (11)
log, z << b (12)
suelen llamarse desigualades logaritmicas elementales.
El campo de existencia de la funcién y = log,z se representa por
¢l conjunto de todos fos nimeros positivos, por lo cual el CVA de las
desigualdades (11) ¥ (12) serd un conjunto X = (0, + oo).

¥
i
i
V3
j? l,-{,‘_& M/;—
I
!
4
Y I
Ly=Liy, dands @>1; (2, T
"?'y:b’ &wmi >0 i =L00, &, dove J<add;
Tt L i-6, dunde &< 0;
i dp=a®
Fig, 167 Fig. 168

El campo de valores de la funcién y = log,x en todo el conjunto
X sera todo el eje numérico ¥V = (— o0, 4 00).

Como las propiedades de la funcién ¥ = log,z, que se omplean al
resolver las desigualdades {11) y {12), son diferentes para a > 1 ¥y
para 0 <Z @ << 1, entonces examinemos dos casos:

1, Sea a > 1. En el conjunto X la funcién ¥y = log,x es creciente,
por 1o cual cada valor numérico clla lo toma una sola vez. Quiere
decir. si para x = z, £ X la funcién toma el valor b, entonces para
cada z = z, tal, que z € X la funcién toma un valor mayor que b,
v para cada z << z, tal, que z € X, ella toma un valor menor que b.
Por ¢onsiguiente. en este caso el conjunto de todas las soluciones de
1 desigualdad (11) es ¢l rayo (z,, +o0), v el de todas las solucioncs
de 1a degigualdad (12), ol intervalo (0, z,), donde z, = a® (fig. 167).

2. %a 0 << a<<1. En el conjunto X la funcién ¥ = log.z decre-
ce. Por eso, razonando de manera semejante, concluimos que en esle
caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (11) es el
intervalo (0. z,) v el conjunto de todas las soluciones de la designal-
dad (12), el eayo (g, -+ o), donde z, = a® (fig. 168).
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Asi pues. si @ > 1, entonces para cada b el conjunio de todas las
soluciones de la degigualdad (1) sc represenla por el conjunto
(a®, + oo). y el conjunto de todas las soluciones de Ja designaldad
{(12), es el conjunto (0, a®); si 0 <C a <C 1, entonces para cada b el
conjunto de todas las soluciones de Ja designalad (11) serd el conjun-

Tabla 22
—oo < b
logg z > b (e > 1) (a¥1 o)
logg z << & (a > 1) (0; a?)
loge e >0 {0<<a<1) 0: b
logex<<b(0<a<<1) (ab; o)

to (0, a?), y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (12},
es el conjunto (@b, 4 o).

En la tabla 22 se dan los resultados que se obtiencn al resolver
las desigualdades (11) y (12).

Desigualdades trigonométricas. Las desigualdades

cosa b, senx > b tgax > b, cigx > b
cosz<<b,senz < b tgx<boetgr=<lh

suelen llamarse desigualdades trigonométricas elemeniules.

He aqui algunas observaciones de cardcicer gencral.

Sea y = f () una funcién trigonoméirica elemental fundamental
de periode principal igual a 7, y sea dada la desigualdad

f{x) > b (o bien f (z) << D). (13)

Elijames un intervalo de longilud igual a 7 y hallemos cn dicho
intervalo la solucién de la designaldad (13). Supongamos que el con-
junto de todas las soluciones de la desigualdad (13) en cl intervalo ci-
tado csta representado por el intervalo X, = (a. B). donde a < p
v p — a<{ 7. Entonces, haciendo uso de la periodicidad de lIa fun-
cion y = f (z), llegamos & que el conjunto de todas lag soluciones
de la desigualdad (13) es la unidn de una infinidad de todos los inter-
valos X; = (& = k¥, B + k7). donde %k es un niimero enlero cual-
quiera. Llamaremos esta unién infinitaserie de intervalos y la escri-
biremos posteriormente cn la forma: X, = (o -+ &7, 5 £&T).
k € Z. De este modo, en adelante diremos que el conjunio de todas
las soluciones de la designaldad (13) se representa por la seric de in-
tervalos Xy = (o0 + k7. B L kT, k€ Z.

Notemos, ademaés, que el intervalo de longitud igual al periodo
principal T puede ser cualquiera, mas se elige, corrientemente, de
modo 1al, que satisfaga dos condiciones: ha de contener un trozo en
el que para la funcidén dada y = f (x) esté definida von funeidn tri-
gonométrica inversa y, ademds, que el conjunte de todas las solu-
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cionos de la desigualdad dada en dicho trozo represente ensiun inler-
valo.
Sea dada la desigualdad trigonométrica elemental
cos x> h. (14)

La funcién y == cos @ estd deflinida en loda la recta numérica. por
Io cual of CVA de Ia designaldad {14) es el conjunto X = ( — oo,
-+ o). Bl campe de valores de la funcion y = cos @ ev el conjunto
X os el segmento ¥V = [ — 15 1].

Por exo, cuando b < — 1, la desigualdad (14) se verifica para
cualquior valor de z, ¥ enando & == 1. no se verifica, cualquicra gue

i
i = iy} A Ly P i Vi

A 7 Ly N 1 o T )
=il 7 \—Jf/ P w I
L g=tisa: T
Fy=b; donge-1<b<t

=R

Fig. 169

sea ¢l valor de r. Quicre decir, para b < — 1, el conjunlo de Lodas
las soluciones e la desigualdad (14) serd toda la recta numérica.
es decir, el conjunto ( — oo, -~ co), y para b= 1 la desigualdad (14}
no tiene soluciones.

8i b = — 1. enlonces, evidenlemente, la desigualdad (14) se
veriflica para todo valor de z. a oxcepeién de aquellos. donde
cos & = —1i. Quiere decir, cuando b = —1, el conjunto de todas las

soluciones de la desigualdad (14) es toda la recta numérica. a excep-
¢ién de los punios 2z, = ® 4 2nk, donde £ es un n@umero entero cual-
quiera, Este c'on]unl‘,(: puede ser escrito en forma de una serie de inter-
valos: Xy, = ( — m 4~ 2k, «w 4+ 2nk), k € Z.

Sea b e (—1; I.), con ¢l fin de resolver la desigualdad (14) es
preciso elegir en esle caso un trozo de longitud igual al periodo prin-
cipal de la funcién y = cos a, es decir, de longilud 2m. A titulo de
trozo de longitud 2t podemos tomav el trozo [(, 2x), o bien el trozo
{ — 7, ). Eslos trozoes de longitud igual al periodo principal de la
[uncidon ¥ = cos z conlienen enteramente el segmento (0, x], en el
cual esta definida la funcién inversa y = arccos z.

Construyamos las graficas do las funciones y = cos x e y = b
(fig. 169). 131 dibujo muestra que resulta més conveniente elegir el
trozo ( — @, &) que el [0, 27), puesto que en el primer caso el conjun-
Lo de todas las soluciones de la desigualdad (14) representa nn intor-
valo, ¥ en el segundo caso, la unién de dos intervalos. El dibujo su-
giere, ademas, que el trozo (— m, n} ha de ser dividido en dos trozos:
My = [0.n] y M, = (— m. (), después e lo enal se hace uso de la
paridad de esta funcidon.
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Fa el segmento A, = [0, at] el campo de valores de la funcion
y=ocoszesY = [ —1; 1] ¥ la funcién decrece, por lo cual cada
valor numérico de Y ella lo toma una sola vez. Quiere deeir, si para
z = &, € My la Tonci6n toma el valor b, entonces para cada & <T 2,
tal, que z € M,. ella toma un valor superior a b, y para cada x >
> z, tal. que x € M, un valor infezior a b. Por consiguiente, en M,
el conjunto de todas las soluciones de la designaldad {14) es el trozo
{0. 2,). Como la funcién ¥y = cos & es par en el trozo { = m, ). el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14) en M, =
= { — m, 0) serd el inlervalo { — z,, 0).

Al reunir las soluciones halladas en M, y A, conclnimos que en
el trozo ( — =, ) el conjunto de todas las soluciones de la des-
igualdad (14) serd el intervalo (— =z, ,), donde, segin lo expuesto en
el § 2 cap. VII, z, = acccos b.

Haciendo usoe de la periodicidad de la funcién y = cos z, obte-
newos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14)
es la serie de intervalos X, — ( — arccos b -+ 2nk, avccos b 4 2nk),
ke Z.

Asi pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (14)
es

1. el conjunto ( — oo, - o), para cada b€ (— oo, — 1}

2. la serie de intervalos X; = ( — m - 2wk, w - 2nk), k€
€Z, pava h = — 1;

3. la sevie de intervalos X, = ( — arccos b --- 2nf, avccos b +
+ 2nk), & € Z, para dada b€ { — 1; 1);

4, un conjunto vacio, para cada b € [1. 4 oo).

Sea dada la designaldad

cos x << b, (15)

El CVA de la desigualdad (15) es el conjunta X = (— co. -+ o).
El campo de valores de la Tuneién y = cos 2 en el conjunto X es el
segmento ¥V — | — 1 T

Por eso, cuando & > 1. fa desigualdad (15) se verilica para cual-
guier valor de «, v, cuando b<C — 1, no sc verifica. conalgquiera que
sea et valor de x. Quiere decir. cuando & => 1. el conjunto de todas
lag solnciones de la desigualdad (15) serd ( — oo, -+ o0} ¥, cuando
bl — 1, la desigualdad (15) no ticne soluciones.

Si b = 1, entoncos, evidenlemente, la desigualdad (13) se veri-
fica para cualquicr valor de x, a excepeion de aquellos, para  los
cuales cos z = 1, Quiere decir, para b = 1 el conjunio de todas las
soluciones de la desigualdad (15) es toda la recta numérica, salvo
los puntos 2, — 2mk, donde % es un ntimero enlero cnalquiera. Bste
conjunfo puede escribirse en forma de una serie de intervalos: X, =
= (2nk, 20 + 2nk), k € Z.

Sea b € (— 1; 1). Construyamos las grilicas de las funcioues
y - cos xey = b (lig. 170). El dibujo muestra que en calidad de
trozo de longitud 2 agui conviene mds elegir el trozo {0, 27t), puesto
que en tal caso el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
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(13) representa en si un intervalo. El dibujo sugiere, ademaés, que el
trozo 10, 2n) ha de dividirse en dos: M, = [0, n]l v M, = (x, 2n),
después de lo cual es preciso aprovechar el decrecimiento de la fun-
cién y = cos x en el trozo [0, n), ¥ luego, la simetria de la funcidn
g}= cos z respecto de la recta vertical que pasa por el punto (n,

Razonando igual que en el caso anterior, conlnimos que en M,
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (15) sera el tro-
20 (%o, n}. Tomando en consideracién que la funcién y = cos =z

.O’r

/—r-z?’

Ly-t0s.s:
Fy=b, done -1<é<!
up=UIEENS

Fig. 170

es simétrica respecto de la recta vertical que pasa por el punto {m,
0), concluimos que en A, el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad (15) es el intervalo {m, 2z — z,).

Al reunir las soluciones halladas en. M,y M,, oblenemos que en
el intervalo [0, 211} el conjunto de todas las soluciones de la desigual-
dad (15) es el intervalo (z,, 2n — z,), donde, segiin lo expuesto en
el § 2, cap. VII, z, = arccos b.

Haciendo uso de la periodicidad de la funcion y = cos z, obte-
nemos que el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (15)
es una serie de intervalos: X, = (arccos b -+ 2nk, 2 — arccos
b+ 2nk), k¢ Z.

Ast pues, el conjunto de todas las seluciones de la desigualdad (15)
se representa por:

1. un conjunto vacio, para cada & € { — co, — 1];

2. una gerie de intervalos X, = (arccos b + 2xk, 2n — arccos b +-
+ 2nk), k€ Z, para cada b€ ( — 1; 1);

: 3.1 una serie de intervalos X == (2nk, 2n 4 2nk), k € Z, para

4. el conjunto { — oo, + oo), para cada b € (1, 4+ o).

En Ia tabla 23 se dan los resultados obtenidos al resolver las des-
ignaldades (14) y (15).

Sean dadas las desigualdades trigonométricas elementales

sen x > b, (16)
sen x << b. 17)

Razonando analogaments, coneluimos que cl conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad (16) es:
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Tabla 23

B<—1 b=—1 —-1<s< b=1 B>1
co8z>b | (—oo; o) (—n-2nk; (—arccos no hay no bay
- 2nk) b 2nk; solu- soluciones
keZ arccod b4-2nk)| ciones
keZ
cosz<<b| no hay no hay solu- | (arccos b4 (2suk;
soluciones ciones +2nk; 2n— 124 2sk) | (—o0; o0)
—~arccos b4 | k€Z
-+ 2nk),
keZ

1. el conjunto ( — oo, 4 oco), para cada b € (— oo, — 1);
2. la serie de intervalos
Xy=( —5 ~ 42k, ST“+2nk) ., kEZ,

para b = — 1;
3. la serie de intervalos X', = (arcsen b -- 2k, 1 — arcsen b -
~+ 2nk), k€ Z, para cada b€ { — 1, 1) (fig. 171);

{8 7
p | (J—J&w S /4
(T e%r Jn/lw :?JI;(_ wn oz
[ {Jf-zﬂ,w 7

Fy=senz;

Ly b, doide-7<i<t;

Ly=liresen b,

Fig. 171

4. un conjunto vacio, para & € (1, + oo); yel conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad (17) estd representado por:

1. un conjunto vacio, para b€ (— oo, — 1[;

2. la serie de desigualdades X, = ( — a1 — arcsen b -+ 2ak,
arcsen b - 2nk), k € Z, para cada b € (—1 1) (fig. 172);

3. la serie de intervalos X, = ( —~—-|—2:rzk —2~+2nk). keZ,

para b=1:
4. el conjunto ( — co, + o), para cada b € (1, -|- oco).
En Ia tabla 24 se dan los resultados obtenidos al resolver las des-
igualdades (16) vy (17).
Sean dadas las desiguldades trigonométricas clementales
tg x> &, (18)

tr 2z < b. (19)
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Tabla 24

ha—t h==1 —t1<b<d =1 bl
sen z>>b| (—o0; o0) (—%-l—zak; {arcsen b-j- no bay no hay
- - 2mk; :I'E I— soluciones | soluciones
a1 —arcsen 3
el s +2mk;
sen z << b| mo hay no hay solu- (—n— -n——{—zn.k) {—oc0; o)
soluciones | ciones —arcsen b 2
- 2auk; kez
arcgen b 2mk)
keZ

El campo de existencia de la [uncién y = tg z es toda la recta
nimerica, salve los puilos z, = ; 4+ sk, donde & es un nimero ente-
ro cualguiera. Por eso ¢l CVA de las desigualdades (18) y (19) es

b

NI (o m.ﬁlw.w i

i

AN N g AN oo

[ y=den J
T y-b, domde=1<6<t;
Lip-- UPASER B,

Fig, 172

un conjunto X que se compone de todos los nimeros reales, a excep-
sr - n
ci6n de los nimeros rp = 7 4- ztk, donde k eg un niimero entero cual-

quicra. EI campo de valores de la funcién y = tg x en el conjunto
X es el conjunto ¥ = ( — oo, co).

Construvamos lag gralicas de las funciones y =tg z @ y = ]
(tig. 173). Bl dibujo muestra que al principio se debe analizar la re-
solucién de las desigualdades (18) y (19) en el trozo ( — g-, g) de
longitud igual al periodo principal de la funcién y = 1g 2. El dibujo
sugieve, ademds, que en dicho trozo es menester aprovechar el cre-
cimiento de la funcién y = tg =z.

E s

En el trozo (-—-ﬁ—, 5

valores Y =(—oo, +o0) y es creciente, por lo cual cada valor

) la funeién y=tga tiene el campo de
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numérico de Y la funcién lo toma una sola vez. Quiere decir, si

para T=ux,€ ( —-{‘?. %) olla toma el valor &, enionces para cada
x> x, tal, que :ce( —%, %) la funcién toma un valor superior

a b, v para cada x <z, lal, que xE(-—ug-, %) , ella toma un
q
1 5 Al f |
ke fie /it I rains| 4] M Al
! i |I I ' i g Iﬁ!w M
1 | 1 : il '
| * |8 | & illi E IFI-J | = : &5
A A R R
: | i
7 ] LN flzhb) I -
7 PR Y W Y 7 Y VR -
a5 : ~% i Jrl | i’.ﬁ?,(/,"fl g ) fd i it G
i I | ;
I I | I i | lf
| 1 i I | { i
i i I | | I
I i | ! | I :
Ly=tox;
Fy=h, ay=urelné

Fig. 173

valor inferior a b. Por consiguiente, en (-—i;-, -%) el conjunlo

de todas las soluciones de la desigualdad (18) (véase la fig. 173)
es¢ el intervalo (xo, —:25), ¥y ¢l conjunto de todas las soluciones

de la designaldad (19) (fig. 174), es el intervalo (—%, -"o) i

donde, de acuerdo con lo expuesto en el §2, cap, VII, z,=arctg b.

Haciendo uso de la periodicidad de la funcion y == tg z, oblene-
mos que para cualquier b el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad (18) es una serie de intervalos: Xk=(a1'ut-gb + =k,
T
2
igualdad (19) es la serie de intervalos X, = (—% |-nk, arctgb-+

+ :tk) . kEZ,
En la tabla 25 se dan los resultados obtonidos al resolver las des-
igualdades (18) v (19).
Sean dadas las desigualdades trigonométricas elementales
ctg x > b, (20)
clg x << b. (21)

—i—rt-k) » K€Z, v el conjunto de todas las soluciones de la des-
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Tabla 25

—oo <L b
tgz>b (amgb-]-uk;-’f—-f-nk),kez
tgr<b (—%-;-::k; arctg b+uk),kez

Razonando anilogamente, llegamos a que para cualguier b,
el conjunto de todas las soluciones de las desigualdades (20) (fig.

y

Iy [ i I N iyl !
| I ! l !
| 5 1 | }
} | l |
AV RAW AW SN IRAY £
ANRAVIRRNLZ I AVCTAN: |

|
|
I |
| l 5
| \7
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I | | Eal\ | | I
: I I 1: i' |
N N
T T R Il
Ty=tlyz;

Fy-&; zuretp b,

Fig. 174

175) es la scrie do intervalos X, = (suk, arcctg b + nk), k€ Z
v el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (21) (fig.
176) es la serie de intervalos X, == (arcctg - sk, = 4 nk), k& € Z.

En la tabla 26 se dan los resultados que se obtienen al resolver las
desigualdades (20) ¥ (21).

Tabla 26
—wLb<ow
ctg x> b (nk; arcctg b7k}, k€Z
ctge<Th (arcotg b—-nk; nm--nk), k€ zZ
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Analicemos ademas algunas desigualdades elementales que con-
tienen funciones trigonométricas fundamentales inversas,
Sean dadas las desigualdades elementales

arccos z > b (22)
arccos z << b. (23)

El campo de existencia de la funcién y = arccos x es el segmento
[ — 1, 1}. Quiere decir, el CVA de las desigualdades (22) v (23) es

.Jx £

Ly-vlyg @
Ky apareaty b,

Fig, 175

el conjunto X = [— 1; 1]. El campo de valores de la funcién y =
= arccos z en todo el conjunto X es cl segmento ¥ = [0, =l

Por eso, cuando & es negativo, la desigualdad (22) se verifica pa-
ra cualquier valor do z € X, mientras que la desigualdad (23) no se
verilica, cualquiera que sea el valor de z € X si, en cambio, » >
> n, entonces la desigualdad {22) no se verifica, para ningan valor
de z € X, y la desigualdad (23) se verifica para cualquier valor de
ze X,

Por lo tanto, cuando & es negativo, el conjunto de todas las solu-
ciones de la desigualdad (22) es el conjunto [—1; 1], mieniras que
la desigualdad (23) no tiene soluciones; cuando b > =, la desigualdad
(22) no tiene soluciones, y el conjunto de todas las soluciones de Ia
designaldad {23) es el conjunto [—1; 1).

Cuando b = 0, la desigualdad (22) se verifica para cualquier
valor de # € X, salvo parax = 1, y la desigualdad (23) no se voerifica
para ningidn valer de x € X . Quiere decir, cuando b = 0, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad (22} es el conjunto [—1;
1), mientras que la desigualdad (23) no tiene soluciones.
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Si Wl =%, la_desigualdud (22) no se verifica cualquiera que sea
el valor de & € X, ¥ la desigualdad (23) se verifica para cualquier va-
lor de x € X, salvo el valor de 2 = —1. Quiere decir, para b = x

hirg
2

-

-.;_etl_ By
L]

Ly=tgu:
By=b; z-orcly b,
Fig. 176

la desigualdad (22) no ticne soluciones, mientras que el conjunto de
todas las soluciones de la desigualdad (23) es el conjunto (—1; 1].

Sea b € (0, m). La funcién y = arccos z en el conjunto X es decre-
ciente, por lo cual cada valor de ¥ ella lo toma una sola vez. Quiere

¥
!
{H,x) ‘ -t}
1 75
I (0.4) I I (0.5 I
; 7
@I ) ta0t) N0 5)
|
|
o ! = /
&0/ AR z oo la i z
{y areens &; Ly-arecus .z,
Hy-b, donae J<6<H ; Ry=b,aomaell< b<n;
Ty R0 & Zy=ousb.
o Y
Fig. 177

decir, si para z = a, € X la funcién toma el valor b, entonces para
cada x << 7, Llal, que 2 € X ella toma un valor superior a b, y para
cada x > z, tal. que z € X, ella toma un valor inferior a b. Por con-
siguiente, el conjunto de todas las soluciones de la designaldad (22)
{fig. 177, a) es en este caso el intervalo [—1, Zo), ¥ el conjunto de
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iodas lag soluciones de la desigualdad (23) (lig. 177, b). el intervalo
{x,, 1], donde, seglin lo expuesto en el § 2. cap. VII x, = cos b

Asf pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22)
es:

1. el conjunte {—1; 1}, para cada b € (—oo, O}

2. el conjunto [—1; 1), para b = 0;

3. el conjunto [—1, cos b}, para cada b € (0, «1);

4. un conjunto vacfo, para cada b € [, + co);

i q
! 5 ]
I o] L F
. i el
{4, il i i
Ly mrisen e,
{ "ﬁ I Fy- & donde g\'r'* "jf:,
K ’J . i

F=nen

o)
Fig. 178

v el conjunio de todas las soluciones de la desigualdad (23), es:
1. un conjunto vacio, para cada b € (—oo, 0]

2. el conjunto (cos b, 1], para cada b € (0. zt);

3. el conjunto (—1; 1], para b = m;

4. el conjunto (—1; 11, para cada b € (m, -}-c0).

En la tabla 27 se dan los resultados ebtenidos al resolver las des-

ialdades (22) y (23).

Tabla 27

] E=10 Q<bam b==m b

arccos z>>b| [~1; 1] |—1; 1) |{~1; cos &) no hay no hay

soluciones soluciones
arccos z<<b| mno hay no bay {cos b; 1) {—1: 1] [—1; 11
soluciones | soluciones
Sean dadas las desigualdades elemenlales

arcsen z > b, (24)
arcsen x << b. (25)

Razonando andlogamente, llegamos a que el conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad (24) (fig. 178, a), es:

1. el conjunto [~1: 1], para cada bE(—oo, %):
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2. el conjunto (—1, 1), para b= ._.12‘;;
3. el conjunto {senbd, 1], para cada bE(—%, -%) -

4, un conjunto vacio, para cada 56[325- 5 -{—oo) :

y el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (25) (fig. 178,
b), es:

t. un conjunio vacio, para cada b€ (—oo, —-%] 3

2. el conjunto {—1, send), para be(——%, %) 1

3. el conjunto [—1; 1), para b—:%;

4. el conjunto {—1; 1], para bE("g"‘x +oo),

Fn la tabla 28 se dan los resultados nbtenidos al resolver las des-
igualdades {24) ¥y (23}

Tabla 28
b<_%- b=_i2"'-. _%th% bm% b)-’;‘—
arcsen x>b | [—1; 1] {=1; 1] {sen b; 1] no hay no hay
soluciones | soluciones
arcsen z <<b no hay no hay [—1; sen &) | [—1; 1] (—1; 1)
soluciones | soluciones
Sean dadas las desigualdades elementales
arctg & > b, (26)
aretg x < b. (27)

El campo de existencia de la funcién y = arctg x es toda la recta
numérica. Quiere decir, el CVA de las desigualdades (26) y (27) es el
conjunto X = (—oo, 4-c0). El campo de valores de la funcién

y = arctg z en el conjunte X es el intervalo Y = (-»—-’%, —;') Por

eso, cuando b=l — %, la desigualdad (26) se verifica para cualquier
valor de z € X, y la desigualdad (27) no ¢s valida para ningin valor
de z € X; si, en cambio, 6= %, entonces la desigualdad (26) no se
verifica para ningan valor de x% X, mientras que la desigualdad (27)
se verifica para cualquicr valor de z € X.

Esto significa que cuando b<l — %, el conjunte de todas las so-

luciones de la desigualdad (26) es toda la recta numérica, y la des-
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igualdad (27) no tiene soluciones; cuando b;;él. la desigualdad (26)

no Liene soluciones, y el conjunlo de todas las soluciones de 1a des-
igualdad (27) es Loda la recta wumérica.
Sea bE(—-’zl, %) . La funcion y=arcctgz es creciente en

toda la recta numérica, por to enal cada valor de ¥ ella lo toma una

¥
z ,
7
7 (0.8, ﬁ
[ [i) 1 gwg:_? 553t 7
F’ﬁ ?;} Ly=arcly z;

Ly=b, dunde -f(k%;
‘Z'pjtg!?
Fig, 179
sola vez. Quiere decir, si para z = 2, € X la funcién toma el valor

b, entonces para cada z > z, ella toma un valor superior a b, y para
cada x << z,, un valor inferior a b. Por consiguienle. cn este caso el

: v
~¥ b3
T 703 M,.-—-——-—-—-—JE”
.[ 0 £ Fu ﬂ ‘-U:-"g lzn
14 '}"t Ly=arely.r;

H y=b; aonde- 7’1"{&{ 1711;
Zp=lg b
Fig. 180

conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad (26) (fig. 179)
es el rayo (z,, -~o0), vy el conjunto de todas las soluciones de la des-
igualdad (27) (fig. 180) os el rayo (—oo, Zy). donde, segtn lo ex-
puesto en el § 2, cap. VII, z, = tg &.

Asi pues, el conjunto de lodas las soluciones de la designaldad
(26) es

1. ol confunto (o, +oo) para eade b€ (o, —2)
2. el conjunto (igh, +oo), para cada b€ (-3, F);

r

3. un conjunto vacio, para cada b€ I:—’-t- 5 +oo) .
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v el conjunto de lodas las soluciones e fa desigualdad (27), por

1. un conjunto vacio, para cada b€ ( - 00, _'E[g” ;

2. el conjunto {—oo, tgb), para cada b€ (—%, _;i),
3. el conjunto (—oo, - co), para cada bg[_’L‘ _|.°°),

b
, {th) S
d el N0, %) 7
| k_—,
e g
o U jy=arsiiys; &
ey, ot <A<
-l &
Fig. 184
‘
{7t} U=
:l? ﬁ"‘};ﬁ M
p A
(7, : {!}’ P} ; /4
]

‘P Ly ureety i,
T gj=b.ammde U< 8<di ;
2y 4l b
Fig. 182

En la tabla 29 se dan los resultados obtenidos al resolver las des-
igualdades (26) v (27).

Tabla 29
T T T m
b= - g g <b< 5 b= o
arctgz = b (—co; oo) {tig by o) no hay soluciones
arctga << b no hay soluciones {(— oy tgh) (~—c0, oo
Sean dadas las desigualdades elementales
arcctg 2 > b, {28)
arcelg x << b. . {24}

Razonando analogamente, llegamos a que el conjunto de todas las
soluciones de la desigualdad (28) (fig. 181) es
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1. el conjunto (—-oco, - 00), para cada &€ (—oo0, U]

2. el conjunto {(—oo, ctg b), para cada b € {0, a);

3. un eonjunto vacio, para cada b € lm, — oo);
v el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (29), es (fig.
182)

1. un conjunto vacio, para cada b € (—oo, 0l;

2. el conjunio {ctg b, +oo), para cada b € (0, n);

3. conjunto {—oo, ~~00), para cada b € [n. --o0).

En la tabla 30 se dan los resultados obtenidos al resolver las des-
igualdades (28) v (29).

Tabla 30
b0 o<b<n bn
arcelg = > b (—o0; o) {—oa; ctg b) no hay soluciones
arcetg x <<b no hay soluciones (ctg b; oo} {—oo; oa)

§ 3. Transformaciones de las desigualdades

En los parralos tercero y cuarto del capitulo VI se han examina-
do las transformaciones de las ecuaciones equivalentes y no equiva-
lenles, respectivamente. Para las transformaciones no equivalentes
se indicaron dos procedimientos de resolucién de las ecuaciones. El
primer procedimiento consistia en realizar pasos equivalentes en un
conjunto gue pertenece al campo de valores admisibles sin coincidir
obligatoriamente con el dltimo. El segundo procedimiento presupo-
ne los pasos a una ecuacidén, que es una consecuencia de la anterior,
y la comprobacion obligatoria de las soluciones obtenidas.

Al resolver las desigualdades, el segundo procedimiento es, en
realidad, imposible, puesto que el conjunto de tedas las soluciones
de una desigualdad es, las mas de las veces, infinito y por esta razdn
la comprobacién de las soluciones resulta practicamente irrealizable.
Por esta razén, al resolver las desigualdades, se deben efectuar sola-
mente pasos equivalentes y, generalmente. pasos equivalentes en el
conjunto. Ademas, ¢s preciso {ijar cada vez ¢l conjunto en el que se
realiza el paso equivalente.

Aduzeamos mas abajo algunos ejemplos de transformaciones equi-
valentes y no equivalentes de las desigualdades.

Transformaciones relacionadas con la aplicacién de identidades.
Sea dada la desigualdad

[x) > g (@) (1)

Y supongamos gue para todo x real se verifica la igualdad idéntica @
(x) = g (z), entonces la desigualdad (1) es equivalenie a la igualdad

fla) > ¢ (). (2)
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Ista afirmacion permite emplear para resolver desigualdades dife-
rentes formulas que son vilidas para todos los z reales. Como ejemplo
de dichas igualdades idénticas sirven las formulas de mulliplicacidn
reducida de polinomios, Ia identidad trigonométrica fundamental ¥
toda una seric de otras [6rmulas. En el cap. JII ya hemos resuelio
algunas desigualdades algebraicas con ayuda de las igrmulas de mul-
tiplicacion reducida.

Demos un ejemplo mis de transformacién equivalentle de las de-
sigualdades aplicando igualdades idénticas.

Sea dada la designaldad

sen* x > cos* 2. (3)
Aplicando la afivmacién 1 del § 1, obtenemos la desigualdad
cos! x — sent x < 0, (4)

que os equivalente a la designaldad (3). Haciendo uso de la formula
para la dilerencia de cnadrados, la identidad trigonométrica funda-
mental v la formula para el coseno de un angulo de arco doble, se
puede escribir la siguiente cadena de igualdades idénticas, que son va-
lidas pura cualquier x real:

cos' z — sent & = (cos® x + sen®z) (costz — sen®z) = cos 2z.

Quiere decir, la desigualdad (4) es equivalente a la desigualdad
cos 2z << 0.

El conjunto de todas las soluciones de la iltima desigualdad es la

serie de intervalos Xk=(-2—+ﬂk, -%’-‘——{—nk), keZ.

Como Ja dltima desigualdad es equivalente a la de partida, el
coniunto de todas las soluciones de la desigualdad (3) e la serie
de intervalos X = (—%—-}-nk, —3}+nk) , KEZ.

Transformaciones relacionadas con las saperposiciones de las
funciones. Supongamos que la funcién y = f (z) represesnta una
funcién compuesta y = P [g (x)) que es la superposicion de dos
funciones: y = P [u]. donde P {ul es un trinomio de segundo grado
(es decir, P o) = aw® - bu -+ ¢), y u = g (z), que es una_ funcidén
elemental fundamental. En tal caso la desigualdad f (z) > 0 se escri-

be en la forma _
alg@P+0blg@ +c>0 )

y se denomina desigualdad cuadrdtica con relacion a g ().
La desigualdad () se resuelve del modoe siguiente.
Al principio se analiza la desigualdad cuadritica
at? + bt — ¢ > 0, (6)
v se determina su disecriminante D = b* — 4ac. Segin sean el diseri-
minante D y ol coeficiente a, resultan posibles los siguientes cuatro
€as0s,
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1. St a<< 0 v D= 0. Ia desigualdad (G) no tiene soluciones, Por
consiguienie, la desigualdad (D} tampoco las tiene,

2.8 a<<t y D=0, cl conjunto de Ladas las soluciones de la
desigualdad (6) es el intervalo (&, &), donde £, y £, son vaices del
trinomio de segundo grado af* |- bl + c. siendo £ < i,.

En este caso la desigualdad (5) es equivalente al sistema de des-
igualdades

gz} <<ty

g(x) > 1.
Por consiguiente, el conjunto de lodas Jas soluciones del sistema en
este caso serd precisamenle el conjunto de todas las soluciones de la
illesignaldad (5).

3.8ia> 0y D=0, entonces ¢l conjunto de Lodas las soluciones
de la desigualdad (6) eslfi representado por la unidn de los rayos
(—oo, &} ¥ (ty +o0), donde ¢ y i, son raices del trinonmio de se-
gundo grado af® - bf - c. siendo #, <2, (si D - 0, se Lliene
t, = ).

BEn este caso la desigualdad (35) es equivalente al conjunto de des-
igualdades

gle<<t, g)>1.

Por consiguiente, en esle caso ¢l conjunto de todas las soluciones de
dicho conjunto serd precisamenle el conjunte de todas las soluciones
de la desigealdad (5).

4.81a > 0y D << 0, el conjunto de Lodag las solueiones de la des-
iguvaldad (6) es toda la recta numériea.

En esle caso el eonjunto de lodas las soluciones de la desigualdad
(9) es el GVA de la desigualdad (5), es decir. ¢s ¢l campo de exislen-
eia de la funcion y = g (z).

He aqui algunos ejemplos.

Sea dada la desigualdad

4 cos® 2z + 8cos Zx — D <. (7)
Esta desigualdad es una desigualdad cuadratica con relacién a
cos 2z. Resolviendo la desigualdad
4t - 8L — 5 << 0,
obtenemos que el conjunto de todas sus seluciones es el intervalo
(—%,%) Por consiguiente, la desigualdad (7) es equivalente al sis-
tema de designaldades

cos 2z > —%,

1
cosz.r<-—2—.

El conjuntio de Lodas las soluciones de la primera desigualdad
este sislema es Loda la recta numdrica.
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Bl conjunto de todas las solnciones de la segunda desigualdad
es la serie de intervalos X, = (-:—;——t—ﬂfc. —E-’(—?--}- ﬂk) , k€Z.
Quiere docir, el conjunto de todas las soluciones de la desi-

gualdad de partida (7) es la serie de intervalos X, == (%—-—}- nk,
—5é-‘- & .-—dc) . KEZ.
Seca dnda la designaldad

4 —3.25 +2>10. (8)

Tsta es una desigualdad cuadratica respecto de 2%, Al resolver 1a des-
igualdad
2 — 3+ 20,

se oblicne gue e eonjunto de todas sus soluciones es la unién de dos
rayos (— oo, 1} v (2. --c0). Por consiguiente. la desigualdad (8)
es equivalenle al conjunto de desigualdades

e 1, 2Rz,

El conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad de
dicho conjuntu es el inteevalo (—oo, ).

El conjunto de todas las soluciones de la segunda desigualdad. es
el intervalo {1, -co).

Quicre decir, el conjunlo de todas las soluciones de la desigualdad
de partida (8) serd ¢} conjunto (-—oo, 0 U, -Foo).

Observemos gue la alirmacién, aducida anteriormeanle, sobre la
resolucion de nna desigualdad cuadritica con relacion a g (x) sigue
siendo justa taubién en ¢l caso en que la funeién e = g (x) no es ele-
mental fundamental.

Transtormaciones relacionadas con las férmulas logaritmicas
y trigonométricas. Por cuanto las formulas, aducidas en el § 4,
cap. VII, pueden aplicarse al resolver las designaldades solamente en
el conjunlo de variacién de Ja incoégnita. donde tienen sentido simul-
tdneamente los miembros primero y segundo de la [6rmula que se
aplica. las desigualdades, para cuya resolucion se emplea tal o cual
formula, se resuelven, corrientemente, signendo el siguiente esque-
ma:

1. Se determina el CVA de la desigualdad.

2. Se diride el CVA en dos conjuntos;: M, v M, (M, representa toda
la pacte del CVA. donde tienen sentido simultdncameute ambos
miembros de la formula que se apliea, M, es toda aquella parte del
CVA que queda después de separar el conjunto ).

5. Se resuelve la desigueldad en M, (teniendo presente que la frans-
formacion de la desigualdad con avada de esta formula es equivalen-
te a la transformacion en el conjunto 37}

4. Se resucive la desigualdad en M ,.
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5. Se rednen los conjuntos de soluciones, halludas en My y M, y se
obtiene, de este modo, el conjunto de todas las soluciones de la desigual-
dad de pariida.

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad
log, (2%) - logy () > 3. (9)
El CVA de esta desigualdad es el conjunto (—eoo,0) U (0, 5-o0).

Dividamos el GVA en dos conjuntos: M, = (0, |- 00) v M, =

= ( —oo0, 0) v resolvamos la desigunaldad (9) en cada uno de estos
conjuntos.

Eu el eonjunte 4, se verifican las igualdades idénticas
log, (z?) = 2 logyz, log, (z*) = 4 log, 2.
Quiere decir, en M, la desigualdad (9) es equivalente a la desigualdad
log,x = 1/2.

Resolviendo esta desigualdad elemental, obtenenios que el conjunto
de todas sus soluciones es el intervalo (VE: =2-o0). Por cuanto este
intervalo estd contenido dentro del conjunto M, el conjunto de todas
las solnciones de la desigualdad (9) en M, serd el intervalo V2. +
o0 ).

* E)n el conjunlo A, se verifican las ignaldades idénticas

log, (a®) = 2logy {—u). log, (z%) = 4log, (—x).
Quicre decir, en M, la desigualdad {9) es equivalente a la desigualdad

log 4 (—z) > 1/2.

Besolviendo esta desigualdad elemental, vemos que ¢l conjunto de
todas sus solnciones es el intervalo {(—oo, —V"3). Por cuanto cste

intervalo estid contenido dentro del conjunto 3 4, el conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad (9) en M, serd el intervalo (—oo,
—V2. | _

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas en M| y en M,
llegamos a que el conjunto de todag las soluciones de la desigualdad
(@ es el conjunto (—oo, —V'2) |J (/2. +oc0).

Transformaciones relacionadas con la elevacion a potencia natural.
Sca dada la desigualdad

f @) > g (@) (10)
La sustitucion de esta desigualdad por la desigualdad
If )" = (g {z)|” (11)

{(donde n es un namero natural [ijo y 22z 2) se denomina elevacién
de la desigualdad a la potencia natural n.

En virtud de la afirmacién 5 § 1, las desigualdades (10) y (11)
son equivalentes solamente cn ¢l conjunte, donde las funciones
y = f{z} e y = g{z) son ambas simultaneamente no negativas.
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Por eso, la elevacién a potencia natural de las desigualdades se
realiza, de ordinario, por el siguiente esquema:

1. Se delerming el CVA de la desigualdad a resolver.

2. Sedivide el CVA en dos conjunios: M, v M, (M, es toda la parte
del CVA, donde ambos miembros de Ja desigualdad son simultanca-
menie no negativos. 3, es toda la parte del CVA que gueda después
de separar el conjunto M,).

3. Se resuelve la desigialdad en M, (lomando en consideracidn que
la elevacion a la polencia » es una transformaeidn equivalente en este
conjunto).

4. Se resuclve la desigualdad en el conjunto M ,.

5. Se reiinen los conjuntos de soluciones. determinadas en M, y M,,
y. de este modp. se obtiene el conjunto de todas lassoluciones de la des-
igualdad de partida.

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad

o —41>6 | 2. (12)

E] CVA de esta desigualdad es toda la recta numérica. Dividamos el
CVA en dos conjuntos; M, = |—6, +x) ¥ M, = (—oo, —6)
v resolvamos la desigualdad (12) en cada uno de estos conjuntos.

Eu el conjunlo M, ambos miembros de la desigualdad (12) son
no negativos, por lo cnal. de acuerdo con la afirmacion 5. § 1, en
dicho conjunto la designaldad (12) serd equivalenlea la desigualdad

(r — 4P = (6 + x)p.

El conjunto de todas Jas soluciones de la 0ltima desigualdad es el
intervalo {(—oo, —1). Como parte del intervalo gitado en el con-
junte M, esti contenido solamente el intervalo [—6. —1). Por
eso el conjunto de todas lag soluciones de la desigualdad (12) en M,y
se representa por el intervalo 1 —6; —1).

Es evidenle que en el conjunto M, el primer wiembro de la des-
igualdad (12) es positive. y cl segundo. negative. Por eso, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad {12) en A, e= todo el conjun-
to M,

Al reunir los conjunios de todas las soluciones determinados en
M, vy M,. ohtenemos que el conjunio de todas las soluciones de la
desigualdad (12) es ¢l inlervalo (—oo, —1).

La elevacién n polencia natural se aplica con mayor irecuencia al
resolver lag siguientes desigualdades.

Sea m un niamern natural lijo y sean dadas las desiguaidades

VT > (), (13)
VT (@) <9 (). (14)
Las desigualdades del tipo (13) sec resuelven, de ordinario, segum

el siguiente esquema:
1. Se determina el CVA de la desigualdad.
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2. Se divide el CV A en dos conjuntos: M, y M, (M, es toda la par-
te del CVA, donde la funcién y = @ (z) es no negativa; M/, es toda
la parte del CVA, donde la funcion y = ¢ (x) es negativa).

3. Se resuelve en M, la desigualdad [ (z) > @ (x)|*", la cual es
equivalente en dicho conjunte, a la desigualdad (13).

4. Se fija que en M, el conjunto de todas lassoluciones de la desigual-
dad (13) coineide con el conjunto M ,.

5. Se reiinen el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
f (2} > ([¢ (£)I*™ en M, y el conjunto M,, y, de este modo, se obtiene
el conjunto de todas las soluciones de le desigucldad (13).

Las desigualdades del tipo (14) se resnelven, de ordinario, segiin
el siguiente esquema:

1. Se determina ¢l CVA de la desigualdad.

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M| y M, (M, es toda la par-
te del CVA, donde la funcion y = ¢ {(z) ex positiva. M, es toda la
parte del CVA, donde la funeidn y = ¢ (x) es no positiva).

3. Se resuelve en el conjunio M, la desigualded | (z) < [q (x)]*™
gue es equivalenie en este conjunto a la desigualdad (14).

4. Se fija que en el conjunto M, no hay soluciones de la desigual-
dod (14).

0. Se escribe el conjunto de lodas las soluciones de la desigualdad
f(z) <<l @)]*" en M,; este conjunio serd precisamente el conjunto
de todas las soluciones de lu desigualdad (14).

Mostremos ahora con unos ejemplos coneretos cdmo se resuclven
las desigualdades segin los esquemas citados,

Sea dada la desigualdad

Vzt2>z, (15)

El CVA de esta desigualdad es el intervalo [—2. -foo). Dividamos
el CVA en dos conjuntos M, y Ma M, =10, +00) ¥ M, =
= [—2; 0), y resolvamos la desigualdad (13) en cada uno de estos
conjuntos.

En el conjunto A/, ambos miembros de la desigualdad (15) son
no negativos, por lo cual, de acuordo con a afirmacion 5§ 1. en el
conjunto gque se considera ln designaldad (13) serd equivalente a la
desigualdad

g 9 g,
Al aplicar ahora la afirmacion 1 § 1, vemos que en el conjunto ¥,
la desigualdad (15) es equivalente a la desigualdad

ot — o — 2 .

El conjunio de todas las soluciones de la Gltima desigusldad es el
intervalo (—1; 2). En el conjunto M, estd contenido, como parte
del intervalo indicado, solamente el intervalo [0; 2). Por eso el con-
junto de todas las soluciones de Ja desigualdad (15) en A4, serd ol in-
tervalo [0; 2). Es evidente que en el conjunto A7, el primer miembro
de la designaldad (15) es no negative, y el segundo. negativo, por
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consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
(15) en A, es todo el conjunto M.

Rouniendo los conjuntos de todas las soluciones determinados
en M, vy M,, concluimes que el conjunto de todas lag soluciones de
la desigualdad (15) sera el intervalo [—2: 2).

Sea dada la desigualdad

241>V x43. (16)

El CVA de esta desigualdad es el intervalo [—3, -Foo). Dividamos
el CVA en dos conjuntos: M, = (—1, -oo0) y M, = [—3;
—11, y resolvamos la desigualdad (t6) en cada uno de estos conjun-
tos.

En el conjunto M, ambos miembros de la desigualdad (16)son
no negativos, por lo cual, de acuerdo con la afirmacién 5 § 1, la
desigualdad (16} es equivalente en este conjunto a la desigualdad

(x = 1)2>a 4 3.

Aplicando ahora la afirmacion 1 § 1, concluimos que en el conjunto
M, la desigualdad (16) es equivalente a la designaldad

b —2=0,

El conjunto de todas las soluciones de la Gltima desigualdad es el
conjunto (—oo, —2) [J (1, 4o0). Por eso, el conjunto de todas las
soluciones de la desigualdad (16) en M, es el intervalo (1, 4-o0).

Es evidente que en el conjunto M, el primer miembro de la dos-
igualdad (16) es no positivo, y el segundo, no negativo, por consi-
guiente, en M, la desigualdad (16) no tiene soluciones.

Asi pues, el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad
(16) es el intervalo (1, -j-co).

Transformaciones relacionadas con la supresion de los denomi-
nadores. Sea dada la designaldad

f {2
¢ (@)

Las desigualdades de este tipo se resuelven segin el siguiente es-
guema:

1. Se determina ¢l CVA de la desigualdad.

2, Sedivide el CVA en dos confuntos My y M, (M, es loda la parte
del CT A, donde la huneién y = ¢ (x) es positiva, M, es toda la par-
te del CVA, donde la funcién y — ¢ (2) es negativa).

3. Se resuelve en el conjunte M, la desigualdad [ (z) > g {x) ¢ {z),
que es equivalenle en dicho conjunto a la desigualdad (17) (véase § 1,
afirmacion 7a).

4. Se resuelve en el conjunto My la desigualdad f (z) << g (x) @ ()

que es equivalente en dicho confunto a la desigualdad (17) (véase § 1,
afirmacién 7b).

=g (x). (7

442



5. Se refinen los conjunlos de todas las soluciones determinados en
M, y en M,, y, de este modo, se obtiene el conjunto de todas las solucio-
nes de la desigualdad (17).

Resolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad

2—(logy x)®
logs =

El CVA de csta desigualdad es el conjunto (0; 1) [J (1, +o0). Divi-
damos el CVA en dos conjuntos: M, = (0; 1) y M, — (1; +o0).
En el conjunto M, la funcién y = logyz es positiva y por eso (véase
§ 1, afirmacién 7a) en dicho conjunto la desiguatdad (18) es equiva-
lente a la designaldad

< 1 —logs z. (18)

2 -avm

2 — (log, z)® << logsr (1 — logsax),

la cual puede escribirse en la forma logyz > 2. El conjunto Ae todas
Ias soluciones de esta designaldad elemental es el intervalo (9, o0},
Por cuanto este intervalo est4d contenido dentro del conjunto A,
entonces el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (18)
en M, serd el intervalo (9, +o0). En el conjunto M, la funcién
y = logsx es negativa y por eso (véase § 1. afirmacién 7b) en dicho
conjunto la desigualdad (18) es equivalente a la desigualdad

2 — (logyz)* > logy x (1 — logya),

la cual puede escribirse en la forma logyzr <2 2. El conjunto de todas
las soluciones de esta desigualdad elemental es el intervalo (0; 9).
En el conjunto M, estd contenido, como parte de dicho intervalo,
solamente el intervalo (0, 1). Por consiguicnte, el conjunto de todas
las soluciones de la desigualdad (18) en M, serd el intervalo (05 1).

Reuniendo los conjuntos de todas las soluciones, determinados en
M, v en M,, obtenemos que el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad (18) es el conjunto (0; 1) IJ (9; + o).

Método de intervalos. La resolucién de la desigualdad

f (=)
 (x}
en el caso en que 7 (z), g (z) v p (x) son polinomios, puede eleciuarse

de distinto modo, a saber, [a desigualdad (17) se debe escribir pri-
meramente en la forma equivalente

> g(x) (17)

flzl— (z) g (%) :
A e =0, (19)

A continuacidn es preciso hacer uso de la afirmacion 7 § 1, multipli-
car la desigualdad (19) por ¢® (2) ¥ escribir la desigualdad

g (2) [f (&) — @ {x) g ()] > 0, (20)

equivalente a la desigualdad (19) en su CVA. Por fin, la desigualdad
(20} se resuelve por cl método de intervalos (§ 2, cap. i111). El con-
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junto de todas las soluciones de la desigualdad (20} serd precisamente
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (17).
Sea dada la desigualdad

22— 27 —1
e 9
Eael] (21)

Trastadando & al primer miembro de ln desigualdad, escribamos
esta designaldad en la forma equivalente

—3z—1

W<ﬂ.

Haciendo uso de la afirmaciéon 7§ 1, obtenemos la desigualdad
—3&+U(x+%)<&

que es equivalente a la (21) en el CVA de ésta. Resolviendo esta des-
ignaldad por el método de intervalos, obtenemos la respuesta: el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (21} es el conjunto

(=00, —1) U (= + ).

Transformaciones relacionadas con la simplificacion de una
desigualdad por el factor comun. Sea dada la desigualdad

¢ (2) f (2) > ¢ (@) ¢ (2).
Muy a menudo esta desigualdad se sustituye por la desigualdad
@) > g @),

es decir, la desigualdad de partida se simplilica por el factor comin
@ (z). Es nu gran error. Las desigualdades semejantes se deben resol-
ver del modo siguienle:
1. Se determina el CVA de la desigualdad ¢ (z) f (x) > ¢ (z) g (2).
2. Se reeserilie la desigualdad en la forma equivalenie

¢ (2) [f ) — g @] > 0.
3. Se pasa al conjunio de dos sistemus de desigualdades

{ ¢ (x) >0, { i (2) < 0,
J(x)—gx) >0, f(z)—g (z) <0,
gue es eguivalenie a la desigualdad ¢ (2) f () > ¢ (z)} g (2) en el
CVA de ésta.
4. Se resuelve este conjunlo en el CVA de la desigualdad de partida.
El conjunto de todas las soluciones sera precisamente el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad ¢ (z) f (z) > @ (z) g (z).
Resolvamos, rigiéndonos por esle mélodo, la designaldad

4x log, x> (2° -} 3) log; . (22)
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El CVA de esta desigualdad es el conjunto 4 = (0, -j- co). Escriba-
mos la desigualdad (22} en la forma equivalente

(e — z* — 3) logz z >0

y resolvamos en el conjunto M el conjunto de dos sistemas de des-
igualdades

{ br—at—3>0, ‘[ by--zt -3 <0,
logg z >0, log; z << 0.

El conjunto de todas las soluciones del primer sistema os el interva-
lo (1; 3), ¥ el conjunto de todas las soluciones del segundo sistema,
el intervalo (0; 1). Por cuanto ambos intervales, (1; 3) v (0; 1), estén
contenidos dentro del CVA de la desigualdad de partida, resulta que
el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad (22) es el con-
junte (0; DU (1; 3).

Transformaciones relacionadas con la logaritmacién de una
desigualdad. Sea @ un numero positivo fijo distinto de la unidad.

Supongamos dada la desigualdad

fla) <g(2). (23)
La sustitucién de esta desigualdad por la desigualdad
log, f (x} << log, g (2)- (24)
o por la desigualdad
log. 1 (z) > log.¢ (2) (25)

se denomina logaritmacidn de la desigualdad.

Basandonos en la afirmacion 6 § 1, podemos decir que para ¢ >
> 1 las desigualdades (23) y (24) y, cuando 0 << a << 1, también las
designaldades (23) v (25) son equivalentes sdélo en el conjunto, donde
ambas funciones, ¥ = f (z) ¢ ¥y = ¢ (x) son simultineamonte positi-
vas. Por eso, al aplicar la logaritmacidn, las desigualdades se resuel-
ven, de ordinario, segin el siguiente esquema:

1. Se determina el CVA de la desigualdad.

2. Se divide el CVA en dos conjuntos: M, y M, (M, es toda la par-
te del CVA, donde ambos miembros de la desigualdad dada son posi-
tives), M, es toda la parte del CVA que queda después de separar el
conjunto M,).

3. Se resuelve la desigualdad en M, (teniende presente que la loga-
ritmacién es una transformacién equivalente en este conjunto).

4. Se resuelve la desigualdad en M,.

5. Se reiinen los conjunlos de soluciones, enconirados en My y M,,
¥, de este modo, se obtiene el conjunio de todas las soluciones de la des-
igualdad de partida.

5 d’Resolvamos, rigiéndonos por este esquema unas cuantas desigual-
ades. :
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Sea dada la designaldad
YA, (26)

El CVA de esta desigualdad es el conjunte M = [0, -+ o0).Por cuan-
to ambos miembros de la desigualdad (26) son positivos en el con-
junto A, entonces, en virtud de la afirmacién 6a, § 1, la desigualdad
(26) es equivalente en M, a la desigualdad

log, (3%%-%) << logy (2'%),
la cual es, a su vez, equivalente en M a la desigualdad

2t — 2 << (1 — z) log,2.
EI conjunto de todas las soluciones de la iltima desigualdad es el
intervalo { — log; 2; 1). In el conjunto M estd contenido, como parte
del intervalo indicado, sélo un trozo [0; 1). Quiere decir, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad (26) serd el intervaloe [0
1).

Sea dada la desigualdad
@ fz4+ 1) <t (27)

El CVA de la desigualdad (27) es toda la recta numérica, puesto que
el trinomio de segundo grado z* + x + 1 es positivo para cualquier
z real.

Logaritmando la desigualdad (27) segin una base cualquiera, por
ejemplo, segiin la base 10, tenemos, en virtud de la afirmacion 6a,
§ 1, que la desigualdad (27) es equivalente a Ia desigualdad

lg @ + 2 +1)*<lgi.
Haciendo uso de las propiedades de los logaritmos, escribamos esta
desigualdad en la ferma
zlg @ +x+ 1)<
Esta desigualdad es equivalente al conjunto de dos sistemas de des-
igualdades:
[ w0, : <0,
lg (224 x4-1) <0, lg(a242+1) >0,

la cual es equivalente, a su vez, al siguiente conjunto de dos siste-
mas de desigualdades

I 0, { X< 0!
{ 2-hr+1<1, a2dr41>1.
Resolviendo al principio el primer sistema, llegamos a la conclusién
de que el sistema no tiene soluciones, puesto que el conjunto de todas

sus soluciones es la interseccién de dos conjuntes: (0, +oo), que es
el conjunto de todas las soluciones de la primera desigualdad, ¥y

446



{ — 1: 0), que es el conjunto de todas las soluciones de Ia segunda
desigualdad, y la interseccién mencionada es vacia.

El conjunto de todas las soluciones del segundo sistema ez el in-
tervalo ( —oo, —1). Por consiguiente, el eonjunto de todas las so-
luciones de la desigualdad (27) es el intervalo { —oo, —1).

Sefialemos que de modo anélogo se resuelven las desigualdades de
forma més general

[f (z)lot= < b, (28)

donde b es un namero positivo dado. A saber, se busca al principio el
CVA de la desigualdad y luego se elige cnalquier niimero a > 1.
Entonces, la desigualdad (28) serd equivalente en el CVA a ia desi-
gualdad

() log, f (¥) << log,b.

Luego queda resolver la ultimna designaldad en el CVA de la desi-
gualdad de partida (28).

Indiquemos, ademas, que la desigualdad exponencial elemental
a® > b puede ser sustituida, logaritmando las desigualdades, por una
desigualdad algebraica equivalenie de prinera potencia:

1) por la desigualdad =z > log, b, cuando a > 1,

2) por la desigualdad z << log, &, cuando 0 <C a <C 1, para las
cuales se escriben con facilidad los conjuntos de todas sus soluciones.
Anilogamente puede procederse también con la desigualdad a* < b.

Transformaciones relacionadus con la poienciacion de las desigual-
dades. Sea & un numero posilivo fijo distinto de Ia unidad.

Supongamos que estda dada la desigualdad

log, / {x) << log, g (@). (29)
La sustitucién de esta desigualdad por la desigualdad

[ (x) < g (2)

f(x) > g (z)

se denomina pofenciacién de la desigualdad.

Tomando en consideracion las afirmaciones 6a y 6b del § 1, las
desigualdades del tipo (29) se resuelven, por regla general, segin el
siguiente esquema:

1. Se determina el CVA de la desigualdad.

2. Se resuelve la desigualdad en el CVA (leniendo presente que la
potenciacién es una transformacién equivalente en cste conjunto).

Hesolvamos, rigiéndonos por este esquema, la desigualdad

o por la desigualdad

log, (#*—4)>1og, (42—T7). (30)
7 T
El CVA de esta desigualdad se determina por las condiciones:
[ bx—T7>0,
z2 =4 >0,
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es decir, para delerminar el CVA se debe resolver este sistema de de-
signaldades. Al resolverlo llegamos a que el CVA es el intervalo (2,

+o0). Teniendo en cuenta la afirmacion 6b, resulta que en el CVA
la desigualdad (30) es equivalente a la desigualdad

22— 4 << b — T,

Resolviendo osta desigualdad cuadritica, encontramos el conjunto
de todas sus solnciones, es decir, el intervalo (1; 3). En el CVA de
la desigualdad (30) estd contenido, como parte del intervalo mencio-
nado, solo el intervalo (2; 3). Quiere decir, el conjunto de todas las
soluciones de la designaldad (30) sera el intervalo (2; 3).

Veamos algunos casos particulares de potenciacion de las des-
igualdades.

Es ficil ver la validez de las siguientes afirmaciones:

1. Sea a un ndmero fijo tal, que a>>1, enionces la desigualdad
log, f(x}) > b serd equivalente a la desigualdad f (x) > ab y la
desigualdad log , | (z) <C b, equivalente al sistema de desigualdades

{ Flady=za’,

f(x) =0,

o bien, lo que es lo misme, a lo desigualdad doble U < f (x) << a®.
2. Sea a un nimero fijo tal, que 0 << a << 1, entonces la desigual-

dad log, F(z) << b serd equivalente a lao desigualdad f (z) > a® y
la desigualdad log , f (x) = b, equivalente al sistema de desigualdades

{ fx) <ab,
f(z)>0,

o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble 0 << f (z) << a”
Examinemos algunos ejemplos.
Sea dada la desigualdad

log , (#2—3z+5) << —1.
T
En victud de la afirmacién que acabamos de aducir, esta des-
igualdad es equivalente a la desigualdad
[ 1 =il
#2—3z+ 5> (-3*) "
la cual es, a su vez, equivalente a la desigualdad
22— 3z 4+ 2>=0.

El conjunto de todas las soluciones do la ultima desigualdad y, por
lo tanto, también de la desigualdad de partida es el conjunto { —oo,
1)U (2, +o0).

Sea dada la desigualdad

1
log, sen r<<—3.
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En virtud de la afirmacién que acabamos de aducir, esta desigualdad
es equivalente al sistema de designaldades

senz >0,
sena < ﬁ-
2
o bien, lo que es lo mismo, a la desigualdad doble
0<senz < 12-2-

El conjunto de todas las soluciones de esta designaldad doble (lig.

q
) er 17
/P m’?jj} r“_ﬂi’;{i!',‘i— Zo: gZ’J -

/i
L 41“—1:‘}\ Vi
_dr vl it P z
7 7 7 7 I

183) y, por lo tanto, también de la desigualdad de partida, serdn dos
series da intervalos

Xk=(2nk.%+2:tk). k€Z;
Xom= (—3{—‘ +2nm, -+ an) mez,

Observemos que la potenciacién de las desigualdades se aplica
frecuentemente en situaciones mucho més complejas en comparacién
con las analizadas anteriormente,

Sea dada la desigualdad

log:: (2 4 2) < 1. (31}
El CVA de esta desigualdad se define por las condiciones
2420,
22> 0,
{ 221,

es decir, para determinar el CVA se debe resolver este sistema de de-
sigualdades. Al resolverlo, encontramos que el CVA es el conjunto
M= (=2, =) (—=1; OU 0; ) (1; +-0). Dividamos el
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CVA en dos conjuntos: M; = (—2; — 1)y (1, +0) y My =
= (—1; O)U (0; 1).
En el conjunto M, tenemos 2% > 1, por lo cual la desigualdad (31}
en dicho conjunto es equivalente, seglin la afirmacién 6a del § 1,
a la desigualdad
2 4+ z << %

Al resolver esla designaldad cuadritica, vemos que el conjunto de
todas sus soluciones es el comjunto ( — oo,~ 1){J (2, 4-o0). En
M, esta conlenido, como parte del conjunto mencionade, solamente
el conjunto { —2; —1)(J (2, +oo). Por consiguiente, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad (31) en M, es ( —2; —1) U
U (@5 ~-o0).

En el conjunto M, tenemos 0 << & << 1, por lo cual la desigual-
dad (81) en M, es eqnivalente, seglin la alirmacién €b del § 1. a la
desipnaldad

2 4+ >k

Al resolver esta desigualdad cuadralica, vemos que el conjunto de
todas sus soluciones es el intervale ( —1; 2). En M, cstd contenido,
como parte del intervalo citado, solamente el conjunto ( —1; O) |

(0; 1). Por consiguiente, el conjunto de todas las soluciones de la
desigualdad (31) en M, es el conjunto ( — 1; 0) J (s 1).

Al reunir los conjuntos de soluciones encontradas en My y en M,,
vemos que ¢l conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de
partida (31) es el conjunto ( —2; —N) U (—1; 0}U (O DU (2
—-00),

De modo analogo se resuelve también la desigualdad del tipo

IOS'Q}(::) g {z)< b, (32)

donde b es un nimero dado. A saber, primeramente s¢ busca cl CVA
de la desigualdad. Luego el CVA se divide en dos conjuntos: M,
(toda la parte del CVA, donde ¢ (z) > 1) v M, (toda la parle del
CVA, donde 0 << ¢ (z) < 1. Entonces, la desigualdad (32) en el con-
junto A, serd equivalente a la desigualdad

g (x) << lo ()T, (33}
y en el conjunto A7, la desigualdad (23) es equivalente a la designal-
dad

g (z) > lp @) (34)

Resta resolver Jas desigualdades (33) y {34) en los conjuntog corres-
pondientes y reunir las soluciones obtenidas. Observemos gue, recu-
rriendo a la potenciacion de desigualdades, la desigualdad logaritmica
elemental log, = > b puede sustituirse, cuando a > 1, por la de-
signaldad algebraica equivalente de primecra polencia z > e, v,
enando 0 < @< 1, por una igualdad equivalente doble U0 <z <T
< @, para las cuales se escriben con facilidad los conjuntos de lodas
sus soluciones,



De modo semejante podemos proceder también con desigualdad
log, x << b.

Transformacioncs relacionadas con la supresién del signo del
valor absolute. Sea dada la desigualdad

h@l+ 1@+l fm@ =@ —. ..
co-— 1 (@) 1> 8 (), (35)

donde fy(x), f5 (x), . . ., fx (), g (z) son polinomios enteros con rela-
cion a z.

Para resolver desigualdades de esle tipo se smplea, de ordinario,
el método de intervalos. La descripcion de este método para las desi-
gualdades es pricticamente la misma que para las ecuaciones (véase
el § 4, cap. VII), a saber, sea dada la desigualdad (35). Al principio
se resuelve el conjunto de ecuaciones

L@ =0 Ff@=0 .../« @ =0 .../ (=} = 0. (36)

Luego se fijan en la recta numétrica todas las raices de oste conjunto de
ecuaciones.

De este modo, tode la recta numérica se divide en ciorto nidmero de
intervalos, a continuacién, en cada uno de los iviervalos obtenidoes lo-
desigualdad se sustituye por alguna otra que no contenga signos del va-
lor absoluto y que sea equivalente en el intervalo dado a la desigualdad
de partide. En cada intervalo se buscan todas las soluciones de la de-
sigualdad que se obtiene en el intervalo que se considera, después
de lo cual entre las soluciones halladas se eligen agquellas que caen
dentro del intervalo mencionado. Estas soluciones constituirdn pre-
cisamente el conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de par-
tida en ol intervalo considerado. Por fin, para poder escribir el
conjunto de todas las soluciones de la desigualdad de partida, se rei-
Il)en juntas todas sus soluciones encontradas en todos los inferva-

0s.

Ilustremos la aplicacién del método de intervalos con el ejemplo
de resolucidn de la desigualdad

+|z+1]—3>0 (37)

Eu este caso el conjunto de ecuaciones (36) consta de una sola ecua-
eion

x+1=0
cuya tnica raiz es z; = —1. Quiere decir, la recta numérica se divi-
de en dos intervalos: ( ~oc0; —1) y1 —1; +-o0). Veamos cémo
se resuclve la desigualdad (37) en cada uno de los intervalos obteni-
dos.

1. En el intervalo ( —oo; —1) tenemos, por delinicién de va-
lor absoluto, que

|z 4+ 1] =~ (& +1).
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Por eso en este intervalo la desigualdad (37) es equivalente a Ia desi-

gualdad
2 —(z4+1)—3>0.
Resolviendo esta desigualdad cnadrdtica, llegamos a que el conjunto
de todas sus soluciones es el conjunte (—oo; i:.i‘/i) U
17 .
U (—1—'l'~21/—1-, -+ oo), En el intervalo que se analiza estd conte-
nido, como parle del conjunto citado, solamente el intervalo

1Y 17 fuae 4
(—oo; -—2‘/3:"-) Por consiguiente, el conjunte de todas las

soluciones de la desigualdad (37) en el intervalo (—oco; —1) es el
g A= ¥YT7
intervalo (v—oo, —2—-——)

2. En el intervalo [ —1; oo} tenemos, por definicion de va-

lor absoluto,
| z+1|=(z+ 1)

Por eso en el intervalo dado la desigualdad (37) es equivalente a la

desigualdad
4z +1)—3>0

Resolviendo esta desipualdad cuadritica, vemos que el conjunto de
todas sus soluciones es un conjunto { —oo; ~2}|J (1; -+o0). En
el intervalo considerado estd contenido, como parte del conjunto men-
cionado, solamente el trozo (1; 4o0). Por consiguiente, el conjunto
de todas las soluciones de la desigualdad (37) en el intervalo [ —1;
--o0) serd representado por el trozo (1; 4-co).

Al reunir los conjuntos de seluciones encontradas en los interva-
los analizados, vemos que el conjunto de todas las soluciones de la
designaldad (37) es el conjunto (- oo,i#) U (1 + oo).

Indiquemos, como conclusién, que se han considerado mas arriba
no todas las transformaciones de las desigualdades, sino sélo aque-
1las que se emplean con mayor frecuencia. Ademds, al resolver una
desigualdad, nos vemos obligados a aplicar frecuentemente varias trans-
formaciones y no una sola.

Ilustremos esto con dos ejemplos.

Sea dada la desigualdad

4VF-F_g oV 4 g - (38)

Esta desigualdad es cuadritica con relacién a 2V9-=%, Al resolver
la desigualdad
2 — 6t 4 8<0,

obtenemos que el conjunte de todas sus soluciones es el intervalo
(2; 4). Por consiguiente, la desigualdad (38) es equivalente al siste-
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ma de desigualdades

P D=-x2
2 4,
{ " (39)

)
Resolvamos al principio la primera desigualdad de este sistema
oV =3 4 (40)

El CVA de esta desigualdad es ol conjunto M = [ — 3; 3]. En este
conjunto ambos miembros de la desigualdad (40) son positives, por
lo cual, logaritmando la desigualdad (40) segin la base 2, obtendre-
mos la desigualdad

Vo-a< 2, (41)

que es equivalente a la desigualdad (40) en ol conjunto M. En el con-
junto M ambos miemhros de la desigualdad (41) sor no negativos,
por lo cual, elevando al cuadrado dicha desigualdad, obtendremos la
desigualdad

9 — 2* < 4,

que es equivalente a la desigualdad (41) en el conjunto M, Resolvien-
do esta desigualdad elemental, cbtenemos que el conjunto de todas

sus soluciones es el conjunto ( —oo, —VB) U (V5. +0). En
M estid contenido, como parte del conjunto citado, solamente el

conjunto [ —3; — VB U (V'5: 3l. Quiere decir, el conjunto de
todas las soluciones de la desigualdad(40) es el conjunto [ — 3;—

—-V5U V5 3l

Resolviendo andlogamente la segunda desigualdad del sistema
(39), recibimos que el conjunto de todas sus soluciones es el interva-
lo ( ~ 2V 2; 2/ 2). Por consiguiente, el conjunto de todas las solu-
ciones del sistema (39) y, por tanto, de la desigualdad (38), equi-

valente al sistema, es el conjunto ( — 2/ 2; — VU (V'5; V' 22).
Sea dada la desigualdad

g e > 1 (42)

La funcién y=tg -1%;2« es la superposicion de dos fanciones: la

funcién elemental més simple y=tg~ y la funcion L’=’-T:::;z—‘

Resolvamos primero la desigualdad elemental

tg v>1.
El conjunto de todas las soluciones de osta desigualdad (fig. 184)

es una serie de intervalos (Tff—l- ak, %—l—nk) , KEZ,
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Quiere decir, la desigualdad de partida (42) es equivalente al
conjunto infinito de sistemas de desigualdades

1
T <7tk
(43)
T > Tk,

donde k% es un niimero entero cualquiera. {La transformacion realiza-
da de la desigualdad es un ejemplo de transformacion que no se ha
analizado antes).
Examinemos todos los sistemas ecn el comjunto infinito (43).
Cunalquiera que sea & positivo, ninguno de estos sistemas tiene

solucién, puesto ve L4 nk>1 para cualquier % natural, v
p que - P ] ¥

2
TR TR (TR I (I 4 i
| | | | | | I
i | i | | | |
I (N P
AN iR ! i
11.4 /l.rL /i L;% A L/L-é /.l/l Ui :7
% 7y n A v
g WE
| |
| |
| |

1 : i ;
-T:F;E-g‘[ para cualquier z real, a consecuencia de lo cual la ge-
gunda desigualdad en el sistema (43) no tiene soluciones.

Siendo % negalivo, ninguno de los sislemas tiene solucidn,

1 5
T >4 para todo x real, ¥y %—;—nk<0 para cual-
quier & entero y ncgativo, a consecuencia do lo cual la primera desi-
gualdad del sistema (43) no tiene soluciones.

Cuando & —= (), tenemos el sistema

1 a
14t =

puesto que

1 HE {44)
T4z — &
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1 n . .
Por cuanto mg1 < - para eualquier z real, el conjunto

de todas las soluciones de la primera desigualdad de oste sistema es
toda la recta numérica. Para todos los z reales la funcién y = 1 + z*
es positiva, por lo cual, suprimiendo el denominador, obtenemos la
desigualdad

1_1-$2<%v

que es equivalento a la segunda desigualdad del sistema (44). El
conjunto de todas las soluciones de esta designaldad elemental estd

_‘ e 4 ' ;
representado por el intervalo (~— ]/?— 1 V —— 1.) . Quiere

decir, el conjunto de todas las soluciones del sistema (44) es precisa-
mente este intervalo.
Al resumir, concluimos que el conjunto de todos las soluciones

de la desigualdad de partida (42) es el intervalo (-'w §
Vii—m=
n ) *

Eiercictos

¢Serd el niimero {(—4) la solucién de las siguiontes desigualdades (1 . . . 48):
y T 2zt1) (z—5) (@—1)? (—x—5) (342"
C oz (3x—4) (z+2}(—az>+2—3)
. 2t 323 43t Be 42 (52 — B~ 43)% (w2} (A=) .
S = o ey b U v oy e e TRl
o = z4+2 . (@—=2)(z=T) ’
O v o s s (zuﬁ)(x—ﬁ);‘i'
z 2 5 . i 2 .
* x—i_x-i-i} 22—1 g ?+x+2<::c+1 '
9. |9—2z|=14—8 |+ |x—51; 10. |z |+ |2—x|—|23] =4,
7% —5r4-4 ’ | «*—22 | +4 :
1. |———Ig_4 l<1. 2. LE=H >y
13, Vatb>at1; 14 2—6< V2b—Tz4+8;
15, ¥V 6—bz—xt zex2; 16, Vi—z—y —3—2eXV 2—=n

17, VB2~ 3—V 2 +tim 18, V —1—a— ]/%4 | P

64+ Vatb+T—n)VT—a .7,
®+2)V =2+ 07— V246 6’
20. V5@+8)+T1V 2@+ 2+ 5@-+8)—7 ¥ 2 (@8 3= 4;

<05 2, =0

19.

1 4y 1-x
21, 431 5 (7,203 —1; 22. (-2—) (@ — 220 1)112 < (E) ;
93, | @] | PO g, ag, 1 i 2 s

s=(3)7 1+(5)

-
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25, 341 1 -02-x . §. 41-.1:_.?91 2

26. (4x—1} -f 2% (A% e f) < 845,
{ ya+3x x+1 x4-3 x+1/2

() ) < (2 (5)T

28, 222V "% _pqpgptV TE e oV

20 g2+ lg (=" 9) 2= 14 1g 21 1)

30, gzt —1) < lg (a—1)2+1g | z—2 |;

3, (e (O30

T 1 3
Vi—z—1 Vi—z4+1
82, log,/s ]“S’:. (1”z*+ 1+2) > logs log, /s (V' 2+ 1—2);

33, log, lm,s

+
% 1 logy/s ==

logi (—a)—4logy (—z)+8_
e o=l =
2log_n 3 <i— 1 .
1+log_cd = 2—logg(—3a)°’
36. gV TR <V2Ig(—z—1)
37. Bsen2z—1:>senz-cosz; 38, |tge-teigz| <4 V'3,
39. 4 (a®—2x31) (senz{-2cosa) =0 | a3 —2z4-1|;
24V E—4cos2z

— =2
senz—cos2z - '

35,

40, ¥V 2—V Acosz-Lsenz =1 4.
42. 4 sen x sen 2x sen 3x << sen 4z;
43. 1”3‘+:z_:.gm,>,-i——|-§tgx;
%&4. cos x-sen (sen x)--sen £.cos (semx) > ();

4 T 3 4
5 —_— . — —_—
45. arccos 1_x< 5 46, arcsen o > T

47, arctg? x—4arctg z+ 3 = 0; 48, §arcetg x—arcetg? 1 —4 < 07

<Sera ol numero = la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones
(49 ... 50}

i {iix*—ZSl::-i-ﬁ(}éO, 5 .—i’—s(sxnﬂ%‘lﬁ){x-f-s%,
1 Sz42>32% B i

Mz|—2|<1;
& mih oy w  SHEVE
1—2z ’ Viétfr—d<) z+6
3V rFb—2%>2—4z,

{ VI—2>2—V Ta—zh

V iz 14V 16z —o28 =0,

{ !/r ¥ frx»g—i—]/x-]/l)x“qg Vi
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1< 1—2]|,

‘l 1
gx+l—1 = {—3%"
log, (9—2%) > 3 —xz;

36. { e 57,

jz41 | —z=2z—1],
logy 241022 2 = log v 2;
z+ 4=V z-F16,
224 | 2—=3 | < | 22 —4e -3,
logax %+log§x<1;
I ..
log: 3 loga7—2 *
Viei4 VieF2 =
4z —2
1 << log, I3 -,
9

TE=Ei=g = ek

2

|at—3e42 | —4<< |z —a3,
e

logyye 2™ log o Vi<

=V 8z 2243

éSeran equivalentes las siguientes dos desigualdades (60 ... 104):

z(z2) z (z+43)
60.—m—-_-+_-2—<(}y z < 61.—-{-’--_+T:§—

>0 yz>0

62. i-::o y z<0; 63. ig(} ¥y xS0

64, z+2>4 y F2+~—;“>4—|~

| z+—4‘

63. 2424 y 242 - 10>4+

10’

60, 3r—1 <2z 3y (3.1:—1) (e-1) < (224-3) (z-+1);
67, 3r—1 <243 vy Bz—1) (x4 1) > (224 3) (41}
68. 22+1>z y @+ (2| +2) > (]2 |-+2);
69. 22+1>z y (@241 (Vat1) >z (1 z+2);

—4 r—4—2(x—3)
0. St g B 2iEd)
zr—3 z—3 .
7. "i;}s y zh4> 3@+

72. j‘_l_“j>3 ¥ z+4<3(@+3);

73. ;+">0 y (@-4) (z—1) = 0;

74, -"_+,._‘i >0y (z+4) -1 =0

- (.1:'——2) {z43)2 xr—2 1
745, —-'x“"_l‘_r_" < 0 ¥ m":[]'
wn (2=2) (z—23)7 r—2 .
76, _...-_.T_- <® Yy m{ 0:
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a1, YRS =41 _——

- '-—9 _1_0:"0
7 YI—@ et x+1>0
Tz
{r4-5) (322-|-z42) z-}-5 _
7o) EEERL VR Srdale g 0;
(z-13) ¥ +3”
o (25 224 —) ::'-1l 5
81, |f"x=—14(x2+x—2) =0y .x“—r:r',——2 =0;
(x—-— 2=
2 3) 2—zx
82, _T<” y l 3 [)]
{z-1-8)2 (2— ) 2—
S L
142
(et e—n
Feds TER <0y x+3“~0
Vir—iy 44 VY iE—1 24 _ .
B ey Ty ol
_ Vz—1) z14 0y Vie=1) (z+4) s

1 : T1
8. ViRV a—z>0y Viag—12) G—a > 0;
88, Vzi2Vz—3=>0y ViTd @z—3>0

89, V10— Vsenz 20 v ¥ {100 — 2% sen = ;= 0

1 1
k St R V I, 2 2-
00, o = D ¥ (z+2)% > 322;

9, V<3 yz<9;
092, VR Ll<3y 2810
=1 "
- " x+b Ip e
93, (2-+senx) <1y +0<0
z—1
-6
x=-1

e ca—1
<1 ¥ _}_ﬁHO

H

Q4. (2 son r) ¥

ml

<0

95, (2 | senz Y

: #_g
90. (»4—)x =l oy 200

4422
4 e I 2.0 70
97. (m) s | Yy x 9210
x+4

08. (15 L <ty _’;4‘_(;.-:0;

x4

99. (442952 <1y zig =

100, log,z® =0y 2log, 2 > 05
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101. Iog,¢’>0y210g,(—x}>0

102. Ioggxs:>0y210g'z |zl > 0;

{03, 1082 (‘7‘+ 7} + lﬂg‘z {I"'”S) ]"gs ('r"}" 7} (.t '_8)
Y ERD Vzii

1082 (?"1'7}'5‘10% (x—8) . logy (r 4+ 7) (x—8) ;
104, T >0y T = O

0

gﬁerén equivalenites la ‘desigualdad y el sistema de desigualdades (105 . . .
9): W

r== 6,
28 > x4

ki Cfr+1=0,
2,«:_+5){x+1)} (Bz —1) < 204 3;

: fa--1 <0,
FHEFDT @y > 23y
x 220,
+4 e B
&
110, >3 >3 .
11, i_t_‘ig;-'a
e £2020
113, (2-2) (= <0;

Hi YV I=H (244
k2. -

s, 12Ul @ 8)
116,

17, ——

118, ——

119, —5—

120.

121,



122,

123.

124,

125.

126,

127.

128,

133,

134,

136.

137.

138.

139,

ety

=1 =

Vel )y o—= ~0 y{b-—:c>0

r—1
TS +2
Ve L, {5

5 )

p =1 e—2

et 25—
VBE—2 (x40 __Oy{

z—1 =0

=0,
=Z .
=& )
2 =,
1_‘__ 0

z—2 70,

Ak )
(22 4-1)* -4 oy ¥ {:c—:i <0,

x == 0}

x=2 r—2
A+cos?a) =¥ = y{x-{—s =

cos x = 0;

x;: {cosz%ﬂ
(I4cos2a) ¥ =1y 2 .
T3 =0

x=7 senw = —1,
(2fsenz) ¥V iy { x—17

z-+10

=0

0;
3 x¥~1 —1 =0,
() <tv{izso
x+4
1 =1 x50,
(1~Hx[) = x+d <0;
4
( 4 );—ia {ﬂcnzqeo
T <1 y4q x+4
1-f-sen® z =3 =0;
z>1,

gad=dx=18 =1 ¥ {

gr-ax-a5 = 1 y {0<x<1

O=x=1,

z>1,

2 —hx—45 ==
$>09
2log, z >0,
<9,

2 logy (—z) = 0;

xx‘-'l.‘ﬁ-i5-s_; l {
logsa® >0 ¥ {
log, 220 ¥y {
log_, S (24N {z4B)=>0y {
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2t —da—45 << 0
bdo—45 < 0

2 em bz — 40 < (

0;

=0,
{z-+-7) (48 = 1;



z220,
140. log 1_u+nw_n<ﬂs (Z41) (2—T) = 1;
2+ =

P—f> 1
Vals logys o (0ot 8) >0y {z=+6z>—|~é>1-

0<a®—4<,
0<<a2?406z+8<1;
z2—8>0,
143. log; (x+T)+logy (x—8) >0 y {n:—}-? >0,
log, (z-+7) (z—8) = 0;

142. log,._, (2*4+624+8) >0 ¥

x>0,
144, log, (z+1)2 =1y {x# 1
logz (z+1) > 1;
1<z,
ng_x(z-}-ljb-‘l

e, logaettp>ay ff=-5%

0<Za? <1,
(z-+1)2 << 2%
22 >1,
(z-+1)2 > z%
x 0
149. mgV"J lz-1} = I.ng.“,,-,T (z+1)2 v ix—:‘ii)l q: (";‘f' 1)
Resuélvase las siguientes desigualdades (150 ...298):

150, 222z 4-cos < 0. 151, x'+2:c+aen%<0.

152, tg—g——}—ﬁzn—-:ﬂ}-o. 153, cos—g-—-h—z? =0.
e YEETEER @1 _ (z+2) (z4-1)2

145, log (z+1)2 =1 y {1

147, log: (z+12>1y

148. log,: (z4-1)2>1 y {

(3—z% (z—B) (z—35) ~

(56, Y 10— 2% (z4-4) (24 3) S o &+ (#*—1)

(::J—-—-) (z—4)2 Bz

z% (z—2) N R yam
£—2 _ 2=a8 o xE—2743
5 e Weghptenes
160 e <1 1o, 2 —2HL g
Yozl U a2 TR a1 Yozt xd-1 )
z 2 3 1 1
ok o s ey 1Hs: .z~—8+.z 6 +:c+
2z—1 | 3z—1 z=—T7
165 o g =g
1 4 |, 4 1 1
e B W 6 M, ey e

166. 4|22 < 22+10. 167, 3|z—1] < z+3.

168, 2iz+1) > 244, 169, 3lz+1] > z+5.

170, |2—2] < 222—9z49.  {71. 322 [2—3| = Jr—1.
172, 2244 2> |32+42|—Te. 173, 22— |5g—38| —z < 2.
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174, |2 —|382+7) =0 175, |13—2z| = |4x—9].
176. |z -+ ja—1] «J 1. 177, e 42| —8 < fa—1].
178, |22 4-22—3) > 3—2r—2%

179, |4--Ba—a?| = 2*—3x—4,

gfe Bpoch T e —Br 42 |
180. Jx :"2}'—' iy (O 181. ml} 8
T SRS | SO SRR SN

fz-j-11—2 7 lzg—1]—3

9 ‘ = 3 I

184, ml—_"-ﬁ <z !T“—AI. 180. m{ l.r—}—ZI.
186, jz-+2| -+ a1} |a—1] =10,
187, |0—zx| < o —2| 4+ |T—2x].

|af—dz| -3 | |28 —2z) |4
g, L2 g am. e <t

190, 23 796 > z42, 191 2+-1<4} 246,

192, Vide—ztmr—1. 193 Vi >a—1.

19, 242V 6—be—at. 193 z—2<<} 44 2a—z%

196, } Fe di—10>a—2 197 } hz - 16216 < 22410,
198, V32 _Gztd<a+3 199 V2P fhdrfLl>at b
200. ¥ 0+ Ozt1 <2~-z. 200, } a2ty 2z—38> .

202, ¥V F—r—2>z--1. 203 } Zzto<i—Vz+2.

204, 1’2'x~—1"‘z‘+1>—1—. 25 Vili<V el —V%=—12.

; —  2(z41
206, }V 3—2> V¥ h—z—y —1—2z. 207 "rg""*"i“‘"i(%'
oo IV 182 R k.
208, T '''''' < 1. 209. E i 'y";;"l?‘]_ = 9
: el S 8 ; ST e
214, 1/}-'-3----', T %5 & VatvieeVa—vVi>
- 3 z
TV EvE

20 oy 256 : 148 i
212, (suni) T s (15;2 -1) " 213, (cos —Z;)H ? <V3.

B 4]
3V <)

214, BETON 125,58, 215,
i /AN

94 e
216, 3V 81 ) () 2T, 4-37—0.2% > 5.652,

x-2 L IEEL
218, (0.4) T2l (0,82 219, 5 VTa-1 > 125 /5.
290, 9% —2.3° 3. 221, 4¥—25t1 3 3,

{ \2x+3
202, gx gL gEn. 208, 2%1—21-(-—2—) 250,
1 {

224 35 ( 4 )2'3’“<s;+3¢-3x. 225,

=

FLg Z T °
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226, 2x_ii__,,’ '::-2“:_1 go7, p2x=10-3Y -‘-2_1._51-;.<_I5:+3V‘£‘-_2~

228, 3.21~%-2V' X jaxjay 9x-VE,
229, 4% << 3.2 Vate | 414 V5
230, 18.3%F2VEH1 - 385 2VTTT _7 gax

11.30-1—30 243 4 4
231, 4'93:_11'3::__1_5 - 232. W{&
4—7.5% 2 . 15— 2.43%+1

i i v e S o £

- - i Bl a7
235, 2VF_21-VE . osp 9V g Ty

A sy Ty S
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CAPITULO

IX

LIMITE DE UNA SUCESION
Y LIMITE DE UNA FUNCION

§ 1. Sucesiones numéricas

Si a todo nimero natural n se le ha puesto en correspondencia un
mimero z,, se dice que esta dada la sucesién numérica z,, z,, . . .,
z,, 0, en forma més breve, la sucesién {x,}. Para prefijar una suce-
gién numérica se debe elegir una ley (regla}, de acuerdo con la cual
a todo nfimero natural se le pone en correspondencia cierto ni-
mero, es decir, cada sucesion numérica puede considerarse como una
funcién ecuyo campo de definicion es el conjunto de todos los nlimeros
naturales.

Si la funcién y = f (z) es tal, que el conjunto de todos los niime-
ros naturales estd contenido dentro del campo de su existencia,
entonces por medio de Ia funcidén y = f () con su campo de definicién
(el conjunto de todos los niimeros naturales) se puede prefijar la suce-
sién numérica f (1), f (2), . . .. f (), . . ., 0 bien {f (n)}. Por ejem-
plo, el conjunto de todos los ntiimeros naturales estd contenido dentro
del campo de existeneia de cada una de las signientes funciones:

1. y=m; 2, y=2% 3, y=—2-3(a—1);

4.y-_—Lg(--}r:— i;i); A, y=cos(2nz); 6. y=i'~£i;

1+sen (%-[—nx]

x

7. Y= 1 8. y=%; 9. y=21

10. = %

En el campo de definicion, es decir, en el conjunto de todos los
niimeros naturales, estas funciones prefijan las siguientes sucesiones
numéricas, Tespectivamente:

1o L 2, B s

15 -%. (%)l_ﬂ.

D, —5, sy = LB =My 45
1! _1! ey (_i)n-j? seag
T T s 1 sty

50-0388 465



T ” l “"l"._'l]“]
wE T " ;

AR .

Ll ]

- i_J‘
s D o B
V0., A5 df sergi®s o am

La sncesion numérica ay, @y, .« « +, @, . . . *e prefija con mayor co-
modidad mediante la [Grmula para su término general. Escribamos,
por ¢jemplo, las [ormulas para los términos generales de las sucesio-
nes 1..10

1. a, —n; 2 4 :(_1_)""['
. e o Gy 3 ’
5. = - (n ), Zl ; I oy
R ﬂn'_‘ﬁ, *e ”rl=(;1) o
(=1 e .
'F_ {I." - --—-——-——1 | {" [I 2 6‘ “"n = n »
9, g, =21 8 a,= -;1—;
10. a,=n?,

A veces la socesion se da wedianle una correlacion recurrente,
es decir, mediante una Iérmula que expresa @, a través de ciertos tér-
minos de la sucesion que preceden a a,. por ejemplo:

11. La sucesion de numéros de Fibonacei 1.1, 2,3, ..., a,. 50
prefija mediante la formula a, = «,_, + «,_, para n > 2, v la con-
dicion a; =y, = 1.

Las sucesiones pueden prefijarse también mediante olros métodos,
por ejemplo:

12. Unpa sucesion de aproximaciones decimales del nimers =
por defecto: 3; 3,1; 3,14; 3,441; ... .

13, Una sucesién {a,}, donde a,-= H'Ll (la] es la parle
R

entera del witnero a, es deeir, el nimero entero méximo que no so-
brepasa de a).

Por evanto loda sucesién numérica puede considerarse como
funcién  de un argumento natural, a las sucesiones numéricas se
extienden los conceplos de monolonia y acotacién de las funciones.

La sucesiin numérica {a,} se denomina creciente, si para cuales-
quiera nuneros naturales n, v n, de la condicion n; << n, se deduce
que «,, < a,,. Son erecientes, por ejemplo, las sucesiones 1, 9, 10, 12.

La sucesion numérica {a,} se denomina no decreciente, si para
cualesquiera nimeres naturales n, y n, de la condicién n, << n,
se deduee que a,, < a, .. Son no decrecientes, por ejemplo, las suce-
siones H y 1.

La sucesion numérica {a,} se denowmina decreciente, si para cva-
lesquiera niameros naturales n, v n, de la condicion r, << n, se dedu-
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ce que &y, > @,,. Son decrecienles, por cjemplo, las sucesiones 2,
3, 6, 8

La sucesién numérica {a,} sc denomina re creciente, si para
cualesquiera numeros naturales r, y n, de la condicion n; < n, se
deduce que a,,>> a,,. Por ejemplo, la sucesidn 13 es no creciente,

puesto que a, =1, a, =1, a3=1, g, = %, etc.

La sucesion numérica se denomina mondiona, si es decreciente o
creciente, o bien, si no decrece o no crece. Todas las sucesiones adu-
cidas anteriormente gon mondtonas, a excepcion de las sucesiones 4
v 7.

La sucesion {a,} se denomina acolada superiormente, si existe un
ntmero B tal que para cualquier nimero natural » se verifica la de-
sigualdad a, << B. Por ejemplo, las sucesiones 2,3,4.5,6,7,8,12 y
13 son acotadas superiormente.

La sucesién {a,} se denomina acotada inferiormente, si existe
un nimero A tal, que para cuvalquier nimero natural n se verifica
la desigualdad a, > 4. Son acotadas inferiormente, por ejemplo, las
sucesiones 2, 4, 5,6,7,8,9, 10 11,12 y 13.

La sucesion {a,} se denomina acofada, si estd acotada infe-
rlor y superiormente. Son acotadas, por ejemplo, las sucesiones

2.4,9.8. 7, 8.

Entre toda clase de sucesiones numéricas a continuacién se exa-
minardn detalladamnente s6lo las sucesiones que se llaman progresio-
nes aritmética y geoméirica.

Se denomina progresidn aritmética una sucesion de nimeros en la
que cada término. a partir del segundo, es igual al precedente suma-
do con un mismo nimero que es constante para la sucesién dada, es
decir, una sucesién numérica {a,} tal, que para cualquier n natural
se verifica @, 4, = @, + d, donde d es un nimero constante para la
sucesion dada, Namado razén de la progresion.

Por ejemplo, las sucesiones

1,2,3.4..., (1)
L (R (. S

son progresiones arilméticas. La razon de la progresion aritmética
(1) esd =1, y la de la progresion (2) es d = —2. En cnalquier
progresién aritmética el término que ocupa el n-ésimo lugar puede
expresarse siempre a través del primer término y la razon de la pro-
gresion dada:

a, = ¢ + (n — 1) d. (3)
fsta es la férmula para el término general de una progresion aritmé.
lica.

La demostracion de esta f6rmula se realiza por el método de
induceién matemdtica.

Para n = 1 la férmula (3) se escribird en la forma a; = a; +
+ 0-d, es decir, resultard ser valida. Supongamos que la formula
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(3) es vilida para n == k, es decir, supongamos que el k-ésimo tér-
wino de la progresién aritmética se calcula por la férmula

ay = iy + (k= 1) d. 4)

Demostremos que la formula (3) es valida para n =k + 1, o sea,
demostremos ia validez de la férmula

ak.!.’ =al+“k+1)—“ild. (5)

En efecto, por definicién de progresién aritmética tenemos az4, =
= ay, + d. Por consigniente, haciendo uso de la férmula (4), se
puede escribic que ay4y =@, + (k—=1d+d=a, +[(k+ 1) —
— 1] d, es decir, obtener la validez de la formula (5). De este modo
queda demostrada la validez de la férmula (3) para todo nimero natu-
ral n.

Valiéndose de la [érmula (3} y de las propiedades de las operacio-
nes con nameros. resulta facil comprobar la validez de la siguiente
afirmacién: para cualquier progresion aritmética {a,}, siendo m +
4+ n =k -1 se verifica la igualdad

B + &n = Gy T 4. (6)

En cfecto,

G o =a,+dm—1) +a+d@n—1=
=2, +dm+n—2)=2a +dk+l—-2)=
o~k —1Nd+a+{{—1)d=a +a.
El nimero. igual a la suma de los primeros » términos de una
progresion aritmética, se designa con §,, es decir,
Sp=a; =0y 4 vty + 805
los términos a, y a, reciben el nombre de términos extremos para la
suma S,. Haciendo uso de la propiedad (6) y de las propiedades que
poseen las operaciones sobre nimeros, obtenemos la siguiente férmu-
la para S,
. __imtag)n -
15“ v 9 . (j)
Efectivamente,
28, =8, =~ Sy =(a, +a+...+a)+ (@ +a+...
coo a4 = (@ + an) +(ag+an—1}+---
coe (@ + @) = (a3 + an) 1,
os decir, la suma de los primeros n (érminos de una progresidn aritméti-
ca es igual al producto de la semisuma de los términos extremos por el
niimere de términos que se swman.

La suma S, de una progresion aritmética {a,} se puede expresar
mediante el primer término y la razén de la progresion dada:

s = latdn—tin
a= 2
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Ejemplo. Héllese la suma de los nameros nalurales de dos cifras
gne no se dividen ni por 2 ni por 3.

Es evidente que todos los nameros naturales de dos cifras forman
una progresion arilmética con el primer término ¢, - 10 y la razén
d =1, es decir, forman la siguiente sucesion de nitmeros: 10, 11,
12,13, . . ., 97, 98, 99. Haciendo uso de la formula (7), es facil ha-

: -+ 08).90 ,
llar la suma SV de todos estos nimeros: S = M Los ni-
meros de dos cifras, que se dividen por 2, forman la progresion arit-

e : 1 4
mética 10, 12, 14, .. ., 96, 98 cuya suma es S& = Lol e

Analogamente, los nimeros que se dividen por 3 [orman la

progresién aritmética 12, 15, 18, . . ., 96, 99 cuya suma es S =
(1249930
= =

Es facil ver que las altimas dos progresiones aritméticas tienen
los términos comunes 12, 18, 24, . . ., 96 que representan los nfime-

ros divisibles a la vez por 2 y por 3, es decir, divisibles por 6. La
suma & de todos los niimeros naturales de dos cilras que no se dividen
ni por 2 ni por 3 se halla del modo siguiente; § = §M — §&
— 8% + 86 donde S es la suma de todos Jos wimeros de dos
cifras divisibles tanto por 2 como por 3, es decir, divisibles por 6.
La suma §® debe sumarse porque al sustraer las sumas §® y §®,
la suma de los niimeros divisibles por 6 se resta dog veces. Haciendo
uso de (3}, hallemos el namero de términos de la progresion aritmé-
tica formada de tales nimeros (es evidente que la razén de esta pro-
gresion es igual a 6) : 96 = 12 -+ (n — 1) 6, de donde 2 = 15, Por

consiguiente, S = BH I o 15 1109.6 — 108.3 — 111 x

x 2 4 108) = 1620, es decir, S == 1620.

Se llama progresidn geométrica 1ma sueesion de nameros en la cual
lodo término, a partir del segundo, es igual al precedente multipli-
cado por un niimere distinto de cero y constante para la sncesion da-
da, es decir, una sucesién numérica {a,} tal que para cualquicr n
natural se verifica @,,, = a,g, londe ¢ es un niimero distinto de ce-
ro y constante para la sncesion dada, denominado razdn de la progre-
sidn.

Por ejemplo, las sucesiones

2.4,8,16,32,.. 5

£, —1. 1, —1, ...
_i_ 1 i 1
TR TR T 189 °

son progresiones geomélricas con las razones 2, {—1), (_%) ,
respeclivamente,
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El término general de una progresién geométrica se calcula por la
formula .
gy =" (8}

La demostracién de la validez de esta formula para cada namero
natural n se realiza por el método de induccion matemdtica. Cuando
n =1, la formula (8) se escribird en la forma a; = a;¢°, es decir, re-
sulta ser vilida. Supongamos que la f[6rmula %8} se verifica paran =
= k, es decir. supongamos que es valida la formula

ay = a,g*=L, (M

Demostremos que la férmula (8) se verifica para n =k + 1,
es decir, demostremos la validez de la formula

Bpyp1 = a]_q(k+j)‘1. (10}

En efecto, por definicién de progresién geoméirica tenemos ayi, =
= a,g. Por consiguiente, haciendo uso de la formula (9), podemos
escribit que

Gy — (@0g" ™) g = ag* D,
es decir, obtener la validez de la formula (10). De este wodo queda
demostrada la validez de la férmula (8) para cualquier namero natu-
ral n.

Hallemos, con ayuda de la [érmula para el término general, la
formula para la suma de los primeros r términos de una progresion
geométrica:

Sp=a, =ty + 83— ...+ & T 8a-

Si g = I, entonces S, = ra,.
Si g% 1. estudiemos la expresion
Sy~ Sug =y -y + ... Fogtt—ag—agt —. ..
e —ag"t —agt ey — " = a; (1 —g"). Por consiguien-
te, S, (1 — ¢ = @, (1 — ¢"). Como g 5 1, se tiene
g =g
Sp = o i
§ 2. Limite de una sucesion numérica

Sea dada la sncesion numériea {a,}.

FI niémero a se denomina limite de la sucesién numérica {a,}.
si para cualyuler mimero positivo & existe lal nifmero N, que para todo
n> N se rerifica la desigualdad

| &y — a | < &.
Por ejemplo. es obvio que el limite de la sucesién {a,}, donde a, =
== ¢, sera el nunero ¢,

El hecho de que el nitmero a es el limite de la sucesion {a,} se
escribe del modo siguiente: lim @, — @, o bien a, — @ para it — 0.

[T 4
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Ejemplos. 1. Demuéstrese que  lim a4, =0, si a, = ¢" v

N+ 4 oo
h<<|g|<c1.

Tomemos un ndmere arbitrario & > 0.

a) si e <1, hagamos ¥ = [logy, &] + 1. Esta ctaro quo & >
> logq) 8, ¥ para todo n> N tenemos |[¢" — 0| =|gq|" <
< lg|¥<|g'owiel® g

b) 8i e2=1, hagamos & = 1. Es {4cil ver que para todo » > 1
tenemos |g" — 0| =[g]" <1< e.

Asi pues, para cualquier ¢ > 0 existe un uiimero NV tal, que para
todo n > N se verifica la desigualdad |¢" — 0 | << &, es decir,
queda demostrado que lim @, = 0.

n- 4+ oo
nt1

2. Demuséstrese que lim g,=1, si g, = =

n—+400
Elijamos arbitrariamente un ptimero &>0. Hagamos N =

1 1 .
-::[? I—;—'l. Enlonces, .*V>? ¥ para coalguier n> N tenemos

a1l L1 1 1 < o v g
] ‘—«;;—<T<:—i——a, lo que se trataba de demostrar,

-3

g P - . i - s
3. Demuéstrese que lim a,=0, si @, =—. Tomemos arbitra-
N o0

; . - 1 2
riamente un nimere &> 0. Hagamos N =| —S—J—E- 1. Eutonces, para

cunlquier n >N fenemos

%H_OI;1 <L<%=s, lo que se

w N
g
trataba de demosirar.
Diremos que una sucesion {a,} tiene por limite (+ o) y escribire-
mos lim ¢, = + oo, o bien a, — co cuando n — oo, siempre que

n—+ 4 oo
para cualquier nlimero positivo 4, tan grande como se quiera, exis-
ta un nimero N tal, que para todo n > N se verifigne la desigual-
dad a, > 4.

Bjemplos. 1. Demuéstrese que lim g, = +oo, si a, = nd.

n-+-co

Para cualquier ndmero posilivo 4 hagamos V= (]}7 4 = 1)1 - 1).

Iintonces, para Lodo n >N lenemos

A=t > N (VAT AR (A=A 1> A,
es decir, lim a, = L co.
t—+tog
2. Demuéstrese que lim a2, = * o0, si g, = n,
- b om

Para cualquier nintero positivo 4 hagamos N == (I4 + 1] - {).
Entonces, para todo rn > N tenemos a, = n >N = [4 + 1] +
4+ 1>4 +1>4, es decir, lim a, = + oo,

fi— + 00
3. Demuéstrese que lim a4, = + oo, 8i @, = 2",

Ti-e b &
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Para cuatquier niimero posilivo 4 hagamos ¥ = {log, (4 4 1)1 ++
+ 2. Entonces para todo n > N tenenmos

onet o oN=1  qllog (A+DIL o, (AHD
Oy =20l O e O SRR

A =

es deeir, lim «, = i oo,
Tt~ F00

Diremos que una sucesion {a,} tiene por limite ( — oo) ¥ eserihi-

remos lim @, — ' oo, o bien @, ~» — oo cuando n — oo, si para
T

cualguier nimero negativo 22 tal, que | /4 | sea un nimero tan gran-
de como se quiera, existe tal namero N que para todo n > N se
verifica la desigualdad a, << 3.

Ejemplos. 1. Demuéstrese que lim a, = —o0, siag,=

. Ti=s s DG
= 3 —3{n-—-1).
Para cualquier B negativo hagamos Nz[%]-l-i. Euton-
ces para lodo n >N tenemos -

Gp=—2—3(n—1)< —2—3 (N —~1)= —2—7 [.W_;iij -

3 . |B_1| = [ " 1_8 Seme
== ———Z—c}(—g—- I)_.._ —2—3 (—3— — 1)m
=—2—(1—F—3)=8,
lo gue se trataba de dewmostrar,
2. Demuéstrese que lim @, = — oo, si @, = — 2%,
- | o

Para cualquier niimero negative B hagamos ¥ = llog, | B | +
-+ 1]. Entonces para cualquier n > N tenemos

& N [log, IBI+1] log,, 1Bl
gp= =2 2 = 2R < —2 7 =—|B|=8,
lo que se trataba de demostrar.
3. Demuédstrese que Hm a, = —oc. si a,=log n
] =
Para cualquier namero negativo B hagamos N = [2181 - 1]

Entonces para todo » > /N tenemos

= log v log N =log [2"-11<log, 27=—~|B| =8,
T o i T
Io que so trataba de demostrar.

Observemos que exislen sucesiones que no tienen limite. A litulo
de tal sucesion puede servir, por ejemplo. la sucesion {a,}, donde
| o ]

Teoremas sobre las sucesiones numéricas. Sc analizarin aqui
solamenie las sucesiones que Lienen limite finito.

Teorema 1. Si una sucesién {a,} tienc limite A y el mimero p < A4,
entonces existe un niimero N lal, que para lodo n > N se verifica lu de-
sigualdad p << ay,.
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Demostracion. Por cuanto A es el limite de la sucesidon {a,}.
entonces para cualquier & > 0 existe un niimero N tal, que para todo
n > N se verifica la desigualdad

|a, — A | < e,
Eseribamos esta desigualdad en la forma
A—-e<a, <A+ e (h

Supongamos que ¢ — A — p > 0. Para € > ( exisle un ntimero &
tal gue para todo » > N se verifica la desigualdad doble (1). Susti-
tuvendo en el primer miembro de la desigualdad (I)e = A4 — p,
obtenemos que p << a,, lo que se trataba de demostrar.

Teorema 2. Si una sucesibn {a,} tiene el limite A y el nimero
g = A, entonces existe un nimero N tal, gque para cualguier n > N
se verifica la desigualded ¢ > a,,.

La demostracion del teorema 2 es andloga a la del teoremia 1 v
por esta razon se omife.

Observaciones. 1. Si  lim a, = 4, v 4 = (0, se enconlrard

Fr=r — 00
un numero &V tal, que &, << 0 para todo n > V.
2.Silima, = A v 4 < 0, se encontrara un mimero N tal, que
T} o0
a, << 0 para todo n > N.

Teorema 3. Si una sucesién {a,} tiene el limite A, existe un nime-
ro positivo M tal, gue | a, |<C M, es decir, la sucesién gue tiene limite
estd acotada.

Demostracién. LElijamos un ntmero M, de modo tal, que sea

éste superior a |4 |,es deeir, que se verifique la desigualdad
— W, << 4 << M,. Al introducir las designaciones p = — M,
g = M, tendremos que 4 > p y A <C ¢. Seglin el teorema 1, existe
un numero N, tal, que para (‘ualquier n > N, se verifica la desigual-
dad p << a,. Segun el teorema 2, existe un nimero JV, Lal, que para
cualqulcr n>> N, s¢ verifica la desigualdad ¢ > a,. Elijamos el
namero N = max (¥, N,}. En este case para enalquier n > N
es valida la degigualad deb]e p< @, < g,obien — M, < a, < M,
es deeir, |a, | << M,. La desigualdad | a, | << M, se verilica para
cualquier n > N, es decir, pata n=N +1, n = N + 2, n =
=N L3, n=N -4, ete. Quiere decir, la designaldad |a, | <
<< M, puede ser ilicita sélo para los primeros N términos de la su-
cesion.

Elijamos entre los ntmeros [ay |, Jag|. |ag|.-- . lan,y b
lux |, M, el nimero mayor y designémoslo con M. Se hace claro que
para cuaiquaer n serd vdlida la desigualdad | 2, {=<C M. lo que se tra-
taba de demostrar.

Teorema 4. Si una sucesién {a,} tiene limite, este limite es dnico,

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que siumul-
tAneamente ¢, — A v a, = I y sea A < B. Elijamos cualquier
nitmero € entre 4 y B, es decir, A < € << B. Por cuanto a, — 4
y A4 << C, entonces, de acuerdo con el teorema 2, existe un namero
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N, tal. que para todo n > N, se verifica la desigualdad a, < €. Por
cuanto a, — By € < B, entonces, de acuerdo con el teorema 1, exis-
le un mimero N, tal, que para todo n > N, se verifica la desigual-
dad a, > €. Elijamos el nimero N = méix (N,, N,). Entonces el
términe de b sucesidn ey satisface, a la vez, dos desigualdades
ay > yay << C, lo que es imposible. Por consiguiente, la suposi-
¢idn po os cierla y es licita la afirmacién del teorema 4.

Teovema 5. §i lim a, = A, entonces lim |a, | =]A|.
o Toe 00 fi-r 00
Demostracion. Sea 4 = 0. En este caso lacondicién lim a,—= 0
M- +4o0

signilica que para cualguier & > 0 existe un namero & tal que para
todo n > N se verifica la desigualdad |a, — 0 | <C &. Por cuanto
esta desigualdad puede veescribirse en la forma | |a, | — 0 [ < &,
resulta que lun | a, | = 0.

A= X
Sea 4 =4 0. En este caso la condicién lim ¢, = A significa que
n-~4oo
para cualquier & >> 0 existe wn nitmero V, tal, que para todo n > ¥,
se verifica Ia desigualdad |a, — 4 | <.
3i A > 0, entonces, conforme a la observacion 1 al toorema 2,
exisle un nimere N, tal, que para n > V¥, tendremos a, > 0. Al
elegir el niimero N == max (¥, N,), obtenemos que para tode
n > N se verifica la desigualdad | | e, | — | 4 | | << &, lo que sig-
nifica que lim |a, | = |4 |. En cambio, si 4 < 0, entonces, de

f A B
acuerdo con la observacion 2 al teorema 2, existe un nimero N,
tal, que a, <C (). Tomando el nimero N = méx (¥, N,) vy teniendo

presente que a, = — |a, |y |4 |= — |4 |, llegamos a que
para todo n > N se verifica la desigualdad | — (la, | — 14 1) | <
<C &, la enal pucde cseribirse en la forma ||, | — A4 || <e,
lo que significa que lim |a, | =4 |.

Hor o

Las operaciones arilméticas sobre las sucesiones {a,} y {#,}. co-
mo lambién la comparacion de las sucesiones ia,,} v {b,} se realizan
igual que sobre las funciones, es decir, con valores iguales del argu-
mento, o, en otras palabras, términe a término.

Teorema 6. Si las sucesiones {a,} son y {b,} iales, que @, = b,
pare cualquier n, y a, ~~ A, b, — B, enfonces A = B, es decir, si
a4y = b, pura cualyuier n, enfonces lim a, = lim b,.

I n- oo

Demeostracion. La condicién a, = &, para cualquier » significa
gue =e tiene en realidad solamente una sucesion y, de acuerdo con el
leorema 4, ésla no puede tener dos limites; quiere decir, 4 = B
v el teorema queda demostrado.

Teorema 7. Si las sucesiones {a,} y {b,} son tales, que a, = b,
para enalguier n, y a, — A, b, — I, entonces A == B, es decir, si
a, = b, para cualguier n, entonces im a, > lim b,.

Tioroa =400

Demostracion. Supongamos le contrario. Sea 4 <7 B. Elijamos

unt namero € 1al, quesea 4 << € <7 B. Por cuantoa, - A y A << C,

474



g

entonces, conforme al teorema 2, existe un nimero ¥, tal, gue para
cualquier n > N, se verifica la desigualdad a, << €. Por cuanto
b, — B y B > (C, entonces, de acuerdo con el teorema 1, existe un
nitmero N, tal, quo para cualquier n >> N, se verifica la desigualdad
b, > C. Elijamos el nimero N = méx (¥,. N,). En este caso para
cualquier n > N se verificaran simultincamente las desigualdades
ay < Cy € < b,. De éstas de deduce que a, << by, lo que contra-
dice las condiciones del teorema. Quiere decir que nuestra suposicién
no es cierta y el teorema 7 es vilido,

Observacion. El teorema 7 no puede ser hecho més riguroso,
es decir, de la desigualdad estricta ¢, > b, para los términos de la
sucesion, no se desprende obligatoriamente una desigualdad estricta

. . ; {
para Jos limites, por ejemplo, si a, = 5, b, = — 5, entonces
a, > b, para cualquier n, pero lim ¢, = lim b, = 0.

fi-e 400 7+t

Teorema 8. Si las sucesiones {a,}, {ba} ¥ {c.} son tales, que
G, < b, <K ¢ pare todo n Yy que @, — @, ¢, — a, enfonces b, — 4.

Demostracion. Tomemos arbitrariamente & > 0. Por cuanto
a, — «, existe un namero N, tal, que para todo n > N, se verifica
la desigualdad ¢ — & < @, << @ -~ &. Por cuanto c, — @, existe un
niimero N, tal. que para todo n > N, se verifica la desigualdad
¢ — &<, <<a--ge Elijamos el nimero N = méx (N, N).
Eutonces para cualquier n > N se verificardn simuoltinearnente las
desigualdades ¢ — e < @, < a + €, a— ¢t <c, < a - & Agre-
guemos a estas desigualdades la desigualdad a, < b, <J ¢, que se ve-
rifica para cualquier n. 1o acuerdo con la propiedad de transitividad
de las desigualdades, para cualquier n > N serd vatida la desigualdad
4 — &< b, < a-- & la cual puede escribirse en la forma | b, —
— a | << . Asi pues, para & >> 0, arbitrariamente elegido, existe un
aimero V tal. que para todo n > N se verifica la desigualdad
| b, — a | < e, lo que significa gue lim b, = a. Vil teorema estd

L=+ 00

demostrado.

Observacién. Si e < b, <0 ¢, para cualguier n y si o, — a,
entonces b, — a.

Teorema 9. Si las sucesiones {a,} y {b,) son tales, que lim a, = A,

(LR
v lim b, = B. entonces lu sucesién {a, — b, }eslal, que lim (a, -+ b,) =
g

fl=++o0 LU
= A 2 B, es decir. si a, — A, b, > B, entonces {a, - b,) -~
— (4 + B)
Demostracion, Por cuanto lim a, =4 ¥ lim b, = f

0 Ii-e pao
entonces para cualquier &, >0 exisu—; un mimere NV, tai. que para
todo n > N, se verifica la desigualdad A — g, << a, << A + &,
v existe un nmimero N, tal, que para cualquier n > ¥, se verifica la
desigualdad B — g, << b, << B - ¢,. Elijamos el namero N =
= max (¥, N,). Entonces, para &, > 0, elegido arbitrariamente,

existe un nimero N tal, que para todo n>> N se verifican simultdnea-
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mente las desigualdades A — g; <a, <A+ g,y B —g,<b, <B +
+ &, Jin virtud de las propiedades de las desigualdades, sera licita
la desigualdad
(.‘1 T B} = 281'}‘ < fd,, 'E' bn) < (A + B) + 281'

Elijainos arbitracriamente ¢ > 0 y denotemos &, = &/2. Enton-
ces, segiin se deduce de lo anterior, existe un nimero .V tal, que para
todo n > & se verifica la desigualdad (4 + B) — e < (a, + b,) <
< (A -+ H) | e es decir, por definicion de limite, tenemos Iim

= +00
(@, -+ by} = {4 + B).
El teorema esté demostrado.
Teorema 10. Si ap = A, b, — B. enlonces (¢, — b,) - (4 — B).
La demostracion de cste teorema es igual a la del teorema 9 y
por esta rozdn aqui se omite.
Teorema 11. Si a, > A, b, — B, entonces (apb,) - AB.

Demostracion. Por cuanto lim @, = 4, entonces para cual-
N—r—r oo

quier nimero prefijado &, > 0 existe un niimero N, tal, que para todo
n > N, se verilica 1a dosigualdad

[ay — A | <& ( (2)
Por cuando lim b, = B, para cualquier nimero prefijado &, > 0
n-—=-+4co
existe un ndmero IV, tal, que para todo >N, sc verifica la desigual-
dad
Ibn_B|<3z‘ (3]

Veamos una desigualdad

|ayb, — AR | = | apby — aB 4- ay,B — AB |

-<._f%”ffn-—-3|+|31|%—44|- (,')

Ella es vélida para todo n. Por cuanto existe, de acuerdo con el teo-
rewa, 3, un ninero positivo M tal, que | a, | < M para cualquier
n, entonces, al denotard = | B | 4 1 (d > 0), a partir de la desigual-
dad (4) obtenemos la desigualdad

| tyby — AR <M [by—~B|+dja, —A4], (5)
gue es valida para covalquier n. Tomemos ahora al azar ¢ >0 v
designemos &, - 3—3 Y & = :'ﬁ_if En este caso para el g, elegido existe

un namero N, Lal, que para todo n > ¥, se verifica la desigualdad (2),

y para el &, elegido existe un nliimero IV, tal, que se verifica la desi-

gualdad (3), cualquiera que sea n > N,. Elijamos el nimero N =

= méax (¥, ¥,). Entonces para todo a > N se verifican simultinea-

mente las desigualdades (2), (3) y (5). Sustituyendo en (5) las estima-

ciones (2) v (3). llegamos a que para todo » > N se verifica la desi-
gnaldad

| anby, — AB | < e. (6)

Asi pues, para ¢ > 0, arbitrariamente elegido, se ha determinado

un namero N tal, que para todo = > N es vilida la desigualdad (6),
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es decir, por definicién de limite, lim (a,b,) -~ AF = lima,
n—=+oa -+ co
% lim &,. El teorema estd demostrado.
n-+o0
Teorema 12. Si una sucesién {a,} tiene por limite A 5= 0, existe
un nimero N tal, que para tode n > N se verifica la desigualdad

A
2 Lﬁ-]—
Demostracién. Elijamos e = I—‘;-—I- Por cuanto la sucesion {a,}

tiene limite, entonces, por definicion de limite, para dicho & > 0
existe un nitmero &V tal, que para todo n > N se verilica la desigual-

dad |a, — 4 I<—|-.:;-l.
Por cuanto |a, — A 1= 4| — |a, |, resulta que para todo
n> N es vilida la designaldad |4 | — |a, | < I—;—I, de donde

L‘;—' < |a, | . El teorema estd demostrado.
Teorema 13. Si a, = 4, b, > B, donde b, 5= 0 para todo n, y

a A
B 0, entonces 5—’1 - 5
n Id 3 .
Demostracién, Por cuante lim @, = A4, oxiste para cualquier

neetoo

€, > 0 nlimero N, tal, que para tedo n > N, se verifica la desigual-
dad

[@n — 4 | < o0 (7}
Por cuante lim b, = £, existe para cualquier &, >0 un nimero
7+ 420
N, tal, que para todo n > A, se verifica la desigualdad
lbn_B|<32' {6]

Segun el teorema 3, existe un namero positivo W tal, que para todo n
tenenos a _
fa, | < M. (4
Segnn el teorema 12, existe ur niimero N tal, que para tolo # > ¥,
se verifica la desigualdad
|5

[ba] > =5, (10)
Para cualquier » se verifica la desigualdad
.El_...i _ 1aaB—baN| __ |8,B—apbntanby—46,| <
by BT [6nB| - [bnl 15] B
- lan (B—b5) |+ 1bn (an—A)| ian | |5y — 2l lay, —4| .
=
= Tonl 1] <otz T om b
Ahora, tomemos al azar £¢>0 y denotemos e,=-" izﬁ‘l ¥ &=
2
= lfﬂ!f . Entonces para el g elegido existe un ndmero N, tal,

que para todo n > N, se verilica la designaldad (7}, y para el &,
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elegido exigle un nimero N, tal, que para todo n > N, se verilica
la desigualdad (8). Elijamos un ndwmero & = max (N, N, V).
Entonees para lode n > N se verilican simuléneamente las desi-
gualdades (T), (8), (@). (10) ¥ (11). Sustituyenda las estimaciones (7},
(8). (1) v (10) en el segundo miembro de la desigualdad {11}, ohtene-
mos que para todo r > N se verifica la desigualdad

ay 4

b—ﬂ—ﬂm. (12)

Asi pues, para & >> 4, arbitrariamente elegido. existe un nimero ¥
tal. que para todo n > ¥ se verifica la desigualdad {12), y esto sig-
nifica que el teorema 13 es vilido.

Teorema 14. Si a, — A, y b es un nimero positivo fijo distinto
de la unidad. enlonces bon — b4,

Demostracién. Por cuanto @, — 4, entonces para cunalquier
£, > 0 existe un nimero & tal, que para lode n >> N se verifica la
designaldad

A —g <a, <A+ g (13}
Sea b = 1. Como la funcién y = % es ereciente. de la desigualdadl (13)
se dediee que DA -8 < hen < hA+Es ey decir. para cualquier £ > 0
exisle un nfumero A al, que para todo » = N se verifica la desigual-
dad 48 << bon << pA+es, Tomemos un nimero positivo arbitrario
1
e v designemos &, = log, (’1 -+ F) En esle caso para el e, clegido
existe un nimero N tal, que para todo n > N se verifica la designal-
dad
bA—Bl <bﬂn < bA-I-s[
ista claro que
b/\-"-!. _ 5 bA. bZA bQA g2 A

e — = > —
: A :
b (1 +_~;‘ ) e T (074w

—_g;

B = = bt (1 4 ) = b e,

Hemos mostrado, pues. que para cualquier & positive exisle un
namero N Lal gue para todo » > N se verifica la designaldad 74 —
— g << o < b4 = &, es decir, lim b = B4,

Ti=r -} 00

Para ¢l caso en que O << b << | la demostracion del teorema se
realiza de modo andlogo.

Teorema 1b. Una sucesidn creciente y acotada superiormente {u,
Liene limite.

Teorema 16. Una sucesion decreciente y acolada inferiormente
la,} tiene limile.

Omitiremos aqui la demostracion de cslos leoremas.

Ejemplos de la aplicacién de los teoremas sobre los limiles de
las sueesiones numéricas.



Hallese el limite de una sucesion {a,}, si an= it

Jin4-3) (-4
Escribamos la formula para el término general en la forma

9 )
(t+5) (1+<)

sobre los limites de un cociente, pmduc!'o v de una suma, oblenemos

lim ¢,= lim (H )(1-—_)
L ] -0 (1,._) (1_!_ )

m [(5) (145

Uy, = Aplicando sucesivamenic los leoremas

lim (H’T) lim {H'%)

= n __ et " e -
dim [(142) (142)] i (145) dim (142)

1 2
" — 5 ik ot
(H!']-i'r{lma_i-n-lrlinm n ) (n}j'fmi ﬂ-—l:—nna ) (1‘} & {1‘-| “) =1
T s _
( Iim 14+ lim *]( lim 14+ lim _) T AU
I e fA=don  nedoo T

2 ]
2. Hallese el limite de la sucesion d,, si d,,:%%
(ag %8 v ayn? - byn+-c, 5= 0, cualguiera que sea n).
Al dividir por 2?2 el numerador v denominador en la expresion
para 4, y al aplicar los mismos teoremas gue se han wsado en el ejem-
plo antecedente, oblenemos

1 1
a4+ b i-‘-c L Hm {a+5 —+6 —
5 4 i o | n ! 1 ne fios 00 " n
l].m dn-‘- lim 1 — 1 i —
=400 n-+4oo e ) z. : P S,
234 by n Loy — B n-]-]-l;nm (a-z'{'bg n-f—rg P )
¢
lim o,+ Iim 24 lm <%
- A-den 1+ﬂ--+m & 1 i---oo n? i ﬂ‘—| 040 "11
- — 5 — 5=
lim a,+ lim =4 lim -f%* b
N+ o0 F e ] Y= foo &

3. Aclérese si tiene limite la sucesion {a,}, siendo e,=
1yvm
'-_—5(1 3 ?) .
Al estudiar el binomio de Newlon hemos moslrado li valider

: 1yn 1 nt1 A —
de la designaldad (i 4- T) (1 -+ "n_-}-T) » o8 deeir, hemos

mostrado que la sucesion {e,} es tal. que a, << a, 4, cualquiera que
sea n. De Ja condicién a, <C a, 4, es facil obtener que «,, << a,,
para cualesquiera n, << n,, es decir, la sucesion {a,} es creciente.
Mostremos ahera que para todo r se verifica la desigealdad a, << 3,
es decir, que la sucesion {a,} estd acotada snperiormente.
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iin efectlo,

(14 =t 2520 (1)

n

; n{n—‘!) |_.-¢—2).{ i )3+ '“+n(n—1) e jn—={n—1}] -(--1—)“_-3«_

e 3 n nl n
=it RT : 11-2 b n:1 : tz g 1-%-3 +-..
L n—1 [a—{r—1)] . 1
T T n 1-2.3-...-.n
et~ e~ 2 e
Hi=2) (=2 o (=5 b d et

i 4 . 1 1 Ay o oA 1
TS S ot R v 5 <2+5+tgt+wE -t

1 1 1
ottt =3.

Segn el teorema 13, una sucesién creciente y acotada superior-
mente tiene limite. Este limite se denota acostumbradamente con
la letra e. Por consiguiente,

. 13r

lim (1 R —) =e

= 4oa R

La definicién del nimero e permite ealeularlo con cualquier grado
de exactitud. 12n el curso de andlisis matemélico se muestra que el
nimero e es irracional.

4. Aclirese si tiene limite la sucesion {a,} que viene dada me-
dia_nLe la relacién recurrente a; = V2ya,= V 2+ @y, cual-
quiera que sea 1 2= 2. :

Aclaremos ante todo si estd acotada o no la sucesién citada. Mos-
tremos que @, < 2. La demostracién se realizard por el método de
induceidn matemdtiea.

a) Cuando n = 1, la desigualdad a, <C 2 se verifica, puesto (ue
a; = V2.

b) Supongamos que la desigualdad se verifica para n = k. es
deeir, ay << 2.

¢) Mostremos que de este hecho proviene la validez de la desi-
gualdad para n=Fk-}-1. Efectivamenlte, ahﬂ——~V2 - ay, <ViItd=
=2. Por consiguiente, la desigualdad a,<C2 se verifica para
cualquier n.

Mostremos que la sucosidn {a,} es creciente. Para ello serd sufi-
cionte MOStrar que &, < @n+, ©s deeir, demostrar la desigualdad
Ay <‘V2 i" e ) g

sta designaldad es ogquivalente a la desigualdad o <2 @y,
la eual puede eseribivse asi: (2,4 1)(a,—2)<<0. Por cuanto
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0 <<a, <<2, la dltima desigualdad es obvia y, por tlanto, se veri-
fica la desipualdad @, <Ca,+, que es eguivalente a ella. Asi pues,
Ja sucesién {a,} es creciente y acotada superiormeute; quicre decir
tiene un limite que se denofard con c. Mostremos que c=2. En
efecto, haciendo uso de la relacién recurrente a, =V 2L a,_,, tene-
mos lim a,= lim V2+a,..
Ti= 0o =+ 400

Apliquemos el teorema (cuya demostracién no se da aqui): si

una sucesion {b,} es tal, que b,=0, y tiene limite, entonces

lim V'b,=V lim b,. Resulta que lim a,= lim V2+a,, =

fi-tc0 =+ f-00 i oo i +oo
=} lim 2+ lim g, Por cuanto lim e¢,= lim a,_;, resulta
oo b ] n-+-+co n-+400

que es preciso buscar ¢ partiendo de la condicién e=V24¢
Elevando esta igualdad al cuadrado, obtenemos que ¢ = 2.

3. Supongamos que ¢ > 1 vy @ es un niimero posilivo irracional.
Recordemos la definicion de a®. Por cuanto cualgquier nimero irra-
cional es una fraccibn decimal 'infinita, entonces, al romper dicha
fraccion en cierto paso, obtenemos el valor aproximado del niimero
citado por defecto, y al afiadir a la dltima cifra lJa unidad, ohtene-
mos el valor aproximado del mismo niimero por exceso. Quicre decir,
para aproximar el nimero o, que es igual a p, ¢,9.05 . - . @0y »

. ., obtenemos dos sucesiones

g g2 1 _n
P P+l P :“m' oo PR e

1 21 1
p+i! p—f“qlij ?p—t_ —f_qi;i] R ;P+ ‘IU+ __+_q'll+ e

Designemos con b, el término general de la primera sucesién y con ¢,
el término general de la segunda sucesion. En este caso se hace claro
que la sucesion {b,} es crecienle y acotada superiormenle {aunque
sea por el nimero (p + 1}). y la sucesion ¢, es deereciente y acotada
inferiormente (anndgue sea por el niimero p). Veamos la sucesién abn.
Por cuante @ = 1, entonges, de la condicidn b, << b,4, se desprende
que ¢®n < a®n4t, Como la sucesién {b,} es crecienle, la dltima de-
sigunaldad significa que la sucesidn {abn} es crecients. Ademis,
abn < gPtt, es decir, la sucesidn a’n estd aeolada superiormente.
De acuerdo con el teorema 15, 1a sueesién 4b» tiene un limite que se
denotard con 4, De modo analogo se mueslra que la sucesion aon
tiene un limite que se denotari con B, Demostremos que A = 8.
Analicemos la sucesién {e*n — abr}y mostremos que lim {g°» —
T+ o00
— a?n) = (. En efecto, al aplicar los teoremas sohre los limites,
tenemos

lim (a®r —abn) = lim [abn (gor-bn e |} =

v ey

e - T+ 400
. . ; lim (cn=bn)
lim g%. Jim (a®n-0n—1)= lim gbn (gn=+ —~ lim 1) =
n—-+o0 00 it oo nrfoa
; =A4(a"—1)}=0
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! ol
puesto que dim (e, —/,)= lim - = 0. Ahora, de la condicién
Ji= =00 =02
de que lim (a‘m—gbn)=0 obtenemos lim a"— Jim aetn=0, es
P fi=r 400 7> oo T=r 400
deeir, A= 8.
Asi pues, nmbag sucesiones ticnen un mi mo limite, el cual Licne
por expresion el namero a%.
Cuandoa > 1y a <0, 0 bien 0 << # << 1 y & 8 uny nimero cual-
quiera irracional, los razonamienlos son iguales.
6. Sea dada una sneesion {e,}. Podemos construir olra sucesion

{8}, regitndonos por la regla
Sy ey Sy =g Tag .. Sy =a ey ...
M i) ol

Se puede escribiv formalmente la suma infinila
a Pyt ag e Fay -t

que se denomina serie. La sucesion {S,} lleva ol nombre de sucesion
de sumas parciales de la serie eitada. Wn ciertos casos la sucesion {S,}
puede tener un limite finito §. Entonces se dice que la serie converge
v el ntwero S recibe ¢l nombre de suma de la serie. Demos a conocer
algunos ejensplos.

6.1. Sea dada una progresion geomélrica {a,} con el primer 1ér-
mino a, y con la razén ¢ lal, que 0 << | ¢ | << 1. Examinemos la serie
a + ag - agt .+ a4 ...y Tormemos la sucesion
{51 de las sumas parciales de dicha serie. La férmula para caleular S,
con eualgquier n es

_ 1—Q‘"
Sp= aiﬁ;"

Aplicando los teoremas sobre los limifes y tomando en considera-
- A o - a (43
cion que 0<<|g} <Z1, tenemos: lim §,= lim I-i—-l--—i—l— " | =
T et b 24 —q -
a a " -
:T‘——TL— lim ¢", Por cuanto lim ¢" =0 para 0<C|q] <1,
=4 4 EIEEE -t Ti= 00
- a . PR )
resulta que Jim 8, ===, es decir, por definicién, la suma de la
TMos s 19
. - - - a . .
serie eserita se presentard por el niimero ——— . Por consiguienle,
la suma de unas progresién geométrica para O<Z gl <1 es igual
al primer término dividide por la dilerencia entre la unidad y la
hat'|
1—gq *
6.2, Reewrriendo a la definicion e suma de una serie, se pue-
de ofrecer otra definicion del ndmero irracional e.
Supongamos qne un nimero irracional posilive « es igual a p,

razén de la progresion, es decir, S=
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Gilfa -+ s Gu -+ - El}toﬂcﬁs
g q g o 9 q
pop+B. P o P T T

os una sucesién de aproximaciones decimales del nimero o por de-
fecto, v

, ot 9 , g+1
p+1| PT 10 1 P+ 0 7 100 y sy
q q gn+1

SR AR LU

es una sucesion de aproximaciones decimales del namero o por ex-
ceso. Estas sucesiones tienen un mismo limite que se denomina nu-
nmero . Por eso, el nimero e puede ser definido como la suma de la
serie

ey By e G 9n
r:a:._p|-10 ; 100+“‘+_10“+""
Observemos gue si o es una fraceién periddica infinita

a=p, @Gz - -« @u{PrPg . -+ Pm),
entonces o lambién puede definirse como suma de la serie

. g g q
“=PT2—B+T&U—+---+T0{,T+

i + g - Tt e e
5.3, Demostremos la regla por medio de la cual una fraceién de-
cimal periédica se transforma cn una fraccién ordinaria. Sea dade
una fraccion decimal periédica positiva, cuya parte entera es igual,
para brevedad, a cero. En este caso dicha fraccién decimal es igual
a la ordinaria en la que e] numerador es un niimero igual a la dife-
rencia entre los nfimeros formados por las cifras que preceden al se-
gundo periodo y las que preceden al primer periodo; of denominador
¢s un nimero en cuya representacién la cifra 9 se tepile Lantas veces
cuntas cifras liene el periodo, ¥ Juego, tras los nueve, el cero se repite
tantas veces cuanias cifras se Lienen entre la coma y el priwer periodo.
Ejemplos.

314—3 31 12731 —127 __ 12604 __ 3151
0,3 (14) = —g5— =0 7 127 (31) =500 = 59000 = 2750 -

Demostracién. Supongamos que la fraccién o tiene por expre-

sion
a=0, ¢¢ . + - u{P1Py + - - Pm)
lseribamos esta fraccion en forma de la suma de la serie
. » G0 . | 18 498 4 P [
a=1r+qpt 100 + gt + v o« FogrEm
P P
+TGYT%+---+TG§;T+“-
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Realicemos las transformaciones evidentes de esta serie

a= g5 (101, +10%2g, -+ .., +g,) +
+ o (107 py +40"2p, 4 . p)
+ ;ﬁ%!—nr(w’““pi—l-iﬂ”” o R L e
+W%; (10" py +10"2 py + oo + )+ - - -

En ssta scrie los térniinos, a partic del segundo, forman una pro-
i g 7 , 1 . .
gresién geométrica cuya razén es . Aplicando la formula para
la suma de una progresién geomélrica con la razdn ¢ tal, gue 0 <<
<< lg | <1, obtenemos

a'=~1_:]T(10L1 g+ 1002 g, ... )+

i
Torem (1077 o 4-10M72 py - )
X2 : s
115w
__ 4 & i 10m-1 p, 4 {(m-2
.._To.i.(iok. 1 9+ 108-2 o S 9&) ol 1;;& (10'“2?:!}‘ +Pm=
=(10"'"1) (1081 g, 1082 go4- ... +qp) + (1071 P {02 po 4 ... L-pry)
10R (107 —1) -

_ Aomea-t gy fqOmrRm g, L, 4107 g 401 py 1072 a4 P
i 10k (1™ —1)

__A0Ar gy 108" gyt .. Gk __ D102 .- GEF1 P o Pm— Ty --- Gh

108 (10 —1) - 999,..9 GOL..,0

Sy e . e, et
m voeces k veces

y la regla de transformacién queda demostrada.

§ 3. Limite de una funcién

Sea dada una funcién ¥ = f (z). Un punto e (2 es un niimero [i-
nito) se llama punto de espesamiento del campo de existencia dc la
funcién y = f (z), siempre que en cualquior intervalo, tan pequetio
como se quiera, del eje Oz en el que esta contenido el punto « exista
por Jo menos un punto del campo de existencia de dicha funcién que
sea distinto de a. Observemos que el propio punto @ puede no perte-
necer al campo de definicién de la funcidén. .

Ejemplos. 1. Para s funcién y = 2¢ cualquier punto del eje Ox
es el punto de espesamiento de esta funcién, y todos los puntos de
espesamiento pertenecen al campo de existencia de la funcion.
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2. Parala funcién y = é“ cualquier punto del eje Ox es el punto de

espesamiento de esta funcién. El punto z = 0 ¢s también un punto
de espesamiento, mas este punto no pertenece al campo de existen-
cia de la funcion.

3. Sea dada la funcién y=1V log,senz; el campo de exislencia
de esta funcién es :c,,:%»{—an, donde % es un niimero entero

cualquiera. La funcién citada no ticne punios de espesamiento.

La definicién de punto de espesamiento se da, a menudo, en otros
términos, Para cualgquier § > 0 el intervalo ¢ —6<<a<<a+ §
del eje Oz se denomina enlorno § del punto a. .

Un punto a (e es un nimero finito) se denomina punto de espesa-
miento del campo de existencia de la funcién y = f (z), si en todo en-
torno § del punto a estd contenido por lo menos un valor do z, dis-
tinto de @, perteneciente al campo de existencia de la funcién.

Si el punto a es un punto de espesamiento del campo de existencia
de la funcién y = f (z), existe una infinidad de sucesiones }r,.};
zy, 7 a, pertenecientes al campo de existencia de la funcién y = 7 (z),
que tienen por limite el punto a. ;

Ejemplos. 1. Sea dada la funcién y = 2% y supongamos que
@ =1 es un punto de espesamiento del campo de existencia de la
(uncién dada. Las sucesiones de puntos {z,}, tales, por ejemplo,
como:

Tp=lta Za=ltm; Zp=1lt-g
s , o s {—1)*, ™ 1
3,;—1——3—, 3“—1+'——-n—-‘, z,—i-———n{n+1]. ete,

son sucesiones de puntos pectenecientes al campo de existencia de

dicha funcién, con la particularidad de que en cada caso lim z, = 1.
Tt 00

2. Sea dada la funcién y = -:f ¥ supongamos que el punto ¢ = 0

es un punto de espesamiento del campo de existencia de la funcién
dada. Las sucesiones de puntos {z,} tales, por ejemplo, como

. TR TR
TR WgE L pani
1 1 (=1

Tpmis—ray EaS ERgar) 1 Tn T ) ele,
son sucesiones de puntos pertenecientes al campo de existencia de
esta funcién, con la particularidad de que lim z, = 0

fi—+400
Mostremos que para cualquier funeién y = f () y para todo punto
de espesamiento @ del campo de existencia de dicha funcién se puede
construir al menos una sucesién de punto {z,} del campo de exis-
tencia tal, que se verifique z, %= ¢ y lim z, = a.

n=++oo
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Elijamos un nimero positivo 8, y tomemos el entorno del punto a
que corresponde al nimero §;. Escojamos dentro del entorno cual-
%uier punto z, % a del campo de existeneia de la funcién mencionada.

omemos ahora un nlmero positivo &, tal, que sea §, << §, y 8, <
<{lae —=z |. En el entorno del punlo e, correspondicnte al ni-
mero 8,, tomemos un punto cualquiera z, 5= a del campo de exis-
tencia de la funcién, ete. De resultas, obtendremos una sucesién
de punios:

Tpy Loy Tgy « » a3 Ty v 0w

La sucesion de puntos positivos {§,) se elige de modo tal, que
ella salisfaga, ademds de las condiciones ya citadas, una condicién
mésg: lim 8, = 0. Mostremos que lim &, = a. En efeclo para cual-

=+ 400 N+ 400 ;
quier ¢ > 0 se puede encontrar un nlimere ¥ tal. que 8 << ¢. Em-
pleandose el mélodo indicado de elegir 8, y z,, tenemos para cual-
quier 2 > ¥V que 6, << 8y, ¥ | x, — a | << 8,,. Asi pues, para ¢ > 0,
elegido al azar, podemos encontrar un V¥ tal, que para todo n > N
sa verifique [z, — | < €, lo que preeisamente significa que lim z,= a.
fN=-o0

De la construceién se ve que para cualquier funcién y = f (z)
¥ para todo punto de espesamiento a del campo de existencia de di-
cha funcidn se pueden construir una infinidad de puntos del campo
de existencia tales, que lim z, = a.

f—++oo
Cabe notar que a toda sucesidn de este tipo z,, 2, + . -, @y, .« - -
... le corresponde una sucesién f{(x)). f(z). ..., F(za). - ..

Supongamos que el punto @ es un punto de espesamiento del cam-
po de existencia de la funcién y = f (z}. Bl nmero 4 recibe el nombre
de limite de esta funcién, cuando x tiende a a, siempre que para cual-
quier sucesion de puntos del campo de existencia de la funcién {z,},
Z, 7= 4, que tiene por limite el nGmero a, la sucesion {f {z,)} tenga
por limite el niimero 4. En este caso se escribe lim f (z) = 4.

X—=+a
Como limite de una funcién puede intervenir tanto un nimero
finito 4, como también (+-00) § (—o0): lim f (z) = ~Foco (lim f (z) =
& X+
= —o0), si para cualguier sucesién {z,} lal, que z, — a, lenemos
f {2,) > 400 (f (x,) - —00). )
Ejemplos. 1. Demuéstrese que lim 2% = 2.
x-1
Con este fin mostremos que lim 2*» = 2 para cualquier sucesién
T+ o
de puntos del campo de existencia de la funcién {z,}, x, %= 1 tal,
que lim z, = 1, es decir, que para cnalguier sucesién de esta indole

Fi—~-oa
¥ para todo & >> (} existe un nimoro N tal, que con cualquier n > ¥
se verifican las desigualdades 2 — & << 2% < 2 4 e. Observemos
que la condicion lim z, = 1 signilica que para todo nimero g, > 0

N0
existe un niimers ¥, tal, que con cualquier n > N, se verifican las

desigualdades 1 — g, <<z, <1 + &,.
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Supongamos ahora que estd dado un namero positivo ¢. Elijamos
- & ~ T T
un namero g = lngg(l - T)‘ std clare gque & > (0. 'Tomemos

ahora cualquier sucesi6n de punios del campo de existencia de ia
funcion {z,}, @, # 1. 1al, que lim 2, == 1. Fntonces para esla suce-

-+ -f o3

sibn {z,} existe un niimero N, tal, que con todn n > N, se verifi-
can las desigualdades 1 — ¢, <<z, <1 -I- &, v, por Lanto. las de-
sigualdades

2% < gt 9.9 9.9 () Ly (1 L By o o

Y L U P [P Y
2*"}21'2’=-—2—=: 2 - 2 = A - b—gt - -
24 210:3(1+—,‘,_"~) 1+% 2+ 7 2+e

Asi pues, para cualquier sucesién de puntos del campo de existencia
de la [uncién dada {z,}. z, # 1, Lal que lim x, == 1 y para cual-
ﬂ~+wr o
quier & > 0 se ha encontrado un niimero N = AV, tal. que se verifica
la desigualdad | 2*» — 2 | <C &, cnalquier que sea » > . es decir,
se ha mostrado que lim 2"» = 2 para eualquier sucesién del campo de

fis 00 .
existencia de la funcidn {x,}, &, == 1, tal. que lim x,, == 1. Por con-

— 400
siguiente, lim 2% = 2.
Xl

2. Demuéstrese que 1im i + o0,
x+0|$|

Supongamos que {z,}. ¥, % 0, es una sucesién cualquicra de
puntos del campo de cxistencia de la funcién tal. que lim z, = 0.

Time 4 00
Esto significa que para todo nGmwero e, > 0 existe un ndmero N
tal, que con cualquier n > N se verifican las desigualdades 0 <
< | zp | << &;. Elijamos arbitrariamente un ndmero positivo 5 y

designemos &, = g+ Entonces para cualquier sucesion {z,}, x, 3% 0,
tal, que lim z, = 0 exisle tal nimero V que se verifican las desigual-

1=+400

dades 0 << |z, | < 11—?, cualquiera que sea 1 > N, es decir, que se

verifica la desigualdad }_le =l
f
Asi pues, para cualquier 5 > 0 tenemos un niimero X tal, fue se

verifica la desiguadad l-’v{—l>B' cualquiera que sea n>N, es

decir, 1im
=400 | Ty l
de oxistencia de la funcién {z,}, z, 50, tal que lm z,=0. Por

- Foo

para cualquier sucesion de punlos del campo

consiguiente, Iim I_;T = - 00,
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Diremos que {-+o0} es un punto de espesamiento para el campo de
existeneia de la funciéon y = f (z), si para eualguier nimero grande
positivo I exisie por lo menos un valor de x, perteneciente al campo
de existencia de la funcién y = f (x), tal, que sea x > B,

Diremos que (—oo) es un punto de espeswmiento para el campo de
existencia de la Tunciém y = f (#), si para cualquier niimero nega-
tivo B tal. que | &2 | es un nGmero tan grande como se quiera, existe
por lo menos un valor de z, perteneciente &l campo de existencia de
la funcién y = § (z), Lal, que sea x << B,

Eu los easos en que (-oo) 0 {—oo) son puntos de espesamiento
para el campo de existencia de la funcién y = f (z), resulia también
facil mestrar que se puede construir una sucesidn de puntos {z,}
del campo de existencia de la funcifn y = f (z), la cual tendrd por
limile {4o0) 6 (—oo), respectivamente, y la definicién de limite de
Ia funcion y = f (z) puede extenderse a los casos de tales puntos de
espesamiento,

Ejemplo. Para la funcidn y='l+-i;, tanlo (4 oc) como (— o)

son puntos de ospesamienlo y lim (i +%)=1= [im (1+é-).
Xer+t o0 X=~ =00
Para la bisqueda del limite resulta dificil emplear la definicién
aducida de limile de una funcién. Por eso, con mayor frecuencia se
emplea otra definicién de limite, que es equivalente a la dadsa, y que
esta basada en el llamado lenguaje e, 6» -

Supongamos que el punto @ es un punto de espesamiento del cam-
po de existencia de la [uncién y = f (z}, y @ es un nifimero entero.
El nimero A se denomina limite de la funcion y = f (z), cuando x
tiende haciu a, siempre que para cualquier ¢ > 0 exista un & > 0 tal,
gue para todo x del campo de existencia de esta funcién y tal que
satisfaga la condicion 0 << | # — o | << §, se verifique la desigualdad
| F{x) ~ A | << &. En este caso se cseribe Iim [ (z) = A.

X=-a
Sea (+oo) un punto de espesamiento del campo de existencia de
la funcion y = f (). Bl ntimero A se llama limite de la funcion y =
= f (z) @l lender x a (-+-oo). si para cualquier & > 0 existe un ni-
meroe MW > 0 1al, que con todo x del campo de existencia de la fun-
cion y = f (z) v tal que satisface la eondicion M < x se verifica la
desigualdad | () — A | << e. En este caso se eseribe lim f (z) = 4.
xer 400
Sea (—oo) un punto de espesamiento del campo de existencia de
la funcién y == § {z}. Bl ndmere 4 se llama limile de la funcion y =
= f (z) al tender  n (—oc), si para cualquier & > 0 existe un ni-
mere M << U tal, que con todo z del campo de existencia de la fun-
cion y = f (z) ¥ tal que satisface la condicién z << M se verifica
la desigualdad | f (2} — 4 | <C e. En este caso se escribe lim f (x)= 4.
X+ —0a

Analogamente, se pueden dar las definiciones: lim f (z) = —oo,

Fr—
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lim f (z) = -oo, lim f (z} = —oo, cte. A titulo de ejemplo aduz-
x-a KXo —00
camos una de tales definiciones.

Sea & un punto de espesamiento del campe de existencia de la
Tuncién y = f (x) y supongamos que @ es un nimero finito, Dircmos
que la funcién y = | (z) tiene por limite (+o0) cuande = ticnde hacia a,
si para cualquier nmero 5 = 0 existe un nimero § == 0 tal, que
con todo z del campo de existencia de la funcidn y tal que satisiace la
condicion 0 <C |2 — a | << 8 se verifica la desigualdad f (z) > B.
En este caso se escribe lim f (z}) = +o0.

=il
Hallemos los limites de ciertas funciones, valiéndonos de la
definicién de limite en el lenguaje «e, &».
Ejemplos: 1. Sea dada una funcién y = 2% y supongamos que
a = 1 es un punto de espesamiento del campo de existencia de esta
funcién. Demuéstrese que lim 2* = 2.

x=1
Tomemos un nimero positivo & arbirtario y elijamos un niimero

8 > 0. Elijamos, por ejemplo, § = log2(1+%); estd claro gue

6 > 0. Tomemos ahora cualquier = tal, que 0 << ]z — 1 ]< 8§, es
decir, cualquier x =1 del intervalo 1 — 8 << a2 <C1 + 6.
s evidente que

g
2ﬂ<11+6=2-26=2-210m (14"‘5‘):2 (‘l +%) =2+3,

_g-los: (1+~§~) - -

222170 =2.979=2

4 4—p?
Estas desigualdades significan que | 2% — 2 | <<e. Asi pues, para
cualquier ¢ > 0 se ha encontrado tal§ >0, que |2* — 2 | < ¢
para cualquier z del campo de existencia de la funciéun. con la parti-
cularidad de que 0 << |x — 1 | << 8. Por defivicion. cslo significa
precisamente que lim 2*¥ = 2,

x—1

2. Estd dada la funcién y=|l—| ¥ el punto =0 es un punto

de espesamiento del campo de existencia de esla funcién. Demués-
trese que 131_{% I_'ai:'" = - 00,
Tomemos arhit:;riiamente un nimero B > (G y elijamos un nimero
§ >0, por ejemplo, 6\=%. E%tzl claro que si se verifica O<C
<|z—0|=|z| <8, tendremos! P> 6 B Asi pues, para cual-
B
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quier B> 0 s¢ ha encontrado un nimero 6 >0 tal, que %)B

con todo x del campo de existencia de la funcién en consideracién
y tal, que 0 << | #—0 ] << 6. Por definicién, esto significa precisamente

; 1
que lim - = -0,

)

Se han dado anleriormente dos diferentes definiciones de limite
de una funcién: wna en el lenguaje de sucesiones y 1a otra, en el len-
guajo de “g, 8. Estas definciones son equivalentes, es decir, si una
funcién Liene limile en el sentido de la definicion en el lenguaje de
sucesiones. clla tiene el mismo limite eu el sentido de la definicion
en el fenguaje “e. 8", y viceversa.

Mostemos la equivalencia de dos definiciones de limite de una
funcién en el caso cuando £ = @ es un punto finite de espesamiento y
cuando la foncidn tiene limite finito A.

1. Sea A el limite de la funcién y = f (z) para x que tiende al
punto @ en el sentido de la definicién cn ol fenguaje “&, 8"

Tomoemos arbitrariamente & >> 0. Entonces, se encontrard tal
namero 8 > {), que para cualquier z, que pertencee al campo de exis-
tencia de la funsién y que satistace las designaldades0 << |2 — a [<
< §, se verilique la desigualdad [f{r) — 4 | <Te.

Examinemos nna sucesién {z,} que converge hacia a y es tal,
que , 7= @, ¥ %, perlenece al campo de existencia de la funcién
¥ = f (z) para cualquier n. Entonces, para el nimero indicado § > 0,
dependiente de &, existe un nimero N tal, que con todo » > N se
verifican las designaldades 0 << |z, — ¢ | < 8. Por consiguiente,
cualquiera que sea n > N, se verificard la designaldad |7 (z, —
— 4) | << &. Mas, por cuanto £ > 0 se eligié arbitrariamente, esto
significa precisamente que f (z,) = A, es decir, para cualquier suce-
sién {z,} {del campo de existencia de la funcién y = f (z)), conver-
gente hacia @, la sucesién f (z,) converge hacia A: en cl lenguaje de
sucesiones eslo es la definicién de limite de una funcidn.

2. Supongamos que lim f (z) = A en el sentido de la definicién

x>0
en ¢l lenguaje de sucesiones. Mostremos que lim f (z) = 4 en el
X+
sentido de la definicién en el lenguaje “g, 8".

La demostracion se realiza por reduccién al absurdo. Supounga-
mos que f (z,) = A para cualquicr sucesion {z,} de puntos del campo
de existencia de una funcién tal, que z, — «, con la particularidad
de que z, = a. Supongamos que para f (z) el nimero A no es el li-
mite, cuando z — a, en el sentido de [a definicién en el lenguaje
“g. 8", es decir, existe tal nimero posilivo e, que para cualquier 8
posilivo se encontrard por lo menos un ndmero 7 tal, que 0 < | 7 —
—a|<<8, pero |fiz)— 4| =e.

Elijamos ahora una sucesién {8§,} tal, que 6, = 0. Por hipé-
tesis, para cualquier 8, existe un numero z, fal, dque 0 < 'IE,‘ —

— a | < §,, pero | [ {xr, — A) | >>&. Veamos una sucesion z,
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Ty oy Tyy - - . . Bs obvio que ¥, — a, pero § (z,) no tiende a A,
puesto que | f (z;) — A | = e para todos los n.
Por consiguiente, se ha encontrado una sucesién {£ads zhstie,
del campo de existencia de La funcién y = f (z) 1al, que lim 1, = «,
— n—++4oa
pero la sucesién {f (z,}} no tiende a 4. Esto contradice la condicién
de que para cualquier sucesion de puntos del campo de existencia de
la funcién {z,}, z, 7= a, tal, que lim x, = a se veriliea obligatoria-
o0
mente Jim f (z,) = 4, cs decir, nuestra suposicién no cs cierla, y es
n—+4o0
licita la afirmacién de que la convergencia en el lenguaje “e, 8" se
predetermina por la convergencia en ¢l lenguaje de sucesiones.

La equivalencia de dos definiciones de limite de una funcién
estd demostrada para el caso en que el punto de espesamiento a v
lim f {z) son nmeros finitos. Bn los demés casos la equivalencia se
X—=g
demuestra de modo anilogo.

Para los limites de las funciones son vilidas las propiedades quo
son andlogas a lag de los limites de las sucesiones. Cabe notar que
pricticamente no hay necesidad de demostrarlas, pues de la defi-
nicidn de limite de una funeién con ayuda de las sucesiones se despren-
de que todos los teoremas demostrados para las sucesiones quedan
valides también para las funciones. Enuncicmos algunos de estos
teoremas.

Teorema 1. Supongamos que el punto a es un punto de espesamien-
to de la parte comin de los campos de existencia de las funciones y =
= f (z) e y = g () y que existen ambos limites finitos lim f (z) = A,

X=
lim g (x} = B. Entonces las funciones y = f (z) - g (2), y = [ (x) —
K-—a

—g@, y=Ffglx), v = ;([’;)) también lienen limites finitos que

son igualesa 4 - B, 4 — B, AB, g (P == 0 en el caso de un cociente),
respectivamente.

Teorema 2. Supongamos que el punio a (a es un nimero finito) es
un punto de espesamiento del campo de existencia de la funciény = f (z),
y si lim f(z) = A, donde A > 0, entonces existe un § del punto

X--g
¢ tal, gue para todo x = a, perieneciente al campo de existencia y a
dicho entorno, la funcion y = f (x) es positiva.
La propiedad andloga es valida también, si 4 << 0.
Teorema 3. §i ¢l punto a (a es un ndmero finilo} es un punto de
espesamiento del campo de existencia de la funcién y = f (x) ysi lim f (z)=

EE
= A, donde A es un nitmero finito, entonces existe tal entorno 8 del
punto a que pare todo x = a, perleneciente al campo de existencia y a
dicho entorno, la funcion | (z) estd acotada, es decir, existe tal niimero
M >0y tal § > 0 que para todo x del campo de existencia de la fun-
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cion, tal, que 0 << |z — a | << 8, se verijica ln desigualdad | f (5} | <
< M.

Teorcma 4. Supongamos que a es un punto de espesamienio de la
parte comiin de los campos de existencia de las funciones y = f (),
v=np(z), ¥y =g}, vy que para tode x = a, perieneciente a cierio
enforno § del punio ¢ y a la parte comiin de los campos de existencia de
las funciones mencionadas se verifican las desigualdades f (x) << p () <C
< g {2). Silim f(z) = lim g (z}) = A, entoncestambiénlim p (x) = 4.

L—a X-+a T-q

Ejemplo. Demostremos, haciendo uso del teorema 4, que lim

Xenl}
sel

es par y por esta razén analicémos-
ta en el intervalo (0, 71/2). Demoslre-
! mos que en dicho intervalo tiene
r lugar la desigualdad doble

W cosx<s°:x<1‘

; son z
=1. La funcién y=

Tomemos el arco AM de la cir-
& cunferencia unidad que corresponde
: al 4ngulo, cuya medida radial es
igual a z (fig. 185). En este caso
tOA | =1, | MN | =sen uz,
| ON | = cos z. La semejanza dé los
triangulos OAT v ONM nos sugie-
re que | =104 — 710N}
8n r
Cos x
del tridngulo ONM es inferior al droa del sector OAM, y el drea de
dicho sector es inferior al &rea del trifingulo OAT, tenemos la de-
sigualdad doble

Fig. 185

= tg z. Por cuanto el 4res,

104 | MN < L1041 147 | <L )04]) 4T

o bien
sen x < & < tgx.

Dividamos por sen x esta desigualdad doble. Por cuanto sen 2 > U,
los signos de la desigualdad no varfan y llegamos a que la desigualdad
doble

T

1< <

sen T cosx
es vilida.
Por cuanto dentro del intervalo en consideracidn (0, ;—E) tenemos

>0, cosx >0, senz >0, tenemos las desigualdades equiva-
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lentes i

sen z sen x
P P tiial . P &

1< z <% BBHJ’:<GOSI z S0z,

F
sen

y esto sirve de demostracién de la desigualdad (1).

Por ser pares las funciones y=cosz e yzﬂ:i, la desigualdad

doble (1) se verificard también en el intervalo (—-g—, 0). En efec-

to, si a:E(——g—, (l), enfonces 0<(-——x)-<—:2l v la igunaldad (1)
tiene la forma

gon (—x)

= <

cos(—2a) <

sen(—gx)  —genx _ senz

Tero cos(—z)=cosz, . Por consiguien-

I Lot 1

te, la desigualdad (1) se verifica también para z¢ ( -—%, U). Asi

pues, para cualquier z¢ (—%, 0) U (0, -g—) tenemos cosx <<

sen x
= m

demostrar que lim cosz=1. Hagamos uso de la definicién de li-

<< 1. Para poder emplear ahora el teorema 4, hace falta

x-0
mite de una funcién en el lenguaje “e, 8", es decir, demostremos
que para todo e>0 exisie tal §>>0 que cuando 0 < [z | <8,
tendremos |1 —cosz|<e. A titulo de & tomemos la magnitud
]/?Ta, entonces | 1—cosz| =1—cosx=2sen2%:2 (se“l_g_l)3<

wrd (Lg—[)zq'e, lo que se trataba de demostrar.

Asf pues, la funcién y= ¥1T est4 encerrada, cuando x€( —-‘21, 0) U

£
(0, —g—), entre 1 y cos x, y, por cuanto lim cosxz=1, entonces,
,x_usenz
de acuerdo con el teorema 4, obtenemos lim =1,
X0

La definicién de limite de una funcién y = f (z) estipula que en
el punto e (punto de espesamiento del campo de existencia de la fun-
cibén) z puede aproximarse hacia a seglin una ley cualquiera.

A veces es necesario analizar el limite de la [uncion y = [ (z)
en las condiciones on que z (del campo de existencia de la funeidn),
al tender hacia @, queda siempre a la derecha del punto a. Eu este
caso suele decirse que la funcién y = f {z) tiene limite por la derecha
y se escribe im  f (z) = 4. donde lim § (z) es o bien un ndmero

x—+a+ x=+a+0
finito, o bien (4+o0), o bien {—oo). Andlogamente se defino ¢l If-
mite por la izquierda: lim f (z) = 4.

x—-g—0
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Ejemplos. 1. lim sign z=1, lim signz=-—1 (fig, 136).
x-040 q xe0=0

2. lim 25 =400, lim —p=—oo (fig. 187).

za240 T2 " xezeg T (fig )

3. La funcién y = 2% tiene limite en cualquier punto e tanto por
Ia derecha como por la izquierda, con la particularidad de que
Iim 2 =lim z!— o
x—=a+0 x-rt=—0

i )
i)

/
(] oo—

! Ly=Ls
i @ 437

Ty=siqn: !

I |
(- I
Fig. 186 Fig. 187

Sean dadas la funcidn y = f {z) ¥ su gréfica. Si existen un punto
M (2o, f {xo)) v una recta tal, que aunque sea en una de las condi-
ciones: #—a, t—>a -+ 0, x—>a—0, z— 400, g+ —oo la dis-

Iy

F=F

|
1
1 3
lml%up’,f#«,ﬂﬂ“’f
i
i
i
i
I
i

i
|
$) |
E
1
I

-2008 Z
.\fﬁ\ﬂ_ 4
'fﬁ: ng(ﬂ{ﬂ . . ﬁ &
I= /
1 : Ty5em
Fig. 188 Fig. 189

tancia enlre los puntos de la grafica y la recta, a partir del punto M,
dismirnuve ilimitadamente, dicha recta Ileva el nombre de asintota
de la [uneion y = f (x).

Si se cumple al menos una de las condiciones:

Wm f(z)= 4o, lim f(z)=-+o0, lim f(@)= 400,
x—=a<40 [}]

A A==
lim f(z)== —c0, lim f(z)=—0c0, lim f(z}=—0c0,
[ S x40 x+a—10

la asinlota & « se denomina verlical.
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Ejemplos. 1. La funcién y = log, (z -~ 3) ticne la asintota

verlical # =— —3, puesto que lim  log, ( + 3) = — oo (fig. 138).
x=r=-341
2. La funcién y=ﬁ—l tiene la asintola vertical r= —1,

" 1
st ] i
PUESID g8 e
x-r=3+0

Si se cumple al menos una de las condiciones lim [ (z) = b,
X~ foo
lim f () = b, la asintola y = b so denomina horizental,

Xremto

= 4 oo (fig. 189).

y L

Tig. 190 Fig. 191

Ejemplos. 1. La funcién y = 2 4- 3« tieno la asinlolaliorizontal
y=2, puesto que lim (2 + 3%)=2 (fig. 190).
N g

2. La funcidn y—_—ni— liene Ja asintola horizontal y=10, puesto

que lim ol y Hm L oahh
Xreco ¥ Xer o0 9

Si se cumple al wmenos mma de las condiciones: lim 1 () —
—(kz 4+ 8 =0 o lim [f(x)— (kx + D)) =0, la asintota y=

- —pa

x
= kxr + § se denomina ohlicuu.
Ejemplo. La fupcién y = x 4- -i- -—1 tiene la asintolaoblicna
y=az—1 (fig. 181).

§ 4. Continuidad de una funcion

Una funcién y = f (z) es continaa en el punlo x,, si:

1) ) es el punto de cepesamiento del campo de existeneia de la
funcién y = f (z):

2) x, pertenece al campo de existencia de la funcién y = f {x);

3) existe lim f (z);

X—xg
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4) lim | (z) = f (x,) (es decir, lim f (z) = y,, donde Yy =

X-eXp Xexg

Ejemplos. 1. La funcién y = 2¢ es continua, por ejemplo, en
el punto z, = 1
£n efeclo, z, = 1 es un punto de espesamiento del campo de exis-
tencia de la funcién; el punto z, = 1 pertenece al campo de exis-
tencia de la funcién, quiere decir, y, = 2! == 2; existe lim 2% = 2;
T4
¥, por fin, lim 2% = 2 = y,.
xi
2. La luncién g = log, = es continua, por cjemplo, en el punto
Ty = 0.
En efecto, x, = 3 cs un punto de espesamiento del campo de exis-
tencia de la [uncién; z, = 3 pertenece al campo de existencia de la
funcion, quiere decir, yo = logy 3 = 1; existe lim logyz = 1;
x=3
por lin, lim log, z - 1 = y,.

x=3

3. La funcién y=

——5 1o es continua en el punto ¥, =2, puesto

que se ha infringido, por ejemplo, la coudicién 2, es decir, el punto
zy = 2 no pertenece al campo de existencia de la funcidn.

4. La funcibén y = sign z no es continua en el punto z, == 0,
puesto que se ha infringido, por ejemplo, la condicién 3, es decir,
no existe lim sign =z,

K-}

9. Es [4cil comprobar que toda funcién clemental Mundamental
es continua en cualquier punto de su campo de existencia.

Teniendo en cuenta las definiciones, equivalentes entre si, de
limite de una funcion en un punto (que se han aducide anterior-
mente) demos a conocer dos definiciones més de continuidad de una
funcidn en un punte.

Una fancién y = f (x) se llama confinua en el punto z,. si para
cualquier nimero & > 0 existe un nimero § > 0 tal, que para todo &
del campo de existencia, que satisface la desigualdad |z — z, | << 8,
se verifica la designaldad | (z) — f (z) | < &.

Una funcién y = f(z) se llama continua en el punto z,, si para
cualquier sucesion {x,} de valores del argumento del campo de exis-
tencia, que converge hacia el punto z,, la sucesién correspondiente
de valores de la funcién {f (x,)} converge hacia el valor f (z,).

Haciendo uso de la segunda definicién de continuidad de una
funcién en un punto, mostremos, por ejomplo, que la funcién y =
= 2% es continua, por ejemplo, en el punto z, = 1 (es decir, mostre-
mos que para cualquier & > 0 existe un § > 0 Lal, que para todo =z
que sastisface la desigualdad | z — 1 | <C 8, se verifica la desigual-
dad | 2¥ — 2} | <C ¢). BEn efecto, para cualquier nimero & > 0 lo-

memos, por ejemplo, el nimero § = logg( 14+ %) Entonces, para
eualquier niumero z, que satisface la condicibn [z —1 | <8, es
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decir, para cualquier z del intervalo (1 — §); 1 4+ 8); se verificardn
las desigualdades

252140 — 91,90 — 9.9 0(1+7)

=2 ('1-{-%—)——«2—1—'6;

2$>2!—0=2.2—8=2'[21°E‘~2(1'§"§‘)]_1= 2 e

=
4 fuap?
T

Estas desigualdades signiflican que | 2* — 2! | << ¢ para todo 2
tal, que | z — 1 | < §, es decir, de acuerdo con la segunda definicién
de continuidad de una funeién en un punto, la funcion y = 2 es con-
tinua en el punto z, = 1

Haciendo uso de la tercera definicién de continuidad de una fun-
¢ion en un punto, mostremos, por ejemplo, que la funcién y = [z]
no es continua en el punto = 2, es decir, indiquemos por lo menos
una sucesién de valores del argumento {z,} tal, que lim z, = 2,

fl-= =00
mieniras que la sucesién correspondiente de valores de 11a funcién
{lz,1} es tal, que lim {z,] 5= [2]. Asi es, por ejemplo, la sucesién
n-++400
de valores del argumento, cuyo término general

::,,:Z—%, En efecto, lim (2-—}7)=2, pero, lim [2—%]:

&> 00 T+ 00
=1, y, por consiguiente, lim [2—l:|=1=;£=2=[2], lo que se
X ot 00 n

trataba de demostrar.

Teorema 1. Supongamos que las funciones y =1 (z) e y = g (z)
son continuas en el punto z,. Entonces, serdn continuas también en el
mismo punto las funciones y = f(x) +g(@), v=f@) — g (@), y =

=f{x)glx),y = fz) (Ia Gltima sord continua a condicién de que

g(z)

8 (zo) 7= 0).

Hste teorema representa un corolario de los teoremas sobre ol Ji-
mite de las funciones en un punto.

Por ejemplo, de acnerdo con el teorema 1, la funeién y = sen z -
+ a® es continua, digamos, en el punto z, = 1. En efecto, el punto
z, = 1 pertenece al campo de existencia tantoe de la funcién y =
= sen z como de la funcién y = 2® Por cuanto cualquier funcion
elemental fundamental es continua en cada punto de su campo de
existencia, entonces las funciones y = sen z ¢ ¥y = 2? son continuas
en el punto x, = 1. Entonces, de acuerdo con el teorema 1. la fun-
ci6n y = sen z -+ % serd también continua en el punto &, = 1.

A la par con la continuidad (ya analizada) de una funcién en un
punto se estudia también la asi Jlamada continuidad unilateral de
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una funcién en un punto. Demos a conocer las definiciones correspon-
dientes.

Una funcién y = f (z) es continua por la derecha en el punto z,,
siempre que:

1) 2, sea un punte de espesamiento del campo de existencia de la
funcién y =- f (x);

2) x, perlenezea al campo de existencia de la funcién y = f (z);

3) exista el im [ (), denotado f (z, + O}

x—-xg+0

4) 1 (&y -+ 0) = [ (zo)-

De modo andlogo se deline la coutinuidad de una funcion en el
punlo i, por la izquierda. Estd claro que si la funeibn y = f (z) es
continua en ¢l punlo &x,, serd simultineamente continua en dicho
punto por la derecha y por la izguierda, y f (x, -+ 0) = 1 (xg) =
= f (xg— 0)

Ejemplos. 1. Una funcién y = [z] es continua en el punto x, = 1
por Ja derecha, puesto que lim  [a] = 1 = [1].

x-+1+0

2. Una funcién y = sign 2 no es continua en el punto z, = 0
ni por la derecha ni por la izquierda. Efectivamente. aunque la
funcién y = sign 2 tiene en el punto z, = 0 tanto el limite por la
derecha ({im sign x = 1) como el por la izquierda (lim signz =

x+0+0 2=0=0
= —1), ninguno de ellos coincide con el valor de la funcion y =
= gign x en el punto x, = 0 (sign 0 = ).

3. Una funcidn y = 2% es continua en cualquier punto z tanto
por la derecha, como por la izquierda.

Usna funcitn y = / (z) tiene en un punlo x, wna discontinuidad,
si no se cumple aunque sea una de las condiciones 1 ... 4 de la
definicion de eontinnidad de wna funcién en un punto z,.

Ejemplo. La funcién y = sign z tiene en el punto z, = 0 una
discontinuidad. En efecto, la igualdad lim sign 2, = 0 no se veri-

x-+0
fica, puesto que no existe limite de la funcién y = sign x en el punto
z, = 0 {(aunque existen limites unilalerales, éstos no son iguales entre
sf y ninguno de ellos es igual al valor de la funcién en el punto z, = 0).

Supongamos que la funeién ¥ = f () liene en un punto z, una
discontinuidad. Por definicion, el punlo i, se denomina punto de dis-
continuidad de primera especie, i en dicho punto la funcién y = § (x)
tiene limite finito Lanto por la derecha. como por la izquierda, En
todos los demas casos de discontinunidad el punto z, se denominard
punto de discontinuidad de segunda especie.

Ejemplos. 1. Para la funcién y = [z] el punto 2y =1 es un
punto de discontinnidad de primera especie. En efecto, la funcién
¥ = lz] tiene en el punto x, = 1 una discontinuidad. puesto que la
funcién y = {z) no tiene limite en el punto zy = 1, pero tiene
limite finilo por la derecha ( liim':| [x]=1) ¥ por la izquierda

x+ i

( lim {z]=0)
0

x+1-
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- H 3
2. Para la funcién y = — el punto 2, = 0 ez un punio de discon-
- T i

Gl T . o §
tinuidad de segunda especie. En electo. la funcion y = = tiene en al

panlo xy = 0 una discontinuidad, puesto que el punto r, - 0 no
pertenece al campo de existencia de la funcidn. Ademds. la funcién

y-zéno tiene en el punto z;=0 limite finito por la derecha
((dim =)

x=0+0

3. Para la funcidn yy==scn (%) el puntoe x,=0 es un punio
de discontinnidad de segunda especie. Efeetivamente, la funcién
¥ =sen (%] tiene en el punto z,=0 una dizcontinnidad, puesto
que el punto z,=0 no pertenecc al eampo de existencia de la fun-
cién, Ademas, la funcién y=sen (—iu) no tiene en el punto x,=

=0 limite por la derechs, ya que pueden indicarse dos sucesiones
de valores del argwmento a la derecha, {z,} v {7} tales, que
lim z,=0 y lim i&;=0, pero las sucesiones correspondientes
Ti—=4-D0 N0l

oo i 1
de valores de la funcion {sen T} ¥ {sen (?)} son fales que

L 1 n

" 1 5 1 : .
lim sen (——)= lim sen (—) Tales, por ejemplo, serdan una
T Ty Fies 400 L 1

sucesion con término geneval r, = = ¥ una sucesion con tér-
&2

; . i
mino general Tp =",

Una [uncién y = f (x) se llama continua en cierto intervalo (a. b),
&1 es econtinua en cada punto de dicho intervalo. Con otras palabras,
una funeién ¥ == | (z) es contlinua en el intervalo (4. 0). siempre gue:

1) todo el intervale perlenezea at campo de exislencia de la fun-
cién y = f (z);

2) cualguier punto x, de dicho intervalo sea un punto de espe-
samiento del campo de existencia de la funcion y = f (z):

3} en todo punto z, del intervalo citado exista Hm f (x).

X—=Xp
4) en todo punto x, del intervalo citado se verilique la ignaldad
lim f{z) = { (x,), es decir. lim [ {z) = y,. donde y, == f {x,).
x~+Xg X-eXg
Ejemplos. 1. La funcién y = cos x es continua en el intervale
(—---00‘ +°°)-

2. La funcidn y = log; x es continua en el intervato {0, +o0).

3. La funcién y= es continua en el intervalo (1; -} o00);

z—1
ademds cs continua en el intervalo {(—oo, 1), pero no lo es, por ejem-
plo, ni en el intervalo (—co, 400}, ni tampoco en el intervalo
{1, -co), ni en el {0, 4+o0).

32* 469



§ 5. Derivada de una funei6n

Analicemos una funcién y = f (z). Supongamos gue z es un punto
de espesamiento de la funcién, perteneciente a su campo de existen-
cia, ¥ f (z), el valor do la funcidn en este punto. Pasemos del valor &
a otro valor del argumento, z, 5= z, el cual también pertonece al
campo de existencia. La diferencia x; — x (designémosla por Ax)
se llama incremento del argumento en el punto x. El valor de la fun-
cidn, correspondiente al valor del argumento z, = z + Az, se de-
signard por [ (z -}- Az).

La diforencia f{r + Az) — f (x) se denomina incremenio de la
funcién en el punto x, correspondiente al ineremento del argumento
Az en este punlo y se designa por Ay o bien por Af (z):

Ay = 8f (2) = f (z + A2) — f (@)

Segin sea el tipo de funcién, su incremento Ay puede ser nulo,
un niimero positivo o negativo. El incremento del argumento Az
también puede ser posilivo o negativo, pero Az == 0.

Ejemplos. 1. Hallense los incrementos de la funcion y = |z |
enlospuntosz = 0,2 = 1 v 2 = —1, considerando que | Az | < 1.

a) Si z = 0, teuemos

Ay=]0+Ax|—-[0|z|A,x[={

b} 8i z = 1, tenemos
Ay=j1d-Ar]—11)=1+Azr—1=Az sl |Ax <.

Az, si Az>0,
— Az, si Az <<,

¢) Si z = —1, tenemos
Ay=|—1 4 Az | —]—1|=1—Ar—1=—Ag si
| Az | << 1.

2. Hillense los incrementos de la funcién y = sen z en los puntos
z=0, x:%, i —-} y en un punto arbitrario z,

a) 8i z = 0, lenemos Ay = sen (0 + Az) — sen 0 = sen Az

b) Si x=j31, tenemos
Ay=sen (%+M]~»%n%=2smx %f-cos (%+-‘52i)

c) Si = —.—:, ienemos
ELe It Az n Ax
By=son (5 +Az) —sen (=3 ) =2sen 3= cos ( —F 7).
d) Si z es un punto cualquiera, tencmos
Ay =sen {z 4 Az)—sen x=2sen%’f-cos (x +_'§2-§-)
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z =0,z =1y en un punto cualquiera = € (0, +00).
a) Si z = 0, entonces el incremento Az > 0 (en virtud del campo

de existencia de la funcién y = ¥ z), por lo cual
ﬁszO-{-Ar—Vﬁ:VA_x.
b) Si x = 1, entonces
T Vi ie Witse—) (Vifaz i) Az
Ay=Vat+Ba—V1 (V1Fbz+1) TV ithz4t
donde | Az |<C 1.
¢} Si z es un punto cualguiera (x > 0), enlonces

VT Ve Wil VA (Vethet V)
Ay=VzF+Az—Vz v =

P, .
T Vitbe+Va'
donde | Az | << z.

Supongamos que la funcion y = f (z) estd definida en cierto en-
torno del punto z. Demos al argumento z un incremento Az {en este
caso se presupone que el punto z -+ Ax pertenece al campo de exi-
stencia de la funcién). Entonces la funcién recibira un incremento
Ay = f (z -+ Ax) — [ (z).

Se denomina derivada de la funcién y = f (z) en el punto z el li-
mite de la razén del incremento de esta funcién al incremento del
argumento en el mismo punto, cuando el incremento del argumento
tiende a cero, si el limite mencionado existe y es finito.

La derivada de la funcién y = f (z) en un punto z sc denota con y’
dy
dz

(se lee "y prima”) o bien . {se lee "derivada de y respecto a

z), 0 bien ﬂa—iﬂ El proceso de blisqueda de la derivada de una funcion

recibe el nombre de diferenciacion.
Asi pues, por definicién:

ye= lim 2= ljm JEHATIE
Ax=l Ax—0 s
es decir,
fi’ (2)___ Hm f(:t-i-M}—f(x) .

Ax=0 Ax

De la definicion se deduce que la derivada de una funcién y =
= f (z) en el punlo z es un nimero gue depende del valor conside-
rado de z, vy no depende de Az, Ademés, la derivada de la funcidn
¥ = f (x) puede existir no en todos los puntos del campo de existen-
cia de esta funcién. Veamos el eonjunto M de todos los puntos del
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eampo de existencia de la funcidn y = f (x) en los cuales dicha funcion
tiene derivada. Al caleular la derivada de la funcién y = f (z) en
cualguier punto x € M, llegamos a que a todo niimero z € M se lo
pone en correspondencia un nimero f* (z). Cou otras palabras, me-
diante la correspondencia citada se define la funcién, denotada por
¥ = f' (z}, cuyvo campo de definicion es el conjunto .

Hallemos las derivadas de ciertas funciones elementales.

1. Supongamns que en el intervalo (&; ) la funcién y = f (z)
tiene valor constante ¢, es deeir, ¥ == ¢ en {a; b). Enlonces y' =
= (¢') = 0 para cualquier = de {a; b).

En efeclo, pala todo z de (a: b) tenemos: Ay = ¢ — ¢ = {}, por

consiguiente, —-.0 de donde y'= lim &Y _ lim 0=0.
Ax=0 2% Axed
2. Sea y = x. enlonces ¥ = 1 para cualquier 2.

En efeclo, para lodo x tenemos Ay =(x — Ax) —z= Az, ¥

lim & = lim 22— lim1=1.
a0 A% axe0 87 sk
3. Sea y — & (n es un namero natural fijo), entonces y' = na™-
para cmlqu;cr 2
En efectn. para lodo z tenemos. de acuerdo con la. férmula para
el binomio de Newlon (véase el cap. II):

Ay = (@ + Az — & = na"-10z +20=D) gt (Agy

e = (AZ),
de donde
89 _ ot pr [ 201 nes
= =nz"l < .{\x[ R +
ﬂ{ﬂ—*i](n-z) -3 =3
+Ax—1_2_3 2" LA ]
¥, por tantu, y = lim E-—nz“", es deeir (z7) =na""

Bx -0
4, Seay — sen z. entonces y' = cos x para cualquier 2. En efecto,
para lodo r tenemos

Ay =sen (z - Ax) —senz=2sen %cos (;r-}-

loi L=
N

¥, por tanlo,

-
_— i " 2 Az
= lim =— = lim -COS (.r+—)
as-0 8% ax.g| B 2
2
Ax
sen —
Hemos demostrado anteriormente que lim —— =1, Demostre-
Ax-0 2T
2

Az .
mos ahora que lim cos (:c+ )zuos z, es decir, demostremos
Ax=0
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que para todo >0 existe un §>0 tal, que'co& (x»{--az—x)-—

—cos x| <e, Si l-g—z < §, Para demostrar la afirmaciéon tomemos
d—=¢ y obtenemos la siguiente cadena de designaldades:

|‘-"09(x+ATx)-cosr!=|2sen (x.g—-ﬁ] Az

5 SEn T

<2|%|<s

por consiguente, (sen z)' = cosz.
5. Sea y = cos 2, entonces y' == --~gen & para cualquier x. En
efecto. para todo z tencmos

Ay =cos (x4 Az) —cosz = —2 sen-%ison (:r *-9;) ;
En este caso
Seit i
y'= lim &—g= lim Mz (—1jsen (a‘-}-#—) i
Ax=) Ax—0 M &
2
en ﬁ
- 2 . Az
¥, por cuanto lim A_=1 y lim sen (3: -E-—,,~)=sen.r

Ax-0 2% Ax--0 “

(la demostracion es la misma que cn el ejemplo anterior}, entonces
y =-—senz, es decir. {cosz) = —sen 2.

Si es preciso hallar la derivada de nna funeién ¥ = f {(x) en cierte
punto fijo x = z,. entonces. por regla general. se halla primera-
mente la derivada de dicha funcién en cnalquier punto z, donde la
derivada existe, os decir, se halla y' = ' (z), y luego, se sustituye,
en lugar de x arbitrario, z = z,. La derivada en ¢l punto fijo x, se
designa por

" ' df . , . d
f' (xp)s ¥’ (o) -f;;u] , 0 bien f'|e—wse ¥ lx=sp d_'.{

x=gxg

Ejemplo. Hallese la derivada de la funcién y =sen x en los puntos
3 b
Ty =iy By sadly BeFei— g
Por cuanto y’' =cosz, teneinos

/()= ()= v omennm =t (3=

f H
= (0S ——— ] = |,
cos | — 3 ) 0
La resolucién de los cjemplos en que se hallan las derivadas se
simplifica considerablemente, si se emplean las reglas de diferen-
ciacion, las cuales se desprenden de los teoremas de timites. Veamos
algunos de ellos.
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En lo que sigue se supone que el argumento z varfa en la parte
comin de los campos de existencia de las funciones gue participan
en las siguientes afirmaciones.

1. Si en un punto x ezisten derivadas finitas de la funcién y = v ()
y de la funcién y' = u (z), entonces en el punto z la derivada de la suma
de estas funciones existe y es igual @ la suma de las derivadas de las
funciones citadas, cs deciv, (v (z) 4+ u (z)) =V (&) + v’ (z).

Efectivamente, demos a x un incremento Az. En este caso las
funciones y = v (z) e y = u (%) recibirdn incrementos iguales a
Av (z) vy Au (z) respectivamente, mientras que la funcién y =
= v () + u (z) adquirird un incremento Ay = [(v (z) + Av (2)) +
+ (@ (x) + Au (@)] — (v ) + v {z)) = Av (z) + Au (2). Por cuan-
to

Ay Mvi2) Aue 12}
Az Az 3 Ax

entonces
Al

' i 2L o (i (B2 gAY, f
=i = S R

puesto que of limite de cada sumando existe y es finito.

Ejemplo. (2® -+ sen z)’ = (%)’ + (sen z)’ = 2z + cos 2.

2. Si en un punto x existen derivadas finitas de las funciones y =
= v (z) e y = u (), entonces en el punto z la derivada de la diferencia
entre dichas funciones existe y es igual a la diferencia entre las derivadas
de las funciones citadas. es decir, (v (z) — u (z))' = v’ (2) — v’ (z).

La demostracion de la afirmacién 2 es andloga a la de la afirma-
cién antecedente, razén por la cual se omite en esta obra.

Ejemplo. (z* — cos 2)' = (z%) — (cos z)' = 4z° +- sen z.

Haciendo uso de las formulas para la derivada en un purnto de la
suma y de la diferencia de dos sumandos. es ficil obtener la férmula
para hallar la derivada en un punto de la suma algebraica de cual-
quier ntimero de sumandos. Escribamos, por cjemplo, esta formula
para la suma algebraica de cinco sumandos:

wtv=—p+g—=0=u v —p +¢—1t.

Ejemplo, {z + 2° — 2% + sen z — ¢cos 2)’ =1 + 5z* — 82" +
4 cos z 4+ sen x.

3. Si en un punto z existen derivadas finitas de las funciones y =
= v (z) ey = u (&), entonces en dicho punto existe también la derivada
de la funcion y = v {x) u (z), con la particularidad de que

V=0p@u@E)=vEukt+vEvE

Efectivamente, demos a z un incremento Az. Entonces las fun-
ciones ¥y = v (z) e y = u (x) reciben sus incrementos respectivos y en

504



este caso
Ay = W) + Av (@) (v @) + du @) — v (@ u(x) =
= v {z)} Au (x) + u {x) Av (z) 4- Ao (x) Au (2).

% Av(x} u(}+Au(x}v()+a(x)Au()

Aplicando los teoremas sobre el limite de una suma y del pro-
ducto, tenemos

1w A g (2@ i ALt s
et B (520 0) i (2520 0) -

Av{z) - . ABv(z) ;. Auiz)
+ lim (S5 du (@) =u @) lim L 40 (2) lim S+

. Aviz) |, [
1 1 A ;
+ml£ja Az A::E:)( u{s:))

Au -.x)

u' (z),
lim Aw (z) = 0, obtenemos y" = (v (x) u (x))' ="' {3: u{x) -

Ax-0
- 7 (z) ¥’ (2), lo gque se trataba de demostrar.

En particular, si ¥y = v {zr) = ¢ {¢ es una constanle), entonces
feu (x)) = c¢'u (z) + cu’ (x} = cu’ (z), es decir, el factor constante
puede sacarse del signo de la derivada: 3’ — (cu ()" = eu’ (2).

Ejemplo. y = 52° 4 72 — 4.
Y =06+722 =4 =5 + 7 (2% — (@) = 5% 14z,

Empleando la férmula de la derivada en un punto para dos fac-
tores, resulta ficil obtener la f6rmula para el case del producto de
varios factores.

4. Si en un punto z existen derivadas finites de las funciones y =
= v(x) ey = u(z), y s la juncidn y = u (z) es distinlu de cero en
este punio, enionces en el mismo punio existe también la derivada
LE).)’__

u (x)

Teniendo presente que lim D) (z)y ll’m
Ax~0 Az Ax—

de la funcion y = (x}) s con la particularidad de que y' =(
_ v {z)u(z)—u (&) ()
= u? (z) :

En efecto, comuniquemos a = un incremento Ax. Entonces las
funciones y = v (z) e ¥ = u (z) recibirdn incrementos y en este case

vi{z)tAvie)  viz) _ nix)dviz)—v(z) du(z)
w(z)+Au(z) wlr)  uflz)(el{eFAuix) !

Ay =

Lo Au{x
= lim - lim A I
Ax=g BT Avap w () (u (z}+Au {z)
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Aplicando los teoremas sobre los limites de un cociente y de un pro-
-ducto y teniendo presente la continuidad de la funcién y = u (z) enel
v {z) u (z)—u’ (z) v (2)

punte z, tenemos que y' = e .

Ejemplos. 1. y = tg a.
' (g g) = [ SP0Z ) __ (sen2) cosz—(cosz) senz __
e —(m”) o cosTz =
— costztseniz 1 . ' A
- o = goete o decin, (1g2)' = ——

2,y = cle .
i 4 cosz\’' {cosz)' scnzr—(senz')cosx
y'=(clgz) =(aen:c) = sen?z =

_ —senfr—cosix 1
- sen®x T seniz

., es decir, {ctgx) = o T
Empleando las férmulas para las derivadas de las funciones elemen-
tales fundamentales y las reglas de diferenciacién, se puede hallar
la derivada de cualquier funcién que representa la superposicién
de las funciones elementales fundamentales. He aqui la tabla 31
de las derivadas para las funciones clementales fundamentales:

Tabla 31
y=1(x =gt (x) w0 w=1" (%)
y=c (¢ es ung con-| n’ =1 w=Inr ¥ = .
stante) T
=z Y=t y=sen =z y'=cosx
y=z? y' =2z y=cosx y'=—senz
. 1
y=2z" (n s un ni-| 3" = pz"-1 y=ig=z y =
mero natural} cos*:i'
y=2z" (n esun nl- y' = —pz "t y=tlg = y = ——
mero natural) sen 3z
y=z* (x>0 y' = ar®? y=arcsén r y = ;__
]fi_xs
y=z"% y' = —aqzx"%1 y=arccos z y' = .,
(@>0) Vi—=at
=0t (a1} i 5 - R
z:;“{u >l v =u¥lng y=arclg = y'= =
—1
=¥ P =arcelg = = —_—
¥ v v g ¥ =3
y=log, = Pl
sloa
(>0 a1
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Ejerciclos

Escribanse los primeros lhez lel.*mmos de una sucesién si su término general
sa da mediante la {6rmula (1 .

t. ap=scn I—In- . donde r, = 1
?+,2I[P1
2, @ =s8en -;—‘ donde xn:+,
» — 5+ 2nn
3. an=scn-——[-— , donde =, = :
Tn L
—+-2n
2
_fnrnt2yn @ _f 3nt+in _f 1—2n\n
& an_( n ) : 2 aﬂ_ﬁ( n ) v lW'“_[““'-2*;'?“) ¥

Escribase la férmula del término general de una sucesidn, para la cual vienen
dadas sus primeros ocho términos (7 ... 12):

wpd L L 1 1 1 t
tTY2 B Y24t 120 T 720 50407 40320 '
S S U S S B W
"3 r 4" 5" 8T FrEévarntt
V3 5 3 V3
[} FTE. ity L o] A et —— — — ——
9. 5 o4 3 0, 5 1 — 0, ..,
1 1 1
1(]12? 4,?,6,?,8..
1. 1, —1, 1, 5. 1. —5. 1,9, ...
3 i 3 i 1 1 2
e R A R A A L Al

13. Una sucesion {c,) estd dada mediante Ja férmula det término general
€p = 10n% + 4. Hallese ¢y .

14. .;Seré el numero (—21) un tl,rmmr) de la suession {6, } dada mediante
la f6rmula del término general b, = »® — 10n? Hdllese su néumero, si la res-
puesta es afirmativa,

Aclirese si es mondtona una sucesion dada mediante la siguente [drmula
del término gemeral (13 ... 23j:

g
15, ap=n*+42n. 16. a,,_=m.
17. ag=cosn. 18, ag=} nitn—n.
24-{—1" .
i [~ e [T A Mt 1 B —
19, ap = . 20, 2, 7k

2. g, —2n%=In.  ap=|10—2n[.

23. ap=3"nF1—3 n

Aclarese sie std acotada una sucesién dada por la siguienle férmula del
término general 24 _ ., 29):

4
2 an=(1+2)" Ban=gr.

n
2 o 2
i nt4-3n—1 ) 2. ap— n2n )
ul n
: PV . T 0B B
28, a,={—1"Vnu. 20.a, e we
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Dése un ejemplo de sucesion {30 . .. 35):

30. Acotada superiormente, pero no acotada inferiormente.

31. Acotada inferiormente, pero no acotada superiormente.

32. No acotada superiormente ni inferiormente.

33. Acotada, pere sin limite,

34. Que no sea creciente.

35, Quo wo sea decreciente.

36. ¢Existe uu intervalo numérico del tipo (e, B], al cual pertenezcan todos
los términos de fa sucesion {a,} dada por la formula del término general a, =

_54-4n
B
37. HAllese ol quinto término de una progresién aritmética {e,}, si 6 =

2. Indiquese tal inlervalo, si la respuesta es afirmativa,

=50y d=1.2.

38. fiéllese la suma de los primeros 30 términos de la progresién aritméti-
ca {a,}, 8l 4y = —25 yd=23.

39.-8e conocen dos términos de la progresién aritmética {b’*}: b,=497y
by, = 10,8, ;Cual es el nimero de términos de la progresién, cada uno de los
cuales es inferior a 207

40. Es el niimero 35 un términe de la progresién aritmética —47, —44,
—41, .. .7 Hallese su niimero en el caso de la respuesta afirmativa.

&1. Demuésirese que si @, b y ¢ son (res términos sucesivos de una progre-
si6n aritmética, enlunces o® 4- 8be = (25 — ¢)%

42. Hallese el decimoquinto término de una progresion geométrica {ay),
sia; = —0,001 y g = 10.

43. Se conacen cl octave término ¥ la razén de una progresién geométrica
{by}: bg = 2,56 vy g = 2. 11a)lese la suma de los primeros dieciséis términos de
la progresion.

44. Se conocen dus términos de una progresion geométrica {d,}: b, = 04y
by = 2,5. ;Serd esla Fmgmsién una sucecidn mondtona?

45. Se conocen el primer término ¥ la razén de una progresién geométrica

1 . . 5
{apd1ay=—8t yd= =g :Es esta progresidén una sucesion mondtona?
46, Demuéstrese que el producto de los primeros » términos de una pro-
nin— 11

gresion geométrica esiguala of'g 2 | donde u es el primer término de la pro-
gresién y g, su Tazon.

47. Demuéstrese que si ab, %, ¢ son térninos sucesivos de una progresién
aritmética, entonces b, ¢ v (2b — a) son términos sucesivos de una progresion
geométirica.

48. Las sucesiones {a, ), {b,} ¥ {eg) son tales, que

ag=1, ap =0, 1o, +14;

bj=35, bpyy=bn+4&
cy="5, tnyy= —3¢n.
{Cual de estas sucesiones es: 1) unw progresién aritmética; 2) una progre-
8i6n geomelrica? ) o
49. Hallese la suma de uma progresion gevmétriea Infinita, si su primer
. = ol = 1
término es ¢, = } 2 y la razén g = 7
Demuéstrese, valiendose de la definicién de limite, las siguientes igual-
dades (50 . .. 3d):

. a2
T SR TR | e P
F e -1 ﬂ--}‘ﬂz =00 ARFS 4
&2 1 n—3n? __ 3 3 1 ' a
-n—me W2n-F1iin4+1 o 2 9 n.-l,l-l-lx n=1 o
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sen2nt1 _ 0.

56. lim 21 _¢ 55 Qim
";|-.+w [Rz—"}} 3 =00 n
Calenlese (56...76):
56, lim _1=2" 57, |jm Sp—4  n-—3
'n-l;-{an 2-1-{)-'.)11 d n-—l-i-uo 1—7n EI—',- n
. a1 Z 3n n
58 lim _.'.'__'_. 59, lim (..____,_)
asepos. D—00R Ssehid v = e gl
1 —n2de nt e
60. lim 2V 1=r'tn & ym (VE—Zn—n).

oo 2?1—{-{—3?1.2 T+ 400

62 lim (3n+1 )“ 63. lim "—1)“,

fwdoe \ 4n+5 ) xorboo \ B2
“ o ciitem S (wees)
6. lim th 3{“*‘2’; 67. ilnsf%
8. :Efrnl 39?91: 5 W limﬂ €08 (:c—i—-g—) i

o e

70. lim tgz  7i. lim ({sen 5xcos z—sen z cos 51l
a
xX—r-

T
T+ —

A 2

- P T |
72, lim Fo® 7 Vz+1
Ner

£ Bzl4 21gx
= e R
3

x
76, lin; (sen 3z ctg 4z).
Lew
Hallese la derivada de la sigujente funcién (77,..90):
77, y=tg z+ctg(l—az). 76 y=2sen (T——-z) +cos (2z41).

. . , tgr—tgiz—1)
o, = -sem {37 4= 5). ¥ - g
7%, y=rcos 2z sen (37 4-5) 80. u 1+igziglz—1) "

Si. p=logye ¥ 22—1. 82 p=logs (20 —3r-+1).

&83. y=1logy, cus z. B4, yzr“rﬁ&rlr"*.
: Inzx
25 == l'a. - =
£8, y=(2—=zj 46, y e
- 9 23
Qi y=eigs. By ——
89, y=ecos 2 90, g=(1.-"‘j;¢._3zlr§} 9%,



CAPITULO

X

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Eu el capitule 111 ya se han examinado los sistemas de ecuaciones
algehraicas con varias variables. En el presente capitulo se analiza
la teoria meneral de los sistemas de ecuaciones lineales con varias
variables,

Hemos de notar gue una ecuacidn algebraica P (r. g, .. ., §) =
= 0 (véase el cap. 111) 2e llama lineal si P {z, y. . . ., 1) esun poli-
nomio de grado uo superior al primero y enlero respecto de las varia-
bles &, y. .. .. L

§ 1. Matrices

Se¢ denomiua matriz de dimensiones m > n el conjunto de mn
niimeros dispuestos en forma de una tabla rectangular compuesta
por m filas ¥ n colunminas.

Tor ejemplo, la tabla rectangular de nimeros

(131/'2)
=5 7 A

es la matriz de dimensiones 2 X 3; la tabla rectangular de numeros

0 4
—2 34
0 7

es la matriz de dimensiones 3 X 2.

La matriz de dimensiones 1 » %, es decir, compuesta de una
fila. reeibe el nombre de matriz fila. Por cjemplo. la matriz (1 3 4 5}
es una mairiz fila,

La matriz de dimensiones m < 1, es deeir, compuesta de una
columna, recibe el nombre de mairiz columna. Por ejemplo, la ma-

2
triz ( 1) ¢s una matriz columna
—3
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La matriz de dimensiones n X n se llama matriz cuadrade y el
numere n se denomina erden de la mairiz. 'or ejemplo, la malriz

123
073
455

es una matriz cuadrada de tercer orden.

La malriz cuadrada de orden 1 es simplemente un nimero.

Los nimeros que componen una matriz llevan el nowhre de ele-
mentos de la matriz.

Para la notacion de una malriz en la forma general los elementos
de 1a matriz se designan con letras que vienen acompainadas de dos
indices, por ejemplo, a;;; en este caso el primer indice indica el ng-
mero de la fila, y el segundo, el nmero de la columna. en las cuales
se encuentra dicho elemento.

Por ejemplo, ta matriz de dimensiones 3 > 4 se escribe on la forma
general del modo siguiente:

Qg @y Qg3 Gy
@y Gyo log Goy |, (1)
Oy gy gy (g
La matriz, cuyos elementos estin representados. por ejemplo,
mediante los nimeros &;; se designa, a menudo. con una letra mayis-
cula B, y para inscribir este hecho se utiliza el signo de ignaldad.
Por ejemplo, la matriz con elementos a;; se designa por Ia letra A
v se escribe este hecho asi:
Gy Gy g Ay
A= \ﬂzi Gy @y Gy

Qg gy 033 dz’

Sea dada una matriz € de dimensiones m < n:

C=

Cmt Cmz Cmy ++« Cmn

Los indices { y j se denominan edmisibles para la matriz de di-
mensiones m X n, si el indice de las filas i es enalquicra de los ni-
meros 1, 2, .. ., m, v el indice de la columna j es cualquiera de los
nimeros 1, 2, ..., n .
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Muy a menudo los elementos de la matriz columna y de Ia matriz
fila se denotan con un solo indice. Por ejemplo,

&y
X=|az |, F=(fifafsfu)-

T3

Las matrices A y B, cada una de las cuales es de dimensiones
m X n, se laman iguales, si son iguales sus elementos correspon-
dientes, es decir, st a;; = b;; para cualesquiera indices admisibles i
y j. En estos casos se escribe A = 3. Por ejemplo,

a 2
9 4 —=
14 73

(341/5)_
01 2/ 011(} '

Para cualesquiera magrices los signos de comparacidn >, =,
<7 6« estan privados de sentido; para las malrices de dimensiones
diferenties no tiene senlido, ademis, el signo de igualdad.

Se llama suma de las matrices 4 y B, cada una de las cuales es
de dimensiones m X n,Ja matriz C de las mismas dimonsiones m X n,
en la cual cada elemento es igual a la suma de los elementos corres-
pondientes de las matrices 4 y B, es decir, € = 4 + B, si ¢;5 =
= a;; + by; para cualesquiera indices admisibles i y j. Por ejemplo,

2 3 i =2 31
-1 12§10 32 =(—1 24
0 4 i -1 1 3

Para las mairices 4 y B con diferentes dimensiones fa operacion
de adicion estd privada de sentido.

Es ficit ver que para cualesquiera matrices 4, B, €, cada una
de las cuales es e dimensiones m X n, son véalidas las siguientes afir-
maciones:

a) la adicion de las matrices es conmutativa: 4 + B = B + 4;

b} la adicidn de las matrices es asociativa: A — (B + C) = (A +
+ B)+C.

De estas alirmaciones se deduce que en cualquier suma de un
nimero finito de matrices, cada una de las cnales es de dimensiones
m X n, los sumandos pueden escribirse en cualquier orden y los
paréniesis, que iudican el orden en que ha de realizarse la adiciéu
pueden ponerse arbitrarismente. Por ejemplo,

A+(C+BN+D=[A+0O+Bl+D=4+B+
+C+4 D,
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Una matriz de dimensiones m X #n, cada elemenlo de la cual
es igual a cero:
I I | S
¢ 00 . 0
O=fF0 00 ... 0f
000 ...0

recibe el nombre de mairiz nula de dimensiones (m - r). Esla ma-
triz posee la propiedad de que para cada malriz 4 de dimensiones
m X n se verifican las igualdades 4 4- 0 =0 - 4 = A.
000
Por ejemplo, la matrziz 0=(0 0 0) es una matriz nula de di-

00
mensiones 2 X 3; la matriz 0=(0 G) es una matriz nula . cua-

drada de segundo orden,

Entre todas las matrices, cada una de las cuales es de dimen-
siones m X n, existe la inica matriz nula. Las matrices nulas de
diferentes dimensiones suelen designarse con un mismo simbolo 0.
lo que no conduce a ambigiiedades, pues del contenido esté claro qué
dimensiones tiene la matriz nula en el caso que se analiza.

Sea dada una matriz A de dimensiones m X n. La matriz (—A4)
de las mismas dimensiones, cada elemento de la cual es elemento de
la matriz A tomado con signo opuesto, posee la propiedad de que
A+ (—4) = (—4) + 4 = 0. La matriz (—A) se llama matriz
opuesia de la matriz 4. Por

1 —1
ejemaplo, la matriz | 2) es opuesta de la matriz ( 2); la ma-
. (—-5 -6 1y . i (5 6 —1
triz 0 1 _2) es opuesta de la matrig 0 —1 2).

Se puede mostrar que para cualquier matriz A existe la dnica
matriz opuesta, es decir, para la matriz 4 oxiste una sola matriz
(—4) tal, que 4 - (—4) =(—A4) + 4 =0.

La adieion de las matrices cuenta con una operacion inversa, que
es la sustraceion. Esto quiere decir que para cualesquiera dos matri-
ces A y B, cada una de las cuales es de dimensionos m X n, existe
la dnica matriz € de las mismas dimensiones y tal, que 4 - € = B,
La matriz € se llama diferencia de las matrices A v 3 v se designa
por A — B. Por ejemplo,

401 ( 2 1 1 2 —1 0
357/ \—-61 —1)7\9 4 8}
Se denomina producto de la matriz A de dimensiones m X n por

cierto niimere o la matriz € de las mismas dimensiones m % 1.
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guyos elemenlos se obtienen de los elementos correspondientes e
la matriz 4 multiplicindolos por dicho nlimero o, es decivr, € = ad,
si €;5 = wa;; para cualesquicra indices admisibles i y j. Por ejemplo,

¢ -6 3 (-0

De la definicion de multiplicacién de una matriz por un nimero
se desprende que para cualesquiera matrices A ¥ B, cada una de las
cuales es de dimensiones m X n, y cualesquiera nlimcros o y f se
verifican las igualdades:

a) (@ + p) A = ad + pA;

b) (af) A == x (fA):

¢) e (d +B) = ad 4 ab.

Observemos que la matriz (—A). opuesta de 4 es igual a (—1) 4,
es decir, (—A) = {—1) A.

Sea dada la matriz [ila F de dimensiones 1 X r, es decir,

F = {fifofs ««+ 1),
y la matriz columna X de dimensiones 7 X 1, es decir,
Zy

Zr

Se denowmina producto de la mairiz fila F de dimensiones t X r
por la matriz columna X de dimensiones X 1 a una matriz, denotada
por FX, de dimensiones 1 > 1. es decir a un nimero, el cual es igual
a la suma de productos de los elementos correspondientes de dichas
matrices, es decir. por definicién,

) FX = Iiry + fatg + faey + o oo+ ity + frar
o hien

Ty
(A PR B) Bl SRS 70 SR 5 28
wr
—4
Ejemplos, 1. (1 2) —1 (—4)+2-2=0;

1

2

3
2. (g--s—ma) :
e

=424 53 +0.(=T)+1-1+8+(—1)= —1. Con ayuda del pro-
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ducto de una matriz fila de dimensiones { ~ r por una matriz co-
umna de dimensiones r X 1 se determina el producto de la matriz A
de dimensiones m X ry de la matriz B de dimensiones r » n, es
decir, el produclo de tales matrices que el primer factor. o sea la
matriz 4, tiene tantas columnas cuantas filas tiene el segundo factor,
o sea, la matriz 5.

Por delinicidn, se denomina producto de la matriz A de dimensiones
m X r por la matriz B de dimensiones r X n una matriz C de dimen-
sién m -+ n. denotada con AB, en la que el elemenlo ¢;; es igual al
producto de la i-ésima [ila del primer factor, o sea de la matriz 4,
por la j-ésima columna del segundo factor, o sea de la matriz B,
es decir, = AB, siempre que ¢;; = auby; 4+ by + ..+
4+ @i ger,g + @by para cualesquiera indices i y j de la matriz C.

Ejemplos.

01
L 32 —1)[10]=@04+21=1.13142-0-1.1)=(12).
11
01y, 5 (03+1(=3\ (=3
2 (1 0 ( 3)= 1.340.(=3 = 3
1 1)V \1341.(~3 0

1300
" (g;f)(1200=
/0 011

3.444.144.0 3-341.244.0 3.041.04+4-1 3.0+
=(2.1+0.1+5-0 2.340.245-0 2.04+0.04-5-1 2.0+

+1-044.1 _(4 1 4 4
+o-o+5.1)— 2 65 .-,)

Asi pues, la operacién de multiplicacién de dos malrices reclan-
gulares es realizable solamente en el caso en que el niimero de colum-
nas en el primer factor es igual al namero de filas en el segundo factor;
en los demés casos el producto de Jag matrices no se determina. En
particular, si las matrices A y £ son matrices cuadradas de wn mismo
orden, la multiplicacién de las matrices es siempre realizable, cual-
quiera que sea el orden en que siguen los factores.

Sefialemos, no obstante, que incluso cn este caso particular

10 01
no siempre AB==BA. Por ejemplo, sea A=(1 0), .B=(0 1), en-
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tonces
10 (0 1 (1-0—{—0-0 1-140-1 (D i)
AB:(‘I 0) 0 1)_ 1.040-0 1.1+0.1)" 0 1)
paf® V(L O\ (011t 0.-0+1.0 _(_1 0
‘(0 1)(1 0)" 0-141:4 0.o+1-0] ~ad 0)
es decir, AfH == BA.

Asi pues, la muelliplicacion de las matrices no es conmutativa,
es decir, en el caso general, AB = BA. Por eso, al multiplicar ma-
trices, hay que atlenerse estrictamente, para evilar errores, al orden
prefijado en que sigucn Jos factores.

Si A = BA. entonces las matrices 4 y B reciben el nombre de
cornmutables.

‘ . 1 . -3 2
Por ejemplo, las matrices A—(__g 0) y B--(__2 _4)

—7 —6 -7 —B
son conmutables, puesto que AB=( ) BA:( )v

6 —4 6 —4
es decir, 4B = BA.

La operacién de multiplicacion de malrices es asociativa’ y tam-
hién distributiva respecto de la adicién, es decir, para cualesquiera
matrices rectangulares A, B, €, para las cuales tienen sentido los
productos correspondientes, se verifican las igualdades:

a) (AB)C — 4 (BC);

b) (A +B)YC =AC + BC, C(4 + B)=CA 4 CB8.

La demostracion de estas igualdades se omite.

La operacién de multiplicacion de las matrices se extiende de un
modo correspondiente al caso de varios factores. Por definicién de
producto de matrices, nna matriz A puede multiplicarse por si
misma sblo en el caso cuando ella es cnadrada.

Sean dados una mairiz cuadrada A de orden z vy un nlmero natu-
ral p>> 1. La matriz A4 ... 4 se llama p-ésima polencia de lu

P veces
matriz A y se designa AP, es decir, para p > 1 tenemos, por defi-
nicién, A? = 44 ... 4.

P veces

Ademas, por definicién, A! = 4.

—1 1

e (-4
—1 1/ -1 1 -2 17
Ai‘:AzA:( 1 0)( i 0)=( 1 0)

-2 1J\—-11 —3 1/

M6

; 10
Ejemplo, Hllese el cubo de la matriz A=( )



De la propiedad asociativa de la multiplicacién de matrices se des-
prende que APAY = AP+, donde p y ¢ son ndmeros nainrales arbi-
trariamente elegidos.

Sciialemos que para cualquier matriz A de dimensiones m X r
el producto de la matriz A por la matriz nula 0 de dimensionesr X n
es una matriz nula de dimensionos m X n, y el producto de la matriz
nula 0 de dimensiones { X m por la matriz 4 de dimensiones m X r
¢s una matriz nula 0 de dimensiones I X r. Por ejemplo,

31

000 00
( )(“*(00)‘
00 0)\; ,
SN\ wooog (0900
24(0000)2000“'
19 0000

es decir, en aquellos casos cuando el produclo de las malrices iien
sentido, para cualquier matriz A se verifican las ignaldades A0 = 0
v 04 = 0. En particular, para toda matriz coadrada A de orden n
y para una matriz nula cuadrada 0 de orden r tenemog 40 = 04 = (.
Se sabe que el producto de dos nimeros es igual a cero, si, y sélo
si, por Io menos uno de los factores es igual a cero. A diferencia de
los némeros, el producto de dos matrices puede ser igual a cero in-
eluso cuando cada uno de los faclores no sea una matriz nula, es
decir, existen las malrices A =0 y B 5= 0 tales, que 48 = (.

: Jou 1 - (i 0 (0 0 0 0y
Por ejemplo, las matrices A= 0 O)q& 0 0) v B=(i 1);

== 0 o) sov tales, que el producto AB es una matriz nula, En

5 (1 0 (0 0 (1.0+o.1 10401y (0 0y
pleetd;, el 0) 1 1)= 0.04-0.1 0.0+0.a)=(0 0)= '

Observemos que la operacion de divisién de malrices no so ana-
2 : . 7 : ,
liza, es decir, el simholo < bo existe para Jas matrices.
Fx
La matriz cuadrada de orden n

1 00 .o, 99
0 L0 coe D ©
g0 0 1 0 0 )
0090 1o
G0 e Q0
cuyos elementos a;; = 1 para todoslozi = 1,2, ..., n ylos demis

elementos son nulos. posee la siguiente propiedad: £A = A para
cualquier matriz A de dimensiones n X m, v 4E = A para toda
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matriz A de dimensiones m X n. En particular, AE = EA = A
para cada malriz cuadrada A de orden n; FE = F para cada matriz
fila ¥ de dimensiones 1 X n; EX = X para cada matriz columna X
de dimensiones » % 1. La matriz £ en un producto de matrices de-
sempeiia el mismo papel que el nimero 1 en un producto de niimeros,
razdn por la cual la matviz £ suele Hamarse matriz unidad de orden n.

Se denomina (ransposicién de una matriz 4 el proceso en que lag
filas y las colomnas se cambian de papel conservando sus nimeros.
De este modo. las [ilas de la matriz dada A serdn en la misma suce-
sién columnas de la matriz transpuesta que se denota con AT, y
las columnas de la matriz A serdn en la misma sucesién las filas de
la malriz transpuesia AT,

1 —1

. 1 4 3 g
Ejemplo. Si =( ), entonces AT=1| 4 a1,

-1 5 6 3 6

Esti elazo que en el proceso de transposicién la matriz A de
dimensiones m < n se convierte en la matriz 4T de dimensiones
n som. Si A es una matriz cuadrada de dimensiones n. la matriz
transpuesta AT también es una matriz enadrada de orden n. Obser-
vemos que la matriz unidad no varia en el proceso de transposicion.
Se comprucha ficilmente que la transposicion de las matrices posee
las siguientes propiedades:

a) (AT)T = d;

b (A - BT = AT + BT, (4 — BT = AT — BT;

e) (LAY =~ AAT () es un ndmero);

d} (AT = BT AT,

§ 2. Determinantes
Sea dada una matriz cuadrada de segundo orden
a4y 313]
ay ayp)”

(0

Se Nama determinanie de segundo orden, correspondiente a la
matriz (1), nmn wimero ay,a5 — ay10;,. Dicho determinante se denota
con el simboly

-

ayy Gy

(2)
LT

o con una letra A, o bien con el simbalo | 4 |. De este modo, por de-
finicion

aj; Gy
[Aj=4A= = = &yylgy = BpyQy. (3)
@y dop
Por ejemplo.
2 4
T e A o
‘_1 |2 (== (—1)-4=—b
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Los elementos de la matriz (1) suelen denominarse elementos del
determinante (2), las filas y columnas de la mateiz (1). filas y colum-
nas del determinante (2).

Examinemos las propiedades mds simples de los determinantes
de ssgundo ordea.

1. El determinante de la matriz cuadrada (1) es igual al determi-
nante de su matriz transpuesta. Efectivamente, sea
@y dyp

ayy Qg
Gy apy

Ass . K

gy By

Por cﬁnto A = ayay — 00015, ¥ AT = a,,0,9 — ;204;, entonces
A = AT,

La sustitucion del delerminante de la matriz (1) por el determi-
nante de la matriz transpuesta se denomina lransposicidn del deter-
minante (2). Por eso la propiedad 1 puede enunciarse asi: el deter-
minante (2) no varia en el proceso de su transposicién.

Observacién. Puesto que de acuerdo con la propiedad 1, todas
las filas del determinante se pueden sustituir, sin cambiar su valor,
por las columnas correspondientes; entonces. si esti demostrada la
validez de una afirmacién para las columnas del determinante, queda
demostrada de este modo la validez de la misma afirmacién tam-
bién para las filas. Teniendo presente estos razonamientos, las pro-
piedades de los determinantes que se analizan mas abajo se estable-
cerin sélo para las columnas del determinante.

2. Al permutar las celumnas (filas). el determinante cambia de
signo.

a, a a
= U En este caso

En efecto, sea A=

2y
y sea A=
gy Qgy gy Qg
A =aya,,—a,0,,,

Ay = @ygay — Aty = — (13090 — @y aye), es deciv. A, = —A,

3. Si todos los elementos de al menos una columna {fila) de un
determinante son nulas, el determinante es igual a cero.

[
En efecto, si A= " , enlonces A=0‘%z—0‘am=0-
@yp
i a4t i .
Si A, = a’ ol entonces, segiin la propiedad 2, A,= —A, y, con-
21

secuentemente, A, =0.
4. El determinante que tiene dos columnas (filas) iguales es nulo.

@y Oy

En efecto, si A= , entonces A=a,0, —aya,=0. Si

Qgy @y
Gy Gyp

A= s entonces Ay = a0y —a,a,,=0.

Ay gy
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5. Si todos los elementos de cierta columna (fila) de un deter-
minante fos multiplicamos por un mismo nimero «, entonces el
determinante resultard multiplicado por este niimero.

Qyy Gy Gy Qyp

.
Qyy Gy

En efecto, sea, por ejemplo, A= , Ay=

gt Qgp

Entonces, A= ay (@) — ayy (0ys) = & (8485, — 44015) = A,

La propiedad 5 se enuncia a veces del modo siguiente: si todos los
elementos de cierla columna (fila) de un determinante contienen un
factor comiin o, éste puede ser sacado del signo del determinante.
Gy Gayy Gy Gy
o Doy oyl |ay ay
La propiedad 5expresa la regla de multiplicacién deun determinante
por cierto nmero.

6. El determinante en el que los elementos de dos columnas (filas)
son respectivamente proporcionales es igual a cero.

Asf por ejeruplo, segiin lo demostrado,

Gy Gy

Efectivamenle, sea .«_\n‘ y sea, por ejemplo, ay=/Pa,,,

!
@gy = fag,. Entonces, en virtud de las propiedades 5 y 4 del deter-
minante, tenemos

Pay, aq
Bag, am

7. 8i cada elemento de alguna columna (fila) de un determinante
es la suma de dos sumandos, el determinante serd igual a la suma
de dos determiinantes, en uno de los cuales los clementos de la co-
lumna {fila) correspondiente serdn los primeros sumandos, y en el
oiro, los segundos sumandos, mientras que los demis elementos de
estos dos determinantes serdn los mismos que tiene el determinante
dado.

Gz @y
gy Ogp

A= =0,

En efecto, supongamos, por ejemplo, que A= @y by 8y
d 1 b y ] ax!+b2!a3= 4
Gy Gy 1 Gig
= y By= Entonces A = (a b . i)
P ey ay . by gy (an + byy) ay,

— (@y + b)) 12 = (855 — @815} + (byy85 — byyay,) =
= A; -+ A,. La propiedad 7 expresa Ia regla de adicién de deter-
minantes.

8. Un delerminante no varia, si a los elementos de alguna colum-
na {fila} se les adicionan los elementos correspondientes de otra co-
lumna (fila) mulliplicados per un mismo numero.

En efecto, supongamos, por ejemplo. que

Gy Gy ey Aay, g

A
Ay +0ay; ag

9y Bgp
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Mostremos que A = A,. En virtud de las propiedades 7 y 6 de los
determinantes tenemos

- a1 Gy Gay; A4y S Ad D
sy Oy Rlgy @9n
Sea dada una matriz de tercer orden
Gy Gp Q43
A=y a3 Gy | (4
k“a! Ugy Qgg

Se denomina determinanie de iercer orden, correspondiete a la matriz®
un nuamero
Qy; Qg iy Gy

Qg Qg

By Gp3
Q3; @33

gy — Gy 31 . (5)

3y 333
Este determinanle se denota con el simbolo
Ayy Q43 43
(g Qoo dgy (6)
gy U3y fg3
0 con una letra A, o bien con el simbolo | A |. De esle mode, por
definicién,

Gy @4y 43

Qs Qo Qg Q3 e 43
[Al=A= 0y 0y Gy|=ay B el By g T P a: ol
85 iy G 52 Gg3 3z @33 2 @23
Por ejemplo,
ko
q &=l 10 b —1 4 —1
A il o R A
2 —3 1 - -

=2(14+0)~0(4—28)+2(0+1)=4

Los elementos de la matriz (4) Hevan el nombre de elementos del
determinante (6), las filas y columnas de la matriz {41) se llaman filas
y columnas del determinante (6).

Para estudiar las propiedades del delerminante de tercer orden
introduzcamos algunos conceptos nuevos.

Se denomina menor de cualquier elemento del determinante de
tercer orden (6} un determinanie de segundo orden, correspondienie
a una matriz obtenida de la matriz dada {(4) suprimicude una colum-
na o una fila, en las cuales estd contenido el elemento tomado. EJ
menor de un elemento a;; suele designarse con A;;. Por ejemplo, el
menor de un elemento g, se designa con M,;., el elemento aqy, con Wy,
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wte. De este modo, por delinicion,

| Gys Bz &yp 843 @3 Qg
ﬂffll=\ . My= i o = ;
Q3 dyg Az Q33 Gy, g
Gig Qa3
M= 5
Q31 Q33
i @3 @y Q3 @y Ggg
My = . My = y M=
T3 33 Goy Gy @3 Qg
11 Gg By Gy
ﬂ‘f‘ar—’ M ‘1{33= .
3 Gy Qg dyy

Se denomina complemento algebraico de cualquicr elemento @
del determinante de tercer orden (4) el menor de dicho elemento
M ; multiplicado por (—1)i+7. El complemento algebraico del ele-
mento @;; se denota con la letra mayiscula de la misma denomina-
«ién provista de los mismos dos indices que tiene el elemento dado.

Por ejemplo. el complemento algebraico del elemento a, se denota
con Ay el del elemento ayy, 445, ete. De este modo. por definicion,

Apy==(— 1)1 M == (= 1)141 Baz Gz .
- Gy O3z
Gy Q43
=(—1)2+t M, = (=1t i
Ay={—Apst Mg=f— .
@42 U3
— o — {y3+1 ] S %L ]
Ay=(—=1P" My =(—1) hy i}
Ay Ugg
A= (— DM, = (—1)142
L ) == } 3y '533'L
(TR
pq == { —1Y243 M= (—1)24+° :
R ! fa=(=1 Qg @39
a, a
Agg=(—= 1P+ Mg =(—1)3+3 i T2 '
1 Gz

Teorema 1. El deferminante (8) es igual a la suma de los productos
de los elementos de cualquier columna (fila) suya por los complementos
clgebraicos que les corresponden, es decir.

A= apdy + aydy Fapdy. A= aydy 4 Gpdi - Gady,
A = )yl g — Ggyday ~ Ay, A = ay Ay + 2ol + aysd 53
(®)

A = apdg i audgy + 053455 A = @543+ agedas + asd
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Demostremos, por ejemplo. la cuarta ecuacion de (8). Con este
fin transformemos el sepundo miembro de esta ignaldad:

aydy +apdytapdg=

@ @ a @
vasg | @Boe Qozl 2 a1 gy
=gy { — 1)t -ty (—1)1+2 }
Ugo (g3 Q3 Qg
Gy Oy
+a13(_—“11{+3 _—
Gy @gg

=8y (A5y833 — Byy003) — Ay3 (894833 — 834035) + 013 {05425 — B3404,) =
= QyRyqllgs — @y gglay — Ayalayllas T 21905180 + Cygllyylgg—
— G350 = @y (Tyelzy— Aoy} — Qyy {1855 — Agyt045) +

Aoy Qa3 Gy Qg yg dyg

8y (Ga@gs — Aaallyg) = @y —a

gy gy Q3 Qg Tyy Oy

Al comparar la expresidén obienida con la expresién (3) del deter-
winante A, concluimos que a4y + a9d; g + 34,5 = A, De modo
andlogo se establece la validez de las demis igualdades (8).

La notacién del determinante (6) de conformidad con cualquiera
de las formulas aducidas (8) lleva el nomhre de desarrolle de dicho
determinante por los elementos de la columna o fila correspondien-
tes. Estos desarrollos resultan ser comodos al caleular los determi-
nantes de tercer orden.

Por ejemplo, al desareollar el determinanie

2

=%
f

3
¢ -2
4 1

por los elementos de la segunda fila, oblenemos

A=1(—1y

3 o a2 o s

4 1
=—(6—1}4+2(2—12)= —25,

Para los determinantes de tercer orden quedan vilidas las propie-
dades I ... 8, examinalas para los delerminantes e segundo
orden. La demostracion de dichas prepiedades se deduce inmediata-
menle del teorema ! sobre el desarrollo del delerminante de Lercer
orden por los elementos de la fila (columna) y de las propiedades ¢o-
rrespondientes de log determinantes de segundo orden. Asi por ejem-
ple, la propiedad 1. eonsistente en que el determinante no varia,
si sus lilas se sustituyen por las eoluninas, puede demostrarse del
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modo siguiente. Sea

@y O Gy dy y Gy
A=ty gy By, A? =|@ Gy Oy,
a3y 3y @33 &3 a3 g3

Desarvollando el delerminante AT por los clementos de la pri-
mera fila. tencmos

gy Q3o Qyp (g Qyg Qoy

.

AT= —ay

]
oy @33 Qi3 Qgg G4z gy

Teniendo presenie que el determinante de segundo orden no varia,
al sustituir las filas por las columnas, obtendremos

K Qgg o3 Qs 843 Gyp Gy
=&y .

—ilgy

1
Q33 Og3 Oz, Qg @3y Qg3

Comparando la expresién obtenida con la (5) parael determinante A,
conchiimos que AT = A,

De modo andlogo se establece [a validez de las propiedades

wiie AR

Las propicdades 1 . .. 8 de los determinantes en combinacién
con el teorema 1 sobre el desarrollo del determinante por los ele-
menios de las filas v de Jas eolnmnas permiten, a menudo, facilitar
el céleulo del determinante de tercer orden.

Ejemplo. Calcilese el determinante

5 20 15
A={2 4 8|
1 4 7

De acuerdo con la propiedad 5 de los determinantes de iercer
orden, al sacar del signo del determinanie el factor comiin 5 de la
primera fila y ¢l factor comun 4 de la segunda columna, oblenemos

1 13
A=5.4]2 iS_
i § &

Ahora. snmemos 4 los elementos de la segunda columna los elementos
de la primera, multiplicados por {(—1}, ¥ a los eloementos de la tercera
columna, los elementos de la primera columna, multiplicados por
{(—3). En virtud de la propiedad 7, el determinante no varia y serd
igual a

1
A=20.]2 —1 2.
1 0 4



Al desarrvoliar el determinante obtenido por los elementos de la pri-
mera fila, tencmos

2
4

Valiéndonos de los determinantes de tercer orden, podemos a una
malriz cuadrada de cuarlo orden ponerle en correspondencia un nd-
mero gue serd determinanie de cuarto orden. Luego. introducir los
determinantes de quinto orden. con ayuda de los determinantes de
cuarto orden, etc. De este modo, para introducir los determinantes
de r-ésimo orden se debe disponer de los determinantes de orden
(n — 1). Tal manera de introducir log determinantes se denomina
introduccién de los determinantes por induccion. Veamos cdmo se
introducen log determinantes de n-8simo orden por induceién se-
gin n.

Supongamos que # = 1; como determinante de la matriz cuadrada
de orden 1 (es decir, del niimero a;;) se considera el propio ndmero a,;.
Convengamos en considerar que los determinantes de las matrices
cuadradas de orden (n — 1) va estdn introducidos y que esld demos-
trada la validez de sus propiedades principales (las propiedades de
tipe 1 ... 8, demostradas anteriormente para los determinantes
de orden 2}. Examinemos una matriz cuadrada de n-ésimo orden

A=20.1.(— 1)1+t

By g @y ... G4

A= Ty e (9)
ip aen gn  »o- fnn

Al suprimir en esta matriz la i-ésima fila y la j-ésima columna, de-
jando intacto el orden de los elementos. obiendremos una nateiz
cuadrada de orden (n — 1):

{ay Gyq SRR TS S S ST 21 e 4y
Aoy oo T A !5;'-:_ jH ves ap
Gi—g, 4 Qpug, g +-- Bpog, 1 By, jty --- Gy, n
Qreq,1 Qivr,2 -« Ogag, goy Qi4y, f4g =+ Qisy,n

Il @ny @ng vee Bp, g @n, 141 ses dpp

El determinante de esta matriz se designa con 3 ;; y lleva el nombre
de menor del elemento a;; de Ja malriz (9).
Se denomina determinante de la matriz (9) un mimere

andy — agMy + ayMyy — ag My + .. - (=), M,,.
(1)
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El determinanie de la matriz (9) se denota con el simbolo

ay @y H3 ...
Ty gy Gng e fag
U3 Mgy gz ... gy |, (11}

@py Gpy fng ... fGpp

o con una letra A, o bien con el simbolo | A |- De este modo, por de-
finicidn,
{Lil {"l! L ) a’n

Vi Qg fgg ... gy =|‘£“."}f“""’ﬂg;-ﬂ{gi+---+

Gpy Ays -w. Opy
F(— 1)+ ay M. (12)

Los elementos de la matriz (9) se llaman elemenios del determinante
{11); las filas y columnas de la matriz (9) se llaman filas y columnas
del determinante (11). Los menores del elemento a;; de la malriz (9)
llevan el nombre de menores del elemento a;; del determinante {11).
Seflalemos que los delerminantes de segundo orden, inlroducidos
segin la férmula (3) v segln la férmula (10). serdn iguales. El deter-
minante que se obtiene a partir del determinante (11) sustituyendo
en éste las filas por las columnas y las columnas por las [lilas recibe
el nombre de determinante transpuesio con el determinante A y se de-
signa por AT, mientras que la sustitueién del determinante A por
el determinante AT se denomina ifransposicién del deierminanie A.

Se llama complemenio algebraico de cualquier elemento a;; del
determinanle de n-ésimo orden {11) al menor 3 ;; de dicho elemento
multiplicado por {—1)+), El complemenlo algebraico de un ele-
mento a;; se denota con la letra mayuscula de la misma denominacion
y con los mismos dos subindices que tiene ¢l elemento dado, es decir,
por deflinicion. A,; = (—1)+ M,

Teorema 2. El determinante de n-ésimo orden (11) es igual o la
suma de los productos de los elemenios de cualguiera de sus columnas
(filas) por el complemenlo algebraico que les corresponde, es decir,

A== ady; 4 agpde; + o0 o - aggdy; para todo j =1, 2. .., 1y
(13)
A= a’il‘(j'l'l - ﬂ-fgrjfg '*‘ P + aindin para todo § = i, 2, oy N

La demostracién del tecrema 2 se omite.

Con avuda del teorema 2 sobre el desarrollo del determinante de
n-ésimo orden por los elementos de una eolumna (fila) y de las propie-
dades 1 ... 8 para los determinantes de (n — 1)-ésimo orden se de-
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muestran lag propiedades 1 ... 8 de los delerminanies de n-ésimor
orden.

Sin detenernos en la demostracidn, demos a conocer estas propie-
dades:

1. Al transponer un determinante, el valor de éste no varia, es
decir, A = AT.

2. Cuando se permutan dos columnas {dos filas), el delerminante
cambia de signo.

3. Si todos los elementos de al menos una columna {fila) de un
determinante son nules, el dltimo es igual a cero.

4. Un determinante que Liene dos colnmnas (filas) ignales es igual
a cero.

5. Si todos los elemenlos de una columna (fila) cualgquiera de un
determinante se multiplican por un mismo ndmero 2, el delermi-
nante quedara multiplicado por este niimero (es decir. el factor co-
mun de los elementos de una columna (fila) puede sacarse del signo
del determinante).

6. Un determinante en ¢l que los elementos de dos columnas (filasy
son respectivamente proporcionales, es ignal a cero.

7. Si cada elemento de una eolumna ([ila) cualquiera de un deter-
minante es la suma de dos sumandos, entonces el determinante es
igual a la suma de dos determinantes, en uno de los cuales los ele-
mentos de la columna (fila) correspondiente son los primeros su-
mandos, y en el otro, los segundos, mientras que los elementos res-
tantes de dos determinantes citados son los mismos que tiene el
determinante dado. '

8. El determinante no varia, si a los elementos de una columna
(fila) cualquiera se les adicionan los elementos correspondientes de
otra colomna (fila) multiplicados por un mismo nimero.

Enunciemos y demostremos una propiedad mas de los determinantes.

9. La suma de elementos de cierta columua {fila) de un determi-
nante de n-ésimo orden (» 2> 2), multiplicados por los complemen-
tos algebraicos de los clementos correspondientes de otra columna
(fila) es igual

L3 ks

a cero, es decir, D) ay; Ay;=0(0 bien (3] ay, Az =0), cualesiquie-
Ae=i =t

ra que sean » =2 y i=&].

Demostracion. Supongamos, para concretar, que j = i, enlonces,
al desarrollar el determinante por los elementos de la j-ésima colum-
na, ohlendremos

@y g e Byp o oeee By gy O By 5e oo My
n Qgy 8yp o vr Oy oo 8y oy O lg joy - gy
E gy Ayy=
=i gy Ggp -0 fg; +o. f3, 50 fy g gy ... (g |-
Unt Gng «v- @i -~- g jug @y G jy -o. flg,
(14)
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El determinante en el segundo miembro de la igualdad (14) tiene
iguales los elementos en la i-€sima y en la j-8sima columnas, respec-
tivamente. De vonformidad con la propiedad 4, el determinante (14)
©s nulo, por congiguiente

n

X @i Ay =0
=t

Para el caso en que i = j la demostracion es andloga. La propiedad 9
estd demostrada. Caleulemos el determinante de la matriz unidad,
valiéndones de las propiedades 1 . . . 8. Designemos ¢on Ej la matriz
unidad de orden k. Sea dada una matriz £,. Desarrollando el deter-
minanle de esta matriz por la primera columna, obtenemos

1 00...0
01 0...0
|Enl=[0 0 1...0|=1Ey40-Ey+ ... 4+0-Epy=|Enyl.
0 0 0...1
Repitiendo estos razonamientos para el determinante | E,_; 1|, luego
para | £, |. ete.. llegamos a la conclusién de que | E, | = 1. Asi

pues, el determinanie de la matriz unidad de cualguier orden n es igual
ai.

§ 3. Matriz inversa, Rango de una matriz

8i dos malrices cuadradas 4 y /7 de un mismo orden n son tales,
que A8 = B4 = E (donde £ es la watriz unidad de orden n),
suele decirse que las matrices 4 y B son inversas una de la otra y se
asan las designaciones B = 4-1 v 4 = B-L Por ejemplo, las ma-

trices
5 0 5 4 0 —5
A:(U 1 —6) y B=|—18 1 24
30 4 v—3 0 4
son inversas uni de la otra, por cuanto A8 = BA = E, donde
1 00
E=|01 0], es decir A=B"1, B=A4"1,
001/

Por delinicion, la matriz inversa de la matriz cuadrada dada A
de orden n se llama natriz cuadrada A - de orden n que posee la
propiedad de que A4-! = A-14 = E. donde E es la matriz unidad
de orden n.

Para cada matriz A de orden 2 que Liene una matriz inversa A,
la matriz inversa A-' es Gnica.
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En efecto, supongamos que una matriz A de orden n tiene la
mairiz inversa A -!. Supongamos también que exisle una matriz €
de orden n lal, que CA = AC = E. Entonces

C=FC=(A74)C = A-L (AC) = A-IE = A,
Las matrices inversas poscen las siguientes propiedades:
) (ANt =, b) (A3 = B4, ¢) (A7) = (A -hyr,

Omitimos aqui la demosiracién de estas propicdades.
Aclaremos cudles matrices tienen matrices inversas v & la

triz A tiene la inversa A -, eémo se encuentra la Ultima.
Sea dada una matriz cuadrada 4 de orden n (2 2= 2)

- L

ma-

Gy gz g ~.e Qg

oy (yg gy ton
A= dgy @z gy Ggy
{Iﬂ i (I,., 2 ans an n

Formemos una matriz cuadrada A de orden n por medio del siguiente

procedimiento: en lugar de eada elemento de Ia mateiz A pongamos
el complemento algebraico de este elemento, es decir.

Ay Ay A ... Ap,)
o A A Ay ... Ay,
A R Aal A32 Ass L el Asn

(Ani Anz Ans eiabe Ann

Transpongamos la matriz A:

Am -‘I'az A.’sz e 44:12
=l A An e Apg
nover Ann

La malriz AT lleva el nombre de matriz adjunta. For ejemplo. halle-
mos la matriz adjunta A%, si

100
A=|6 2 0
5 4 3
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Por cuanto

20 . _
Ay =(—1pt 4 3 =6, z’l,zv_—(—-i}hzls 3|=__1‘\_.‘
6 2
Apy=(—1)* 2 o7 =14, dy=(—1p+ 4 3'=”1
P T 10
Al — g m1=8  Aa={"Tluls 4[=—4.
i, = -|_3+100._ 5 1h34n 0__
Ay =(~1) 2 0 ={, Ag=(—1)32 6 0’_0.
410
‘.-13:‘ I___.I.{_J!).HJ G o =2‘
tenemos (que
6 —18 14 B 00
.-f“]‘:_—([} s S ¥ ‘:.i'*;":_ i 30
00 2 . 14 —42

Una matriz cuadrada 4 se llama degenerada (singular), si su deler-
minanle es igual acero (| 4 | = 0}, y se llama regudar, si | 4 | = 0.

Teorema 3. Para cuelguier matriz regular A (| A | 32 0) ecisle
la matriz inversa A -,

Demostracion. Examinemos una matriz regular de primer orden es
decir, el mimero oy, distinto de cero; la matriz inversa de esta
matriz serid ¢l ndmero —Ji—

Sea dada una malr-izl;egular A e segundo orden. Ilatlemosx el
producto de las malvices AAT y ATA, donde AT es una matriz ad-
junta. Por enanto la suma de los produclos de los elementos de cierla
columna (fila) de la matriz A por los complemenlos algebraicos de
dichos elementos es igual al detecminante | 4 | (véase el teorema 2),
v la suma de los produclos de los elementos de cierta columna (fila)
de la malriz 1 por los complementos algebraicos de elementos de la
olra eolumaa (fila} (de conformidad con la propiedad 9 de los deter-
minantes) es nula. entonces

s ayy @ A, A,
A= ( 1" 12) ( 1" .t)=
Ay Uag) \Ayy Ay
m(“-uf‘"u g Ay @y gy + ﬁquz)__ ( |4l 0 )
T Nagi Ay @gedl s Gy Ayy + agadag 0 141/
T4 = (1"1!1 -‘-191) (“n ﬁ'l&)ﬁ
Ay Aagf\tty gy
(-411‘3“ +Ayay Aya+ Aelﬂsz)_ (f 41 0 )
Aty + Ay A+ Aga.) " \ 0 [4])7

530



Cada elemento de las malrices ohienidas tiene por faclor comin ef
namero | A |, por consiguiente

~ 10 P ~ A 10 5
A4 =|A|(0 1)==| |E;, ATA=| f(o 1)=|AI :
De aqui. por ser la matriz A (] 2 | = 0) regular, tenemos
MR T
4 (IAIA )“‘E_(IAIA )A'

Por consiguiente, para la matriz regular de segundo orden A4 Ia ma-
iriz inversa 4 - serd una matriz, euvos elementos son los elementos

correspondientes de la matriz adjunta AT ivididos por ¢l determi-
nante | A |:

Ay Ay

g L v ray 14j
[4] Ajg Ay
4] 144

Pe este modo, no sélo demostramos la existencia Jde la matriz inver-
sa A -! para la matriz vegular de segundo orden A, sino también indi-
camos ¢l mélodo de construcciéon de la primera.

De modo andlogo se demuestra que para enalquier matriz regu-
lar 4 de n-ésimo orden, donde n > 3, la matriz inversa A -! serd
una matriz, cuyos clementos son los elementos correspondientes de

la matriz adjunta A7, divididos por el determinante | A
{ AI.I 4 Ain

AT TA] T4 A Au Am )
A“ An A-m 4] (4] |4}
el A A <l
- [FAD 4] lA1] |32 J2 <z
A =|Ta1 141 TA]
A Ay A Agg
An A Apn TAT Tal T4
Al 4] [ Al
El teorema estd demostrado,
Ejemplo, La matriz 1 00
A=t6 2 0
5 4 3
es regular, puesto que | A | = 6 & 0. Su matriz adjunta os
6 00
Ar—| —18 30
14 —4 2
Por consiguiente,
1 0 0

A=) —3 /2 0
73 =213 1/3
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Teorema 4. El determinante del producio de dos matrices cuadradas A
4 B de n-ésimo orden es igual al productu de sus determinantes, es decir,
|AB| = |4 ]| B]| (la propiodad aniloga es vilida también para
cualquier namero finito de factores).

Omitimos aqui la demostracién del teorema 4.

Por cuanto el determinante de la matriz unidad £ de orden n
es igual a 1. entonces, los determinantos de dos matrices reciproca-
mente inversus serdn nGmeros reciprocamente inversos, es decir,
[A]14A-t] =1.

Toda matriz degencrada 4 de orden n no tiene inversa, puesto que,
de acuerdo con el Leorema 4, el producto de la matriz degenerada 4
por cualquier matriz de orden n serd nuevamente una matriz dege-
neraea.

Las matrices inversas se emplean frecuentemente para la resolu-
¢ién de las ecuaciones matriciales.

Sean dadas las matrices A, B y C. 8i se pide hallar una matriz X
tal. que se verilique la ignaldad matricial AX == B, se dice que estd
dada una ecuacidn matricial

AX =B (1)

con la matriz incognita X. La matriz X, que satisface la ecuacion (1),
se denomina solucion de la ecuacion (1).

Si se pide hallar una matriz Y tal, que se verifique la igualdad ma-

tricial YA = C, se dice que esta dada la ecuacién matricial

YAd=C 2)
con la matriz desconocida ¥, La matriz Y, que salisface la ecnacién
(2}, se denomina solucidn de lu ecuacidn (2).

Veamos un caso particular de resolucion de las ccuaciones malri-
ciales (1) v (2). Sea A una matriz regular cuadrada de n-ésimo orden:
B. una matriz do dimensiones n X m, v €, una mairiz de dimensiones
k X n, donde n, m. k son nmeres naturales cualesquiera. En este
caso las ccuaciones (1) y (2) tienen soluciones.

En efecto. multipliqguemos amhos miembros de la primera ccua-
cién por la matriz 4 -* a la izquierda. 1o que puode realizarse en vista
de las dimensiones elegidas de la matriz 3. Al efectuar las operacio-
nes correspondivntes:

A'4X = A-'B, EX = A-'B, X = A-8B,

llegamos a que exisie una matriz X = A-'4 de dimensién n X m
que satislace la ecuacion (1),

Multipliquemos ambos miembros de la gegunda ecuacion por la
matriz 4-' a la derecha, 1o que puede realizarse en vista de las di-
mensiones clegidas de la matriz C. Al electuar las operaciones corres-
pondienles:

YAAL = CA-Y, YE=CA-, Y =CA-,
oblenemeos que existe una matriz ¥ = €A -' de dimensiones & X n
que satisface la ecuacion (2).
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Seftalemos que si incluso # = €. mas lag matrices A=' 3 5 no
son conmutables, entonces X == Y. es decir. para las mismas matri-
ces A v B = € las ccuaciones (1) y (2) tienen, en el caso general. solu-
ciones diferentes.

Ejemplo. Sea

73 o (! 2
A‘_‘(z 1) B=’=(0 —1)‘

Resolvamos las ecuaciones (1) ¥ (2). lallemos ante tedo

.4 ( 1 -3
)
En este caso

L 1 —-3)(1 2 ( t s
X=4 B=(_2 7/ o _1)2 =i —11)‘

ga B By 4 e=ly e 11)
ek :(0 _1)(_2 7):( 2 =)

es decic, X == Y.

En el § 2 se ha definido el concepto de menor del elemento a;;
de wna matriz cuadrada de r-ésimo orden. Fo el caso general de una
matriz de dimengiones m X n el concepto de menor de los elementos
de la matriz no se introduce; en lugar de ello se da el concepto de
menor de orden & de la matriz dada, donde el mimero & puede tomar
valores a parlir de la unidad hasta el minimo de los nimeros m y 5,
es deeir, 1 <%k < min (m, n)

Sea dada wna matriz 4 de dimensiones m X n y supongamos que
k es un ndmero natural tal, que 1 <%= min (n. n). Elijamos
arbitrariamente k filas v % columnas de la malriz 4. Formemos una
mairiz cuadrada M de orden k&, utilizando con este Tin los elementos
dispuestos on las intersecciones de las filas y columnas meneionadas
(sin variar el orden de los elementos). El determinante de la matriz W
se llama menor de k-ésimo orden de la matriz A.

Ejemplo. Sea dada la matriz

1 3y
A= 3 4
. —3 0
de dimensiones 3 X 2. En este caso [os menares de primer orden de

la matriz son clementos de dicha matriz. es decir, fos nimeros 1,
3.3, 4, —3, 0. Los menores de segundo orden son determinantes

13 1 3 3 4
3 47 | =3 07 |—3 O

La matriz mencionada no tienc menores de ordencs més altos.
51 se trata de una matriz cuadrada 4 de orden », su menor de n-
ésimo orden es el determinante | A |, los menores de (r — 1)-€gimo
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orden son lus menores de los elementos correspondientes de esta  ma-
wriz; los menoresde orden 1 son los elementos de esta matriz. Adomas,
la matriz eitada tiene menores de orden k, donde 1 <k < n — 1.

El orden mas alto de los menores, distintos de cero, de la matriz A
lleva el nowbre de rango de le matriz A de dimensiones m X n.

5i todos lus elementos de la matriz A son ceros, se dice que el
rango de o mairiz es igual a cero.

El rangao de una malriz cuadrada regular A de n-Gsimo orlen e
Igual & n.

120 4
Poz ejemnplo, el rando de la matriz Az(z 40 8) esigual a

la unidad, puesto que los menores de segundo orden de estn matriz
son nufos (debido a la proporcionalidad de las lilas de la malriz),
mas hay meuores de primer orden {clementos de la matriz 4) que
son distintos de cero.

Sea dada una matriz 4 de dimensiones m X 1y supongamos que
existe wn nimero natneal I << min (m, n). Si todos los menaores de
l-ésimo orden de la matriz A son nulos, entonees serdn también nulos
todos los meunores de dicha matriz de orden {2 4- 1).

En efecto, olijamos cualquier menor de la matriz citada de orden
(£ + 1) y desarrollémoslo por los elementos de cierta fila. Cada
sumando del desarrollo contendra, a Litulo de factor, cierto deter-
minante de orden I, que es el menor de [-ésimo orden del elemento
correspondiente de la fila elegida del determinante de orden (¢ 4+ 1).
Por cnanto tode menor de orden ! es ignal a cero, entonces la suma
del desarrollo es también igual a cero, a consocuencia do lo cual el
menor elegido de orden (I 4~ 1) es anlo. Por consiguiente, si todos
los menores de I-6simo orden son nnlos, todos los menores de orden
superior a I son también nulos.

De este modo, con el fin de determinar el rango de una matriz
de dimensiones m X n, se debe hallar, al principio, por lo menos un
menor de primer orden quo sea distinto de cero, es decir, hace [alta
esclarecer i hay entre los elementos de la matriz por lo menos uno
que sea distinlo de cero. Si tal elemento no existe, cl rango de la
malriz serd igual a cero. Si la matriz Licne un elemento distinto
de cero. es necesario hallar por to menos un nenor de segundo orden
distinlo de cero. St tal menor no existe. el rango de la matriz serd
igual a 1. 5i hay un menor de segundo orden distinto de cero, se debe
buscar el menor de tercer orden que sea distinto de cero, etc. hasta
que se encunentre un menor de r-ésimo ordea distinto de eero; pero
o bien todos tos menores de orden r 4= 1 son nulos, o bien r = min {m,
n). Entonces ¢l rango de la matriz es igual a r.

Para determinar el range de una matriz de dimensiones m X n
se procede frecuentemente del modo signiente. Se elige un elemento
cualquiera de fa matriz, distinto de cero. A continuacion, afadiendo
una fila y una colnmna, distintas de aquellas en las que se dispone
el elemento. se forman toda ¢lase de menores de segundo orden hasta



que se encuentre el menor de segundo ovden que sea distinlo de cero.
Luego, aiadiendo cierta fila y cierta columna, distinta de aguellas
en las que se dispone el menor hallado de sogundo orden, se forman
toda clase de menores de lercer orden hasta que se encuentre el nenor
de tercer orden que sea distinto de cero. Este proceso s¢ continiga
hasta que se encuentre el menor de orden r que sea distinto de cero,
para el ¢ual todos los menores de orden {(r 4 1). construidos por el
método indicado, sean iguales a cero. o bien no hays lales menores
en general (si la matriz contiene r lilas o r columnas). FEntonces el
rango de la matriz es igual a r,

No se aduee aqui la demostracion de la validez de este mélodo
para delerminar el rango de na matriz.

Ejemplo. Hillese el rango de la matriz

t 2 3 4
368 7 9
4 7 10 13

X1 menor de primer orden (el ntmero 1) dispuesto en la intersec-
cién de la primera columna con la primera [ila es disitnlo de cero.
El menor de segundo orden. dispuesto en la interseccion de las pri-

5 " 12
meras dos columnas ¥ las primeras dos lilas, 3 5[ - —1, es tam-

bién distinto de cero. Todos los menores de tercer orden de esta ma-
triz son nulos. Por consiguionte, el rango de la malriz es igual a dos.

§ 4. Sistemas de ecuaciones lineales
Analicemos un sistema de m ecnaciones tineales con n inedgnilas:

@y 4 Qs+ o oo G2y =Dy,
A%y F ATy ot - o -y ¥p = by,

(0

T R T

A+ Ae@y + o F Cppn == bys

donde xy, z,. . . .. z, son las incognitas, ¢;; ¢ =1, 2. .. ..m, j =
=1, 2, ..., n), los coeficientes v by, ba, . .., by, loz Lérminos
independientes del sistema de ccuaciones (1). Recordemos que una
coleceibn numérica (o, o,. . . .. 2,), correspondiente a la colec-
cidn de incégnilas (zy. x4, . ..., 2z,) lleva el nombre de solucion
del sistema (1). si. al sustitnir en cada ccuacion del sistema (1) los
niimeros correspondientes, en lugar de las incognilas, se obtienen m
ignaldades numéricas licitas. Resolver el sistema (1) significa hallar
todas sus soluciones o demostrar gue el sistema no tiene soluciones.

Un sistema de ecuaciones linealos se denomina compatible, si
Liene por lo mcnos una solucidn, e incompatible (contradictorio),
si no tiene soluciones. Un sistema compatible se llama determinado,
si tiene wua solucion Gnica, e indeterminado, si Liene mas de nina solu-
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ciom. Se puede mostrar que el sistema indeter minado de ecuaciones
lingales sicmpre ticue una infinidad de soluciones.
Ejemplos. La ecuacién lineal con unasola incognita a),z, = b, liene

para a5 0, la Gnica solucién .-z:=-:-’l-.
1L
La ecuacion lineal con dos inedgnitas
Q) + a2y = by

tiene una infinidad de soluciones pava @, 5= 0 y para ag, 5= 0.
20 efecto, sea, por ejemplo @y, 7= U, entonces Ja ecnacion ,.r, +
+ a9y~ by es equivalente a la ecuacidn

e AU

3
23

. .s y @y, b
gque tiene por seolucién la exprosién (a, _-‘;I:_!g_+9_ll<:)‘ donde «
es un nimero real cualguiera.

[5] sistema de dos ecuaciones lineales con una sola inedgnita

ayx=by, {ayy 5 0),
ayz="by (agy 5= 0)

b " . .
donde —— = J’—“—, es incompatible,
a4y @y

Efectivamente, supongamos que el nimero o es la solucidu de la
ecuacién @,z = by, es decir, admitamos que se verifica la igualdad

: b ; b

numérica aya=>b;, BEn este caso a=_". Si a=—i fuera una
e11 11

solucion de la ecuacidn g,z =10, sevia valida la igualdad numérica

Bglr s 3 ) i

—;f:’-::- ., 0 bien, en virtud de que a, =0, la igualdad numeérica
b b 3 S -

a—‘:—a-’—, lo que contradice la hipétesis, Asi pues, la solucién
1 21

a de la ccuacién agz == b, no es una solucidn de la ecuacién a5 % = by,

y esto significa que el sistema de dos ecuaciones con una sola incdgnita,

3 b, ; .
donde =X 5= —*, es ineompatible.
¢ @y ne agy’ o npe

Se denomina matriz hasiea del sistema (1) una matriz 4 de dimen-
siones m > n, cuyos elementos eslin representados por los coefi-
cienles de las incdgnilas del sistema de ecnaciones (1), es deeir,

g Qg -vv Qg

Uy Opis. w5 B

Se denomina mairiz de incgnitas del sistema (1) una maltriz colunma X,
cuyos clementos estin represenlados por las incégnilas del sistema,
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es decir,

Se denomina mairiz de términos independientes del sistema (1) una
matriz colwmna B, cuyos elementos esldan representados por los
términos independientes del sistema. es decir,

b,
by
B= z g
bm
La ecuacién matricial
a“ am v a’in xi bl
Gy Oy o.. f(lgg 2 by
ami amz- L] amn "":'n. bm
0 hien
4X =5 (2

Heva el nombre de ecuacion matricial del sistema (1), si las matrices 4,
X y B son las matrices correspondientes del sistema (1).

Por cuanto enalguier coleceién numérica (o, @, - . .. o,), que
representa la solucién del sistema (1) ¥ estd escrila en forma de una
matriz columna

&y
g

an
es una solucién de la ecnacion matrieial (2), y como cualguier matriz
columna numérica

By
Be
Bn
gue representa la solucidn de la ecuacién matricial (2) del sistena (1}
y esla escrita cn forma de una coleccion numérica (B,. Pa. . - oo [}

es una solucién del sistema (1), suele deecirse que el sislema de eri-
ciones lineales (1) esequivalente @ la ecuacién matricial (2) del sisterna (1),
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Veamos un caso particular del sistema (1). Sean dados un sistema
de n oecnaciones con n inedgnitas

ATy - BgaZp -l « . . 4 Ty = by,

Gy gy 1 .. .+ gplty = by

()
Ay +an2:“"2 A By = bﬂ-
vl ecuacion matricial correspondiente de este sistema
Gy Gy ...y &y by
By gy vl B ¥ b,
Apy Gpy .o llpp Tn by
o bien
AX = 5. (4)

Bl deterininante de la matriz A del sistema (3) se denominara
deierminante bdsica y se designard con A, es decir, A = | 4 |. Su-
pongamos que la matriz basica 4 (que es una matriz cuadrada de
n-ésimo orden) del sistema (3) es regular, es decir, admitamos que
A= |4 | 0. En este caso, segin lo expuesto en el § 3, existe la
tinica matriz inversa 4-'. Multiplicando a la izquierda por la ma-
triz inversa A1 los miembros primero y segundo de la ecuacién ma-
tricial (4) delsistema (3), obtenemos que X = A-'8, con la particu-
laridad de que la matriz X es de dimensiones n X 1, es decir, es una
matriz columoa. Asi puee. debido a la unicidad de Ja matriz inversa
A~ la ecuacidn matricial (4) del sistema (3) tiene una solucidn tnica,
que es la matriz columna X = A-1/3.

Por cuanto la ecuacion matricial (4) es equivalente al sistema (3).
entouces, si el determinante de la malriz bdsica 4 del sistema lineal
(3) es distinto de cero (es decir. | A | 5= 0), el sistema (3) serd com-
patible y esti determinado, es decir, tieno solucién Gaica.

Esta tinica solucién del sistema (3) puede hallarse segln la regla
de Cramer, cuya enunciacién se aducird mds abajo.

Si en la matriz basica A del sistema (3) de n ocuaciones lineales
con n incdgaitas sustituimos la j-ésima columna de coeficientes del
sistema 3 por la columna de términos independientes de dicho sis-
tema. la matriz obtenida se denomina matriz complementaria del

3
sistemma (3) ¥ s designa por A, es decir,

Ay Gy« oe g by @y jag ooe By

Uy g « - - G, gylp By g4q - - . Upp =

e
il
Gl

Unyllny « + oOp jgbnln,jy oo Gan
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El determinante de la matriz 4 se denota, por regla general, con
7
Ay, es decir, A; = {4 |
Pasemos ahora a la resolucion del sistema de ecuaciones (3).
Sea n = 1, es decir, supongamos que el sistema (3) consla de
una sola ecuacién con una incégnita: e,z == by, y sea ), 5 0.Esta
claro que esta ecuacion tiene una solucidn dnica que s el nimero
by
ayy’ ! : ,
Sea ahora n = 2. Examinemos un sistema de dos ccuaciones con
dos incognitas:
ands+ tpts =b,, "
(6)
g%y + Qg% = b,
t 2
La matriz bdsica 4 y las matrices complementarias 4 y A de este
sistema son respectivamente las matrices

ay o 1 bya 2 iy b
A=( u 1z)‘ .4=( 1 12) 4_( 1 :)‘
Uy Qg by agy y by
Supongamos que el determinante de la matriz basica A es distinto
de cero (A = | A | = 0). Entonces existe la iinicn matriz inversa

T (Au“lzl)
Ml Ay Ay

v se verifica la cadena de ignaldades matriciales

(i’t )= 1 ( Ay Am) [ by )= 1 ( by gy + bady )___
*y 1L\ Ay 4y, (bz 140\ b Ay + by |

blA"‘f‘ng'lgl
-~ ]
o bydyp 4 bydlay
4]
de donde
by Ay Ay By (=DM 4 by (— 1AL, —
UM 141
by ayg 1
ol b0l _ 14l _ 8,
Al — 14f T A
yy by |
To = l'qA“-i— bqu_g i bl ( _nlﬂMm'{‘bs (— 1)2+2p 22 __ gy by Lo
= 14| - 4] 1Al

2
AL A,
BT

BET
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es desir, los componentes de la solucion (z,, z,) del sistema (6) se ha-
llan valitndose de Jas férmulas

xim_"\_l ;{_'2:_" (7)

1 2
donde A, A,, A, son los determinantes do las matrices 4. 4, 4 del

sistema (6).
Estudiemos un sistema de tres ecuaciones lineales con tres in-

chgnitas:
Qg - Uiy Ty + 84375 = by,
g%y + gy + gaZs = by, (8)
34Ty = Oagly + UgsTy = by,
La matriz basica 4 y las matrices complementarias zi, .i. Asde] sis-
tema (8) som, respectivamente:

@y Qyp Gyg
A= G 8 a5 |,

Gy Ggp fg3
; by ap ay \-.' ) ay by @y Uy A by
A=| Dy an 8y |, A=| an by tyy |, A=| 8y @xn b |,
by ay aas} agy b3 ag ag dy; by
Supongamos que el determinante de la matriz basica A es distinto de
cero (A = | A | %= 0). En este caso existe 1a Gnica matriz inversa
Ail Azl A.‘!!
Al= I-‘l” Ap Ap Asp
AIS ‘42.3 A:SS

y se verifica la cadena de igualdades matriciales

Ty Ay Ay Ay by
Iy | = |+I Ap Ay Ap by | =
&y : Ap Ay An)\ b

buAr by bgday |
by A+ byA gy - byl gy 4]

b4 byd bgd

=_...|{1| b[A!2+b2A22+b3_432 = 4 12+ 2!’12;-'- s e
byA s+ bydgy - byd gy b,Ayg--bodgs+badas
I 14] i
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de donde
ByAy - bodyg 4 baday By (= DV by (= 1By by (=13 HMy

Il =

141) 14| B
by @z g
by tiyy tgs 3
_ lbgagp g | 1Al _ 5\_1
T s A
_ bidiatbadyy +bydae by (—NEM by (— )P 3M by (- 11VMG,
| 4] | A
a3y by ayg
figy by Ggg 2
= ag3 bs agy e [4l — Ay
14| |41 A
_ bidyatbadaatbaday by (— DY gt-by (= 1V2 3 M ggd-bg (— 11343y
= T4 = T]
fyy @y by
@3y Qa9 by 3
‘1‘11"’32"’3 14l =ﬂ
14} 14 il

es decir, los componentes de la solucién (z,, ,, ;) del sistema (8) se
hallan por las formulas

1 2 4
donde A, A;, A,, Ay son los determinantes de las matrices 4, 4, 4, 4

del sistema (8).

Demostremos que si el determinante de la matriz basica 4 del
sistema (3) es distinto de cero, entonces el j-ésimo componente
z; (f =1, 2, ..., n) de la tnica solucion (z,, Zy - - -, Zn) del sis-
toma (4) se determina por la formula

i
p=dl=b =tz ow,

donde 1zi | = A; es el determinante de la matriz complementaria A
del sistema (3), v [ 4 | == A, el detorminante de la malriz bisica 4
del sistema (3).

Examinemos el j-ésimo componente de la malriz columna 415,
la cual es la tinica solucion de la ecuacién matricial (4) del siste-
ma (3). Tenemos

- bidyjtbadajt ..+ bpdnj -
14]
by (=110 My by — 425 M g o bn (= 1VIM
J4] -
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Qg Byn on tiy g By By e - yg
Toy G35 .- 8g,jo1 by Cyjer -+0 g

3
Upillng --- Ba iy Unln jeg -oo Bpn 14|

[4] |41

'»IJ-_*

lo que se Lrataba de demostrar.

La rogla, de acuerdo coun la cual se determina la solueién del sis-
tema {(3). lleva el nombre de Cramer. Enunciémosla.

Regla de Cramer. Si el sistema (3) de n ecuaciones con n incégnitas
es lal, gue el determinante de su matriz bdsica no es nulo (A 5 0), en-
tonces el sistema tiene una solucion dnica (%, Ty, . . ., &), cada une
de cuyos componentes se determina por las formulas de Cramer, es de-

CiF &y s %i G =1, 2, ..., n), donde A; es el determinante de la

i
matriz complemeniuria A que se obtiene de la matriz bdsica A del
sistema (3} sustitugendo en éste la j-ésima columna por la colemna
de términos independicntes del sistema.

Ejemplo. Resuélvase el sistema de ccuaciones

T+ 32 22,==1,

31:1 +$2+2.r3:2|

10z, + 122, L 8x,= 4.

El determinante de Ja malriz bésica cs

T & 2
A=(3 1 2 | = _72s0,
10 12 8

Por consiguiente, el sistema tiene una solucion unica. Hallémosla,
rigiéndonos por la regla de Cramer:

4§ @ 712
A=|21 2[=0, A=(3 2 2|=3s,
4 12 8 10 4 8
7 3 1
Ap=1{3 1 2]= —40.
10 12 4
Por consiguiente, a:,=-i—‘=0, z2=%=—%. 'xa=‘i_s=%' wa
decir, ol sislema ticne una solueidn t’mica![(), —'1}', ‘i‘“) .

Cuando ¢l determinante | 4 | de la matriz basica 4 del siste-
ma (3) ex igual a cero, la regla de Cramer resulta inaplicable.

Pasemos ahora al estudio de los sistemas de m ecuaciones con n
incognitlas,
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Se denomina malriz ampliade del] sistema de ecuaciones (1) una
matriz que se obtiene por adicion a la malriz basica 4 del siste-
ma (1) de una columna de términos independientes gue forma la
tltima columna y se separa por una raya vertical, es decir. una
matriz

Qyglys <oty |y
Aoglpy ... tgy | by

u‘mtamZ «reOmp bu

Cabe sefialar que el rango de la matriz ampliada B no eg inferior al
rapgo de la maliriz hasica 4 del sistema (1). Para ser més exactao, si vl
rango de la matriz basica es ignal a r, ¥ el rango de la ampliada e=
A. entonces r<C /. Al mismo !iempo es obvio que R <Cr - 1.

L. cuestion sobre Ia compatibilidad del sistema (1} se vesuelve por
¢l eriterio de Kronecker— Capelli: el sistema (1) de m ecuaciones li-
neales con n incégnitas es compatible si, y sélo si, el rango de la mairiz
ampliada B es igual al rango de la matriz hisica A del sistema (1).

I.a demostracidn de este teorema no se aduce en esta obra.

Supongamos que el rango de Ia matriz bisica del sistema (1) es
igual a r, con la particularidad de que 1 << 7 < min (m, n).

Eu este caso cualguier menor distinlo de cero de orden de la
matriz béasica del sistema (1) se lama menor principal.

La resolucidn del sistema de ecuaciones lineales consiste en lo
siguiente. Caleulamos et rango de la matriz basica A del sistema (1)
y te la malriz ampliada /5.

Si el rango de la matriz béasica A del sistena (1} no es igual al
rango de la matriz ampliada £, entonces, de acnerdo con el eriterio
de Kronecker—Capelli, el sistema es incowmpatible, es deeiv, el sis-
tema (1) no Liene ningina solicion. Con esto se da por terminada la
resoluciéon del sistema (1).

Si los rangos de las matrices basica y amplinda son iguales y
equivalen a r, es decir, si el sistema (1) es compalible. se toma cual-
quier menor distinto de cero de la matriz basica de orden r y se
consideran r ecuaciones cuyos coeficientes integran dicho menor
principal, mienlras que las ecuaciones reslanles de sistema se despre-
cian. Las incognitas, cuvos coeficientes integran dicho menor princi-
pal se declaran principales, y las demas incdgnitas, independientes.
El nuevo sistema se reescribe de tal munera que en los prineros
micembros de todas las ecuaciones quedan sélo log términos que con-
Lienen r incognitas principales; todos los demds términos de las ccua-
ciones, que conlienen {(n — r) incognitas, se trasladan a los segundos
niiembros de las ecuaciones. Luego, se hallan las incigunitas prin-
cipales de acuerdo con la regla de Cramer. ks facil ver en este caso
que las incégnitas principales se expresan en términos de las incog-
nitas independientes, cada una de las cuales puede adquirir cualguier
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valor numérico. Las soluciones oblenidas del nuevo sistema con r
incognitas principales se llama solucidn general del sistema (1),

Atribuyendo a todas lasg incognitas independientes ciertos valo-
res numéricos, se hallan, a base de la solucion general, los valores
numéricos correspondientes de las incignitas principales y, de este
modo, se determina la solucion del sistema original de ecuaciones (1),
la cual lieva el nombre de solucién particular para los valores numé-
ricos dados de las incdgnitas independientes. Empleando el procedi-
miento mencionado se puede ohtener cualquier selucién del siste-
ma (1).

Ejemplos. 1. Veamos el sisicma

53:1-««3)2—{- 2373‘{"1‘; =,
2371+$2+4x3—2$i = 1,
£Ly— 33'2—63:3 ‘|- 5..“_?‘i = 0_

El rango de la matriz basica de este sistema es igual a dos, puesto
que existe un jnenor de segundo orden, distinto de cero, de la matriz
citada. por ejemplo
| |
no—i

2 ATe

mienlras que todos los menores de tercer orden son nulos.

E? rango de la matriz ampliada de dicho sistema es igual a tres,
puesto que existe un menor de tercer orden, distinto de cero, dela ma-
triz citada. por ejemplo

5 —1 7
2 1 1] = u35
1 —3 0

De acuerdn con e] criterio de Kronecker—Capelli, el sistema es
incompatible, es decir, no tiene soluciones.
2. Examinemos el sistema

T2y - By — 2, =2,
4y 4 Oy — 112, =2,
El rango de la matriz bésica de este sislema es igual a dos y el rango

de la matriz ampliada es también igual a dos, puesto que, por ejem-
plo, el menor de segundo orden

7 8
= w17
f —2

de Ja matriz basica es distinto de cero, mientras que todos los me-
nores de tercer orden de las matrices bdsica ¥ ampliada son nulos.
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Quicre decir, el sistema es compatible. Tomemos por el menor
g1 . 7 4
principal, por ejemplo, el menor I-';—-21 Dado que la lercers ecua-

cion del sistema no contienc elementos de este meonor principal, de-
sechamos la tercera ecuacion. Las incognitas x, v =, las declaramos
principales, pues sus cooficienles integran el menor principal; la
incognita z, la declaramos independiente.
Obtenemos un sistema que es cquivalente al de partida:
{ ?‘TI +3.T2=2-T3'{*2.,

&y — 2me = — 3.

lResolvimoslo segan fa regla de Crameor:

2z,4+2 3
i e —313 - - —41'3‘—4—}‘9.13 _ 5&’3—31_ 5 = @ 4
L e S R
17 2::2—1—2’
w11 —3azyg _ —Uay—2z,—2 —28r,—2 23 2
o A I 1T =——r 1%t

Asi pues, la solucion general del sistema de partida representa una

infinidad de colecciones (x (2, x;) de la forma (_ %f “+ %, %t-{-

2 . | | s
-i—_[—-.- t), donde ¢ ¢s un numero real cualquiera. La solucién par-
i

ticular de [a ecuacion de partida serd, por ejemplo, una coleceidn
) 4 2 .
numérica (TT-' i 0) que se obtiene cuando £=10.
3. iPara cudles k serd compatible el sistema de ecnaciones
[ I‘—}-ky=3,
kx4 4y =67

Por cuanto r 5= 0, este sistema es compatible en dos casos: cuande
A =40, y cuando R = r == 1. Analicemos por eso dos casos.

1k

k 4
ces, de acuerdo con la regla de Cramer, el sistema ticne una solu-
cién Omiea,

Quiere deeir, para eualquior £, a excepcidn de & = 2y kb = —2, ol
sistema cuenta con la inica solueién,

b) 8i R =r =1, es decir, si

1::_3::_13)
~|6 4 =%

a) 8i A=£0, es decir, si

== 0, es decir, si kZs£4, enlon-

k4 |k 6

es decir, si k = 2, el sistema cs compatible,
Resumiendo, llegamos a que el esquema de parlida es compatible
para cualesquiera %, salvo para k = —2,
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Analicemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégni-
lasx e y

{313+b|y=5h )

a2 + byl =C.

valiéndonos del criterio de Kronecker—Capelli,
La malriz basica de esto sistema

(e
a3 by
tiene el rango r, con la particularidad de que 0 << r <C 2.

La matriz ampliada
(ai by
ay by e,

tiene el rango R, siendo 0 <Cr<{ R. Ks obvioque r<{ R <{r + 1.

Tiene lugar la siguiente afirmacion.

Sea dado un sistemae de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas
(9). Entonces:

1. si r = I = 0, es decir, si todos los coeficienies a,, a,, by, b,,
¢y, ,C, Son iguales a cero, cualguier par de niimeros reales serd la solu-
cidn del sistema 5:?):

2.5t r=0, R =1, es decir, si a = a3 = by = b, =0, y i+
+ ¢; 5= 0, entonces el sistema (9) no tiene soluciones,

3.sir=1, R =1, el sistema (9) tiene une infinidad de solucio-
nes, pero no todo par de mimeros reales serd su solucion;

4. sir =1, R = 2, el sistema (9) no tiene soluciones;

5.sir =2, R =2, el sistema (9) tendrd una solucién inice la
cual puede hallarse por la regla de Cramer.

Es valida también la afirmacién inversa

1. Si el sistema (9) tiene la iinica solucién, entonces r = R = 2;

2. si el sistema (9) no tiene soluciones, entonces r = R, es decir,
obimr=0yR=10bienr=1y R =2

3. si todo par de nimeros reales es una solucién del sistema (9), en-
tonces r = R = 0

4. si el sistema () liene una infinidad de soluciones, perv no todo
par de nitmeros reales constituye su solucién, entoncesr = R = 1.

Demosiremos estas afirmaciones sélo para ¢l caso en que ambas
ecuaciones del sisterma (9) son de primer grado, es decir, cuando se
verifician las condiciones o} + 5750, af 4 b3 0. En este
cuso cada una de las ecuaciones de dicho sistema deline por separa-
do una recta en el planc, donde viene dado el sistema de coordena-
das 20y {véase ¢l cap. I11). Esto nos ofrece la posibilidad de atribuir
cardcter geométrico a los razonamientos ulteriores en el andlisis del
sistema (9).
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Teorema. Sear dadas dos rectas mediante las ecuaciones
ax -+ by —e =0,
@,z -+ by — ey =0, 10)

donde a; + b0, y af + 02550,

1. Para que dos rectas se corlen. es necesario y suficiente que sea

Rz =2
2. Para que dos rectas sean paralelas, pero no coincidentes, es
necesario y suficienie gue sex v = 1, R = 2,

3. Para que dos rectas ceincidan, es necesario y suficiente que sea
r=R=1.

Demostracion. Demostremos al principio la suficiencia de las
condiciones.

1. 8ir = R = 2, ¢l sistema (10} tendrg la Winica solucién, la cual
se encuentra con facilidad por la regla de Cramer, y esto significa
que las rectas tienen un punto comnn, es decir, se intersecan.

2. 8ir =1, R = 2, el sistema (10), es incompatible, por lo cual
las rectas no tienen puntos comunes, es decir, son paralelas y no
coingiden.

3. 8i r= R =1, todos los menores de segundo orden de lag
matrices basica y ampliada son nules, es decir,

ay by _ ¢y by . agcy -0
bl " |ab] T N
Estas condiciones pueden escribirse asi:
0, = b,a,, (11)
eby = byca 2)
ayc, = Gl (13)

Analicemos ahora lodos los casos gque pueden tener lugar.

a) 8i a; = 0, entonces &; 7= 0, puesto que a] 4 b7 == 0. En este
cago de (11) se deduce que @, = 0, y por cuanto a} + bl 54 0, tene-
mos b, 7= 0. De (12) encontramos quesil = g = a, y las ecuaciones

I
de las rectas toman la forma

g —o)=0, by(y—o)=0

Ya que &; = 0y b, = 0, de aguf sc desprende que estas rectas coin-
ciden con la recta y — o = 0.

b) 8i b, = 0, entonces a, =0, y de (11} se deduce que &, =0
(con la particularidad de que @, 5= 0). Entonces, de (13} tenemos
:—1 = ? = fi, y por esta razdn las ecuaciones de las rectas tomarin

1 z
la forma a; (x — p) = 0, a, (r — B) = 0. Por cuanto a, 55 0, a, =
7= 0, de aqui se desprende que cstas rectas coinciden con la recta

r—p=0

4]
ey
b |
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¢) Si a,35=0 y b=0, de (11) se deduce que a—9=b—2=~]‘, v de

4y 1
(12) ¥ (13) se desprende que r:zz-%ici HE i—* ¢;. De este wmodo,
1 1

oblenemos que @, = ya,, by == by, ¢ = y¢;, por lo cual las ecuacio-
nes de las reclas tomaran la forma

a4+ by —e, =90, yr+ by —¢)=0

Por cuanto y 7= 0, de agui se desprende que estas rectas coinciden.

Demostremos alora la necesidad de las condiciones. La demos-
tracién se realizard por reduccion al absurdo.

1. Supongamos que las rectas se corlan. Dewostremos que r ==
= R = 2. Si resultara quo r = 1, 7 = 2, entonces, segln lo demos-
{rado, Jas reclas serian paralclas y no coincidentes. Si resultara que
r= R = 1, entonces, segin lo demostrado, las rectas serian coin-
cidentes.

Por consiguiente, r = R = 2.

2. Supougamos que las rectas son paralelas. Demostremos que
r=1, B = 2. 8i resultara que r = R = 2, entonces, segin lo de-
moetrado, las rectas se cortarian. Si resultara quer = £ = 1, enton-
ces, segn lo demostrado, Jas reclas serfau coincidentes. Por consi-
guiente, r = 1, R = 2.

3. Supongamos que las reclas coineiden. Demostremos que r =
= I = 1. Siresultara que r = 1! == 2, entonces, segin lo demostra-
do, las rectas serfan paralelas. Por consiguiente, r = # = 1. El teo-
rema queda completamente demostrado.

Ejercictos

1. &ad:( Hillense 448, A—B,

244+-3B, 31—28.

(3 1B= (el

12 1 0241
2. Millese una matriz €, si A=(Oi U). B= (—1 O 3)}'4-]-
23 —1 034
+2C=3B.

¥ i —20
&HﬂMmepde%ﬂBy&mﬂA:(h ),B: 32
21 0 4

10
00

conmuiables con 4, es decir, nquellas, para las cuales A X = X4,

5. Una matriz § = of, donde £ cs ﬂa matriz unidad de n-ésimo orden y ¢,
un nlmezo, recibe el nombre de matriz escalar. Demostrar que la matriz escalar
S es conmutable con cada matriz de orden #, es decir, si 4 es una matriz de or-
den n, entonces 54 = A8,

4. Sea dada una matriz 4= ( ) . TMallenso todas las matrices X

o8 o -—senoc) z(cosﬁ—senﬁ)

6, Muéstrese que Ias matrices .-1=(
' 4 3 ? seNg CoSid senf cosP

son conmutables. Hillese su producto,
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7. Hiilense todas las matrices euadradas #, para las cuales AB==1},

4 11
st A= (1 1) 3
&, Millese la forma general de Ja matriz 4 de tercer orden, para la

010
cual (0 [} 1) A=0.
000

" 01 10 3 S —
9, Sen J_-z(__l 0). Ez(o l) . Muéstrese que J%= —}F, E3=1F,

10, Sean dados un polinomio P {zj=2'—35z-L6 y una matriz A=
- ( : i} . Hillese P (4)= At —~54BE.

leceribanse las malrices trangpucstas para las matrices (11 ... 14):
4 01
1. A=(213); 12. B= (1); 13. c=( ); 14, D=

3, 34
i, 02
=(-i 11).
2—11

15. Compruébese el cumplimienta de la propiedad de transpesicién en
el ejomplo de las matrices A= (f __(1)) , B= ( _; 3) i
16, Muéstrese que al mulliplicar por la izquierda la matriz B=

010
=(1 0 O) por una matriz arhitraria A4 de tercer orden se cambian de
001

lugar las primeras dos filas de Ja matriz 4. Eslablézcase qué sucede al multi-
plicar por la derecha.

100
17. Muéstrese que al multiplicar por la izquierda la matriz D=(O o {1)
001
por una matriz arbitraria A de tercee ceden, Ja 29% fila de la matriz 4 queda
multiplicada por «. Establézcase qué ocurre al mulliplicar por la derecha.
1da
8. Mudstrese que al multiplicar la matriz Cw(ﬂ 1 (l) por una ma-
001
triz arbitvaria 4 de lercer orden o la derecha se agrega a la primera columna de
la matriz 4 la tereera columna muitiplicada por . Establézcase qué ocurre al
multiplicar por la izguierda.

Calctilense los determinantes (19 . .. 25):

]2 3 4] 20. i 2 312, a 1 a22 (1 & 4
3 =21 3 —4 7 —1 e 1 06 0l
| 2 3 —3% 12 —15 a —1 a b 0 ob

23. |a 1 al 24 |a —u a] 25 |2 —1 3 -1

0 —a -1
a { —ua

] a —aj.

a4 —f -—q




Hallese el rango de la matriz (26 ... 28):

26, 2 —i b 6 27. i 0 —12
Az(i 1 3 5). B=(5 —1 —17).

1 —5 1 =3

12
28, = (4 8) £
3 6

2 -1 i3

29, Cercidrese de que para A= (: 3) , 8i |4]=ad—cb % 0. cnionces

peritls )

3 41

30. Hillese 1a matriz inversa 4~ si A= (2 3 1.

52 2

31, Demuésirese que si las matrices 4 y B son conmutables, lo serin tam-
bién las matrices inversas 4 y B,

32. Cercidrese de que (AB)1=A"1B"L si A= (:] }) y B= (; ?) 4

Resuélvase ol sistema de ecuaciones (33 ... 40):

= {51‘1-1—27:,-[-3@,:4.
'_x1+2'7‘+3‘35=0v
35.{ gy — Az, — 132y =0,
— 3z, 5z dzg=0.
z4-2y+32==3,
31 q2r4y—z=1,
{3:+3y—i—2z=10.
-2+ dz=4,
39. {21+4y+6;=3.
dzdy—z=1.

S5ay 421, H3zy+7=0,

51‘—312=7,
34. {-—-2’:,-[-—9:-,zri,
2e, A= —2.
2z—dydz=1,
36. { z—2y-t+4z=3.
Jr—y452=2
4$1-|—5I3=8,
38, {x,—&x3= —2.
3r tdzy=13.
2r—3yt+z—2=0,
40 { by —424-5=0,
hrtoy—de+4=0.



CAPITULO

XI

NUMEROS COMPLEJOS

Al estudiar los ndmeros reales hemos sefialado que en el conjunto
de nimeros reales no se pusde encontrar, por ejemplo, tn nitmero
cuyo cuadrado sea igual a (—1). Para que los problemas semejantes
sean resolubles, el concepto de niiraero se hace mas amplio introdu-
ciendo en el andlisis los nameros complejos.

§ 1. Concepto de nimero complejo

Sean dadas las expresiones del tipo @ 4 bi, donde @ ¥ b son ni-
meros reales e i, cierto simbolo cuyo sentido y relacién con el nlimero
real b, al igual que el sentido del signo «+» que une @ y b, seran
aclarados mas abajo. Introduzcamos las definiciones de igunaldad,
suma y producto de tales expresiones.

Las expresiones ¢ + bi y ¢ + di se consideran iguales, si, vy sdlo
si, @ = ¢y b = d simultdneamente. La igualdad entre las expresio-
nes a + bi v ¢ 4 di suele escribirse en la forma a - i = ¢ + di,

De la definicion de igualdad se deduce que dos expresiones a +
4= bi ¥ ¢ - di son diferentes, es decir, @ 4« bi 5= ¢ 4 di, si se cumple
por lo menos una de las designaldades a 54 ¢ 0 b =4 d.

Observaeién. De todos los signos de designaldades, a saber,
==, <<, =, <, >> para las expresiones del tipo ¢ + bi se emplea so-
lamente el signo =,

Se llama swna de las expresionos @ - bi y ¢ + di la expresién
(@ +¢) + (b +d)i. La suma de las expresiones a 4- bi y ¢ + di
suele designarse por (a + bi} 4 (¢ + di), es decir, por definicién,
(@ + bi) + (¢ + di) = (@ 4 ¢) + (b - 4) i.

Se lama producie de las expresiones a -+ bi y ¢ -~ di la expre-
sion (ac — bd) 4~ (ad -+ be) i. El producto de las expresiones a + bi
¥ ¢ +- di suele designarse por (a - bi) (¢ + dit), es decir, por defi-
nicién, (a -+ bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad - be) i.

El conjunto de todas las expresiones del tipo a + bi, quese dis-
tinguen, se smman y se mulliplican de acucedo con las defini-
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ciones recién enunciadas, recibe el nombre de conjunto de mimeros
complejos, y cada elemento de dicho conjunto, es decir, la expresion
« -+ bi, se denomina nimere complejo.
El niimere complejo @ + bi se denota frecuentemente con una
letra, por ejemplo, con la letra z. En tal caso se eseribe z = a + bi.
Sean dados los nimeres complejos 2, — a; -+ b, 2, = @, + b,i,
Zy == @y + byi, . . . 3, — @y - byi. Para determinar la suma de
los numeros contplejos 3,, 2y, 2g. - . ., 3y 0S necesario hallar la suma
de los primeros dos nameros, luego a la suma obtenida afiadir el
tercer niimero, a esta Gltima suma adicionar el cuarto numero, ete,
hasta que ge agoten todos los sumandos. De modo andlogo se deter-
mina también el producto de varios niumeros complejos.
8i un nimero complejo z figura como factor n veces (n 2= 2}, el
producto 2z ... z recibe el nombre de n-ésima potencia (nz= 2)
\——.‘,—’
i VEres
del niimero z y se designa con z", es decir, por definicién,

n
23 0. Z=23",

T VeLes

Ademis, por definicion, 2! = z.

Demos a conocer las leyes principales de adicién y multiplica-
cién de los nimeros complejos:

a) z; + 24 = 25 + % (conmutatividad de la adicién);

b) (2, + 25) + 33 = 3 + (3, + z3) (asociatividad de la adicion);

¢) 2,3, = 2,2, (conmutatividad de la multiplicacién);

d) (233;) 25 = 5y (292y) (asociatividad de la multiplicacién};

e) (21 + 2g) Za = 2,23 4 Z,2; (distributividad de la multiplica-
cién respecto de la adicion).

La validez de estas leyes se desprende de la definicién de suma y
de producto de los nimeros complejos y de la validez de las leyes
andlogas para la adicién y wultiplicacién de los nimeros reales
(omitimos la comprobacion de su validez).

Para las oporaciones de adicion y multiplicacion de los niimeros
complejos se introducen las operaciones inversas respecto de ellas.

Se denomina diferencia de los ntmeros complejos z; ¥ z, un ni-
mero complejo z, tal, que, siendo adicionado a z,, da z,.

Mostremos que para cualesguiera nimeros complejos z; == 4, +
+ hi ¥ 2, = a, + b,i la diferencia entre ellos z; = 2z, — z, existe,
es Ginica v se calcula segin la regla z; = (@, — ag) + (by — b} i,
es decir, existe el inico nimere complejo z, = x + yi, el cual, siendo
adicionado a z,, da z,. Por definicién de suma de los nimeros comple-
jos tenemos 2, - zy == (@, + x) -= (b, + ¥) i. Por definicién de
igualdad entre los nimeros complejos; los nimeros z; v 2, + 23 son
iguales =i, y solo si, se verifican simulténeamente las igualdades

e 4 & =8y b + g =4y



Los niimeros z o y se determinan siempre a partir de cstas igualdades
v, ademas, de un modo \nico: z = @, — a,, ¥ = by — by, es decir,
existe el Unico nGmero complejo zg = (@, — a,) - (b — by) ¢ el
cual serd precisamente la diferencia entre z, y z,.

Se denomina cociente de la division de un namero complejo z;
por olro nfimero complejo z, tal, que z4 5= 0 - 0i, un niimero  com-
plejo z, que, siende multiplicado por z,, da z,.

Se puede mostrar que para cualesquiera ndweros complejos z, =
Qg+ by, 3= @y byi (3, 7= 04-0i) el cociente} 5, = | -Zl‘-e.\'iﬂi.o. s
dnico v se caleula segin la regla i

_ yaa-hby s

3 ad |- b3

byag—at,b,

7
T ag4- 3 ?

Esta igualdad aqui no se demuestra.

Veamos los nfimeros complejos de la forma a - 0i. Cada nimero
de esta indole se acostumbra considerar como un namero real «, es
decir, todo nimero de la forma a -- 0i se idenlifica con el nimero
real @. Los mameros @ y @ - 0i no se distinguen corrientemente e
incluso suele escribirse la igualdad a 4 0i = a. En particular, no
se distinguen los ntimeros 0 y 0 -+ Oi, el nimero 0 -~ 0 también
se denomina cero y se escribe 0 -+ Qi = 0.

Veamos ahora los niimeros complejos de la forma 0 |- bi. Es cos-
tumbre denotar tales nimeros simplemente con 4i y escribir la igual-
dad 0 + bi = bi. En particular, un nimero complejo 0 4 1i se
acostumbra denotar simplemente con i y escribir la igualdad 0 4
-+ 1i = i. El ntimero complejo i se llama unidad imaginaria. Mostre-
mos que la unidad imaginaria posee la propiedad de que ## = —1.
En efecto, en virtud de los convenios asumidos se verilican las si-
guientes igualdades: i = (0 + 18)? = (0 —- 1i)-(0 |- 15) = 00 —
—1:1) + {01 +1-0)i = —1 + 0 = —1.

Los ntimeros complejos del tipo 0 -~ Ui se denominan nifmeros
imaginarios puros.

De acuerdo con los convenios asumidos, cualquier niimero ima-
ginario puro bi representa el producto de dos nimeros complejos:
del ntimero b y de la unidad imaginaria {. Efectivamente,

(b -+ 0) (0 + 18) = (b+0 — 0-1) + (b1 +0-0) i =
= 0 + bi = bi.

Cualquier niimero complejo « - bi representa la suma de dos
niimeros complejos: del nimero a y del mimere imaginario puro bi.
En efecto, (@ + 0i) + (0 + bi) = (@ + 0) + (0 -+ &) i = a -+ bi.

De la definicién de operaciones de adicion, sustraccion y nulti-
plicacién de los niitmeros complejos se deduce que dichas operaciones
pueden realizarse seglin las reglas que rigen las opernciones sobre
los polimonios (véase el cap. 1), sustituyendo i* por —1, y reuniendo
después los términos que contienen i y los que wo Ia contienen.
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Ejemplos: (2 + 3i) — 44+ (T —13) + 4l = 2 —4 + 7) +
+(3—143 4 & ¢ =5— 6l

(4 +5) + (z + yi) —(a® — bi) = h+zxz—=a% 4 (6 +
+y+b)i

(@ + bi) (z + yi) = az + ayi + bri + byi® = (ax — by) +
+ (ay + b2) i

(24+40)(T — i) =14 — 2 -+ 28; — 4i* = 18 + 26i.

Sean 3, y z, unos nimeros complejos cualesquiera y 7, un nitmero
natural cualquiera. Valiéndonos de las reglas para las operaciones
con los niimeros complejos, podemos demostrar con facilidad la va-
lidez de las [ormulas de multiplicacion reducida:

(214 22)" = 2] + Chal "y Chal "t . ..+ CB 2T + 25
n P R P - - ri= -
2l —32= (2 — 2) (317 +2{ ™+ 217 4 . 228+ 257,
v, eun particular, de las férmulas
(21 F-5,)* =z} | 222, 4 23 2} — 22 = (8 + 2zp) (2, — Z3).

Interpretacion geométrica de los ndmeros complejos. Supongamos
que en un plano estd dado un sistema rectangular de coordenadas.
A todo nimero complejo z =

Mia bl y‘ == ¢ - bi le pondremos en co-
rrespondencia un punto en el pla-

| no, cuyas coordenadas son a v b,

i2 . ]“--\y,=argz es decir, el punto M (a, b) (fig.

s 192). Es fdcil ver que entre el

| conjunto de nimeros complejos

Vf 'Z  yel conjunto de puntos en el pla-

no se ha establecido, de este mo-

Fig. 192 do, una correspondencia tal, que

a todo nimero le corresponde
solamente un punlo ¥y que a nimeros distintos les corres-
ponden distintos puntos. En el plano, adem4as, no hay punto que no
corresponda a cierto nimero complejo. Quiere decir, entre el con-
junto de nimeros cownplejos y el conjunto de puntos en el plano se
ha establecido una correspondencia biuanivoca y por eso podemos con-
siderar que el nidimoro complejo z = a - &i 0s un punto en el plano
con coordenadas {«, b).

Se llama mddule del namero eomplejo z=a-bi un niimero
real r=|z} =) a*+ %

PPor cuanto al nimero complejo z == a + bi se le puede poner en
correspondencia un punto . del plano con coordenadas & v b, enton-
ces, al médulo del nimero complejo se le puede atribuir el siguiente
significado geométrico: |z | es la distancia entre el punte corres-

pondiente A7 (a, &) y el origen de coordenadas. Veamos los siguien-
1es problemas.
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1. Hallese el conjunto de puntos de un plano que correspoden a
los nimeros complejos z tales, que |2 | = 1.

De conformidad con el significado geométrico del modulo de un
namero cowmplejo, se trata de les puntos cuya distancia hasta ol
origen de coordenadas es igual a la unidad, es decir, de los puntos
dispuestos en la circunferencia de radio igual a 1a unidad con centro
en o} origen de coordenadas (fig. 193).

2. Hallese cl conjunto de puntos de un plano que corresponden a
los niimeros complejos z lales, que 2 < |z | << 3.

De acuerdo con el significado geométrico del mddulo de un nd-
mero complejo, se trata de los puntos dispuestos en ¢l interior de un

Y
(@ v

04
4 (to 7 - Bz
|z|=1
28| z|<d
Fig. 193 Iie. 194

anillo formado por las circunferencias de radios 2 v 3 con centro en
el origen de coordenadas, incluida la circunferencia de radio 2
(fig. 194).

)} ndimero complejo z = a + bi puede considerarse como un vee-
tor z, cuyo origen se ubica cn el origen de coordenadas y el extromo,
en ¢l punto M (e, &) que expresa dicho nimero (viase la tig, 192).
En adelante, al hablar de los vectores que expresan los nimeros com-
plejos, supondremos que el origen de dichos vectores se dispone en el
origen de coordenadas.

Veamos ¢6mo se ilustran geomélricamenle Ja adicion y la sustrac-
cibn de dos nimeros complejos z, = a -- bi y 2, = ¢ +di en el
caso cuando tres puntos O (0, 0). M, (a, b} ¥y M, (¢, d) no se disponen
en wna misma recta,

Sean dados los nimeros 2, — a + bi, z, = ¢ |- di ¥ 2, = (a-]-¢) -~
-+ (b 4 @) i. Examinemos el vector z;, cuyo exlremo se ubica en el
punto M, (a, b}, el vector z, con su extremo en el punto M, (c. d) v
el vector z; con extremo dispuesto en el punto M, (a -} e, b -+ d).
El vector z4 es la diagonal del paralelogramo OM, W, , (tig. 195).
Por cuanto el nimero z; os la suma de los nameros z, v z,, de aqui se
desprende que la adicidn de dos nimeros complejos puede interpre-
tarse geométricamente como adicion segin la regla del paralelogra-
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mo de los vectores 5, ¥ 25, cuyos origenes se encuentran en el origen de
coordenadas, y los extremos, en los puntos M, (a, b) y M, (¢, d)
que expresan fdichos ndmeros.

Los veclores quo expresan los nimeros complejos z = a + bi y

(—z) == —a — bi se disponen simétricamente con relacién al origen
. y
74

- M3}
$a) .
7 z

w

Nf-a-b)

ivig. 195 rig, 196

de coordenadas, puesto que los extremos de estos vectores es decir,
los puntos M (u, 6) v N (—a, —b) son simétricos con relacion al
origen de coordenadas (fig. 196).

Scan dados los nimeros z, = a + biyz, = ¢ L di. Estudiemos el
veclor z;, cuyo extremo se dispone en el punto M, (a, b}, y el vector

4
M’f'\“\

(0.1)

7 £

L\z-dl=77

v

Fig, 197 Fig. 198

Z, con su exlremo dispuesto en el punto M, (¢, d) (fig. 197). Cons-
truyamos sobre dichos veclores el paralelogramo OM M M ,. Veamos
el vector (—z,), cuyo extremo sc dispone en el punto M, (—e, —d).
Al sumar los veclores z; ¥ (—3,) segiin la regla del paralelogramo,
obtenemos su suma, ¢l vector z,, cuvo extremo se dispone en el punto
Mg (& — ¢, b — d). s evidente que la longitud del vector z, es igual
a la del segmento M M ,. Por cuanto la longitud del vector z, es igual
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a |5 | =12 — 2y ], de aqui se desprende que la longitud de la
diagonal MM, es igual a |z, — 2z, | ¥ el mddulo de la diferencia
entre dos nameros complejos 3, v 2, represenla la distancia entre los
puntos J, y M, que representan dichos nfimeros,

Tal interpretacion geométrica de la suma y del médulo de la
diferencia entre dos ntimeros complejos se emplea con frecuencia en
la reselucion de Ios problemas.

Ejemplos. 1. Hallese ¢l conjunto Iviey
de puntos del plano que correspondan i &
a los nimeros complejos z tales, que ' ://
se verifique |z — i ]| = |2+ 2| *(j 3]
La distancia de los puntos busca- 40 &7

; ¢ |
dos a los puntos, correspondientes a !

Ios niimeros complojos i v (—2) son /
iguales, Quiere docir, el conjuntn hus- " TR ol
cado consta de los puntos de una recta %7 b w ! 8y 4
que es perpendicular al segmento que ﬁ/ i
une los puntos (0: 1) v (—2; 0) v que !
pasa por el centro de este segmento "
(i‘ig. 1(}8) Fig., 199
2. Hallense los puntos z, que ga-
tisfacen la condicion |z —1|=|z—=2|=]z—i]|

Los puntos, correspondientes a los nlimeros 1, 2 v i, forman un
tridngulo. Solamente un punto satisface In condicién del problema,
2 saber, el centro de la circunferencia cireunscrita do dicho triangu-
fo. Por cuanto el punto mencionado es equidistanle con respecto
de los puntos (1; 0} v (2: ), entonces sn coordenada es

3 A
X =4, v por ser equidisiante de los punfos (1; 0) v (0; 1), enton-
<08 y=:r;-_-%, us decir, la condicién del problema la salisface el
inico ndmero z=-§-3— %i (fig. 169).

Se denomina argumento de un nimero complejoz = a -} bi, dis-

tinlo de cero, cnalquiera de los ntimeros ¢ que representan la solu-
cion del sistema de ccuaciones

[£3
I cos (¢ =

'/Eﬂ <+ b s
” b
SeIl i == "m'g— .

Para el nimero z = 0 el argumento ne se determina. Il sistema dado
tiene una infinidad de soluciones (puesto que en el plano de coorde-
nadas el pat de ndmeros ( [.f_; — =

VeEred’ Varfat
cireunferencia unidad}), con la particularidad de gue 8i @, es nna de
{as soluciones, todas las demis solucienes s¢ obtienen a partir de

) define un punto de la
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ésta Gltima por la férmula ¢ == ¢, -~ 2ak, donde % es un nGmero
entero cualquiera. De este modo, todo niimero complejo z = O cuenta
con una infinidad de argumentos que se diferencian uno del otro en
un nGmero muttiplo de 2,

Se lama argumento principal de un namero complejo z = ¢ &
~+ bi == 0 el argumento de éste elegido en el intervala [0,2n) v se
denota por arg z.

El argumento de un nimero complejo z tiene ¢l siguiente signi-
ficado geométrico. Si un nirero complejo z = a -+ bi 5= 0 se consi-
dera como un veclor z cuyo extremo se dispone en el punto M (a, b),
entonces la magnitnd del dngulo ¢, al cual s¢ debe girar en et sen-
tido contrario a las agujas del reloj el eje positivo Oz hasta que
) coincida ésie por primera vez com
71 el vector z, es precisamente el ar-
gumento principal del nimero com-
plejo z (véase la fig. 192). La mag-
nitud de cualquier dngulo que di-
fiere delt argumento prinecipal arg z
en un niimero entero de dngulos

& ; v
//: ¥ completos serd también argumento
( del nidmero on cousideracidn z.

N (1 z Ejemplo. Flillense en un pla-
f;\ B no los punlos z que satisfacen Ia
= 3, 5.

SNy condicion —:f— < arg z-::_—g 5
:;’:,\5"\'?“ Todos los puntos dispuestos en
un rayo cualquiera que parte del
i origen de coordenadas tienen un
mismo argumento principal, razdn
Fie. 200 por la cual la condicién del pro-

blema la satisfacen todos los puntes

de aquella parte del plano que se dispone entre los rayos que parten
: Y = n _ S« iz

del origen (e coordenadas bajo los dngulos 7 Y3 como también por

los puntos dispueslos en el primer rayo {fig. 200). .

Nimeros complejos conjugades. Un namero complejo z = a — bi
se denomina conjugado del nimero complejo z == a -+ bi, B

De acuerdo con las formulas de multiplicacion reducida, 2z =
= (@ + bi) X (¢ — bi) = a® — (bi)* = a* + b* _

Esta propiedad de los nimeros complejos con]ugadgs permite re-
ducir 1a operacién de divisién de un numero complejo z; por otro
nimero complejo z, {z, = 0) a la multiplicacién de Jos nimeros com.
plejosz, v z,. En efeclo, sean z; = a; + byi, 2 = a, + byl y 2, % 0,
entonces
z —bal) _ ayay—uybai--biagl—bibyi®

% Z1Za ey -1 bri) (o
— —— TR ] T
2z ZoZp az 4 b3 az+0b3 : " :
__ a8p-tbybe e 183 —a1b; ;
rENY ey o
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2435 _ (@40 {4H-0) _ 8424 4i-
4—i T (44-0) (b—1) 1641 1
Por definicién, si 250, lenemos 20=1; si z=1(

, . 1
numero natural, entonces 77 = —,

zn,

Ejemplo.

¥ on 05 oun

Ejemplos. 1. (24+i)°=1;

1 —i —i
] L e AN O <% W 5
2. 4 T = e &
e 1 1 1 1 (3—4p
2 — - e v -
3. @+t= (282 A4-4i4-2 T 344 T (B4 B —4i
3—4i 3 4 .

= m:ﬁ: Es-—«- — -2—5- L,

Es facil ver que uo nfimero conjugado del nimero z es el nimero
z, es decir, 2 = 7, y, Por eso, los nliimeros z v z se llaman reciprocamnen-
te conjugados. In la interpretacién geomé-
trica de log ntimeros complejos los recipro- | i’
camente conjugados representan puntos si- 1% '
métricos con relacién al eje real Ox (fig. *

201). Aportemos una serie de propiedades (i
de los nimeros reciprocamente conjugados.
) 1Z1=1z]. )

Efectivamente, |z] =1 a® 1 02, |z| =
=V a,+ (=02 =V a*+ 2, o5 deciv, |z]=
= lz]|.

Ib; 8i z=a, donde a es un nimero Fig. 204
entero, entonces z = z, arg z = arg 2.

¢) Si 7 5%z, entonces arg z = 2mn ~— arg z.

En efecto, si g es una solucién del sistema de ecuaciones

a

cos qJ:iz}_;g_i_-F_-ﬁ_‘;.
b
2¢n @:W

entonces el nimero ¢, = 27 — @ es la solucién del sistema de ccua-
ciones

a

= Vera
—b

SN [ = ——re——maem

Sen ]/as+bz

d) (2| =V 7z

En efecto, por cuanto |zl=Va?+8&. v como

ty
3
f

= (a+ bi) (a—bi) =a? + b2, entonces |z] =V zz,
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¢} La suma y el producto de los nimeros reciprocamente conju-
gados es un nimero real.

En efecto, si z = a 4 bi, entonces z + z = 2a {un namero real)

¥ 2z = ¢* + b* (un niimero real).

f) Un nitmero conjugado de la suma de fos nitmoros complejos
cualegquiera es igual a la suma de los ndmeros conjugados de los
sumandos, es deeir, 2, + 2, = 2, i 2,.

Bn electo, si 2z, = a + i, z, = ¢ 4 di, entonces 3z, 4 z, =
=(a —=bi)-rlc—di)=(a+ec)—(b+d)i=[a + ) +(b + d) i]=

= z, -vi_-_‘z.‘,.

g) Un niimero conjugado del producto de dos nitmeros complejos
es igual al producto de los nimeros conjugados de los factores, es
decir, 2,3, = 2,2,.

En efecto, si 5, = @  bi, 2, = ¢ -L di, entonces zz, = (ac —
— bd) -|- (ad - Dbe) i e (z42,) = {ec — bd) — {ad + be) i, v 2,2, =
= (u — bi) (¢ — di) = (ac — bd) + (—ad — be) i = (ac — bd) —
— (ud -+ be) i, es decir, 2,2, = 7,2,.

h) Un nimero conjugado de la difercucia entre dos ntitneros com-
plejos esigual a la diferencia entre los nimeros conjugados, es decir,

{2y — 25) =z, — Z,.
La propiedad h) so demuestra igual que la £).

i)y Si z,5%0, culonces (i‘-]=4
Za Zy

La propicdad i) se demuestra ignal que la g).

) Un ndmero conjugado de la n-ésima potencia de un nimero
complejo z cs igual a la n-ésima potencia del nimero conjugado de z,
es decir, (2") = {£"), donde rn es un ndmero natural.

Demostremos esta propiedad por el método de induccién matemé-
tica. Cuando n = 1, ¢l teorema es obvio. Supongamos que es tam-
bién obvio paran = £, es decir, admitamos que se verifica la igualdad

(z_")=(;,)", y demoslremos que (Z"Ti]:(;)ﬁ”, En efecto, (F] =
= (#"+2). De acuerdo con la propiedad g) de los ndmeros conjuga-
dos tenemos (?*"z‘):(?*?) z. Valiéndonos ahora de la suposicién de
que 2=k, obtencmos (z*)z=(z)"*z=(z)*", y la propiedad j) que-
da demostrada,

Como corolario de las propiedades demostradas més arriba (f,
h, j) obtencmeos la validez de la siguiente afirmacién.

Si un niimere z viene expresado en términos del wimero complejo «
con ayudn de la suma y la diferencia de las potencias naturales del ilti-
mao, entonces, sustituyendo en esta expresion el nimero o« por el nimero

conjugado de él, a, obtenemos el niimero z, que es conjugado del niime-
o 2.
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§ 2. Forma trigonométrica
de los niimeros complejos

Seaz = a + bi un namero complejo distinto de cero. Designemos
con r el médulo de este nilmero y con ¢, uno de sus argumentos.
Entonces, el nimero z pusde ser escrito en la forma

z2 =71 (cOS ¢ + i sen ). (1}

El segundo miembro de la ignaldad (1) recibe ¢l norabre de jorma
trigonoméirica del ntmero complejo z.

La forma trigonométrica de un niimero complejo distinto de cero
estd delinida de modo univoco: es la notacién dol nimero complejo z
en la forma (1), donde r es un nimero positivo igual al médulo del
niimero z; el coseno y el seno se toman de un mismo angulo ¢, que
es igual al argumento del nimero z, y, ademds, entre ol cosono y el
seno se pone el signo mas,

Estd claro que los niimeros complejos dados a continuacién estan
scritos no en forma trigonométrica:

. bl . kL
z,=cos-32]— =+ sen(n—%); zz=—2(cosT i senT);
= (08 e 3008 D Lo
Iy =Sson = +icos g 2008 Lsen -,

La jorma trigonométrica de estos niimeros complejos es la si-
guionte:

; an 2 bt
zizcos% +asen%; z2=2(cos—13—- +IS(!|'I—-3-—);
: ; z L 7

Zy=cos 3 +-isen I z,=cos "?15' +isen -,

Las operaciones de multiplicacién, division y elevacion a polen-
cia entera con los nimeros complejos se realizan con mavor como-
didad, si dichos nimeros estin escritosea la forma trigonométrica.

Teorema 1. LI modulo del producto de dos niimeros complejos es igual
al producto de sus médulos, y el argumento es igual a la suma de los
argumentos.

Demostracién. Sean dados los nimeros complejos z, = r, (cos g,--
+ isen @) ¥ 2, = ry (¢0S Qo -+ isen ¢,). Analicemos el niimero z, =
= z,z,. Aplicando las reglas quo rigen las operaciones sobre los na-
meros complejos y, ademas, las féormulas para el coseno y el seno
de la suma de dos &ngulos, tenemos:

2y = 212y = [ry (008 @+ i sen @)1 frg (cos @, 4+ i sen @)1 =
= rir, [(cos ¢, + i sen ) (008 @, + i son P,)] =
= r,ry [(cos ¢, cos p, — sen @, sen qy) -+ (sen ¢, cos @yt
- oS @, sen @} i} = ryr. [cos (¢, +
+ @2) + isen (9 + 9.
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Asi pues, zy = 77, [cos (9, + @) -+ £sen (@, + @,)], es decir,
el niimero z, estd escrilo on la forma trigonométrica y su médulo es
igual a ryr,, mientras que su argumento es (¢, + @,), lo que de-
muestra el teorema.

Teorema 2. /5l médulo del cociente de dos niimeros complejos z, y
7, (3, 5= 0) ex igual al cociente de sus mddules, y el argumento es igual
a la diferencia enlre los argumentos.

La demostracién de este teorema es semejante a la del teorema 1,
se debe solamnente mulliplicar con anticipacion el numerador y el

— oo B ;
denominador del cociente —E por (cos (¢, — i sen ¢).
2

Teorema 3 (f6rmula de Moivre). Sea z un nimero complejo cual-
guiera distinto de cero y sea n cualquier nimero entero, en este caso
tenemos

z" = [r (cos ¢ + i sen @} = 1" (cos ng - i sen ny). (2}

Demostracién. 1. Para cualquier n natural demostremos esta
férmula por el métode de induccidn matematica,

Cuando r == 1, la férmula es justa. Supongamoes que la férmu-
la (2) os también justa para n = [, es decir, admitamos que se veri-
fica la igualdad

2% —= r (cos ¢ + i sen @)1 = r" (cos kg -L i sen kq). {3

Demaostremos que la validez de la igualdad (3) predelermina ef hecho
de que la formula (2) se verifica también para n = k& -~ 1. Aplicando
la férmula (3}, las reglas que rigen las operaciones sobre los ndmeros
complejos v las formulas para el senc y coseno do la smma de dos
angulos, tencmos

ZFH - 2z e [ (cos kg + ©sen k)] [r (cos @ + isen ¢)] =

= ri*1 [{cos kg cos ¢ — sen kg sen ¢) + i (sen k¢ cos ¢ -
- cos k¢ sen )] = r** [cos (k + 1) ¢ -+ isen (k -~ 1) ¢,
es decir, la formula (2) queda demostrada para r —= & 4 1. Por con-
signiente, segdn el método de induceion matematica la formula (2) es
vilida para cualquier n natural,

9. 8 n-—=0y 2540, entonces, por definicién, z' = 1, por lo
cual z* = 1. (cos O -= i sen Oy), es decir, Ja Tormula (2) es justa
para n — (.

3. Sea n -~ —1. Aplicando la definicién de potencia con expo-
nente entero negalive y ¢l teorema 2, llegamos a que

oy s t-isend 1 oo 0, B
B {eos (~— @) -Lisen ( + )],

es deciv, para n == —1 la formula (2) es vilida.
4. Sea n un nimero entero negativo cualquiera, enfonces n —=
= —m. donde m = | n | es un nimero natural. Aplicande primera-

mente la definicién de potencia con exponente entero, y luego, la
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validez de la férmula (2) para n = —1, al prineipio, y después para
cualgquier m natural, tenemos

n

i =(%)m={rlcosn+-q=)~1wsen(+q:;1}m=
={ L tcos(—q) + isen (—a)1}" -

= (%)m[cos(—-mm)—kisen (—mq)| =r" (cosnp--i sen ng).

Asi pues, la féormula (2) es valida para cualquier z entero. El teorema
estd demostrado.

He aqui un ejemplo de aplicaciéon de la férmula de Moivre. Cal-
culemos sen 3z y cos 3z a través de sen z y cos z. Segun la férmula
de Moivre,

{cos & 4 i sen £)® = cos 3x + { sen 3.
Al mismo tiempo, de acuerdo con la formula del binomio de Newton,
(cos z + i sen x)® = cos® & 4~ i 3cos® x sen z + 3 cosx (i sen x)2+
+ (i sen 2)® = (cos® & — 3 cos x sen® x) -} ¢ (3 cos® x senx — sen’s),

Asi, segiin la regla do igualdad de los nimeros complejos, tene-
mos
sen e =3 cos? rsen & — sen® 2, co0s 3z = cos® ¥ — 3 cos z sen’z,

Aplicando la identidad trigonométrica fundamental, podemos
escribir estas férmulas en la forma:

sen 3z = 3 sen & — 4 sen® r, cos 3xr = 4 cos® z — 3 cos z.

Observacién. Estas mismas {6rimulas se han obtenide en el cap, V
con ayuda de olro método, Haciendo nso de las Iormulas de Moivre y
del binomio de Newton, podemos calcular cos nz ¥ sen nz para cual-
quier nimero natural n.

La forma trigonométrica de los nimeros complejos permite de-
mostrar las propiedades de los mddnlos de los nimeres complejos:

a) |2z | =2 [ 12, s
z gl S B E
o |2 =4k o s

e} Izt <z |+ 12 [

d) |z =z | =< M2, |+ |2 I5

e) 1z | —zll<<iz +2

DNzl —izl<lz, —z2 |
Demostremos estas propiedades. La propiedad a) se ha demostrado en
el teorema 1, v la propiedad b), en el teorema 2.

Demostremos la propiedad c) Sea z, = r, (cos @, + i sen @), ¥
7, == Iy (COS @y - I 5em @,). Por cuanto

(zy + 2) = (r, cos @, + 1, cos @,) + § (r, sen ¢, + r2sen @,),
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entonces
[21++ 25| = (r cos? @y + 2ryry cos ¢ o

+r} cos® gy + ri sen? g 4 2ryy sen @y sen gy - 7% sen? )2 =

=V ri+ri+2rryco8 (@) — ).

Por cuanto cos (@—@s) << 1, enlonces [z,4+2,] << V rii+ri+2rp,=
=ry+4rs=|2zs| + |2,). La propiedad ¢) estd demostrada,

La propiedad d) se demuestra andlogamente.

L.a propiedad e¢) se desprende de la propiedad d). En efecto,

2y 1= |8y - 22} — 22 | << |3, + 22 | + |25 |, de donde

[5 T — 123 1< |2+ 2 | (4)
Andlogamenle, [z, ] = 1y +2,) — 5 | =< |20 + 2. | + 124, de
donde

[Zal — @l |2 b2l (5}

La validez de las desigualdades (4) y (5) predelermina la validez de
la propiedad e).

La propiedad f) se demuestra de igual manera.

Raices de los nameros complejos y sus propiedades. En el capi-
tulo IV se resolvia un problema: hallar, para cualquier nimero dado
a y cualquier ntimere natural dado x, un nimero b tal, que se veri-
fique b® = a. Los nidmeros b suelen llamarse raices de n-ésimo grado
del nimero a. Alli se mostré que si el nlimero a es real y positivo,
y n, un niimero natural par, entonces oxisten dos nimeros reales,
b, v b, tales, que b} = a y b, = a; si a es un nlimero entero, y n,
un ndmero uatural impar, existe el dnico mimero real b tal, que
{ridgge—— i 1

No obstante, en el dominio de nimeros reales ya no se puede ha-
Ilar un nimero cuya potencia par sea igual a un nlimero negativo. En
el dominio de nimeros complejos esto resulta posible. Es vilida una
afirmacién mas general: en el conjunto de nimeros complejos puede
hallarse la raiz de cualquier grado natural de cualquier nimero
complejo. Esta afirmacion es un corolario del siguiente teorema,

Teorema 4. Sea z un nimero complejo, z 5= 0, y sea n un nimero
natural. Ezisten n diferentes niimeros complejos oy, @,, Og, « . ., Oy
tales, que aj == 2z, donde i =1, 2, ..., n.

Estos niimeros se denominan raices de grado n del niimero comple-
jo z. Para designar dichas raices no hay simbolos especiales seme-
jantes al simbolo que se emplea para denotar una raiz aritinética.

Demostracién. Cuande n = 1, ol teorema es obvio. Supongamos
que 72 >>2 y sea z = r (cos ¢ -+ i sen @) (z 5= 0). Buscaremos un
niimero complejo o = p {cos P + i sen ) tal, que sea o™ = z. Mos-
tremos que tal miimero « existe. Mas aun, mostremos que hay una
infinidad de tales nimeros, pero soclamente n de ellos se diferencian
entre si. >
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De acuerdo con la [ormula de Moivre tenemos
z = a" = p" (cos np + i sen ny).

Por definicién de médule de un nimero complejo, | z | = p®, es

decir, r = p*, de donde p = L/r (por definicién de moddule de un na-
mero comp?ejo z == 0, los niimeros ¢ ¥ r son positivos, por lo cual
el simbolo de la raiz aritmética en este caso estd justificado).

Recurriendo a la definicién de igualdad entre dos niimeros com-
plejos, llegamos a que se verifican a la vez las igualdades

cos Y =Cos ¢,
sen n == sen. ¢.

Estas igualdades se verifican simultineamente si, v sdlo si,
np = ¢ -+ 2nk, donde k& es cualquier nimero entero, es decir, para
Q+2nk

’|I} = _n—

nimeros « son tales, que cada uno de ellos satisface la igualdad
o = r {cos © + { sen ), ademis ellos existen y pueden ser escritos
en la forma

o=y r {cos ( m+2ﬂk ) + isen (&fﬂk—)}, (6)

donde % es un ptmero entero cualquiera. Designzmdo con &y la raiz;
gue ¢e calcula segiin la férmula (6) para & = p, obtenemos:

Go=YT {LOS ( ) -+ i sen (%)},
aiw_—.'f/?{cos (M) +isen (#}},
ocz_,/r {cos ( +2“ 2) -} i sen (%2”?)},

L T L T T | L O R S I T T T S S )

“n-1=?yr{cos (M_(n__) J-isen ( qj‘f“?'ﬂu(n*_ﬂ)}‘

O rl"'r{a:;c:;s (q’—+—2~——’3—) +isen (-&"’fﬂ)}zao,

“n+1=Vf‘ {cos (q»_-{-.w) -+ i sen (_?Lﬂf_‘};(jﬂ"_ﬂ)}xa“

, donde % es cualquier niimero enteroc. Quicre decir, los

aﬂn 2 aﬂ‘
Cay = Lnys
U_g=0n.3,



De agui se ve con facilidad que para cualquier p entero se verifi-
can las igualdades oy = @pu, @ = Gpneyy 2 = Cpagrzr » -
ser Qpg = Xpnanoge
Asi pues, hay exactamente n raices diferentes: «q, o, ey, . . -
<y ¢p.y. Ellas pueden calcularse segfin la formula

Oy, == I/F{cos (M) - i sen (-?-_—t?—?-ﬁ-k—)}, (7

n

donde k=0, 1, 2, ..., (n— 1).
Cabe sefialar que de la formula (7) pueden obtenerse todas las n
raices, si en lugar de k sustituimos en dicha férmula cualesquiera n

numeros enteros seguidos.
Ejemplo.Tlillense las raices de tercor grado del nimero z=

= V?} =+ 1,

: . T 2ak
Por cuanlo » =2, v = F enlonces o, =,/ 2{(:0& —— -
LR
4= i sen ——gee g donde k=1, 2, 3, os deeir,
a,——_-‘{/i{cus ( If; ) - i son (%)},

=42 {cus (%’L) “}- i sen (%—]}1
g = V-ﬁ{cos (%) - i sen (—1%)}

Analicemos un caso particular: la bisqueda de la raiz de n-6simo
graflq de la unidad, es decir, hallemos los niimeros «,, tales, que se
verifiquo af = 1. Por cuanto r = 1 y ¢ —= 0, tenemos

2nk ; 2mk
(xh_co.‘;(—r;m) -+ i sen (T)’ (8)
donde k2 =0, 1, 2, ... n— 1.

Sin = 2m (un ninero par), ontonces entre las raices citadas exis-
ten dos reales, a, =" ap %m = —1. 81 n = 2m + 1 (un nimero
impar), entonces existe la dnica raiz real que es oy = 1.

'l?emos a conocer lambién otras propiedades de las rafces de
n-ésimo grado de la unidad:

a) oy | == 1;

b) WOy = gyt s

d) i =ayp,, donde m es un nimero enlero cualquiera (la raiz
%, se halla por la férmula (8), donde en lugar de & se debe tomar r).

Demostremos estas propiedades. La propiedad a) se deduce de la
definicion de modalo de un nimero complejo,
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PPara demostrar la propiedad b), hagamos uso del teorema sobre
¢l producto de nimeros complejos en la forma trigonométrica:

Oy, = GOS8 ( B ) =t ( e ) |- sen ( 2:k ) I ( 2?;!”. ) = O +m-

La propiedad c¢) se demuestra andlogamente.
Demostremos la propiedad d). De acuerdo con la Iérmula de
Moivre tenemos .

m 2nk S Sk
R == cOS ( = )m -1 sen = )m == gy -

Veamos ahora la interpretacion geométrica de la n-ésima poten-
cia de la unidad:

=1,
—cos (22 4 isen (22
at_--cos(T) -t sen = ).,
4n 4n
a3=w.s(—n—) +4isen (T)’

=

3 § iy
Oy == CUS (—) -1~ i sen (—J, diae A
n M

i~ _— _ 7 —2)
ah_azcus{w] _|_[_ son [Ei:r_fw ].

S R e i .
Oy = COS [ 2m (n 1}J +iscn[“ﬂ'['; 1) 1

it

Es evidenle que los puntos oy, ¢, . . ., &, Seran los virtices de
un n-dngulo regular inscrito en la circunferencia unidad y uno de los
vértices del n-angulo citado serd el punto 4, (§; ().

Ejemplos. 1. Sca n—=3, cntonees op=1, oy ~—cos ( 2—:— ) -
. 4z ) 4
- isen (?) Oy = CO0S (—11)-} i sen (?) Los puntos A, (1; O,

i B3 1 V3 P
Ai(-—?,—é—-), Az(—~2—. g ) son los vérlices del treidngulo

rogular A,A4,4, inscrito en la eircunferencia unidad (lig 202),

2 Sea n =4, entonces oy, = 1, oy = i, oy = —1, 3 == —i. Los
puntos A, (1; 0) 4,0 1), 4, = (-—! 0) y A, (0 —1} sun los vér-
Lices del enadrado A,4.4 2.f‘l:;, inscrito en la circunferencia unidad
(fig. 203).

Aduzeamos la formula para una raiz de n-ésimo grado del ndmero
(~—1). Por cuanlo r=1 y ¢=mn, enlonces o, = cos (“4_’&) -
+ isen (ﬁ;;:}:—t—’fn),dnnde =001 2ewasii—ils
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IJ.:N.; aqui se ve que si n = 2m (un nimero par), entonces entre @
110 ity Lingun numero que sea real. Si n = 2m - 1 (nmero im ar)’
existe el dnico niero real o, = —1 S

‘ !
. .Efn gencral, para ulualqmer niamero positivo ¢ y todo nimero na-
ural par n existen solo dos nil
b b;‘Pz - 0s numeros reales, b, y by, tales, que b =
} ]f’ﬂ efclct.c}, como para cualquier nimero positivo a = fal x
X (cos 0 - i sen 0), entonces todas las raices de n-ésimo grado d
&

; ; e
dicho nimero se calculan  segin la  [6rmula b, = Vial
{ ( 2k ) % 2k '

COS | ——] '+ 180CH (—-)}

n It

A’("“’ %‘! , 5t ';”J yi y
i A0

e O 4]
15 <2 wpy S
4‘1}'({-1 F S (}/J ‘4‘;(‘9‘:_’9
Fig. 202 Fig. 203

Si n = 2m, entre los nGmeros mencionados habrd solamente dos
- ) e L F e . r

ntimeros reales, by ==y |a | ¥ bm = —V 1a |, lo que se afirmé
més arriba.

De modo andlogo podemos demostrar la validez de las siguien-
tes afirmaciones:

Para cualyuier ndmero positivo a y lodv nimero natural impar n
exisie el wnico nimero real b =/ a tal, que b* = a.

Para cualguier mimero negativo a y todo niimero nalural impar n
existe el dnico mimero real b = —)/ | a | tal, que b» = a.

Para cualquier nimero negalivo a y lodo nimero natural par n no
existe ningiin ndmero real b tal, que se verifique " = .

§ 3. Campos de nameros y anillos de niimeros

En esle parrafo se analizan los cornjuntes de niimeros, con la par-
ticularidad de que por conjuntos de niimeros se entienden o bien to-
dos los ndmeros complejos o bien alguna parte de ellos.

En adelante por operacién se entiende una de las cuatro operacio-
nes aritméticas: adicion, multiplicacion, sustraceion y division.
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Un conjunto se denomina cerradoe vespeclo de cierla operacion
dada, si la aplicacién de dicha operacién a todo par de nimeros per-
teneciente al conjunto proporciona un nimero del mismo conjunto.

Ejemplos. 1. El conjunto de niameros naturales es cerrado respecto
de la operacion de adicién, puesto que la suma de cualesquiera nime-
ros naturales es un ndmero natural.

Ejemplos. 1. El conjunlo dec todos los nitmeros complejos forma
un campo llamado campo de nimeros complejos.

2. El conjunto de nimeros naturales no es cerrado respeclo de la
operacidn de sustraccion, puesto que Ja diferencia entre dos nlineros
naturales no siempre es un nimero natural, por cjemplo 2 — 3 = —1
(—1 no es un nimero natural).

3. Un conjunto compuesto por 0, 1 y —1 es cerrado respecto de
la operaciéon de multiplicacion,

4. El conjunto de niimeros enteros es cerrado respecto de la ope-
racidén de sustraccién, pero no es cerrado respecto de la operacion
de divisién.

Un conjunto de nimeros, cerrado respecto de las operaciones de
adicién, multiplicacién, sustraccién y division (a excepeién de la
divisién por cero) recibe el nombre de cumpo de nimeros.

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los unlumeros complejos
forma un campo de nimeros complejos,

2. El conjunto de todos log ntimeros reales forma un campo, 1la-
mado campo de nimeros reales.

3. El conjunto de todos los niimeros racionales forma un campo
llamade campo de ntmeros racionales.

4. El conjunto de todos los nimeros enteros no forma un campe
de nimeros, pues no es cerrado respecto do la operacién de division.

5. El conjunto de mimeros del tipo (p + ¢}/ 2), donde p v g son
numeros racionales cualesquiera, forma un campo do nameros.

Demostracion. a) Por cuanto

Py + @ V2 + (2 + 02V 2) = (py + po) + (0, + ¢V 2,

¥ €py + p.), (g0 =+ g.) son numeros racionales, entonces el cardcter
cerrado de dicho conjunto respecto de la operacién de adiecidén queda
demostrado.

De modo anilogo se demuestra el cardcter cerrado respeclo de la
operacion de sustraccién.

b) Por cuanto

0 + %Vi.j p, + 021/5) = (P2 + 2¢:92) 4 (2192 + Pa71) ]/2»

¥ (mps + 2¢190), (P19 + pugy) son nameros racionales, enlonces
gqueda demostrado el cardcter cerrado de este conjunio respecto de la
operacién de wmulliplicacion.

¢} Por cuanto

(A a V2 _ (ta V2 (=g V2 _ pipa—2aya N Vet SRV

et 22V (pata2 VD) (ra—as V3)  PE—243 Pi—24;
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v pt — 24% £ 0, enlonces el eardcter cerrado respecto de la operacion
de divisién queda demostrado. -

Asi pues, el conjunto de ntimeros del tipo (p - g}/ 2), donde p, ¢
son nameros racionales cualesquiera, es un eampo.

6. El conjunto de nimeros del tipo (p - ¢}/ 2), donde p, g son
ndmeros nalurales cualesquiera, no es un campo, puesto que el con-
junto de nameros naturales no es cerrado respecto de la operacién de
sustraceion.

El conjunto de nimeros, cerrado respecto de las operaciones de
adicidn, sustraceién v multiplicacion, recibe el nombre de anrilio de
nameros.

Ejemplos. 1. Cualquier campo de nidmeros es un anillo de nime-
ros.

2, El conjunto de numeros enteros s un anillo de niimeros,
puesto que este conjunto es cerrado respecto de las operaciones de adi-
eion, sustraccién y multiplicacion.

3. Bl conjunto de ndmeros pares es un anillo de ndmeros, puesto
que ai adicionar, sustraer y multiplicar niimeros pares se obticne dc
nuevo un ndwmero par.

4. El conjunto de niimeros impares no serd un anillo, puesto que
al adicionar nimeros impares ya resulta un niimero par, es decir, tal
conjunlo de nimeros no es corrado respecto de la operacién de adi-
¢idn, B

5. Bl conjunto de nimeros del tipo (p + ¢V 2), donde p ¥ ¢ son
nimeros enleros cualosquicra, es un anillo do niimeros, pero no es un
campo de nimeres. Efectivamente, por cuantoe el conjunto de niime-
ros enteros vs cerrado respecto de la operacion de adicién, sustrac-
¢ion y multiplicacion, entonces

P+ aVD e+ aV2) =+ )+ + ) V2

(7 “V2) — (p2 + ‘th) = (pr — p2) + (0 — 72) 1/21
(i + BV E) (e + a2V 2) = (yps + 20492) + (g2 + Paty) V2,
donde (p; -+ py). (@ + q2)s (Pr — p2)s (2 — 42)y (D2P2 + 20149)s
(p17s + Psqq) son niuneros enteros. Por consiguicente, el conjunte de

nfuncros del lipo (p -+ ¢}/ 2) es cereado respecto de las operaciones
de adicidn, sustraccion y multiplicacién, es deeir, es un anillo de
nimeros,

Vemmog la operacion de division. Por cuanto

Pt V2 ppa—200s | aiPa=Puds /5

Pata lfz - 2% pi—20%

y el conjunto de ndmeroes enteros no es cerrado respecto de la opera-
¢idn de division, entonces para py, pa, §;, ¢ ciberos las exprosiones

PPy — 24z 1P — T2
pi—2¢5 T pi—lq3

numdéricas

570



ueden adquirir también valores no enteros. Por consiguienle, el
P q g

<onjunto de nameros del tipo (p + ¢)/'2) no es cerrado respecto de la
-operacion de division, es decir, no es un eampo de mimeros.

§ 4. Polinomios sobre el campo
de niimeros complejos

Se llama polinomie de grado n (n es un niimero entero no negativo
dado) de la variable x sobre el campo de niimeros K la expresion de la
forma

apr” 4 oaa™l et - L Fa,y - oa,,

donde los coeficientes a,, @, a5, ..., @,_;, @, son nimeros dados
del campo K. con la particularidad de que a, 5= 0.

De esta definicion se deduce, en particular, que los polinomios de
grado nule son mimeros del campo K distintos de cero. Bl nimero
«cerp se considera un polinomio, con la particularidad de que es el
unico polinomio cuyo grado no estd definido.

Para la notacitn abreviada de los polinomios se emplean, de or-
dinario, los siguientes simbolos: P (z), Q (z), T (z), R (), p (z),
g (z), r (z) u otros; si se quiere recalcar que un polinomio /2 (z) es de
grado n, se escribe Py, (x). En el § 5 del capitulo 11 los polinomios se
estudiaban sobre el campo de nimeros reales,

En este parrafo los polinomios so estudian, principalmente, sobre
¢l campo de nimeros complejos y por eso en lo qus sigue por polino-
mio sc entenderd un polinomio sobre el campo de nidmeros complejos.
En los casos cuando los polinomios se censideran sobre ofros campos
de nimeros, esto se especificard especizlmente.

Dos polinomios P (z) y Q (z) se consideran idénticamente iguales
(a veces se dice, hrevemente, igualos). si, y s6lo si, son ignales sus
grados y los coeficientes de x en potencias iguales, Pava la notacién
de una igualdad idéntica de los polinomios se usa el signo de ignal-
dad, si los polinomios P {(x) y Q (x) gon idénlicamenle iguales, se
eseribe P {z) = @ (z). Quiere decir, si

Py (x) =gz 4 a iz a,x" 2L L Ha, k- ay,,
Qm (x) o E)l‘l"‘t"l'ﬂ + ")i."l""m-i + bg"rm_z_'_ e 'Il_ bm-!'r _!' "e’:n‘
centonces P, (z) = Qp, (x) si, v sdlo si, n =m v @, = by para

todos los i=0 1, 2, ..., n— 1, n.
Se denomina suma de los polinomins

Prp(2)=ayx® a ™V a0t L. b, Lol Gy,
Qum (&) = by@™ - bya™ 1 f bya™ 2 1 L, = by - by,
fdonde n = m, un polinemio T (2) = ecpa® - ¢,z L 4 e - .,
T+ enat e, tal, que e, = a,; *~ bp_; para todo i =

=0,1, 2, ..., n con la particularidad de que #,,-; == 0 para todo
i=m44 1, m+2, ..., n cs decir, recibe el nombre de suma de
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los polinomios 2, (x) ¥ @ (x) el polinomio T (x), cuyos coeficientes
de toda potencia de-la variable z es igual a la suma de los coeficientes
de la wisma polencia de z en los polinomios P, (x) y Qn (z), con la
particularidad de que si » > m, entonces los coeficientes b,,.,,
Btss - - - Up S¢ deben considerar iguales a cero. Para hallar la
suma de los polinomios P, {z) v Qm (z) se deben escribir todos los
términos sucesivos de estos dos pelinomios y, a continuacién, reducir
los término« semejantes.
Se Hama producto de dos polinomios

Po(r) = 092" 4 438" - Uit ™ ~f L oL dpg¥ 1 Gp
Qm {_,) . ng‘M—F btxm—; o ba_,raar—3+ . +bm-1$€+bm
un polinomio
R {2) = dyz™*" 4~ g™t o dp g™ 2 L NS B L

tal, que d; = b @y pbmeq Para todo i=0, 1, 2, ..., n4m,
pHa=i

es decir, recibe ¢l nombre de producto de los pelinomios P, (z) ¥
Qm () un polinomio 22 (x), cuyo cocliciente d; es el vesultado de la
adicion de lodos los produclos, en cada uno de los cuales se multipli-
can tales coeficientes a; y 0; de los polinomios P, () y @y (z), la
suma de los indices & -4~ I de los cuales sea igual a n 4 m — i. Para
hallar el producto de los polinomios P, (2} v @, (z) se debe multi-
plicar cada término del polinomio P, (z} por cada término del poli-
nomio @,, (&), sumar los polinomios obtenidos y reducir los términos
semejantes.

No es dificil de comprobar que son validas las siguientes leyes
principales de adicién y multiplicacién de los polinomios:

1. P () 4+ Q (z) = Q (z) + P (z) (conmutatividad de la adi-
cidn);

2P @+ Q0@+ 7T(x) =P (x) + [(Q (x) + 7 ()] (asociati-
vidad de la adicion);

3. P () Q (z) = Q (2) P (x) (conmutatividad de la multiplica-
cion);

A [P (@ Q@] T () =P (z) [Q (x) T (2)] (asociatividad de la
multiplicacién);

5. P (@) -FQ @) 7 (z)=2"{(x)T (x) + Q () T (x) (distributi-
vidad de la adicién respecto de la multiplicacién).

Restar de un polinomio P (z) otro polinomio 7' (z) significa ha-
1lar tal polinomio Q (x), que se verifique P (z) = T (x) + Q (z). No
es dilfcil comprobar que para cualesquiera dos polinomios P (z) vy
T (x) tal polinomio Q (z) existe y es Gnico, él se denomina diferencie
entre los polinomios P (z) v T (z) v se denota con Q (z) = P () —
— T ().

Si T () —apr™ +a @™ a2z 4 ... ezt a,y

T# (z) = —1 (2) =
= (—ag) 2" + (—a) 2" 4 (—a) 2" * + ... + (—@y) 7 +

(3]

57



-+ (—a,), entonces @ (z) = P (z) + 7% (z). Quiere decir, en el con-
junto de polinomios es siempre realizable la operacién de sustraceion,
inversa de la de adicion.

Dividir exactamente un polinomio P (z) por otro polinowmiv 7' (z),
distinto de cero, significa hallar wn polinomio Q (x) tal, que =e¢ vori-
figue P (z) = T (x) Q (x). Si tal polinomio Q (z) existe, se dice que
el polinomio T () es divisor del polinomio P (z), v el polinomio
Q (z) se llama cociente de la divisién del polinomio P (x) por el 7' (z).

No todo polinomio 7 (x) es divisible exactamente por el polino-
mio 7' (z). Por ejewplo, el polinomio 22 & i no se divide exaclamente
por el polinomio z - 1. Quiere decir, en el conjunto de polinomios
no siempre se realiza la operacién de division exacta, inversa de la
operacién de multiplicacion. En cambio, en ol conjunto de polino-
mios es siempre realizable la operacién de divisidn inexacta.

Dividir inexactamente un polinomio P (2) por otro polinomio
T (z), distinto de cero, significa hallar dos polinomios ¢ (z) v r (x)
tales, que se verifique

Pe) =T @) +r@, (1)

con la particularidad de que o bien ol grado del polinomio r (z) es
estrictamente inferior al grado del polinomio 7 (z). o bien r (z) es
cero.

En el caso de cumplirse la igualdad (1), se dico que el polinomio
P (x) se divide por el polinomio 7 (z) con el resto r (z) v el cociente
q (z). En particular, si r (z) = 0, suele docirse que el polinomio
P (z) se divide por el 7 (z) con el resto cero, o bien que ¢l polino-
mio P (z) se divide exactamente por el polinomio 7 (z).

Por analogia con el teorema 5 del § 5 cap. 11 se demuestra ¢l teo-
rema de divisibilidad de los polinomios dados sobre un campo de ni-
meros complejos.

Teorema 1. Para cualesquiera dos polinomios P (z) y T (2), donde
T (x) # 0, existe un par iinico de polinomios q (z) y r {x) tales, que
P (z) =T () q () + r (x). con lu particularidad de que o bien el
grado del polinomio r (z) es estrictamente inferior al grado del polino-
mio T (x), o bien r (z) es nulo.

Existen varios procedimientes para delerminar los coelicientes
de los polinomios ¢ (x) y r (z). £l méas usado entre ellos es el método
de coeficientes indeterminados, examinado en cf 5 del capitulo [I.
En el mismo parrafo hemos estudiado detaliadamente la cuestion
sobre la divisién de an polinomio por el binomio (r — «), donde «
es un nitmero real. Todos los resultados obtenidos en el § 5, cap. 11
son vilidos también para el caso en que los coeficientos del polino-
mio y el nliimero o son unos nimeros complejos cualesquicra.

En particular, resultan licitos los siguientes leoremas.

Teorema 2 (teorema de Bezout). £l resto que se obticne al dividir
un polinomio P (x) por el binomio (x ~ &) es igual ol valor del poli-
nomio P (z) para z = u, es decir, r = P (x).
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Teorema 3. {'n polinomio P (x) es divisible exuctamente por el
binomio {x — @) si, y sélo si, el valor del polinomio para x = o es igual
a cero, es decir, si I’ (o) = 0.

El nimero o Jleva el nombre de raiz del polinomio P (z), si P {o)=
== (), Enunciemos ¢l tecorema 3, valiéndonos de la definicion de raiz
de un polinomio.

Teorema 4. Un niimero o es raiz del polinomio P (x} si, y sélo si,
el polinomio P (2) es divisible exaclamente por el binomio (r —~ ).

Surge el inlerrogativo de si todo polinomio tiene raiz. La vespuesta
a esta pregunla la da el teorema fundamental del Algebra.

Teorema (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio de
grade n (n 2= 1) sobre un campo de mimeros complejos tiene por lo me-
nos una rais.

Este teorema se scepta aqui sin demostracién, A titulo de corola-
ric de este teorema se demostrard el leorema siguiente.

Tonr{\nm 5. Tode polinomio P, (z) = a2® + a2 L+
co ap {ag £ 0) de grado n (n = > 1) sobre un campo de niimeros
com.pfe}m se desarrolla en un produrto de n factores lineales, es decir,

Po(@) =gz —o) @—a){x—a) ... (x—ay,). (2

Demostracién., Sea P, un polinomio de grade n. En virtud del
teoroma fundamental del algebra, él tiene una raiz. Designémosla
con ¢,. Entoncey, de acuerdo con el teorema 4, P, (x) = (z — «y) X
% g, (z), donde g, {(z) es un polinomio de grado (r — 1). Para el
polinomio g, {z} es aplicable también el leorema fundamental del
algebra, por lo cual g, {z) tiene una raiz o,. Entonces, de acuerdo
con el teorema 4, ¢, (x) = (v — o,) ¢, {2}, donde ¢, (x) es un poli-
nomio de gr ado (n — 2). Continuando este proceso, llegamos a que
Gn—y (2) = (& — @p—y) ¢, (x), donde ¢, (x) es un polinomioc de pri-
mer grado, es decir, g, (z} = by (o — 2,) (by 5= 0). De estos razo-
namientos se desprende que

Py (z) = by & — o) (& — P} & — @5) -+ (& — ). (3

Al abrir log paréntesis en el producto que figura en el segundo miem-
bro de la igualdad (3), concluimos que en el polinomio 2, (z) el coefi-
ciente de x* serd by, mas, al mismo tiempo, este coeliciente es igunal
a ay. por lo cual by = a,.

Se ha wmostrade, pues, que P, (z) = q, {x — @)} {x — o)
(r — ag) - {r — oy). El leorema estd demostrado.

Cabe ~r_xndl(u' que en la igualdad (3) algunos de los nameros a,,
gy . . ., %, pueden sor ignales. Reuniendo juntos los factores li-
neales iguaies, podemos escribir la igualded (2) en la forma

g - - By o k ;

Py () = ag (&2 — ) (& — a)* (& = ag) ... (& — am)=, (4)
donde &) -} by ¢ ky 4 ... 4 k£, = n, en este caso se supone que
entre los numeros oy, @y, &g . .« ., &y ¥a no hay iguales, Se puede

mosirar que en la igualdad {4) el nmero o, cs la raiz de multiplicidad
k; del polinomio 2, (x).
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Del teorema 2 se desprenden los siguienles teoremas.

Teorema 6. Cualguicr polinomio de grado n sobre un campo de ni~
meros complejos tiene n raices, si cada una de las raices se cuenta tantas-
veces, cual es su mulliplicidad.

Teorema 7 (férmula de Viete). Si P, (z) = 2" 4- aa™! + ...
. - . =+ @y, es decir, si el cocficiente superior del polinomio es igual
a la unidad (g = 1), ¥ los niimeros o, @y, oy, ..., «, son las raj-
ces del polinomio, se verifican las ignaldades

ay= == (G Ay 4~ Uz o oo+ &p),
g = OyBly 4= OOy T w o v ~f Oy Oy - - . oy, b oo B,
Tpoy= (= 1) (240t .
@y = (—1)" (@05 « « . Gu—y2y).
Demostracién. Dc acuerdo con el teorema 5 tenemos
Prz) = (v — o) (7 — o) (&~ ) (& — o) . .. (x — am).

Abriendo los paréntesis y haciendo uso de la regla de igualdad
de los polinomios, obtenemos la validez de dichas igualdades, que se-
laman férmulas de Viele.

Teorema 8. Si un polinomio

Pp (@) = a2 + 02"t Lar"? + ...+ a,z + a, (@, 5= 0)

de coeficientes reales aq, @y, . . ., ¢, tiene una ruiz compleja a 4 bi,
tiene sin falte también la raiz a — bi, es decir, un nimero conjugado-
de la raiz del polinomio de coeficientes reales es tambisn la raiz de dicho
polinomio.

Demostracién. Sea el nlimero a-- & una raiz del polinomio.

Pp (@) = apx™ + a2 + a2 - L.+ ap & - a, (2 55 0).
Entonces P, (a - bi) = 0, es decir, se verifica la igualdad
ap (@ -+ DI + ay (& - bi)"1 - a, (@ + b)Y 4 ...
v Fa (@ o+ b)) -a, = 0.

Recurriendo a 1a férmula del binomio de Newton, podemos escribir
el primer miembro de esta igualdad en la forma A - SL, de donde
ohtenemos, teniendo preseole la regla, de acuerdo con la cual un ni-
mero complejo se considera igual a cero, 4 = 0y B == 0.

Veamos ahora

Py (@ — bi) = a, (@ ~ bi)" + a, (¢ — bi)' -1 4-
+a,(a~o)"24 ... +a,, (@ — b+ a,.

Anteriormente hemos demostrado que cf producto, la potencia y
la suma algebraica de Jos ntimeros, conjugados de los nimeros comple-
jos dados, es un niimere complejo conjugado del producio, de la
potencia y de la suma algebraica de los nimeros dados, respectliva--
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wmeate, razén por la cual #, (@ — bi) —= A — Bi (se ha tomado en
gonsideracion, ademds, que los coeficientes aq, ay, . . ., @, son ni-
meros reales), pero, por cuanto 4 = & = (, tenemos, pues, que
P, (@ — bi) = 0, lo que significa que ¢l nlnero (¢ — &i) es la raiz
del polinsmio 2, (z). Bl teorema esté dewmastrado.

Teorema 9. Si un polinomio con coeficientes reales tiene ung raiz
compleja & + bi, entonces es divisible exactamente por el trinomio de
segundo grado a* - px -+ ¢, donde p = —2a, ¢ = a* J- b

Demostracién, Si el minero x ==a <+ bies una raiz del poli-
nomio P {z). entonces. de acuerdo con el teorema 8, el nlimero z, =
— @ — bi es Lambién ta raiz de este polinomio. En estc caso P (z)
os divisible exactamente Lanto por el binomio (& — z,), como por ol
{z — xa). quiere decir, se divide por el producto de ellos

(g —2) lr —2,) = [z —a — bi) (x —a + bi) =
=g~ 2ax -+ a® + B =22+ pr+ g,

lo que se Lrataba de demostrar.

Teorema 10. Tedo polinomio con coeficientes reales se desarrolie en
el producto de los binomios (x — o), 0 bien de los trinomios 2* -+ pm@ +
4 Gmy © bien de los binomios (x — o) y los trinomios 3* 4 pnz +
- g donde i, pPm, Gm S0 Rameros reales y los lricomios z* 4
o Dk G RO Lienen valces reales.

B} teorema 10 es un corolario de los teoremas H y 9,

Ejemplo. Se sabe que el polinomio P (x) = z' — 24% 4 4z ~4
cuenta con una raiz z, = 1 -+ {. Desarrdliese este polinomio en un
producto de binomios y trinomios con coeficientes reales.

Por cuanto el polinomio P (z) cuenta con la raiz z = 1 + i, en-
tonces, de acuerdo con el teorema 9, es divisible por el frinomio
2t — 2x 4+ 2. Al dividir el polinomio £ (z} por este trinomio, obten-
dremos zf — 2% 4+ 4z — 4 = (2 — 2z -+ 2 ) (2® — 2).

Desurrollando ahora el polinomio #* — 2 en faectores lineales,
obtenemos la respuesta:

P@) =@ —2+2)E@—V2)&+VI
Sea dado un polinomio
Po(2) = g™ + 22" F @ x" 2+ oL +Foa, (8= 0). ()

Hemos mostrado més arriba que:
1. El polinomio () sobre un campoe de nameros complejos puede
ser eserito en la forua

Pn (I‘.‘) = g {JC R a’l) (x L ’3‘-2) (I—-—C‘-s) wEE (&: —— g-n}.t

donde los nimeros ¢y, ¢y, %y, &y « - -, &%, pertenecen al mismo campo.
2. El polinomio (5} sobre un campo de ntmeros reales puede ser
escrito en la forma

Po@)=az—n)lz—0ay) .. —oap) (@ +pT+q) o-e
(#® + pmz + gm), (@)
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donde £ + 2m = n, y los nimeros oy, @y, 0y, - . ., op, Ja e O
- » +» Pms Ym SOR Feales. En este caso los trinomios de segundo grado
en el desarrollo (6) no se pueden representar como el producto de dos
factores (z — ;) (z — o) con a; y a; reales.
Pasemos ahora al cdlculo de las raices de los polinomios.
Empecemos por un polinomio de primer grado
Pl (x) = dgr + @y (ﬂ.o ‘7"& 0).

Cualquiera que sea el campo de nimeros, este polinomio tiene

# ay 7 . .
una sola raiz z, = —+- Veamos un polinomio de segundo grado
(1]

Py () = apd® + ax + a, (a, %= 0).

Segiin se deduce del teorema 6, el polinomio P, {x) sobre un
campo de numeros complejos tiene dos raices. Para encontrarias
transformemos el polinomio P, (z), formando un cuadrado perfecto:
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Py (@) =a, [xurzx = ( )"~ )+ ]=
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donde D =ai—4a,a,, Hallemos un nimero complejo § 1al que sea

pZ== it Entonces

4ng "
s a4 g a
Py (@)= (z+5-—B) (2 +5= +B),
de donde resulta obvio que el polinomio P, (z) tiene dos raices:

e L I R .. L
z!_‘ 2“0 + B‘! :C-_!— 2“0 ﬁ‘

Observemos que si D 5% 0, existen dos nlimeros complejos B, y [
tales, que B? = B = zz3+ Por cuanto f, = —B,, entonces para en-
contrar las raices del polinomio 2, (z) no importa cuél de ellas se
tomara por B. Si D = 0, entonces z;, = 2, = ——2'5&‘—, y ol polinomio

P, (z) tiene una raiz de multiplicidad dos.

Cuando los coeficientes a,, 44, a, son nimeros reales, D también
gerd un namero real vy por eso:

a) si D >0, el polinomio P, (z) tendci dos raices distintas
s ... —a+VD _—4q—VD,
v reales: .r,T. Tyoe= ——-—1———-—2% -

b) si D = 0, el polinomio P, (z) tiene una sola raiz real

de multiplicidad dos; z;,=ux, = —-21—0;

¢) si D<0, el polinomio p, (z) tiene dos rafces complejas:
; a VDI & D
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Para cualquier polinomio de tercer o cuarto grado sobre un cam-
po de nameros complejos existen los métodos de determinacion de
sus rafces, sin embargo, estos métodos no se exponen aqui por ser
demasiado engorrosos.

En lo gue se refiere a los polinomios de grado cinco y superiores,
para éstos no existen métodos generales do determinacién de las
raices.

En algunos casos particulares, valiéndose de los feoremas sobre
raices enteras y racionales de un polinomio (véase el § 5, cap. 11), se
logra representar un polinomio dado en forma del producto de po-
linomios de primero y segundo drdenes y, de este modo, hallar todas
sus raices.

Ejemplo. 1ldllense las raices del polinomio Py (z)=2°+

Loaod . 4
T gt

Veamos el polinomio Qj (2) = 8P, (z) = (22)° -+ (22)* +
+2(22) —4, o bien T, (f) = t* 4- 1* + 2t — 4, donde & = 2z.
Los divisores del término independiente del polinomio T (t) son:
_i"i\ _1r '{_29 ""2n _}_4; —4-

Hallemos los valores del polinomio 7'y (£) en eslos puntos:

Ts(y=1+14+2—4=0
Ta(—1) = —1+1—2—4=—650,
Ty(@ =84+4+4—4=1250,
Te(—2) = —8+4—4—4=—1250,
Ty(h) =644+ 16 +8 —4 =840,
Ty (—4) = —64 4+ 16 — 8 — 4 = —60 5= 0.

De acuerdo con el teorema de vaiz eatera (§ 9, cap. Ll), el poli-
nomio T, (£) tiene una sola raiz entera 1. Por eso, se la puede repre-
sentar en forma del producto del binomio {t — 1) y de un trinomio

de segundo grado. Con ol fin de hallar Jos coeficientes del trinomio
de segundo grado apliquemos el esquema de Horner:

/ & =4

F+r ) 1242 | 144,

H?u-‘—n

[5-3

4

Asi pues, To(8) = (¢t — 1) (¢* + 2 4+ 4).
El trinomio de segundo grado £ + 2t + 4 tiene las raices
complejas Ly= —1+1/3i ty=—1 —1/3i. Por consignicnte, el po-

; < . 1 1{
linomio de partida Py (x)= a3 4,—-;—12 <+ # — — cuenta con una
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3 s 1 & . ! ,
raiz racional =5y dos rajces complejos sy = — 5 4 4 i,

=1 __¥8,
2 o e

Estudiemos en conclusién un problema en el que se buscan las
raices de un polinomio, dado sobre otros campos numéricos. Si el
polinomio estd dado sobre un campo de nfimeros veales, entonces,
de acuerde con el teorema 6, resulta gue el nimero de raices reales es
inferior o igual al grado del polinomio dado. Sobre la determinacién
de las raices reales puede decirse lo mismo que se dijo sobre la de-
terminacién de las raices complejas. Si un polinomio esta dado sebre
un campo de nilmeros racionales, entonces, valiéndonos del teo-
vema 9 (§ 5 cap. IT), podemos encontrar todas las raices racionales
del polinomio dado. Por analogia, si el polinomio viene dado sobre
un anillo de nimeros enteros, entonces todas las raices enteras del
polinomio en consideracion puneden ser halladas haciendo wuso del
teorema 8 del § 5 cap. II.

.’L‘,=

§ 5. Anillos, campos, grupos

En los pérrafos y capitulos anteriores se han considerado, a la
par con los niimeros, unos objetos més complejos, a saber, polino-
mios, matrices, funciones, ete.

Sobre dichos objetos se realizaban ciertas operaciones anlogas a
las operaciones aritméticas con los nimeros. Por ejemplo, se anali-
zaban la adicién de matrices, la divisién de un polinomio por otro
polinomio, etc. Por eso resulta natural extender el concepto de
campo y anillos de numeros a los conjuntos, compuesios por objetos
o elementos mds complejos. Mas, para poder hacerlo es necesario
definir las operaciones sobre los elementos del conjunio dado.

Sea dado un conjunto no vacio de elementos. Diremos que en este
conjunto estd definida una operacién algebraica, si se indica la ley,
conforme a la cual a tode par de elementos a y & del conjunto citado
se le asigna univocamente cierto elemento ¢ que también pertenece a
este conjunto.

Si esta operacidén se Hama adicién, entonces el elemento ¢ se deno-
minard suma de a y b y se designard ¢ = « -} b,

Si la operacion se llama multiplicacién, el elementio ¢ se denomi-
nari producto de los elementos a y b y se designard ¢ = ab.

Anillos. Un conjunto no vacio de elementos se Hama anillo,
si en dicho conjunto estan definidas dos operaciones, adicién y mul-
tiplicacién, que poseen las siguientes propiedades:

1. La adicién es conmutativa: ¢ - b = b 4- a;

2. La adicién es asociativa: a + (b +¢) = (o + D) + ¢

3. La adicién y la multiplicacitn estan ligadas por la ley izquier-
da y derecha de distributividad: ¢ (¢ 4 &) = ca + ¢b, (a -+ ) ¢ =
= ac -+ be;
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4. Existe lal clemnento de este conjunto que, siendo adicionado a
cualquier otro elemento del conjunto, no hace variar el Gltimo. El
elemento citado se denomina cero del anillo y se designa por el sim-
bolo 0; en otras palabras, existe tal elemento O quea + 0 =0 4 a =
S

5. Para todo elementio a del conjunto existe el asi llamado ele-
mento opuesto, perteneciente al mismo conjunto, y tal, que la suma
de a v de dicho elemento es igual a cero del anillo; designando este
elemento c%n (—a), escribamos esta propiedad en la forma a 4
+ (—a} = 0.

Notemns que de la definicién aducida se desprenden las siguien-
tes propiedades del anillo:

1. Cualquier anillo tiene un cero dnico.

2. En cualquier anillo existe, para cada elemento a, el unico
elemento opuesto.

3. Para todo elemento a del anillo se verifican las igualdades
Cia = a-0 =0,

Si en un anilio dado la operacién de multiplicacién posee, ade-
mas, la propiedad de conmutatividad, es decir, si para cualesquiera
dos elementos @ v & del anillo se verifica la igualdad ad = ba, el
anille ge denomina cormutativo.

Si en un anillo dado la operacién de multiplicacién posee, ade-
mas, la propiedad de asociatividad, es decir, para cualesquiera tres
elementos a, b y ¢ del anillo se verifica la igualdad (ad) ¢ = a (b¢),
el anillo se denomina asociativo.

—3Los anillos de niimeros examinados en el § 3 representan los
ejemplos mds simples de anillos conmutativos y asociatives.

He aqui otros ejemplos de anillos.

__J. Un conjunto de polinomios, enteros respecto de una letra =z,
¢on coeficientes del campo de nGmeros dado forma el anillo conmu-
tativo y asociativo, el cual se llama auillo de poliromios sobre el
campo dado.

En efecto, segin se ha indicado en el § 4, la suma y el producto
de polinomios es un polinomio, es decir, en el conjunto de polino-
raios estén definidas dos operaciones: la adicion y la multiplicacion.
Ademas, en el § 4 fue indicado que ambas operaciones son conmuta-
tivas, asociativas y estdn ligadas por la ley de distributividad. El
cero de este anillo es un polinomio, cuyos coeficientes son todos
ignales a cero. El elemento opuesto para cada polinomio es un poli-
nomio que se obtiene multiplicando el polinomio citado por el ni-
mero {—1).

2. Ll conjunto de todas las funciones, continuas en el segmento
dado [a; b], también forma un anillo conmutativo y asociative.

En efecto, en el capitulo IX hemos dado la definicién de funcién
continua en el segmento dado y hemos indicado que la suma y el
producto de dos funciones continuas es wna funcién continua. Es
l4cil comprobar que las operaciones de adicion y multiplicacién de
funciones continuas son conmutativas, asociativas y estén ligadas
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por la ley de distributividad. El cero de este anillo es una funcion
igual idénticamente a cero, el elemento opueste para Ja funcion f (z)
es la funcién [—f (z)].

3. El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado
n forma un anillo. En efecto, en el capitulo X hemos mostradoe que
la suma y el producto de las matrices cuadradas de un orden dado es
una matriz cuadrada del mismo orden. El cero de este anillo es una
matriz cuadrada de orden r, cuyos elemenlos gon todos iguales a ce-
ro. El elemento opuesto para la matriz dada es una matriz en la
que todos sus elementos han sido oblenidos de los elementios de Ia
watriz dada, multiplicindolos por el mamero {—1).

En el cap. X se ha indicado que la operacion de multiplicacion
de las matrices es asociativa, pero no es conmutativa. Por eso el
anillo de matrices cuadradas de un orden dado n serd asociativo,
pero no conmutativo.

Campos. El conjunto de elementos recibe el nombre de cempo,
si dicho conjunto consta por lo menos de dos elementos y constituye
un anillo conmutativo v asociativo, y si en el mismo existe un ele-
mento (llamado vnidad del campo) tal, que el producto de cualquier
elemento a del campo por la unidad citada es igual a este elemento a,
vy si, ademéds, en el conjunto existe, para todo elemento a distinto
de cero, un elemento (llamado elemento inverso) tal, que el producto
de cualquier elomento 2 por su elemento inverso es igual a la unidad
del campo.

A titulo de ejemplo de los campos pueden servir todos los cam-
pos de numeros analizados en el § 3.

He aqui otros ejemplos de campos y anilios.

1. El conjunto de matrices de la forma

(a b _
2b a) (h

donde 2 y b son nimeros cualesquiera de cierto anillo de nimeros,
forma un anillo conmutativo y asociativo respecto de las operacio-
nes habituales de adicion y multiplicacién de matrices. En efecto,
veamos la suma y el producto de las matrices del tipo (1). Lstd cla-

roe que

(a b)+(c d)_l(a—-l—c b—{-ci’-)

26 a 2¢ ¢} \2(b+ad) atc /)

a b (c d)__ ( ac-+2bd  ad - be

2b a) 2d ¢) \2(ad-+be) ac-+ 21;:3)'
Por cuanto los nimeros que constituyen los elementos de las matrices
que figuran en los segundos miembros de estas igualdades son nd-
meros del anillo dado, esto quiere decir precisamente que la suina y

el producto de las matrices del tipo (1) son matrices del tipe (1). Con
otras palabras, se ha mostrado, gque sobre el conjunto de matrices
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del tipo (1) estin definidas las operaciones de adicién y multipli-
cacion.

Se demuestra con la misma facilidad que son vilidas también las
propiedades de cenmulatividad, asociatividad y distributividad de
la adicion y de la multiplicacién de las matrices del tipo (1).

o 0

2.0 0) es el cero de este amillo, y la matriz

L4 matriz (

—a —b _ ; (a b
(—~2b -—-a) es el clemento opuesto para la malriz 9% a)'
Hemos mostrade, pues, que el conjunto de matrices del tipo (1),
donde a y & son nimeros cualesquiera del anillo de niimeros dado,
forman un anillo conmutativo y asociativo,
2. Bl conjunto de matrices del tipo

¢ b 5
(za a)' 2

donde o y & son ndmeros racionales, forman un campo.

Por cuanto el conjunte de nimeros racionales es un anillo de
niimeros, cntonces, de acuerdo con lo mostrado anteriormente, el
conjunto de matrices del tipo (2) con ¢ y & racionales forma un anillo
conmutative v asociativo. La unidad de este anillo es

| 0
la malriz (‘) 0 [).

. a b
Supongamos ashora que la matriz (20 a) no es el cero del

anillo. es decir, admilamos que por lo menos une de los ndameros
a v b es distinto de cero. Mostremos que para cualquier matriz

T
existe una matriz del tipo (2}, es decir, la matriz (29 y) tal, que

a bN\fz y 1 0 ]
(:’.’-b a)(2y ;r):(2-0 1)’ 3)

es decir, mostremes que todo clemeunto de este anillo, distinto de
cero, cuenta eon un elemento inverso. Aplicando la regla de multi-
plicacién de matrices, llegamos a que la validez do la igualdad (3) es
equivalente a la validez de la igualdad

ax-| 2by bx—+ay )_~ (-1 0 5
9¢ay-+ bz) ax-+20y ) \O 1)° ®
La igualdad (4) se verifica, si, y sélo si, el sistema de ecuaciones
{ azx - 2by =1, )
br+ay=0

582



tiene soluciones. Calculemos el determinante del sistema (5)
a 2b

= % — 2 (‘
- a® —25b2, {B)

Por cuanto ¢ y b son nitmeros racionales, la expresion a2 — 2b% == 0,
Quiere decir, para los nimeros racionales dados a y & existe el @ni-
co par de ntimeros x e y que satisface el sistema (5).

Se ha mostrado, pues, que existe una, y s6lo una, matriz del tipo
(2) que satisface las condiciones (3). Con otras palabras, hemos mos-
trado gque un elemento distinto de cero cuenta con el Gnico elemento
inverso.

Esto significa que, efectivamente, el conjunto de matrices del
tipo (2) con @ y b racionales forma un campo.

Observacién. El conjunto de matrices del tipo (2) con a v b
reales no forma un campo, puesto que para los nlimeros reales e} de-
terminante (6) puede reducirse a cero, por ejemplo, cuande a = bV'2,
v, entonces, el elomonto distinte de cero no tendra elemento inverso.

3. Veamos un conjunto de elementos, donde cada elemento re-
presenta un par ordenado de niimeros enteros (n, m). Introduzeamos
las siguientes definiciones.

Dos elementos (n, m) y (p, g) son iguales, si, ysolosi, n =p ¥y
m=gq.

Se Hama suma de dos elementos (n, m) v {k, I) un elemento (n -
4k, m + 1), es decir, (n, m) + (&, ) = (n + &k, m - I).

Se llama producto de dos elementos (z, m) y (k, I) un elemento
(nk, ml), es decir, (r, m) {k, 1) = (nk, ml).

Mostremos que el conjunto introducido de cste modo es un anillo
conmutativo y asociativo, Designaremos todo elemento do este con-
junto con la letra A, es decir, convendremos en que 4 = (n, m).
Comprobemos que las operaciones de adicion y multiplicacidn poseen
las propiedades siguientos:

LA+ B =84 A;
-A+B)y+C=4+ (B -+ C)k
AB 4+ BA;

. (AB) C = A (BC);

. (A4 BYC = AC 4 BC.

En efecto, sea 4 = {(n, m), B = (k, 1), C = {p, g). Entonces,
haciendo uso de las propiedades de conmutatividad, asociatividad y
distributividad de la adicion y multiplicacién de nimeros enteros,
llegamos a que

A+B=nm+& H=0+%km+lD,
B+A=Fk H+@m m=E+n l-Lm=
=(n+k! m-l-l)l

de donde se desprende precisamente que 4 + B = I} -- 4, es decir,
la propiedad 1 queda demostrada.

[y =R
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Demostremos la propiedad 5, Por delinicion,
A4 +BYC=@n+k m+p q=(p+kp, mg+ lp),
AC = (n, m) (p, q) = (np, mg),
BC = I} (p, 9) = (kp, l),
AC + BC = (np, mq) + (kp, lg) = (np + kp, mg + lg),

es decir, (4 - B) € = AC + BC. Las demés propiedades se de-
muestran analogamenle.

El cero de este anillo lo constituye el clemento {0; 0). Para el
elemento (r, m) ol opuesto serd el elemento (~n, —m). Demostremos
que este anilio no es un campo. Es facil ver que la unidad es el ele-
mento (1; 1). Veamos, por ejemplo, el elemento (3; 2) vy mostremos
que para dicho elemento no existe el opuesto.

Supongamos lo contrario: tal elemento existe. Sea éste el sle-
mento (z, ¥). En este caso debe verificarse la igualdad (3: 2) (z, ¥) =
= (1; 1), de donde proviene que deben ser vélidas las igualdades
3z = 1y 2y == 1. Mas en el conjunio de nlimeros enteros estas igual-
dades no se cumplen. Quiere decir, nuestra suposicién no fue cierta,
y esto significa que el anillo en consideracién no es un campo.

4, Analicemos un conjunto que se compone de tres elementos
Ay, Ay, 4,. Por slemento A, se entiende la clase de todos los nimeros
enteros divisibles exactamente por el nimero 3; por elemento 4, se
entiende la clase de todos los niimeros enteros que, siendo divididos
por 3, dan un resto igual a 1; por elemento 4, se entiende Ia clase de
tod%s los ntmeros enteros que, siendo dividides por 3, dan en el res-
to 2.

Definamos en el conjunto {4,, 4,, 4.} las operaciones de adicién
y multiplicacién mediante las reglas siguientes:

Apsr, si k4+1<3,
Apsreg, SiE+123;
Arr, si kl < 3,
Apres, si kl = 3.

Ak +A;u{

A;,AI={

Se puede mostrar que la operacién de adicion de los elementos A, y
A; significa la adicién de cualesquiera nimeros de las clases 4, y 4,,
perteneciendo su suma a la clase correspondiente 4,, {(k, [, m =
= (), 1, 2); 1a operacion de multiplicacion de los elementos A, y 4,
significa la multiplicacion de cualesguiera niimeros de las clases Ay
y A;, perteneciendo su producto a la clase correspondiente 4 ,, (%, I,
m= 10, 1, 2),

Es facil co)mprubar también que las operaciones de adicién y mul-
tiplicacion de los elementos A, y 4, poseen las propiedades de con-
mutatividad, asociatividad ¥y distributividad.

El cero en este conjunto es la clase 4, El elemento 43—, esopues=~
to del elemento A,.
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La unidad en dicho conjunto estd representada por la clase A,.
Para el elemento A, el inverso serd él mismo, es decir, 4,; para el
elemento A, el inverso sera él mismo, es decir, 4,. Quiere decir, todo
elemento, distinto de cero, del conjunto en consideracién, cuenta
con un elemento inverso. Todas estas propiedades se comprueban
con facilidad a base de las reglas que rigen la adicién y multiplica-
cién de las clases mencionadas. Quiere decir, el conjunto de que se
trata es un campo.

Observacién. Si estudiamos un conjunto compuesto por % ele-
mentos (k = 2): Ay, Ay, A,, ..., Ap_,, donde por elemento 4, se
entiende la clase de todos los nlimeros enteros que siendo divididos
por %k dan un resto igual a Z (donde ! = 0, 1, 2, ..., k — 1}, enton-
ces en cada uno de los conjuntos de tal génerc se pueden definir las
operaciones de adicién y multiplicacién por analogia con el ejemplo
analizado. Cualquiera que sea % natural (k == 2), el conjunto de ele-
mentos Ay, Ay, Ay, ..., Ay_; con operaciones de adicién y multi-
plicacién de elementos, definidas por sl método mencionado, sera un
anillo, y si % es un nimero primo, tal conjunto serd un campo.

5. Veamos el conjunto de pares ordenados de niimeros naturales
(rn, m). Dividamos dicho conjunto en clases, reuniendo en una clase 4
solamente los pares (n, m) y (k, I) que poseen la propiedad n -+ ! =
= m - k. Por definicién, los pares, pertenecientes a una misma
clase 4, se denominan iguales y se considera que cada par determina
la clase A. En el conjunto, cuyos elementos se representan por las
clases de pares iguales, definamos las operaciones de adicién y mul-
tiplicacién, rigiéndonos por las siguientes reglas.

Adicionar dos elementos A y B significa adicionar cualquier par
(n, m) de la clase A y cualquier par (p, ¢) de la clase B conforme a la
regla (n, m) + (p, ¢) = (» + p, m + g). Cada par de este género
(n + p, m + g) pertenecers a cierta clase C, la cual se llama suma de
los elementos 4 y B y se denota 4 + B, es decir, ¢ = 4 + B.

Multiplicar dos elementos 4 y B significa multiplicar cualquier
par (r, m) de 1a clase 4 y cualquier par (p, ¢) de la clase B conforme a
la regla (n, m) (p, g9) = (np + mg, ng -+ mp). Cada par de este gé-
nero (np - mg, ng -+ mp) pertenecerd a cierta clase D, la cual se
Ilama‘fgoducto de los elementos 4 y B y se designa 48, es decir,

El conjunto introducido de las clases de pares es un anillo conmu-
tativo y asociative. En efecto, es fécil comprobar que las operacio-
nes de adicién y multiplicaciéon poseen las propiedades de conmuta-
tividad, asociatividad y destributividad.

Demostremos, por ejemplo, la propiedad de distributividad:
(4 + B) M = AM -+ BM. Supongamos que el par (n, m) € 4, el
par (k, l) € Byelpar(p,q) € M.S5i 4 4 B = C, entonces la clase ¢
se define por el par (n -+ &, m + ). Si CM = D, entonces la clase D
se define por el par (np -+ kp + mg + lg, ng + kg + mp + Ip).
Si AM = N, entonces la clase N, se define por el par (np + myq,
ng + mp). Si BM = N,, entonces la clase IV, se define por el par
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(kp + g, kg + Ip). Si N} + N, = N, entonces la clase ¥ se define
por el par (np - mg + kp + lg, ng + mp + kq + Ip).

Ahora es evidente, qus las clases D y /V se definen por un mismo
par, es decir, O v N son una misma clase; de este modo se ha mostra-
do que (4 -+ B} M = AM 4 BM. De modo anélogo se demuestran
también otras propiedades de adicién y multiplicacidn.

El cero en dicho conjunto lo representa la clase de pares del tipo
{k, k).

Mostremos que toda clase 4, definida por el par (n, m), cuenta
con una clase opuesta. Elijamos un niumero natural p tal, que sea
p > nyp>m. Bntonces los nimeros z = p — ney == p — m son
naturales. Mostremos que la clase B, definida por el par (z, y), es
precisamente la clase opuesta de A. Efectivamente, 4 + 8 = C, don-
de la clase C se define por el par (p, p). Pero el par (p, p) define la
clase que representa el cero de este conjunto. Asi pues, todo elemento
de este conjunto cuenta con un elemento opuesto. Quiere decir, el
conjunto en consideracién es un amillo conmutative y asociativo.

Observacién. Al construir este anillo se han utilizado solamente
las propiedades de los niimeros naturales. Dicho anillo puede emple-
arse para la construccion de anillos de niimeros enteros en la base
de los niimeros naturales. Esto se hace asi: la clase A, definida por
el par (n, m), se identifica con:

a) un namero natural, k, sin>myn —m = Fk;

b} el ndmero cero, si n = m;

¢) un niimero negativo (—k), sin<<mym —n =k

El conjunto obtenido serd precisamente el anillo de nimeros
enteros,

6. Veamos un conjunto de pares ordenados de nimeros enteros
la, b] tales, que b 5= 0. Dividamos este conjunto en clases, incluyen-
do en una misma clase o solamente aquellos pares [a, bl ¥ [¢, d] que
poseen la propiedad ad = be. Por definicién, los pares, pertenecien-
tes a una misma clase, se llaman iguales y se considera que cada uno
de estos pares define la clase «. En un conjunto, cuyos elementos es-
tédn representados por las clases de pares distintos, definamos las
operaciones de adicién y multiplicacién, rigiéndonos por las si-
guientes reglas.

Adicionar dos elementos a y f significa adicionar cualquier par
[a, b] de la clase o y cualquier par [c, d] de la clase f§ de acuerdo con
la regla [a, ) + lc, d] = [ad -+ bec, bd]. Todo par del tipo [ad +
+ b, bd] pertenecerd a cierta clase v, la cual se llama suma de los
elomentos = y P y se denota o + B, es decir, y = a 4 f.

Multiplicar dos elementos o y P significa multiplicar cualguier
pac [a, 3] de los niimeros pertenecientes a la clase o y cualquier par
le, d) de la clase {§ seglin la regla [z, b] [¢, d] = [ae, bd]. El par
lac, bd] pertenecera a cierta clase 8, la cual se llama producto de los
elementos o y B v se denota «f, es decir, § = af.

El conjunto introducido de clases de pares es un campo. Efccti-
vamente, es facil comprobar que las operaciones de adicién y multi-

538t



plicacién poseen las propiedades de conmutatividad, asociatividad y
distributividad.

Demostremos, por ejemplo, la propiedad de distributividad:
(@ + B) p = ap -~ Pu. Supongamos que el par [e, b] € o, el par
le,d] €B, el par [L, fl € pn. Si e 4 B = y, entonces la clase y se defi-
ne por el par lad + be, bd], si yu = v, entonces la clase v se define
por el par ladi - bel, bdf]. Si ap = §,, entonces la clase §, se define
por el par lal, bfl, si fu = 8,, entonces la clase §, se define par el par
lel, dfl. Si 6, 4 &, = &, entonces la clase 8 se define por el par
laldf 4 bjel, bfdfl. Dado que los parves laldf - bfel, bfdfl v (adl +
+ bel, bdf] satisfacen la condicién de igualdad entre los pares, razén
por la cual ambos pertenccen a una misma clase, es decir, la clase v
¥ la 6 representan una misma clase. Hemos mostrado pues, que
(@ + B) n = ap + Bu. De modo anilogo se demuestran las otras
propiedades de la adicion y multiplicacion. El cero de este conjunto
es la clase y,, que se define por el par [0, 1].

Mostremos que para cualquier clase o, existe una clase opuesta B
tal, que o 4 B = y,. Supongamos que ol par [e, b] € o, entonces el
par [—a, b] define la clase §, la cual es precisamente la opuesta de la
clase o. En efecto, sia - § = o, entonces la clase o se define por el
par [0, 5*], donde b* 5% 0. Por cuanto los pares [0, 4% y [0, 1] satisfa-
cen la condicion de igualdad entre pares, pertenecerin ambos a una
misma clase, es decir, la ¢lase o y la clase y representan una misma
clase, lo que significa que o + B = vy,.

Asi pues, cada elemento del conjunto en consideracién cuenta
con elemento opuesto. Quiere decir, el conjunto de que se trata es un
anillo conmutativo y asociativo. La unidad en este anillo sers la
clase £ definida por el par [1; 1].

Mostremos que cualquier clase o, distinta de cero, cuenta con una
clase inversa f, es decir, con una clase tal, que «p = Z. Supongaros
que el par [a, ] € o, y @ no es el cero del anillo, es decir, admitamos
que @ %= 0 y b 5= 0. Analicemos la clase f, que se define por el par
{6, al. 8i af = p, entonces la clase u se define por el par {ab, abl.
Puesto que los pares [ab, ab] y [1; 1] satisfacen la condicién doigual-
dad entre pares, entonces ellos pertenecerin a una misma clase.
Quiere decir, la clase p coincide con la clase #, es decir, af = E,

Asi pues, cualguier elemento, distinto de eero, del conjunto en
consideraciéon cuenta con un elemento opuesto. Hsto significa que
este conjunto es un campo.

Observacién. Al construir el campo citado hemos empleado
solamente las propiedades de los nlimeros enteros. Este campo puede
utilizarse para construir un campo de nlimeros racionales en la base
de los ntumeros enteros. Esto se hace asi: una clase t definida por e]

A s = . a -
ar {a, b] se identifica con el nimero racional = en este caso, si ¢ =
b L §

= bn, donde n es un nlmero entero, la clase definida por el par
{nb, b] se identifica con el niimero entero n. El conjunto obtenido
serd precisamnente el campo de nimeros racionales,
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7. Veamos un conjunto de pares ordenades de los niimeros reales
{a, b}. Consideraremos que dos elementos de este conjunto {a, b} y
{c. @} son iguales cuando, y s6lo cuando, @ = ¢ y b = d. Introduz-
camos en este conjunto de pares de niimeros reales las operaciones de
adicién y multiplicacién: {g, b} + {c, d} = {a + ¢, b + d}, {a, b}
{c, d} = {ac — bd, ad -+ be}.

Se puede mostrar que este conjunto es un campo. Si identificamos
el par {a, b} con un nimero complejo & + bi, se obtendra el campo
de nimeros complejos, estudiado en el eapitulo precedente.

Grupos. Examinemos ahora los conjuntos en los que estd defi-
nida una sola operacion. Si dicha operacion posee ciertas propiedades
determinadas, entonces este conjunto suele denominarse grupo. A sa-
ber, tiene lugar la siguiente definicién.

Un conjunto no vacio de elementos recibe el nombre de grupo,
si esta definida en él una operacion que se denota con * y que posee
las propiedades:

a) de asociatividad (a*b)*ec = a* (b¥c);

b} en este conjunto existe el asi llamado elemento neutro, desig-
nado con el simbolo e, 1al, que a*e = e*a = a, cualquiera que sea
el elemento @ de este conjunto;

¢) para cualquier elemento @ de dicho conjunto existe un ele-
mente & del mismo conjunto tal, que a*b = b*¥a = e.

Por cuanto las mds aplicadas son dos operaciones, las de adicion
y multiplicacién, entonces, a la par con esta definicion general
aduzcamos, ademds, dos casos particulares: definicién de grupo res-
pecto a la adicién y de grupo respecto a la multiplicacién.

Un conjunto de elementos se denomina grupo respecto de la adi-
cién, si estd definida en é1 la operacion llamada adicién, que posee
las siguientes propiedades:

a) asociatividad de la adicién: (¢ + 8) +¢ = a + (b + ¢);

b) en este conjunto existe un elemento, llamado cero v designa-
do con el simbolo 0, tal, que para cualquier elemento ¢ de este con-

unto 0 +a =6+ 0 = a;

¢) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele-
mento b del mismo conjunto tal, que b + ¢ =a -+ b = (.

E(I eI(-)}mBnto b se denomina opuesto del elemento @ y se denota
con (—a).

El conjunto de elementos recibe el nombre de grupo respecto de la
multiplicacion, si esta definida en él la operacién llamada multipli-
cacion, que posee las siguientes propiedades:

a) asociatividad de la multiplicacién: (ab) ¢ = a (be);

b) en este conjunto existe un elemento, llamado wunidad del
grupo y designado con el simbolo e, tal, que para cualquier elemen-
1o a de este conjunto ae = ea = q;

¢) para cualquier elemento a de dicho conjunto existe un ele-
mento ¢ del misme conjunto tal, que ac = ea = e,

El elemento ¢ se denomina inverso del elemento e y se denota
con a7l
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Si la operacion, definida en un grupo, es conmutativa, el grupo
se lama conmutativo.

Demos a conocer los ejempjos de grupos.

1. Observemos que cada anillo es un grupo conmutativo respecto
de la adicién, cada campo es un grupo conmutativo respecto de la
adicion.

Todo anillo o todo campo no es un grupo respecto do la multipli-
cacién, no obstante, si se considera cualquier campo, excluyendo de
éste el elemento nulo, el conjunto nuevo ya serd un grupo conmuta-
tivo respecto de la multiplicacidn.

2. Veamos un conjunto compuesto por el niimero cero y todos
los polinomios, enteros con relacién a la letra = de potencia no su-
perior a n, con coeficientes pertenecientes al campo de nimeros
dado.

En este conjunto estd definida sélo una operacion, la de adicién
de polinomios (la operacitn de multiplicacién de polinomios llava el
producte fuera de los limites de este conjunto). Es facil ver que en
este conjunto la operacién de adicién de polinomios es conmutativa
y asociativa, el elemento nulo del conjunte es un polinomio cuyos
coeficientes son todos iguales a cero, y cualquier polinomio cuenta
con elemento opuesto,

Quiere decir, el conjunto en consideracién forma un grupo conmu-
tativo respecto de la adicidn.

#. Veamos un conjunto de matrices que tienen » filas y m colum-
nas, con la particularidad de que n 5% m. Es ficil ver que en dicho
conjunto estd definida una sola operacién, Ia de adicién de matrices
(la operacién de multiplicacién no estd definida para las matrices
de esta indole). Vemos con facilidad que en este conjunto: a) la ope-
racién de adicién es conmutativa y asociativa; b) existe el elemento
nulo: una matriz cuyos elementos son todos iguales a cero; c) cual-
quier matriz cuenta con un elemento opuesto, que es Ia matriz, to-
dos los elementos de la cual se han obtenido a partir de log elemen-
tos de la matriz dada, multiplicdndolos por el niimero (—1).

Quiere decir, el conjunto de tales matrices forma ur grupo con-
mutativo respecto a la adicion.

4. Veamos un conjunto compuesto por todos los nimeros del
tipo 2%, donde % es un nimero entero cualquiera. Es obvio que la
operacion de multiplicacién de estos nimeros no lleva el producto
fuera de los mdrgenes de dicho conjunto, con otras palabras, en el
conjunto citado estd definida 1a operacién de multiplicacién de los
elementos (operacién habitual de multiplicacién de los numeros).
Estd claro también que esta operacién es conmutativa y asociativa.
El elemento unidad es el nimero 1, perteneciente a este conjunto,
puesto que 1 = 2°; todo elemento 2% cuenta con elemento inverso
2-*, Por lo tanto, este conjunto forma un grupo conmutativo res-
pecto de la multiplicacién.

9. Veamos el conjunto de todos los nlimeros racionales positivos.
En este conjunto estd definida la operacién de multiplicacién.
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Ademds, dicha operacién es conmutativa y asociativa. El niimero
unidad es el elemento neutro de este conjunto; todo elemento —"-;- de

este conjunto cuenta con elemento inverso-L, Quiere decir, el con-

junto de todos los néimeros racionales positivos forma un grupo con-
mutativo respecto a la multiplicacion.

6. Veamos el conjunto de todos los niimeros racionales positivos
v aclaremos si dicho conjunto forma un grupo respecto de la opera-
cién*, donde* es la divisién de los ntimeros racionales. Aunque la
operacién® no sale de los margenes de este conjunto y en él hay un

elemento neutro (el nimero 1, pues todo elemento %—cuenta con el

elemento -1;- tal, que»q’i*i= 1), dicho comjunto no forma un grupo

respecto de la operacién introducida*®, puesto que se comprueba fi-
cilmente que la operacion*® no serd asociativa,

7. Veamos el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién
z" = 1, o, dicho de otra forma, estudiemos el conjunto de todas las
raices complejas de grado n del namero unidad. Segin lo expuesto
anteriormente en este mismo capitulo, el producto de cualesquiera
dos raices de grado » del nfimero unidad serd también una raiz de
grado n del niimero unidad y, ademaés, esta operacién es conmutativa
y asociativa, El elemento unidad es oy = 1; el elemento inverso del
elemento o; es el elemento a—y. Quiere decir, este conjunto forma
un grupo conmutativo respecto de la operacién de multiplicacién.

8. Veamos el conjunto de rotaciones de un tridngulo equildtero
alrededor de su centro, que hacen coincidir el tridngulo con si mis-
meo. Si por multiplicacién de dos rotaciones se toma su realizacién
consecutiva, dicho conjunto formard un grupo conmutativo respecto
de la operaciéon mencionada. Se puede comprobar que en este caso
se han cumplido todas las propiedades que definen un grupo con-
mutativo.

9. Veamos el conjunto de rotaciones de una esfera alrededor de su
centro. A titulo de producto de rotaciones serd natural tomar la
realizacién consecutiva de dos rotaciones. Se puede mostrar que di-
cho conjunio forma un grupo conmutativo respecto de la operac¢ion
introducida,

Ejercicios

Realjcense las operaciones indicadas (1 ... 4):
. (2430 (3—20) - (2—31) (314 2i).
i |, 5—3i _ 1 1
o =i v o IS T
4 {1--i) (34-1) (1—i) (3—1)
s 3—i 341 :

5. Constriiysnse en un plano los puntos Slr.le representan los siguientes ni-
meros complejos: 3 4+ 2i; 3; 2 4 4§ 3i; —1 4 245 —4; i i

—2 — 3i; —4i.

1 - i,
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6. Los extremos de un segmento vienen dados por cierlos nimeros comple-
jos z; y z,. Hallense los niimeros complejos; correspondientes: a) al centro del
segmento; b) al punto que divide el segmento en la razén 1 : 3, a contar del
punto z. _— . ) ]

7. Los vértices de un tridangulo se represenlan por cierlos nimeros comple-
jos z,, 35, 25. Millense todos los nimeros complejos z que completan dicho
tridngulo hasta que se obtenga un paralelogramo.

8. Caletlense los médulos de los niameros complejoz i3 1 4 4 —i; —1;
V3—i 142 =

9. Determinense los argumentos de los niimeros complejos 1 + & V'8 — i
i 1y —i; —1.

10. Esié dade un punto z = @ 4 bi. (Dénde se dispone el punto z —
— 247

- 11. Bea | 5| = 1. ¢Doénde se disponen los punios gue representan los ni-
meros complejos 1 + 227 -
12. Sea | z | = 5. ;Dénde se disponen los punlos que representan los nii-

meros complejos 1 — 2i + & ;

Indiquese dénde se sitia ¢l punto gque representa un niimero complejo z,
para el cual se verifica la siguiente condicién (13 ... 18):

13. 1t —z]=1.14. |z24+1—-2%i|=V7T

15. arg h—..._%._ 16, |2—i|=|22].

17, —a <argz<=m. 18. 1 <<|z- 2 — 3i| <j2.

Escribase en la firma trigonométrica el signiente nvimera (19 . . . 21):

ERY
19, z=(i.-ﬂ§1{.3_) .
20. z = ctg o -+ i, donde @ £ (n, 2x).
21, 2 =1 - cos 40° - { sen 40°.

Héllense todos los z que satisfacen la igualdad siguiente (22 , .. 24):

22, a4 084 (s — 3 = 1. 238, =35,

24, ( Siid )‘=1.

Z nee ],

25. Hallese, entre los nimeros complejos que satisfacen la condicién

| 2+ 3i| < 1, un nimerc que tenga el argumento principal minimo,
. 26. Hallese la condicién necesaria y suficiente para que la suma de dos

numeros complejos @ + bi y ¢ -|- di sea un niimero real,

Demuéstrese que cada uno de los conjuntos que siguen abajo es uu anillo
(27 ... 31):
27. Todos los nimeros enteros multiplos del nimero natural dado ».

28, Todos los niimeros del tipe a - 5i, donde a y & son nimeros enteros.

29. Todos los niimerosenterosdel tipoa 4 #)/3, donde @ y b son nimeros
enteros.

30. Las malrices de orden »n con elementos enteros (respectu de la adicién
y multiplicacién de matrices).

31. Los polinomios de una incégnita com coeficientes enteros,

Demuéstrese que cada uno de los conjuntos que se dan a continuacién forma
un campo (32 ... 34): ek

32, Los nfimeros del tipo « - 513, donde @ ¥ & son nfimeros racionales.

33. Los nimeros del tipo e - bi, donde « v  son nlmeros racionales.

34. El1 coniunto de dos elementos & y B con las operaciones & v ®, dofini~
das mediante las siguientes reglas:

aPo=a a@Du=a,
adp=pHa=p, «Of=ROa=q,
pep=5p, pOp=B.
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35. (Formard un anillo o un campo el conjunto de pares {a, &) de nGmeros
enteros a v bcon lasoperaciones ® y @, definidas mediante las reglas siguien-
tes: ;

{ay &) ® (¢, @) = (2 +¢, b4 d);

(a, b} ® (¢, d} = (ae, bd}?

Aclérese si forma un grupo cada uno de los signientes conjuntos con la
operacidén indicada sobre los elementos (36 . . . 44):

36. Loa numeros pares respecto de la adicién.

37. Los niimeros enteros, miltiplos del nimero natural dado n, respecto a
la adicién,

38. Los nimeres enleros impares respecto de la adicién.

39. Los numeros enteros respecto de la sustraccibn.

.. 40. Los nilmeros racionales, distintos de cero, respecto de la multiplica-
cién.

41. Las matrices regulares de orden » con elementos roales respecto de la
multiplicacion.

42. Las matrices de orden n con clementos enteros y un determinante igual
a la unidad, respecta de la multiplicacién.

43. Los nimeros reales positives, si la operacién se deline del modo si-
guiente: a ® b = ab,

i 44. Los polinemios reales de grado » de la incégnita z, respecto de la
adicion.

45. iFormarin un grupo las rotaciones de un cuadrado en torno de su
centro a 0° 90° 180°, 270°?
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