K. RIBNIKOV

ANALISIS COMBINATORIO






Anilisis combinatorio



K.A . PuibBunxos

BBEJEHAIL
B KOMGUHATOPHLIN AHAJIN3

Hanarenscrpo MockoBCKOTo yunsepcntera



K. RIBNIKOV

Analisis
combinatorio




Traducido del rusa por K.Medkov

Impreso en la URSS

Ha ncnanckom aisike

ISBN 5-03-000610-9 © Hanarenscreo Mockosckoro yumseponrera, 1985
© traducido al espafiol, editorial Mir, 1988



INDICE

Prélogo
Capitulo I. Fundamentos tedricos del andlisis combinatorio
L.l Qué se estudia en el andlisis combinatorio y qué clase de problemas
se resuelven
1.2, Conocimientos indisy bles de la teorfa de los conjuntos y del
dlgebra
1.3, Muestras y ordenagiones
1.4, Distribuciones y llenados
L.5. Sistemas de conjuntos
Capitulo 2. Funciones generatrices
2.1, Fund det método de funci 8 nees
2.2. Tipos de funciones gencratrices y de numeradores
2.3. Aparato operacionnl del mélodo de funciones gencratrices
2.4, Sobre las aplicaciones del método de funciones generatrices
2.5, Teoria de Redfield-Polya
Capitule 3. Métodos légicos
31 Método de inclusiones y exclusiones
3.2 Sistemas de repr ntes de los
3.3, Principios de la teoria de Ramsey
Capitulo 4. Aparate tabular de matriz del andlisis combinaforio
4.1, Sistemas de incidencia y imatrices especiales
4.2, Rectangulos y cuadrados Intinos
4.3, Blogue-esguemas
4.4. Perinanentes
Capitulo 5. Medios geométricos y graficos
5.1. Evidencia cn las interpretaci de los si
5.2. ldeas geometricas finitas
5.3. Sobre los grafos
Capitulo 6 Metodns de resolucién de los problemas extremales
6.1, de los probl ios ext les ¥ accesos a
su resolutidn
6.2, Método de ramificaciones y restricciones®
6.3. Métodos heuristucos
6.4, Opunizacion en los gralos
6.5. Flujos en las redes
Capitulo 7. Métodos probabilisticos en el andlisis combinatorio
7.1 Ejemplos de aplicacién de los métodos prababilisticos
1.2, Problemas de planificacidn del experimento
7.3, Mélodo de entropia
7.4. Método de balance aleatorio
7.5. Sistemas separadores de subconjuntos
Capitulo 8. Analisis combinatorio en los conjunios parcialmente
ordenados
8.1. Conjunios parcialmente ordenados
8.2, Reticulos
8.3, Funciones de incidencia e mversién de Moebius
8.4, Matroides
Bibliografia
Indice alfabético de materias

17
23
2

37
37

52
62

4
T4
78
83

87

2]
101
3

130
130
132
144

159

159
185
179
189
192

206

206
210
214
220
224

232
232
263
248
324

361

367



PROLOGO

En el presente libro se examinan los métodos matemdticos de investiga-
cién de los sistemas discretos. Esta clase de sistemas ocupan un noiable
lugar en la actividad de la gente y existe una diversidad de tipos dificil
de examinar (circuitos eléctricos, flujos de transporte € informacion, siste-
mas de organizacién de la produccidn, tablas, grafos, razonamientos 1égi-
cos, etc).

Pese a que el caricter especifico y heterogénco de los sistemas discretos
aparenta ser insuperable, éstos tienen en sus fundamentos mucho de co-
mun. Esto se manificsta con toda evidencia en la semejanza e, incluso, en
la coincidencia de los modelos matemdticos que se introducen al resolver
problemas de cardcter discreto.

Las amplias clases de los sistemas discretos se analizan en nuestro libro
como partes de una tecoria unica. Dentro de los margenes de dicha teoria
{que histdricamente conserva su nombre de andlisis combinatorio) Ias clases
citadas ocupan su lugar en dependencia de como se interpretan sus entes,
gué problemas se estudian y cudles son los métodos que se eligen para resol-
verlos. Tal exposicion, como muestra ia experiencia, facilita el estudio del
andlisis combinatorio y atribuye a esta parte de las matemdticas los rasgos
necesarios de universalidad, tanto tedrica como préctica.

Para que el lector obtenga una mejor orientacion en la moderna teoria
combinatoria general, ¢l capitulo ocho del libro, escrito en colaboracidn
con A.M.Reviakin, contiene material referente a la aplicacién de problemas
y métodos del andlisis combinatorio a los conjuntos de naturaleza lo mas
amplia posible.

Resta por afiadir que el autor expresa su mas profundo agradecimiento
a sus disclpulos y colegas que prestaron una valiosa cooperacidn, y muy
especialmente a A.M.Reviakin, quien ayudd activamente al autor en el pro-
ceso de preparacién de la versidn espaifiola del libro.

El autor quedard agradecido por las observaciones de los lectores.



CAPITULO I  FUNDAMENTOS TEORICOS
DEL ANALISIS COMBINATORIO

En este capitulo se dan explicaciones que tienen por fin pecmitir al lec-
tor la formacién de nociones elementales sobre el andlisis combinatorio
(combinatoria). Se trata de los objetos que se estudian en el andlisis combi-
natorio (considerade como una asignatura) y de los problemas que en este
caso se plantean y se resuelven. Ademds, se introducen los conceplos princi-
pales, operaciones y simbolismo. Por fin, se explican los procedimientos
aplicados en la resolucién de los problemas combinatorios no complejos
que se plantean tanto en la teoria como en la prdctica.

LI QUE SE ESTUDIA EN EL ANALISIS COMBINATORIO
Y QUE CLASE DE PROBLEMAS SE RESUELVEN

Enunciemos, para iniciar, unos cuantos problemas. Harémoslo para que
el lector pereiba intuitivamente el cardcter combinatorio de dichos proble-
mas y estt mejor preparado para poder asimilar las formulaciones
generales,

a) Uno que ha terminado In ensefianza media y aspira a ingresar en
la Universidad tienc que aprobar cuatro exdinenes, siendo el sistema de cali-
ficacién dc cinco puntos. Para ingresar es suficiente obtener 17 puntos.
¢Cudntas son las combinaciones que l¢ permiten aprobar los exdmenes (por
supuesto, sin sacur ni un sole mal?

b) Cémo se debe buscar el itinerario mas corto para uil cartero o un
operador cinematografico que atienden un numero dado de poblados? La
distancia entre cada par de poblados se conoce. i

c) (Qué numero de reinas o de otras piczas de ajedrez cs suficiente para
que ellas mantengan bajo amenaza todas las casillas del tablero de ajedrez
y.no se pucdan comer una a la otra? ;Cudntas son las combinaciones de
su colocacion?

d) ¢ En cudntas partes dividen un espacio # planos, si de cuatro cual-
quicra de cllos ninguno pasa por un mismo punto, de tres, ninguno pasa
par una misma recta y de dos, ninguno es paralelo, mientras que cuales-
quiera tres planos tienea un punto comtin?

Los problemas de esta indole son semejantes por el hecho de que, en
primer lugar, en ellos se estudian los conjuntos discretos (compuestos de
clementos separados, aislados), En la mayoria dc los casos los conjuntos
mencionados son finitos. Tampoco se excluyen del andlisis combinatorio
los conjuntos infinitos, compuestos por un niimero infinitamente grande
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de elementos, siempic que haya vaa informacién suficiente sobre las pecu-
liaridades estructurales de estos ltimos conjuntos. La estructura de los
conjuntos discretos puede ser muy compleja en funcién de las relaciones
y razones existentes entre ellos. La primera principal tarea del andlisis com-
binatorio consiste en estudiar tales estructuras discretas y expresar sus pro-
piedades empleando los métodos adopiados en las matemdticas (analiticos,
gralicos, labulares y geoméiricos).

Sobre los conjuntos discrctos se realizan operaciones, Algunas de cllas
originan ¢l cambio de la estructura de los conjuntos, otras modifican la
composicién de éstos. Como operaciones mds simples del primer tipo inter-
vienen las permutaciones habituales de elementos, y del segundo tipo, la
separacion de jos subconjuntos de elementos, o, como sucle decirsc, sus
muestras. Como regla, al resolver los problemas, las operaciones se aplican
mas de una vez (reiteradamente) y, ademads, en las combinaciones més diver-
sas, cuando vienen impucstas difercntes condiciones. Esto es una razdn por
la que se prestan posibilidades pricticamente inagotables de crear construc-
ciones discretas, las cuales se denominan frecuenlemente configuraciones
{a veces, configuraciones combinatorias).

Sepnin sean el cardcler del objeto de investigacion y las operaciones a
introducir, se deterinina la totalidad especilica de los problemas que se re-
suelven mediante ¢l andlisis combinatorio. Los mds antiguos son problemas
sobre el nimero de construcciones discreias que satisfacen las condiciones
planteadas. Los métodos de su resoiucién han recibido el nombre de proble-
mas enumerativos. Ademds de los problemas de tipo enumerativo, cn el
analisis combinatorio se estudian cuestiones de existencia o no existencia
de una configuracién que satisfaga las condicioncs prefijadas, se buscan
algoritmos de construccidn de las configuraciones, como también las cues-
tiones de seleccidn en una totalidad dada de tales configuraciones o algorit-
mos que posean, en un mayor o menor grado, las propiedades elegidas
{problemas y métodos de optimizacién).

E] andlisis combinatorio estd asociado con muchos apartados de lus
matematicas e incluso tienc partes comunes correlacionadas. Efectivamen-
te, los elementos de los razonamientos combinatorios surgieron en tiempos
remotos, antiguamente, en la aurora de la formacidn de las ciencias mate-
maticas. No obstante, en cl transcursa de la historia estos elemcentos sc de-
sarrollaban junto con otras partes de las matematicas, integrando en diver-
sos casos Ja composicién de éstas, No es dificil ver que en una scrie de
ramas de las matemdticas modernas (teoria de los ntimeros, dlgebra, geo-
metria, 16gica matemdtica y otras) muchos conceptos y métodos fundamen-
tales tienen naturaleza discreta y poseen conexiones estables. Esto permite
estudiar los problemas del andlisis combinatorio en diferentes interpreta-
ciones, investigar problemas, que a primera vista parecen tener diferente
naturaleza, desde un punto de vista tinico que corresponda del modo mas
conveniente a la escncia del problema.
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Hoy dia las posibilidades de los métodos discretos de investigacion
aumentaron muy bruscamente. Ha crecido también la importancia de estos
métodos. A la par con la teorfa combinatoria general formada histérica-
mente (andlisis combinatorio) existen en Ias matemdticas modernas: la teo-
ria de los grafos y de los hipergrafos, geometrfa de los nimeros, andlisis .
discreto y andlisis finito, investigacidén de operaciones, cte. En los libros
y articulos se consideran ciertas clases de problemas, lo que es testimonio
de amplia ramificacién y rigqueza de las investigaciones combinatorias.

La tarca de este libro consiste en exponer ¢l andlisis combinatorio como
una teorla matemdtica de investigaciones de los conjuntos discretos en sus
diferentes interpretaciones, teniendo presonte que dicha teoria estd basada
en principios tinicos, es suficientemente rica en Io que se refiere a los méto-
dos que s¢ emplean y puede servir de base tedrica general para los métodos.
discretos de investigacidén en las matemiticas.

1.2. CONOCIMIENTOS INDISPENSARBLES DE LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS Y DEL ALGEBRA

La informacién que se incluye en este pérralo del libro se destina para
clescribir las propicdades de los objetos que se estudian en ¢l andlisis combi-
natorio, las opcraciones que se realizan sobre ellos y para introducic un
simbolismo uniforme. Las definiciones, Jos términos y los simbolos sc cli-
gen, por regla, de los que son de uso general en las matcmadticas, La intro-
duccidn de cllos serd paulatina.

El cancepto principal es el de conjunto. No damos definicién dc este
conceplo debido a una tautologia inevitable. Todos los conjuntos que se
analizan en el libro (si no hay refercncias a una precisidén cspecial) son
discretos y finitos. Los conjuntos se'dcsignarﬁn mediante letras mayisculas
latinas A, B, .., y los elemenios de los conjunios, mediante letras mnimiscu-
las a, b, .. . Escribiremos a€A, si el clemento a pertencee al conjuntoe A,
y a4, si a no pertencce al conjunto A. Sc denomina swbconjnunto A del
conjunto S(AES) cualquier conjunto cuyos elementos perienceen todos
a 5. En olras palabras, A€ S, si de a€A se deduce quc a€S. Los conjuntos
Ay B coinciden o son iguales (4 = B), si estAn compuestos por unos mis-
mos elementos. Dicho de otro modo, A = B, cuando y sélo cuando ASH
y BEA.Si AS R, pero A = B, suele decirse que A ¢5 un subconjunto pro-
pio del conjunto B, y se escribe: ACAH.

Los conjuntos, al igual que los subconjuntos, pueden introducirse y de-
signarse mediante difercntes métodos. Por ejemplo, un subconjunto A del
conjunto S se define frecuentemente como conjunto de todos los elementos
a€S que poseen cierta propiedad bien determinada. Si designamos esta pro-
piedad mediante P(a), la definicidn de A puede escribirse simbdlicamente
asi: A = (a€S | P(a)), o bien (simplemente) A = [a | P(a)}. Estas inscrip-
ciones se leen del modo siguiente:*4 es un conjunto de todos los elementos
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a deb conjunto §, para los cuales resulta vélida la condicién P(a)", Por
cjemplo, la inseripcidn A = (@] aeN y a = 20 para cierto beN], donde
N es un conjunto de nimeros naturales, describe el conjunto de todos los
nimeros positivos pares.

Introduzcamos el simbolo & para designar con €l un conjunte vacio,
es decir, conjunto sin clementos. Es evidente que cualquier conjunto con-
tiene en calidad de subconjunto un conjunto vacfo, Por P(S) designaremos
un conjunto de todos los subconjuntos del conjunto S, el cual conticne,
¢n calidad de elementos, todos los subconjuntos propios 4 que satisfacen
la condicién &3 CACS, como también el conjunto vacio @ y el mismo
conjunto S. Por ejemplo, si S = [a, b, ¢}, entonces P(S) contiene, ademds
de (@ y S, seis subconjuntos propios [a}, {&], (¢}, {a b), (g c}, {8
¢). En general, si S s¢ compone de n diferentes elementos, entonces P(S)
conticne 2" diferentes subconjuntos, Por cso, en Ja literatura matemdtica
P{8) se denota también con 2°.

Diremos que esté dada la aplicacidn ¢ del conjunto A en el conjunto
B, si a todo elemento del conjunto A se te ha puesto en correspondencia
cierto elemento del conjunto B. Para designar la aplicacién ¢ de A en B,
haremos uso det simbolo ¢ A—B. Si g€A, entonces el ¢lemento de B,
que se le ha pucsto cn correspondencia al elemento a, se designa mediante
wla) y se denomina jrmragen del clemento ¢ en la aplicacion ¢. Si beB, en-
touces cualquier elemento @ de A, para el cual se verifica la igualdad
b = wla), se lama preimagen (imagen reciproca) del elemento . El conjun-
to A lleva el nombre de origen de la aplicacidn g, y el conjunto B ¢s ¢l
Jfin de la aplicacién citada. Por supuesto, cada elemento del origen de la
aplicacidn ¢ tiene exactamente una sola imagen. No obstante, no todo ele-
mento del fin de dicha aplicacién tiene necesariamente una preimagen, Por
otra parte, ¢l fin de una aplicacidn puede contener elementos gue cucntan
con varias preimédgenes. Un subconjunto del fin de la aplicacién ¢ com-
puesio por todos los elementos suyos que licnen preimagen, o bien, io que
es lo mismo, que se representian en la forma (a) para cierto a€A, se deno-
mina imagen de la aplicacidn ¢ y se designa Im . Para ua conjunto {inito
A = {ay, az, ~~, @a) s¢ emplea con frecuencia la inscripcién de la aplicacién
w: A= DB en forma de dos [ilas, a saber

- ( ay a ...
N wla)  plm) .. ela)/)’

Dos aplicaciones ¢ : A= B); ¢y : A2=B8; se consideran iguales, si
Ay = Az, By = By, y ¢1(a) = ¢2(a) para cualesquiera #€A4,;. La aplicacion
'+ A'= B es una contraccidn sobre A’ de la aplicacién ¢ : A~ B, siempre
que A°SA y v (@) = pla) para todo acA’.

La aplicacidn ¢ : A= B lleva el nombre de encagje (inmersién), si cada
clemento de B ticne no méas de una preimagen, es decir, o(a) = p(b) Ileva
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consigo a = b. Si cada elemento de B tiene al menos una preimagen, o
bien, con otras palabras, Ime = B, la aplicacién ¢ se denomina superposi-
cidn. Una superposicion ¢ : A— B se llama también aplicacidén de A sobre
B. Una aplicacién que representa a la vez un encaje y una superposicién
se denomina biunfvoca (biyectiva).

Si 4 = B, la aplicacién biunfvoca ¢ : A—A s¢ llama sustitucion.

Los conjuntos pueden ser finitos (es decir, compuestos por un nimero
finito de elementos) ¢ infinitos. El nimero de elementos en un conjunto
A recibe el nombre de potencia del conjunto A y se designa con {A4].
Se dice que los conjuntos A y B son equipotentes, si existe una aplicacién
biunivoca ¢ : 4~ 8. Evidentemente, dos conjuntos finitos son equipoten-
tes, cuando ¥ s6lo cuando contienen ambos un niimero igual de elementos.
Denominaremos n-conjunto a todo conjunto finito A4 tal que |4 ] =n.
Los conjuntos infinitos pueden ser equipotentes a alguno de sus subconjun-
tos; por ejemplo, el conjunto de los niimeros naturales es equipotente al
conjunto de los mimeros positivos pares y al conjunto de sus cuadrados.
Entre los conjuntos infinitos se destinguen los conjuntos numerables e in-
numerables. Se llama numerable todo conjunto infinito que sea equipotente
con el conjunto de nimeros naturales. En adelante, cuando se trate de con-
juntos infinitos, éstos se considerardn numerables,

Definamos ciertas operaciones que se realizan en ¢l conjunto P(S).

Se llama unidn (reunidn o surna) AUB de los conjuntos 4 y B el conjun-
to de todos los elementos pertenecicntes o bien a A, o bien a B (o bien
a A y B simultdnecamente):

AU B = {acS5 | a€A, o bien aeBj}.

Se llama interseccidn ( o producto) ANB de los conjuntos. 4 y B ¢l
conjunto de todos los elementos pertenecientes tanto a A, como a B:

ANB = {acS|acA y ae8).
De un modo andlogo se definen las uniones e intersecciones de un siste-

ma arbitrario (incluido el infinito) de conjuntos.
Se llama complfemento dcl conjunto 4 el conjunto

A=laecS|ag¢A}
Se llama diferencia de los conjuntos 4 y B el conjunto ANB =
={a€ S|a€ Aya¢ B). Es evidente que A\B = AN B.
Se llama diferencia simétrica de los conjuntos A y B el conjunto

AAB = (AU B)N (AN B)Y = (ANB)Y U (BNA).

El conjunto P(S) con las operaciones de unidn, interseccién y de
complemento definidas sobre €l recibe el nombre de boolearto. Quedan vili-
das en este caso las siguientes leyes algebraicas:
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LANA=A4; AUA =A (idempotencia);
2 ANB=BNA, AUB=BUA (conmutatividad);
JANBAC) = (ANBINC;, AU(BUC) = (4) U C(asociatividad);
4 ANMAUB=AUMANE =A (absorcién);
5.8 .ASC, setiene A U(BNC)=(AU B NC (modularidad);
6. ANBUCO=ANBUANC)
AUBNO=AUBNAYCO) (distributividad);
T AN @G = AU G = A; (fronteras universales);
ANS=A,AUS=S
B.ANA=C;, AUA=S (complementariedad);
9. A=A
10. ANB=AUB, AUB=ANBE (leyes de De Morgan).

SiANB = &, entonces A y B se llaman conjuntos disjunfos. La repre-
sentacién del conjunto S en forma de una unidn de los subconjuntos disjun-
tos dos a dos recibe el nombre de particidn del conjunto §. En otras pa-

.
labras, A,, Aj, -, Ax es una particién del conjunto S, si S= UA, y

i=1
AiNA; = @ para cualesquiera / 3 j. Una totalidad de todos los pares orde-
nados (a, b) tales que « € A, b € B, se denomina producto direcio (carte-
siano) de los conjuntos A y B y se designa por A X B, es decir,

AXB=1{(a b)|ac A b e B},

Si A4 = B, el producto directo A x A se denota con A%, Andlogamente se
determina el producto directo de k conjuntos:

Al X Ay X == X Ag = [(@, @2, -, @) | a1 € As, @2 € A2, =, ax € Ax),

y, al coincidir los conjuntos, tenemos: 4% = 4 x A X - X A.
Enunciemos las reglas evidentes que yacen en la base de muchos cdlcu-
los y estimaciones combinatorios.

Regla de la suma. Si S es un conjunto finito y § = UA;. donde

Isl
A; € P(S), i =\, 2, -, k, entonces
* &
S| = |Ual <314l
= i=

con la particularidad de que la igualdad tiene Iugar cuando A,, Az, ...
., Ay forman una particién del conjunto S.
Regla del producto. Para los conjuntos finitos 41, Az, .., Ax tenemos

L3
|4 x Az % .ox A | = TI | Al
=1
Llamemos correspondencia binaria entre los conjuntos 4 y B8 cualquier
subconjunto AS A X B. Si (g, b)€a, suele decirse que @ se encuentra en
12



Gs §

G o

Fig.1.l b I3

relacidén a respecto a b, y esto se expresa cn la forma aab. La nocién de
correspondencia binaria entre A y B sirve de generalizacién del concepto
de la aplicacién ¢ : A—B. En efecto, cada aplicacién ¢ : A— B define la
correspondencia binaria a, entre 4 y B: la expresién ao,.b significa que
b = e(a). Viceversa, sca dada una correspondencia binaria « entre los con-
juntos A y B. Analicemos para todo aéA el conjunto de todos los beR
que se caracteriza por la propiedad aab. Dicha correspondencia define la
aplicacién ¢ : A= 8B, cuando y sélo cuando para todo a€A existe exacta-
mente un solo elemento b€8 que se caracteriza por las propiedades aab.
Asi pues, la nocién de correspondencia binaria incluye el concepto de apli-
cacién como un caso particular {muy importante).

Cuando A4 = B, la correspondencia binaria g ©.A4 x A lleva el nombre
de relacidn binaria en el conjunto A. Son ejemplos de relacién binaria la
relacidn de igualdad A = {(a, 4) | @ € A), lamada diagonal del conjunto
A, y la relacién que coincide con todo ¢l conjunto 4 % A, denominada
relacién unidad.

A una relacién binaria ¢ sobre el conjunto finito A4 se le puede poner
en correspondencia un ente geométrico llamado grafo orientade o diagra-
ma. A todo clemento g € A se le pone en correspondencia un punto en
el plano que lleva el nombre de vértice. Si para @ y & tenemos agb, los
puntos marcados con g y b se unen por una flecha que parte de 2 y llega
a b y que se denomina arco, La totalidad de vértices y arcos construidos
del modo mencionado representan el diagrama I'(4, ¢) de la relacién o.
En la fig. 1.1 se exponen los diagramas I'(A4, A) y T'(4, /), respectivamente,
donde 4 =f{a, b ¢}, I=A x A.

Sea A’ un subconjunto no vacio del conjunto 4, sobre el cual viene
dada la relacidén binaria g: de la relacién g’ en A4‘, definida mediante la
condicién

agb = apb para cualesquicra g, b € A*,

se dice que ella estd inducida mediante la relacién p.

Formulemos las propiedades que pueden tener las relaciones binarias.
Una relacidén g se denomina reflexiva, si apa para todo ¢ € A, Dicho de
otro modo, una relacién es reflexiva, siempre que ASp. Si la expresién
apb lleva consigo bga, la relacién ¢ se llama simétrica. En cambio, si agh
y bea tienen por resultado a = b, la relacién g se lama antisimétrica, Una
relacién g se llama transitiva, si agh y bge conducen a ggc. No es dificil
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convencerse de que la diagonal posee todas las cuatro propiedades citadas,
mientras que la relacién unidad tiene todas estas propiedades, a excepcién
de la antisimetria. Perg, si A se compone sé6lo de un elemento, la relacién
unidad coincide con la diagonal.

Se denomina ciase contigua de la relacién binaria g, definida por un
elemento a € A, el conjunto de todos los elementos b € A tales que bea.

La relacién binaria p en el conjunto A se llama relacién de equivalencia,
si es reflexiva, simétrica y transitiva a la vez. Las relaciones de equivalencia
son de gran importancia en el andlisis combinatorio, puesto que estin
estrechamente ligadas con las particiones de los conjuntos. Efectivamente,
puede demostrarse con facilidad que una totalidad de clases contiguas de
relaciones de equivalencia sobre un conjunto § representa la particién de
este iltimo y que a toda particidén del conjunto S le corresponde la relacién
de equivalencia g, cuyas clases coinciden con los bloques de la particién
indicada (la afirmacién agb tiene lugar, si y sélo si @ y b pertenecen a
un mismo subconjunto de la particién del conjunto S).

Una relacién binaria ¢ sobre el conjunto 4 se denomina relacién de
orden parcial, si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. La relacién de orden
parcial se denotard con el simbolo <. La notacién a = b significa que
b < a. A veces diremos que A (o bien (A4, €)) es un conjunto parcialmenie
ordenado, suponiendo que la relacién de orden parcial ya es conocida (esta
afirmacidn, sin embargo, no es bien correcta, por cuanto en un solo conjun-
to pueden fijarse érdenes diferentes).

Un conjunto parciaimente ordenado se denomina trivial, siempre que
a < b, cuando y sélo cuando 4 = . Un conjunto parcialmente ordenado
(A, <), que posee la propiedad de que para cualesquiera g, b € A4 se verifica
o bien @ < b, o bien b < a, lleva el nombre de cadena (lo llaman también
conjunto finealmente ordenado).

Recordemos, ademds, algunos conceptos algebraicos que nos hardn fal-
ta ulteriormente. Se denomina operacidn binaria sobre ¢l conjunto A la
aplicacién f: A x A=A, Si fla, b) = ¢, donde g, b, ¢ € A, se escribe
a™b = ¢. Una operacién binaria se llama asociativa, si para cualesquicra
a b c € A:

(a*b) »c = a«(bec).
Si una operacién binaria satisface la condicién
axh = b
para cualesquiera a, b € A, se denomina conmutativa. El elemento e€A

se denomina elemento unidad (elemento neutro) respecto de la operacién
*, si para todo a € A:

d*g = g+ = Q.

i tal elemento existe, es 1inico. Supongamos que un conjunto A con opera-
¢cién prefijada posee un elemento unidad e. En este caso el elemento ¢!
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se denomina inverso (o simétrico) del elemento @€ A con relacién a dicha
operacion, siempre que a«¢ ™' = g~ '+a = e. El conjunto A con operacién
binaria +, en el cual las ecuaciones a»x = b, ¢ y+a = b son resolubles univo-
camente respecto de x e y para cualesquiera a, béA se llama casi grupo.
Un conjunto no vacio A, sobre el cual viene definida la operacién binaria
asociativa, recibe el nombre de sermigrupo. Si la operacién ¢s conmutativa,
el semigrupo se llama abeliano. Un semigrupo, en €l que existe un elemento
unidad y para cada elemento existe uno inverso, se denomina grupo, El
nmimero de elementos en el grupo se llama orden del grupo. Un grupo cuyos
clementos son todos la potencia de un elemento a (es decir, pueden obtener-
se por la aplicacién sucesiva de la operacién, empleando un mismo elemen-
to & distinto del elemento neutro) se llama cfclico. Los grupos ciclicos son
siempre abelianos.

Sean A y B los grupos finitos de érdenes arbitrarios con las operaciones
binarias ¢ ys, respectivamente, y supongamos que p: 4 — B es una aplica-
cién, con la cual para cualesquiera @, a’ € A se verifica la igualdad

wlaea’) = pla)-pla’),

Tal aplicacién ¢ se llama homomorfismo del grupo A en el grupo B. Si
¢ es una aplicacién biunivoca, el homomorfismo recibe el nombre de
isomorfismo.

Ejemplo. Un conjunto de sustituciones ¢ : X—.X forma un grupo, si
la operacién « se define como resultado de la actuacién sucesiva de dos
sustituciones, ¢s decir p*y = 7, donde Vx € X : m(x) = ¥(e{x)). Dicho gru-
po lleva el nombre de grupo simétrico de potencia n = | X|. Es Ficil
mostrar que todos los grupos simétricos de un mismo orden son isomorfos.
Observemos que los grupos simétricos no son abelianos cuando n > 3.

Sien un subconjunto BS A el resultado de una operacidn de dos cuales-
quiera elementos de B pertenece también a 8, suele decirse que B estd cerra-
do respecto de la operacién dada. Se llama subgrupo a un subconjunto
no vacfo del grupo que estd cerrado respecto de la operacién binaria y que
para cada elemento contiene un-elemento inverso.

Un conjunto A con dos operaciones binarias +ye se denomina anillo,
siempre que forma un grupo abeliano respecto de la operacién+, un se-
migrupo respecto de la operaciéne, y si- es distributiva respecto de la
operacidén+, es decir, si para cualesquiera a, b, c€A se tiene

(@ + bYec = aoc + boc,
ce{@ + b) = cea + cob.
En un anillo los elementos neutros respecto de las operaciones + y o se
denominan nulo y unidad, respectivamente. Un elemento del anillo se llama
invertible, si para dicho elemento existe un elemento inverso respecto de
la operacién .
Si un conjunto de elementos de un anillo, distintos de cero, forma res-
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pecto de la operacién o un grupo abeliano, entonces el anillo se llama en
este caso campo. Un campo en el que se contienen un niimero finito de
elementos se Hlama finito, Un campo finite de n elementos existe, cuando
y s6lo cuando n = p°, donde p es un mimero primo ¥ o, un nimero natu-
ral. Tal campo es tnico con exactitud hasta un isomorfismo en ¢i que se
conservan ambas operaciones binarias. Este campo se denomina de Galois
y se designa, de ordinario, con la expresion GF(p®). Si o = 1, GF(p) es
isomorfo al campo de residuos respecto al médulo primo (o irreducible) p.

Como ejemplos de un anillo infinito y de un camnpo infinito sirven el
anillo de niimeros enteros Z y el campo de mimeros reales R. Las opera-
ciones binarias son aguf operaciones corrientes de adicidén y multiplicacion.

Se denomina espacio lineal L sobre el campo P el conjunto dotado de
la operacién binaria ¢: L X L— L, la cual se designa habitualmente como
adicién ¢f{a, b) = a + b para a, b € L, y de la operacién binaria externa
f:P % L-L, la cual se designa habitualmente como multiplicacion f(p,
a) = pa, con la particularidad de que dichas operaciones satisfacen los si-
guientes axiomas:

a) con respecto a la operacidn de adicidn ¢l espacio L es un grupo abe-
liano. El elemento neutro de este grupo se denota con 0; el elemento inverso
de a se designa corrienlemente con —a.

b) la multiplicacién de los veclores por los elementos del campo P, o
por los escalares, ¢s unitaria, es decir, }-a = « para todos los g, y asociativa,
s deeir, plqga) = (pg)a para cualesquiera p, ¢ € P; a € L:

¢) la adicién y la multiplicacién estdn unidas mediante fas leyes de distri-
butividad, es decir,

pla + b) = pa + pb,
(p + qla = pa + ga

para cualesquicra g, q € Py a, b € L.

La expresidn del tipo piay + -+ + pada lleva ¢l nombre de combinacidn
lineal de los vectores ay, @z, =, aa; los escalares p; se llaman coeficientes
de dicha ¢ombinacién lineal.

Se denoimina dlgebra sobre ef campo £ el anillo asociativo con la unidad
A que contiene el campo Py ¢s tal que P yace en ¢l centro de 4, es decir,
que conmuia con lodos los elementos de «1. En parlicular, -4 es un espacio
lineal sobre ¢l campo P.

Los conceptos nuevos se introducirdn mas adelante a medida que surja
la necesidad. Pasemnos, ahora, a la explicacién del sentido de las opera-
ciones combinatorias mas simples. NMos limitaremos, para empezar, al andli-
sis de los conjuntos linealmente ordenados. Sin embargo, estudiaremos
también, en forma paulatina, los conjuntos de estructura mds compleja.



1.3. MUESTRAS Y ORDENACIONES

Con el concepto de muestra se asocian tanto la propia operacién de
seleccién de un subconjunto del conjunto dado, como también el resultado
de la operacidn citada, es decir, el subconjunto elegido. En lo sucesivo se
tendrd en cuenta precisamente la segunda interpretacion, siempre que no
se diga lo contrario.

Supongamos que de un n-conjunto 4, se ha obtenido una r-muestra:

(a:, a1, ..., @), donde @e€d,; i=1, 2, .., r; r<n.

El nimero r se llama volumen de la muestra.

Seglin sean las condiciones del problema, en las muestras pucde tomarse
en consideracidn el orden de sucesion de los elementos en ellas (y en este
caso las r~-muestras se llaman r-permutaciones), o bien dicho orden no se
toma en consideracion (en este dltimo caso se denominan r-com-
hinaciones). Por ejemplo, dos 5-mucstras del conjunto Aa(n > S):

(@, @, a3, as, as) y (as, o, a3, @2, a1)

representan  en  si 5-combinaciones iguales y al mismo tiempo
S-permutaciones diferentes. En general, dos r-perinutaciones ¢ = {a,, @,
v @)y b= (b, be, ., b)) soniguales: @ = b vinicamente sia, = b; i = 1,
2, ..., r. En las muestras es posible la aparicién reilerada de los elementos,
y en lal caso ellas se denominan r-combinaciones con repeticion y r-per-
mutaciones con repeticion, respectivamente. Una 7~ permutacion {con repe-
ticién) de elementos del conjunto 4 se llama también palabra de longitud
r sobre ef alfabeto A.

Es evidente que los conceptos de r-permutaciones y r-combinaciones,
al igual que sus combinaciones, abarcan todos los tipos posibles de
muestras. Por eso no hay necesidad de dar el concepto de arreglo (va-
riacion), aunque dicho coneepto aparece todavia en la literatura, principal-
mente en los manuales,

La multiformidad de la solucidn de los problemas combinatorios obser-
vada en las ctapas iniciales del desarrollo de las mateméticas condujo a
una cuestion patural: jeudntos son los procedimicntos, por medio de los
cuales puede realizarse la requerida disposicién combinatoria? En particu-
tar, el cilculo del niimero de r-muestras de un n-conjunto fue histéricamen-
te uno de los primeros problemas de la combinatoria.

Hallemos el numero de todas las r-permutaciones posibles (sin repeti-
ci6n) de un n-conjunto. Denotemos ¢l nimero que se busca mediante P(n,
r). El problema se reduce a una aplicacién sucesiva de la regla def producio.
En efecto, en el n-conjunto se tienen n posibilidades para elegir el primer
elemento de la r-permutacién. Una vez realizada tal eleccién, quedan n — 1
posibilidades para la eleccién del segundo elemento, luego quedan n — 2
posibilidades para elegir el tercer elemento, ete.: para ka eleccién del r-ésimo
26603
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' Xy, &

L 4 Tig | 2.

elemento tendremos n — r + | posibilidades. De acuerdo con la regla del
producto,

P, =n(m =1 ... (n—=r+ 1),

de donde se deduce
P(n, n) = n!

Para que ¢l resultado sea mas completo, admitamos
Pn, 0)=0! = 1.

Calculemos ahora ¢l niimero de r-permutaciones posibles con repeti-
cidn, En este caso, después de elegir cualquier elemento de la r-permutacién
quedan las mismas » posibilidades para clegir ¢! clemento siguiente. Por
consiguiente, segin la regla del producto, ¢l nimero de r-permutaciones
con repeticién del n-conjunto es igual a n'.

Los razonamientos aducidos aqui se ilustran ficilmente con un ejemplo
del esquema de urna, cuyos diferentes tipos se emplean en la teorfa de las
probabilidades: se ticne una urna dentro de la cual se encuentran colocadas
n bolas iguales y de la cual se sacan por turno r bolas. En tal caso resultan
posibles dos casos: la bola sacada o bien se retorna a la urna (éleccién con
retorno) o bien no se retorna (eleccién sin retorno).

Un ¢jemplo mds. jCudntos subconjuntos tiene un n-conjunto S, es de-
cir, a qué es igual } P(S)| 7 La respuesta serd | P(S)| = 2". Efectivamente,
cualquier r-muestra R = (i, Sy, ..., ), donde r = 1, 2, ..., , figura en
P(S). A esta r-muestra se le puede poner en correspondencia una n-muestra,
compuesta por elementos de dos tipos: ceros, si el elemento no integra fa
r-muestra R, y unidades, si el elemento figura en R. De este modo, las uni-
dades deben disponerse en los lugares correspondientes a iy, f2, =, in
mientras que los ceros, en los demis lugares. Pero, el niimero de tales n-
muestras (es decir, de n-permutaciones con repeticidn) de 2-conjunto (0, 1)
es igual a 2", 1o que constituye precisamente el resultado buscado. Este mis-
mo problema puede interpretarse como el problema sobre el nitmero de vér-
tices de un hipercubo en el espacio de n dimensiones (el caso de n = 3,
S = [x, . z} se muestra en la fig. 1.2, donde todos los subconjuntos P(S)
son vértices del cubo).
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Ejercicio. ;Cudl es ¢l nimnero de matrices de dir ién k x I, compuestus por ceros y
unidades?

Calculemos ahora ¢l nimero de r-combinaciones, designiandolo con

C’) o con Cy, Comencemos por ¢l caso en que todos Jos elemcntos en las 7

combinaciones son diferenies. Es facil ver que el mimero de r~combinacio-
nes del n-conjunto es r! veces inferior al nimero de r-permutaciones de los
elementos del mismo conjunto. Por consiguiente,

P(n r) .?!(J'J'_:_l) e (= r+ l_) = n!
b ri(n ~ )l

de aqui se deduce que (2) = (” : r): en particular,

ny _ fn\ _

n 0
Observemos que las r-combinaciones del n-conjunte son  sus r-
subconjuntos. Con cste motivo estudiemos el problema sobre el mimero de

(ri, 12, .., rx)-particiones del n-conjunto S, es decis, de particiones ordena-
das del tpa S = TUTHU ... UT, en las cuales TNT; = (& para i % /; |,

J= 1,2, ., &, con L particularidad de que 7; es un si-subconjunto del con-
&

junto 8, i =1, 2, .., k. Obviamente, >} = n. Rizonemos igual que lo
=1

hemos hecho al buscar el nimero P(n, r). Para elegir el ri-subconjunto 73
de § se tienen (fl) posibilidades: entonces el n-subconjunto 73 puede ele-
girse solo de n — ry elementos restanies (ya que T7N7T: = @), v, por lo (an-
to, se tienen (” ;r‘) métodos para la eleccion de 73, ete.; el re-subcon-
junto 7y puede ser elegido solo después de hul}e}c‘ {':cgido los r-conjuntos

Ti,i=1,2, ... k — 1, por consiguiente de n — 3 r; clementos restantes

k-1 f=1
n= 3 n
puede elegirse, sirviéndose de ;“‘ métodos. Aplicando ahora
k

la regla del producto, obiendremos que el nuniero buscado de (ny, i, ..., ri)-
pariiciones del n-conjunto S es igual a

n-= 2 i
n n—-r iwl nt
R = B e
r ) Iy r;!n!.,.rx.
(lomando en consideracion la expresion para (:)) La r-combinacién
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del n-conjunto puede ser interpretada como una (r, n — r)-particion, y la
(1, 1, ..., 1)-particién representa simplemente una permutacién, Calculemos,
por fin, el nimero de¢ r~combinaciones con repeticién del n-conjunto S, Da-
remos a conocer tres métodos distintos de oblencidn de este niimero con el
objeto de mostrar los rasgos especificos de los razonamientos
combinatorios.

1% método. Admitamos que los elemenios del conjunto S estdn numera-
dos por medio dec los nimeros 1, 2, ..., # (cs decis, S se encuentra en una
correspondencia biunivoca con ol conjunto de los primerus # nimeros natu-
rales). lintonces, en lugar de las r-muestras del conjunto § podemos anali-
zar las r-mucstras (biunivocas) del conjunto §* = (1, 2, ..., n] que corres-
ponden a las primeras. Toda r-muestra del conjunio S° puede ser escrita en
la forma A = (a1, a;, ..., &), donde & < @3 < ... < ¢ (la igualdad de los
nimeros responde al caso de efementos iguales en la ~muesira correspon-
diente de S). A la r~-muestra A (los elementos en esta muestra no son forzo-
samente  diferentes) le ponemos en correspondencia el r-conjunto
A" ={m +0,a+ 1, ., a + r— ], cn el cual todos los elementos son,
evidenteinente, difercntes.

Como es f4cil de ver, dicha correspondencia ¢s biunivoca, con la parti-
cularidad de que los r-conjuntos A’ son r-combinaciones sin repeticién del
(n+ r- D-conjunto {1, 2, ..., i, m - 1, ., n 4 r = 1], cuyo ndimero s

. +r—1 .
igual (como quedé demostrado) a (" : ) . Esta es precisamente ia

respuesta que buscdbamos.
El 27 método consiste en la oblencidn de una formula recurrente’’:
Denotemos mediante f{(n, r) el mimero de r-combinaciones con repeti-
ciones del n-conjunto 8. Est4 claro que

fn, h=n y AL D)=L

(para cualquier n > 0 entero de n clementos pueden clegirse n diferentes
l-combinaciones, cs decir, # diferentes clementos; mientras tanto para cual-
quier r > 0 entero de un elemento se puede obtener solamente una r-
combinacién: una r-muestra compuesta por r elementos iguales). Fijemos
en S cierto elemento, entonces cada r-combinacién o bien contiene este ele-
mento o no lo contienc. Si tiene lugar ¢l primer caso, los demds r — | ele-
mentos de esta r~-combinacién (y, por tanto, las r~combinaciones que con-
tienen el elemento fijado) pueden ser elegidos empleando los f(n, r — 1)
métodos. Si tiene lugar el segundo caso, la r-combinacién se elige de 1 — 1
elementos, y entonces, el nimero de tales r-combinaciones es igual a
J(n — 1, r). Empleando la regla de la suma, obiendremos

" Se denominan férmulas (relaciones) recurrentes aquetlas que permiten calcular los valo-
res de una magnitud buscada paso a paso, partiendo de los valores «iniciales» conocides y de
los calculados de antemano.
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S ry=S(n, r= 1)+ fin—1, r. (4}
En particular, al conocer f(n, 1) y f(1, r), tenemos
f(”} O)E_f(ﬂ, I)_f(n"' lt I)= Il

lo que concucrda con ¢l resullado obtenido anteriormente. Ahora obtene-
mos sucesivamente

S, 2y=fn. D+ fln-L2=fln, D+ fln~ |, )+ fin—2,2)= ..

w=a+ =D+ =2+ . 41 =J_’§”?:LQ= (’”2” ’);

S 3y =fon, ) + fin— 1L, 2)+ .+ f(1,3) =

=(";l)+(;)+.,_+1=(n;-2)

ete. Bs facil convencerse de que

U, ¥ = (n + :— l)

satisface la correlacién (1) y las condiciones iniciules:
S, Y = 7, 0) = 1.

3% método. A una r-combinacién con repeticidn del n-conjunto S (por
ejemplo, a beb de S = (a4, b, ¢, d, e)) agreguemos lodos los 7 elementos del
conjunto S, y escribamos por orden los 1 4 r elenentos obtenidos, dispo-
niendo juntos los elementos iguales: (abbbecde). A continuacién, divida-~
mos los subconjuntos de elementos iguales mediante n — 1 rayas: (a | bb-
b|ec| | e). Por fin, sustituyamos por puntos todos los elementos dispues-
tos entre las rayas: (. | ... | .. | . | .). De este modo, a la r-combinacién se¢ le
asigna (equipara) la colocacion de 7 — | rayasenn + r — 1 intervalos entre
n 4+ o puntos. [oversamente en cada colocacidn de esta indole se restaura
mivocamente fa r-combinacidn que fe corresponde, Por ejemplo,

G|l d ) laa ] b ee | d | ee)—(aabccidee)— La, ¢, e].

Existen en total (” : . _]_ I) = (n Pl I) metodos de colocar 7 — |
= r

rayas en 2 + r — | lugares. Por consecuencia, existe exactamente [a misma
cantidad de r-combinaciones con repeticion del n-conjunio,

Como conclusion de este parcafo, analicemos un concepto relacionado
con la operacién de ordenacidn, es decir, la permutacién, Esta titima puede
ser examinada desde dos puntos de vista: a) como una totalidad ordenada
de elementos del conjunto dado, o bien b) como una perturbacion del orden
estandar llamado, habitualmente, natural (por ejemplo, alfabético, numéri-
co). El caso a) conduce a las r-permutaciones, r < #, ya descritas anterior-
mente. El caso b) conduce a las n-permutaciones {vn relacién con la defini-
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cién de la r-permutacidn) denominadas simplemente permutaciones (o sus-
tituciones), que se cstudian en la teorfa de los grupos.
Sea, por ejemplo una permutacién

P=1(4,3,756,9 2 81,12, 11, 10),

que representa una perturbacion del orden natural de los primeros [2 niime-
ros de la serie natural. Puede ser escrita ¢n forma de una sustitucién {(en
la primera fila se pone el orden natural y en {a segunda, el perturbado).

p=f! 23 456789 10 11 12
4 375 6 9 2 8 1 12 11 10}°

Esta notacién muestra que, al realizarse [a permutacién P, el elemento | se
convierte en 4, el elemento 2 en 3, el 3 en 7, etc. La permutacién P puede
escribirse también de otro modo:

P=(l, 4,5, 6 92 3, 7)(10, 12)(8)(1}), (2)

donde cada paréntesis es una permutacién que actiia sélo contra los ele-
mentos encerrados dentro del paréntesis dado y no toca los elementos no
encerrados en él (por ejemplo, la sustitucion (2, 3, 7) convierte 2en 3, 3 en
7, y 7, de nuevo en 2). La representacién de una permutacién en la forma
(2) lleva el nombre de descomposicidn en ciclos, Cualquier permutacién
puede ser descompuesta en ciclos. Esta descomposicién es tinica, con una
exactitud de hasta las permutaciones ciclicas de los elementos dentro de los
ciclos. Por ejemplo, (2, 3, 7), (3, 7, 2) (7, 2. 3) son notaciones diferentes de
un mismo ciclo.

Supongamos quc una permutacién coantiene 4 ciclos compuestos por
un solo elemento, es decir, I-ciclos, luego 42 2-ciclos, ky 3-ciclos; etc. En este

caso se denomina (&, ka, ... ka)-permutacién, o bien permutacién de la
forma

lk' 2% . n*", {3
donde, evidentemente,
Siki=n

=1
Teorema. El nimero de permutaciones del tipo (3) es igual a

n!

P(kh kz, vory ku) Lo ]K'kl.! Zkzkz!...ﬂk"knl

“)

Demostracidn. lixaminemos la notacién de una descomposicién en
ciclos para la permutacién del tipo (3), a saber: primero k; paréntesis para
la notacién de los ciclos de longitud 1, luego k» paréntesis para la notacién
de los ciclos de longitud 2, etc. En # posiciones dispuestas dentro de todos
los paréntesis podemos poner # ¢lementos, sirviéndonos de a! métodos,
y cada vez obtendremos la notacién de la permutacién del tipo (3). Sin em-
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bargo, entre dichas #! notaciones se encuentran diferentes notaciones de
una misma permutacién. Aclaremos cudntas nolaciones diferentes tiene
una permutacién. En primer lugar como hemos observado antériormente,
cada ciclo de longitud 7 puede escribirse dentro de los margenes del parénte-
sis dado mediante i métodos. En segundo lugar, sirviéndose de k; métodos
se pueden reordenar los paréntesis donde estdn escritos los ciclos de longi-
tud /. Segin la regla del producto oblcncmus que una familia de ciclos de
longitud i puede ser representada por i "+ki! métodos. Al hacer i recorrer
los valores de 1 a n, y al aplicar otra vez la regla del producto, concluimos
que existen

N = 1%t 2% n )

métodos para escribir cada permutacion del tipo (3). Por consiguiente, se
tienen en total n!/N dc tales permutaciones, lo que era necesario demostrar.

La representacién de las permutaciones en forma de un producto de
ciclos sirve de fuente para muchos problemas combinatorios, por ejemplo:
hallar el nimero de perinutaciones del n-conjunto que tengan un nimero
prefijado de ciclos (sin lomar en consideracién la longitud de los ciclos);
que dejen los elementos dados inméviles; que tengan un ndmero dado de
ciclos de fongitud prelijada, ete.

L4. DISTRIBUCIONES Y LLENADOS

En muchos problemas cierta totalidad de elementos (por ejemplo de
£ranos, pernos, tuercas, etc.) se distribuye por cierto conjunto de células
(cajas, cajones, etc.) que, como consecuencia, se Henan. Ambos conceplos
principales, esto es, distribucidn (su sindnimo es | particién) y llenado, se
emplean tanto para designar las operaciones, como para expresar el resulta-
do de ellas, es decir, Ia situacién obtenida.

Los problemas de esta clase existen desde hace niucho tiempo y cuentan
con un procedimicnto de resolucion claborado. El interés hacia estos
problemas no se extingue, pues tienen gran imporiancia prictica. Ellos se
manificstan en los mas diversos planteamientos: particiones de conjuntos,
cortes de grafos y de redes, agrupaciones de tornos y de mecanismos auto-
miticos y robotes, cic.

En ¢l aspecto tedrico dichos problemas pueden snterpretarse como apli-
caciones de un conjunto (de elementos) sobre otro conjunto (de célufas).
Pueden ser tratados también como cleccidn de muestras,

Los medios adoptados de resolucidn de esta cluse de problemas depen-
den de las condiciones impuestas sobre los lipos de elementos a distribuir,
métodos de distribucidn y capacidad de las células. Es evidente, que la ri-
gueza de las condiciones posibles deterinina la diversidad de los procedi-
mientos aplicados para [a resolucidn de los problemas. Mas abajo se da
cierta informacién que introduce al lector en esta esfera de problemas.

Para el calculo del niimero de distribuciones hace falta precisar si los ele-
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nentos del conjunto dado y las célutas son distinguibles (por ¢jemplo, nu-
nerados) o no, De acuerdo con ello fos problemas se dividen en las siguien-
es cuatro clases.

(A) los elementos del conjunto son distinguibles, como también lo son
as células;

(8) los elementos del conjunto no son distinguibles, las células, son
listinguibles;

{C) Tos elementos del conjunlo son distinguibles, las c¢élulas no son
listinguibles;

(D) 1anto los clementos del conjunto, como las ¢élulas no se distinguen
mntre si.

Dentro de cada una de estas clases los problemas se diferencian, a su
vez, por ta forma de las aplicaciones prefijadas por las condiciones concre-
as. Convengamos en que a continuacién N siempre servira de designacion
rara un n-conjunto de elementos, y R serd vn r-conjunto de células, Por
:uanto en este parralo hablamos sélo de los fundamentos tedricos de fa
yperacion de distribucion y llenado, estudiemos estas clases de problemas
:n rasgos generales, sin tratar de exponer completa y detaliadamente todos
os accesos a la resolucién de los problemas correspondientes.

(A) Segiin lo dicho anteriormente, todos fos elementos del conjunto N
¢ todas las células del conjunto R son distinguibles. Aqui no tiene impor-
aneia si se diferencian por ia forma, el color, volumen o, incluso, por el nii-
mero. Tiene importancia sélo el hecho de distincidn. He aqui algunas for-
mas equivalentes de ¢ste problema: a} formacion de las palabras de longitud
r, a partir del alfabeio compuesto por n letras; b) extraccion sucesiva de r
polas de una urna gue contiene » bolas, con su retorno inmediato; ¢) forma-
sion de las r-permutaciones con repeticion de n simbolos.

El cardcter de la aplicacién que por ahora estd libre de limitaciones algu-
nas, permite indicar en seguida el nimero de distribuciones posibles:

P=u,

por cuanto para cada una de r células se tiene la posibilidad de colocar en
:lla cualquiera de n clementos, La forma particular de las aplicaciones
(biunivocas) corresponde a una limitacion adicional: en cada célula cabe
uno, y solo un elemento. En este caso
Peutn=1)..tt—=r+=-_"
= n{n s it —or i

A Ja clase (4) perlenecen, en particular, los siguientes casos de distin-
rion de los elementos y de las células.

(A1) El conjunto N tiene la (ky, k2, ..., ku)-especiflicacidn, si cuenta con
#, elementos del prinier tipo (por ¢jemplo, de color), k; elementos del se-
gundo tipo, ..., ky elcmentos del m-ésimo tipo (ademas, ky + k2 + ... +
+ ky = n).
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n elamentos

a o o o o o L] o L=3 ]
Fig.1.3, r eelulas
(Az2) El r-conjunio R tiene la (m, m, ..., n.)-cspecificacién, si en la i-

ésima célula se disponen n; elementos, i = 1, 2, ..., 7.

(43) Los elementos dentro de las células estdn ordenados, es decir, dos
células se consideran llenas de una manera difcrente, si es distinta la ordena-
cién de los elementos (incluso de los mismos) alojados en ellas; no hay limi-
taciones para el volumen de las células,

Sin pretender dar una descripcién completa de todas las situaciones po-
sibles, aduzcamos un solo ejemplo. Supongamos, por ejemplo, que el con-
junto N tiene una (p, g)-especificacién, es decir, contiene p zlementos del
primer tipo y g clementos del segundo tipo; p + ¢ = n. Se necesita determi-
nar cudntas son las distribuciones de los elementos del conjunto N en 7 cé-
lulas diferentes sin limitaciones para el niimero de elementos en cada una
de las células. Los elementos del primner tipo pueden distribuirse cn r células

por
prr—I\_(p+tr—-1
r—1 f o)

métodos, y los elementos del segundo tipo, por

FAD L

métodos. El mimero total de distribuciones es igual, en virtud de la regla

del producio, a
(p+r“l) _ (q+r-l)
P q '

Si tiene lugar la (k, &2, ..., km)-especificacion del conjunto N, el nimero
de distribuciones de n clementos suyos cn r células diferentes serd

H (r 4+ k- 1).
I
i=l

Pasemos a los problemas de la clase (8). Como se ba dicho, en los
problemas de este tipo los elementos del conjunto N no son distinguibles
y los del conjunto R, distinguibles. Examinemos diferentes casos:

1. Los elementos del conjunto N estian distribuidos en las células del
conjunto R de una manera tal que ninguna célula estd vacia (en la fig. 1.3.
se muestra la distribucidn de n = 10 elementos en r = 4 células).
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Segiin se ve, el problema se reduce a la determinacién del mimero de mé-
todos mediante los cuales se pucda trazar r — 1 lineas en 7 — | intervalos
n-—1

-1
de problemas se refieren los siguientes: hallar el numero de métodos para
pintar, usando r colores, # objetos iguales (por ejemplo, bolas); hallar ¢l na-
mero de r-combinaciones con repeticion, en las cuales se emplea cada
clemento.

2. Los clementos del conjunto N de distribuyen en las células de R de
tal modo, que pueden haber céluias vacias, El método de resolucidn de los
problemas de este tipo es, en lo principal, el mismo. Al conjunto de elemen-
tos N se le agregan r “elementos vacios” simbdlicos. En este caso el probie-
ma se reduce a la determinacién def nimero de métodos de trazar r — 1 li-
neas en # + r — | intervalos entre los elcmentos. Este mimero serd

n+r—1 - n+r =1
r—1 n :

Enire los problemas de este tipo hay, por ejemplo, el siguiente: hallar
¢l ndmero de soluciones de ia ecuacion

entre los elementos: este nitmero es igual a . A este nusmo Lipo

Otk =n

en w: io= |, 2, -, renleros no negulivos.,

3. En [in, a esta clase se refieren los problemas relacionados con el cil-
culo del ndmero de muestras de un a-conjunto.

L.os dos 1ipos restantes de problemas, (C} y {D), donde resultan no dis-
tinguibles Ias cétulas para el llenado, representan, al tratar de resolverlos,
dilicultades mucho mas considerables. Sc¢ llaman, habitualmente, por ¢l
nombre colectivo de particiones no ordenadas. Los problemas del tipo C,
donde son indistinguibles s6lo las cétulas, mientras que los elementos a
distribuir son distinguibles, permiten, por otra parte, su resolucion. Indi-
gquemos algunas formulas.

1. En aquetlos casos en que no se admile, al realizar ¢l ltenado, células
vacias y cuando se toma en consideracidn el orden en que los elementos
caen en las céludas, ¢l ndmero buscaso de distribuciones es igual a

1 P
AL = n! H 1 ] m
r r—1
2. Si la particién antecedente se modifica de tal modo que se admiten
1, 2, ..., r células vacias, entonces el nimero buscado de distribuciones es
(A = AL+ A7+ .+ An. (2)
3. Si no hay células vacias, mientras que ¢l orden de disposicién de los

elementos en las células no se Loma ¢n consideracion, el nimero de distribu-
cioues seri
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_ 1 ' nt _
B % il Z‘ sislosl Sa;x); &
Sl4...+5pmn
si= 1
El nimero §(n, r) se llama ntimero de Stirling de 2° género (véase mds aba-
jo § 2.3).
4. Cuando en el caso 3 se admiten 1, 2, ..., r células vacias, el niimero
de distribuciones es iguat a

B =8B+ B + ... + BL )

Aduzcamos un esbozo de la demostracién de las afirmaciones citadas.
Efectivamente, supongamos que en el caso | se distribuyen elementos de un
conjunto N = {w;, &2, ..., an). Las distribuciones L tienen la forma
L= (o, 02, coy @iy | Ciyats Qiya2y oy i |00 ity Gy 22y ey ).
El mimero | L] de estas distribuciones se puede calcular mediante dos
procedimientos:

n—1 . 2 ;
a) |L| = ﬁ!(lr l) + €s decir, el nimero de permutaciones en ¢l

conjunto N se multiplica por el nimero de distribuciones de r — | lineas
cn n - | intervalos;

b) | L] = A7-r!, es deciy, el nimero buscado se multiplica por ¢l ntme-
ro de renumeraciones posibles de las células.

Al igualar entre si @) y &), obtenemos la férmula (1). Apliquemos en cl
caso 3, al igual que en el caso 1, dos métodos para calcular ¢l nimero de
distribuciones en diferentes célufas:

T L

e HEp=0
Siz=0

_Z n! (n=s)! = n=si-s—.=s) _
i silfn — s wl— s — ) 7 S =5 —m - ... — )i

- Z !

B silslost ’
de donde se deduce (3).

Las férmulas (2) y (4) se desprenden, evidentemente, de las (1) y (3),
respectivamente,

Estudiemos, por fin, el caso (D), es decir, la clase de problemas sobre
las distribuciones, cuando los conjuntos N y R se componen ambos de ele-
mentos indistinguibles, Dichos problemas resultaron ser més dificiles y la
teoria de su resolucién aiin no estd elaborada completamente. La interpreta-
cién mds conocida del caso dado la representa el problema tedrico-
numérico sobre la particién de los niimeros naturales en sumandos
naturales,
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Notemos, ante todo, que los problemas de la clase (D) no pueden
equipararse con los problemas de las clases anteriores, como se ha hecho
mads arriba: las conexiones resultan ser mucho mds complejas y no se logra
hullar una expresian analitica conveniente para obtener el nimero buscado.

Para calcular el nimero de particiones referentes a los problemas de tipo
(1), sirve por ahora de medio principal el siguiente mélodo recurrente.

Supongamos que un #-conjunto S se divide en & partes no vacias ), ¢,
wu U, con la particularidad de que || = I, i = 1, 2, ..., k. Denotemos
con Pi(n) el mimero de tales particiones. Es obvio, que Pi(n) = I;
P(k) =1, Pe{n) = O paran < k.

*
a=n. (5)

fa=l
Admitamos que |a | 2 @ | =...2 | ax| (renumeremos, si es necesario,
las partes de la particién). Estd claro que
k

Sa-1)=n-Fk ©)

Se ha obtenido Ia particion del (n — k)-conjunto en partes cuyo nimero €s
£ 4 (la igualdad tiene fugar, si cualquier ¢; contiene no menos de 2 elemen-

10s), Segun la regla de ta suwina, ¢l namero de tales particiones es igual u
k

3 Pin — k), y, en virtud de la igealdad (6), dicho mimero es igual al

=}
nimero de particiones del n-tonjunto en k partes, es decir, a
&
3 Piln — k) = P, Q)
i=l

Teniendo en cuenta los valores (5), esta formula recurrente perimite obtener
sucesivamente Jos valores para Piu(n), reuniéndolos, si es necesario, en la
tabla i1,

Para los valores pequefios de k podemos obtener formulas de Pe(n), por
¢jemplo

Pin) = 1; P2} = §; P(1) = 0;
Pin) = Pn =2+ Py(n — 2) = P — 2) + 1;
de donde
Pi(n) = ‘; , 5i n cs par;

Py(n) = JE-_Z:—]— , §1 1 es impar.

Pero, ya para k = 3 las férmulas se hacen bastante engorrosas. La investiga-

¢ion del comportamiento de las magnitudes Py(n) y P(n) = 2 Pu(n) (el
Kel
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Tabda 1

" Numerns o) -

k I T 1 4 5 6 T R 4 3w
1 [ I I I I 1 I | |
2 | I 2 2 1 1 4 4 5
3 | I 2 3 4 5 7 H]
q 1 | 2 i 3 ] 9
5 1 I 2 3 5 7
f 1 1 2 1 5
7 I o2 3
8 1 1 2
9 I 1
1o 1

Pmy= B 1 203 s 1 o015 12 w4
13

numero de toda clase de particiones del nitmero ) para grandes valores de
k estd ligada con dificultades considerables. Se ha hallado e valor

aproximado
1 =]
Pi(n) ~ o (k B ])’

el cual en la préctica resulta suficiente. Para P(n) queda determinada una
relacién recurrente

Pmy=Pn— 1)+ Pn-2)=Pln -5 - Pn—-17 + ..
R I‘)"" 'P(n - -u-—l; k) (I~

y cstan calculados los primeros valores sucesivos de esta magnitud.

Todas estas cucstiones y otras semejantes se analizan cn la teorfa de las
particiones (véase [16]).

Aproximadamente desde la mitad del siglo anterior, merced a los esfuer-
zos de Darfi, Ferrers, Sylvester, y mas tarde, de MacMahon, cn la teoria de
las particiones entré la interpretacién de las mismas con ayuda de los gralos
puntuales. Por ejemplo, la particion 29 =7+ 7 + 5+ 3 43 + 2 + 2 osta
expuesta en la fig. 1.4,

Las partes de las particiones se disponen, come regla, de arriba abajo
en el orden de decrecimiento. Del andlisis de los correspondicntes grafos #-
puntuales (lamados también grafos de Ferrers) pueden directamente obte-
nerse los resultados siguientes.

1. El niimero de particiones de un n-conjunto en las que la mayor parie
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ticne & elementos, cs igual al nimero de parles, es decir, a Pe(n). Este teore-
ma se demuestra por transposicion del grafo de Ferrers respecto de la diago-
nal principal; tales grafos se denominan conjugadoes. Asi, por ejemplo, en
la fig. 15 ¢} conjunto de 10 clementos estd partido en 5 partes: 10 =
=34+ 3+ 24 1+ al efectuar la transposicidon, obtenemos: 10 = 5 +
+ 3 + 2, es decir, la particion del 10-conjunto en la cual la parte mayor
contiene 5 clementos (una situacién andloga se muestra en la fig. 1.6
10=3+2+2+1+1+1anles de la transposicion, y 10 =6 + 3 + 1,
después de Ia transposicion).

2. El nimerc de particiones autoconjugadas de un n-conjunto (una par-
ticidn se llama autoconjugada, si ¢} grafo de Ferrers que le corresponde es
simétrico respecto de ta diagonal principal) es igual al nimero de parti-
ciones del mismo conjunto en subconjuntos desiguales que se compenen de
un numero impar de clementos. El teorema reciproco es también licito.

Asi, por ejemplo, a la particién autoconjugada del 20-conjunto 20 =
=6+4+4+4+ 1+ 1 (fig. 1.7) le corresponde biunivocamente la par-
1eién 20 = 11 + 5 + 3 + 1, si los puntos de la primera columna dispuestos
debajo de la diagonal los trasladamos a la primera fila, de la segunda co-
lumna, a la segunda fila, etc.
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3. El mimero de particiones de un n-conjunto en partes diferentes es
igual al nimero de particiones del mismo conjusito en partes, compucstas
de un numero impar de elementos.

Sea dada una particién del n-conjunto (por ejemplo, # = 34) en compo-
nentes impares (34 =S5+ 5+ 5+ 5+ 3+ 34+ 3+ 1+ b+1+1+1).
Todas las componentes impares ighales sc refinen cn grupos (4 de cinco, 3
de tres y 5 unidades) y se escriben los niimeros de sus repeticiones (4, 3 y
5) en el sistema binario (4 = 2% 5 = 2% + 2° 3 = 2! + 2°). Escribamos la
nueva particién, teniendo cn cuenta la representacion binaria obtenida
(B4=54+33+1:5=52" 432" +3.204 122 4 [-2%2 4 1.2° =
=20 + 6 + 3 + 4 + 1). Este procedimiento es siempre factible, pues cual-
quier nimero se escribe de un modo nico en el sistema binario. Siempre
se puede razonar tembién del modo inverso.

4. 8i @, y Q4 son los nimeros de particiones del n-conjunto en un niime-
ro par e impar, respectivamente, de las partes desiguales entre si, entonces

Qi sins= ; Gk £ 1);
Q= YO8+ (=19, sl n= 2 Bk 1y

donde k =, 2, ... .

Supongamos que el grafo de Ferrers de la particién del n-conjunto en
partes desiguales tiene la forma mostrada en la fig. 1.8, S es la parte menor
de la particion y £, un conjunto de¢ punios (linea) dispuestos, a partir de
la parte mayor, bajo un dngulo de 45° Si | S| < | E|, entonces S se trasla-
da al conjunto E; en cambio, si | S| > | £], viceversa, £ sc traslada a la
parte menor S, Como resultado de tales traslaciones, tendremos el cambio
de la paridad del niimero de partes desiguales de la particidon. A toda parli-
cién par se le pone en correspondencia una impar y, ademas, biunivoca-
mente: Gy = Q.. Recomendamos que ¢l Jector mismo realice dicha opera-
cién con el siguiente cjemplo: 74+ 6+ 5+ 3 + 2«8 + 7+ 5 + 3.

Sin embargo, la operacidén no serd posible, si las lineas S y E se interse-
can y

|S| = | E|, 0bien |§]| = |E] + 1.

Sea | E| = k. Entonces, en ¢l primero de los casos exclusivos tendremos

n=k+ (kD)4 Q- l}=§(3.‘:- I;

y en el scgundo:
n=(k+ 14 (k+2)+ ...+ 2k

k

= (3k + 1),
3 ( )
lo que demuestra nuestra afirmacion.
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1.5. SISTEMAS DE CONJUNTOS

M4s arriba deflinimos la asignatura del andlisis combinatorio, dimos
una determinada informacién referente a la teoria de los conjuntos discre-
tos finitos, indicamos las operaciones principales en las investigaciones
combinatorias, esplicamos los métodos de céleulo del nimera de entes
combinatorios fundamentales, es decir, de muestras y ordenacionces, distri-
buciones y Henados. Todo lo dicho se realizo s6lo para los conjuntos lincal-
mente ordenados, y 1o para todos los casos posibles. Estas limitaciones
fucron determinadas por el cardcter introductor del capituto.

No serfa justo, sin embargo, concluir que fos problemas tratados en ¢l
capitulo presente tumbién son de importancia limitada y que el papel de los
mismos es puiamente pedagégico. La teorfa general de los conjuntos discre-
tos finitos es una asignatura matemdtica en desarrollo con sus propios
problemas especificos. Ademds ocurre frecuentamente que a las investiga-
ciones tedricas de los conjuntos finitos se reducen los problemas altamenie
pPracticos.

‘fonemos, por ejemplo, uno de los problemas sobre las particiones de
an n-conjunto finito S en subconjunios disjuntos. Analicemos las parts-
ciones m; ¥ ma. Designemos, para un elemento s € S por Si(s) el niimero de
clementos en ¢l blogue de particion w;, ¢l cual contiene el elemento sti =1,
2). Llamemos conjugadas las particiones r, ¥ w2, si los pares ordenados de
numeros (fi(s), f2(s)) son distintos para todo S€S.

Ejemplo. Sea S = (1, 2, 3, 4, 5, 6]. Definamos dos particiones:

ot S = (12, 3UL4, 5]UL6);
m: S = 11,4, 6)Ul2, 5]U[3]}.
Obtendremos para ellas

. A T N PR (SR 6
L AU 13,3113, 2] 13,0) 12,3 12, 2] (L 3) '

Por cuanto todos 1os pares ordenados [fi(i), L2()] son distintos, ¥
2 serdn particiones conjugadas del conjunto §. Con relacién a estas parti-
ciones conjugadas se ha demostrado [35] que un par de estas particiones
existe, si y sdlo si #n # 2, 5, 9. Este resultado s¢ ha obtenido al resolver ¢l
siguiente problema sobre la identificacién de los cables telefénicos
multifilares.

Sea dado un cable de 1 conductores indistinguibles. Se pide fijar en sus
extremos A y B los bornes 4;, B i = 1, 2, =, n, que correspondan a cada
conductor. El método de resolucién consiste en unir los grupos de extremos
de los conductores por un lado del cable y en probar el paso de la corriente
que se mide por otro lado del cable. Expliquemos esto mas detalladamente
con un ejemplo de un cable de seis conductores.

Tomemos el extremo A con bornes A;, Az, ..., As, ¥ Unamos sus bornes
de acuerda con la particion my (posicién 1 en la fig. 1.9). Supongamos que
12




Ay X a;

As I3 8y
Ay X 32
Ag x 83
Ay z &g
Ago—-_..__ ¥ 85
Fig.1.9. ' 7] I W

como resultado de la comprobacion por el lado del extremo B {con bornes
By, B, ..., Bs) se ha obtenido la sitvacidn que se indicaen la fig. 1.9 median-
te la posicién II. Los bornes indistinguibles By, B2, B; se denotan con X,
los bornes By y Bs con y, y el Bs con z; unamos los bornes en el extremo
B de acuerdo con la particién ; (posicién 1), A continuacién, al desco-
nectar los bornes en ¢l extremo A, comprobamos cuantos y cudles condue-
tores por el lado A quedan conectados en el extremo B. Admitamos, por
ejemplo, que el conductor A, B, resulté conectado con un solo borne en el
extremo B. Por cuanto sabemos que el borne A, pericnece al conjunto §A4,,
#2, A}, mientras que el borne en el extremo B integra el conjunto de dos
bornes unidos (i saber, 82 y #1), y por cuante el pa 1A3), fa)) = (3,2}
corresponde solamente a i = 2, concluimos que 4, esta conectado con .
Anadlogamente, si el borne As estd conectado con dos otros bornes por el
lado B (es decir, el conductor As8; pertencce al conjunto de tres conducto-
res que quedaban conectados), entonces As debe ser conectado con By (da-
do que al par (2, 3) corresponde i = 4), ete,

Este algoritmo fue extendido también al caso general. Sea 7 un n-
conjunto de mimeros enteros / = (1,2, ..., #1). Supongamos que para / exis-
ten dos particiones conjugadas;

o {= P|UP2U,..UP,§;
w2 s f = PLPM. LIPS,

En el extremo 4 unamos primeramente Jos conductores de acuerdo con
la particion iy, es decir, conductores en los cuales los nimeros de los bornes
pertenceen a cierto Péwy; [ = 1, 2, ..., k. En ¢l exiremo B elegimos por
comprobacién los subconjuntos Sy, Ss, ..., Sk de bornes de aquellos conduc-
tores que fueron coneclados en ¢l extremo A, y enumeremos los bornes en
el extremo B de un modo tal que, cualquicra que sea S,, el conjunto de indi-
ces de los bornes By que se encuentran en S- sei exacltamente un subconjun-
to de 7. Ahora unamos los conductares en el extremo B en grupos Ty, T3,
« Tk, donde 7} consta de todos aquellos conductores con bornes B;, para
los cuales i€ P/ Separando todas las conexiones en el extremo A, €scogemos
los conductores por el lado de A que estan conectados en el extrema 8.

Realizada esla operacidn, podemos encontrar los bornes “izquierdo” y
“derecho” para un mismo conductor. En electo, sea A, algin conductor
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que hemos cogido, y supongamos que ¢n el extremo 8 dicho conductor in-
tegra el grupo T}, ¢l cual tiene, digamos, p elementos (de donde hallamos
esie nimero p). Por cuanto se sabe ¢l nitmero de elementos en ¢l subconjun-
to S;, en el que estd contenido A, (admitamos que es igual a g), entonces,
basdndonas en el procedimiento de construir S; y 7}, y en que todos las pa-
res (p, ) = [fi(w), S>(1)) son diferentes, podemos encontrar ¢l unico B,
tal que A, y B;, sean extremos de un mismo conducior,

En muchas ramas de las matemdlticas y en sus aplicaciones se plantean
¥ se resuclven problenas que no sélo se reducen al andlisis de los conjuntos
discretos y de sus sistemas, sino que, ademis se enuncian en términos de
los mismuos. Asf, por ¢jenplo, sucede en la (eoria de los autématas linilos,
en la téenica de computo discreta, problemas aplicados del dlgebra, ete.
Describamos unos cuantos problemas tipo que se¢ euncuentran muy a
menudo,

Familias de Sperner. Se dice que los subconjuntos S, Sz, ..., S, de un
conjunto finito § forman una familia de Sperner, siempre gue ninguno de
ellos estd contenido cn el otro. Sea | S| = n. ;Cudl scrd el nimero mdximo
posible m de términos en la familia de Sperner? La respuesta a esta pregun-

1)
ta lleva ¢l nombre del teorema de Sperner (véase cap, 8): m = ([”32]) i

Sistemas separadores. Este conceplo fue mtroducido por A. Reuyi [36]
al analizar los problemas de la (coria de informacion. Un sistema de sub-
conjuntos [Si, Sz, -.-, Sm] de un conjunto finito S se denomina separador,
si en el mismo, para cualesguicra dos elementos distintos del conjunto §,
existe un subconjuntu §; que contiene sdlo un elemento de todos los men-
cionados. A, Renyi planted el problema de hallar un sistema separador mi-
nimo bajo la condicidn de que cada subconjunto de este sistema consta
exactamente de un niimero dado de elementos. Este problema fue analizado
en [37].

Problemas sobre los subconjuntos que se intersecan. Existen varios
problemas en los que se introducen limitaciones en la potencia de los pro-
pios subconjuntos S;, Sz, .... Sm S S y de sus intersecciones. Se requiere de-
terminar el nimero maximo (m1) de subconjuntos que satisfagan dichas
condiciones para n = | 8| fijo. Con csic motivo recomendamos la obra
[38}. Demos a conocer ¢l resultado clasico de Erdos, Chao Ko, Rado [39).
Supongamos que

1) cada uno de los subconjuntos Sy, S:, .., S, contiene no mas de & cle-
mentos, donde k < n/2;

2) ninguno de los subconjuntos esta contenido en ¢l otro;

3) cualesquiera dos subconjuntos se intersecan. En este caso ¢l nimero

" Con [x) se denota ¢f mimere mdximo entero gue no sobrepasa ¥ con |4}, el numero
entern mimmo, superior o igual a .
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mdximo posible de subconjuntos serd (;; : :) . Precisamente este niimero

de términos tiene el sistema de todos los k-subconjuntos del n-conjunto S
en los que estd contenido cierto elemento fijo 5 € S.

Recubrimientos y empagques. El problema de construccidn de los mejo-
res cddipos conduce al siguiente problema combinatorio: hallar el niimero
maximo 1, para el cual existe un sistema de subconjuntos {S), S3, ..., Su}
de r elementos del s-conjunto S, donde |SNS,| <r para cualesquiera
1<i<j<m. Dicho de otro modo, se requiere que cada f-subconjunto del
conjunto S se contenga a lo sumo en uno de los subconjuntos del sistema.
Este problema se denomina problema de empagues, También se analiza con
frecuencia el problema inverso. Exijamos que cada f-subconjunto se conten-
ga no menos que en uno de Jos subconjuntos del sistema; se pregunta qué
cantidad minima de r-subconjuntos del a-conjunto S es necesaria para que
se pueda formar tal sistema. Este problema se denomina problema de re-
cubrimientos. Al igual que ¢l problema de empaques, él esta resuelto por
ahora s6lo en algunos casos particulares (por ejemplo, para r = 3, ¢ = 2;
r=4, r =2). Si en lugar de los subconjuntos Sy, Sz, ..., Su estudiamos
complementos de los mismos 57, 57, ..., Sy, donde S/ = §N\S., y poncmos
k=uwu—{ {=n~r oblendrenmos otra forma del problema de recubri-
mientos: zqué nimere minimo de ~subconjuntos del n-conjunto S es nece-
sario para que en cualquier A-subconjunto de conjunte § se contenga por
to menos uno de los /-subconjuntos elegidos. Este namero leva el nombre
de niimero de Tieran T(n, k, ). En ¢l afo 1941 Turan [40] demostrd que

. H
Tin, &, 2) = mn — ”{m; B (k — 1) para m< ’T_’! e < m4 1.
Pese a que la formulacion es sencilla, el problema de hallar los nomeros
de Turan resulta ser, en ¢l caso general, exclusivamente dificil. Para /23 se
han obienido pocos resultados. Se conoce (véase [41)) que
il

Pl b Iy =g — (e~ 1) oo _ ok
T, k, 1) = n — (k I)p.xrdlsk_l < T

'3/] B I)R B .u](k_ n
Tn, k. ) = = (lZ i T 2 s s
15[
" " < T

!
ara - - - % - o — — e —
A FE | k-1 T

La propiedad 4. Sucle decirse que un sisiema de subconjuntos 8, Sz,
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S E § posee la propiedad 4, si existe tal parlicién del conjunto § =
=8'US" (8'NS* = @), que S, &S, S;ES” (i = 1, 2, ..., m). Sc impo-
nen las restricciones | S| =n,y (S| = [S) = .= [ Sul | =k yse
busca el nimero minimo m = m(n, k) de subconjuntos en un sistema que
no posec la propiedad 4. Este problema se analiza en el cap. 7.

Una clase importante més de problemas sobre los sistemas de conjuntos
esté relacionada con ¢l teorema de Ramsey al que se dedica un pdrrafo apar-
te del capitulo 3.

El estudio de los sistemas de conjuntos es ¢l problema principal en el
andlisis combinatorio. De los éxitos dc dicho estudio depende tanto el enri-
quecimicnio de la teoria de la combinatoria, como también la ampliacion
de los campos de aplicacién.



CAPITULO 2  FUNCIONES GENERATRICES

Durante mucho tiempo ei contenido del andlisis combinatorio [o consti-
tuia el cdlculo del nimero de configuraciones de determinados tipos. Una
parte de la teoria combinatoria que estudia estos problemas sigue jugando
hoy dia un papel importante en las aplicaciones.

En §§ 1.3 y 1.4 hemos considerado los métodos directos (“elementales’)
de cédlculo. El presente capitulo se dedica a los métodos indirectos, con ayu-
da de los cuales se caleula la cantidad de configuraciones combinatorias.

2.1. FUNDAMENTOS DEL METODO
DE FUNCIONES GENERATRICES

El método de las funciones generalrices (generacloras) es uno de los més
desarrollados en el andlisis combinatorio. Las ideas fundamentales de este
método fueron enunciadas por primera vez al final del siglo XVIII en las
obras de Laplace referentes a lu teorfa de las probabilidades. Expliquemos
las mismas con el signiente gjemplo senciilo. Veamos el producto del nime-
ro finito de binomios lineales

I +x0= 3, las, (1
ru| -0
donde
(X0, ey X)) = ¥ P75 PP v

Isi€iss... <hsn

no son nada mds que funciones simétricas elementales de las variables x;,
oy Ve Observemos gue a tos sumandos del coeficiente a, se les puede asig-
nar las ~-combinaciones de n clementos vy, ..., xu. Fa expresién (1) se llama-
rd pumerador de las r-combinaciones de n elementos. Si ponemos en (1)
Xi= 1 para i =1, ..., #, obtendrenios

"

i @ M=k, @)

r—=u
puesto que (1, ..., 1} es el nimero de r-combinaciones de » elementos. De-
sarrollemos fa Muncion (1 + )" en potencias de f segén la férmula de Taylor:
tl

.
Wrar=2 ptt—r. il
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{Este mismo resultado puede ser demostrado también por induccidn respec-
to de n.)
De (2) y (3) se deduce

n

L" moe_ nt '
2—1 (r)Ir B Z i — )l & @

Al igualar entre s1 los coclicienles de iguales potencias de £ en {4), obte-
nemos de nuevo (esta ver, analiticamente) el resuitado del capitule 1: el nd-

!
rin ="
este resultado del capitulo 1 a la férmula (2), obtendremos una demostra-
cién mis de la identidad (3). Semejante inétodo de determinar los coeficien-
tes del desarrolio de tas funciones era generalmente aceptado en la primera
mitad del siglo XIX vy se llamaba analisis combinatorio, a diferencia del
andlisis matemaético al cual se referian los mélodos analiticos de obtencion
de los desarrollos.

En la expresidn (2} la funcion f(#) = {1 + ¢)" estd biunivocamente rela-
cionada con una sucesién de los niimeros

(@} o2

Tal relacion resulta muy atil; atribuyendo en la [érmula (2) diferentes
valores particulares a la variable ¢, se pueden obtener muchas identidades

mero de r-combinaciones de u clementos es igual a - . Al aplicar

importantes. Asi, por ¢cjemplo, para { = | y r = — | tenemos
n
= m _ my . fny L n
2" = Z(,) 1+ an+ (2) i (3) O (").
r=f
n
_ _rl™ = ny _fn T LAY
o= S ()-1-ns ()~ () o (o)
r=0

respeciivamente. La adicién y sustraceidn de estas expresiones término a
término nos da

n |rr-l

() G g

re0
mientras que la s:mplc divisién de los factores
(+0=0+0"+0"™
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conduce a la identidad

(0-30r) ()

que se conoce como convolucion de Vandermonde. Por fin, al sustituir en.
(2) 1 = a/b, y al multiplicar por " los miembros primero y segundo, obte-
nemos seguidamente el feorema binomial (la férmula binomial);

((! + b}u —y 2(:?)”’5""-
r=0

» . n —— - .
debido a fo cual los ndmeros (r) se llaman coeficientes binomiales.

Ejercicio. Demudstrese, por induceidn respecto i i, o (eoema binomial
"

Gy = il ,
L]
hy = ' --.'H,;;"“,
it oig!

donde o swma se caleukn respecto a todas fas solnciones e la ecuacion #, + Hy + .+
Bothy = 4 el niamerns auleros no negdibeoss los coclicientes en o segundo mberbro se Haman
polmomiales v ya aparecioran en el capalo L eona ndmeros do tas (g, g, o e d-nparliciones
del m-conpuno,

La Tuncion f{(¢) = (I + ¢} se denomina funcron generairiz Je una suce-

ik . n i S s "
sion de numeros 0 bien, nuts brevemente, funcién generadora del na-

mero de r-combinaciones de n elementos, r =0, 1, 2, .., n.

Examinemos aliora una sucesion numérica @ = (o, @y, @, -.-}, 0 bicn,
de otro modo, ia funcion «, de wo argumento de nimere entero u, A esta
funcion le corresponde biunivocamente la serie

o

kel - Z:m. £ (3)

a

Lo caal es mas comoda y simple e las operaciones, particufarmente coando
ella converge a una funcion que posee una fornia analitica conveniente, La
serie fa(f) se Hama funcion geperatriz de la sucesion @ Asi pues, las fun-
ciones generalrices permiten pasar del analisis de magnitudes aisladas (por
¢jemplo, de las r~combinaiones para un valor parlicolar £y al andlisis de
sus sucesiones e, incluso, de las clases de sucesiones.

Para I mayoria de los problemas combiatorios la serie (5) ¢s finita. Si
esta serie es, sin embargo, infinita y el radio de su circulo de convergencia
es ipual a cero, las operaciones con ella son posibles sdlo dentro del dlgebra
de las series de potencias formales, ¢l enal se analizard en el pdrrafo que
viene,
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2.2. TIPOS DE FUNCIONES GENERATRICES
Y DE NUMERADORES

Sea R cierto anillo con la unidad, El anilio S(R) de sucesiones sobre R
y el anillo R [[¢]}, isomorfo a S(R), de series de potencias formales sobre
R se definen del modo siguiente, Los elementos del anilio S(R) son las
sucesiones

{a) = {(Ga, a1, a2, ..})), )
¥ los elementos correspondientes del anillo R{{r]] son las series

(FuD}, Falt) = ;Lar-"- (2)

Se llama suma dc las sucesiones @ = (wg, a1, ...) ¥y & = (&g, by, ...} a la
sucesion
c=a+ b=(a+ by, ar + by, .) = (tg, 1, ...),
y se llama suma de las series Fa(f) y Fu(r), pertenceientes a la clase (2), a
la serie (1) = Fu(t) + Fu(t):
F(y = el
r=0

donde ¢ = a, + by.

S¢ denomina producto (o convolucion) de las sucesiones a y b de la clase
(1) a la sucesién @ ¥ b = d = (ds, d), ...), en la cual

dr = apby + by 4+ o v abp, r=20,1, .., [€))]

y producto (convolucién) de las series Fo{r) y Fa(r) de la clase (2), a la serie
Fa(t) = Fo(1) % 1) = 2 dt",
r=1

donde «, se determina segun la fdrmula (3).
Definamos ahoru: el cero en la clase (1) como una sucesién (nula)

0=(,0,.)
entonces ¢l cero en la clase (2) es la seric correspondiente a O
Folf) = G;
la unidad en la clasc (1) como una sucesién (unitaria)
e=(,00, ..,
entonces la unidad cn la clase (2) serd una serie correspondiente a e:
Foty = 1.

Por {in, un elemento inverso para a€S(R) respecto de la adicién en la
clase(l)es —a = (—m, —ay, ~-), ¥ el elemento correspondiente inverso pa-
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ra Fu(r) en la clase (2) ser -
5 = Foq(f) = Z(_ar)""
r=0
Es facil ver que todos los axiomas del anitlo para S(R) y R[[/]} tienen
fugar.
Sea ap un elemento invertible del anillo R; buscamos 2~ ' = ¢’, partien-
do de la condicidn a X @’ = ¢, ¢s decir,
aodg = 1,
@i + agai = 0,

Ax@6 + Qk - 1ai + ax - 283 + ... + apai = 0,

de donde encontramos aé(k = 0, 1, ...) de tas primeras & + 1 ccuaciones,
empleando el cdlculo sucesivo por el método de Gauss (o bien por el de Cra-
mer). Por consiguiente, sélo para las sucesiones a, tales que ay es invertible,
existen a~' y F7 (1) en los anilios S(R) y R{lr]}.

En los anillos S(R) y R[[f]] puede introducirse la diferenciacién D: para
a = {ao, a1, ...), Da = (&), 2az2, ..., nan, ...},

L

DF (1) = Z R "t

r X .
y la integracién j: ’
«
ay an iy n+l
= B0 ey, sy e & Fo) = — .
Sa (0’ H g n+l) S"{) n+ 1
n=0
Ejercicio 1. Demuéstrense las siguientes propiedades de fas apli Dyla E en S{R):

1) D{a + b) = Da + Db; 2) E{n + m:ja+jb;
3 D]n = & ujm =a
5) D{a x b) = (Da) X &+ a x Db,

¥ las propiedades correspondientes en ¢l anillo R[¢]).

Si el anillo R es un dlgebra sobre el campo P, entonces, al introducir en
S(R) y en RI[[¢]] 1as operaciones de multipticacidn por «aeP:

aa = {(ad, aay, ...), wlp(f) = i(ﬂﬂr)f’,
F=0

convertimos S(R) y R[[/]] en 4lgebras isom6rfas.

Volvamos ahora a las sucesiones que aparecen en los problemas combi-
natorios, es decir, al lgebra S(R} de sucesiones sobre el campo R de niime-
ros reales. Para la sucesidon aeS(R), la serie Fo()eR[[s]] lleva el nombre de
Suncidn generatriz ordinaria, mientras que la propia dlgebra R[[7]] se deno-
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mina algebra de Cauchy. Las funciones generatrices ordinarias se usan al
analizar las familias de sucesiones cuyos elementos estdn constituidos por
las funciones de las r-muestras no ordenadas (r-combinaciones).

dara la construccion de los mismos objetos combinatorios {(de las r-
combinaciones) emplearemos el dlgebra R(x; 1) = Rxy, xz, -..)J[[4]] de serics
de potencias formales sabre el dlgebra R[xy, xz, ...] de polinomios de las va-
riables x = {xi, A2, ...} sobre ¢l campo de ndmeros reales. Ef dlgebra R{x;
t) se llamard mumeradora, y las series, cuyos coeficicntes seran polinomios
que enumeran fos objetos combinatorios construidos por nosolros, aume-
radores de dichos objetos.

Recordemos que la aplicacién M: A,—A;, realizada del dlgebra A,
sobre el campo P en el dlgebra A; sobre P, se denomina operador linea,
siM(a + b) = Ma + Mb y M{aa) = aMa para cualesquiera a, be€A,, a€P,
La aplicacion M se denomina operador multiplicativo, si M(ab) = (Ma)
(Mb) para cualesquicra g, béA,, Usaremos con frecuencia la aplicacién T
R(x; )—R[[A]] que convierte todos los x; en 1

Ejercicio 2. Demuésirese que la aplicacion T es un operador mulliplicativo lineal.

Fjercicio 3. Demuéstrese que las aplicacones D'y g sobre el dlgebra R(x; ) son operadoies
hincales.

Emrto 1 Hallense el numerador y la [uncién generatriz para las r-
combinaciones de n clementos.

Este problema ya lo hemos resuelto en el § 2.1: ¢l numerador de las
combinaciones de n elementos esta dado por la serie (1) en ¢l dlgebra nume-
radora R(x; 1), y a funcién generatriz, por la serie (4) en la subdigebra R{{/]]
de la misma,

LienpLo 2 Hallense el numerador y la funcién generatriz para las r-
combinaciones con repeticiones del upo (Ay, ..., Aa) de 1 elementos, donde
A, ¢s un subconjunto del conjunto Ng de nineros enteros no negativos; el
elemento @ puede estar presente en las r-combinaciones N veces, siempre
que AeA;.

Al clemento a; del #-conjunto S pongimosle en correspondencin uni vi-
riable v cn R(x; ¢), entonces, a la aparicion del elemento @ en la r-
combinacion corresponderd, o bien Xy veces, .., 0 bien M veces, la scric

X ; g 2 =
™ g al™ kLl Por eso, el numerador buscado lendrd la expresion
g N
Mat = 11 DM 4)
Fel i= 1 A3k

La Muncién generatriz tiene ¢n este caso la forma
n
Fo=11 ¢ &)
isl AN

(a los miembros primero y segundo de (4) s¢ ha aplicado el operador Jineal
T, que convicrte todos los x; en 1), Al desarrotlar (5) en potencias de 7, llega-
mos a que ¢l ninero de /-combinaciones del tipo (A, v ) de n clementos
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es igual al nimero de solucioncs de la ecuacién vy + ... + yy = rcon las in-
cognitas yeA;, i = 1,

EJEMPLO 3, Héllense e] numerador y la funcién peneratriz, para las r-
combinaciones con repiticiones ilimitadas de » elementos.

Reduciremos nuestro problema al anterior, si ponemos A; = No, i = 1,
..., 1. El numerador [4} adopta la forma:

—
Zﬁ, I l U4+ x2? s )= >~fl lw

r=0 =1 ia]
De aqui (6 de (5)) encontramos la funcién generatriz:
=0 +1+7+ ) =0-n""=

221_‘_3" l) Lol Lal e B SN W
={

n+r=-1\ ., 2 : =0\,
donde se ha pueslo por definicidn

-Nn\ rfn 4+ r -1
(-7,

De aqui tenemos Ja sucesién & = (by, by, ...), donde &, = (7T : - l) s

r—O

el nimero de r-combinaciones con repeticion de n elementos. Este resultado
concuerda con el obtenido antes (véasc § 1.3).

EJEMPLO 4. Hallense el numerador y la funcién generatriz de las r-
combinaciones con repeticién, en las cuales figura por lo menos un elemen-
to de cada tipo.

Pongamos, en las condiciones del ejemplo 2, A; = N = (1,2, ..}, i = 1,
-.» M. Entonces, de (4) obtenemos el numerador buscado:

L1 n ”
r ) X
§ :rf,f = | l (ot 4 xfitt e )= .r”l l il
) 1 — Xt

ruw@Q i=1 i=1

De aqui tenemos la funcién generatriz:

=@+ + Y =- r)""—r"z(”*’" ‘)

r=9

Al realizar la sustitucién #» + r = k, obtenemos

70 = ki(f: e - i(": JE

43



Por consiguiente, el ndmero de r-combinaciones buscadas es igual a 0 para
—
r<n,ya (” - ll)' para rzn.

gIEMPLO 5 . Hallense el numerador v la funcién generatriz para las r-
combinaciones de n elementos, donde se admite séo un nimero par de apa-
riciones para cada uno de los elementos.

Suponiendo en as condiciones del ¢jemplo 2, Ar = {0, 2,4, .1, i =1,
.. 1, tencmos de (4) el numerador buscado:

ul = (2054 x5+ )
Dar =11

r=0 =1 ial
De aqui obtenemos la funcién generatriz

(o) = (l EL r! + Pl “.)n st (] e rZ)-—u i 2(" + :— l) :Z!.
r=0

5
i
"

Ahora podemos obtener una identidad interesante: por cuanto
(A =>""=(1 - 0"+ £)~" 1acomparacién de los coeficientes de las
potencias de f en los micmbros primero y segundo nos da:

2 et - E—1\/n+k=1Y _ O,I:eri‘r_u;}pnr,
(= r—k k - ( ),parar:Zs.
k= e s

Ejercicio 4. Hallense el numerador y la Tuncion generatriz para las r-combinaciones de
o elementos, donde se adiiten a lo sume j repeticiones de cada elementa.

Pasemos ahora a la construccién de la tecoria analitica para la enumeracion
de lus r-muestras ordenadas o de las r-permutaciones.

En los mérgenes del dlgebra R[x;, x2, ..}){[7]] de series de potencias for-
mates con los coelicicntes del digebra de polinomios Rlx,, x3, ...] sobre un

campo R de variables x, X2, ..., Que 1o commnutan entre si, examinemos la
expresion _'

':! Z H O 4 xal) = Za:(-"l.-\’l. o) :-: g {a

alspy i=1 el :
en la que la suma en ¢l primer micmbro s¢ toma por todas las sustituciones
de grupo simétrico S, de sustituciones de un n-conjunto. No es dificil ver
que en el coeficiente de {" del desarrollo en potencias de ¢ de la expresion
n

2 TI U+ xwd)

¥ES, i=1
el ntinero de apariciones del monomio X;,..xi, es igual al nimero de susti-
tuciones de meS, fales, que =~ '(h)<w ‘() <...<m”'(i). Las sustitu-
ciones de esta indole pueden construirse del modo siguiente: elegimos r lu-

N 5 y n ;
gares para las preimagenes de los elementos iy, .., i empleando (r_) méto-
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dos, y los demds n ~ r clementos pueden permutarse mediante (- 1) ne-

todos. Por eso, el monomio que se examina aparece sélto (") (n—r) =
r

= nl/r| veces. Por consiguiente, el polinomio @{x:, x2, ...) en (6) se compo-

ne de monomios, correspondientes a todas [as r-permutaciones de elemen-
Los X¥i, ..., X». La serie (6) se denominard numerador exponencial de las r-
permutaciones de n clementos.

Ahora, suponiendo en (6) xi = [, f = 1, ..., # (aplicamos a los términos
primero y segundo el operador multiplicative T que convierte todos los x,
en 1}, cblenemos

A+ =D P n L, )

r=0

donde P(n, r) es el nlimero de r-permutaciones de # clementos. La funcién
JU) = (1 + )" se lamara funcidn generatriz exponencial para ¢l nimero de r-
permutaciones de n1 elementos. Observemos que la férmula (7) podia ser de-
ducida inmediatamente de la férmula (2) § 2.1, puesto que P(n, /) = adl,
-.)r! Al desarrollar (1 + £)" en potencias de !, obtenecmos

o

n
§ : t nl t
, — —— ey
P, 1) sl R LI
r=0

r=0

y de aqui hallamos otra vez ¢l namcero de 7~permutaciones de 2 elementos:
Pin, r) = nl/(n — Nl

Sea R un anillo con la unidad. El anillo $°(R) de sucesiones exponen-
ciales sobre R y el anillo R”[[¢]] (isomorfo a §°(R)) de scries de potencias
formales sobre R se construyen del modo siguiente. El anillo $*(R), siendo
un grupo aditive, coincide con el grupo aditivo del anillo S(R). La opera-
cidn de multiplicacién en §'(R) sera la convolucién binomial de las suce-
siones: ab = d = (do, i, ...), donde a = (ay, a1, ...), & = (b, b1, ...},

dr = Z (lr) aib, - ;. (8)
t=0

La unidad y ¢l cero en $°(R) son los mismos que en ¢l anillo S{R). El efe-
mento inverso respecto de la multiplicacién para la sucesién ¢ = (ao, @, ...)
existe 56lo en el caso de invertibilidad del elemeato ap, y se calcula a partir
del sistema de ecuaciones, andlogo al sistema, ya analizado, de ecuaciones
en el anillo S(R).

Ejercicio 5. Demuéstrese que en §"(R) estdn cumplidos todos los axiomas del anillo, y Ia
aplicacidn ¢ = (@, @1, o Gn, )=*2" = (@, @, ..., 8/ 1') €5 un Bomorlisme de los anillos
S(R) y ST(R). . i . i . )

Como elementos del anillo R'[[/]] intervienen las series de potencias

exponenciales
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o
r

- {
(£, By = D ja L

r=0

correspondientes a lag sucesiones a = (@, ¢, ...). L.as operaciones de adi-
cibn y multiplicacién se determinan del modo siguiente:

L]
;

B0 + Bt = By = D e b,

r!
r=g

b= (br_l, by, ...}, & = U+ by

r
E) % Eplt) = Euqlt) = Zd, —i,— ;
r=0 )

donde d, se halla por 1a férmula (8). El cero y la unidad en R'[[/]] son Jos
mismos que en el anillo R{{7]]; el elemento inverso respecto de la adicion
se determina andlogamente; el clemento inverso respecto de la multiplica-
cion se calcula igual que en el anilio S™(R). Si R es el dlgebra sobre el campo
P, entonces {lo mismo que en el caso de S(R)) el anillo S”(R) se transforma
en ¢l dlgebra sobre 2. Una construceitn anidloga se realiza también para ¢l
amilo R*[[¢]] sobre el dtgebra R.

Ejereicio 6. Realicense para ¢l anillo Rl las construcciones v demostraciones omitidas
en ¢l tlexto.

De la definicién del anillo R [[1]] se ve que en el caso de las series con-
vergentes el producto formal coincide con el ordinario. La serie E.{f) recibe
el nombre de funcicn generairiz exponencial para la sucesion a€S ‘(R), yla
propin algebra R{{f]] se denomina 4lgebra de funciones generatrices
exponenciales.

Ejerciciv 7. Muésirese que las dlgebras R'[11]] y R'([7]] son isomorfas.

De nuevo con el fin de realizar la construccion dlgebrdica de las r-
muestras ordenadas, examinemos ¢l &lgebra R™(x; ) = (Rixy, x, ..1)* [Le1]
de series de potencias exponenciales sobre el dlgebra Rxi, xz, ...] de polino-
nios con variables no conmutables, la cual llamaremos dlgebra numeradora
exponencial, y el dlgebra R(x; ) = (R[xy, &2, ...])* [[¢7]] de series de poten-
¢cias exponenciales sobre ¢l digebra Rx;, Xz, ...] de polinomios habituales
que llamaremos dlgebra numeradora exponencial reducida, Denotemos con
T la aplicacién de R'(x; 1) en R'[[1]] que reemplaza todos los X por L.

Ejercicio 8. Demudstrese que T es un operador lineal multiplicativo.

Designemos con U la aplicacién que traslada vna serie de R'(x: 1) en
la misma serie de R'(x; 1), es decir, que permite que las variables x; conmu-
ten entre si.

Ejercicio 9. Demudsirese que U es un operador multiplicativo lineal,

Designemos con T* la aplicacion R'(x; 1) en R'[[/}]] que reemplaza todos
os x; por L.
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Ejercicio 10, Demuéstrese que 77 es un operader multiplicative lineal.

Veamos [a aplicacién V: R(x; 1)—R'(x; 1), la cual todo monomio
XiXiy,.Xi, con la especificacion (A, ..., As) (eslo quicre decir que x; se en-
cuentra A veces, X2, Az veces, etc.) en el cocficiente de 14 /&1 lo transforma

en el polinomio
MLt z:
= r! - 'r..fl . x}(!

donde la suma se toma respecto de todas las permutaciones (fy, .., j) de
los elementos fr, ..., i

Elerclcio H. Demuésirese que Ves un operador lineal, mas In promedad de mltiplicativi-
dad para ¢ no tiene lugar.

Ejercicip 12. Demuéstrese que /¥ ¢s un operador sdéntico sobre ol dlgebra R(x; ).

A toda r-permutacién iz, i de elementos |, ..., 7 con repiticiones pon-

gamos en correspondencia en el dlgebra numeradora exponencial un mono-
mio x, X, i"/rl. La serie correspondiente p(xr, Xz, ...; 1) para la clasc dada
de permutaciones se llamard numerador exponencial de dicha clase. La
imagen Up(x), X2, ...; ), al actuar el operador U, la llamaremos numerador
exponencial reducido de la clase dada de permutaciones, y la serie 7°p(x;,
X2, ...i 1), Suncion generatriz exponencial.

eitMpLO 6. Hallense el numerador exponencial, el numerador exponen-
ciat reducido y la funcién generatriz exponencial para una r-permulacién
de n clementos.

El numerador exponencial ya lo hemos encontrado en Ia forma (6); el
numerador ¢xponencial reducido es el polinomio

"
T a0 + xn,
e=1
y la funcién generatriz exponencial para el miimero de r-permutaciones de
# elementos la hemos hallado en la forma de (7).
cemrro 7. Héllense el numerador exponencial, el numerador exponen-
cial reducido y la funcién generatriz exponencial para las r-permutaciones
con repeticiones del tipo (A1, ..., A») de # elementos,
Por (A1, ..., An)-permanente (véase [42]) de una (r X n)-matriz

@ry .. Oen
con tos clementos del anillo R se cnienderd un elemento
Perp,, .aud = Xaiiau.. Qip

donde la suma se toma respecto de todas las r-permutaciones (i, ..., i) de
elementos 1, ..., n con la repeticion del 1ipo (A1, ..., Ax), © bien, dicho de
otro modo, ¢n el producto pueden figurar A clementos de la columna / séio
en el caso en que A€A; si la suma tiene un conjunto vacio de sumandos,
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entonees pongdmosla igual a cero. Ahora podemos escribir el numerador
exponencial buscado en la forma

o0
r
ﬁ(xh X2y weny I') = Z Pel'(-Al. o Au).Xr.n —‘;T ‘
r=10 ]
donde X, cs una (r X n)-matriz con r filas iguales (xi, ..., x,). El numera-

dor exponencial reducido Up(xi, Xz, ... () puede representarse ahora del
modo siguiente:

1 LI L
Upixy, X3, .. r)=Z Z r.!.r.,r..! Xproxll = (9)
r=l 4. beper

FEA €A

de donde

n \
Uptxi xa, i 0= 1 | (§ i _{r) (10)

i=] AEA,
Por [in, la tuncién generatriz exponencial tiene la forma

ol ¥ i ) = T'Up{xy, o 3 1) = ﬁ (Z _;_:)_

izl hEA,
por lo cual

L ! ‘"

b 0=20 2 et

r=0 rpe . +ry=s
€Ay, €A,

e aqui llegamos a que ef nimero de r-permutaciones de i elementos con
repeticiones det tipo (Ay, ..., Ag) os igual &

Z rl
P
PR by
nEA, rnEA,
Podemos hallar también el numerador exponencial partiendo del numera-
dor exponencial reducido (10), al representarlo en la forma candnica (9) y
al aplicar ¢l operador lineal V.
elemirLo 8. Hdllense el numerador exponencial, el numerador exponen-
cial reducido y la funcién generatriz exponencial para las r-permutaciones
conl repeticiones ilimitadas de n elementos.
En este caso, en las condiciones del ejemplo antecedente A; = Np para
=) .0y

Pern, .. NoXen = (v + o + 200
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Por eso el numerador exponencial tiene la forma de un exponente

f’
plx, Xz, 3 ) = _S' :(x; + o + X i~ exp((x1 + ... + X))
r=10 i
La misma forma fiene en este caso el numerados exponencial reducido,
mientras que la funcidn generatriz exponencial se obticne en la siguiente
forma

.
pl, L, o 0 = exp(nn IZH’ :-‘f )
r=0

Asi pues, el nimero d¢ r-permutaciones con repeticiones ilimitadas de n ele-
mentos es igual a #”, [o que concuerda con el resultado del § 1.3. La forma
de la funcién gencratriz de este ejemplo predetermina precisamente el tér-
mino “exponencial” que se usa en la teoria analitica de enumeraciones de
las r-permutaciones.

vienrio oo Hillense ¢l numerador exponeneial, ¢ numerador exponen-
cial reducido y la funcién generatriz exponencial para las ~permutaciones
de # clementos con repeticiones, donde cada elemento ha de aparecer por
lo menoy una vee.

Para este caso, en las condiciones del jemplo 7 tenemos A, - N, i=1,

a1, por consiguienie, ¢l numerador exponencial reducido tendid ta forma

o

Pl Xa, g ) = H ( (\'nA ) ]:' {explait) = 1),

R | Al

Ahora podemos escribir la funcidn exponencial generatriz:

P 0 e =) :Z( -1 (;f)r"” “

k-
%
R e "
2 2 — 1y n— Ay,
o { & ( )
] & D
los niimeros correspondientes, por lo tunto, son ignales a

pin 1) = Z[ D (:) (n— k). 1))

k=1

Por {in, ¢l numerador exponencial puede ser determinado con ayuda del
operador linecal ¥:

PO X, s ) = M, v, g ) = VIJ (e -1
(e | 49
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Efercicio 13. HAIL el dor exponcencial, el numerador exponencial reducido y
la funcién generatriz exponencial para las r-permutaciones con repeliciones de # elementos,
donde cadn elemento puede aparecer sélo un nimero par de veces,

La funcidn generatriz de Dirichlet para una sucesiéon de numeros
a = (m, a2, ...) es una serie formal

Dty = ), %

-l

Determinemos, igual que lo hicimos anteriormente, lus operaciones de
adicion y multiplicacion para eslas series. Se llamara suma de D.(/) con
Dp(t) a la serie

Dult) + D) = Dy = D} 5 b= by, by, ), -

Fe=l

donde ¢ = a. + b,, y producto de las series mencionadas, a la serie
siguiente:

= g
Drr(f) x Db(f) = Dd'(f) = —F.— »
r=l

donde
dr = 3 aiby = Zl:mbr/.-
=r tlr
(ia adicién se realiza segin los divisores enteros r). De aqui se ve con facili-
dad que O = (0, 0, ...) define el cero con relacién a la adicién; e = (1, 0,
0, ...} define la unidad con relacion a la multiplicacidon: D.(t) = i; el ele-

mento inverso respecto de la multiplicacion Dy (1) se busca a partir de la
igualdad

Da(t) X D '(1) = De(r) = 1,
0 bien, que es lo mismo, del sistema de ecuaciones:
mai = |,
@mal + aai = 0,
mal + aai = 1,
asai + a:ai + mai = 0,

. 1 a2 ; a
de donde tenemos, cn particular: a/ = = = —~—, ai= - —5,
@ ' ; ... S
et e =g etc., es decir, es necesaria y suficiente la invertibilidad
1 1

del elemento a,. No es dificil comprobar que la totalidad de funciones gene-
ratrices de Dirichlet es también un anillo. Si definimos la multiplicacion na-
tural de la serie D,(#) por un nuimero real, dicho anillo sera el dlgebra R{¢}
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sobre el campo R. El dlgebra de Dirichlet D(R) de sucesiones, isomorfa a
la primera, se determina de un modo anélogo.

La nocidn de funcién generatriz de Dirichlet surgié en la teoria de los
numeros, donde es de amplio uso la zeta funcién de Riemann:

UEDY .

)

Las tres formas de las funciones generatrices introducidas mas arriba
son fundamentales para ¢l analisis combinatorio, pero estdn lejos de ser
unicas. La diversidad de las formas que tienen funciones generatrices, se de-
be a los diversos planteamientos de los problemas. Veamos, como ejemplo,
un problema sobre la construccion de las funciones peneratrices para aloja-
mientos y llenados, a saber, ¢l problema del tipo (A2) (véase § 1.4).

Se tienen un n-conjunto de diferentes elementos y un m-conjunto de di-
ferentes células de especificacion (a2, na, ..., mm). Se requiere construir la
funciéon generatriz para ¢l nitmero de alojamientos de 7 elementos en 1 cé-
lulas. Supongamos que et simbolo

X o
signilica que en b i~ésima céfula se alojan , elementos, i = 1, ..., m.

Si n = 1, es decir, si se tiene solo un elemento, entonces el correspon-
diente simbolo de alojamiento es x;, siempre que el elemento estd colocado
en la f-ésima célula, 1 = 1, ..., m. De conformidad con ia regla de la suma,
la posibilidad de alojar un elemento cn cualquiera de m células se describe
por ¢l polinimio

Xp+ A2+ o+ X

Siose tienen z elementos, de los cueales cada uno puede ser colocado en
cualquicra de i células, entonces ¢l polinomio correspondiente serd
LS B VPR OIS LA 3, L8
mientras que I corvespondiente funcidn generatriz se representard por una
funcidn exponenciat

"

- " -
£y = L(x; + X2 F o+ Aw)” :,1_ = exp ("Zﬂ‘) =

n={ i=1
p |
< exp( Zu;) = H exp{in,).
i=1 =1

Si se trata soélo del nimero de alojamientos posibies, suponemos x; = |,
i= 1, 2, .., m, ¥, en este caso, la funcion generatriz adopta la forma_

E()y = exp(mt).
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De acuerdo con el teorema polinomial tenemos:

E :x E [ i - XX
“nylml i, 2K

i= |

de donde obtenemos que el niimero de alojamicentos de # diferentes elemen-
tos en m diferentes células con una (ny, ny, ..., n)-especificacion serd igual
a
n!
mim! . !

2.3. APARATO OPERACIONAL DEL METODO
DE FUNCIONES GENERATRICES

El uso de las funciones gencratrices, permite enfocar con un grado sufi-
ciente de generalidad problemas combinatorios del tipo enumerativo. Sin
embargo, las funciones generatrices, construidas para diferentes tipos de
muestras resultaron ser, en la mayor parte bastante engorrosas. Por esta ra-
z0n, para una notacion mas comoda de las funciones generatrices sc ems-
plean operadores especiales, cileulos simbolicos y niimeros y funciones
especiales,

Sca una sucesién ¢ = (aa, @, ...), la que sc eseribird de otro modo:
a = a(n), es decir, como funcién de un argumentio de ntimero entero
n{n =0, 1, 2, ...). Para el conjunto de¢ sucesiones [a(n)] se emplean con
mayor frecuencia los siguientes operadores especiales:

a) el operador de desplazamiento £:

Eain) =a{n + 1}, n =0, 1, 2,
E-'aimy=a(mn -1, n=1,2, .., E "a® = 0;
b) ¢l operador de diferencia A:
Aa(n) = an + 1) — a{n);

¢} el operador mediador &:

sa(n) = aln — I}-; a(n + 1) cn=1,2, .. 8a(0) = _ggzl_]__ ‘

Estos opcradores estidn unidos por medio de ciertas relaciones, por ejemplo:
Aa(n) = (E — Da(n),
sa(n) = 5 (E + E~ Vatn),
donde f es un operador idéntico.
Las reiteradas aplicaciones de los operadores a los elementos de la suce-

sién pueden conducir a ciertas férmulas utiles y cémodas. Por ejemplo, de-
notemos con n” una sucesidén con término general a{n) = n". La notacidn
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Ln", enla que L es un operador lineal en el conjunto de sucesiones se enten-
derd como (La)(n), donde a{n) = n". Entonces,
E0)=m E"O)=n" 80 =1" -0 =15
AN =20~ 2; AN = 37— 32 4 3,
cle. Los mimeros A™Y levan ¢l nombre de De Morgan.

Como un cjemplo de empleo de los operadores en las férmulas combi-
natorias aduzcamos el problema sobre el nimero de r-permutaciones con
repeliciones de un n-conjunto a condicion de que cada elemento aparezca
no menos de una vez.

Reduzcamos el niimero p(n, r), obtenido en cl § 2.2, a la forma (11) del
modo siguiente:

o(n, ry = ”) ~ 1Y —- 0 = (”) —DETR = (1= 1) =
;(}E(I()()E‘,‘( )
= A",
Demostiemos que
A" = pAMY 4 na" T

En eleclo,

"0”'—2( )(—l){u— "‘—n (")(‘l)(” )
29 Z([)(— []*(n - i}’f.

el
El primer sumando no es ot cosa que A", lo que se deduce con toda

evidencia de lo expucsio anteriormente. En lo que se refiere al segundo su-
mando, estd claro que al resthzar la sustitucidn 1 = § 4+ 1, obtenemos

Z(f)[—l)'(n ~ Vi = —Z(/_’: i)(—u"(u —-j =G+ 1)
P

il w=1

- = Z Un(n - D i | T Y

+ 1ytn — 1 — )
i=0
=1
= —h‘Z (Hfl){-‘ WY -1 -5 = — nA"" ',
=0

Ejercicle f. Demudsirese que e} ndnwero de r-permutaciones de n clemenios con repeli-
ciones pates limln_ido O) Himuadas es igual 2 5%
Las repeticiones frecuentes de las mismas expiesiones condujeren a la

aparicion de ndmeros y funciones especiales. Los ndmeros especiales, por
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ejemplo, s¢ descubren y vuclven a descubrir cn los diferentes apartados de
las matemdticas: en el calculo de las diferencias finitas, en la teoria de los
nimeros, en la teoria de las probabilidades y en la estadistica matematica.
He aqui algunos datos sobre dichos nimeros.

Analicemos la faciorial inferior (/). = r(t — 1)...{t — # + |) como una
funcidn generatriz:

(= Y stn, k)*, n>0.
k=0

Los cocficientes s(n, &) en este desarroblo se denominan simeros de Stirfing
de primer género. Por cuanto (f)x es un polinomio de grado k, entonces,
podemos desarrollar (" segiin el sistema de polinomios (o, (1, ., (Da:

=k£: S(n, k)(x, n>0. ()
=0

Los coeficientes S, A) se denominan mimeros de Surling de segunda gene-
ro. Realicemos una delinicion adicional para ambos péneros de ntimeros:

e =" = 5(0. 0) = S0, 0) = L.

Los nameros.de Stirling s¢ encuentran en muchos problemas. Volvamos,
por ejemplo, al problema examinado mdés arriba sobre el nimero de n-
permutaciones con repeticiones de & elementos a condicidn de que cada cie-
mento figure en las muestras mencionadas por lo menos una vez (véase ¢l
ejemiplo 9 del § 2.2). Resulta que la funcin generatriz en este caso tiene fa
forma

€ - b :Z( )( e~ = Z A Z( ) — 1k - i) =

=0

Recordemos que este problema admite su interpretacion como un problema
sobre el nimero de alojamientos de n diferentes elcmentos en k células dis-
tinguibles tales que no queden células vacias. Para coalesquiera ¢ 2 2 natura-

les tenemos
(1 + AYO" = Z (k )a*o" Z(;) _.A.?_ -

k=0
ke
S A,
k=0

puesto que A¥0" = 0 para k>n (A*0" es el nimero de n-permutaciones de
k elementos con repeticiones, donde cada elemente figura no menos de 1
vez). Por cuanto el polinomio de grado n cuenta con n raices, entonces la
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igualdad

2 ken
S 2

k=0

serd vilida para (odos los valores reales de £, Al lener presente ¢l desarrollo
(1), obtenemos

a%0" = k! S(n, k).

Esto quiere decir que ¢l nimero de alojamientos de 21 elementos diferentes
en k células distinguibles, cuando ninguna célula queda vacia (problema del
tipo (A)), es igual a k! S§(n, k), y el correspondiente niimero para las células
indistinguibles (problema del tipo (C)) (o lo que es lo mismo, el mimero de
particiones de un a-conjunto en £ paries no vacias) es igual a S(n, k).

Los ntimeros de Stirling se encuentran a menudo en los razonamientos
combinatorios, por lo cual daremos a conocer algunas observaciones mds.

Se¢ pueden oblener recurrencias ttiles parn dichos mimeros, por
cjemplo:

ay de (e = (6 - ), se deduce

St v 1 Ry — s, kK — 1) — nxin, kY,

i s
byt = Zsm 10, KN = rZsr_n. Ky =
k=0 " k=
= ZS(J‘I, KXk vt + (),
k=0

de donde obtenemos
St + 1, k) = S0, bk~ 1) + kSCn k).

Can una de las dos expresiones

(o 205G AMY, 1" = D0 St AN
A-0 k-u
sustitnyamos I otra:

1

Bl k &
= S0 k) Y sk, mye™ = S S St k)sek, miye™.
LR e kal mwd
Al igualar los coeficientes de las mismas potencias de ¢, obtenemos

n

Ey y _ o A0, B A=
ZS{”' Kystk, 1) = by = [0, siom oo,

k=

El ntimero a0 se denomina delta de Kronecker.
He aqui una informacién acact de los otros numeros especiales.
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Se llaman de Fibonacei los mimeros f(n), donde
SOy =y =\, fAn) = fin - 1)+ fln — 2), n22.
Su funcién generatriz tiene la forma:
FUO) =1+ +20+30%+ 504 + 8 + 13°+ ...

Si se toma en consideracion la relacion recurrente, llegamos a la siguiente
expresion analitica pura la funcién generatriz:

F(r) = L4t () + SO0 + o4 (S = 1)+ fln = 21" + .. =
=t + (/ + W),
de donde
Fo=0—-t-»""
Esta funcién puede ser sepresentada también en la forma
F{y = (1 — anXl - bn))™?, (2}

donde ¢ y & se hallan de las correlaciones

a+h=1 ab= -1,
de donde
s _ 1=
a T i = 5 g
Al desarrollar (2) en fracciones simples, obtenemos
. 1+ V5 1 -5
Iy = — % B g E S S
Ll e e Pl W5

(e y 3 se hallan por ¢l método de coeficientes indeterminados). De aqui ob-
tenemos ka férmula de Binet

(1 + Js'")’”' _ ( | - \@.)"”
G N 2 &
Sy = ca” 1+ @O = JE

Los nimeros de Fibonacei forman una sucesion especifica que se en-
cuentra a menudo en los problemas combinatorios. Por ejemplo, ¢l niimero
de Fibonacei f(m), n=1, es el nimero de (n — 1)-permutaciones de ceros y
unidades que no conlienen dos ceros seguidos,

De perfeccionamicnto ulterior del aparato de lunciones generatrices sir-
ve el empleo del calculo simbdélico de Blissar. Demos a conocer la version
rigida del mismo que se basa en las ideas de Mullin y Rota [43] referentes
a la utilizacién del aparato de operadores lineales con el objeto de funda-
mentar ¢l cédlculo de Blissar.

Recordemos que un operador lineal que actia de un espacio vectorial
en el campo sobre el cual estd construido dicho espacio se denomina fun-
cional lineal.
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La idea fundamental del calculo de Blissar consiste en la operacion “de
alzamiento de los subindices”: Ja funcién gencratriz cxponencial

w0

r"
Bty =D o1

W=

de una sucesion a = {(ao, @; ..} s¢ sustituye por lu seric
o

hl fn
explat) = Zn" —:.-'-I

Y]

y despucs de realizar las transformaciones indispensables con la participa-
cién de esta serie, las potencias s¢ sustituyen de nuevo por los subindices
(en lugar de a” escribimos a.). Con el fin de fundamentar estas transforma-
ciones introduzcamos el dlgebra R'(a; ) = (R[a])'[[/)] de series exponencia-
les formales con los coeficientes en el dlgebra de polinoniios Ria] de la va-
riable @, y la funcional lineal L,: R[a]~R tal que L,a" = a,, prolongada,
naturalmente, hasta ¢l operador lineal L, R («; F)—'R‘“-’]]. de sucrte que
Laexplat) = Ea(r).

EIEMPLO 1. Veamos una sucesidn de los nimeros de Bernoulli & = (B,
By, . ..), definida por su funcién exponencial

E-3
f"
E Bl £
nl e -1
n=0

Entonees, para la funcional lineal Ly: R[B]— R tal que Ly B" = B,, lenemos

!

Ly exp(Br) = — -
|

(3

De aqui tenemos

(= La(exp((B + 1)) — cxp(BO) = L”(E(w + = ) =

~(BE0 - S0 £

y obtenemos, de este modo, la férmula recurrente

Z (u) B = [l para # =
r 0 para n

r=90

H

0, 2, 304y s

Sustituyendo cn {(3) ¢ por —/, obtenemos

i, i
L exp(=BD) = —— i“_ = e,"‘i = L xp((B + 1),
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igualando los cocficientes de las polencias de x, tenemos
Lu(B + 1) = La(—1B)",

es decir,

L

Z (:_’) B = (= )"l (4)

=i
De (3) y (4) obtenemos, ahora, que B. = (—1)"B, para n# 1, y
B, = —B; — L. Por consiguiente, 8= ~1/2, By = Bs = 8B;=...=0.

Ejercicio 2. Demuéstrese que en el dlgebra R*(or; 1) tienen lugar las propiedades de permu-
tabilidad de los operadores lineales £, [ vy L

I DL, = L.D;
2, fLe = L.

Analicemos ahora cl caso cuando en las expresiones gue se consideran
participan dos sucesiones @ = (up, ay, .. )y b = (b, by, .. .). Enlonces,
para cada una de ellas construimos su funcional lincal: La: a"—a,, ¥y Ly :
&= b, (trabajamos ya cn el digebra R*(g, b; ) = (R[a, b])*[[7]] con polino-
mios de dos variables que actian en calidad de coeficientes). Veamos, pot
ejemplo, la sucesion ¢ = (¢, €1, . . ) que representa su convolucidn bino-
mial. Suponiendo que L.(p{d)a") = p{)L.a" para cualquier polinomio
PO (y, andlogamente, para L), lenemaos

" "
)
Pore ™ ? I'(;:) arby-x = Luly E f(;:) a“b" ¥ = LyLala + LY.
k=0 k=0

Introduciendo la funcional lincal L ¢"~¢,, obtenemos de aqui
Lee™ = LuLyla + b)".

Para ¢l producto de lunciones generatrices exponenciales correspondientes
[wnemos

Lo oexplet) = () = F(0)F(8) =
= LaLy explat) exp (Ot) = L.y exp (¢ + b))

La diliculiad principal del cileulo ¢ldsico de Blissar consistia en que, al con-

siderar la convolucion
"
-2_ | ! il -
! I3 k
]

k=l

después de alzar los subindices:
Z (’;) aak
k-0
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era necesario prohibir la multiplicacién ¢*a”~* = ¢", pucsio que dicha
operacion conduciria a un resultado absurdo:
L

Z (:) Artin - = 2"a,.
kal

Siguiendo las idcas de Guinand [44], csta posibilidad la climinamos
aqui exigiendo que, al alzar los subindices de las convoluciones de las suce-
siones iguales, se introduzcan para ellas diferentes variables. En el caso da-
do tomamos L : @"~a, y La. : (a')"—a.. Entonces

"
k=0

EJEMPLO 2. Demostremos la identidad de Euler para la suma de los pro-
ductos de los numeros de Bernoulli 8,:

n=1
Z (§ :_’) ByeByy - 30= — (210 + )13y,
r= 1

Esta identidad puede reescribirse en la forma

D= (;’) Blin-s = (I — m)B., (s)
T=(

{cuando m cs impar, los miembros primero y segunde son nulos). Introduci-
mos las funcionales lincales Ly : B"— B, y L. : B’"=B,, cntonces (5)
puede escribirse en [a siguiente forma:

Lplp (B — B')" = (1 — m)LyB™. (6}

Analicemos la funcidn generatriz exponencial para ¢l primer micinbro
de (6):

LoLo. D (B~ BY* £ = LyLn. expt(B - B')) =

1!

me=1
{ - 72
= La. ST (i e R e e e =
LpLp. exp(B1) exp ( el s o @ = i
o gt _gf_ ("‘_"_Eil‘?ﬁi)_ = Lp(l — Bf) exp (B1) =
o p= ©
m i+ 1 .
- to(Zn -t ) < (S - i 1),
=0 ' m=0 ) =0 :

De aqui obtenemos la identidad (6), lo que se trataba de demostrar.
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Ejercicio 3. Demuéstrese 1a siguiente wentidad para los wimeros de Bernoulli;
in

2
E - n‘(:) 2Bl x = (0 = 20)l1m

A

Ll desacrollo de la teorlu y del aparato de las funciones generatrices con-
dujo a la introduccidén no sélo de las series de polencias, sino también de
los andlogos del teorema de 'Taylor: en otras palabras, a la expresién de las
funciones generatrices en términos de sus derivadas. Sea dada una funcién

compuesta A(f) = f(g(e), g(f) = u. Introduzcamos las designaciones para
las derivadas de esta funcidn:

d aoi 1 g
_(h— — Dn D4 (f} = An,

d n,
4 = D Dty = ga, (DY) wagin = S,
entonces tenemos en estas designaciones:
Ay = fig,
Az = figa + Srgl,
Ay = figy + 3agiga+ gl

o
A, = EJG‘(AA, k(glu 82y - v m gﬂ}l

k=l

donde A, x solo dependende g (i = 1, 2, ..., n) y no dependen de fi. Eli-
jamos para la funcién funa forma que sea préxima a las funciones genera-

trices exponenciates; hallemos, ademds, una expresion comoda para Ay, &.
Sea

I Sy = explag), « = counst,

LEatonees
Jiow ot explug), g = gl),
Au klge, L2, o gadat = ¢ TDR = A gigay - - Ba),
&

donde ¢l segundo micmbro es una notacion abrevinda del primer miembro
de ta igualdad. La expresién para 41, se escribird del modo siguiente:

A"' = L.!‘A"U, B, 82 v 8-:). Lffk =_fk; k = 0. ], Eal
De acuerdo con la definicion de A(r), agreguemos:
Ap = fo = AU

Los polinomios Aa(a; &1, £2, . . ., &) (0 bien, a veces, su forma particular
para g = 1) lievan ¢l nombre de polinomios de Beil; en las designaciones de
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Bell An=(iy, 0o oo 30) =Y, Y2, -0 ya) = e77DE &%, y = p(3).
Dichos polinomios resultaron ser un medio operacional importante ¢n la
matemadtica estadistica, y uego en la teoria combinatoria.

Hallemos una relacién recurrente para los polinomios de Bell. Introduz-
camos la designacién abreviada

An(a) = An(a; g1, - - ., 8a)
Entonces
Ansi(@) = e FD(de™) = e " FaD"(g1e™).

De aqui, con arreglo a la férmula de Leibniz sobre la diferenciacion de un
producto, tenemos

"

Anv(@) = “Z (;){e“f[)"""e"‘)ﬂ:, __;GZ (;)Aﬂ_k(a)gk,” =

k=D ]
= Law LyagfA{a) + g]", )]
Liay[A@) = Aua), Leg* =g, k=0,1,2,....

Veamos ahora la serie

G = D jen 5
n=1

y la funcién generatriz exponencial para los polinomios de

n=0
De (7) obtenemos
DF(x) = aG(x)F(x),
de aqui, integrando esta ecuacién, obtenemos
Flx) = explaG(x)).

Ahora, segtn ¢l teorema polinomi'ﬂ tenemos

Antg) = D O ”'k". ( ) (f‘,p)

dondek =&y + ...+ k_.,, ¥ la suma se toma por todas las solucioncs ¢n
niimeros enteros de la ecuacién &y + 2k, + . . . + nky = n. Y, por fin, ob-
tenemos la expresién '

I v ky
Ao A = D e (B)7

que se conoce como férmula de F. ¢ Brung
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2.4. SOBRE LAS APLICACIONES DEL MEY0ODO
DE FUNCIONES GENERATRICES

Segun lo dicho mds arriba, ¢l método de funciones generatrices se aplica
para resolver problemas de caracter enumerativo, es decir, cuando se deter-
ina el ntimero de objetos en cierta clase. Los razonamientos combinato-
rios inmediatos andlogos a aquellos que ya se usaron en el cap, | jugaban
y siguen jugando gran papel en calidad de métodos principales, mas las [un-
ciones generatrices introdujeron consigo una mayor generalidad de juicios
y amplaron ¢l dominio de las aplicaciones posibles del analisis
combinatorio.

Histéricamente las circunstancias tomaron un cariz tal que los métodos
combinatorios se aplicaron, ante todo, en la teoria de las probabilidades y
en la estadistica matemdtica. Y esto cs bien explicable. En la moderna teoria
axiomdtica de las probabilidades estas mismas se interpretan sélo en rela-
c16n con los espacios de los sucesos clementales. Los dltimos son conceptos
originarios no definibles y se interpretan como conjuntos puntuales. Si un
espacio de sucesos elementales se compone de un conjunto finito 0 nume-
uble de puntos, dicho espacio se denomina discreto,

Todo ¢} aparato de investigacion de los espacios discretos de sucesos cle-
mentales s, en esencia, combinatorio. Mds aun, podemos hablar sobre las
interpretaciones tedrico-probabilisticas de una parte determinada del andli-
sis combinatorio.

Eflectivamente, las r-muestras pueden ser interpretadas con ayuda de di-
furentes esquemas de urna. Los casos en gue se admiten repeticiones de los
clementos en las muestras, corresponden a fos esquemas de urna con retor-
no. Las funciones generatrices de [a forma

'
E ,J'Jj.f"l
. =1
donde 2_] m—= b =0 U Lo, a) imtervienen en La teoria de las
=1

probabilidades, cuando una magnitud aleatoria X (una funcidn sobre ¢l
conjunto de sucesos ¢lementales) puede asuinir tos valores x;, i = 1, 2, ..,
s, con las probabilidades py, { =1, 2, ..., s, respectivamente, Una de las
funciones generatrices mas simples en la teoria de las probabilidades estd
asociada con el lanzamiento de una moneda y con olros sucesos que pueden
tener dos resultados:

Plty=gq+pt, p+g=1 p g=20

(la magnitud alealoria toma el valor 0 con la probabilidad ¢, y el valor |
con la probabilidad p). La funcidn generatriz de lanzamiento de un dado
hexaedro con las caidas equiprobables de puntos tiene la forma

i e
60 =1

é(r+f1+,..+f")=
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Sca X; una magnitud aleatoria que toma los valores 0, 1, 2, . . ., s con
las probabilidades po, p1, pa2, . . ., ps, respectivamente; supongamos que X3
es otra magnitud aleatoria que toma los valores 0, 1, 2, . . ., rcon las proba-
bilidades pg, pf, pf, ..., p/ respectivamente. Sus funciones generatrices
seran

¥ r
nopilt oy 3 pai,
f=ul k=D
Si dos sucesos son independientes, entonces la probabilidad de su aparicién
simultdnea es igual al producto de sus probabilidades. La correspondiente
funcién generatriz de la magnitud alcataria bidimensional (X), X} tiene
por expresidn:

Popé + (ipo)t + (popidt’ + (pidt’ + ... + (ppH1'" =
={ > Pr'f') ( 2 px'[f')k)-
=0 k=0

Si analizamos la distribucién de la suma X, + Xz, entonces ¢ = ¢, y ¢l pro-
ducto tiene por expresién

( b p:t’) ( > pff‘) F Popi + (popi -+ prpé)t +
i X

+ (ipi + popsi + popid® + ... .

Esta construccién se extiende con facilidad a las distribuciones de # magni-
tudes aleatorias independientes. En particular, para # pruebas independien-
tes (con 2 resultados) la funcién generatriz del niimero de resultados de una
forma determinada serd

Py=(@+pt), Pp+g=1 p g=0.

En la teoria de las probabilidades pucden emplearse también funciones
generatrices de tipo algo diferente. Por ejemplo, supongamos que cuatro
particulas entran volando en una cdmara, donde se encuentran centros de
atraccién con fuerzas proporcionales a 8:9:11:12, Diremos gue Ia funcién ge-
neratriz de las probabilidades de distribucién de una particuia por los
centros es

8 9 I 12
"t Pttt

En tal caso, si se asegura la independencia de las particulas, [a funcidn gene-
ratriz de las probabilidades de cafda de las cuatro particulas tendrd por

expresién: )
B s 2 e e, 12 6
II a0 U+ 45 @+ gy B+ 5 &)

fy.

i=]
Si nos interesa solo cudntas particulas caen en los centros dados, la funcién
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generadora correspondiente sera

8:+9r+”r 12r4 (1
5 T 5 it o e .
a0 7T 40 40 ° 7 40

Por ejemplo, lu probabilidad de que las particulas caigan ¢n los centros di-
Terentes serd igual al cocfictente de 662404 en (1).

Los problemas combinatorios de alojamicnto en su interpretacion
tedrico-probabilistica conducen a la introduccién de las nociones de mo-
mentos. Sea dada una distribucion de las probabilidades, es decir, una
Sugesion

o
Po, v, a0 i=0,1,2, .. 2 =1
i=0
Para la dstribucion citada pueden introducirse momentos de diferentes
tipos:
a) momenlos ordinarios
nk = 2, o,

=0
A=0,1,2, ..., cn particular

My=po+p+ M+ ...,
my =+ 2py B 3 4L,
my=p+2°p + Fpy 4+l
Los momentos ordinarios se identifican con las esperanzas matemadticas: si
esta dada una magnited aleatoria X con distribucion [f(x;)} y si la esperan-
za matematica de la magnitud X7 (#> 0) existe, ésla se {lamara momento de
r-ésimo orden para X
b} momentos factoriales:
Cond = 20 Wit
e
donde G =4 — D ... U=k + 1), £ =0,1,2, ... ladesignacion (m)x
se debe a que (g = Lui(or = 1), . {m — &k + 1), donde L, (') = my,
con la particuluridad de que az, ¢s un momento orclinario de i-ésimo orden;
¢) momentos binomiales:

B
B,(=2J(i,)pj. B, e
i=t

Entre tos momentos (m)y y By existe una relacidon evidente:

(o)

By =20t
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Es obvio que la expresidn de los momentos factoriales a través de los ordi-
narios genera los mimeros de Stirling de primer género, y la expresién inver-
sa, los pameros de Stirling de segundo género:

d) momentos centrales:

Me = Liy(m = i), Lalm’y=ny, i=0,1,2, ...

o bien, de otro modo,

k
Mi = ZG)mk-,(—-nn)’. Kl 1,2, o0 o

J=0

El mas simple es el segundo momento central llamado de otro modo varian-
za: Mz = m; — mj. La idea principal que condujo al anélisis de los momien-
tos centrales consiste en que en lugar de la misma magnitid aleatoria se exa-
minan sus desviaciones del valor medio.

He aquialgunos tipos de las funciones generatrices que se usan con ma-
yor frecuencia en la teoria de las probabilidades:

a) para la distribucion de las probabilidades:

Py = it
A

b) para los momentos ordinarios;
i
m(t) = Lyexp(mit) = Zm,;- —;'— i Lo®y =, k=01, ...
. !

¢) para los momentos factoriales:
. .
(m)(1) = Ztm}k i
- ]

d} para los momentos binowiales
Bty = >0t
&

¢) para fos momentos centrales:
i

M) = Luexp(M) = D M [, LMy = Mty k= 0,1, ... .
M g

Las operaciones de cardcter formal sobre diferentes funciones generatri-
ces conducen al descubrimiento de varias relaciones tiles, por ejemplo:
1) m(t) = P(e"). En efecto,

ey =S m B = O Sty <S> W2 e = peey;
A k J i * ]
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2) (m)(1) = P(1 4 1), Yo que se ve de las siguientes igualdades:

K | Kk
() = D 30m £ = DD oy L =
k ’ I 4 :
Sy 2l
- En,z,(;,) =D = P ),
g K )

2.5. TEORIA DE REDFIELD—POLYA

El tipo de funciones generatrices depende de las condiciones concretas
cn que sc plantean los problemas y su construccién es, en cierto grado, un
arte. Durante mucho tiempo no existia un enfoque regular respecto a la
construccidn de las funciones generatrices. En este sentido han hecho pasos
considerables Redfield y Polya, que claboraron el método de construccidn
de las funciones generatrices para objetos combinatorios no equivalentes de
tipo bastante general. A los objetos enumerados se les atribujan pesos,
mientras que la nocion de equivalencia se introducia por medio de un grupo
de sustituciones. Acliaremos csta cuestion detalladamente.

Veamos un grupo G de sustituciones de los elementos de un n-conjunto,
es decir, un subgrupo de un grupo simétrico §,. Cada sustitucidn engendra
la particién del n-conjunto en ciclos, es decir, en subconjuntos cuyos ele-
mentos son ciclicamente permutables: la cantidad de elementos en un sub-
conjunto se denomina longitud del ciclo. Supongamos, por ejemplo, que la
sustitucion g tiene k; ciclos de longitud 1, k3 ciclos de longitud 2, etc. Enton-
ces suele decirse que la sustitucidon posee estructura ciclica (ky, 42, .. ) ¥
se le pone en correspondencia un monomio p(g) = 5, 52 ... . Se llama
indice ciclico del grupo G la media de tales monomios tomada de todas las
geGe

Polh, o, .. )= |G| ™! )% gL
F43

£JeMULO, Basdndonos en la f6rmula (4) del § 1.3 para el nimero de sus-
tituciones que poseen estructura ciclica dada, encontramos el indice ciclico
del grupo simétrico S, para todas las sustituciones del n-conjunto:

1
Bl B s Fm i D oAt B it

n! 150kt L k!

g (4 o ()

donde la sumacién sc realiza respecto de todas las soluciones en nimeros
enteros no negativos de la ecvacidn Ik 4 2-kz + ... + nk, = n, o bien,
hablando de otro modo, respecto de todas las particiones del nimero n.

A todo grupo de sustituciones se le puede asignar su indice ciclico de
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un mode iinico. Una afirmacién contraria no serd, sin embargo, cierta. En
1937 Polya construyé dos grupos no isomorfos de sustituciones de orden
P’ (p>2, primo) con iguales indices ciclicos.

Sean dados un conjunto finito £ y un grupo finito G con su aplicacién
homomorfa 7 en un grupo simétrico de sustituciones del conjunto D, es de-
cir, a todo g€G le corresponde una sustitucidn w, def conjunto D, y
gt = WgW+ (para cualesquiera g, g’ €G). No se requiere que la aplicacién
T sea un encaje.

La equivalencia de los elementos del conjunto D se introduce por medio
del grupo G:

di~dy (d, d2eD),

si existe un elemento g€G lal que n.dy = d;. Todos los requerimientos de
equivalencia se cumplen en esta definicidn. En efecto:

a) d~d para todos los d€ DD, puesto que «,, donde e es un elemento uni-
dad de @, es una sustitucién idéntica;

b) de d\ ~ ¢ se deduce da ~d,, por cuanto de la condicién de homomor-
fismo se desprende que si g° = ¢~ ', entonces my = (w,) %

¢) de oy — e y dh~dy se deduce que oy ~ch, puesto que si aydi = di y
myedy = dy, entonces wyeud) = wplwed)) = wyedh = dy.

En virtud de la definicién de equivalencia, el conjunto D resulta ser par-
tido, con ayuda del grupo G, en clases de equivalencia (conjuntos transiti-
vos). Los elementos son equivalentes, si y sélo si integran una misma clase
de equivalencia.

Lema de Bernsaid. El niimero de clases de equivalencia definidas por
el grupo finito G que actiia sobre ¢l conjunto finito 7 es igual a

T 2 e,

x€G

donde | G| es el namero de clementos en G; ¢(g), ol ndmero de elementos
en D, que son invariantes respecto de wy, es decin, tales que wd = d,
mientras que la sumacién se hace de todos los cleinentos geG.

Esta afirmacion se anuncié por primera vez en las obras de Cauchy, Fro-
benius y Bernsaid.

Demostracidn. Veamos todos los pares (g, d), para los cuales xzd = d
{(£€G, deD) entonces:

a) podemos fijar g y conlar cudntos d existen, para los cuales r, d= d;

b) para cada 4 fijo calculemos todos los g, para los cuales wyd = d; de-
signemos los nimeros obtenidos con »(«). Estd claro que

2 0(d) = 3, ylg).
d€ €G

Los elementos geG que lijan ¢ forman un subgrupo Gy del grupo G:
I G.;{ = y{cf).
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Si tomamos otro clemento de la misma clase de equivalencia dy ~ o, en-
tonces el nimero de clementos g, para los cuales md = ¢, serd también
igual a | Ga|. Bfeciivamente, se tiene un elemento heG, para el cual
xady = d, y, por tanto, de que 7d = d; se deduce que hgeGa. Asf pues, el
grupo G puede ser partido en subconjuntos disjuntos en cada uno de los
cuales habrd | G4| elementos (un subgrupo Ga en cada clase contigua iz-
quierda del grupo G): cada subconjunto corresponde exactamente a un solo
clemento de la clase de equivalencia, en la que figura el elemento d. De
aqui, para hallar y(d), se debe dividir | G| por el mimero de elementos de
la clase de equivalencia a la que pertencce d. Sumamos: a) Sin(d) = | G|,
si la suma se toma dc todos los d que integran una misma clase de equiva-
lencia; b) la suma ;'; n(d) es igual al producto de |G| por el

E

nimero ce clases de equivalencia, de donde se desprende ¢l resultado que
tratdbamos de demostrar.

Hemos introducido, pues, ¢l concepto de equivalencia para los elemen-
tos a través de un grupo de sustituciones y hemos deducido la férmula para
el numero de clases de equivalencia.

Introduzcamos la relacién de equivalencia para las aplicaciones. Sean
dados los conjuntos finitos D y R. Designemos ¢l conjunto de todas las
aplicaciones de D en R con R”. El niimero de estas aplicaciones es igual
a | R| 1", puesto que para cada deD existe | R | posibilidades indepen-
dientes para la imagen. Supongamos que se dispone de un grupo G de susti-
tuciones del conjunto D). Las aplicaciones f; y /2 son equivalentes (f; — f2),
si existe una sustitucién ge€G tal que fi(gd) = f3(d) para todos los deD, o
bien fig = f2. Las condiciones de equivalencia son: a) f~/: b) si f; ~ /2, en-
tonces f2 ~ fi; ©) sifi ~f2 ¥ [ ~fs, entonces f; ~ f; se complen todas. La pri-
mera condicidn se deduce de la existencia en G de una sustitucién idéntica;
la segunda, de que junto con g figura en GG también g ~'; la tercera, de que
si 21€G y £2€G, entonces g12:€G.

La equivalencia de las aplicaciones introducida de este modo parte el
conjunto R? en clases de equivalencia (modelos).

Introduzcamos ahora los pesos. Estos dardn la posibilidad de enumerar
las clases especiales de los objetos combinatorios. Al principio, a todo ele-
mento reR se le asigha un peso w(r), donde w(r) es un elemento de anillo
conmutativo sobre el campo de nimeros racionales. El peso de la aplicacidn
W(/), donde feRP, se define como un producto

W) = i
63 };_L w{f(d))
donde f(d) es la imagen del elemento deD al realizarse la aplicacién f, y

w(f(d)), su peso. Las aplicaciones equivalentes tienen pesos iguales. En efec-
to, si fig = f2(geG), entonces

};L w(fi(d)) = };[B w{fi(gd)) = }3} w{fa{d)).
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La igualdad es obvia, puesio gque tanto ¢l primer producto, como el segun-
do, difieren sélo en el orden de los factores. Por cuanto todas las aplica-
ciones f de la clase de equivalencia F poseen un mismo peso, asignemos este
peso a toda fa clase 1), designdndolo con W(#). La suma de pesos

2, w(r)

rER
de los elementos del conjunto R se [lamard (siguiendo a de Bruijn) inventa-
rio (inventory) del conjunto R y se denotara con inv D.

Ahora podemos calcular el inventario del conjunto R® de aplicaciones

121
inv RP =ZW{)’) = (EL:(J(’) = (inv R)I?1,

Mostremos que esta afirmacion es cierta. En el segundo miembro tenemos
| R| 1?1 términos. Se puede establecer una correspondencia entre | D |
factores y los elementos del conjunto D. La eleccion de un término de cada
factor y la formacion de un término del desarrollo se interpretan como la

aplicacidn f:D— R. Pero, para cada f tenemos W(/f) = J] w(f(d)). Todo el
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producto es igual a la suma de 1odos los W(/), lo que se requeria demostrar.
Si consideramos el conjunto S de aplicaciones, constantes sobre los sub-
conjuntos Ly, .. ., Dy, que forman la particién del conjunio 12, entonces

k
v S = T 35 (! ™, M
i=1 reR
lo que se demuestra mediante un razonamiento andlogo al aducido mas
arriba.

Ahora, introducidos todos los conceptos indispensables, podemos
enunciar el teorema bisico. Se¢ trata en €l sobre el paso de los pesos de las
funciones a los de los modcelos (de las clases de equivalencia),

Teorema de Polya. Sean 2y R los conjuntos finitos dados, y G, un gru-
po e sustituciones de los elementos de D: supongatmos, ademds, gue a tos
clementos reR estian asignados 1os pesos w(r); a las aplicaciones feR” y a
los modelos (clases) 74, se les asignan los pesos W) y W(I9), respectivamen-
Le. Eptonces

LW = Pc(szr}. 2 @), 2w, .. )
F FEN eR rER
donde Pg es el indice ciclico del grupo G. En un caso particular, cuando
todos los pesos son iguales a uno, el nimero de clases de equivalencia serd
Pol|RI, |R),..)-

Demostracién. Elijumos de R?, es decir, del conjunto de todas las apli-
caciones f:D— R, un conjunto S de aguellas aplicaciones, cuyos pesos son
iguales, digamos, a4 w. Pura feS tenemos: W(f) = w, y el niimero de clases
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de equivalencia para ¢l conjunto S es igual a
T 2
—[_G_‘["' . Yulg)
RELE
donde y.(g) denota cl nimero de aplicacidénes f, para las cuales
W) = w, [ =fglobien fg~" = .
Cn efecto, se ha demostrado gque si g€G v /i = frg, entonces f; ¥ /3 son de
peso igual. Quiere decir, que si f1€S, también fig  '€S. De cste modo, a ca-

da geC corresponde una aplicacion w, del conjunto § sobre si mismo que
se determina por la correlacion

= e

Si dos clementos f; y /2 del conjunto S son equivalentes, esta afirmacion es
equivalente a la siguiente: la existencia del elemento g€@G, para el cual
w2 = /1, €5 equivalente a la existencia del clemento geG, para el cual
f2 = fig. Ahora resta por alegar €l lema de Bernsaid para convencerse de
que ¢l nimero de clases de equivalencia estd deterninado correctamente.

Todas las clases de equivalencia que integran S tienen un peso igual a
w. Por consiguiente, si multiplicamos

| ({"l Z\!’ur(.’:)

REC

pPor w y sumamos respecto de todos los w, obtendremos

2 = 4 202 e
:

w  pEG

Pero, ¢s evidente que
@)
Du(@le = )J;WU).

donde la sumacién sc realiza por todas fas f€R” que satisfacen la igualdad
S = f&; quiere decir

@)
1
S e DS wen
- Gf
BEG
)
Calculemos ahora 2 W(/). La sustitucion g divide D en ciclos. La condi-
cion f = fz significa que
fd) = flgd) = flg’d) = ..,

es decir, / = const para cada ciclo. Es cierta también la afirmacién contra-
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ria: toda aplicacidn /, constante en cada ciclo, satisface la igualdad fz2 =7,
puesto gue g{d) y  pertenccen siempre a un mismo ciclo. De modo que si

Dy, Dy, ..., Dy son los ciclos de g. enlonces, sepun (1), tenemos
ix)
)_,W()’) = IIIL(M(»’))""

Supongamos que la sustitucidn g es de estructura ciclica (by, &, .. .), en-
tonces

)
E”’U)=(Zw(r)) (Z,{w(r)) i -
I red

Al sustituir esta expresidn en {2), obtenemos

Ew(n = e IZ(Zwrr))b'(me)) S

xely el rER
lo que se tralaba de demostiar,

Este teorema fuc enunciado por Polya en 1937, Mds 1arde se notéd que
el mismo teorema, pero cn una forma algo diferente, fue publicado en 1927
por J. Redlield (véase en {12]). Sin embargo, debido a una costumbre ya
arraigada el teorema conserva el nombre de Polyi.

Posteriormente dicho teorema fue demostradu basidndose en suposi-
ciones generales. Segun lo observado anteriormente, para las aplicaciones
S:D— R la equivalencia se introducia por intermedio del grupo G de sustitu-
ciones de los elementos € D. Si afiadimos ¢l segundo grupo / de sustitu-
ciones de los elementos reR, la introduccion de la equivalencia con ayuda
de ambos grupos G y f{ se realiza del modo siguiente: dos funciones (dos
aplicaciones) f1€R” y e RY son equivalentes: fi ~ /3, si exisien elementos
g€G y heH tates que fig = hfs, es decir,

Slgd) = W) para odos deld.

Entre otras gencralizaciones del teorema de Polya indiguemos aquctla
que estd ligada con el enlace de los grupos. Sean Jos grupos de sustituciones
Gy If para los conjuntos 8 y 7', respectivinnenie. En ¢l producto directo
de los conjuntos § % 7 formemos las sustituciones de un tipo cspecial. A
saber, elegimos g€G; para cada s€5 elegimos un elemento 4671, Estos ele-
mentos definen la sustitucion:

(5. y—={gs, ht), s€8, T

<) H | 1*] de tales sustituctones; ellas forman preci-
samente un grupo denominado por Polya como enlace de los grupos
(Gruppenkranz).

La explicacién acertada de los teoremas de Polya provista de ejemplos
se da en [10]. El desarrollo ulterior ha enriquecido poco la teoria de Red-
field — Polya y no la camlid en principio.
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Como conclusidn, aduzcamos un ejemplo no complejo que explica la
aplicacién del teorema de Polya. Se trata de la enumeracién de los isémeros
de las moléculas organicas de una estructura dada. Se consideran las molé-

culas del tipo: %

s i i
|
x
dande C es un dtomo de carbono, y en los lugares marcados con cruces
pueden cncontrarse: CHj (metilo), C;H; (etilo), H (hidrégeno) y Cl (cloro).
Por ejemplo,

CH;
|
Cl — C — C;H;

|
Cl (diclorobutano).
De modelo matemitico de estas moléculas sirve un tetraedro encuyo
centro se dispone el 4tomo de carbono. El problema de enumeracién de las
moléculas se interpretard como problema sobre el nimero de clases de

equivalencia D (para cuatro vértices):

J 1 D—R = [CHa, C:Hs, H, Cl}.

El grupo G serd un grupo de rotaciones del tetraedro compuesto por:

una permutacién idéntica de los vértices;

ocho rotaciones en 120° alrededor de los vértices;

tres rotaciones en 180° alrededor de los ejes que pasan por los centros
de las aristas que no se intersecan. Entonces

Palxi, x3, X5) = _]_1_2_ G + Bxaxs + 3xd).

Supongamos que todos los pesos son iguales a la unidad y obtendremos el
numero. total de moléculas:
PC(4I 4) 4) = 36,
Sustituyamos los tipos particulares de las moléculas de la estructura da-
da: supongamos, por ejemplo, que se debe calcular el mimero de tales molé-

culas, en [as que no interviene el dtomo de hidrégeno. En este caso para
CH,, C:Hs y CI los pesos serdn iguales a la unidad, y para H, a cero:

Po(3, 3, 3) = ‘112‘ (3* + 8:3.3 + 3-3%) = 15 moléculas buscadas,
Para poder clasificar las demds 21 moléculas atribuyamos, como lo hici-
mos antes, los pesos unidad a CH3, C2Hs y Cl, y el peso H al dtomo de

hidrégeno:
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Po(H + 3, H? + 3, H’+3)z-l‘2—((H+3)“+3(H+3](H3+3)+

4+ 3(H? + 3)) = H + 3H® + 6H® + 1IH + 15.

Por consiguiente, existen: 1 molécula de CHs (metano); 3 moléculas con 3
4dtomos de H; 6 moléculas con 2 dtomos de H; 11 moléculas con 1 dtomo
de H; 15 moléculas que no ticnen dtomos de H.

La teorfa de las funciones generatrices es la parte del andlisis combinato-
rio que mayor avance tiene en los aspectos tedrico y prdctico para la resolu-
cién de los problemas pricticos. La composicién y las posibilidades de esta
teoria ya estdn bien determinadas.
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Capitulo 3 Métodos logicos

En este capitulo describiremos procedimicentos légicos caracteristicos
que constituyen la basc de muchas demostraciones combinatorias.

3.1. METODO DE INCLUSIONES Y EXCLUSIONES"

Sean dados un #-conjunto § de cicrlos elementos y un N-conjunto de
propicedadies . pa, . . ., Pn, con la particularidad de que los elementos del
vconjunto pueden poscer dichas propicdades y pueden no tenerlas. Se re-
quiere hallar ¢l nimero de clementos que no poscen ninguna de las pro-
piedades mencionadas,

Llhijamos una r-muestra de propiedades (pi,, iy, - . . p,). Designemos
con a(@y, iy, -+ i) el numero de elementos del conjunto §, cada uno
de los cuales posce todas las propiedades elegidas. Denotemos con gy la
ausencia en los clementos de la propiedad p,. Asi pues, el niimero de cle-
mentos que, digamos, poseen las propicdades gy, p3, ps, ¥ no poseen las
propiecdades p:, ps, ps se escribird en la forma n(p), Pz, p1, P1, Ps, Ps)-

IExamim:-mc)s al principio dos casos sencillos:

a) sc tiene solo una propiedad p; entonces, evidentemente,

n@@) = n = nip);

b) sc tiene un numero lnito de propiedades pi, pa, . . ., Py que no son
compatibles; tenemos, evidentemente
N
nP, Pr, o0 PN)Y == 3 n(m).
N |
Pasemos a un plantcamiento mas general del problema, cuando tos ele-
mentos del conjunta pueden poseer combinaciones de las propiedades com-
patibles. En este caso tiene lugar el
Teorema 1. Si cstin dados un n-conjunto de elementos y un M-conjunto
de propiedades pi; 1 = 1, 2, ..., N, entonces

N
a@n, Puy . w PNY =0~ 2 np) + 2 nlpi, pi ~
i=1 Isic<jsN
— X o, phop) . (=100 P . P, (1

Isicjak=N

" Se conoce también bajo la densminavién de méodo de eriba, método l&gico, método
simholico y principio de clasiflicaviédn cruzada.
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Demostracidn. Con el fin de obtener clementos que no posean ninguna
de las propiedades mencionadas, hace falta excluir del n-conjunto los ele-
nientos que tienen la propiedad p, luego, los elementos poseedores de la
propiedad p;, etc., es decir, Zn(p,‘) clementos. En este caso, sin embargo,

i
los elementos que poseen dos propiedades, digamos g y p: resultaron
excluidos dos veces (al principio, como poscedores de la propiedad g, y 2
continuacién, como poseedores de la propiedad ). Quiere decir, que ¢s ne-
cesario devolver todos [0s conjuntos, cuyos elementos poseen dos propicda-
des, o sca hay que anadir 5} n(pi, p;) elementos. Mas, en tal caso los
Isi<paN
clementos que poseen fres propicdades, digamos p, g y p quedan

incluidos, por lo cual se debe sustraer 3, nip, i Px), elementos.
I=zicj<k=sN

Siguiendo razonando de un modo andlogo, obtendremos un algoritino para
cateular a(p, pe, . . ., 7~} el cual consiste en rechazar y devolver alternativa-
mente los subconjuntos. A esto se debe precisamente una de tas denomina-
ciones del método: ef de inclusiones y exclusiones. Vamos a seguir este mé-
todo en adelante,

A parte de los razonamicntos sencillos aducidos mads arciba, podemaos
realizar Ja demostracion por induecion respecto de N, El teorema es vitlido
para N = ];

wp) = — n(p).

De acuerdo con la formulacién del teorema, podemos escribir también:
AP P2, - PN) =00, Py o a D) — 0Py Pr e PN, PR)-
Supongamos que ¢l teorema es valido para N — 1 propiedades, es decir,
n(@h Pry - - P} =0 = ol + 2onlpn, p) = .

i 1<y
e v F=DY " lp1 dny oo PR

Pasemos al caso en que se tienen N propicdadces. Apliguemos la correla-
cién obtenida para el nimero #{, P2, . . ., PV-1, PN -

PG Prow v P-1y PRY = (pa) ~ zn(p,-. pa) + o
=DV, e, e D).

Al sustracr esta jgualdad de la anterior, llegamos a la afirmacién del
teorcma,

El caracter de la demostracion es tal que puede ser utilizada para cual-
quier combinacién de las propiedades. En ¢l primer miembro de la igualdad
demostrada puede [igurar no sdlo 7 (¢, P2, . - - Pw), Sino también, por
ejemplo, n(p1, Pz, p3, Pa). Lin este caso el leorema se enuncia respecto a una
totalidad de las propiedades p7; y g4, con el cumplimiento obligatorio de las
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propiedades py y ps, del modo siguiente:

nny, ps, Pr, P4 = nlpy, p3) — n(py, p, p2) —
= n{p1, P2, pa) + n(py, 3, P2, pa)

El método se hace mas complicado cuando se introducen jos pesos de
los elementos. Al igual que en el cap. 2, no habrd limitaciones o precisiones
algunas para el concepto de peso. Para nosotros los pesos son caracteristicas
numéricas de los elementos de los conjuntos definidas por las condiciones
del problema.

Asi pues, sea dado un n-conjunto S y supongamos que a cada elemento
5€8, i=1,2,..., n, se le atcibuye el peso ¥(s). Del N-conjunto de pro-
piedades py, p», .. ., py elijamos una r-muestra gy, . . ., pi, ¥ designemos
con V(piy, Py + .+ . i) 1a suma de pesos de los elementos que poseen todas
las r propiedades elegidas. La suma de los pesos extendida a todas las r-
muestras posibles de propiedades la denotaremos con

EV(_D.'[, Piry o - ,0;,} = V(f).

Para el caso de r = 0 el simbolo correspondiente V(0) designard fa suma de
pesos de todos los elemenlos del conjunto S.
El 1eorema antecedeute se enuncia en este caso del modo siguiente.
Teorema 2. Si estdn dados el n-conjunto S, cada elemento del cual tiene
un peso, y el N-conjunto de propiedades, entonces la suma Vu(0) de pesos
de los elementos que no poseen ninguna de las propiedades dadas se deter-
mina por la férmula

Vu(0) = V(0) — V(1) + V(2) — . .. + (= 1)"F(N).

Ha de notarse que el teorema 2 generaliza el teorema 1. Si todos los ele-
mentos 5€S son de peso unitario, entonces la suma de los pesos sera igual
a la suma de los sumandos en la suma. En este caso V(0) = Ny Pn(0) es
1gual al mimero de clementos del conjunto 8 que no tienen ninguna de las
N propiedades; la formula que se obtiene en tal caso es precisamente la f6r-
muta (1).

El teorema 2 puede ser, a su vez, gencralizado.

Teorema 3. La suma de pesos de los elementos gue poseen exactamente
r propicdades de las py, p2, . . ., pn se determina por la férmula

Vnir) = V(r]—(r‘: l) Vir + 1) + (r-;Z) Vir+2)-...

et (—1)”-‘(N"f r) VN,

o bien, lo gue es lo mismo,
Vanir) = V(r)—(l"fr 1)V{r+ 1y + ("T_?')V(r+2)— —
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S (41)’“-'("') V(N).
r

Los teoremas 2 y 3 se demuestran igual que el teorema 1. Se propone
que el lector mismo realice estas demostraciones o se dirija al § 8.3, donde
se aducen generalizaciones ulteriores del método de inclusiones y
cxclusiones.

Estudicmos, a titulo de ejemplo, un problema sobre desérdencs, Hama-
do también problema de encuentros. Sea un conjunto ordenado finito de
nimeros 1, 2, 3, . . ., n. Para estos ndmeros pueden formarse las permuta-
ciones ay, 43, . . ., @x. El nimero de todas las permutaciones es s = n! Entre
las permutaciones citadas hay tales, donde ninguno de los elementos con-
serva su lugar original: @; % 4, i = 1, 2, . . ., n. Las permutaciones de¢ csta
indole se [laman desdrdenes. ;Cudntos desérdenes cxisten?

Un conjunto de n clementos s¢ examina con relacién al conjunto de pro-
piedades de los elementos de quedarse en su lugar: pi~ [a; = ili=1,2,
- .« #1]. Es evidente que si s elementos quedan fijados en sus lugares, ¢l nu-
mero N(s) de las respectivas permutaciones es igual a (n — s)!. EI nimero
de desérdenes en tal caso se determina con ayuda del método de inclusiones
y exelusiones:

N{0) = n! —(?)(n - I + (g)(n -2y = ... F(—1)x
x(?)(n—s)!+.‘.=nl(l—l+—;i——3—i!—+...+—(—:r-:l|- s

lo que representa un nimero entero, el mas préximo a nle ™',
Si se trata no de los desérdenes, sino de un nimero de permutaciones,
en las que quedan en sus lugares 5 clementos, entonces

! 1 1 ok 1
N)mlta o] il srcomp: cooppaiiii. Ly,
) 5! 2! at = {n — 5!
Es fdcil observar el desarrollo de los razonamientos durante la resolucion:
entre n elementos se eligen 5 elementos inmdviles, sirviéndose para cllo de

(: métodos; a continuacién, se realiza Ja multiplicacidn (segin la regla

del producto) por ei nimero de desérdenes que se encuentran entre los
(n — 5) elementos restantes.

Demos a conocer la interpretacién tedrico-probabilistica del método de
inclusiones y exlusiones. El conjunto de elementos se interpreta en estas cir-
cunstancias como un espacio discreto de sucesos elementales, simultdneos
o incompatibles {excluyentes), a, @, . . ., g4, ¥ los pesos de los elementos,
como probabilidades. La probabilidad de la aparicién simultdnea de los su-
Cesos &y, diy, - . -, &, Se designard con P(a;,, . .., a;;). Para el caso en que
los sucesos no aparecen se emplea la llamada ecuacién de Poincaré:

Pldy, @, ..., an) =[1 — Pladlll — Pl@)). . .[1 — P(a)),
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en la cual podemos abric paréntesis, rigiéndonos por la regla: PladPlay) =
= P(a;, ;). Csta ccuacion es una generalizacion de la férmula para las pro-
babilidades de los sucesos independientes aplicada al caso de los sucesos de-
pendientes y simultineos. La formula generit para el método de inclusiones
y exclusiones tiene por expresion:

MU, P e M) = 0 = 2000+ i, ) — ...
i dot

R A G 3 A0 ¥ T TR W X

con la particularidad de que la formula se maodifica: ambos miembros se
dividen por a, para obtener magnitudes no absolutas, sino relativas, es de-
cir, probabilidades

a7 P D) =1 = a7 ) + 0T 0o, B - L.
: 0w

v (=D alpy, P s Pa)

Mis abajo seialaremos como se aplica el método de inclusiones y exclu-
siones al caleulo de los permanentes (§ 4.4) y al cdleulo de los valores de
las funciones especiales que liguran en la teoria de fos nimeros (§ 8.3).

3.2. SISTEMAS DE REPRESENTANTES DE LOS CONJUNTOS

Se examina agui uno de los accesos combinatorios a la caracteristica de
lu estructura de los conjuntos finitos. Ya por denominacién se puede conce-
bit que la ideu principal consiste en sustituir el sistema de conjuntos por
la reunion de sus representantes.

El planteamiento de los problemas de este tipo y los métodos de su reso-
lucion dependen de los requerimientos que dichos representantes deben
sutisfacer.

Sistemas de representantes distintos (s.r.dl). Sean un z-conjunto S y el
conjunto P(S) de todos los subconjuntos suyos. Supongamos que M = (S,
82y oo Sae) es una gp-muestra de 2(8), v @ = {a, a2, ..., )y ClEFLA -
muestra de S, Siada muestra M se le puede poner en correspondencia (no
forzosamente de una manera wnfvoca) una mucstra « tal que los elementos
a, §= 1, 2, ..., m, scan distintos dos a dos y, ademds, @€5;, i = 1,2, .. .,
m, sucle decirse gue el clemento @ representa el conjunto §;, y toda la
muestra (o, vz, . - ., @w) se denomina sistema de representantes distintos (en
forma abreviada, s.r«l.) para M. Observemos a la vez que si i # 4, entonces
a, # a, incluso si S; = §;. Si un conjunto aparece varias veces, debe tener
cada vez un representante gue sea distinto de los demas.

Resulia seguidanmiente que el s.r.d. puede existir no para todas las colec-
ciones de conjuntes. Si en un sistema finito jos conjuntos no son vacios y
no se intersecan, el s.r.d., obviamente, existe. Tomemos un caso mds comple-
jo. Por ejemplo, si S = (a, b, ¢, o, ), y M es una coleccion de cuatro conjun-
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tos Sy =(a b, ¢, d), 52 =(a, b, e), S) = 8§ = (b, &), entonces existen dos
srd: (¢ a b e) y (b a e d). Pero, apenas cambiamos uno de los subcon-
juntos, por ejemplo, tomamos 57 = (b, e) en lugar de $: ¥ ya no podremos
obtener ningiin s.r.d. La respuesta a la pregunta de si existc o no un s.r.d.
para una familia dada de conjuntos la da el teorema de P. Hall enunciado
por éste no mds tarde de 1935, El teorema formula las condiciones necesa-
rias y suficientes para la existencia del s.rd.

Teorema de P. Hall. Los subconjuntos Sy, Ss, .. ., Sa ticnen un s.rd.,
cuando y s6lo cuando la reunién de cualesquicra & de cstos conjuntos con-
tiene no menos de k elementos. Dicho de otro modo, el s.r.d. para Si, S3,
.+ o S existe, siy sélo si §USi UL . .S, consta por lo menos de & elemen-
tos, siendo en este caso k=1, 2, ..., m, y (i1, i1, . . .. im), cualquier &-
muestra de 1, 2, ..., m.

Demostracidn. La necesidad es casi evidente, puesto que la existencia del
s.r.d, asegura la presencia de un niimero necesario de elementos en calidad
de representantes distintos. En lo que se refiere a la sufliciencia, aduzcamos
una formulacién perfeccionada que nos da, ademas,la cota inferior para ¢l
ntimero de los propios s.rd.

Teorema. Supongamos que una familia M = (S, Sz, ..., Su) satisface
la condicion necesaria para la existencia de un s.r.d. y que cada uno de los
conjuntos $y, 8, . . ., 8, consta por lo menos de ¢ elementos. Entonces; u)
si < m, M tiene no menos de ¢! s.r.d.; b) si r>m, la familia M tiene no me-
nos de /(¢ — m)! s.rd.

La demostracidn la realizaremos por induccién respecto de m. Para
m =1 (e incluso, para m = 2) el teorcma es evidenie. Demostremos que es
licito para cualguier m finilo, partiendo de su validez para m’ <m.

Veamos una (reunién) de cierta k-muestra de los conjuntos:

SaUS, UL L US,,;

se dcben examinar dos casos: uno cuando el nimero de clementos cu Ia
unién es igual a &k, y otro cuando el nimero de elementos es superior a 4.
Empecemos por el segundo caso, cuando la unién en consideracién posce
no menos de k+1 clementos, cualesquiera que sean k: &k = 1, 2, ..., m. y
el juego iy, f, ... i de numeros 1, 2, ..., m. Elijamos algiin elemento
@ €8 y eliminémoslo en 53, Ss, . . ., Sw, si él se encuentra en dichos conjun-
tos. Llegamos de este modo a M" = (S; , S3, ..., Sw). Bsta (m — 1)-
muestra satisface la condicidn necesaria para la existencia de un s.r.d., pucs-
to que SiUSHU. . JUSE, contienc no menos de & elementos y, ademds, M"
tiene o bien no menos de (f — 1) s.rd., si /<m (y, portanto, t — 1<m — 1),
obien (f — DI/(f — m)! s.rd.,sit>m (y, portantot — | >m — 1). El resui-
tado buscado se logra, si tomamos en consideracién que e¢n S; hay por lo
menos { posibilidades de fijar el elemento a; y que este elemento constituye,
junto con e s.r.d. para M, el s.rd, para M.

Volvamos al primer caso en que la demostracion realizada no puede
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considerarse vilida, pues existe una A-muestra i, Sy, ..., S, tal que
SiUS UL . \USi, contiene exactamente & elementos (1 <A<m — 1). Reenu-
meremos los conjuntos 81, S5, . . ., S, de un modo tal que S, se haga S,
Si, s¢ haga Sz, ...y 8, se haga Sk; escribamos estos conjuntos en el si-
puicnle orden nuevo:

o Sy T wap Sy Sk s Syis

Por cuanto SUSU. . \USy contliene exactamente k elementos, entonces
1< k. Por consiguiente, por hipdtesis de induccidn, (51, Sz, . . ., Sk) tiene
no menos de /! s.rd, Tomemos uno de cstos s.rd.: (ai, az, . . ., ax), donde
@€S;, i = 1, 2, ..., k. Eliminemos los elementos a, a2, .. ., a de Sk,
.- S, siempre que se encuentren alli. La (m — k)-muestra obtenida
M" = (Sks1, ... Su) satisface la condicién necesaria para que existe un
s.r.d. Efectivamente, si esto no e¢s asi y si la unidén de cierta & -muestra
Sk UL USE 4 4« tiene menos de k* elementos, entonces la unidn

SIUSUL L USU. L US4 ks

tendria menos de & + k* elementos, lo que contradice la hipétesis del teore-
ma. Asi pucs, A* ticne por fo menos un s.rd., y, por consiguiente, M tienc
o menos de 1! snd.

Algoritmo de cleccién de vn s.rd. Pricticamente es muy dificil compro-
bar si en este caso concreto se cumple o no la hipétesis del teorema de
P. Hall. La demostracion que acabamos de ofrecer, basada en la induccién
malematica completa, no proporciona ninguna indicacién que ayude a
hallar el s.rd. Esto no es sorprendente. Los teoremas de existencia aparecen,
lus mis de las veces, cuando resulta dificil o imposible hallar un algoritmo
que conduce a la determinacién de la solucién. El algoritmo que permite
clegir un s.r.d. para un mimero finite de conjuntos, o mostrar que para ¢l
juego dado de conjuntos tal sisteina no existe, lo dié M. Hall como de-
mostriacion del eorema de P, Hall sobre los distintos representantes.

Scan dados n conjuntos Sy, Sz, . . ., S.. Se requiere hallar para ellos el
sl voanostrar gue tal sistema no existe: Tijamos al azar un clemento ded
pruner conjunto ¢ €5y en calidad de representante de este dltimo. Elegire-
mos por lurno los representantes de otros conjuntos: ¢ €8y; ¢;3€85:; . . ., pre-
ocupandonos sélo de que todos estos representantes sean distintos. Si lleva-
mos este proceso hasta a,€S, inclusive, obtendremos el s.r.d. buscado.

Puede ocurrir que en un r-ésimo paso llegaremos a conseguir cierto -
conjunto S, todos 1os elementos del cual &y, &, . . ., b ya habian sido elegi-
dos en calidad de representantes de otros conjuntos. Esto, si,n embargo, no
significa todavia que el s.r.d. no existe. Vamos a tomar, uno tras otro, todos
aguellos conjuntos, cuyos representantes son los elementos (1 = 1, 2, .. ),
y climinar de ellos todos los elementos de la sucesion by, bs, . . ., by, agre-
gando los elementos restantes al final de la sucesién citada. Procedamos de
este modo hasta que ocurra una cosa de dos: o bien 1) legaremos al elemen-
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10 &, ¢l cual no puede servir de vepresentante, o bien 2) la sucesion se agota-
ra con los elementos by, by, - ., by como represeniantes de fos conjuntos.

En el caso 2) podemos estar convencidos de gue el s.nd. no existe, En
efecto, los elementos by, by, . . ., by son representanies de s conjuntos y, por
construccion, cada clemento de estos s conjuntos se contiene en fa sucesidon
dada. Pero, enotal caso, los 8 conjuntos mencionados, y también ¢l conjunto
S;, forman s + | conjuntos que sélo contienen s elementos distintos, lo que
contradice la hipotesis del teorema.

En cambio, si tienc lugar ef caso 1), entonces encontramos, en cierta eta-
pa, ¢f clemento b; = by,€5,, (f > ) que no ha sido hasta ahora un represen-
tante. Esto es testimonio de que como representante de S;, va fue elegido
otro clemento by, (i2<ii). Si 2>, enlonces el elemento b;, pertenece a)
conjunto S;, cuyo representante es by, {iy < iz}, ete. Surge, pues, una sucesidon
iy Biyy oo ., B, cuyos indices decrecen (4, <1), con la particularidad de
que cada elemento de esta sucesién integra un conjunto, cuyo representante
es el 1ermino sucesivo, Sustituyamos los represenlantes, cligiendo los cle-
mentos del modo siguiente: b, para Sy, by, para S, ... b, para S, -
Como resultado de esta sustitucion, el elemento b, se libera para poder ser
clegido en calidu de representante de S, Asi pues, Si, . . ., S, ticnen repre-
sentanles distinlos y podemos seguir la misma senda, teniendo en cuenla
o bien la posibilidad de llegar a S, y obtener el s.id, completo, o bien en-
contrarse con el caso 2) y establecer que el s.ed. no existe.

La conclusion sobre el nimero de s.r.d. se obticne del algoritmo men-
cionacle como una consecuencia. Efectivamente, si el s.r.d. existe, esto signi-
fica que existe también un conjunto, cada elemento del cual puede ser elegi-
do cn calidad de su representante en el s.r.d. Esto quiere decir, que si los con-
juntos de una familia dada de # elementos tienen ¢ o mas clementos, enton-
ces existen por lo menos ¢! s.ed., siZ<n, o bien ({f — 1}. . .(t = n + 1) ele-
mentos, si f 2= # {por coanto la eleccion del primer representante puede reali-
zarse empleando por o micnos  métodos; al tachar este representante elegi-
do por nosolros en todos Tos demds conjuntos, Hegaremos al sistema e
conjuntos 81, . . ., S, donde ¢l conjunro menor ticne no menos de ¢ — 1
clementos. Continuando  asi, paso o paso, obiendremos ¢l resultado
mencionado).

La condicidn de gue el sistema sea finilo es aqui de mucha importancia.
Siretiramos esta condicion, entonces, para, por cjemplo, un sistema infinito
de conjuntos

Sy PeZ dv sl o
S| {ll:
Sk =1k

no existe un s.rd., aungue si existe para cualquier parte de él.

TR 81



Oftros sistemas de representantes de los conjuntos. Los problemas de
particién de los conjuntos condujeron al concepto de sistemas de represen-
tantes comunes. Sean dadas dos particioncs diferentes de un mismo conjun-
to § en & componentes no vacias:

S=A;U:‘12U...UAAZ S=B.UIJ‘ZU...UB.(.

Si existe un subconjunto O del conjunto §, compucsto de & elementos, y
si, ademais, dicho subconjunto es tal que su interseccidon con cualquiera de
las componentes no e¢s vacia:

ONA: # O ONB = &, T [ SE g 8

éste se denominard sistenia de representantes contiines (s.re.) de las pavti-
ciones dadas. En este caso cada una de las intersecciones resulta estar com-
puesta por un solo clemento. Los conjuntos de las particiones primera y se-
gunda, lomados dos a dos y clegidos, si es necesario, de un modo corres-
pondiente, tienen uno y sélo un eflemento comin, el cual es precisamente
su representante conmin.

No es forzosamente obligatorio, por supuesto, que se cumpla el requeri-
micnto de existencia de un solo elemento comuin. Pueden plantearse y to-
marse en consideracion condiciones diferentes: existencia de un niimero da-
do de elementos comiines, de un conjunto dado, ete. Por ejemplo, si exigi-
mos gue cada elemento si€8 figure no mencs de &y y no mas de kg, veces
(Kk2i = ki 2 1) en el sistema de representanies comunes, esle allimo se Damari
sistema de un namero limitado de representantes [28]. Estd claro que el
problema de s.d es un caso particular de tal problema para kg = 0,
k= 1.

El otro caso parlicular ¢n que

k.;={j parai=1,2, ...,k
Oparai=/+1,f+2, ... m;
ky= lparai=12,...,m,.
lleva el nombre de problema sobre la existencia del s.r.d, que contiene ¢l con-
Junto dodo de elementos marginales s, 53, . . ., 5.

El criterio de existencia o no existencia del s.rc. es proximo al criterio
que se aplica al s.nd.

Teorema. Dos particiones de un conjunto
SﬁAlu.‘hU...UAL-=B|,U82U...UB:;
tienen un s.r.d., cuando y sélo cuando la unidn de cualesquiera m del con-
junto A; se intersecan no menos que con m del conjunto B;, donde m =
= Lo s Ks
Demostracidn. La necesidad es obvia, igual que en el caso del s.r.d. La
suficiencia se demuestra por reduccidn a jos teoremas sobre el s.rd,

En efecto, elijamos para cada B;, 1 = 1, 2, . . ., &, un conjunto §; de to-
dos los indices jeK = [1, ..., k) tales que A; N B, # . Obtendremos una
m-muestra M = (S), S, . . ., S¢) de subconjuntos del conjunto K. Para M
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existe el s.r.d (el criterio enunciado de existencia de un s.r.d. es el criterio de
existencia del s.r.d. para M). La eleccion de los distintos representantes da
para cada B; su A, con la particularidad de que su interseccién es no vacia.
En esta interseccion puede clegirse por [o menos un clemento que sea co-
mun para A; y B, ¢s decir, su representante comdin,

El conceplo de representantes de los conjuntos y de sistemas de repre-
sentantes tiene en las matemadticas numerosas y variadas aplicaciones, como
son, por ¢jemplo, los representantes de las clases de equivalencia. EL método
de sistemas de representantes se usa también en la teoria de las redes, al in-
vestigar la admisibilidad de los Mujos, y en la teoria de ampliacién de los
cuadrados latinos.

3.3. PRINCIPIOS DE LA TEORIA DE RAMSEY

La operacidn de particién de los conjuatos es el fundamento de una
canhidad infimta de problemas pricticos, Bn este pianeafo se desciibe ¢l pro-
cedimiento que permite obtener los datos sobre ¢l cardceter de tas propias
particiones y sobie L posibilidad de realizar una particion del tipo prefija-
do de antemano,

Sea un #-conpunto 8, cuyos clementos han de distribuirse en dos cajo-
nes. ;Cudl debe ser el ndmero 1, para asegurar que ¢, elementos caigan en
¢l primer cajén, o que ¢ clementos caigan en el sepundo? La respucsta es
casi evidente: nZ=2q + g2 = 1.

9,
000000000 CO0O0

ay

Asi pues, el nimere minimo de elementos que asegpuran la resolucion del
problema cs igual a
N, i ) =g + a0 — 1.

51 se plantea un problema de distribucidn no entie dos, sino entre el ma-
yor miumero (digamos, 1) de cajones, siendo ¢, ¢, ..., g los nimeros
correspondientes que caracterizan el llenado requerido de los cajones, en-
tonces K

Nl gz o ow g D= 25 i — (= 1)
i=1

Ramsey [45] demosted en 1930 un (corema en ¢f que generalizd estos re-
sultados particulares. En lugar de [a distribucion de los elementos unidad
del n-conjunto el teorema analiza la distribucién de los r-subconjuntos del
conjunto citado. Designemos con §, el conjunto de n elementos y con
P(S,), la coleccidn de sus r-subconjuntos.

Teorema de Ramsey. Supongamos que r2 1, gi2r (i = 1, .. ., 1). Existe
un mimero natural minimo N = N(gi, .. ., g5 1) 1al que para cualquier
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nz= Ny para toda f-particion ordenada P(5,) = 4, U. ..U 4, se encontra-
rd (para cierto /S (1, ..., f]) un (g, A)-subconjunto, es decir, un g
subconjunto del conjunto 8., cuyos r-subconjuntos estan contenidos todos
en A

Hagamos previamente tres observaciones con ¢l fin de facilitar la
comprensién del teorema en su planteamiento y demostracidn.

1. Los ejemplos aducidos mds arriba y referentes a las particiones de Jos
conjuntos representan casos particulares del teorema de Ramsey parar = f,
P(S) = S, y el (i, Ai)-conjunto es simplemente un gi-subconjunto del con-
junto A;.

2. Para un caso particular en que 1 = |, tenemos N(qu, r} = a1, lo que
es Lrivial.

3. Si demostramos el teorema de Ramsey para f = 2, quedara vélido
también para ¢ = 3. En efccto, sea

P(S)=AUAUA; = A, U (A2 U A3).

Denotemos 4; U Ay = Az. Pougamos g3 = N(qz, ¢3; 7). Si n = N(qw, ¢3; 1),
entonces, o bien § contiene el (g, A,)-subconjunito, o bien S contiene el (gz;
A2U As)-subconjunto. El primer caso corresponde a la afirmacidn del te-
orema. En cambio, si tiene lugar el segundo caso, entonces el
gi-subconjunto del conjunto § contendra, por hipétesis, o bien el (g2, 42)-
conjunto o bien el (41, As)}-subconjunto. Por lo lanto, micstra afirmacion
es licita, De aqui se deduce que resulta suficiente demostrar el teorema de
Ramsey parat = 2, y, a continuacion concluir por induccidn, que es vilido
también para todo (>2 entero.

La demosiracion el teorena para el caso de t = 2 empicza escribicndo
las siguientes igualdades, considerindolas como iniciales:
N, g Y=q+q—-1, Ngunn=q Noan=q 1

La primera de estas igualdades ya ia conocemos. En la segunda cual-
quier particién A,0JA; lleva o bien al (r, Az)-subconjunto, si 42 es no vacio,
o bien al {gi; P{(S))-subconjunto. En este caso g, no es inferior a r. Cual-
quiera de estos casos corresponde exactamente a la formulacion del teore-
ma. Unos razonamientos no complejos mostrardn la validez también de la
tercera igualdad. Ademds,

r>l; qzn qzr. 2)

Asi pues, ya podemos afirmar que existen los numeros N(2, 2, 2), N(3,
2, 2), N(4, 2, 2) etc., como también N(2, 3, 2), M(2, 4, 2), etc. Las igualdades
(1) y 1as desigualdades (2) sirven de datos iniciales para la demostracién del
teorema de Ramsey por induccién. El primer paso, pues, lo hicimos. Ei se-
gundo paso, que da por terminada la demostracion, consiste en demostrar
fa existencia de N{q:, g2; r) a condicién de gue existen

p=Nag-Lagyrn p=Nag g-1r N, puir—1).
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Por cuanio hasta el momento no se logra calcular exactamente N(g, g2; r),
el sentido de la demostracion consiste en estimar este mimero superiormen-
te, demostrando la desigualdad

N(qu q2. SNy, pr— 1D+ 1

En efcclo, Lomemos un conjunto Sy, donde n=N(py, po; r— D+ L, y
fijemos en él un clemento ao; entonces, S, {a} = S.~ . Pasemos de la
particion P{S.) = A{UAz a la Pr - 1(Sa- ) = BiUB, del modo siguiente: en
el conjunto S, -, tomamos por turno los {r — 1)-subconjuntos; si la unién
de tal subconjunto, digamos, de B’, y del elemento fijo a, integra 4,, en-
tonces este (r — I)-subconjunto 8’ lo atribuiremos a la clase B, y si la
union estd contenida en A,, entonces B’ lo atribuiremos a la clase B;.

Bl conjunto S, - ticne no menos de N(p,, p2; + — 1) elementos y para
este conjunto el teorema es vilido por hipdtesis de induccién. Por consi-
guiente, en ¢l se contiene o bien a) ¢l (i, #i}-subconjunto, o bicn b) el (.,
fz)-subconjunto. Supongamos gue tiene lugar ¢l caso a). Bsto significa que
et S, - se contience el py-conjunto T, cuyos (r — 1)-subconjuntos estin con-
tenidos todos en By, Pero, py = N(gn = 1, 25 r); TS 8., ¥ en esle conjunto
T existe 0 bien un (¢ify — 1)-subconjuo, cuyos r-subconjuntos integran to-
dos A4y, o bien un g2-subconjunto, cuyos r-subconjuntos integran todos A;.
Si tiene lugar el ultimo caso, entonces oblendremos ¢l gz-conjunto que satis-
face las condiciones del tcorema. Si en cambio, tiene lugar el primer caso,
es decir, existe el (g1 — 1)-subconjunto, cuyos r-subconjuntos integran todos
A, cotonces reunamoslo con el elemento fijo ag. Obtendremos el
gi-conjunto integrado en 5. Veamos sus r-subconjuntos. Si alguno de ellos
no contiene @, serd ¢l r-conjunto que estd contenido en A,. Si él contiene
an, entonces estid compuesto por este elemento y el (r — 1)-subconjunto que
integra B, Esto quicre decir que estd integrado en A, Hemos abtenido ¢l
qi-subconjunto del conjunto S,. todos los r-subconjuntos del cual estdn
contenidos en A,.

5S¢ ha examinado el caso en que el (4, #)-conjunto estd contenido en
Su - 1= Bl easo by se demuestra de una manera angloga. Bl tcoremia de Ram-
sey queda demostrado.

A lo que parcce para toda f-particion y para cualesquiera (g1, gz, . - .
gi; ) convenientes, se puede determinar min 2 = N(q, qz, . . ., g ), cuya
cxistencia estd asegurada en virtud del teorema de Ramsey. Mas, este traba-
Jo resultd ser extremadamente dificil, pues por ahora no se conoce ningtin
método para calcular estos nimeros. Para £ = r = 2, todos los niimeros co-
nocidos N(q, ¢2; 2) se aducen en la Tabla 3.1 (si no se conocgen los valores
exactos, se dan las fronteras dentro de las cuales ¢stos estdn encerrados):

Los casos en que (2> 2 estan poco estudiados por ahora. Sc sahe, por
ejemplo, que

N3, 3, 3 2) = 1T N(5, 5. 5, 2)=25T;
N4, 4,4, 2)= 128 N(6, 6, 6; 2)=906.
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Tabla 3.4

] 4 5 & 7 & 9
3 6 9 i4 I8 23| 28...29 36
4 9 18 25 . 28 34 . . 44
5 4 25 ... 28 42 . 55 57T .. 94
6 i8 ... 44 57 0d 2 Iy
¥ 23
8 28 ... 29
9 16

Aun menos sabemos sobre los valores de los nimeros de Ramsey pata r> 2.
Mercee la atencidn ¢l siguiente resuliado imporiante:

13 N4, 4, )15

Pese a las excepcionales dificuliades y al avance lenlo, no cesan los ¢s-
fuerzos que tienen por objeto determinar los niimeros de Ramsey o de sus
estimaciones (superiores ¢ inferiores). Esto se explica por 1a peculiaridad del
problema que admite numerosas interpretaciones y aplicaciones diversas,
En la teoria de los grafos, por ejemplo, este probleina se interpreta como
un problema de coloracion de las aristas de los grafos. El propio problema
de buscar los nidmeros de Ramsey sc considera, & menudo, para fas clases
aisladas de grafos.

Otra direceidn, cn la que se desarrolla la teoria de Ramsey, representa
¢l estudio de las condiciones de existencia, es decir, de 1ales restricciones,
bajo las cuales los plantecamientos gencralizados del problema resulten fun-
damentados, y las demostraciones, lactibles.

Los problemas de la teoria de Ramsey s¢ estudian ahora con un elevado
grado de generalidad. Supongamos yue el simbolo¥ ™, . . ., &) significa lo
siguienie: si los k-conjuntos de un a-conjunto S, estdn partidos en r clases,
entonces para cierto f existe un f-subconjunto L;S S, tal que todos los k-
subconjunios de L, integran la i-ésima clase. Cn este easo el lcorema de
Ramsey s¢ enuncia del modo siguiente:

Teorema. Para cualesquiera &, 7, [, . . ., {, naturales existe un N = N(k,
r, i, 1) 1al que st n=N, entonees £, ..., 6).

En general, los teoremas de tipo Ramsey lienen fa forma de las alirma-
ciones 471C1, . . ., &), donde los simbolos A, 8 Ci. . ... C; designan ob-
jetos {del conjunto) de estructura determinada. 1os tltimos pueden ser con-
juntos con relaciones de orden sobre cllos, grafus e hipergrafos, espacios
vectoriales finitos, conjuntos de soluciones de los sistemas de ecuaciones
lineales, dlgebras de Bool y particiones de los conjuntos finitos. Las
generalizaciones relacionadas con el caso de los conjuntos finitos conducen
al andlisis de las operaciones con nimeros cardinales. Los resultados con-
seguidos en este camino por ahora no son grandes.

86



CAPITULO 4 APARATO TABULAR DE MATRIZ
DEL ANALISIS COMBINATORIO

En este capitulo se analizan los conceplos y métodos combinatorios que
estdn relacionados con la representacién de los sistenas de conjuntos
finitos en forma de tablas. Sirve de base para tales representaciones
tabulares el concepto general de sistemas de incidencia.

4.1. SISTEMAS DE INCIDENCIA Y MATRICES ESPECIALES

Sc denomina sistermu de incidencia una terna ordenada (M, S, @), donde
s €5 una correspondencia binaria entre los conjuntos M y § (véase § 1.2).
Por ejemplo, un plano puede ser representado como sistema de incidencia,
si tomamos en calidad de § ¢ conjunto de puntos del plano, en calidad
de M, el conjunto de rectas y en calidad de ¢, ¢l conjunto de pares (a
b) € M % S que satisfacen la condicidn "el punto b se dispone ¢n la recta
a”. La correspondencia binaria ¢ en ¢l sistema de incidencia recibe ¢l nom-
bre de relacion de incidencia. En la mayoria de los casos los elementos del
conjunto A se interpretan como ciertos subconjuntos del conjunto S, mien-
tras que ¢ es simplemente una relacién que caracteriza la pertenencia de
los elementos del conjunto S a los subconjuntos de la familia M. Si
M=1(5, .... Sm), S=1Isn ... Sa}, entonces a la relacién ¢ le co-
rresponderd biunivocamente la matriz A = |ayf de orden m x n, donde ay
(elemenio de la i-ésima [ila y de la j-ésima columna) es igual a la unidad,
siempre que (S, 5) € ¢, ¥ a cero, en el caso contrario. En particular, cuando

M= |5, ..., 8] seinterprela como un sistema de subconjuntos del con-
junto S, enfonces . '
. 1, st 5€5;
i = -
< 0, si s548.

Esta matriz se llama matriz de incidencia para la familia de subconjuntos
M= (5, ... Su) respecto del conjunto S. Las unidades dispuestas en
la -ésima fila expresan elementos del subconjunto Si, y las unidades
dispuestas en [a j-ésima columnpa sefialan los subconjuntes que contienen
5;. La matriz A da una descripeién completa del sistema de incidencia (M,
S, ¢). Es binaria, eslo es, se compone de simbolos de los tipos. Para que
los célculos secan mds cdmodos, se ha elegido aqui, a titulo de elementos
de la matriz, 0 y 1 (en adelante las matrices de csta indole se llamardn
(0, )-mmatrices), aunque se eligen, a veces, otros pares de magnitudes, por
cjemplo, +1 y — 1.

87



El dominio de aplicacién de las matrices de incidencia es muy amplio.
Kirchhoff, por ejemplo, las introdujo para investigar los circuitos eléctricos;
A. Poincaré, en la topologia, etc,

Los teoremas del analisis combinatorio se interpretan frecuentemente
g incluso, se demuestran con ayuda de las matrices de incidencia. Por
ejemplo, en el § 3.2 se ha enunciado ¢l tearema de P, Hall sobre el sistema
de representantes distintos. De su analogo matricial sirve el

Teorema de Konig [46). En una matriz rectangular ¢l nimero minimo
m de lineas (de filas y de columnas) que conticnen todos los elementos
no nulos, es igual al nimero maximo M de dichos clementos clegidos de
un modo tal que de cllos cualesquicra dos no estan dispuestos en una linea.

Demostracion. Basta estudiar el caso en que vicne dada una (0,1)-matriz
rectangular A = Jay, i=1,2, .., n;j=1,2, ..., ¢ La demostracién
de que m = M consta de dos etapas; al principio se demuestra que m = M,
luego que M 2 m. La primera desigualdad es obvia, pues ninguna linea
contiene mas de un elemento de los M elegidos. Demostremos la segunda
desigualdad.

Supongamos que m lineas estdn compuestas por r filas y 5 columnas:
m = r + 5. Permutemos estas filas y columnas de un modo tal que ellas
ocupen los primeros lugares. A cada j-ésima fila (/ = 1, . . ., r) pongdmosle
en correspondencia un conjunto de nameros de las columnas j, para las
cuales ay = 1, j > 5. Los conjuntos obtenidos satisfacen las condiciones
del teorema de P. Hall, Efectivamente, si esto no fuera asi, es decir, i &
de los conjuntos citados contienen v < k elementos, dichas & filas pueden
ser sustituidas por v columnas y todas las unidades figurardn en el nimero
menor de Iineas, lo que contradice la condicidén de que m ¢s el nimero
minimo. Por cuanto la condicién del teorema de P. Hall se cumple, se
pueden elegir r representantes distintos de r filas, es decir, r unidades de
manera tal que haya dos unidades en una fila y ninguna, en las primeras
s columnas. Razonando andlogamente, s¢ pueden oblener s representantes
de s primeras columnas de un modo tal que estén ausentes en las primeras
r filas. Este conjunto de r + § = m unidades estd elegido de una manera
tal que no hay dos de ellas que se dispongan en una linea. Esto guiere
decir, que m < M, lo que se trataba de demostrar.

La demostracidén aludida aquf se apoya en el teorema de P, Hall. Este
iltimo puede demostrarse también apoydndose en el teorema de Konig.
Sean un conjunto S y un sistema de sus n subconjuatos. Construyamos
la (0, 1)-matriz de incidencia. Supongamos que todas las unidades de ésta
se disponen en r filas y s columnas. Si r -+ 5§ = n, entonces, segiin el teorema
de Konig, existen # unidades, de las cuales cualesquiera dos no estdn en
una misma linea, y ellas forman el s.r.d para # conjuntos. Si, en cambio,
r + 5 < n, entonces la validez del teorema de P. Hall se perturba, puesto
que para k = n — r filas las unidades figurardn sélo en s<n-—-r =%
columnas.

88



Las matrices binarias se utilizan en el andlisis combinatorio al investigar
las estructuras de los conjuntos discretos, La teorfa de las matrices binarias
experimentd en los ltimos afios un desarrollo considerable precisamente
merced al papel creciente (préctico y tedrico) del andlisis combinatorio.

Seguin sea el tipo de problemas combinatorios, en e} proceso de su
resolucién aparecen diferentes tipos de matrices. Las operaciones sobre ellas
se realizan, por supuesto, de acuerdo con las reglas generales de [a teoria
de matrices. Asf, por ejemplo, a la par con las sumas y los productos or-
dinarios, estdn determinadas para ellas Jas sumas y los productos directos
(de Kronecker). Recordemos que la suma directa de la matriz 4 = lay] de
n-ésimo orden con la matriz B de orden m se representa por una matriz
de orden n + m que tiene la forma

A O)
o &8/
y el producto directo de estas matrices es una matriz de érden nm que

tiene la forma
a B ... aaB

.f]',”B wia amrB

Mis abajo estudiaremos ciertos tipos especiales de las matrices que con
mayor frecuencia se usan en el andlisis combinatorio.

Matrices conmutables. Son matrices de incidencia para el caso en que
§=M=[1,...n},ylarelacién de incidencia iy/ significa que el elemen-
to i se dispone en ¢l j-ésimo lugar de cierta permutacidn fija de nimeros
1, ..., n. Sea, por ejemplo, una permutacién (5, 3, 4, 1, 2). La matriz
correspondiente serd

0001 0
00 0 01
01000
001 00
1 0 0 0 0

Sus filas corresponden a los nimeros de los elementos de la permutacion,
¥ las columnas, a los niimeros ordinales de los lugares.

Asi pues, una matriz conmutable es la (0, 1)-matriz cuadrada, en la
cual cada linea (fila o columna) contiene exactamente una unidad, La
matriz conmutable posee la propiedad de que

PPT= 1,
donde P7 es una matriz transpuesta, ¢ /, una matriz unidad, Esta propicdad
se emplea con frecuencia a titulo de definicién de la matriz conmutable.
Las matrices conmutables, siendo las mds simples, son de interés en

primer lugar por el hecho de que a través de ellas pueden expresarse otras
matrices mas complejas (véase mds abajo ¢l teorema de Birkhoff).

89



Matrices de congruencia de dos en dos. Estas son matrices de incidencia
para e} caso en que M = §, y la relacion de incidencia ¢ es antisimétrica
y satisface las condiciones:

a) para cualquicr s€ 5: (s, 5) ¢ p (irreflexividad);

b) para cualesquicra diferentes s;, 5, € S (i # /) 0 bien (51, 5) €, 0 bien
(57, %) € .

Tal retacién puede interpetarse como resultado de un tornco circular
con parlicipacién de |S| jugadores. La matriz de incidencia es la tabla de
este torneo, ¢n la que la diagonal est4d ocupada por ceros (ai = 0). El
premio del i-ésimo jugador y del j-ésimo se nota como a; = 1, az = 0.

Asi pues, las matrices de congruencia de dos en dos son binarias,
cuadradas, con ceros en la diagonal principal. Ellas satisfacen la ecuacion
matricial

A+ AT =J-1,

donde A es una matriz de congruencia de dos en dos, AT es la matriz
transpuesta A, 7 cs una matriz unidad y J, una matriz compuesta por ceros.

Matrices de Hudamard. Asi s¢ llaman las matrices cuadradas binartas
H (abreviadamente de Hadamard), compuestas de unidades posilivas y
negativas, que satisfacen la ecuacidon matricial

H-H" = nl,

donde # ¢s el orden dc ba matriz £ [ es ia matriz unidad de n-ésimo orden:
HT, fa matriz H transpuesta. De la definicién proviene que cada dos filas
de la matriz K son ortogonales, y, ademds, que |dct A = n"? y
H~'=n"'HY, de donde

H-H = H' H = nl

Si en una matriz de Hadamard multiplicamos cualquier linea (sea fila o
columna) por — 1, la matriz conserva sus cualidades de Hadamard. Las
matrices obtenidas del modo citado se consideran equivalentes. 5i M, y £
son ecguivalentes, cntonces

Hy = PHIO,

donde Py Q son matrices conmutables, en las cuales, sin embargo, el tinico
elemento no nulo de la linca es igual a +1, o bien a ~ |. Multiplicando
las filas o columnas por —1, podemos normalizar las matrices de
Hadamard, es decir, reducirlas a una forma en que fa primera fila y la
pritnera columna estdn compuestas sélo por las unidades positivas. Las
matrices de Hadamard normalizadas de érdenes 1 y 2 son

1 1
1 9
1 vy (] _ 1)
En lo que ataiie a las matrices de orden 2 2 3, resulta que si existen, en-

tonces n =0 (mod 4), Efcctivamente, conmutemos cn la matriz de
0



Hadamard las columnas de un modo tal que en la segunda fila la primera

mitad de términos conste sélo de unidades positivas, y la segunda mitad,

de unidades negativas. Examinemos la tercera fila. Supongamos que en los

pnrncrns n/2 Jugares encontramos ¢ unidades positivas y en los segundos
" unidades positivas. Entonces, por definicién,

21+ 21’
20 -

n;
0,

de donde n = 4. No obstante, la demostracién de la existencia de las

matrices en ¢l seatido de su construccién cficaz es un proceso que avanza

con lentitud, pese a la diversidad de los métodos inventados.
Observemnos gue los productos directos de las matrices de Hadamard

son también matrices de Hadamard. Se sabe que estas matrices de orden

n existen, en particular, en los siguientes casos (véase [47]):

I.n=24

2. n=p'+ 1 =0 (mod 4), donde p es un nimero primo;

3. n=(h - 1) + 1, donde & cs un producto de los nimeros del tipo1y2;

4. n = h{h + 3), donde #1 y i + 4 son productos de los nimeros del tipo
1y 32

5. n = A(h — 1), donde /1 es un producto de los mimeros del tipo 1 y 2;

i

6. n =92, 116, 156, 172;

7.n=qglg+2)+ 1, donde ¢ ¥ ¢ + 2 son potencias de los numeros
primos;

8. n esigual al producto de cualesquiera niimeros mencionados mds arriba.

Para el caso incierto minimo de existencia de las matrices de Hadamard
tenemos: n = 268.

Matrices estocdsticas. Este lipo de matrices surgid para ser aplicado en
¢l aparato combinatorio de la teoria de probabilidades. Una matriz se llama
estocdstica por filas (columnas), si sus ¢lementos son no negativos y la
suma de ellos en cada fila (columna) es igual a 1. Una matriz se llama
dos veces estocdstica, si es estocdstica tanto por filas, como por columunas.
No es dificil mostrar que una matriz dos veces estocéstica es cuadrada.
Un producto de las matrices dos veces cstocdsticas de igual orden scrd
matriz dos veces estocastica. Efectivamente, si C = |ey]l, 4 = |ayll,

= |byll, C = A - B, enlonces

A

" a
= 2auby =0, 3ey= 2 au D, by=1,
=1 J= =1 J=i

¥y, por analogfa, E ey = 1.

i=ml
En una matriz cuadrada de n-ésimo orden, se llamard rransversal a un
juego de n elementos, en el que ningiin par de cllos estd dispuesto ¢n una
misma linea (fila o columna).
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Lema. Una matriz dos veces estocdstica tiene [a transversal compuesta
de los elementos no nulos.

Demostracidn, Sea A = |ay] una matriz dos veces estocdstica. In-
cluyamos todos los clementos no nulos de Ja matriz en p columnas y ¢
filas de un modo tal que la suma p 4- ¢ asuma el valor minimo posible.
Con arreglo al teorema de Komg, el nmimero méximo de elementos no nulos
de A, de los cuales ningun par se dispone en una misma linea, es igual
a p 4 q. Por cuanto todos los clementos no nulos de A pueden encerrarse
r.k:niro'k de »n filas, entonces p+g<nPor otra parte
n= 2, a; <p+ q. Por consiguiente, p + g = n, y en la matriz se en-

hi=1
contrard una transversal compucsta por clementos no nulos.
Teorema de Birkhoff, Para ’tcodn maltriz. dos veces estocdstica de orden

n es valido ol desarrollo: A = 3, A, P, donde P son matrices conmutables,
P

k
M>0, =L k< —n+ 1

iz

Demostracion. De acuerde con el lema, ¢n la matriz A existe una

transversal compuesta por clementos no nulos. Supongamos que ¢l minimo
de dichos elementos es igual a X; > 0 (A # I, pues, de lo contrario, la
matriz A serd conmutable y la afirmacion del teorema se hard trivial): Py
es una matriz conmutable correspondiente a la transversal. Por cuanto la
matriz (1 = M)~ YA — MP)) es dos veces estocdstica, entonces en la matriz
A — M P existe una transversal compuesta de los elementos ne nules. De-

i
signemos con Az el minimo de cllos, ete. La matriz A — 2 AP contiene
i=l
no menos de j ¢lementos nulos, razdén por la cual el proceso citado es finito
y se dard por ferminado no mas tarde que el (n* — n + 1)-ésimo paso, Esto
se debe a que despucs de realizarze el (n? = n -+ 1)-ésimo paso, la matriz

w—nil
A - >3 Mfj, en la que las sumas de elementos en las filas y en las
columnas son iguales, contendria no mas de (1 — 1) elementos no nulos,
por lo cual todos los elementos de esta matriz serian nulos.

Observemos que la estimacion del nimero & en el teorema de Birkhoff
puede ser precisada: & < n? — 2n 4 2, con la particularidad de que existen
matrices de orden #1, dos veces estocdsticas, las cuales no son represcntables
en forma de una combinacién lineal de menos que n* — 2n + 2 matrices
conmutables.

Al resolver problemas de carficter combinatorio surge la necesidad de
emplear, ademds, otros tipos de matrices especiales. No serd nuestra aspira-
cién enumerarlas y describirlas. Nos limitaremos sélo al andlisis de algunos.
accesos generales que pucden ser aplicados a la investigacién de 1ales
matrices.

Ya hace ticmpo que en las matemdticas se acostumbra a comenzar el
n



estudio de las propiedades de las clases de objetos por ta busqueda de las
invariantes y el andlisis de los mismos. Una de las invariantes mds impor-
tantes de cualquier matriz es el permanente de ésta. Al permanente le
dedicamos un parrafo especial de este capitulo (4.4),

Estudiemos otras direcciones notables en este sentido. Ultimamente cn
las investigaciones teéricas de las matrices binarias se pasa, con una fre-
cuencia cada vez mayor, del andlisis de los tipos particulares de las matrices
al estudio de sus clases. Se utilizan en dicho estudio las nociones de rango
e frontera, de a-anchura y otras. Se denomina freza de una matriz o la
suma de los clementos que constituyen su diagonal principal; el valor méxi-
mo para la traza, obtenido para toda clase de permutaciones de las filas
y columnas de una matriz, recibe precisamente ¢l nombre de rango de
Sfrontera (rango limite). Se llama a-anchiura de la matriz a2 un nimero
minimo de columnas que pueden clegirse en ella de una manera tal que
la suma de sus valores en cada fila sea no inferior a a.

He aqui uno de los procedimicntos que se usa para elegir las clases
de las matrices. Sea A una (0, {)-matnz de dimensién mr % 7. Las sumas

de sus clementos por filas la denotamos con ri: i =1, 2, ..., m y por
columnas, con g 4 =1, 2, .., n Es evidenle que

M "

M= 3 yg=1

iwa | Jm |

Haciendo uso de las tolalidades de las sumas de las filas y de las sumas
de las columnas de la matriz 4, formmamos los vectores correspondientes:
R={(n, r, .., 1wk S=1(s, 5, -.. S

Al conltrario, fijandoe los vectores R y §, cuyas componentes ¢stan represen-
tadas por los nimeros no negativos, hallamos que cllos definen la clase
de {m X m)-matrices A, la cual se denotard con o/(R, §). Para las clases
o/{R, §) estdn determinadas las condiciones neccsarias y suficientes del
estado no vacio. Sin embargo, en esta parte del analisis combinatorio las
investigaciones sélo acaban de iniciarse. Ni siquiera existe un método
regular para calcular los nimeros de todas las matrices de esta clase o,
por lo menos, de las matrices normalizadas, es decir, tales en las que las
lincas que constan solamente de ceros cstén tachadas y las lincas restantes
cstdn permutadas de un modo tal que
nznz...2m>0 sizaz...28>0

Para las clases de matrices sc estudian los valores mdximos y minimos
de los permanentes, de los rangos de frontera, de la a-anchura, etc.

4.2. RECTANGULOS Y CUADRADOS LATINOS

Asi se denominan las disposiciones de los elementos por filas y por
columnas, cuando los elementos en lag lineas (tanto ¢n las filas, como en
columnas) no se repiten. La denominacién “latinos” se debe, pro-
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bablemente, a Euler quien uso, al estudiar la disposicién de este tipo, las
letras del alfabeto latino a titulo de sus elementos.

Seca dado un n-conjunte S. El problema de construccién sobre €l (a
base de sus elementos) de un (r X s)-recténgulo latino se reduce a la cons-
{ruccién de una tabla {r X s)-rectangular en [a cual las lineas serdn
representadas, respeclivamente, por las 7~ y s-permutaciones sin repeticion
de los elementos del conjunto § (evidentemente, 5, § < n}. Por ejemplo,
la disposicidn

2 L 5 @3
1 3 2 4 35
7 4 1 8 2
5 2 3 i 5
representard un (4 X S)-rectangulo latino para § = {1 2, .. ., 8]. En los

(r % n)-rectdngulos latinos las filas son permulaciones, elegidas de un
modo tal que los clementos cn las columnas no se repitan. Por cjemplo,

I 2 3 4 5 6
3 1 26 4 3
2 4 6 5 31
541 6 2

es un (4 % 6)-rectdngulo latino para S = {1, 2, ..., 6]. 8i la prinera fila
de un rectangulo latino es tal que sus elementos quedan dispuestos en un
orden fijado de antemano (con mayor frecuencia como 1, 2, .. ., 1), en-
tonces ¢l recténgulo se llama normalizado. El ejemplo que acabamos de
aducir pucde considerarse como ejemplo de rectdngulo latino normalizado.
Se analizan, a veces, rectdngulos latinos que estdn normalizados no sdlo
por la primera fila, sino también por la primera columna.

Los rectangulos latinos que pueden obtenerse uno del otro mediante
las permutacioncs de las lineas y la reenumeracidn de los clementos se
denominan equivalentes. Bs ficil ver que para cada rectdngulo latino existe
un rectangulo equivalente normalizado por la primera fila y por la primer
columna.

Resulta natural preguntar jendntos rectdngulos latinos del tipo dado
pueden existir? Sea L(r, n) el nimero de todos los (r x n)-rectdngulos
latinos y N(r, n), el niimero de (r X n)-rectdngulos latinos normalizados.
Es obvio que

Lir, m)y = nIN(r n);

con la particularidad de que
L{, m) = nl; N@, n) =

Por cuanto los rectdngulos latinos normalizados de dos filas son, en
csencia, desérdenes, su nimero serd igual al nimero de desérdenes:

T T (=1
NE, n)-—n‘(ul R T AR m) ) D,
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¥, respectivamente,
L(2, n) = n! N2, n) = n'D,.
Sin embargo, va para el cédlculo del nimero de rectdngulos latinos de

tres filas se necesitd superar dificultades mucho mds grandes. Examinemos
primeramente un tipo particular de tales rectdngulos:

1 2 3 4 ..., n-1 "
5 5 3 4 n i
a a a an

y tratemos de determinar su mimero, El problema planteado de este modo
es equivalente, en particular, al problema sobre el nimero de conmutadores,
cuyos 2n jacks se disponen por un circulo, estdn unidos dos a dos v, ademds,
ninguno de dos jacks vecinos estdn unidos entre si. Este problema se conoce
en otra interpretacién, a saber, como problema sobre ¢l niimero de coloca-
ciones de n conyuges en una mesa redonda bajo la condicién de que ningdn
par conyugal se siente juntos. La preocupacién inicial es, naturatmente,
sobre las damas; ellas se acomodan de 2#! maneras, queddndose vacantcs
las sillas a l1a derecha y a la izquierda de cada dama. Las sillas desocupadas
se numeran I, 2, . . ., n. Ahora cstd claro que el primer conyuge no puede
sentarse en Jas sillas primera y segunda; ¢l segundo, en las sillas 2* y 3,
etc. hasta el n-ésimo cényuge, para el cual estdn “prohibidas” las sillas 1™
y n-ésima. El problema se resuelve por la férmula del método de inclusiones
y exclusiones con las propiedades p;: a; =i, obien i+ 1 (i=1, 2, .
n—1), a,=n 6 a 1. El numero buscado es:

Un=nt=2n(n = Dl + ...+ (1) 522 2”:’)(:4 ot o

(=12

En el caso general, ¢l nimero de todos los rectangulos latines de tres
filas compuestos de # clementos se determina por la férmula (véasc [48]):

[zl .
NG, n) = kE k)Dn—kDfUn—Zk-
~o

Los nimeros de (3 X n)-rectdngulos latinos resultaron ser muy grandes. Los
rectdngulos latinos estdn por ahora débilmente cstudiados, lo que se debe,
probablemente, a la complejidad de las demostraciones y los enormecs
valores de sus numeros. En lo que se refiere a los rectdngulos latinos con
un nimero mayor de filas, podemos decir que en este dominio, en general,
es poco lo que se conoce (véase [49]). En relacidn con esto no disminuye
fa importancia de las férmulas asintéticas. Partiendo de los resultadas
conocidos:

L2, n)=n'Dy ~ aWYe ' LG, 1) ~ (n))e™?;
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se i supucsio gue o
-®)
Lk, n) ~ (n)*e 4

Esta hipdtesis para & < #'? fue demostrada por Yamamoto [50].

A posir de que fas tentativas de estimar superiormente el nGmero de
(k x m-rectdngulos latinos posibles no han llevado todavia a resultados
exactos, ya podenios ver gue cste numero s muy grande y crece rdpidamen-
te con el aumento de k. Eslo se confirma con el hecho de que puede obte-
nerse la estimacion inferior empleando la {dea de ampliacion de los
rectangulos latinos.

Ampliar el rectangulo Jatino signilica agregarle filas y columnas de tal
modo que el rectanguio siga siendo latino. Esto sélo serd posible, si el
numero de filas y columnas no sobrepasa el nimero de elementos . La
demostracion de la posibifidad de ampliar un rectdngulo se realiza por una
simple repiticion de los razonamientos que conducen a la adicién de una
fita por debajo y una columna, a la derecha. Como limile de ampliacion
interviene el cuadrado latino de orden n.

Sea dado un recldngulo latino £ (r, n) de n ¢lementos, los cuales se
cdesignaran con I, 2, ..., n Planteemos cl problema de ampliar /()
hasta que se oblenga 7 (r + 1, n). Yeamos las columnas j =1, 2, .. ., n,
y a cada j-ésima columna pongamosie en correspondencia un conjunto S;
compuesto de n — r clementos que no han integrado la columna dada.
Obtendremos una coleccion M = (5, Sz, . .., S,), donde cada conjunto
S consta de n — r elementos.

El problema de ampliacion de.#(r, ) hasta #(r + 1, n) se reduce ahora
a la construceién de un s.r.d. para la coleccién M. Demostremos que tal
s.r.d. existe. Efectivamente, tomemos #(; n). Todo elemento ¢ de n elemen-
tos se encucntra en él 7 veees. En los conjuntos Sy, Sz, .. .. S, el citado
clemento se encuentra (n — r) veces. Elijamos cualesquiera k conjuntos de
51, 8, ..., S, En cllos habra k(n — ) elementos, contando también los
yue se repilen, Pero, cada elemenio se encucntra no mds de n — r veces.
isto quiere decir que & conjuntos clegidos tienen no menos de & elementos
distintos. La condicidn de existencia del s.rd, estd cumplida, lo que
demuestra precisamente la posibilidad de la ampliacién requerida.

La resolucién del problema de ampliacion de los rectdngulos latinos
permite dar upa estimacién inferior para el nimero de cllos. A sabey,
existen n'! rectdnguiares latinos ..#7(1, n), cada uno de los cuales puede ser
ampliade por lo menos hasta (n — 1) rectdngulos latinos _<(2, n}. Por con-
siguiente, existen al menos nl(n — I} rectdngulos (2, n). Razonando de
csla manera, llegaremos a la conclusidon de que existe por lo menos

alfn— DL . (n—r+ 1)

reetingulos launos (r, ).
f.0s cuadrados latinos en los que ahora concentraremos nuestra aien
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cidn representan un caso particular de los rectangulos latinos - (n 8) para
r=g=n. Ln otras palabras, los cuadrados latinos son nada mis que
(n X m)-arreglos de u# clementos, donde las filas y columnas son permuta-
ciones de dichos elementos. Por cjemplo, todos los 4 cuadrados latinos
posibles dos veces normalizados de cuarto orden son:

123 3
234 4
141 2
1

N
o
NCRE ) 8
PR Y
—_ N W s

12
21
34
43

La existencia de los cuadrados latinos de cualquier orden se asegura
no solo por los razonamienfos combinatorios gencrales, sino también por
el hecho de gue todo coadrado lalino puede interpretarse como la tabla
de Cuyley, es decir, la tabla de multiplicacion en cierto casi grupo finito.
Con el fin de caleular of namero de enadrados latinos y estimar este nimero
superiomtente hemos de superar, pricticamente, las mismas dificultades
que tuvimos en el caso de los rectangulos Latinos, en particula, fas estima-
ciones nfetiores tienen por espresion (r — n):

nl{m — 1)t .., 2110

Los c¢dleulos del mimero de coadrados fatinos han mostrado que esta
estimacion es muoy aproximada. Designemos con L(n) el mimero de
cuadrados latinos dos veces normalizados y con L(n), el nimero de
cuadrados latinos no equivalentes de orden 7. Entonces, el niimere de todos
los cuadrados latinos de n-csimo orden es igual a nl(n — DV (n). Modos
los nimeros canocidos 7 (1) y L(n) se exponen en la siguiente tabla (véase
[200):

Tietoly 4.1

" NS finy
| I |
2 I I
3 I 1
4 4 2
g 56 2
I 4 3 22
£ 6 val Hyo 563
] 335 2Rl 40l K36 I 676 257

9 377 597 570 v6d 258 BI6

Lin T teoria de los comdrados Latinos tos problemas que mayor interds
provocan son los relacionados con el conceplo de ortogonalidad. Dos
cuadradas latinos se Haman ortogonales, si al superponer uno de cllos sobre
el otro se obticnen todos los pares de clementos onlenados sin repeticion.
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Dicho de otro modo, dos cuadrados latinos de orden n:
A=l A=10PL i=1,2 ...,n

se llaman ortogonales, si todos los #* pares (@'}, «'¥) son distintos.

El estudio de la ortogonalidad de los cuadrados latinos tiene por origen
el problema ampliamente conocido de Euler sobre 36 aoficiules que llegaron
de 6 regimientos. Cada regimicoto asignaba 6 aliciales de rangos militares
distintos. Se necesitaba inciuir dichos oficiales en una formacién de cuadro
de un modo tal, que en ninguna lfinca hubiera repeticiones ni de rangos
ni de nombres de regimientos. Dicho de otro maodo, se planteaba el pro-
blema de construir dos cuadrados latinos ortogonales de sexto. orden.

El problema sobre la construccion de un par de cuadrados latinos or-
togonalcs de sexto orden no admitia resolucidn y Fuler llegd a la corrclusién
de que tal par no existia. En una obra relacionada con este tema y publicada
en 1782 Euler emitid la hipétesis de que la imposibilidad de hallar la solu-
cidn se extendia también a los casos de n = 10, n = 14, y, en general, de
n = 2(mod 4), es deecir, #n =2, 6, 10, 14, 18, ... .

Solamente pasados 118 aiios se dio la primera respuesta a la hipdiesis
de Buler. G. Tarry [51] confirmd la hipotesis a principios del siglo XX para
n = 6, construyendo y arreglando una y otra ver todos los cuadrados
latinos de sexto orden. La comprobacion ulterior de ta hipétesis se demord
de nuevo. Sélo para el afo 1960 s¢ demostrd que os pares de cuadrados
latinos ortogonales cxistian para cualguier orden, a cxcepeion de nn = 2 y
n = 6, que resultaron ser la tinica excepcién (véase [53]).

Como generalizacidn natural del concepto de par de cuadrados latinos
ortogonales interviene ¢l conjunto compuesto por mds de dos cuadrados
latinos ortogonales dos a dos. Tal comjunto también se llama ortogonal.
Reenumeremos los elementos de los cuadrados de una manera tal gue guede
normalizada la primera [ila de cada cuadrado (al reenumerar los elementos
de un cuadrado, la propiedad de ortogonalidad queda intacta). Entonces,
los primeros clementos de las segundas filas deben ser diferentes y no igua-
les a 1. Por consiguiente, ¢l nimero de cuadrados latinos ortogonales dos
a dos de orden n no puede ser superior a 7 — 1. Un conjunto ortogonal
se denomina completo, si en ¢l estdn contenidos exactamente n — 1
cuadrados.

En la teoria de los cuadrados lalinos ortogonales se distinguen dos
grandes problemas: ¢l problema de existencia de los pares y de las familias
de cuadrados latinos ortogonales y el de su construccién. Estos dos pro-
blemas estdn estrechamente ligados, puesto que la demostracion de la
existencia con frecuencia también resulta ser construccién, El problema de
existencia de los conjuntos de cuadrados latinos ortogonales resultd ser
bastante dificil, y las demostraciones de los teoremas correspondientes,
complejas y engorrosas. Damos a conocer aqui sélo algunos resultados.

1. No para todo cuadrado latino existe otro cuadrado latino que sea
ortogonal al primero.
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Este hecho, al igual que las condiciones de existencia, fue establecido
en [52].

2. 5i n = p", donde p es un mimero primo y «, un nimero natural,
entonces para n 2 3 existe un conjunto compleio de a — 1 cuadrados
latinos ortogonales.

Demostracion. Paia cualquicr n = p™ existe ¢l campo de Galois.
Supongamosqueds = 0y = 1, a2, @y, . . ., dn - 1 sON elementos del campo
de Galois. Construyamos # — | matrices de orden n del modo siguiente:

A=l ij=12...n-1 I=1,2,..,n~1
donde
af = a; + ay.
Esta familia de malrices A; serd precisamente el conjunto completo de
cuadrados Iatinos ortogonales. En electo:

a) cada una de las matrices construidas ¢s un cuadrado latino, pues
si cualquiera de cllas, digamos Ay, tienc dos elemenios iguales en una misma
fita, existen f y j° tales que

apy ok o= a4 age .
de donde

ty = dyr.

En cambio, si admitimos que dos clementos iguales liguran en una misma
columna, entonces han de existir distintos / ¢ i’ tales que
el + gy = @i + @
¥, por cwanto @ # 0, tencmos ¢ = air, y, por o lanto i = §'.
b) cada par de dichas matiices cs ortogonal, Sea 1 €l < f<n -1,

y suponganos que Ay 0o es ortogonal respecto de Agpenlonces existen |,
', o 4" lales que

@'y aift = @y, a0,
es decir,
ape o= wmd k@G
fpety + ty = dydie + ay'
Pe aqui
aila — ar) = ai{ar — @),

Y, por cuanto a # @, tenemos o, = a;-, de donde i =", y por lo tanto
J =Jj'. El conjunto buscado estd, de este modo, construido.

3. Enunciemos ahora una alirmacién mds general. Sean dados un
nimero natural arbittario 7 y su desarrollo en potencias natwales de fos
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distintos nimeros primos: nt = piv, pf, ... pir. Sea
f=min(—-15 =12 .., N

Sit > 2, existe una familia de ¢ cuadrados latinos ortogonales de orden a.

Efectivamente, se ha demostrado anteriormente que para cada n; = pi,
i=1,2, ... Nexiste una familia #, — 1 (y por tanto, también de /) de
cuadrados buscados. Para pasar al producto de las magnitudes se debe
demostrar un teorcina intermedio (la validez de la afirmacidn peneral se
demuestra por la aplicacion sucesiva de este teorema).

Teorcma. Si se ticnen dos familias, cada una de las cuales estd com-
puesta por f cuadrados latinos ortogonales de érdenes n y n* respec-
tivamente, existe una familia de f cuadrados latinos ortogonales de orden
nn'.

Demostracidn. A toda familia de / cuadrados latinos ortogonales de
orden nn (t+=2, n23) se le puede poner en correspondencia una
[#* % (r + 2)] — tabla construida de los mismos # elementos (designados
1,2, ..., n)de un modo tal que cualquier par de columnas contenga todas
las n* 2-muestras de elementos (tal tabla s lamard tabla de potencia 2).
Permutemos en esta tabla sus [lilas de tal modo que en las primeras dos
columnas (leyendo desde arriba) los pares sc contengan en el siguiente
orden: (I, 1), (1, 2), ..., (1, n), ..., (n, D), (a1, 2}, ... (m n). Es este caso,
las siguientes £ columnas reescritas por turno desde arriba (2 columnas en
una fila) forman ¢ cuadrados latinos de orden n. De hecho, fa primera co-
lumna de la tabla estd construida de una manera tal que en ninguno de
los t cuadrados latinos figuren en una fila dos elementos iguales. La segun-
da columna de la tabla estd construida de 1al mnanera que tampoco figuren
dos clementos iguales en las columnas de los cuadrados. Por ejemplo, ta
(9 x 4)-tabla tiene la forma

corresponde a dos cuadrados latinos ortogonales:

I
—_L b2
B e L
[IREr= €1
— b

1
y 3
2

I S N
WO — by — L b =
B b L b g B Lo Ry
—_ R = W by T

Construyamos dos tablas correspondientes a dos ¢-familias de
cuadrados latinos ortogonales de érdenes 7 y n’. Las dimensiones de estas
tablas serdn n* X (1 + 2) y (n’)* X (¢ + 2), respectivamente. Elijamos en
cstas tablas la i~ésima y j-&sima filas:

@iy @iz ... Uiowl,
afn afa ... afisz
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y construyamos, usando hichas Tilas, una fila compucsta por los pares de
clementos:

F bt ’ ¢
Gigfpny U253 - - Wigq 280042

De este modo, se obticnen en total () lilas que lorman una
[(nn)* x (¢t + 2))-tabla cn la que cada dos columnas fornan todos los
pares de los siguientes nn’ elementos:

(LD, (2 o, (a1, (12), ., r)

A ¢sta tabla le corresponden 7 cuadrados latinos orlogonales de orden nn”.
La monografia [20]) conticne una informacion abundante sobre las cues-
tiones examinadas ¢n este pdrrafo.

4.3. BLOQUE-ESQUEMAS

L tipu de constracciones combinatorias del cual se trata en cste parrafo,
surgit en la lilersfur matemiitica aproximadamente a mediados del siglo
pasado. | Sieiner publicd en 1853 un peguedo articulo [54) en el que se
trataba sobre ¢l problema sieaiente: jgué mimero de simbolos pucden
dividirse en ternas de un modo tal gue cualquicr par resultc ubicado en
una y solo una terna?

Se ha hallado sin dificullad alguna que sélo los nameros # = 6k + 1
y n = 6k 4 3, es deair, # = 1, 3(mod 6) son la solucion de esie problema.
Eu efecto, por cuanto cada clemento integra la terna junto con los otros
dos, n = 1 debe ser un niimero par, y, por consiguiente, #, un nimnero im-
par, ¢s decir, n= | (mod2). Ademas, en cada terna hay tres

pares. Cada par aparece una soln vez, En total hay ”(”2“ 1 pares, Este

numero ha de ser multiplo de tres. De aqui, # = 1, 3(mod 6), es decir,
n=3 7,9 13 15 19, ...  Eslas condiciones son necesanias. Sleiner
phnded una cuestion: gson ellas también suhicientes? Reiss {55) dio en 1859
una tespuest alinmativa

NI Steiner ni Rerss sabian gque un problema combinatorio andlogo fue
planteado y resuelto un poco antes, en 1847, por Kirkman [56]. Pasados
tres aiios, Kirtkman propuse etro problema combinatorio [57): una pro-
fesora saca cada dia a pascar a un grupo de 15 niias; las forma en 5 filas
de a 3 mias en cada una; se requicre organizar las ternas de un modo
tal gque ¢n ¢l transcurso de 7 ding cada alumna se encuentre con todas las
demds una sola vez.

Ll sistema de fernas descrito en este problema lleva ¢l nombre de
Kirkman. En comparacion con el sistema de ternas de Steiner, en éste estd
presente una condicion adicional (ka Hamada condicién de solubilidad): el
=1
2
bicma de Kirkman hay 7 componentes y cada una corresponde a un dia
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de la semana) de tal modo que cada uno de # elementos aparece exac-
tamente una vez en las ternas de cada componente.

Susge la preguntar jeuantos sistemas del tipo dado existen? Para las
ternas de Steiner se sabe lo siguiente. Si n = 3, 7, 9, entonces existe
solamente un tipo de tal sistema, & saber;

a) para 7 = 3, solamente ¢l sistema de una terna

123
b) para = 7, solamente de siete ternas
1 2 3
i 4 5 2 4 6 3 4 7
¥ 6 7 2v 5 i N S

¢) para 7 = 9, solamente el sistema de 12 ternas

1 2 3
1 4 5 2 4 9 3 4 8
1 6 8 2 56 3 5 7 4 6 7
1 7 9 2 7 B 16 9 5 & 9
Resultd que para = 13 existen dos sistemas de soluciones no isomor-

fas, es decir tales gue no pueden ser obtemdos una del otro por sustiucién

de los ciementos o por permutacion de las wernas. Listos sistemas constan
de 22 rernas iguales

2 3

1 4 5 2 4 6

i1 6 7 2 5 7 4 3 8 T 3 U 8§ 5 1
1 &8 9 2 8 i 4 7 9 7 8 13 8 6 12
1 10 11 2. % 12 4 10 13 710 ]2 6 9 1
1 12 13 2 1113 4 1l 12 j 512

y cuatro no equivalentes: para cl primer sistema

I 6 W 5 6 13
3 313 ¥ 9 10

y para el segundo,

3 6 13 5 6 10
39 10 &5 9 13

Para ¢l afio 1925 fueron terminados los calculos de 1os sistemas de ternas
de Steiner para # = 15: tales sistemas diferentes resultaron ser 80. Por lo
gue sabe, no se volvieron a calcular las ternas de Steiner para n > 15. En
lo que ataiie al nimero de sistemas no isomorfos de ternas de Steiner, éste
crece indefinidamente con ¢l aumento de n (véase [58]).

La solucién del problema de Kirkman (conocida desde el afio 1921) es
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1 2 s 1 3 9 1 4 15 1 6 1
3 415 2 15 2 9 11 $ 7 1
4 6 12 4 13 310 12 3 8 13
7 8 1 5 14 5 7 13 4 9 14
9 10 13 6 1 6 8 14 5 10 15
1 8 10 1 7 14 oS o
21314 2 4 10 2 3 6
3 04 7 3 51 4 5 8
S 6 9 6 13 15 7 9 15

112 15 8 9 12 10 11 14

Los métodos de construccién de los sistemas de ternas son, en lo principal,
recursivos, es decir, se construyen sistemas “iniciales” de ternas para los
valores pequefios de los pardmetros, y después sc emplean los métodos que
sC apoyan en esta reserva que ya se liene. He aqul algunos de estos métodos.

Si existen dos sistemas de ternas de Steiner, A y B, de ordenes v y
vz, respectivamente, puede construirse un sistemna de Steiner mis, el C, de
orden v = vy-vz, que conticne subsistemas isomorfos a los dados.

Sea (@, a;, ax) una terna del sistema A y sea (b, b, by) una terna del
sislema B. C:nnslruyamos ci sistema de ternas C a base de los elementos
cy(i=12,..,uv;J =12, ..., 1) que forman las ternas (G, Cjs, Cku),
si cstd cumplida alguna de las condiciones siguientes: 1) r = s = w, (a5, a;,
aey €A, 2) i=j =k, (b, by, 1) € By 3) (m, aj, axy € A, (b, by, ) € B. Un
sistema isomorfo ai sistema A serd el primero de ellos a condicién de que:
r=g=n=1}yde sistema isomorfo a B servird el scgundo con [a condi-
ciondequei=j=%k= L

En 1893 Moore {59] propuso el método de construccidn de las ternas
de Steiner basado en las ideas expuestas mds arriba.

Scan dados los sistemas de Steiner: S de orden vy, que estd integrado
por S de orden vy, y S; de orden vy > §; entonces, se puede construir un
sistema de Steiner § de orden v = va + vi{t» — v3) que tenga subsistemas
isomorlos a S;, S, Si.

Tomemos un  conjuntio de v = u; + v(vy — va) elementos y
representémoslo en la forma siguiente

Mu:m @...d,;
My by .. -iit.“'__,,J;
My by ... H

y =y

1"4"’ : ”.-l--bu,-r —_— b”h"“l,)_
Tormemos Jas ternas rigiéndonos por las siguicntes reglas,
1. Pongamos los clementos de My en una correspondencia biunivoca
con los elementos de §; y clijamos todas las ternas (a;, @5, ax), si ellas co-
ricsponden a las ternas del sistema Sy,

103



2, Pongamos los elementos del par de conjuntos Moy M, i = 1, 2, . .
v en una correspondencia biunivoca con el sistema S; de un modo tal que
M, corresponda a su subsistema Sy. Las ternas compuestas por los elemen-
tos de Mo ya se han encontrado segin la regla anlecedente. Las deinds ternas
han de contener no mas de un clemento de My, y, por consiguiente, tienen
la forma: (am, by D) O (bi, bix, bi). Por supuesto, ellas deben co-
rresponder a las ternas reslantes del sistema S,.

3. Dcfinamos ¢l sistema S; sobre los nimeros 1, 2, ..., v. Si U o
r) es una terna ce este sistema, formemos todas las ternas de la forma (bjx,
biy, brz), donde x + y + z = 0 (mod vz ~ ).

Las reglas citadas dan todas las ternas del sistema S de orden
v=u1+4+ v(vz — ).

En lo que se refiere a las ternas de Kirkman, podemos decir que se
han encontrado métodos, con ayuda de los cuales ellas se construyen para
fos 6rdenes (véase [60])

v =15, 15-3", 3" 2% . |

Pueden considerarse también ternas de otros tipos, diferentes de las de
Slcmcr y Kirkman. Asf, por ejemplo, un cuadrado latino genera el conjunto
de n? ternas ordenadas, donde cada terna (i, /. k) corresponde a que en
la i-ésima fila y la y-ésima columna se dispore un elemento &; J, j, k = I,
2, ..., n. La condicién de que una totalidad de ternas (4, j, k) (i, j, k= 1,
2, ..., n) forma un cuadrado latino consiste en que cualquicr par de com-
ponentes de la terna ha de encontrarse una y sélo una vez.

Introducidos los sistemas de ternas de Steiner y Kirkman, los problemas
en cl dominio de las muestras combinatorias, a lo que parcce, deberian
concentrarse en las siguientes direcciones:

a) en la elaboracién de fos métodos de construccién eficaz de los diver-
sos sistemas, en primer lugar, de las ternas de Steiner y Kirkman;

b) en lus generalizaciones de los problemas de ternas para los sistemas
de 4-, 5-, 6-, etc. conjuntos., Aungue dichos problemas siguen siendo ac-
tuales hoy dia (véase [61]), 1al camino de desarrollo paulatino fue pertur-
bado. Tuvo lugar un salto ldgico, cosa no tan rara en las matematicas. La
superacién de Jas dificultades se empezé a buscar en la via de construccion
de una teoria mas general.

Actualmente entre los sistemmas de incidencia los que mayor interés
presentan son los blogue-esquemas (esquemas en bloque). El estudio de
estos se efectia con gran actividad, lo que se explica tanto por las
necesidades de la prictica, como por los intereses cientificos puros.

En forma simplificada el origen de los bloque-esquemas puede ser
descrito del modo siguiente. Los resultados del experimento realizado a un
mismo tiempo en condiciones determinadas se escriben en forma de colum-
na (bloquc). Los resultados reiterativos, obtenidos en otras condiciones
(cambiadas), proporcionan bloques nuevos. La coleccion de los bloques da
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una tabla bidimensional llamada bloque-csquema (en forma abreviada BD,
que proviene de la expresion inglesa “block-design’™).

De la elaboracién estdtica de los resultados nace un enfoque al problema
de planificacién del experimento, es decir, de formacién de su esquema
(plan) con el fin de obtener resultados éptimos con un niimero minimo
de pruebas.

Para el andlisis combinatorio, entre un gran nlimero de problemas con-
cernientes a los blogue-esquemas los que mayor interés representan son los
problemas de existencia y clasificacién, los que estudian las propiedades
de los diferentes tipos de blogue-esquemas, los métodos de construccidn
de los mismos, la correlacidn, la elaboracién de las cuestiones contiguas
de la matemadtica discreta, de las geometrias finitas, de los grupos finitos,
etc. Estos problemas tedricos se analizan intensamente desde el fin de los
afios 30 y el principio de los 40.

Seca un v-conjunto de elementos my, m1, .. ., m,. Los elementos de
diclio conjunto estdn distribuidos entre & blogue-subconjuntos Ay, M,

. .» My, a interseccidn de los cuales no es obligatoriamente un vacio. El
niimero de clementos en el bloque M;lleva el nombre de volumen del bioque
¥ se denota con k;. Los clementos pueden aparecer en varios bloques. Seca
#; el niimero de apariciones del elemento # (es decir, el mimero de blogues
que contienen my), i = 1, 2, ..., v; por fin, introduzeamos el nimero de
repiticiones (pares no ordenados) de los elementos: A, (p = 1, 2, . . ., (v/2)).
En tal caso suele decirse que ¢l conjunto de bloques Afy, .. ., My forma
un bloque-esquema con los pardmetros v, b, 1, k;, N, (si en lugar de los
pares se analizan las ternas o /-nuestras de elementos, entonces la disposi-
cién correspondiente se denomina configuracion (dctica). Asi pues, un
bloque-esquema se caracteriza por los parametros v, b, n, ki, As.

Pucden haber varios tipos diferentes de bloque-esquemas. Por ¢so in-
troduzeamos el principio de la clasificacién de los blogue-esquemas tal
como se forméd hasta el presente. Ante todo, un blogue-esquema se llama
campleta, si en cada bloque estan contenidos todos los elementos del con-
junto, es decir, & = v, f= 1, 2, ..., b, e incompleto, si kg < v, j=1, 2,

. » b. Los cuadrados latinos pueden servir de ejemplo de los blogue-
esquemas completos,

Los bloque-esquemas incompletos se dividen, a su vez, en dos grandes
clases: la clase de bloque-esquemas incompletos equilibrados (en la forma
abreviada BlB-esquemas, lo que viene del inglés “balanced incomplete
block design™) y la clase de bloque-esquemas incompletos parcialmente
cquilibrados (PBIB, del inglés “partially balanced incomplete block
design"”).

Un bloque-esquema se llama BiB-esquema, si ki =l = ... =
=ky=k<vin=...=r,=r y M=\ para cualguicr p; dicho de
otro modo, en un BiB-csqucma todos los clementos tienen un mismo
nimero de repeticioncs, todos los bloques son de igual volumen y cada
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par de elementos aparece en un mismo nimero h = const de bloques. Los
PBIB-esquemas se diferencian en que en ellos A # consl. Debido a esta
circunstancia se genera un gran numero de diferentes tipos de PBIB-
esquemas, lo que crea dificullades considerabies en la investigacion de ellos.

Se denomina bloque-esquema incompleto parcialmente equilibrado con
m clases, o, en [orma mads breve, PBIB(1)-esquema a un bloque-esquema,
v
2
partido en s clases disjuntas (un par de elementos referente a la i-¢sima
clase se denominard i-conexa), de un modo tal que

a) cualquier par de clementos j-conexos esté contenido exactamente en
A\i bloques (i =1, 2, ..., m);

b) para cualquier elemento exista exactamente m; elementos que sean
i-conexos con ¢l primero (i =1, 2, ..., m}

¢) para todo par de clementos i-conexos, A y 3, el niimero de clementos,
j-conexos con a, v, al mismo tiempo, /-conexos con 8, es ipual a pj, con
la particularidad de que ph=p (i /, 1=1,2, ..., m).

Por consiguiente, los parimetros de un PBIB(m)-esquema son los
numeros

en el que el conjunto de todos los ( ) pares de sus elementos puede ser

v, bk amph GAT=1,2, ..., m)

Con ¢l objeto de contribuir a concebir un gran nimero de construc-
ciones combinalorias nuevas y, a veces, complejas, proponemos al lector
el esquema de la clasificacion primaria de los bloque-esquemas sciialando
las continuaciones posibles (fig. 4.1).

La teoria moderna de los bloque-esquemas es enorme en cuanto al
ntmero y volumen de Jas investigaciones reales, a menudo dispersadas y
débilmente organizadas. Mds abajo se expondran los fundamentos de esla
teoria sin pretender interpretar los hechos plenamente.

Al principio de este capflulo ya se ha considerado en forma general
¢l método de representacion matricial de la estructura de un conjunto. Apli-
quémoslo a los bloque-esquemas. Sca un bloque-esquemna con los
parametros v, b k, r". Pongamos

s 1, si el i-ésimo elemento se encuentra en el j-esimo bloque
=
- 0, en el caso contrario,

Fel A o V8 = L oss B

La (v x b)-matriz N = |my| se llama matriz de incidencia del bloque-
esquema dado; cn este caso cada fila de la matriz N contiene r unidades
y cada columna conticne & unidades (A, es igual al producto escalar de

! No vainos a escribir ¢l pardmetro X, si no se indica de qué, precisamente, bloque-
esquema (equilibrado o parcialmenie equilibrado) se tiata en ¢} caso a considerar.
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Blonue-esquema

b-y¢
meomjiletas

B.-e
completos

A= const A/ const

IPBIB-- euema

BIB = esquoma

veb, ker =

|

]

]

BIB- esquemas BIB- esguemas :
simétricos asimétricas {Clasificacibn segin

el nimera y hipa
de i- conexiones)

Planos
proyectivos
finitos

Vg1,

dos filas). Por ¢jemplo, un BlB-esquema con los parimetros v = 6, b = 10,

k=3, r=25 A=2 lene la siguiente representacion matricial {matriz de
incidencia):

Blogue-esquema Malriz

It 1112 3 2 3 2 1 1 11 1000000

2 3 4 5 2 3 4 4 5 4 1 ¢ 001 1 0 ¢ 01

3 4 56 6 5 6 5606 11 0 0 0t i 01 0
0O 1L 1 00 0 1 101
a o1 1 0610 110
00 01 1 01 011

He aqui un ejemplo mds: supongamos que para un 9-conjunto se exa-
mina el siguiente sistema de subconjuntos:

Bi=(1, 2, 3) By =(4,5 6 B,=(,8,9) By = (1, 4, 7)
Bs = (2, 3, 8); Be = (3, 6, 9); =1, 5, 9) Be= (2,6, 7
- 489 = (3| 41 8}; B.lo = (11 6, 8): Bll = (2) 4, 9) BIZ - (3a 5, 7)

No es dificil ver que este sisteina es un BiB3-esquema con los pardmetros
v="9 b=12, k=3, r =4, A = 1. Escribamos el bloque-esquema, como
antes, en forma de una (k X D)-tabla rectangular:

1
2
3

o Lnoda
oooo =

1
4
@

oo L b
A==
O -
-~ o\ b
[-
o Oy —
R=0F
-1
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La mattiz de inedencia de este blogue-esquema es

001001001 00
1 000 1 001 001 0
100 00 1 00 1 001
o Lo 10000t 01 Y
¢ 1 001 01 00001
¢ 1 0001+ 010100
o011 60010001
00101 0001100
oo0o1001 100010

Pese a que la matriz parece ser engorrosa, Jas matrices binarias de in-
cidencia son en la prdctica muy simples para las operaciones, Del andlisis
de sus estructuras, podemos oblener dircctamente una serie de propicdades,
incluidas las refaciones entre los patdmetros. Por ejemplo, para los bloque-
esuemas fencimaos en gL"I'lL'Iili

" h
l; h = 2; kj‘
| Il

o que ¢s obvio, En particular, para los BiB-esquemas tenemos
bk = vr; (0
k= D= Xp - D (2)

La primera de las relaciones expresa un simple cilculo del numero de
elementos en el blogue-esquema (es decir, el nimero de todas las unidades
en la matriz de incidencia). Eu la scgunda relacidn los razonamicntos son
los siguientes: cada elemento se encuentra £ veces y estd siempre conliguo
de k — 1 elementos. Bste misino clemento se encuentra h veces haciendo
un par con ¢ada uno de las v — 1 elementos.

Veamos las relaciones entre los parimetros dei PBIB(m)-esquema. Es
evidente gue subsiste, voma antes, koiguatdad (1) Tstablezcamos algunas

oty ipualdades:
i "

Mim=w - 2 Na=rlk = 1)
1=t =1
Mo ny, st # f;
g = &}
;éfﬂ {rrj-l, sii= = k2 o /

n F’jr = npl = ":.D:_.ﬂ: LAl=1,2 0., m

La primera de las relaciones es obvia. La scgunda es una modificacion de
(2) y se demucestra por razonamientos andlogos. En la siguiente igualdad
e

35 pl significa el ndmero de clementos j-conexos con cualquicra de los
I=1
dos elementos i-conexos. Es igual, por consiguiente, a s, (si { # ), o bien
a =1, (s ) BEn o que se reficre a la ultima relacidn, esta se
LOR



demuestra del modo siguiente: tomemos un elemento fijo . Por definicién,
existen n; elementos By, Bz, . . ., fay, i-cOncxos con a, y, ademds, n; elemen-
l0S yi, vz, -« . Ynp J-conexos con o. Construyamos una tabla binaria

8 A
byt il
e
b'r:,n. J'J-,:',

en la cual
8, 1, si i ¥y v. son l-conecxos;
b'rJ = r
0, en cl caso contrario.

Calculemos el numero de unidades en cada columna de la matriz:
. nf B.’
.l G i a
Ll b vod = Pin
y en cada columna:

,
S L
2 b, =pls

#a |
De los dos métodos de cdleulo de todas las unidades en la matriz obtenemos
J'];','F}J = ”}H;.i"

Las relaciones (1), (2) y (1), (3) son condiciones nccesarias para que
exista los BIB- y PBIB(m)-esquemas, respectivamente.

Sea N = [n] una (v x &) matriz de incidencia de un bloque-esquema
incompleto equlibrado con los pardmelros v, 4, r, £, . En este caso N
satisface la siguiente ecuacién matricial

NNT = (v = N + \J,

donde N7 ¢s la matriz transpucsia de N: 7 es la maltriz unidad de orden
v; J s una matriz intcgrada plenamente por unidades, también de orden v,
Efcctivamente, calculemos el producto

NNT=B=|b); ij=12 ...u

El elemento by es igual al producto escalar de Ja i-ésima fila de N por
la j-¢sima columna de N7, por consiguiente,

!' e

4 r, st 1=/}

by = mm=[ .
% 2;1 o M, sl P

Li=1,2 .00

De aqui
B = oA =r e MI=T)=(r—= NI+ N
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Para la matriz B puede hailarse ¢l valor de su determinante:
det = (r—= X" HeN =X+

Para obtener cste resultaclo basta sustraer la primera columna de todas fas
demids colnnnas, y a confinuacion, agregar la suma de todas las filas, par-
tiendo de la scpunda, hacia la primera fila. En este caso, por arriba de
la diagonal principal se dispondran sélo los ceros: ap=r+ -5

aj = ...=a),=r—\ loquenos da ¢l resultado buscado, Por cuanto

de que k < vsededuce guex = 7 —iu:—: < r, entonces det B # 0. Hacien-
do uso de (2), tenemos
det B=(r—N""lrk # Q.

De cste modo, el rango de la matriz B es igual a v, Por olra parte,
el rango de N (y ¢l de N no sobrepasa b, Segin se sabe por la teoria
de las matrices, cl rango de un producto no es superior a los rangos de
los factores. De aqui se deduce una desigualdad importanie

bz,

llamada designaldad de Fisher, la cual sirve también de condicion necesaria
para Ja cxistencia de un BIB-esquema.

Del andlisis de la matriz de incidencia N y de la malriz B = N-NT
pueden deducirse una serie de teorcmas referentes a los tipos particulares
de los bloque-esquemas (véase [62]).

Las matrices de incidencia no son ¢l tnico método de describir los
bloque-esquemas; otro método andlogo es ¢l de aplicacién de las formas
cuadriticas. Este tiltimo método es singularmente intercsante, porque la
reoria de las formas cuadraticas esta sulicientemente claborada. En electo,
la correlacién N-NT = (r — M) + A/ sc reenuncia en las  formas
cundriticas. Introduzcamos las vaciables indeterminadas: xi, ¥, .- X,
correspondientes a los clenientos de tos bloque-csquemas, y asignamos 2
cada blogue by la forma .

L_,': E X, j = 1, 2. A
I=1
donde ny es la multiplicidad del elemento { en ¢l bloque by, Entonces, a
Ia ecuacion matiicial N*N7 = (¢ — NI + WJ se lc pondrd en corresponden-
cia la forma cuadrdtica;

b 1 1] 2
e T Oy e zx,-) ,
i=] i=] i=1

En la tcoria del andlisis combinatorio y en las aplicaciones del mismo
los blogue-csquemas desempedian un papel de importancia. Varias dc las
estructuras combinatorias conocidas representan tipos particularcs de los:
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bloque-esquemas o son equivalentes a los viltimos. Aclaremos esto con un
ejemplo.

Segiin lo dicho con anteroridad, los cuadrados latinos resultan ser
bolque-esquemas completos. Las ternas de Steiner son, en esencia, BIB-
esquemas, para los cuales & = 3, X = 1. Para ellos las correlaciones (1) y
(2) entre pardmetros adquieren la forma

W=uwr,2r=p-1;
de donde

v=2r+ ; b = __r(_2r x, ”
= » 3

Y, por consiguiente,
r=0,1(mod 3); v = [, 3 (mod 6).

Las matrices de Hadamard /1 son equivalentes a los tipos particulares
de los bloque-esquemas. Efectivamente, tomemos fa matriz H de orden
n z 3. Se conoce (véase § 4.1) que # = 0 (mod 4). Normalicemos ff, ¢s
decir, multiplicando las fitas y las columnas correspondientes por — 1,
reduzedmosta a una forma, en la cual la primera fila y la primera columna
estardn compuestas de unidades positivas. Tal matriz /7 de orden
n =428 resulta ser eguivalente al BlB-csquema simétrico con los
pardmetros

v=b=dt~1; k=r=2t—1, A=1t- 1.

En efecto, a toda matriz normalizada F se le puede poner en corresponden-
cia una (0, 1)-matriz A4 de orden v = 47 — 1, en cada linea de la cual sc
tienen k = 2f — 1 unidades. El método de esta operacién consisic ¢n que
en la matriz normalizada £ se tachan fa primera fila y ]a primera columna,
y en Ja matriz restante todos los menos uno se sustituyen por ceros. La
matriz 4 satisface la relacidn

Aal =54 (¢ — 1)

y representa, pues, una matriz de incidencia de un blogue-csquema in-
completo equilibrado en el que r — A = 1, y A = ¢ — 1. Los razonamicntos
son ficilmente invertidos, lo que precisamente demostrard nuestra
afirmacién.

En el § 4.2, al demostrar el teorema de existencia de la familia de
cuadrados [atinos ortogonales, se ha mostrado que la construccién de (al
familia es equivalente a {a conformacién de una tabla ortogonal de fuerzas.
Resulta, no obstante, que la existencia de la dltima origina la existencia
de un blogue-esquema de determinado tipo. Expliquemos este hecho mas
detalladamente, pero, antes demos a conocer la definicién general de la
tabla ortogonal.

Sea dada una (m X N)-matriz 4 con elementos del conjunto § = {0,
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1,2, ..., 85— 1). Existen en total 5" diferentes columnas de longitud £ cop
fos clementos del conjunto mencionado, Sl ¢n cada submatriz de ¢ filas
de la matriz A la columna (X1, X2, . . o &))" aparece Mxi, Xz, . . ., X¢) veces,
dondc ¢l nimero A es positivo v no varia al realizarse las permutaciones
de xy, X1, ..., X, enlonces la matviz A se Hama tabla parcialmenic
equilibrada de fuerza ¢ con N columnas, m filas, & simbolos y los
pardmetros Ax, Az, ..., X&), ¢, en una forma mds breve, tabla (N, m, 5
1} con los parametros Mxi, Xz, - . -, X7). S\ = const para todas [as columnas
(%1, X2, . . . X0, cutonees la tabla (N, m, 5, 1) s¢ denomina tabla orlogonal
de indice .
Aduzeamos, a tituto de cjemplo, una tabla ortogonal (18, 7, 3, 2} de
indice X = 2 con los simbolos 0, 1, 2:

Tabla 4.2
Munietos Mnmcros de kg columnas
e las
Fikas 1 —
12 3[4 5 6 7T 8 9 1000 12 13 14 15 16 17 IR
I g1 2o ) 201 201201 201 2
2 o1 2o 2 2@ 201 12N T Rl
3 o TR e 3 2wl 209 1k 20
4 v 1 2zl20 1 20 1 01 2120120
5 o v 21 2020 ) 1200122041
fi ¢ L 20201 1 201 20201012
1 oo oo o0 L1112 2 22 22

Si separamos de csta tabla las tres primeras columnas y Ja tltima fila
obtendremos una tabla parcialmente equilibrada (15, 6, 3, 2} con los

paramelros
2, 5N A
A, a) = :
1, sixi = x.

La existencia de & cuadrados latinos biunivocamente orlogonales de
orden 5 es cquivalente a la existencia de una tabla ortogonal (s%, k+2
s, 2) de indice A = 1 _

Efectivamente, sca que tencmos una tabla ortogonal (6%, & + 2,5, 2)
y supongumos quc los clementos en csta tabla estin designados con los
nimeros 1, 2, . . ., & Permulemos las columnas en la tabla de una manes
tal que los elementos de las columnas en las primeras dos filas se encuentren
cn orden

O, D, 2y oo s) oo (8 D), 65,2), -, (s 5)
Para cada / = 3, 4, . .., k + 2 construyamos la labla A; = (st 5 5 2) dd
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modo siguiente: 1a primera columna 4; consta de los primeros s elementos
dela fila / de la tabla inicial; 1a segunda columna, de los siguientes s elemen-
tos, ete. hasta la dltima compuesta por los titimos s elementos de la misma
fila. Las tablas Ay, A4, . . ., Ax + 2, conformadas del modo indicado, forman
un conjunto compuesto por & cuadrados latinos biunfvocamente or-
togonales de orden s, El hecho de que la tabla A no contiene dos elementos
iguales en la columna lo muestra el examen de la primera fila de la tabla
inicial. Una propiedad andloga de las filas se ve del examen de la segunda
fila. Si /s f, entonces, 41 y A son ortogonales, 1o que se desprende del
método de construccidn de las [filas correspondientes. La demostracién
como es facil comprobar es convertible,

Las investigaciones cientificas en el dominio de los bloque-esquemas
se agrupan actualmente alrededor del problema de existencia (o no existen-
cia) de los tipos aislados de los bloque-esquemas, del estudio de sus pro-
picdades y de la basqueda de los métodos de su construccidn. La teoria
combinatoria se encuentra en este respecto sélo al principio de su desa-
rrollo. Pura el estudio ulterior de este tema podemos recomendar al lector
las capitulos 10—16 del libro [4].

Las investigaciones modernas en ¢l dominio de tas disposiciones com-
binatorias y de los bloque-esquemas requieren, en particular, la utilizacién
de la teoria de Jos nimeros, la teoria de las matrices, la teoria de los Cuerpos
convexos, etc,

4.4. PERMANENTES

Este concepto ha adquirido en el andlisis combinatorio moderno una
importancia tedrica y praclica tan grande que consideramos nececsario
dedicarle un pérrafo especial aparte.

Scan dados un conjunto § = (&, . . ., 5.} v cierta familia de sus subcon-
juntos M = {5, S, .., Su). El teorema de P. Hall da las condiciones
necesurias y sulicientes para que la lamilia M posea sistemas de represen-
tantes distintos y una frontera inferior para ¢l nimero de tales sistemas,
Sin embargo, cu muchos problemas del andlisis combinatorio surge la
necesidad de obtener estimaciones mas exactas de este nimero. Este ob-
jetivo se consigue por introduccién de una nueva nocién, permanente de
la matriz, y estudiando las propiedades del mismo.

Sea una matriz A = |a|, i=1, 2, ..., m ji=1 2 .. w 11, Cuyos
clementos estdn representados por nvimeros reales, Se denomina per-
manente de la matriz citada la cxprcsign {el mimero)

perA = 3 I @iy,
g i=1
en la que Ja sumacion se realiza respecto de todos los encajes o de (1, 2,
~owom)oen [1, 2, ..., n). En este caso se supone, naturalmente, que
m=n,
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Sea 4 una matriz de incidencia para M respecio de S, entonces
per A serd el nimero de sistemas de representantes distintos, de los cuales
dispone la familia de subconjuntos M.

Los permanentes fueron introducidos en 1812, casi simultdneamente, en
las memorias de Binet [63] y Cauchy [64] en relacion con ¢l desarrollo de
la teorin de determinantes como tipo especial de las funciones simétricas
de signo variable. El término “permanente” apiiecid por primera vez cn
la obra de Muir [6S], donde csidan enunciadas alpunas propicdades del
permanenle.

Es cvidente que el permanentc ¢s invariante respecto a tas permutaciones
de las lilas y columnas ¢n la matnz A; la multiplicacién de los elementos
de cualquier fila de Ya matriz 4 por un escalar @ sustituye per A por
a per A, el desarrollo de Laplace en menores respecto a las filas es vdlido
también para los permanentes.

Una lista (@120, 82023, - + +» Bmowny) de elementos de la matriz A, en
la cual ningun par se encuentra en una linea (fila o columna) se denominara
transversal. El permanente de la matriz A representa, de este modo, una
suma de todas las nl(n — m) transversales de los productos de los clementos
de la matriz A, dispuestos en una misma transversal.

I.a determinacidn de permanente y de sus propicdades sefialan que la
nocion de permanente ¢s proxima a la de determinante. Sin embargo, si
ia técniva de cdlculo de los determinantes estd actualmente bien elaborada,
el cdlculo de los permanentes es un problema téenicamente dificil, coya
resolucion requiere nuevos avances. Hoy dia sabemos sélo un método que
consiste en la aplicacion de Ia formula de inclusiones v exclusiones.

Denotemos con A, una matriz que se obtiene de ks matriz A reemplazan-
do r de sus columnas por columnas compuestas de ceros. Sea S(A4,) el pro-
ducto de las sumas de las filas A, v £8(A4,), lus sumas S(A,) respecto de
todas las selecciones para A.. En este caso es valida la siguiente érmula
de Ryser:

m=1
H—m 4+ -y
perA = Z(-L}‘( _ ')ZJS{A,_".H).
im0 4
En efecto, designemos con M el conjunto de todas las m-permutaciones’
{/ti, . - . Jm) con repcliciones de los nimeros nalura'}lcs 1,2,... 1 Suponga-
mos que el peso de tal permutacidn ¢s igual a [ ay, v la propiedad g

significa que dicha permutacién no contiene ¢l ntimero entero i (i = 1, 2,
..., n). Supongamos ahora que A, se obtuvo de A4 por sustitucién de las
columnas con los nimeros iy, i, . . ., i, por las compuestas de ceros. En-
tonces, la suma de los pesos de las permutaciones de M que poscen cada
una de las propiedades pi,, pi, - .., Di, €5 igual a

Vpis Dizy « -« > Py) = S(A).
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Por consiguiente,
V(}') == E V(prlr Pizgs - o plirJ = ZS(A-'J
Lslj<ia<. <iran

La funcién per A es igual a la suina de los pesos de los elementos de M
que satisfacen las n — m propiedades p; (i = 1, ..., m). Al hacer uso de
la formula del método de inclusiones y exclusiones, llegamos a la formula
de Ryser aducida mads arriba. Para una matriz cuadrada A de orden n esta
formula adopta la forma

a—1

per A = 3 (= 1) ZS(A).
i=0

Si J es una matriz de orden n, compuesta integramente por unidades,
entonces per J = n!, y a tilulo de corolario, obtenemos la identidad

nl = Z (-1 C') (n - .
i=0

Si consideramos la matriv J — [, donde 7 es la matriz unidad, tenemos

Y |
per(J — 1) = n! Z (=1 R = Dy,
i=0
donde D, es el numero de desdrdenes. Valiéndonos de fa formula de Ryser,

podemos obtener otra férmula para el nimero de desordenes:
n=1

D, = Z (- (’:)(n - D -i-n,

i=0

Existe una conexion interesante entre cl permanente de una matriz
cuadrada 4 = Jay] (1, = 1, 2, . . ., n) de orden 21 y los permancentes y deter-
minantes de sus submatrices principales. Desipnemos con Q.. ¢l conjunto
de todas las sucesiones crecientes = (fi, ..., jr) de longitud & de los
numeros naturales 1, 2, .., mr LS i< <...<je<n Sea j€ Qrn
con A[j] denotemos una submatriz |ai) (n s = 1, 2, . . ., k) dc Ja matriz
A, veon A(J), una submaltriz de la matriz A de orden (n — k), complcmen-
taria a A{J).

Resulta valida la siguientc relacion (véase [66]):

"
perAd = 3 (="' 3 per A7) det AL, (1)
k=1 JeQkn
Efectivamente, no es dificil notar que la expresién en ¢l scgundo miembro
de esta {drmula representa una suma de los productos de los elementos
de Ia matriz 4 dispuestos en una misma transversal con cicrtos coeficientes
enteros, Por consiguiente,
n

» (—I)""_E per A(Ndet A[f]1 = 2, ds fl ia(is

k=1 JeQkn aEa. iwl



donde [a sumacion se realiza respecto de todas las sustituciones o del grupo
simétrico &, de grado n. Demostremos que d, = | para cualquier sustitu-
cidn o € @,. Con cllo quedard demostrada la formula (1). Desarrollemos
o en producto de ciclos: o = {¢1) . . . (c), ¥ nolemos que la expresion au

. duagmy figura en aquellos y sdlo aquellos productos per 4 () det A [f]
del segundo miembro de la formula (1), para los coales existen los ndmeros
naturales i, . .., (0 € h < ... <hi<m, | i< m)lalesque §fi, ...,

n

Jx) = U &, donde &, es el conjunto de nimeros naturales que forman
p=l

la nolacion del f-ésimeo ciclo. Por consiguiente

da= Z Z (_l)||'1..,nz—i,(__”?ah.. el

a1 JEQum
m i
= 25 2 t=nis D (",’)(~l)*'*'= L
i=1 jelum i=1 !
donde |, . . ., /| ¢s la longitud sumaria de los ciclos ¢, ., ¢. La afir-

macidn estd demostrada.
Observemos que la identidad (I) puede s¢r escrita en la siguiente forma
n
detd = 3, (="' 3 det A(f] per A[f).
k=1 ji

J€nn

He aqui dos identidades de MacMahon {72] que pueden obtenerse como
sitnples consccuencias de la formula (1)

" k3
perA= 3 (-0)""Fk1 3 ]T det AN, (3)
k=1 NN - Nki= '
W I3
detd = 3 (=1 %k MZ‘ 1T per A[N]. {4)
k= NAN LN s

La suma se toma aqui respecto de todas las particiones del conjunio
N=(1,2, ... n}ecnk partes Ny, ..., Nk. En electo, sustituyendo per
A () en el segundo miembro de la férmula (1) por la expresién correspon-
diente segiin Ja misma férmula y haciendo asi un nimero [inito de veces,
llegamos, tras algunas transformaciones sencillas, a (3). La identidad (4)
se demuestra de un modo andlogo empleando fa formula (2). Las
dificultades que existen con los cdlculos de los permanentes condujeron
a la aparicién de desigualdades, las cuales desempefiaron un papel fun-
damental en la investigacién de toda una serie de problemas del analisis
combinatorio: problemas de Van der Waerden sobre el minimo del per-
manente de una matriz dos veces estocdstica, problemas de estimacién del
nimero de ternas de Steiner no isomorfas y de rectdngulos latines, pro-
blemas sobre ¢l nimero de recubrimientos de un grafo dimensional reticulai
por dimeros, elc.
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Cronolégicamente la primera desigualdad no trivial para los per-
manentes fuc oblenida en 1961 por Marcus y Newman [I8]. Sea A4 una
(m % n)-malriz, y sca B una (n X m)-matriz. Entonces

[per (A- )‘.t’)|2 per(A-A")- -per(8-B,

con la particularidad de que la igualdad se consigue, si y sélo si existe una
fila nuia en A, o bien una columna nula en B, o bien A = DPBT para
cierta matriz diagonal D y ia matriz conmutadora 2 El signo ‘T denota
la operacion de transposicidn de la matriz. Para una matriz cuadrada de
orden n de aqui se deduce (si ponemos B = [I):

Iper A* < per (4-47),

La igualdad se verifica, si y sélo si A tiene una fila nula o bien 4 = DP

En 1980 Egérychev [67), haciendo uso de la representacidn del per-
manente en lforna de un discriminante mixto, introdujo en la teoria de
permancnics lus desigualdades cldsicas de Alexdndrov y Brunn-Minkowski
quc se emplean en la geometria. Debido a cllo ¢l tuvo éxito en demostrar
la validez de la conocida hipdtesis de Van der Waerden®,

Aducimos cstas desigualdades para los permanentes, dejando al lado
su fuente originaria, cs decir, la tcoria geométrica de los discriminantes
mixtos de A. . Alexindroy, desarrollada por ¢t en los aifios 30 y utilizada
para estudiar los volimenes de los cuerpos convexos en el cspacio
cuclidiano.

Nos haran falta algunos hechos del dlgebra lineal. Sea L un espacio
lincal de dimensidn finita sobre R, y sca ¢ una forma bilincal simétrica
en L. Suele decirse que (L, @) €5 un espacio con méirica. Se denomina
signatura de ¢ a la terna (b, k2, A3), donde &, es ¢l numero de valores
propios positivos de una matriz de la forma ¢ en cierta base, 43, el niimero
de valores propios negativos, y &y, el nimero de valores propios nulos de
la matriz meacionada, Bl (corema de Sylvester (la ley de inercia) alirma
que dicha terna no depende de 1 base. Sc dice que el espacio con métrica
(L, v} s el espacio de Minkowski, si la signatura de ¢ es iguat a (1, 72 ~ 1,
0).

Lema 1. Un cspacio con métrica (L, @) es ¢l de Minkowski, si y sélo
si se cumple la condicion ©: cxiste un vector a € L tal que o(a, a) > 0, y
para cualquier b€ L de p(a, &) =0, b 0, sec deduce que (b, b) < 0.

Demostracidn. Recordemos que €] vector a € L se denomina regular, si
existe tal b € L que g(a, ) # 0. Un subespacio M S L es regular, si [o es
cualgquier veclor no nulo suyo. Supongamos ahora que (L, ) €5 un espacio
con métrica, para cl cual se cumple la condicién $. Por cuanto ¢l vector
a es regular, podemos descompener L = [a} @ Lq, donde [¢] cs la cép-
sula lincal de ¢, y L. ¢l complemento orlogonal de a (véase [69]). Cons-

" D. L Falikman [68] obluve independienietnente la solucidn det problema de Van der
Waerden (sin demostrar la unicidnd de la maltriz minimizadora),
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truyamos en Lg; una basc ortogonal &, . ... b, Bntonces a, by . by
serd la base ortogonal en L, donde ¢(a, ) > 0, y o(b;, &) < 0, cualquiera
que sea i€ {2, ..., n], es decir, (L, ) es ¢l espacio de Minkowski. Lo
reciproco, evidentemente, también tiene lugar (partimos del hecho de que
en un espacio con métrica existe una base ortogonal). El lema estd
demostrado.

Sea (L., ¢) un espacio con métrica. Un vector a € L se llama positive
(negativo}, si gla, a) > 0 (pla, @) < 0), ¢ isdtropo, si ela, &) = 0.

Teorema. (Desigualdad de Cauchy—Buniakovski para el espacio de
Minkowski). Sea (L, ¢) un cspacio de Minkowski; a, un vector positivo
y b, un vector arbitrario. Entonces

¢ a, b) 2 ela, a)olb, b) (5)

y la igualdad tiene lugar, cuando y sélo cuando & = M para cierto X € R.

Demuostracidn. Si h = hu para cierto A € R, entonces en (5) tiene lugar
la igualdad. Si (b, D) €0, entonces, evidenlemente, (5) sc verifica.
Supongamos que b ¢ {a], (b 0) > & en cste caso examinemos un plano
P = [a, b]). Demostraremos que en P hay un vector negativo. Si para cierto
YEP, y#0, se verifica (3. ¥) = 0, entonces, segin ef lema 1, tenemos
wla, y) # 0. De aqui resulta que la expresidon ¢l + Ay, a + W) = o(a,
a) + 2helu, y) serd inferior a cero con A correspondiente, es decir, se ha
cncontrado un vector negativo en . Supongamos ahora que para todo
x€ P x#0, tiecne lugar o(x, x) > 0. En este caso P cs un subespacio
regutar. 1'or eso se construye una descomposicion cn la suma directa:
L = P® Py, donde P, es un complemento ortogonal de P. Tomemos las
bases ortogonales; (e, &) en Py (e, ..., e.} en P La unién de ellas
es una base grotogonal para L, En esta basc ple;, &) > 0, ¢lez, e3) > 0,
por consipuiente, la sipnatura de L ¢s (ky, k2, k) con k; > 2, lo que con-
tradice la afirmacién de que (/, ¢) ¢5 un espacio de Minkowski. Asi pues,
la suposicién de partida no es cicrta y en P sicmpre cxiste un vector
negativo. Examinemos ahora la expresidn ela + Ab, a4+ Ab) = elg,
a) + 2hpla, b) + Mo, b); para cierto : ella es negativa, por lo cual el
trinomio cuadrado de A cuenta con raices reales. Por consiguiente, su
discriminante no es negativo: )

¢*a, D) — pla, ayp(b, b) 20,

lo que demuestra (5). El caso de igualdad se analiza con ayuda de los
razonamientos andlogos y se sugierce que el lector lo haga como un ejercicio.
El teorema queda demostrado.

Teorema (desigualdad de Alexdndrov-Egérychev para permanentes).
Sea ay =0 para i, j= 1, ..., n. Entonces se verifica Ia desigualdad

@y e @yp=20,n =181 ,n
Gy v o =200 n - 1n,n
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> [ e :.?.‘f‘.:’f.‘:.‘.‘f'.-.'i:if.] - per [ f?.':!\:.:.:.f’.t-:t:.ffi'.:f‘.’.'.-.".] (6)
Qap oo Qun 20 n (fen - Ant - oo = 20nnlnn

Las malrices que estdn en el segundo miembwo difieren sélo por las
dos titimas columnas: en una matriz la Gltima columna repite ln peniiltima,
en la otra, viceversa. Sia;>Oparai=1, ..., 0;j=1,...,n-2, en-
tonces la igualdad se consigue, cuando y sélo cuando para todo i = I, 2,

.., 1 licne lugar @,n- | = Aa;,, donde \ € R. Para demostrar el teorema
se requieren dos lemas de D. I, Falikman [68].

Lema2. Sea y(x, ») una funcion bilineal simétrica en el espacio vectorial
¥ 1al, gue existe un vector no nulo a € V, el cual posee la propiedad de
que ¢(a, a) =0, y para todo x€ ¥ x# X a (\ € R) se afirma que de la
igualdad @(y, @) = 0 se deduce que ¢y, x) < 0. Entonces, si b, c€ ¥, B,
c# 0,y @b ¢ =0, ol b) >0, calonces ele, ¢) < (.

Demostracidn, Si para cierto x € ¥ se cumple Ta condicién o(x, a) =0,
entonces gy, x) < 0. De la desigualdad o(h, 0) > 0 se deduce (b, a) # 0.
Pongamos 1 = ~¢ ' (h a)¢{e. a). Lntonces ele + ub a) =0, y, por
consiguienie,

02 ¢le4 yb ¢4 9l = ele ©) + el b).

Siq # 0, entouees {6 ¢) < — 35 @(h, b) < 0. En cambio, si g = 0, tenemos
(e, @) = 0. Los veciores ¢ y ¢ no son colincares, puesto que de lo contrario
de la condicion ¢(h, ¢} = (0 se desprenderia que ¢(l, @) = 0, lo que no es
cierto. Por eso, ofe, €) < 0 también en este caso.

. @ -2X .
b '{‘.].dondeau>0pam i

Lema 3. Sca ¢(x, ¥) = per
) oo Oy —2Xnly

Jtalesque l i<, l<j<n-2,n=2

Entonces, i 0, ce R", b, ¢ # 0, (b, ¢) = 0, ¢(b, b) > 0, sc tiene que
ele, ©) < (.

La demoseractdn del lema la realizaremos por induccion respecto de
n 22 Cuando nm =2, gy »):=per I:'i'] = X1y + xay. Tenemos:

ALFE

0= (b, ¢} = ier + bacy, o, b) = 2b\b; > 0. Por consiguiente, by = 0,
by # 0y o # 0, o # 0. Al multiplicar ambos miembros de la igualdad
—bica = ey por by, obtenemos — bic? = bibei. Por consiguiente,
acz <0, ¥y elen, ) = 202 < O

Supongamos ahora que 7 > 2, y que para todos los & naturales:
2<k<n—1ylaafinnacion del lema es vilida, Pongamos a = (0, . . .,
0, 1). Entonces

[N iy w-z 0 0
vlg, a) = per e 1,1 - - In-2 00|~ 0.
Un i irs ) A 1 1
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Elijamos un vector atbitrario x = (xy, . . ., X:) € " tal que p{x; ¢) = 0,
y los vectores x y @ no son colineares, ¢s decir, x° = {(x1, .. ., Xa—1) # 0.
Entonces ¢(x, x) < 0. En efecto,
g .. Qig-2 X 0
elxa) = per | ..eeee. T T e =
Aut v Gun-1 Xn |

1 e -2 X
e 00 v Hu-tu-2 Xa- |
Por consiguiente
dy) ... Ma-2 X Xy 02
oy, a)=per | sisiiieniias st = E ; duigiX ', X7),
et oo Hugn—32 Xa Xe jel
donde
wilx’, ¥') =
. Cee -1 i+l o da-2 X Rl
=per e R R R R B SR S A O e T
1,0 ovs Oroad-1r Qu-tirl <« Un-in=-2 Xn-) Xu’—l

Lista claro gue @ v’ , @) = ¢y, 1) — 0, y, adeds, gla), ¢ > 0 (pucsto
que gy >0parai= 1, ..,nj=1, ..., 0-2), donde a/= (a4 .
an—1.4). Por consiguicnie, de acuerdo con Ta hipdtesis de induecidn, g, (x’,
x' < 0, de donde @{x, x} < 0. La aplicacién del lema anterior finaliza la
demostracidn del lewa 3.

Demostremos ahora (6). Supongamos al principio que lodos los elemen-
tos de la matriz A = {ay] son positivos. Para la funcién ¢, consiruida en
el lema 3, existe un vector positivo a = (1, .. ., 1). De acuerdo con el lema
3, de que wla, b) = 0, b # 0, se desprende o(b, b) < 0. Por eso, segun cl
lema 1, el par (R”, ¢) es un espacio de Minkowski, y la desigualdad (6)
es la desigualdad de Cauchy—Buniakovski (5) para dicho espacio.

El caso en que entre los elementos a; pueden encontrarse elementos
nulos se desprende del examinado mds arriba con ayuda de un paso limite.
Sin embargo, en eslas circunstancias no es obligatorio que el signo de
igualdad tenga lugar s6lo cuando los vectores & y ¢ son colincares. El caso
general cn que (6) se convierte en una igualdad ha sido analizado por
A. A. Panov [70].

En 1926 Van der Waerden (71] plante6 una cucstion; jeudl seré el valor
minimo de la funcién del permanente sobre ¢l conjunto Q, de todas las
matrices dos veces estocésticas de orden n? La respuesta positiva a esta
pregunta era conocida como hipétesis de Van der Waerden. Se suponfa que
si A era una matriz dos veces estocdstica de orden n, entonces per
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A 2 n~"n!, con la particularidad de que la igualdad se consigue, cuando
y sélo cuando A es la matriz J,, todos los elementos de la cual son iguales
a n~'. La demostracién de la validez de la hipétesis ha sido obtenida en
1980. Comencemos su exposicidn por una serie de lemas auxiliares (véase
[18]). Introduzcamos algunas nociones preliminares.

Una matriz no negativa de orden » la llamaremos parcialmente descon-
ponible si contiene una submatriz nula de dimensién & x {(n — k). En otras
palabras, la matriz A es parcialmente descomponible, si existen matrices
conmutables P y Q de tal indole que

B C
o= [ 0 D ]'
donde B y D son matrices cuadradas. Si la matriz no contiene submatriz
nula de dimension &k X (n — k) para ningin k=1, ... »n— 1, se
denominard bien indescomponible.

Observemos que si 4 es una matriz dos veces estocéstica parcialmente
descomponible, se encontrardn matrices conmutables Py Q tales que PAQ
se descomponga en una suma directa de las matrices dos veces estocdsticn.

En efecto, supongamos que

mo-[2 €]

donde B y D son matrices cumdradas, y ¢l ocden D es igual a4 & Denotemaos
con s(.X} la suma de los clementos en la matriz X, Puesto que PAQ o3
una matriz dos veces estocdsticn, la stima de los clementos dispucstos en
sus primeras # — k columnas, es igual a n — &, es decir, S(BYy=n-k
Andlogamentc, 5(D) = k. Por consiguiente, 5(C) = s{(PAQ) — $(8) — s(D) -
=n~ (n -k} - k =-0. Por cuanto C es no ncgativa, tenemos C = 0. Es
obvio que las matrices B y D son dos veces cstocasticas.

Lema 4. Sea A una matriz de orden n. Para que cada transversal suya
contenga cero, es necesario y suficiente gue en A4 exista una submatriz nula
de dimensién r % 1, donde r+ f = n + 1.

La validez de la afirmacién se deduce del teorema de Kénig (véase § 4.1).

Denotemos con A,; una submatriz de la matriz 4 obtenida por supresién
de la i-ésima fila y de la j-&sima columna.

Lema 5. Una matriz no negativa A4 de orden # = 2 es bien indescom-
ponible, cuando y sélo cuando para todos los /, j = 1, .. ., n se verifica
la desigualdad: per Ay > 0.

Demostracién, Segin el lema 4 per Aj; = 0, cuando y solo cuando la
submatriz Ay, y, por tanto, la matriz A contienen una submatriz nuia de
dimensién r X {, donde r + ¢ = (n — 1) + 1. Dicho de otro modo, per
Ay =0, si y s6lo si A es parcialmente descomponible.

La matriz dos veces estocdstica A de orden n se Mlamard minimizadora,
siempre que per 4 = ET per B,
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Lema 6. La matriz minizadora es bien indescomponibie,

Demostracidn, Sea A € Q, una matriz minimizadora y supongamos que
A es parcialmente descomponible. En este caso existirdn matrices con-
mutables Py Q tales que PAQ serd una suma directa de las matrices
BeQ,_x y D€ Denotemos A’ = PAQ. Estd claro que A7 €0, A €5
una malriz minimizadora. Tlijamos en la transversal de la matriz A, com-
pucsta por los clementos no nulos, los elementos af ¥ aj; que pertenecen
A das matrices By D, respectivamente. Tenemos: aff 5 0, g # 0,
iy =ty = 0, per A > 0y pec Ay > 0. Del lema 4 se deduce que per
Ay = per Ay = 0. Veamos la matriz A’ (e): al(e) = af — €, ajq(e) =
= gy — &, afp(E)aj{e) = &, an (€) = a);, si r # i, p, 0 bien ¢ # j, . Estd
claro que A '{c) € 2, cuando los valores de & > 0 son suficientemente pe-
quenos. Nos convencemos inmedialamente de que —‘;L per A (e}, =

= —per Ag + perdy — per Agg + per Ajj = —per A — per Ajg < 0.
Por consiguiente, per A7 (g) < per A’ cuando los valores de ¢ > @ son sufi-
cientemente pequedios. Fsto conlradlcc el hecho de que la matriz A” e
minimizadora.

Lemu 7. Si una matriz A € @, es minimizadora y si ap, > 0, entontes
per Ay = per A,

Demostracion. Estudiemos ¢l siguienie conjunto de las matrices de
dmwns:on A X nCA) = { X = |xyllx; = 0 para cualesquicrai, j = f, .. .,

w Xy =0 para (i, j)e ), donde Z = ((i, j)lay = 0}. Consideramos C(A}
como unt conjunto de puntos en un espacio euclidiano de dimension

= |Z]; en este caso A scrd un punto interior de dicho conjunto. En C(A)
!t.nclm}s un problema suave (véase [111]):

per X — inf
con restricciones
ag=lLi=1, 4 m

i=1
” V)
Poxp=l, f= Ly m=4
Py
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‘{observemos que la condicidn 3 xix = 1 es una consecuencia de las condi-

ciones (7)). La matriz A es la solucién de este problema, por eso existen
los multiplicadores de Lagrange ho, A1, « . - An, gty - « + Ha—1, QUE NO SOR
nulos simultdneamente, tales que la funcién de Lagrange

FLX N X i K Bly <« fin=1) = haper X —
n L] n=1 n
- Zli(zx;k—l - Z;l_.l E.\Zj—*[)
tal ko ey k=
satisface en el punto X = A las condiciones de cardcter estacionario respec-
to de x (véase [111, p. 47—48]):

;7 FIX, hov A1y oo Aoy gty ooy pta—)ixea = 0 para cualesquiera (i,

N §Z, es decir, tenemos:

hoperdy=Ni+yparat=1, .., mji=1,,...n—1
Gz 8)
hoperdi,=Nparai=1, ..., (i, m)¢Z
Supongamos que Xy = 0. Entonces (8) se reduce 2

{N ty=0iml umimlwn=1 G NEZ
A

=0 0i=1, ..., @ méz ©)

De la existencia (f, n) tales que ain # 0, sc desprende que sc ticnen §, para
los cuales ;= 0. Sea My = .., = Ae = 0. 81 k = n, entonces, de acuerdo
con (9), de la existenciade {4, /) ¢ Z, paracadaj = |, ..., n — | obtenemos:
M1 = ...Ha-1 =0, que contradice la afirmacién de que no todos los
multiplicadores de Lagrange son nulos. Supongamos que k<n ¥y
M1 0, ..., Ay # 0 (csto puede conscguirse por permutaciédn de filas
en A), Si existe un elemento no nulo ay, donde i€ (1, ..., k), j < n, enton-
ces de (9) obtenemos: jiy = 0. Cambiemos de higar las columnas de A de un

modo tal gque se cumplan las condiciones: gy = ... = pp3-y =0, ¥
p; # 0, cualesquiera que scan 7 — 1 —/!<j<mn Si =0 entonces
B1 = ...Ha—1 = 0, ¥, por consiguicnte, Ax + 1 = 0, puesto que existe (A + !,

3¢ Z, donde j < n (otra vez aplicamos (9)). Esto contradice la suposicién
de que Agyy # 0. Sea / > 0, entonces una submatriz de la matriz 4, for-
mada por sus primeras filas y coluinnas con los nimeros n = /7, .. ., n — 1
es nula y tiene las dimensiones & % /. Por cuanto A ¢s bien indescomponi-
ble, entonces, segtin el lema 5, per A,, > 0, y de aqui obtenemos con
arreglo al Jema 4:

kA d<n, (10)
Demostremos ahora que la submatriz 4 *, formada por las filas & + 1, .. .,
nylascolumnas !, ... n — /= 1e¢snula. En efecto, si en dicha submatriz
existe un elemento no nulo ay, entonces, debido a que g = 0, y en virtud
delaiguaidad M + p; = 0 (de (9)) oblenemos A = 0, pero esto no es posible
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por construccién. Esta submatriz ticne las dimensiones (o — &) X (n -
~ 1~ 1}). Dc aqui y de fa desigualdad (W0 n—k+n—1—1=n + (n—
—k=10=12n pucstoquenn — &k -/ = | = 0. Lo dltime contradice 1a
plen descomponibilidad de Ia matriz A, Tisto quicre decir que la igualdad
Ay = 0 ey imposible. Al dividir fas sclaciones (8) por Ao, oblenemos
per A = X + @i para cualesquicra (4, j) ¢ Z
T80 <k o RPN T ¢

(aqui tomamos ji, = {).

Permutando, si es necesario, las filas vy columnas de la matriz A,
logremos quc sc cumplan las desigualdades: K <R <. .. %
hsms. £ fin. Descomponiendo per A respecto de {a primera I"la ¥
la dltima columm\ y empleando el hecho de que Ia suma de los elementos

en cualquier fila (columna) de la matriz A es igual a la unidad, ob-
tendremos

M4 jin2 X ayperAy = D ayperAyper A= per A =
d iz o
L inpet A= D tinper Ay 2 Ny + jin.
i=1 f=1
)z
Por consiguiente, A + fin = per A = Per Ay = per Aj, para todos los i, f
tales que (1, N¢Z, (i, M {Z
Supengamos que para todos los i, j tales que j = ji, i< h, (i, N¢Z
ya s¢ ha demostrado que per Ay = per A. Veamos la (i; + 1)- ésnna fila de
la matriz A. Si existe J = ji tal que (1, + 1, ) ¢ Z, entonces para todo j > f
b que (i + 1, )¢Z, tencmos: per A4 1= perA (por suposicion) y
para todo j < sSetal que (i + |, /Y4 Z lenemos: per Aj s 1y = i1 +

* m SRt + 5 = per Ay o= per A, Por consiguiente, perd =

= 2, Uiv 1gpet Aiyy 1y S perA, y paca todos los j tales que (7 + 1,
Sy

JY4Z, sc verifica la igualdad
per Ai + 15 = perA.

Los razonamientos andlogos son licitos también para la (j; — 1)-ésima
columna de la matriz A, En cambio, si para cualesquicra j 2 /i v i € i
se verifica:

i+, NDeZy (i it —DeZ cs decit, ., =0y arj-1 =0,
cntonces =1
Nost -1 2 93 s gpet Ais iy = perd =
j= |
n J - i
= E M=y PET Aiji—1 2 Nyt + [y -y,
feip+1
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¥, por consiguiente, para cualesquicra  j tales que (i, j, — )¢ Z, (i + 1,
J)¢Z, tenemos: per A;j, -1 = perd; 4+ = per 4.

Asi pues, si (i /)¢ Z, entonces per Ay = per A, lo que se trataba de
demostrar.

Lema 8 (desigualdad de London). Si 4 es una matriz minimizadora en
Q. para cualesquiera §, j=1, ... n se verifica la desigualdad
per Ay = per A.

Demostracidn. Para toda matriz conmutadora P = |py| y el nimero
0 € [0; 1] pongamos (0} = per((1 — §)A + 6P). Por cuanto A es la matriz
minimizadora, entonces fp(0) = 0 para cualquier matriz conmutadora P.
Sea o una permutacién correspondiente a P. Tenemos

n n

So0) = 3 (—an+ padperdn= 3, paperAyg ~ nper A =

=1 =1

n
= 2, per Ay — nperd 2 0.

I=1

Por consiguiente,
n

> per Aoy = nper A ()
rel
para toda permutacién g. Segtin el lema 6, la matriz 4 es bien indescom-
ponible, por lo cual, de conformidad con el lema 5, cualquier elemento
de A se dispone en cierta transversal, cuyos elementos restantes son todos
positivos. Dicho de otro modo, para cualquier par (i, j) existe tal permuta-
cibnoque j=0(f), ¥y Gron >0, cuando r=1, .., i—=1L i+ 1, .., n
Pero, en virtud del lema 7, esto signilica que per A} = per A parar = |,
o =1, i+ 1, ... n Por cuanto j = o{i), obtenemos de (11): per
A = per A, lo que se trataba de demostrar.

Ahora, siguiendo los razonamientos de Egorychev, sefialemos como se
pucde demostrar, al hacer uso de la desigualdad (6), la validez de la suposi-
cion de Van der Wacrden.

Sea A una matriz minimizadora. Probemos que per Ay = per.A para
cualesquiera i, j = 1, . .., n. Supongamos lo contrario: existe al menos un
solo par , s€ {1, ..., n} tal que per A.; > per A. Por cuanto la matriz
A es dos veces estocastica, existe 1€ [1, .. ., n} tal que a, > 0. Entonces,
en virtud de la desigualdad (6) y del lema 8, tenemos

n n
per’ A > ;Z:: ays per Ak,) k):l axe per A;;,) >

5 n
> ( >3 axs per A) >} @ke per A) = pert 4
k=1 ket
(¢l cardcter estricto de fa desigualdad en este caso se desprende de que
dr >0y per Ay > perd > 0),

Demostremos ahora que si 4 es una matriz minimizadora, entonces
ay=n"'( j=1, ..., n). Supongamos que la columna de la matriz 4
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de niimero n se diferencia de (n™ ', . . ., 7 ")'. Por cuanto 4 no se descom-
pone en una suma directa de matrices no nulas, cada clemento de la n-ésima
columna de A es inferior a la unidad. Por consiguiente, entre los primeros,
n — | elementos de cada fila de [a matriz A hay por lo menos un elemento
no nulo. Pasando de A4 a una matriz que se obtiene a partir de 4 sustituyen-
do la i-ésima y j-¢sima cohwnnas de su semisuma (F# 4 4 j=1, ...
n — 1), obtendremos, al hacer un mimero finito de pasos, la matriz 4
en la que todos los clementos de las primeras 7 — 1 columnas son positivos,
mientras que la n-ésima columna coincide con la n-ésima columna de la
matriz 4, con la particularidad de que per A’ = per A, puesto que, hecho
cualquier paso, el permanente no varia (lo que se desprende de la férmula
de descomposicidn del permanente de una matriz respecto de las columnas
y de la igualdad de todos los permanentes de las submatrices de (7 — 1)
ésimo orden).

Designemos con A4/(b) una matriz obtenida de A’ como resultado de
1a sustitucién de la j-ésima columna por la columna b. Ya hemos aclarado
que en la desigualdad

per* A = per Ai(a)) per A Aax)

se realiza la ignaldad. El cardcter positivo dc las componentes ai, . . ., Bn-1
da el derecho de afirmar que @, = ha/ (i = 1, .. ,n — 1). Por cuanto las
sumas de componentes de los vectores son todas iguales a 1, entonces
Gn=al(i=1, ..., n— 1. Como la matsiz A" es dos veees estocastica
liegamos a que @{ = ... = a1 =du=(n"", ..., n~"), lo que es um
contradiccién. Por consipuiente, todas las columnas de la matriz A son
iguales a (n~", ..., n™Y)" ¥ esto demuestra nuestra afirmacién.
Veamos el problema sobre las estimaciones superiores para los per-
manecntes. En 1960 Ryser supuso que en la clase de (0, I)-matrices de orden
mk, cada linea de las cuales contienc k unidades, el valor méximo def per-
manente se logra en la suma directa de matrices de orden k, compuestas
por unidades. J. Minc enuncié en 1963 una suposicién mas general de que

si A era una (0, 1)-matriz de orden n qt}c tiene rq, - . ., fa SUMAas respecin
n
de las filas, entonces per A < [] #D)7 De csta desigualdad se deduce
i=1
inmediatamente la hipotesis de Ryser.

La desigualdad de Minc la demostré por primera vez (en 1973) Bregman
[73]. Més abajo aducimos una demostracién mds sencilla de esta
desigualdad que se debe a Schrijver [74].

Lema 9. Para los ntimeros reales no negativos xy, - . ., X ¢s vilida la
desigualdad R

r Z: X r
e fo_) i g T e
i=] i=1

{en csta f6rmula se supone que 0° = [).
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Demeostracidn. Al hacer uso de la convexidad de la funcidn y = x logs x,
obtenemos , , N
r“zxflogz(r“ x,-) <r' Y xlogax,
im1 1= =1
de donde se deduce inmediatamente el resultado del lema.

Sea A = [ay;| una (0, 1)-matriz cuadrada de orden 2, y sea S un conjunto
de todas las permutaciones » de los nomeros 1, ... n tales que
n

H Aixgiy = I entonces
f=

ﬂ per(A )P = ] f] per Aixgs jI;II M= 11 f[ i

TS5 i=] W% fm]
ay=1
La validez de estas identidades s¢ confirma con facilidad mediante una
comprobacién directa. Aprovechémoslas para demostrar la desigualdad de
Minc., Apliquemos el método de induccidn matematica completa respecto
de n. Del lema 9 tenemos

L
h}
» u perd,,

n n n
(per 4)™4 = T (per A)'4 = II ( Il ajper A.-;') Ll <
i d=1

S.‘Ijl ry=ed ,-_-al,,_'£1 (per A" = '[}‘ [ ,_ljl ’f) f]l I’UfAum)J-

Apliquemos ahora la hipdtesis de induccidn a cada una de las matrices
AJI’(I'.]:
n

H per Airn < fI (H (a!)’l*) (H (ri — 1)!“-"1"'5) =

i=] im| el J=i

aril=0 Apeiny = |
= ]:[ (]:[ (r_,-!)";-:) (H(rj - I)!cT,“lT)) =H [r,—! i (= I]‘.].
j=1 ix}n i#f f=1
ety = Tpei=t

La ultima igualdad se ha obtenido por calculo de los factores (r;1)"” y
(ry — ¥4~ ", Siendo fijos = y j, el nimero de fndices i, para los cuales
i#jesigual an —r; si @y =0, y a a1y — 1, si gy = 1. Asi pues,

(per A)""e4 < H [(H n) (H r_,:!ﬂ:Tr‘(r) - I}!] =
xe§ i=t J=1
= ]:[ (]j: ;-,-!%) = (ﬁ 7! %)HPHA'
t
=5 i=1 =1

lo que se trataba de demostrar,
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Volvamos a las aplicaciones de las desigualdades a los permanentes,
Denotemos con L(r, 1) el nimero de (& % n)-rectdngulos latinos com-
puestos por fos elementos de un conjunte S = (1, 2, ..., n}. Analicemos
alpin rectdngulo latino de dimension ¢ x #, 1 € f < r. De cudntas maneras
puede ser extendido husta que se oblenga un (f + 1) X n-recténgulo latino?
Listd claro que ¢l numero de tales métodos es igual a per A, donde A4 cs
la matriz de incidencia del sistema de subconjuntos (S1, - . ., Si), dondé
Si es un subconjunto de aquellos clementos de S que no se encuentran en
la i-ésima columna del rectdngulo a extender (f= 1, ..., n).
En cada fila de la matriz A estdn contenidas n — ¢ unidades; la matriz
(n — )~ ' 4 sera dos veces estocastica. Aplicando Jas desigualdades de Minc
y de Van der Waerden, obtendremos
S,
% n—0"<perd <(n— "',

Cuando f = 1, per A = n! Z (= l)’ - = Dn, lo que constituye el nimero
=10
de desdrdenes sobre noelementos. l’()r consiguicnle,
- a "
(”'],_1 r-1 r=1

ey DI = 0" S LG ) S DL TJ (1 — OV
FE s i=2

Si ponemos r = n, obiendremos Lin, n) 2 = (Y™ > (e~ *n)™. Se ha
aprovechado aqm 1.1 conocida desigualdad: n! > e~ "n”. Wilson [58] utilizd
ta desipualdad reducida L(n, n} > (e~ zn)” para determinar la frontera in-
ferior del nimero N(v) de ternas no isomorfas de Steiner de orden v y
obtuvo la sipuicnte estimacion:

N = (e fu)re

Examinemos en conclusién las aplicaciones de los permanentes a los pro-
blemas de dimeros que surgicron en la fisica y quimica. Llamemos n-
fuctrillo a un paralelepipedo k-dimensional (& = 2) de volumen », en el cual
Lits tongitudes de las aristas son de nimeros enteros: @y, . . ., @x. Sca n par
Se plantiea una cuestién: jeudntos son los métodos para componer un a-
ladrillo, sirviéndose de 2-tadrillos (dimeros)? Denotemos este nimero con
N. Dividamos ¢l n-ladrillo en cubos unitarios y numeremos los: 1, 2, . . 4
7. Supongamos que A = |ay| es una matriz de incidencia que caracteriza
la disposicion muiua de los cubos: a; = 1 6 a0, lo que depende de si tienen
o no aristas comunes los cubos marcados con les nameros ¢y
(U11=an=...=ﬂ'm.=0).

Se afirma que N = per A. Efectivamente, a todo par ordenado de par-
ticiones del n-ladrilio en dimeros le corresponde una transversal biunivoca
de la matriz A compucsia por unidades. Por ejemplo, sea n = 6, k = 2,
ar = 2, ¢y = 3, La matriz de incidencia tendrd la forma siguiente:
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was, 5|0 [0 o 1t o

1L

Al par ordenado de particiones del ladrillo en L g, 4 4. le corresponde

bounivocamente la permutacion
/1 23 456
i (4 | 65 2 3)

y la transversal de la matriz 4 compuesta por unidades contorneadas en
la fie. 4.3,

Observemios que Lodas Ias sumas respecto de las filus y columnas de
o matriz de incidencia A son iguales a 2k, a excepeion de aguetlas que
corresponden a tos cubos en T superficic. Veamos, en lugar del a-ladrillo
un ladrillo toreidal correspondiente, ¢l cual se obticne por pegadura de las
aristas opuestas del Ladiillo onviginal. Ta matriz de incidencia A* del ladrillo
toroidal tiemne 24 nnidades en cada Tl y en cada cotunma. Valiéndonos
de By desigualdad de Mine, obtendremos: per A - per o€ (AN y,
pur consiguiente, N < (2K)1"4,

Hammerstey [75] mostré que si @ o0 para todo i =1, ..., &, la
magnitud 77" In N tende a cierto limile hx. De este modo,

%i g; In ((24)!]"/2 «;,_‘, &

La aplicacidon de la desigualdad de Van der Waerden a la malriz 47

] L (véase (]175]). Por

nos conduce a fa estimacion por debajor A 3-2 [T
e

consigiiente,

) - M " () +o(l)) para A o,
2 i

Uonhil 4 Lo



