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A s luctoray

El programa de monografias cientificas es una faceta de la vasta
labor de la Organizacidén de los Estados Americanos, a cargo del Depar-
tamento de Asuntos Cientificos y Tecnol&yicos de la Secretaria General
de dicha Organizacién, a cuyo financlamiento contribuye en forma impor-
tante el Programa Regional de Desarrollo Cientifice y Tecnolégico.

Concebldo por los Jefes de Estado Americanos en su Reunidn celebra-
da en Punta del Este, Uruguay, en 1967, y cristalizado en las delibera-
cionese y mandatos de la Quinta Reunidn del Consejo Interamericano
Cultural, llevada a cabo en Maracay, Venezuela, en 1968, el Programa
Regional de Pesarrollo Cientifico y Tecnoldgico es la expresidn de las
aepiraciones preconizadas por los Jefes de Estade Americanos en el sen-
tido de poner la ciencia y la tecnologia al servicio de los pueblos
latinoamericanos,

Demostrando gran visidn, dichoa dignatarios reconocieron que la
ciencia y la tecnologia estan transformando la estructura econdmica y
social de muchas naclones y que, en esta hora, por ser instrumento
indispensable de progreso en América Latina, necesitan un impulso sin
precedentes.

El Programa Regional de Desarrollo Cientifico y Tecnoldgico es un
complemento de los esfuerzos nacionaleg de los paises latinoamericanos
Yy se orienta hacia la adopcidn de medidas que permitan el fomento de la
investigacién, la ensefianza y la difusién de 1la ciencia y la tecnolo—
gfay la formacién y perfecclonamiento de personal cientifico; el inter-
cambio de informaciones, y la transferencia y adaptacién a los pafses
latincamericanos del conocimiento y las tecnologias generadas en otras
regiones,

En el cumplimiento de estas premisas fundamentales, el programa de
monografias representa una contribucidén directa a la enseflanza de las
cienclas en niveles educativos gue abarcan importantisimos sectores de
la poblacién y, al miemo tiempo, propugna la difusidn del saber cien-
tifico.

La coleccidén de monografias cientificas consta de cuatro series, en
espaficl. y portugués, sobre temas de £fsica, quimica, biologia y matemi=-
tica. Desde sus comienzos, estas obras se destinaron a profesores Y
alumnos de clencias de los primeros afios de la unlversidad; de éstos se
tiene testimonio de su buena acogida.

Este prefacio brinda al Programa Regional de Desarrolleo Clentifico
¥y Tecnoldgico de la Secretaria General de la Organizacidn de los Esta-
dos Americanos la ocasidn de agradecer a la Ing. Laura E. Pla, autora
de esta monograffa, y a quienes tengan el interés y buena voluntad de
contribuir a su divulgacién.

Julio de 1986






A los

INDICE

LBCLOTAE ecuversmnnaratatsmenssasssamsnamassononnssresensnss

PARTE I. FUNDAMENTOS TRORICDS

CAPITULO 1. EL UNIVERSO MULTIVARLADO Y SU ANALISIS

1.
2.
3.
4,

INELOAUCCION v auvvsvanonasasosnnnnonnsrsasonanacasssrennns
Algunos Conceptos Unificadores ....sssssenccessssararmroes
Modelo Probabilf{stico MUltinormal ..eeeeeeececsssorenennns
Vectores y Valores Propios ..oveceecusssnsncrarsnrannnannans

CAPITULO 2. EL METODO DE ANALISIS POR COMPONENTES PRINCIPALES

1.
2,
3.
4.
5.
6,

INELOAUCCION tuuvararnansacarananenanasannssescemenresnnss
T
OElgenen, svvamenmrnm s e e e
Generacidn de los Componentes PrinCipales .....oveeeveoco.s
Nueva Expresion de 1oS DAtos «.vuvercvesvnrancsssnscnnsnns
Uso de la Matriz de Correlacidn svuieeeececsnnnsiccnensanes

CAPITULO 3. INTERPRETACION DE LOS COMPONENTES PRINCIPALES

1.
2
3.

4.
5.

INEroGUCCION & vnseerenarsastrannnnssonnarnnasssssrancennns
Seleccidn del Nimero de CONPONENEES vuueewesesoscannnnsnen
Correlacién entre Variables Originales y Componentes
Principales c.icaeiienrnennnesierancsasnnranssesncnnrnn
Prueba de Hipdtesis para los Valores Propios «eceeeeeenn..
Algunas Aplicaciones del Anélisis por Componentes
Principales B L L T
5.1 Analisis de Componentes Principales No Lineales ......
5.2 Uso de Componentes Principales en Regresidn ..........
5.3 Deteccién de Marginales por Componentes Principales ..

PARTE II. ESTUDIO DE CASOS

CAPITULO 4. CARACTERIZACION DE LA PRODUCCION LECHERA DE UN
DISTRITO

1.
2,

3,
4

I AU LN Caub-ain b wim o wa R e e e R T R R e
Céleulo de los Valores ¥ Vectores Propios de la Matriz

de Covarianza L P
Uso de la Matriz de COrrelacldn suuveeecvesiveccsnsnarnannns
Interpretacidn de 108 ReSULLAGOS wueeesseacacccnsnonreness

CAPYITULO 5. ANALISIS FLORISTICO DE VEGETACION SEMINATURAL

TOVE X GAOC IO 0 i o wincmin s smm i sv o R S A 0
Analisis de los Datos OFiginales eueeceeeessseccevensenns.
2,1 Matriz Ge COVATIANZA suvscnaransavmnarnrsusconennsssns
2.2 Matriz de Correlacién Smsesevemccsaastssranansbbdirnrnan
Andiisie de los Datos Transformados D P S
Interpretacion de 1os ReSULLAdOS +uvecvecrnsenonvnnonsnnes
4.1 Relacidn entre VAriables ...ceuseeeevecocsessncnnnnons
4.2 Informacién en los Componentes Principales ...........

Pagina

iii

(=1 -- IS U

35
36
36
37

41

42

46



Vi

CAPITULO 6. ANALISIS DE CALIFICACIONES POR ASIGNATURA
1, INtroducCidn coevesscssnesnasnananacassssasacnasanasnsnns

2. Reduccidn de la Dimensionalidad por Componentes
PrinCipalesS s.evessesacrasnasssorarananasasansanonannnns
3. Contribucidén Relativa de las ASignaturas .e-scecsscsssasss
Bibliograffd .seeesacresvasrssrnannenanabaseranansnerasensrnans

Agradecimientos ...seivreareanansncsarssssoranasanannsaorannrns

PAgina

79

79
84

B7

g0



PARTE |
FUNDAMENTOS TEORICOS






1

EL UNIVERSO MULTIVARIADO Y SU ANALISIS

1. INTRODUCCIOR

Segin Xendall (1980),(22) en el estudio propio del campe multiva—
riade pueden utilizarse diferentes enfoques, tanto por los distintos
tipos de situaciones gue se presentan al obtener los datos, como por el
objetive especifico del andlisis. Los mis importantes sons

a) Simplificacién de la estructura de los datos. EL objetivo es
encontrar una manera simplificada de representar el universo de estudio.
Esto puede lograrse mediante la transformacidn {combinacién lineal o no
lineal) de un conjunte de variables interdependientes en otro conjunto
independiente © en un coniunto de mepor dimensidn.

b) Clasificacién. Este tipo de anilisis permite ubicar las obser-
vaciones dentro de grupos o bien concluir que los individuos estdn dis-
persos aleatoriamente en el multiespacio. También pueden agruparse
variables.

c) Andlisis de la interdependencia. El objetivoc es examinar la
interdependencia entre las variables, la cual abarca desde la indepen-—
dencia total hasta la colinealidad cuando una de ellas es combinacidn
lineal de algunas de las otras o, en términos aun mis generales, es una
funcidn f (%) cualquiera de las otras.

d) Analisis de la dependencia. Para ello se seleccionan del con—
junto ciertas variables (una o mds) y se estudia su dependencia de ias

restantes, como en el analisis de regresién miltiple o en el anhlisis
de correlacidn canénica.

e) Formulacién y prueba de hipdteslas. A partir de un conjunto de
datos es posible encontrar modelos que permitan formular hipétesis en
funcidn de pardmetros estimables. La prueba de este nuevo modelo requie=
re una nueva recopilacidén de datos a fin de garantizar la necesaria
independencia y validez de las conclusiones.

En los casos de poblaciones univariadas, casal siempre es posible
caracterizar completamente la distribucidén de probabilidades a pactir
de dos parametros: la media y la varianza. La inferencia estadistica
exige, entonces, tomar una muestra aleatoria ¥y calcular los mejores
estimadores de estos dos parametros. El andlisis termina con la inter=—
pretacidén de las dos estimaciones.

Sin embargo, para el caso multivariado en que se estudia una pobla=
cién p variada, es decir un conjunto de individuos donde se han obser—
vado o medido p caracteristicas o propiedades, se dispondra de p medias,
p varianzas y (1/2)pl(p - 1)} covarianzas, que no sélo deben ser estima-
das, lo cual no es dificil con las computadoras digitales, sino que
deben ser interpretadas.

S5i se logra una transformacidn que genere nuevas variables no corre-
lacionadas se eliminan (L/2)p(p - 1) parémetros, y si se reducen las
dimensiones de p a (p — 1), se pasa de (1/2)p(p + 3) pardmetros pobla-
cionales a ser estimados e interpretados a (1/2)plp + 3) - (1/2)(p - 1)
(p+ 2) = (p + 1) parametros a ser estimados e interpretados.



H

Si bien puede no existir interés en todos los pachmetras y, por lo
tanto, no es necesario estimarlos, cuanto mds sencillo sea el modele
poblacional, mas cerca estaréa el investigador de encontrar una inter-
pretacién comprensible de la estructura original mediante la muestra
afectivamente observada.

En la Tabla I se presentan el nimero de parametros estimables en
una poblacidn multivariada de diferentes dimensiones, el nimero de pacé-
metros estimables si ce efectda una transformacidén gque elimina una di-
mensién, y el nOmero de parimetros estimables si se efectiia una trans-
formacién que genere nuevas variables no correlacionadas. Los datos de
la Tabla 1 se representan graficamente en la figura 1, donde puede apre-
ciarse el crecimiento relativo del nimerc de parametros estimables.

Tabla I. Nimero de parimetros estimables seglin ¢l nimerc
de variables por considerar

Nimero de Nimero de Parémetros Estimables
Variables Sin Transformar No Correlacionadas Reduciendo la Dimensidn
P (1/2) (p(p + 3)) 2p Pt
1 2 - -
2 5 4 2
4 14 8 5
6 27 12 7
8 44 16 9
10 65 20 11
20 230 40 21
30 485 &0 31
- « o0 sin tronsformar
g N0 Corr H d
s 500 ~——~—una dimansidn menos .
“a T 2
5 400
o ',—'
e 300
- P
o 200
£ 100
= 5o R il [ ——
ol Iﬂ.—-"'”‘ —-r'___—-_._—yﬂz_-'"—_.-----———:"--"—— - »
2 4 & 8 10 20 30

Nimsra ds  Vorlebles

Fig. 1. HNimero de parametros estimables en funcidn del ntimero de varia
bles del sistema. El nimero de paraAmetros por estimar e interpretar
disminuye rdpidamente si se efectia una transformacién lineal gue genere
nuevas variables no correlacionadas; también £i se logra disminuir una
dimensidn.

Cada sitvacidn requiere una evaluacidn particular para utilizar el
método de andlisis multivariado mas adecuado, gque permita extraer la
méxima informacidn posible del conjunto de datos, pero gue a 8u vez g
rantice la validez de su aplicabilidad. Las técnicas multivariadas son
muy potentes y pueden llevar al investigador a encontrar una justifica-
eibn (gpor qué no la que "cree” mis correcta?} que no se sustente nece-
sariamente en el andlisis objetivo de la informacidn recopilada.



Para la mente humana, acostumbrada a pensar y a representar el espa-
cio en dos dimensiones, © a lo sumo en tres, ia nocidén de un multiespa=-
cio con cuatro, cinco o p dimensiones resulta dificil de comprender.
Hay muchas maneras de acercarse a este concepto y guizds el enfogue
matricial y matematico --base del apilisis estadistico multivariado——
sea el mds adecuado; aungue es, asimismo, el menos apropiado para el
lector no familiarizado con el Algebra de matrices.

La medicidn de varias caracteristicas de una misma unidad experimen—
tal, ya sea en forma simulténea o con ciertos intervalos de tiempo, ge=
nera una serie de datos gue deben ser analizados con técnicas multiva—
riadas. La unidad experimental puede ser un individuo, una parcela de
experimentacidn, una finca, un animal, una planta, una porcidén de terre-
no, y las caracteristicas serdn una serie de atributos, medicicnes, eva-
luaciones, estimaciones, tratamientos o propiedades correspondientes a
esas unidades experimentales. Mo habri independencia entre las diferen-—
tes propiedades utilizadas para caracterizar una unidad y no serid posi-
ble asignar en forma aleatoria las caracteristicas, como en un ensayo
experimental tipico. Habré, si, independencia entre las unidades expe-
rimentales que podran constituir una muestra aleatoria de una poblacién
mayor.

Habiendo explicado qué se entiende por universo multivariado, se
comprendera por gué los métodos estadisticos multivariados pueden agru=-
parse en dos conjuntos: 1los que permiten extraer informacidn acerca de
la interdependencia entre las variables gue caracterizan a cada uno de
los individuos y los que permiten extraer informacidn acerca de la de-
pendencia entre una (o varias) variable(s) con otra (u otras).

Entre los métodos de andlisis multivariado para detectar la inter=
dependencia entre varlables y también entre individuos se incluyen el
andlisis de factores, el andlisis por conglomerados o "clusters", el
analisis de correlacién candnica, el anilisis por componentes principa—
les, el andlisis de ordenamiento multidimensional ("scaling™), y algunos
métodos no paramétricos. Los métodos para detectar dependencia compren-—
den el andlisis de regresidn multivariado, el anidlisis de contingencia
miltiple y el anAlisis discriminante.

En este trabajo se examina el método de andlisis por componentes
principales, uno de los mas difundidos entre las técnicas multivariadas.
Este método permite la estructuracidén de un conjunto de datos multiva—
riados, obtenidos de una poblacidn cuya distribucién de probabilidades
no necesita ser conocida. Es, pues, una técnica matemdtica que no nece—
sita un modelco estadistico para explicar la estructura probabilistica
de los ercores. Aungue, s8i es posible suponer una distribucidn multi-
normal de la poblacidn, o el tamafic de la muestra es tal que puede asu-
mirse multinormalidad ya sea por aumento en el nlmero de variables
consideradas © por el nimero de individuos gue integran la muestra,
podrd encontrarse significacién estadistica en 1los componentes, pues
sera posible asociar a cada uno de ellos una medida de confiabilidad.

A continvacidén se presenta un conjunte de conceptos necesarios para

la interpretacidn del anilisis por componentes prlncxpales ¥ su aplica-
cién a una matriz de datos.

2. ALGUNOS CONCEPTOS UNIFICADORES

En el caso multivariado, asi como en el univariado, se dispone de
ciertos estadisticos que permiten caracterizar una poblacién y estudiar
su comportamiento probabilistico. Algunos de ellos son una extensidn
directa de la nocidn univariada equivalente y otros son propios de las
poblaciones ¥ muestras multivariadas.



Definicidén 1. Se dice que un conjunto de datos constituye una
muestra aleatoria multivariada si cada individuo ha sido extraido al
azar de una poblacidén de individuos y en &l se han medido u observado
una serie de caracteristicas. Sean x(ij} la observacién de la j—-ésima
variable en el i-ésimo individuo, X{i) el wvector fila que contiene
las observaciones de todae las variables en el i-=ésimo individuo y
X(j) el vector columna gue contiene todas las observaciones de la
j-ésima variable. Se define una matriz de datos multivariados como el
arreglo

x{i1} . . . . . . x{ip)
X = (x(1j)) = . - .- x(ij)) . . .

- . - . . . - .

x{nl) . . .+ . + .« X(np)
de dimensién (n x p), gue también puede expresarse como

X(1)

X=< (X{(1) « . . . X(p) > =} . .

;{(n]

A partir de esta matriz gue contiene toda la informacidén estadistica
de la muestra es posible calcular algunas funciones que, al igual gue
en el caso univariado, permitan extraer conclusiones de los datos. En
el caso univariado se calcula la media para tener una estimacidén de la
tendencia central de las observaciones y se calcula la varianza que
informa acerca del grado de dispersion de los datos alrededor de esa
media. La extensién al caso multivariado es posible; de ello resulta
la mediar un vector y ia varianzar: una matris.

pefinicién 2. Dada una matriz de datos como la seflalada en la
definicidn 1, se define la media muestral de la j-ésima variable por:

n
X(3) = /n § x(ify,
i=1
y el vector formado por los X(j) serd el vecior promedic

x(1)

¥ip
Definicidén 3. Dada una matriz de datos como la sefialada en la
definicidn 1, se define la varianza muestral de la j-ésima variable por:

n
s(33) 2 L/n [ (x(ij) - ®(5)1)2
i=1

y se define la covarianza entre la j~ésima y la k-ésima variable por:



n
/o [ (x(i3) - ®(3)) (x{ik) - X(Kk))

i=1

s{ik}

jl’k = lpesyP

La matriz formada por el arreglo de los s(jk] y los s(ij)} serd la
matriz de variemza-covariansa muestral o, simplemente, matriz de cova-
rianza muestral

s{ll) . . . s(lp)
s = g . s{jk) . F =

s{pl) . . . slpp)

pefinicién 4. A partir de los elementos de la matriz 5 es posible
calcular la matriz R, de igual dimensidén gque 8, y cuyos elementos
sean los coeficlentes de correlacién entre la j-ésima y la k-ésima
variables:

— 8(jk) o _8(3K)
Ys(3i) s(kk)  s{j) s(k)

También podran ser arreglados en una matriz de correlacidn muestral
cuya diagonal principal estard formada por nimeros unc y sera simétrica
coma la matriz de covarianza, por ser r(jk} = cikj)s

1 - - . c{lp)
g=| - & 1 & < b
c{pl) . r{pk) . 1

La matriz S de covarianza es una manera de expresar la dispersidn
de los datos alrededor de 1a media. Sin embargo, & veces &8s necesatio
disponer de un escalar que sintetice esta dispe’ idn. Puede encontrarse
un nimerc gue exprese la variabilidad multivariada a partir de la infor-
macién contenida en la misma matriz S.

pefinicldén 5. Dada una matriz 5 tal comc la sefialada en la de-
finicidn 3, se denomina varimmza generalizada al determinante de dicha
matriz

v = |s].

pefinicién 6, Dada una matriz 8 tal como la sefialada en la de=
£inicidn 3, se denomina variacifn total a la traza de la matriz S.

P
er B = § s(3i).
i=1

Tanto la varianza generalizada como la variacidn total serdn mayores
cuanto mayor sea la dispersidén de los datos alrededor de la media. Sin
embargo, come sostienen Mardia y colaboradores (1979) ,123) cada medi-
da refleja aspectos diferentes de la variabilidad de los datos. La pri-
mera desempefia un papel muy importante en la generacifn de los estima-
dores médximo verosimiles, mientras gque la segunda se utiliza en el
anilisis de componentes principales. Ninguno de los dos conceptos tiene
un eguivalente en el apndlisis univariado.



Los datos multivariados ofrecen =-y esto es novedoso-— la posibili-
dad de ser expresados en combinaciones lineales de las variables origi-
nales. Esta es quizis la herramienta méAs poderosa para realizar este
tipo de andlisis estadistico, el cual no es factible en el campo univa-
riado. En un nimero reducido de combinaciones es posible sintetizar la
mayor parte de la informacidn contenida en los datos originales. Sin
embargo, a veces resulta muy complicado deducir la distrlbucién exacta
de probabilidades, aungue respecto a las combinaciones mas utilizadas
Se conocen resultados asintdticos.

Desde un punto de vista geométrico y espacial es posible conceptua-
lizar la matriz de datos multivariados de dos maneras: comoc un conjunto
de n individuos en un espacio definido por las p variables, o como un
canjuntc de p variables definidas en un espacic de n dimensiones. En
el primer caso, las cobservaciones serdn puntos que representan un indi-
viduo en el espacio definido por las wvariables (cada eje serd una varia
ble); en el segundo, cada punto representarad una variable definida en
el espacio cuyos ejes serén cada uno de los n individuos.

En el primer casc se comparan individuos considerados en funcidn de
sus caracteristicas, es decir se comparan vectores fila X(i). Este
procedimiento, denominado técnica @, se utiliza en el analisis discri-
minante, en el anélisis por conglomerados {aungue también es posible
hacer conglomerados de variables) y en el andlisis de ordenamiento mul-
tidimensional.

Si, por el contrario, se comparan columnas, se obtendra informacidn
acerca de la relacidn entre caracteristicas consideradas en funcién de
los individuos gue se estudian, es decir se comparan los vectores
X{j) en un espacio de dimensién n. Esta técnica se llama técnica R,
pues la matriz de correlacién R debe ser calculada para poder iniciar
los analisis; desempefia un papel importante en el analisis por componen=
tes principales, en el andlisis de factores y en el analisis de corfe-
lacion canbnica.

3. MODELD PROBABILISTYICO MULTTROPMAL

El conocimiento de la serie de definiciones formuladas a continua-
cidn ayudard a comprender las pruebas de hipStesis incluidas en este
trabajo; sin embargo, su estudio no es imprescindible para el lector
que se interesa sdlo en los aspectos metodoldgicos de la aplicacidn de
la técnica de componentes principales al analisis de datos.

Muchos de los fendmenos univariados gue se estudian en ciencias
agricolas y biolégicas se ajustan a un modelo cuyo componente aleatorio
se distribuye normal e independientemente, o al menos puede ser obieto
de una transformacidén adecuada que permita ajustar los valores observa-
dos a la distribucién normal. Bs por ello que muchas de las pruebas
para los estadisticos calculados a partir de valores muestrales se basan
en la distribucidn normal: chi cuadrado, F, t de Student, por mencionar
s6lo las més utilizadas. En esta serie de definiciones se sigue la no-
menclatura de Mardia y colaboradores (197%).(23)

En los casos univariados se caracteriza una curva de distribucidn
normal por los valores de su media poblacional u, cuyo estimador inses-
gado es X, la media muestral, y de su varianza %Dblacional o2 (sigma
cuadrado) , cuyo estimador de varianza minima es 8%, la varianza mues-
tral. Se utiliza su raiz cuadrada 5 para estimar el desvio de cada
observacion respecto a la medla; este estimador se dencmina desviaclbn
estdndar., Cuando se desea obtener un valor que acote la desviacidn de
la media muestral se divide la desviacién estindar por la ralz del ta-



mafo de la muestra, de forma tal gue cuantc mayor sea el nimero de ele-
mentos a partir de los cuales se calcula la media y la varianza mues—
tral, menor serd la desviacién de 1la media. Esta desviacidén estindac
de la media se llama también "error esténdar”.

Definicidn 7. Se dice gue un vector X de dimensidn {p x 1)
tiene la distribucién normal p-variada (o distribucidn normal p-dimen—
sional) con vector media u y matriz de covarianza | si su fun=
cidn de densidad estd dada por:

ER) = |2n [| "V 2exp <-1/2 (x - [ (X - w >,
donde § » 0 y u finito.

Esto puede representarse por X ~ Np (u, [), que debe leerse "X se
distribuye normal p, gon media mu vy matriz de covarianza sigma®.

La matriz S de la definicién 3 €s un estimador de la matriz ] de la
definicidn anterior y el vector X de la definicidén 2 es un estimador del
vector u de la funcién £(X). La matriz R de la definicidn 4 es un esti-
mador de la matriz ] cuando las variables han sido estandarizadas, es
decir cuando se efectla una transformacién de las variables originales
x(ij) para que tengan media ceroc y wvarianza uno. Generalmente una
nueva variable resultante de esta transformacidn se simboliza por z(iji).

La matriz ] en una distribucién multinormal o nofmal multiva-
riada puede adoptar otras formas particulares. Cuando las variables no
estin correlacionadas, es decir cuando la covarianza entre dos cuales=
quiera de ellas es cero, la matriz | serd diagonal, o sea sélo ten-
drd elementos no nulos (distintos de cero) en la diagonal principal.
Estos serin los wvalores de las varianzas de cada variable., 8Si esas
variables no correlaciconadas se estandarizan {media cero, varianza unoc),
la matriz } serd la matriz identidad (que se simboliza por I), es
decir una matriz con ndmeros uno en la diagonal principal y ceros fuera
de ella. Si todas las variables estudiadas tuvieran upa varianza comin,
como sucede en los modelos de disehio, la matriz de covarianza podria
simbolizarse por o¢“I. Se tendria una matriz diagonal en gque todos
loe elementos de la diagonal principal serian iguales al valor de la
varianza comin.

5{11) 0O ] 0 ] 1 0 0 0 gl(.) © 0 0 0
0 s(22) 0 0 o 0 1 0 1] 0 0D s{.) O o ¢
0 0 s(33) 0 o Q 4] 1 0 0 V] 0 s(.) 0O &
0 0 0 s(44) O L¢] ] o 1 1] o L] 0 s(.) 0O
(] 4] [1] 0 =(55) 0 0 0 Q ] 1] 0 Q0 s(.

Variables no correlacio=- Variables no correla- Variables con varian—

nadas: matriz diagonal cionadas estandariza- rianza comin: matriz

das: matris itdentidad diagonal

Conforme a la definicidn 7, para determinar la funcidn de densidad
normal multivariada es necesario calcular el determinante de la matriz
de covarianza ], asi como su inversa, por lo cual debe ser no sin-
gular, es decir poseer un determinante distinto de cero. Esto no ccurre
cuando el rango de la matriz es menor que su dimensién. La dimensidn
estd dada por el nimerc de variables que se consideran, o sea la dimen-
sidén del vector %X. El rango corresponde al nimeroc de vectores lineal-
mente independientes de la matriz de datos y es por ello que si alguna
de las variables consideradas es una combinacidn lineal de otras inclui-
das también en la matriz, el rango serd menor gue la dimensidn y, por
ende, la matriz de covarianza serd singular. En este caso, la funcidn



de densidad normal multivariada no puede determinarse y se dice gue "no
existe”. Para definir la distribucidn es necesario recurrir a oktras
formas de expresién diferentes como la funcidn geperatriz de momentos.

4. VECTORES Y VALORES PROPIOS

EL andlisis por componentes principales se basa en una transforma
cién lineal de las observaciones originales. Esta transformacién lineal
--gue como se verd mis adelante satisface las exigencias de dicho ani-
lisis-- es conocida en el campo del dlgebra vectorial como generacidn
de vectores y valores propios, o también vectores o valores caracteris-
ticos (el vocablo original de raiz anglosajona es "eigen"™ y, por eso,
se lo ha traduclido tamblén como "eigen valores" o "eigen vectores™).

Definicién 8. Sea B una matriz cuadrada de dimensién (p x pl}s
es posible encontrar un escalar A (lambda) y un vector X de dimen-
sidn (p X 1}, no nulo tal que

BX = aX
lo que implica
BX - X =0=(B~- )} X=20

sacando el vector X como factor comin a la derecha, de forma que 1la
operacidén matricial sea conformable.

Por ejemplo, si B es una matriz de dimensidén (2 x 2) deberd en-
contrarse la solucidén a la siguiente ecuacidn matricial:

[s 3] A 0 x(1) 0

- o x(2) 0

[s a3 ] [x(l}] [o] [;s - A x(1) + 3 x(2) ]
2w x(2) 0 3 x(1) 4+ (4 - 2) x(D)

{2 x 2) {2 x 1) (2 x 1) {2 x 1)
Debe resolverse el sistema de ecuaciones siguiente:
{6 — &) x(1) + 3 x(2) =0 (11

3 x(1) + (4 - 1) x(2) =0 (2]

Despejando x{l) en la segunda ecuacién y reemplazéndolo en la primeca
se obtiene

- (4 - X)) x(2)
®x(1) = 3
= (6 - A} (4 - A) x{2) +3 x(2) = 0.
3

Sacardo x(2) como factor comin

= {6 - A (4 = })
3 + 3 ®i2) = 8,

1o cual implica, =i %(2) es distinto de cero, gque el corchete debe ser
necesariamente nulo:



= (6 = A){4 = 1}
3 + 3 = 0. ()]

Sacando 1/3 factor comin puede reordenarse como
(6 - {4 - 7)) -3 +» 3 =0D.

5i se observa la estructura de esta ecuacién se vera gue es el
determinante de la matriz original menos AI, es decir el producto
de los dos valores de la diagonal principal, menos el producto de los
dos valores de la diagonal secundaria. Esta es la soclucidén encontrada
cuando se sustituye x({2)3 la ecuacidn tiene dos soluciones por ser una
ecuacion de segundo grado. 8i se la ordena como es costumbre, en el
cAleulo numérico se obtiene:

24 - 42 = 6L+ A2 -3 3 =0
gque, reagrupando términos de igual potencia, serdrs
22 = 104 + 15 = 0,

Es decir que, aplicando la nomenclatura tradicional de una ecuacién de
gsegundo grado con valores

a=1 b = -10 y e=15

y resolviendo respecto a i, se obtienen dos raices que, en este caso,
son Ay = 1,8377 y Ap = 86,1623,

Puede observarse gue la suma algebraica de las dos solucicnes de la
ecuacibén, es decir la suma algebraica de los valores propios, es igual
a la suma de los valores de la diagonal principal de la matriz original
(kg + 4p = B,1623 + 1,8377 = 10).

Esta propiedad de los valores proplos es importante, ya que cuando
se calculan a partir de la matriz de covarianza, la suma de los valores
propios es igual a la suma de las varianzas de las variables incluidas
en la matriz, o sea es la variacidn total (definicién 6).

5i el mismo procedimiento se aplica a continuacidn, pero respecto a
x(1}, se obtendrd la misma ecuacién de segundo grado de la férmula [3].
Conocidos los valores gque puede tomar A, es posible utilizar las
ecuaciones [1] y [2] para determinar una funcidn de los valores de x(1)
y de x(2). Los posibles valores de ) se denominan valores propios y
el vector formado por los valores de x(1) y x{(2) generados por cada va
lor propic se llama vector propic, Asi, habrd tantos vectores propios
=-gon los valores de x{(l) y x(2}-- como valocres propios diferentes
existan.

Para realizar esta sustitucidn se parte de las ecuaciones (1] y (2],
las cuales se igualan y se obtiene:

{6 = A) x{1} + 3 x{2) = 3 x(1) + (4 = A) x(2), [4;
es decir que se dispone de una sola ecuacidn para resolver un sistema
que posee dos inedanltas x{1l} y x{2). E= posible reducir la ecuacidn

[4] y expresarla como sigue:

®x{L) = a x{2),

Ll



donde a serad una funcidén de los A encontrados. Asi, reagrupando ¥
simplificando se obtiene:

x{1{(6 = 2) = 3 = x(D{4 -2 =3

(1) (3 = 2 = x(2) (1 - 2)

1= .\)
®x(1) = sy *®(2) i5]

sustituyendo en [5] por los valores de ) encontrados previamente se
obtienes

para A < 8,1623 para ko = 1,8377
-7,1623 -0,8377
= b= = ZUB37L
*1} = == 723 x(2) x(1) 1,1623 (2)
x(1) = 1,3847 x(2) #(1) = -0,7207 %(2)

Para encontrar otra ecuacién gue permita completar el sistema se
establece la condicidén de gque los vectores propios estén normalizados.
Esto equivale en términos algebraicos a que la suma de los cuadrados de
log elementos del vector debe ser 1. BAsi, debera cumplirse que:

~ w2+ x(292 =1 (61
-

y se completa asi el sistema de dos ecvaciones que, para A; sera en
este ejemplo:

x{1) = 1,3847 x{(2)
x(1) 2 + x(2)2 = 1.
Despejando por el método de sustitucidn se encuentra gue:
(1) = 1,3847 .41 - x(1)2
*(1)2 = 1,38472 (1 - x(1))2 = 1,38472 - 1,38472 x(1)?
x(1)2 + 1,38472 x(1}2 = 1,38472

x{1)2 (3 + 1,3847%) = 1,38472

x(l) = ——2e3BAT n

V1 + 1,38472

y sustituyendo para encontrar x(2) sSe obtiene:

—1.3847 1,3847 x(2)

Y1 + 1,38472

x{2) = 1 (8]
Vl + 1,38472

En forma matricial esta solucidn puede ordenarse asi:




x (1} 1 ,3947] A [1,3347
[ = 1 J° 1,7080 1

%x{2) 1+ 1,38472
x (1} 00,8107

= . 9]
®(2) 0,5855

Puede confirmarse que la suma de cuadrados de los elementos del vec—
tor de la ecuacidn [9) cumple la condicibén establecida en (6]

0,81072 + 0,58552 = 1,0000.

Para encontrar el vector propio generado por el segundo valor propic
se utilizan las mismas férmulas [7] y (8] y se obtiene:

® (1 4 -0,7207 . |-oe7207
[ :] = 1 | " 12326 1

x(2 14+ 0,72072

x (1) -0,5847
= = [10}
x(2) 0,B113

El lector puede confirmar ¢gue se cumple la condicidn establecida en {6].

£1 determinante de la ecuacidn [3], construldo a partir de la matriz
original, también se liama polinomic caracteristico de la matriz B y
es un polinomio de orden igual a la dimensidn de la matriz. En todos
los casos, el polinomio caracteristico de una matriz sera del mismo
orden que la dimensidén de dicha matriz y tendrd tantas soluciones como
dimensiones --no todas necesariamente diferentes-- y, por lo tanto,
existirén tantos valores propios como scluciones de la ecuacién carac-—
teristica. Cada valor propic podra generar una solucidn para el vector
A y por esto existirdn tantos vectores propios como valores propios.
Cada vector propio tendrd una dimensién igual a la de la matriz original
ya que deberin ser conformables.
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EL METODO DE ANMALISIS POR COMPORENTES PRINCIPALES

1. INTRODUCCION

Este es uno de los métodos de andlisis mds difundidos, que permite
la estructuracidén de un conjunto de datos wultivariados obtenidos de
una poblacidn, cuya distribucién de probabilidades no necesita ser
conocida.

Se trata de una técnica matemitica que no requiere un modelo esta
distico para explicar la estructura probabilistica de los errores. Sin
embargo, si puede suponerse gque la poblacidén muestreada tiene distribu-
cién multinormal, podré estudiarse la significacién estadistica y seré
posible utilizar la muestra efectivamente observada para efectuar prue-
bas de hipdtesis que contribuyan a conocer la estructura de la poblacién
original, con un cierto grado de confiabilidad, fijado « priori o a
posteriort.

En este capitulo se explicari cdmo se generan los componentes prin—
cipales a fin de satisfacer el primero de los objetivos que se sefialan
a continuacidn. En el siguiente capitulo se expondrd la interpretacidn
de los componentes encontrados y se indicard la forma de alcanzar los
dos (ltimos objetivos.

2. OBJETIVOS

Los objetivos mds importantes de todo andlisls por componentes prin
cipales soni

- Generar nuevas variables gque puedan expresar la informacidn con—
tenida en el conjunto original de datos.

- Reducir la dimensionalidad del problema gque se estid estudiando,
como paso previo para futugos anaélisis.

= Eliminar, cuando sea posible, algunas de las variables criginales
8i ellas aportan poca informacién.

Las nuevas variables generadas se denominan componentes principales
y poseen algunas caracteristicas estadisticas deseables, tales como
independencia (cuando se asume multinormalidad) y en todos los casos no
correlacién. Esto significa que si las variables originales no estéan
correlacionadas, el andlisis por componentes principales no ofrece ven-
taja alguna.

La literatura acerca de la copstruccién de los componentes princi=-
-pales, su uso y sus propiedades es muy amplia. Casi en todos los libros
de texto de apflisis multivariado se dedica un capitulo al andlisis por
componentes principales. A manera de introduccidn pueden consultarse
Chatfield y Collins, 19803;¢8) Morrison, 1976;(28} Rendall, las0j(22)
Harris, 1975;(16) Cooley y Lohnes, 1971(7) y Seal, 1964.{32)

En Anderson, 19845{2} Gnanadesikan, 1977;{13) Arnold, 1981 (3} Mardia
y colaboradores, 1982;(23) Muirhead, 1982(2%) ¢ srivastava y Carter,

15
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1983, (33) se presenta un enfoque que acentiia loS aspectos tedricos,
aunque no por ellc mas complejo, que requiere cierto dominio inicial de
algebra matricial y de teoria estadistica --aunque no de teoria de la
medida. En los 0ltimos cinco afios ha aumentado considerablemente el
nimero de textos dedicados al anadlisis multivariado aplicado a diferen—
tes disciplinas del conocimiento.

3. ORIGEHES

'-‘_Cﬁn 1901 Karl Pearscn(3D) publicd un trabajo sobre el ajuste de un
sistema de puntos en un multiespacio a una iinea o a un plano. Este
enfoque fue retomado en 1933 por Hotelling, (20) quien fue el primero
en formular el andlisis por componentes principales tal como se ha di-
fundido hasta nuestros dias. El trabajo original de Pearson, 1901, (30)
se centraba en aquellos componentes, o combipaciones lineales de varia
bles originales, para los cuvales la varianza no explicada fuera minima.
Estas combinaciones generan un plapo, funcidn de las vacriables origina-
les, en el cual el ajuste del sistema de puntos es "el mejor", por ser
mi{nima la suma de las distancias de cada punto al plano de ajusr.ﬁ

El enfogque de Hotelling se centraba en el andlisis de los componen-—
tes que sintetizan la mayor variapilidad del sistema de puntos; ello
explica quizés el calificativo de "principal". Por ingpeccién de estos
componentes, due resumen la mayor proporcidn posible de la variabilidad
total entre el conjunto de puntos, puede encontrarse un medioc para cla-
sificar o detectar relaciones entre los puntos.

Cada punto en el multiespacio p-dimensional es el extremo de un vec-—
tor X tal que cada upo de sus elementos x(j), para j = lse..; Pr ©5
una medida de la variable j-ésima en un ipdividuo dado. 8i se miden n
individuos, se obtienen n vectores X y n puntos en el espacio de p
dimensiones.

Desde sus origenes, el anilisis por componentes principales ha sido
apli®ado ep situaciones muy variadas: en psicologia, medicina, meteoro-
logia, geografia, ecologia, agronomia.

Dicho andlisis se aplica, pues, cuando se dispone de un conjunto de
datos multivariados ¥ no se puede postular, sobre la base de conocimien—
tos previos del universo en estudio, una estructura particular de las
variablest ] Cuando se conoce la existencia de una (o varias) variables
independientes y, por lo tanto, otro conjunto de variables dependientes,
pueden aplicarse las técnicas de regresidn miltiple o las de regresidn
multivariada. Si se sabe que no existe ninguna relacidén entre las
variables (hay independencia o, al menos, no hay correlacién), habré
que abstenerse de buscar una explicacién de la "relacién™ entre las
variables, o entre los individuos a partir de dichas variables en forma
conjunta. En este Oltimo caso, en estudios de tipo unidimensional se
obtendran los mismos resultados con teécnicas mas potentes y en forma
menos tediosa, tanto desde el punto de vista computacicnal gomo por la
facilidad de interpretacidn.

EL andlisis por componentes principales deberd ser aplicade cuando
se desee conocer la relacién entre los elementos de una poblacién y se
sospeche que en dicha relac idn influye de manera desconocida un conjunto

de variables o propledades de los elementos.

4., GENERACION DE LOS COMPORENTRES PRIMCIPALES

'{',Se ha dicho que los componentes principales tienen ciertas caracte-
cristicas que son "deseables” :'-l



C =~ Los componentes principales no egtdn corvelacionades y si,
ademéds, puede suponerse multinormalidad en loe datos originales, son
independientes. >

L - Cada componente principal sintetiza la mixima variabilidad resi-
dual contenida en los dat-.osg

T-Al estudiar un conjunto de n individuos mediante p-variables es
posible encontrar nuevas variables denominadas ¥(k}, k = 1,..,, p que
sean combinacicnes lineales de las variables originales X(j), e imponec
a este sistema ciertas condiciones que permitan satisfacer los objetivos
del andlisis por componentes principales.’l

Bsto implica encontrar {p x p) constantes tales que:\
13

p
Yk} = } L{ik) X(3), k= 1l,..., Py \ (113
=1 .

donde 1(jk) es cada una de esas constantes. Obsérvese gue debido a la
sumatoria, en cada nueva variable Y(k) intervienen todos los valores de
las variables originales X(j)g El valor numérico de 1({jk} indicard el
grado de contribucidn que cada’ variable original aporta a la nueva va-
riable definida por la transformacidén lineal.\Ez posible que 1(jk) tenga
en algln caso particular el valor ceroc, o m cercano a cera, lo cual
indica que esa variable no influye en el valor de 1a nueva variable
Yik).

a. No Correlacién

CSin pérdida de generalidad y para simplificar la presentacidn, su—
pondremos que E < X(3)) > =0, § =1,..., p-

Para satisfacer la condicidén de no correlacidn entre 1as nuevas
variables definidas en la ecuacidén [1l) se requiere que:

E < ¥Y(k) ¥(m) > =0, k, m=1,.0., p, kK #m.

Reemplazando cada nueva variable por su definicidn en funcidn de 1las
variables originales se cbtendrd:

P P
B < (§ 1i3k) X()) ( § 1(am) X(n)) > = o. (121
3=1 h=1

Dade que 1(jk) y l(hm) son constantes, su esperanza matemitica sera la
misma constante ¥, por 1o tanto, pueden intercambiarse operadores con
la sumatoria obteniendo una doble sumatarias

p 1
E < ¥Y{(k) Y{m) > = E 1(jk) L(hm) E < X(3) X(h) >. : [13]

3=1 =N

h=1

-

(Se ha identificade la constante gue multiplica a cada valor de la
variable coriginal con dos subindices diferentes {J ¥ h) para destacar
que al introducir el operador esperanza matemjtica en la ecuacién [12)
Se generan todos los dobles productos posibles._;

Enl reemplazar en la ecuacidén [13] la expresién E < X(4) X(hb) >
por su valor, éste sera la covarianza entre las variables originales

1



X{j) y X(b); en otras palabras, seran los términos que guedan fuera de
la diagonal principal de la matriz de var ianza-cavarianza._\

Como se ha sefialado que k # m, ya gue la condicidn es que no exista
correlacidn entre dos componepntes principales, habrd (1/2)p(p - 1) res—
tricciones sobre las constantes 1l(jk) gque deben ser impuestas para gue
el sistema tenga una solucidn dnica.

Estas restricciones se establecen al aplicar a la transformacidn
lineal definida en [1l} las condiciones para gue las nuevas variables
originadas sean ortogonales.fSi se concibe la transformacidén gue produce
los componentes principales*fomo aguella que genera un nuevo canjunto
de ejes o coordenadas que sean perpendiculares entre si, el coseno del
angulo formado por dos cualesquiera de los ejes debe ser D. Estas con-
diclones pueden expresarse asi:

P
I L(3% 1¢jm =0,  kém
j=1 .
s kym= looany B (4]
P
T 1(3k) L{jm) = 1, K =m
j=1

lo cval en algebra vectorial se denomina "delta de Kronecker".

EEs posible expresar la condicién anterior en forma matricial si se
define una matriz L como el arreglo de las (p x p) constantes 1{jk)

1{11) . - . . 1(ip}

- - . - 0

L = = . - 1(3k) . . - [15]

l{pl} - . . - l(pp)
Para safisfacer la condicidn de ortogonalidad es preciso que
LL' = L'L = L7 1n = 1

y se dice, entonces, que L es una matriz ortogonal. Puede expresarse
la transformacién lineal de componentes principales en términos de esta
matriz

Y = X L
(n x p) (n x p) {p x p) 1161

En la ecuacidn anterior se ha expresado la matriz original completa,
es decir una matriz de datos como la de la definicidén 1, a la que se
aplica la transformacidn ortogonal L y se obtiene una nueva matriz
¥ de dimensidén igual a la matriz original (m x p). Para cada uneo de
los individuos {(n en total), se calcularon nuevos valores correspondien—
tes a las variables no correlacionadas. FEsta nueva matriz Y tendra
también una matriz de varianza covarianza que sera diagonal, ya que las
variables --combinaciones lineales originadas por la transformacién or-
togonal L-=- no estardn correlacionadaa.

C_ fa condicidn de la ecuacidén [13] también puede expresarse en térmi-
nos matriciales comos

E<¥Y> = E< (XL} (IL)>]



Epli.canau las propiedades de las operaciocnes con matrices

= B<L'X'XL >1
e introduciendo el operador esperanza matemitica, ya que L es upna ma—
triz de constantes

= L"E<X'X >L, '\

. J
donde la esperanza de (X' X) es la matriz de covarianza de los datos
originales. En 1las aplicaciones, ésta se reemplaza por 8, su estima-
dor muestral, con lo que la condicidn queda;

E<yly>=L'5L=.\,‘) 171

[:cmﬂe A es una matriz diagonal, vya que las covarianzas muestrales
¢ las variables transformadas deben ser nulas. Esta matelz A ten—
drd en la diagonal principal los valores de las varianzas de las nuevas
variables o componentes principales.l

Si se premultiplican ambos miembros de la ecuacidn [17] por L y
ge recuerda que L L' = I, se obtiene:

LA= §L. {18}
~

ll:a matriz A puede expresarse como:

A1) 0 0 0 0
0 A2) 0 0 0
A= " : Alk) 7 . .
0 Q 0 A(p-1) 0
a 0 o o Alp)

La expresién matricial de la ecuacidn (i8] puede desarrollarse como

[1{11) 7 : i 1{1p)] [ x(1) 0 0 0 0 7
: : i s : 0 A(2) 0 0 0
5 o L(ik} . . . . k) ¥ -k
. A o " 5 1} 0 0 A{p=1} 0
l(p1) . . +  i(pp) ] L ¢ 0 0 0 rpY
[s(11} . P . sllp)] (1{11) R " . - 32
= . . os(iy . : P . . Ltix) . . .
Istel) . . «  s{pp) L1 (pl) - . o 3 1{991.‘

5i se multiplica la primera fila de la primera matriz por la primera
columna de 1la segunda matriz se obtlene:

1(11) A(L)
debide a que Se anula el resto de los términos. 8Si se efectia la misma
operacién, pero con las dos matrices que estan a la derecha del signo
igqual, se obtiene:

5{(11) 1(l1) + s(12) 1(21) + ... + s(ip) 1(pl).

Para mantener la igualdad, los elementos homdlogos de las dos matrices
deberdn ser lquales, es decirs

1B



1{11) x(l) = s(l1) 1{11) + s(12) 1(21) + ... + s{ip) i{(pl}.

El segundo elemento de la primera columna de la matriz rcesultante se
obtendra al multiplicar la segunda fila de la primera matriz por la
primera columna de la segunda matrizs

1(21) A(l) = s(21) 1(11} + s(22) 1{21) + ... + s{2p) 1l(pl).

El p-€simo elemento de la primera columna de la matriz resultante se
obtendrd multiplicando la (ltima fila de la primera matriz por la pri-
mera columna de la segunda matriz:

1(pl} A1) = s(pl) 1(1l1) + s(p2} 1(21) + ... + s(pp) 1(pl).

Este sistema de p ecuaciones puede reordenarse ubicando todos los
términos en un misme miembro, igualando cada ecuacidn a cero y sacando
factor comin L{kl) entre los cocrespondientes términos (k = l,..., p)

< g{11} = A(1) > 1(1l1l) + s(12) 1{21) + ... + s(lp) 1(pl)
s{21) L({11) + < s{22) — a{1) > 1(21) + ... + s(2p) 1{(pl}

0
a
o

s(pl) 1{11) + cane v + < s(pp) - A{l} > L(pl).

=
B
=
=

Este mismo Sistema de ecuaciones puede expresarse en forma matricial:

S(11). . ¥ - 2(1p A(1) 0 0 0 o 1{11)
o m e . - . 0 A(1) © ] o 1(21)
« - = s8lii} . = e 0 o all) 0 a . = 0.
. . = . . . 0 ] ] A(l) O L

s(pl) « . . . 8{pp 1] o [v] 1] A1) 1{pl

19}

Nétese gue en esta ecuacidn sdlo interviene el primer elemento de
la diagonal principal de la matriz L, © sea Ai(l). 51 se compara
esta ecuacidn con la transformacidn de la definicidn 8, se verd que es
igual ¥ gue la matriz B de la definicién es ahora la matriz de cova-
rianza S. Como ya se ha sefalado, esta ecuacidn tiene tantas solucio-
nes como dimensiones tenga la matriz B, en este caso 1la ecuacidn ten—
drd p 8oluciones.

Si este mismo procedimiento gue se detalld para la primera columna
de la matriz resultante de la ecuacion [18) se aplica a las columnas
restantes se obtiene una ecuacidn idéntica, lo que implica que las p
soluciones se encuentran al igualar a cerc el determipante de la matriz
de covarianza menos iI.

|Is = ax| = 0

que se conoce como polinomic caracteristico de la matriz B. En la ecua-
cidn [19] existen p + 1 incdgnitas (p valores de 1(jl) y (1)) y sélo p
ecuaciones, por lo cual el sistema no tiene solucidn tnica. Para iograr=
la debe agregarse la condicién ya seflalada en la ecuacién [6] respecto
a la normalizacidn del vector propio. Asi, deberd cumplirse la condicidn

e
PolGgn2 = 1
J=1

5i se consideran los p posibles sistemas generados por la ecuacidn [18),
se tendran (p x p) incdgnitas correspondientes a les p elementos de cada



uno de los p vectores propios {los 1(jk}} y p incdgnitas de los A(j),
pero sélo (p % p) ecuaciones. El1 resto de las ecuaciones se encuentran
a partir de la condicién de normalizacién, ya que deberd cumplirse que:

P
! 1(ik)2 = 1, para todo k.
3=1

Este sistema de ecuaciones dari lugar a P vectores gue satisfacen
la ecuacidn [1913 cada uno de éstos se denomina vector propio. Es im-
portante sefialar que la matriz L, formada por los p vectores propios,
no ee stmétrica, ya que cada una de las columnas identifica 1a nueva
variable o componente principal, el cual es una combinacién lineal de
todas las variables originales.

Conocida la matriz L es posible posmultiplicar la matriz original
de observaciones X por L y obtener una nueva matriz de datos Y,
tal como se definid en la ecuacién [16]

¥ = X L
(n x p) (n x p) {p x pP)
EL.- Mixima Variabilidad

Por la forma en que son generados los componentes principales, tam-
bién satisfacen la condicién de sintetizar en forma decreciente la va-
rianza del conjunto original de datos.

Si se desea hallar la combinacidn lineal gue sintetice la méxima
varlanza, deberd encontrarse el miximo de la expresidn de la varianza
de la ecuacidn [1l] que define up componente principa]j

P B
Y = I 10) x(3), |
3=1 _x

de la cual s6lo se ha eliminado el subindice gue identifica a la nueva

variables
P
[Var (¥) = vVar [ I 1t th)] : 7 [20)

3=1 A
Lﬂi’ara calcular la varianza de la expresidén entre corchetes debe re-
arse que las variables X(}) estdn correlacionadas, por Lo cual a la
varianza de las X(j) deberan sumarse las covarianzas. Si se recuerda
gue la covarianza s(jh) es igual a la covarianza s{hj), la expresidn
queda como sigue:

P p -
var (¥) = § LN s +2 § 13 L(h) s{in) l
=1 j=1
h=2 j<h
si se recuerda gque 1(j)} es una constante y que la varianza del producto
de una variable aleatoria por una constante es igual al producto de la
varianza de dicha variable aleatoria por el cuadrado de la constante.
La sumatoria del segundo térmimo se efgctiia para todos los valores de |
¥ h diferentes, siende j menor gue h.EEsta misma ecuacidén puede escri-
birses

2
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P P
var (¥) = | 1(NH3sGH + § 1) Lh) s(ihy;
3=1 j=1
h=l ifn

de ella sdlo se ha eliminado el 2 Yy se ha efectuado la suma para todas
las combinaciones de j y h diferentes. Cgs posible sintetizar adn mas
la ecuacidn anterior si se agrupan los dos términos en unoi

P

var (¥) = I 1{4) L{h} s(im, §21]
3=l
hel

donde j y h asumen todas las combinaciones de valores posibles. En la
ecuacidén anterior se observa que en la determinacién de la variapza de
un componente intervienen las variangas y las covarianzas (o sea los
valores de s(jh}} entre todas las variables originales. Las constantes
1(i) ¥ 1{h) <ue intervienen en la ecuacidén son log valores de las p
constantes gue forman el vector asociado con esa nueva variable o compo-
nente principal. Ee decir que son los elementos del vector de la ecua-
cién [191, o los elementos de wnia colwma de la matriz L definida en
{15). i

[Es necesario encontrar el miximo de la ecuacién [21], con sujecidn
a las restricciones expresadas en {l4]. En este caso, se trata de los
elementos de un mismo vector y, por lo tanto, siguiende la nomenclatura
de la ecuacldén [21] =eré:

P
I s 1w = 1, {22}

o sea, la suma de los cuadrados de los valores debe ser 1.

Derivando la ecuaclidén [21) respecto a los valores de 1(j). teniendo
en cuenta la restriccldn de la ecuacidén [22) mediante el uso de multi-
plicadores de Lagrange, se obtiene:

3
:

P
1(j) 1{b) s(5h) - gl [ 1(3)2=-1) >/ 3 1¢i) = 0. (23},
1 ;
h=1

a <
i i=1

Esta ecuacidn puede derivarse respecto a p posibles valores de 1(3).
supéngase que j=1, se obtendrd:

p e
I 1thy s(im + § 1(h) s¢(hl) - g (2 L(1}} = 0,
=l h=1

ya que, como se ha visto al deducir la ecuacidén [21], la doble sumatoria
incluye todas las combinaciones posibles. Al examinar la ecuacidén ante-
rior ¥ teniendo en cuenta las propiedades de simetria de la matriz de
covarianza puede observarse ques

P
2 § 1l¢h) s(lh} -= 2 g 1(1) = 0, [24]
h=1

de donde puede eliminarse, sin alterar, el ndimero 2 en ambos miembros.
A partir de la ecuacidn (23], ¥y derivando respecto a 1(2)},..., L{p)



podrén encontrarse ecuaciones similares a la [24) gue, en conjunto, for=-
mardn un sistema donde la inc&ynita es el valor de g. Este sistema seréa:

P
I 1) siny - g 1(1)
h=1

]
=

P
I 1(h) s{2h) - g 1(2)
n=l

]
(=]

n
(=]

1 L(h) siph) - g 1(p)
h=l

el cual puede expresarse sin alterarle como:

P
¥ lh) s(im) = g 1{1)
n=1

P
I 1(h) s(2ny
h=l

g 1(2)

P
I Xh) stph)
h=t

g 1(p)

Cada una de las ecuaclones de este sistema puede expresarse como el
producta de dos vectores, los cuales podrén arreglarse luegc en forma
matricial. Para la primera ecuacidn serd:

s(11)
a2{21)

< L) 1{2) ... 1(p) > . = 1i(l) g

s(pl

que podrad repetirse para cada una de las restantes. Estos vectores Pue—
den disponerse en una matriz

s(11l} s{12) ... s(lp
s8(21) s(22) ... s(2p)
< 1(1) 1(2) ... L(p}) > - - van . = < 1(1) 1(2) ... 1{p) > g.

(pl) . -+. sipp

Sin restarle generalidad, es posible expresar el segundo término de
la ecuacidn anterior en forma matricial y obtener:



YL

s{1l) s{12) ... s{lp)
s(21) s(22) ... s(2p)

< 2(1) 1(2) ... Lip)} > |. - va . =
s(pl) - .. 5(PP)
g ()} — o
0 q e 0
< L(2) L2} <.o X(P) > |- 5 .g. e 125)
8 5 s g

Reordenapdo 1la ecuacidn [25), igualando a cero y Sacando el vector
de las constantes como factor comin a la izquierda, se obtienes

s{1l) s{(l2) ... s(1p) g ..s D
s{21) s=(22} ... s(2p) 0 ... 0

< L{1l) 1(2) ... L(p) > . . e -l .g9- . = Q.
s(pl) ‘ ..+ s{pp) 0 ... g

(1 x p} (p x P) (pxp)=(1xp)

A la izgquierda del signo igual (=) se encuentra un vector para el
cual existen p incdgnitas, una matriz cuyos valores son conocidos va
que representan las varianzas y covarianzas de las variables originales,
y una segunda matriz con una incdgnita, g. Existen p ecuaciones y (p *
+ 1) incdgnitas. Bn consecuencia, para que el sistema tenga solucién
Gnica, debe encontrarse otra ecuacién. Esta es la condicidén gque se ha
impuesto a las 1{j), cuya suma elevada al cuadrado debe ser 1 {ecuacidn
{141). BEs decir, el sistema tiene solucidn unica.

Es posible reordenar este sistema y obtener la transpuesta de ambos
miembros, es decir transponer filas por columnas, y se obtiene, enton-
ces, un vector (p x 1), o Sea un vector columna, en vez del vector fila:

=(11) s(12) ... s(ip} g 0 i 0 1(1)
s{21) 8{22) ... s(2p) a g el - 1{2) !
. o e s - 1. . .9. . . = 0. [26)
s{pl} . ... 5(pP V] . e 1(p}
(p x P) (p x p) {p x 1) (px1)

La diferencia entre las dos matrices no se altera ya que es simétri-
cay la matriz y el vector cambian posiciones a fin de hacer conformable
la operacidn (ésta es una propiedad de las operaciones matriciales).

8i se compara la ecuacidn [26), que refleja la condicibén que debe
cumplir una transformacién lineal para sintetizar la maxima variabili-
dad, con la ecuacidn [19], que expresa la condicidén que debe satisfacer
una transformacién lineal para que las variables resultantes no estén
correlacionadas, se observard gue son idénticas, excepto due en un caso
10s valores de una de las incdgnitas se han 1llamado A(l), ¥ en el
otro, 9. En ambos casos, ¥ como ya se demostrd para la ecuacidén (191,
tiene p soluciones que son los valores propios generados por 8, cada
uno de los cuales origina un conjunto de valores para el vector de
constantes 1(j).



Ll.a transformactén lineal que sintetiza la mdxima wvariabilidad
correspondera, pues, a la generada por el valor de A3) gque sea ma-
yor. Convencionalmente esta solucidn méxima se ha denominado A(1l) y
la notacién se vtiliza de manera que se cumplas

ML) 2 A(2) 2 .., 3 20D, (27]

Aasi, la primera transformacidn lineal, o primera variable generada, o
primer componente principal, sintetiza la méxima variabilidad posible
en el conjunto de datos originales. La sequnda transformacidn lineal,
o segundo componente principal, sintetiza la maxima variabilidad resi-
dual, sujeta a la condicién de no correlacién con el primer componente
principal, y asi hasta el p-ésimo componente.

5. NOUEVA EXPRESION DE LOS DATOS

r 8i se conocen 105 valores propios generados por la matriz de cova
t{anza de un conjunto de datos, es posible calcular todas las constantes
gque forman la matriz L de transformacidén, definida en l1la ecvacidn
[16). Una vez encontrada esta matriz, es posible posmultiplicar la ma-
triz original X y obtener una nueva matriz de datos Y.

Esta matriz de datos transformada tendréd las caracteristicas desea-
bles que se mencionaron antes:

- Para cada observacidén o individuo tendrd p valores que correspon—
den a cada uno de los componentes principales o nuevas variables.

- La matriz de covarianza de este conjunto de datos serid diagonal
{ya que las nuevas variables no estin correlacionadas} y los valores de
las varianzas de cada variable serdn los valores propios encontrados al
resolver el polinomio caracteriastico de la matriz de covarianza de los
dates originales,

- La varianza del primer componente principal serd la mayor, y cada
uno de los siguientes componentes tendra una varianza menor, hasta que
el Gltimo componente serd el que posea la menor varianza.

= El vector promedio de la nueva matriz también experimentard la
niema transformacidn lineal:

¥ = x* L (28]
(1L % p) {1 xp) (p x p)

Se utiliza la transpuesta de los vectores promedio, ya que en la defini-
clén 2 X es un vector columna.

En esta nueva expresidn los datos cumplen una serie de propiedades
que pueden sintetizarse en:

a) E < ¥(k) > = E < X' > 1{(k), dorde 1(k) es el k=ésime vector
propio.

b) Var < ¥{k) > = A(k}, donde A{k) es el k-ésimo valor propio.
c) Cov < Y(k), ¥(m) > = 0, para k # m. %
dy var [¥({i)] > var [¥(2)]) 2> ... >Var [¥{(p) 2 0.

P
e) } Var < ¥(k) > = tr S.
k=l

25
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P
£) © Var < ¥(k) > = |s].
k=1,

Si 2e desea gque la media de las nuevas variables generadas sea cero,
deberd efectuarse una traslacidédn, es decir restarle a la matriz ¥ de
108 nuevos datos el valor de los promedios de las nuevas variables como
se definieron en a), calculados a partir de la ecuacidn (28]. Asi, una
matriz de datos transformados y con media cero serd

Y* s Y- X' LeXL-X'LeyYrs [X-1%'] L 129}

al reemplazar ¥ por su expresidén en funcidén de los datos originales,
donde 1 representa un vector columna de nimeros 1 que, al multiplicarse
por el vector fila X', conforma una matriz qgue permite centrar las va-
riables originales; luego, 2e saca a la derecha la matriz de transforma-—

cidn como factor comin L y se obtiene la ecuacidn [29]. :

Gﬁj USC DE LA MATRIZ DE CORRELACION

Hasta ahora se ha utilizado siempre la matriz de covarianza S de
1os datos originales presentada en la definicién 3. Es posible calcular
los valores y los vectores propios y, por lo tanto, la matriz de trans-
formacién L si se emplean los datos estandarizados, en cuyo caso la
matriz de covarianza serad la matriz de correlacidn de la definicidn 4.

Los valores de la diagonal principal de R --la matriz de correla-’
cidn-- son ndmeros 1, ya dque las nuevas variables estandarizadas poseen
varianza unitaria. Esto significa que en el conjunto de datos a partir
del cual se generardn los componentes principales se otorga la misma im-
portancia a todas las variables observadas. Esta situacibn puede © no
aer deseable, perc importa destacar que el uso de la matriz de correla-
cibén implica una ponderacién de las variables originales, otorgandole a
cada una la misma importancia, independientemente de leos valores rela-
tivoe de sus varianzas. En el capitulo 4 se describe el efecto de la
estandarizacién sobre los resultados del andlisis por componentes prin-
cipales.

LCuando se utiliza la matriz R, cambian algunas de las propiedades
de “los valores y vectores propios generados. De las propiedades antes
mencionadas cabe destacar que las correspondientes a e) y f) deben
expresarse en términos de R:

P
e) § var < ¥(k) > = tr R = p.
kel

ya que la matriz R tiene nGmeros 1 en la diagonal principal y es de
dimensién p; ;

P
£) = Var < ¥(k) > = |R]. l
k=1

La matriz de transformacidn L as{ generada sera diferente de 1la
obtenida a partir de S. Esta caracteristica de los valores y vectores
propios determinan que el andlisis por componentes principales sea sem
sible a los cambios de escala, Por este motivo, es muy importante exami-
nar cuidadosamente los datos originales en sus promedios y sus varianzas
y covarianzas a fin de poder decidir qué tipo de matriz conviene utili-



zar, qué cambio de escala puede introducirse anptes de encontrar § o
Ry aqué interpretacidn deberi darse a los componentes encontrados,

I;Si Se utiliza la matriz de correlacidn para generar los componentes
principajes deberd usarse la matriz X estandarizada (variables con
media cero y varianza upitaria) para aplicar la ecuvacidn (i6], ya que
el método de componentes principales es sensible a los cambios de escala
y serd imposible obtener nuevas varisbles no correlacicnadas (componen-
tes principales) si se emplean expresiones diferentes para el cilculo
de la matriz L y de la matriz Y. Si se utilizan los datos estanda-
rizados no es necesario Correglr segfin la ecuacién i29], ya que la media
de cualguiera de las variables originales sera cero.
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1. INTRODUCCION

INTERPRETACION DE LOS COMPONENTES PRINCIPALRS

No importa cudn simple o complicado sea un método de analisis de
datos; una vez concluida la manipulacidn algebraica, es necesario inter-
pretar correctamente los resultados obtenidos. En los analisis mas
difundidos, como el andlisis de varianza o la regresidn lineal simple,
luego de lo gue para muchos son cdlculos tedicsos que hoy dia pueden
hacerse rapida y eficientemente con computadoras de mesa y hasta con
caleuiadoras de bolsillo, hay gque interpretar un par de estimadores,
por ejemplo: la ordenada en el origen ¥ la pendiente en una ecuacibdn de
regresion. Para verificar la hipdtesis acerca de los valores encontrados
basta generalmente comparar un valor calculado con otro tabulado.

En el apdlisis por componentes principales es necesario calcular e
interpretar tapnto los valores propios generados como los vectores pro-
pios. Deberd decidirse cudntos valores propios seran considerados si
se desea reducir la dimensién original de p variabliez a m (siendo m <
< p). Habrd que ser muy culdadoso al interpretar los vectores pro-
pios, ya gue el método no es independiente de la escala de medicién de
las variables originales. :

En este capitulo se presentarédn los criterios para seleccionar el
nimero de componentes a considerar cuando se reduce la dimensién origi-
nal, la correlacién entre las variables originales y los componentes
principales, como asimismo algunos casos de aplicacidn directa del mé-
todo a la utilizacién de componentes no lineales, a la sclucidén de los
problemas de multicolinealidad en regresidn y a la deteccién de mar-
ginales.

2. SELECCION DEL. NUMERO DE COMPORENTES

Se ha dicho gue la suma de las varianzas de las variables origina-
les, es decir la traza de 8§, es iqual a la suma de los valores pro—
piocs de la matriz 8. A su vez, la varianza de cada componente prin-
cipal es el valor propio que le did origen; asi se cumplird cue

p P
Yost3iy = § 0 adx) Jak = l,eua, Py
j=1 k=1

lo gue se deduce de las propiedades b) y &) mencionadas en el capitulo
oy

Cada componente principal explica una proporcidn de 1a variabilidad
total y esa proporcidn puede calcularse mediante el cociente entre el
valor propic y la traza de 5. Este cociente se denomina proporcidn
de la variabilidad total explicada por el componente k-ésimo y se cal-
cula asis

A (k)
tr S

= variacidn explicada. [ 30}
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Como los valores propios se ordenan en forma creciente, es posible
seleccionar los primeros m valores proplos (siendo m < p) y 1la efi-
cteneiad del ajuste de los datos originales por 1los nuevos m componentes.
principales estari dada por la proporcién de la variacién total expli-
cada por la suma de los m primeros valores propios. :

m

I A
k=l

tr S

100 = porcentaje de la variacidn total (31}

Tanto la ecuacidén [30] como la [31] pueden expresarse en forma de
proporcién o de porcentaje; en el primer casc, la variacidén total del
conjunto original de datos serd la unidad y en el segundo, seria 100.

Aplicando la propiedad e) {punto 5, capitulo 2} a las ecuaciones
anteriores es posible expresar la variacidn explicada por cada compo-
nente o por los m primeros componentes en funcidén de la suma total de
loe valores propios. Asi se obtiene:

Ak)
100 = porcentaje de variacidn explicada

T ACK) por el k=ésimo componente
k=1

m

PRXLS)
kel ___ 100 = porcentaje de variacién explicada
lg S por los m primeros componentes
k=l

[Cuando se consideran todos los componentes, es decir si m = p, la
proporcién de la variacidn explicada es 1 y el porcentaje es 100%.

Al decidir cudntos componentes se mantienen en una situacién parti-
cular, deberd examinarse cuintos componentes son necesarios incluir para
que el porcentaje de variacidn explicada sea satisfactorio. No es posi-
ble aplicar una prueba de hipdtesis que tenga validez para toda situa-
cién ¥y gque permita decidir cuéndo se ha alcanzado el "nivel gatisfacto-
rio". En principio, se recomienda preparar un grafico donde se repre-
sente el porcentaje de variacién explicada por cada componente en las
ordenadas y los componentes en orden decreciente en las abscisas (véase
la Fig. 2).

Pueden presentarse varias situaciones respecto de las cuales se dara
un resultado para c¢inco variables originales y, por lo tanto, cinco va-
lores propios ¥ cinco vectores propios. La Tabla II muestra los pofcen-
tajes de la varianza total explicada por ¢ada componente en cuatro casos
designados a}, b), ¢) ¥ d) 3

Tabla I¥. Variacién explicada por cada componente

Caso Porcentaje de la Variacién Total Suma
Explicada por el Componente Total
1 oy 3" 47 5°
a) 35 30 28 4 3 100
b) 45 30 8 8 B lo0
c) 75 7 ) 6 S 1g0
d) 22 21 20 19 18 100




En el caso a) los primeros tres componentes sintetizan porcentajes
similares de la varianza total y los Gitimos dos contribuyen con valores
mucho mds pequefiosy podrian considerarse sdlo los tres primeros y se
habria explicado el 93% de la variacién total, 1o cual indica que sin
perder casi informacién la dimensidn del problema puede reducirse de
cinco a tres.

En el caso b}, hay una disminucidn del primero al segundo componente
y los Gltimos tres aportan muy poco; si se consideran los dos primeros
componentes se explicaria el 75% de la variacién original, resuitado no
muy bajo y que para ciertos casos puede ser utilizado. Procede seffalar
que los criterios de seleccidn no son fijos y que dependerdn de la posi-
ble interpretacidn gue se haga de los componentes generados.

La misma proporcién es explicada en el caso c) por el primer compo-
nente} los cuatro componentes restantes contribuyen con valores bajos y
muy similares entre si. En este caso, s&lo se tomard en cuenta el primer
componente, aunque debe prestarse suma atencidn a la representacién de
las diferentes variables originales en este componente, lo cual puede
medirse mediante su correlacidén con las variables, como se ilustrard
mAs adelante.

En el {dltimo caso todos las componentes sintetizan proporciones
similares de la variacién total y, en consecuencia, es dificil decidir
cudntos componentes deberin seleccionarse o si debe aceptarse que la
verdadera dimensidn del problema analizado es 1la original. Puede faci-
litar esta decisidén la inspeccidén de la correlacidn con las variables
originales y la inspeccién de la matriz S o R utilizada:_l

En la figura 2 se han graficado los valores de la Tabla II. De la
inspeccidn visuwal puede deducirse que deberén considerarse los compo=
nentes anteriores al punto de inflexidn de la ocurva.

]
g 804 a)
- © b)-o——
g : 601 c]._p.

o d)——
< 3 401
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2 201

o 20 xe pe g

Componente  Principal

Fig. 2. Proporcidén de la variacién explicada por cada
componente. En todes los casos, los cinco componentes
sintetizan el 100% de la varianga de las variables ori-
ginales.

Ctro criterio para seleccionar el nimeroc de componentes consiste en
ir sélo aguellos cuyos valores propios sean superiocres al promedio.
8i se utiliza la matriz R, se incluirdn los componentes cuyca valores
propios sean mayores gque l. Sin embargo, este c¢riterio, debido a Kaiser
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(citado por Mardia y colaboradores(23)), tiende a incluir muy pocos
componentes cuando el nimero original de variables es inferior a 203

El criterio grafico, presentado en la figura 2, fue sugerido por
Cattell (1966) (6) y tiene el efecto contrario, ya que tiende a in-
cluir un nimero altec de componentes. Por esto, se requiere una solucidn
de compromise y una inspeccidén detallada de las correlaciones.

3. CORRELACION ENTRE VARIAHLES ORIGINALES Y COMPONENTES PRINCIPALES

En el caso bivariado, por ejempilo al estudiar un modelo lineal de
relacidén entre dos variables X e ¥, como en la regresidn lineal simple,
la correlacidn se calcula asi

i o covi{x,Y) 1321

var(x) var(y)

El cuadrado de la expresidn [32), conocido como coeficiente de determi-

nacién, constituye una medida de la asociacidn entre las dos variables.

Esta medida podrid ser contrastada por una prueba de hipétesis para valo- .
res cercanos a cero cuande se supone blnormalidad; de efectuarse una
prueba para valores absclutos elevados del coeficiente de correlacidn
(varia entre -1 y +1), debera disponerse de una muestra grande y apli-
carse la conocida distribucidén asintdtica del estadistico z de Fisher

calculado a partir de r.

Para estudiar la correlacién entre las variables originales y los
componentes principales habra que calcular todas las correlaciones de
cada variable original con cada nueva variable.

Sean x el vector de dimensidn (p % 1) de las p wvariables origina-
les e ¥y el vector, también (p x 1) de las nuevas variables —-—combins-
cicnes lineales de las originales--, debe encontrarse una expresidn de
la esperanza del productc de los vectores, y reemplazando el vector y
por su expresidn en funcidén de la transformacidn lineal segfin la ecua-
cidn (16]

E < x,¥y" > = E < %,x"L >

si se aplica la ecuacidn (18} y se recuerda gue el estimador de |
es S, ya gue I es la matriz de covarianza de las variables origi-
naless:

E <Xy" >=E < x,2' > L= J L= LL'" ] L= LA

Asi la covarianza entre X{j) e Y(k) seria el elemento de 1ia matriz
L.A ubicado en la posicidn (jk). La matriz L posee en la posiclén
{jk} el elemento j-ésimo del k-&ésimo vector propio, es decir 1(jk). La
matriz A es diagonal y los elementos no nulos son los valores pro-
pios de la matriz 5, por lo cual

Cowv < X(3), ¥(k) > = 1(3k) A(k) J.,k = 1,...,p (33]

Para calcular la correlacién deberd dividirse por la raiz de las
varianzas de las variables, es decir por =(jj) y por (k). ¥y se ob-
tendri:

1(jk) A(k)

Y IR

gue puede expresarse pors:



r{jk) = 1(jk} < afk) / s{i3) >W/2 (34]

Si se utiliza la matriz de correlacidén de los datos originales R,
las varianzas s(jj} serap unitarias y la férmula [27] se reduce a

r(jk) = L{jk) < atk) >1/2 135)

Las ecvaclones [34) y [35)] representan la correlacidn entre la va—
riable original X{(j) y el k-ésimo componente principal. El cuadrado
del coefijciente de correlacidn es una medida de la asociacidén entre
ellos ¥ una maneca de cuantificar la proporcién de la variaciédn total
de una variable original explicada por el componente k. Obsérvese que
el denominador de la ecuacidn {34] es la raiz de la varianza de la va-
riable X{3); asi, al elevar al cuadrado, se obtiene una ponderacién de
la variacidén explicada por la combinacién lineal k=ésima.

Si se efectiia una sumatoria en k, es declr se suman las proporciones
de la varianza explicada por los p componentes principales para la va-
riable original X(j)., se obtendri el valor l. Puede efectuarse la su
matoria para los m primeros componentes incitidos luego de la seleccién
destinada a reducir la dimensidn de un conjunto de datos y determinar
cedl es la proporcidn de la varianza de cada variable original conside—
rada en el nuevo subconjunte. Esto es posible ya que los componentes
principales no estan correlacionados entre sij de lo contrario, no se
aplicaria lo anterior por no tomar en cuenta las covarianzas. Asi, en
términos de la matriz de covarianza serd:

5 Ax) 12(3k) Fikeow Tpuey p {361
=EAIK) = T a(33)
para el k-ésimo componente, y sumando para los primeros m:

m 1 m
I 2200 = 5537 I A 1205k,
k=l k=1

Del apilisis detallado de estas proporciones y de los elementos de
cada vector propic podrAn inferirse las conclusiones necesarias para
explicar la estructuracidén de un conjunto de datos multivarlados.

4, PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LOS VALORES PROPIOS

Al seleccionar los componentes principales a considerar en una des-
cripcidén puede ser dtil disponetr de una prueba para afirmar gque los
dltimos (p - m) componentes son cero. Esto implicaria gue A es, en
realidad, de rango m (existen p — m variables orlginales que son combi=-
naciones lineales de las restantes m). Sin emwbargo, en ese caso también
S8, la matriz de covarianza estimada a partir de la muestra de n obser—
vaciones, seria de rango m con probabilidad 1 y una prueba de que l(p)
-=el menor valor propio estimado-- es ilgual a cero seria trivial (Mardla
y colaboradores, 1979),(23}

Cuando puede suponerse Multinormalidad en 1a poblacidén de la cual
se extrae la muestra serd posible verificar dos tipos de hipbtesis si
se ¢alculan los valores propios de la matriz S.

a. La proporcidn de la variacién explicada por los fltimos p - m
componentes es menor dque un cierto valor. Esto seriar
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m

I Ak
k=l
Ho: S Tl
I ax)
k=l
n < p-
m
I xx)
k=1

P
T Ak}
k=1

El estimador muestral de W, llamese w, seguird una dilstribucidn
aproximadamente normal con media W y varianza

2 ke §

Var(w) = T2 = (W2 - 2aW + a2),

(n = 1) (er [)2
donde
m
I a2
kel
P
I 2% (x)
k=1

a= m < p.

Es posible estimar T2 utilizando la matriz de covarianza B Vg
los valores propios de esa matriz. La rafz cuadrada del valor estimado,
llémese t, puede ser usada para construir un estadistico de prueba

w =W
t

z =

que tiene distribucidn normal tipificada, es decir con media cerc y va-
rianza 1, para lo cual existen tablas de probabilidad que permiten tomar
decisiones acerca de la hipétesis planteada y construir intervalos de
conflanza si se desgea.

b. Probar la hipotesis de gue los dltimos p — m valores propios
son iguales

Ho: a{p) = a(p = 1) = ,.. = x(m + 1).

Esta prueba Se conoce también como la Prueba de isotropia va que implica
que en las (ltimas p - m dimensiones los datos estfn dispersos en una
hiperesfera y, por leo tanto, el incluir uno de los componentes en el
anélisis deberia implicar la inclusién de todos los restantes.

El estadf{stico utilizado para probar esta hipdtesis se obtiene por
el método de la razdn de verosimilitud y la funcidn -2 log L* = npla -
-1 - log g) se distribuye aproximadamente comoc chi~cuadrado, siendo L*
1a razon de verosimilitud cuando se supone multinormalidad, n el tamafio
de la muestra, p el nlimero total de variables ohservadas, a la media
aritmética de los valores propios ¥y g la media geométrica de los
valores propics.

Después de un manejo algebraico es posible utilizar



o4
) 1{k)
o o _k=mtl

s W donde 1(k) es el estimador de A{k),

a* es la media aritmética de los dltimos p — m valores propios estimados
gue corresponden a los incluidos en la hipbtesis nula, ¥y

g" = <lm+1) . 1m+2) ... L(p) >/ P=m)

es la media geométrica de los \ltimos p - m valores propios estimados;
y el estadistico puede escribirse como

-2 log L* = np{a™ - 1 - 1log g").

Barlett propone una aproximacidn (citado por Mardia y colaboradores,
1979(23)y, ae forma tal gue la ecuacidén sera

2 2p + 11 a"
x ='(- P (p = m) log

n

9

que se distribuye asintdticamente como chi-cwadrado con (L/2){p - m + 2)
(p- m= 1) grados de libertad.

5. ALGUNAS APLICACIONES DEL AMALISIS POR COMPONENRTES PRINCIPALES

Cuando se aplican los métodos estadisticos a casos concretos en
diferentes disciplinas del conocimiento, el estadistico esti obligado a
explicar culdadosamente el significado de los resultados alcanzados.
Asimismo, éste deberid sondear al especialista hasta gue responda a todos
los interrogantes acerca de las caracteristicas de la informacidén dis-
ponible y del uso que se dard a los resultados obtenidos.

EEn el campo multivariado esto es aln mas necesario ya gue sus méto-
dos ¥ técnicas no estdn todavia muy difundidas y cualquier interpreta-
cion debe ser en extremo cuidadosa porque las técnicas utilizadas son
muy poderosas-.

El problema se asemeja al de aguel padre gue concurre al colegio de
su hijo e interroga al maestro: gC&mo se desempefia mi hijo? La pregunta
no pedrad ser contestada con propiedad hasta que el padre aclare para
qué necesita la informacidn: ;Para predecir Su triunfo en los estudios?
¢en Su vida soclal? :en los deportes?

Es preciso comprender gue cuando el estadistico enfrenta la solucién
de un problema construye un modelo artificial que debe reflejar los
supuestos y 108 objetivos del estudio. En el caso multivariado elio
equivale a formular una combinacidn matemdtica artificial de variables
aleatorias cbservadas.

Nunca se destacard en demasfa la naturaleza artificial de estos
modelos. Serdn Gtiles para elucidar fendmenos ¥ mecanismos de funciona-
miento, pero mu% peligrosos s5i se les otorga existencia fisica real
{Bargmann, 1969{%)). ¥ como el ser humano interviene en la definicidn
del universo y de las variables-respuesta, probablemente nunca se en-—
cuentre un modelo matemitico (inico. Por ello, antes de aplicar las
técnicas habri que definir claramente el propdsito del modelo que se
haya de establecer.

_El analisis por componentes principales es esencialmente descrigtivo
¥ tiene una interpretacidén geométrica, a partir de Pearson {1901(30}),

3



36

en planos de mejor ajuste ¥ vectores de maxima concentracidn, en funcidn
de distancias euclidianas. A continuacién se resumen algunas de las
aplicaciones derivadas del andlisis de componentes principalesil

5.1. Analisis de Componentes Principales no Lineales

gi el conjunto de datos que se analiza tiene una expresidn lineal
(o cagi lineal) singular, es posible determinar un sistema de coordena-
das lineales que se ajuste mejor a la configuracidn de los datos. Aasi,
su expresién en el nuevo sistema es mas eimple ya gue la descripcidn
podrid efectuarse con menor nimerc de coordenadas. Este es el objetivo
del analisis por componentes principales.

sin embargo, si el conjunto de datos tiene una configuracidén no
lineal (o cercana a la no linealidad) singular, el objetivo sera encon-—
trar un nuevo sistema de coordenadas no lineales gue se ajuste mejor a
la distribucién de los datos en el multiespacio original.

Este procedimiento de seleccidn de combinaciones no lineales sera
similar al del anélisis por componentes principales, ya que deberd
escogerse la combinacién no lineal gue sintetice la mixima variacién de
los datos y luego obtener otra, no correlacionada con la anterior, cuya
varianza sea la siguiente mfxima, y asi sucesivamente (Gnanadesikan y
Wilk, 1969(12}), Estos autores han elaborado dos ejemplos, con datos
obtenidos a partir de configuraciones no lineales.

5,2, Uso de Componentes Principales en Regresidn

El uso de los componentes principales para ajustar una ecuacién de
regresién (miltiple o multivariada) fue propuesto por Kendall,(21) en
1957, y posteriormente por Marquardt {1970) {24) para aguellas situa-
ciones en gue las variables independientes presentan colinealidad. Aun-
gue estos avtores no lo mencionan, los estimadores generados son seaga-
dos, pero la estimacién es mejor que la obtenida por el método de los
minimos cuadrados.

Greenberg (1975) (14) examina las propiedades de los estimadores
asi generados y llega a la conclusién de que al incluir en el modelo
los Gltimos componentes principales (pequefos valores propios) aumenta
la varianza de los estimadores, aungue, si hay una elevada correlacidn
de éstecs con la variable dependiente (o con las variables dependientes),
disminuye el sesgo. Gunst y colaboradores (1976) {15) compararon el méto-
do de minimos cuadrados con el de componentes principales y concluyeron
que en presencia de multicolinealidad es preferible el segundo método,
tanto para estimar los parametros como para seleccionar variables.

Entre los criterios de formacidén de estimadores sesgados, la regre-
slén Ridge es cada vez mas utilizada. Hocking (1976} (19} demuestra
cémo puede rejacionarse la regresidén Ridge con la regresién en componern
tes principales utilizando la caracterizacién de la primera sugerida
por Allen (1974).(1}

Segin Weisberg (1980) {(36) si pe parte de un modelo de regresidn
en funcidén de los componentes principales a los cuales identifica con
z, se Obtiene un modelo de la forma:

¥=p82+¢
siendo ¥ la variable dependiente, B el vector de los coeficientes

de regresién, 2 la matriz de los componentes principales y & el
vector del componente aleatorio del modelo. Si Var{e) = 62, es po-



sible demostrar que §1, el valor estimado de B;, tiene menor
varianza gue cualquier otro coeficiente estimado con cualguier combina~
cidn lineal de las variables originales X. La wvarianza de El serd
4“/A3- Del mismo modo entre todas las posibles combinaciones
lineales de las X, ortogonales a z(l) (el primer componente peincipal),
la especificada por z(2) tieme un B2 con varianza o02%/x3 me=
nor gue cualguier otra combinacidn lineal. Esto se repite para todos
los demds componentes principales.

Como se cumple gue
o2/21 € 0%/33 € ... € a¥/np

la cantidad de informacién sintetizada en el primer coeficiente B
setd mayor que en B3, y ésta que la de g3, y asi sucesivamente.

Sin embsrgo, el usc de componentes principales en el modelo de
regresién puede ser inconveniente cuando entre las varlables originales
(las X's) exista un alto grado de heterogeneidad, ya que, como se ha
sehalado, el método es sensible a los cambios de escala. Una solucidn
puede encontrarse, como lo sugiere Weisberg (1980),¢36) empleando més
de un grupo de variables independientes y realizando el andlisis por
componentes principales dentro de cada grupo y, luego, ajustando el mo-
delo de regresidn en funcidén de los grupos de componentes principales.
asi no se eliminari completamente la multicolinealidad, pero ese garan—
tizard la no correlacidn dentro de cada grupo.

Chatterjee y Price (1977 (%) también han elaborado un ejemplo y
mostrado las correlaciones existentes entre los coeficientes de regre-—
sién calculados a partir de los datos originales ¥y los calculados a
partir de los componentes principales. El ejemplo ilustra cémo la el i-
minacidn de algin componente principal del modelo de regresion equivale
a imponer una restriccidén a los coeficientes del madelo generado con
las variables originales. De tal forma que al examinar los contrastes
que menos contribuyan a explicar la variacién total, no sbélo se simpli-
fica el modelo, sino que se conocen nuevas relaciones entre las varia—
bles originales.

5.3 Deteccidn de Marginales por Componentes Principales

Un dato marginal puede definirse como una observacién (o subconjunto
de observaciones) que parece ser inconsistente con el resto de los datos
(Barnett y Lewis, 1978(5)). En esta definicidn, como lo sehaian los
autores, la frase "parece ser inconsistente” es fundamental, La idea
es poder detectar cudndo una observacién constituye un elemento genuino
de una poblacién principal. Por estos motivos, los métodos para procesarc
los marginales tienen caracteristicas condicionadas al modelo que ge
suponga.

asi, un marginal sorprende por su valor extremo y debido a esa dis-
cordancia es estadisticamente poco problable que pertenezca al modelo.
La aparicién de marginales no estd restringida al campo univariado; al
contrario, se presenta también en el campc multivariado, aungue su ané-~
lisis y deteccidn son mds complejos. Al tomar en cuenta un conjunto de
variables para cada observacién, los marginales no se manifiestan de
manera sencilla come una observacidén "extrema", ya que no existe una
forma Gnica de ordenar un conjunto de datos multivariados. Ademés, 1a
presencia de marginales en el caso multivariado puede distorsionar no
sélo las medidas de posicidn (media aritmética, por ejemplo) y de dis-
persién (desviacidn estdndar), sino también las de orientacidn, es decir
las correlaciones entre las variables. En tercer lugar, existe una
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variedad de marginales, ya gque un vector-respuesta {(una observacidn)
puede ser marginal porque tiene un gran error en uno de sus componentes
o por existir un error sistemidtico en todos sus componentes.

Por tanto, con un método para detectar marginales deberfia ser posi-
ble distinguir entre estas posibilidades. Pero no existe un método dnico
Y, como sostienen Gnanadesikan y Kettenring (1972),(13) en el campo
multivariado una observacidn puede ser marginal para un propdsito y no
serlo necesariamente para otro.

Se ha sugerido que los componentes principales se usen para detectar
marginales, para lo cual han de examinarse los valores de los componen—
tes de varios &rdenes. Gnanadesikan y Eettenring {1972) (13) demues-
tran que los valores extremos de log primeros componentes sirven para
detectar aquellas observaciones que contribuyen a aumentar en alto grado
la varianza ¥ la covarjanza {o la correlacién si el anidlisis por compo-
nentes principales se realiza a partir de la matriz R), ¥ gue los @i-
timos componentes son sensibles para detectar observaciones gue agregan
dimensiones esplreas a los datos. Sugieren que para detectar visualmente
los marginales se elabore un diagrama de dispersidén entre pares de los
primeros y de los ultimos componentes principales. B5i puede asumirse
multinormalidad es posible efectuar grAficos en papel probabilistico y
los marginales serdn aquellos que se alejen de la linea recta o que
tengan valores extremos sobre esta linea. McCabe (1984) (27} propone
un método basado en componentes principales para seleccionar variables
crginales.

Respecto al caso multinormal, Hawkins (1974) (17 propone otros
tres criterios basados en los componentes principales y 1los compara con
la prueba de un componente por vez (un chi-cuadradc} en dos hipbtesis
alternas diferentes. En los tres casos, los primeros componentes tie-
nen menor capacidad para detectar marginalidad y, por ello, las pruebas
se basan en los \iltimos componentes. Para seleccionar cudntos compo—
nentes han de utilizarse se aplican los mismos criterios ya descritoes,
s6lo que se tendrd en cuenta el Subconjunto de A (m+ 1),..., A (P}, es
decir los filtimos p - m componentes en vez de los m primercs. EL autor
incluye una tabla gue permite conocer la verdadera probabilidad a la
cual se efectdia una comparacién postulada al 0,05 de significacién cuan—
do se usa el criterio de un componente por vez recurriendo a un chi=-
cuadrado. Asi, por ejemplo, si se trabaja con 20 variables y 50 observa
ciones, el verdadero nivel de significacién es 0,54 en vez de ¢,05. A

medida que p aumenta es necesario aumentar n para acercarse al verdadero
nivel del S%.
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CARACTERI ZACION DE LA PRODUCCION LECHERA DE UM DISTRITO

1. INTRODUCCION

Los datos que se utilizan en este capitule derivan del Proyecto de
Diagndstico Lechero realizado por la Universidad Franclsco de Miranda v
su empresa de servicios INUFALCA conjuntamente con el Fondo de Crédito
Agropecuaric (UNEFM-FCA, 1984) (35) y corresponden al Distrito Federa—
cién del Estado Falecédn, Venezuela.

Con el objeto de conocer la situacién del sector lechero en ese
distrito, se realizd una encuesta durante la cual se visitd a producto-
res en su finca. Se reunid informacién acerca de una serie de variables
que influyen en la produccién total por finca y la productividad por
finca y por vaca, y se efectud un andlisis por componentes principales.

Los resultados de esta caracterizacién fueron utilizados posterior-
mente para organizar la asistencia técnica gue debia proporcionarse y
para formular un plan de evaluacidén técnico-econdmica que forma parte
del proyecto global.

La Tabla III sintetiza los valores promedic y las desviaciones para
cada variable. Los indices de magquinaria y los de lnstalaciones se
calcularon teniendo en cuenta el costo de reposicidén de maquinaria y
equipc ¥y su estado al momepto de la wvisita, £l indice sanitaric se
calculd ponderandc el costo de las vacunaciones preventivas y del tra-
tamiento curativo brindado por cada productor.

Tabla IIX. WVarlables utilizadas en el anAlisis por componentes

principales
Nombre Cédigo Promedio Desviacidn Coeficiente
fstandar de Variacidn
(2)
Superficie total de la
finca (ha) sup 383,51 328,25 86
Nimero total de vacas VACA 100,13 72,23 73
Indice sanitaric SANI 18,17 4,00 21
Indice de instalaciones INST 71,16 16,43 23
Indice de maguinaria MAQ 12,38 21,57 174
Promedic de
leche/vaca (1) PROM 2,20 1,50 68

Los altos valores de los coeficientes de variacidén indican una gran
heterogeneidad entre los productores del distrito. Es necesario, enton-
ces, estudiar cudl o cudles variables influyen mds sobre la productivi-
dad ¥ qué fincas son las mis afectadas. Este es el primer paso para
elaborar un plan de asistencia técnica y localizar aguellos productores
que no hicieran buen uso de sus recursos.
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2, CAILCULO DE LOS VALORES Y VECTORES PROPIOS DE LA MATRIZ DE COVARIAN ZA

Se calculd la matriz de covarianza con las sels variables utilizando
los datos criginales, ee decir sin estandarizar los valores. La matriz
resultante fue

SUP VACA SANI INST MAQ PROM
sug 107746,30
VACA 11875,63 5362,88
8 = SANI 268,34 24,44 15,97
INST 389,19 156,36 10,64 269,93
MAQ 1704,49 293,25 14,02 34,59 465,30
PROM -25,30 -31,44 0,76 3,64 2,68 2,25

No se transcriben los valores por encima de la diagonal principal
porque, como se desprende de la definlcidén (3], B8 es una matriz simé-
trica. Tampoco se indicarin para la matriz R, también numérica.

Los valores de las wvarianzas de SUP y de VACA son mucho mayores que
para las otras cuatro varlables, lo cual se debe fundamentalmente a que
sus magnitudes absolutas son también mayores {véanse los promedios en
la Tabla IIl}. Las covarianzas asumen valores del mismo orden de magni-
tud que las varianzas, lo que indica una dependencia entre las varia=-
bles. Se observa una covarianza negativa entre PROM y SUP y entre PROM
¥ VACA debido a la disminucién del rendimiento promedic por dia y por
vaca al aumentar la superficie y el nimerc de animales de la finca.
Este puede ser un indicador del mal manejo a que estin sometidas las
fincas grandes.

En la Tabla IV se presentan los valores propios y la proporcién de
ia variacidn total explicada por cada uno de los componentes al usar la
matriz §. Se observa dque el primer componente resume el 95,85% de la
variabilidad total. Esto significa que la combipacidén lineal de las
variables originales representada por el primer componente principal
sintetiza casi el 96% de la variacidn total del conjunto de datos. Ests
situacidén, gue a primera wvista puede ser muy ventajosa, pues podrian
reemplazarse las seis variables originales sdlo por el primer componen-
te, puede llevar a interpretaciones equivocadas.

Tabla IV. Valores proplos y proporcidn de la variacidn explicada
{Cdlculos a partir de la matriz S)

Proporcifn de la Varianza
Componentes Valor Propio Total Explicada
Bbsoluta {&) Acumulada (%)

Xt 109135,00 95,85 95,85
2* 4009,67 3,52 99,37
3° 439,17 0,39 99,76
4" 261,79 0,23 99,99
52 14,74 <0,01 160,00
6" 1,91 <<Q,01 100,00

Como se ha seflalado en los capitulos anteriores, es necesario exa-
minar no sélo los valores propios, sino también los vectores y los coe-
ficientes de correlacién de las nuevas variables con las originales.
Las Tablas V y VI muestran los valores que se obtienen utilizando la
matriz de covarianza S.



Para encontrar los elementos de cada vector propio debe resolverse
el sistema de ecuaciones de la férmula [19} o de la [26], sustituyendo
4(k) o g por cada uno de los valores propios de la Tabla IV. Los valo~-
res propios, como asimismo los vectores propios, se obtienen con progra—
mas de computacidén muy sencillos, escritos en casi todos los lenguajes.
Los grandes "paquetes estadisticos™ como el 5AS, el BMDP y el SPSS faci-
litan estos resultades como parte de las transformaciones disponibles.
En este ejemplo se utilizé el programa BMDP en una computadora IBM
370/105.

Rl calcular los coeficientes de correlacidn entre las variables y
los componentes principales se recurre a la férmula [36]. A menudo es
necesario proceder & posteriori, ya gque los “paquetes estadisticos" no
los incluyen.

Tabla V. Vectores propios de la watriz de covarlanza

Vectores Propios
Variable 1? 27 3* 4" 5° 6"

sup -0,1142  -0,0126  -0,0015  —0,0023  -0,0003
vaca 0,1137 -0,0331  0,0254  0,0032  0,0076
SANI 0,0025  -0,0014 0,0265  -0,0335 -0,0424
INST 0,0037 0,0299 0,1443 -0,0376  -0,0149
MAQ 0,0159 0,0275 0,1462  -0,0216  -0,0070
PROM -0,0003  -0,0070 0,0164  =0,0154 0,0417

La Tabla V muestra que el primer componente tiene un coeficiente de
0,9934 para la variable SUP y coeficientes mucho més peguefios para las
cinco restantes. Esto indica gque la primera combinacién lineal refleja
la variacién en superficie de las fincas. En este ejemplo cada compo-
nente puede asociarse con una variable, con aguella gue posee el valor
mayor en €l vector, el cual ha sido recuadrado en la Tabla V. Se observa
una correspendencia entre el 1° componente principal y la variable SUP,
entre el 2° componente principal y VACA, entre el 3" y MAQ, entre el 4°
e INST, entre el 5% y SANI, y entre el 6 y PROM.

Esta misma situacion se refleja cuando se examinan los valores de
la correlacidén entre las variables y los componentes principales en la
Tabla VI. ELl 99,56% de la variacidn total de SUP queda explicada por
el primer componente; el 0,05% restante por el segundo. Esto significa
que si se consideran los dos primeros componentes principales se habri
explicado el 100% de la variacidén de SUP.

Tabla VI. Proporcién de la variacién original esplicada por cada
componente principal utilizando la matriz de covarianza

Componentes

Variable 1 2° 3 4° 5* 6°

SuUp 0,9556 0,0005 0,0000 0,0000 ¢,0000 0,0000
VACA 0,2631 0,7366 00,0001 0,0000 9 ,0000 0,0000
SANI 0,0427 0,0005 0,0193 0,0184 0,9199 0,0002
INST 00,0055 0,0133 0,0339 0,9471 0,0001 0,000Q
MAQ 0,0543 0,0852 0,9222 0,0120 0,0000 0,0000

PROM 0,0044 0,0874 0,0200 0,0276 00,0114 0,8485




El 26,31l% de la variable VACA esta sintetizado en el primer compo-
nente vy el 73,66% en el segundo. Al considerar sélo los dos primeros,
se conocera el 99,99% de la variacidén total de VACA.

Sin embargo, el aporte de las otras cuatro variables serd muy pedue—
fio y, por ello, la variacién explicada por estos dos primeros componen—
tes principales serd muy baja: 4,32% para SANI, 1,88% para INST, 12,45%
para MAQ v 9,18% para PROM.

Se comprende la aparente contradiceién entre la alta proporcidn de
la variacién total explicada por los dos primeros componentes {(99,37%,
Tabla IV) y el hecho gue custro de las seis variables consideradas apor-
ten muy poco a estos dos componentes, Si se observan las magnitudes de
las varianzas y de las medias para SUP y para VACA en comparacién con
cualguiera de las otras (Tabla III). Esta sitvacibn, frecuente cuando
se trabaja con variables que se expresan en distintas unidades y cuyos
recorridos de valores diferen en uno o mas drdenes de magnitud, puede
influir de manera apreciable en la interpretacidén de los resultados.

Se recomlenda examinar el efecto gue tiene sobre el resultado del
anilisis la estandarizacidén de los datos originales o la transformacién
de unidades de alguna(s) de las variables a fin de homogeneizar las mag=-
nitudes. No hacerlo implica suponer que la variable gue asume valores
absolutos mayores es la gue mas influye, o sea la determinante en el
andlisis. En ciertos casce puede ser conveniente esta ponderacién y en
otros casos, cuando el orden de magnitud no refleje la importancia rela-
tiva de cada uno de los factores estudiados, ocurre todo lo contrario.

Mas adelante en el andlisis se utilizaron datos estandarizados (me-
dia cero y varianza uno) y el resultado obtenido difiere del anterior.

3. USO DE LA MATRIZ DE CORRELACION
A partir de la matriz 8 es posible efectuar los cdlculos necesa=

rios para obtener la matriz de correlacidén R, tal como se expresd en
la definicidn (4], ia cual se transcribe a continuacidn:

SUP VACA SANL INST MAQ PROM
ve 1,0000
VACA 0,4940 1,0000
R =| san: 0,2046 0,0835 1,0000
INST 0,0722 0,1300 0,1620 1,0000
MAQ ©,2407 0,1856 0,1627 0,0976 1,0000
PROM -0,0514 —0,2865 0,1265 0,1477 0,0829 1,0000

En la Tabla VII se pPresentan los valores propios de esta matriz y
la proporcidén de la variacidén total explicada por cada uno de los com—
ponentes. Obsérvese que en este caso la suma de los valores propios es
cinco, el nimero total de variables consideradas.

En este caso, el primer componente 8dlo sintetiza el 29,90% y el
primerc mas el segundo alcanzan el 52,25%. Es necesario considerar
hasta cuatro componentes para obtener el 8l% de la variacidn y hasta el
quinto para conseguir el 93%. Aplicando el criterio de seleccién de
componentes pPrincipales de Kaiser, ya resefiado, se utilizarian los dos
primeros, cuyos valores son mayores que el promedio, es decir, Superio—
res a 1. El método grafico de Cattell [1.966],(63 representado para
este ejemplo en la figqura 3, conduce a la misma conclusidn, aungue po-
dria considerarse tambidn la inclusidén del tercer componente a fin de
alcanzar el 67% de la variacidn total explicada.



Tabla VII. Valores propios y proporcifn de la variacién explicada

{Cdlculos a partir de la matriz R)

Proporcidn de la Varcianza

Componentes Valor Propio Total Explicada
Absoluta (%) Acumulada (%)
1’ 1,79412 29,90 29,90
2° 1,3409) 22,35 52,25
5 Eg 0,90316 15,05 67,30
4° 0,82129 13,69 80,99
5* 0,71244 11,88 92,87
6" 0,42805 7,13 100,00
4
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Fig, 3. Variacion explicada por

Tabla VIII. Vectores proplos de la matriz de correlacién

cada componente: caso produccién leche=-
ra. En el tercer componente se observa un punto de inflexidn.

Vectores

PEOopios

Variable 1’ 2° 3 47 5 6"

sup 0,5866 0,0999 -0,1344 -0,0883 -0,534% -0,578%7
VACA 0,5692 0,3415 0,1840 06,0625 -0,1361 ¢,7093
SANI 0,3247 -0,4176 -0,0818 -0,7734 0,3267 0,0925
INST 0,2418 ~0,4118 0,7935 0,2820 0,1554 -0,1927
MAQ 0,3961 -0,2286 -0,5297 0,5397 0,4671 -(,0283
PROM -0,1053 -0,6908 0,1767 0,1389 0,5892 0,3376

pPara adoptar una decisidén definitiva al respecto, e necesario exami-
nar los vectores propios y la correlacidn entre las varlables originales
los cuales se presentan en las Tablas

¥ los componentes principales,

VIII y IX.

Los coeficientes del primer vector propio sehalado en la Tabla VIII
indican gue esta combinacién lineal es aproximadamente un promedic entre
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Tabla IX. Proporcién de la variacidén original explicada por cada
componente principal de la matriz de correlacién

Componentes

Variable 1" 2* 3 4° 5" 6"

sup 0,6174 0,0134 0,0163 0,0064 0,2032 0,1434
VACA 0,5B13 ¢,1564 0,0306 0,0032 0,0132 0,2154
SANT 0,1892 0,2338 0,0060 0,4913 0,0760 0,0037
INST 0,1049 0,2274 0,5687 0,0653 0,0172 0,0166
MAQ 0,2815 0,0701 0,2534 0,2392 0,1554 0,0003
PROM 0,011} 0,6399 0,0282 00,0158 0,2474 0,0489

todas las variables con ponderacidén relativa mayor para SUP y para VACA
(0,6174 v 0,5813), y algo menor para SANI, INST y MAQ. EL coeficiente
para PROM es negativo, lo gue indica que disminuira el walor del primer
componeénte si aumenta la productividad por wvaca. Sin embargo, su con-
tribucién es pegueha y las fincas con valores elevados del primer com=
ponente estardn asociadas con valores elevados de las variables sUP,
VACA, SANI, INST y MAQ.

En el segundo vector propic se observa muy exigua contribucidén de
sup (0,0999) y coeficientes negativos para las variables SANI, INST,
MAQ y PROM. La variable VACA tiene un coeficiente positivo de 0,3415,
constituyendo un contraste con las otras cuatro variables. De tal forma
que las fincas con los valores mas elevados del 2° componente principal
seran aguellas gue posean los mayores rebafios lecheros, la menor produc-—
tividad por vaca, las peores condiciones r witarias y deficiencias en
las instalaciones y eguipo.

51 8e consideran los dos primeros componentes principales puede
concluirse que en las mejores fincas se obtendran valores elevados del
primer componente y valores negativos del sequndo. BEs decir gque estarin
ubicadas en el segundo cuadrante si se grafican los dos primeros compo-
nentes. Recuérdese que se trabaja con valores estandarizados de los
datos, donde cada variable tiene media cero y varianza 1.

4. TWTEBPRETACION DE LOS RESULTADOS

Puede graflcarse la correlacidén r(jk} de cada variable original con
los dos primeros componentes principales. Para ello se extrae la raiz
cuadrada de los valores de la Tabla 1X, respetando el signc del coefi-
ciente correspondiente de la Tabla VIIE.

En la Tabla X se presentan estos resultados y en la figura 4 se han
graficado en un par de ejes ortogonales, que representan el primer com—
ponente principal 1{l} y el segundo componente principal 1{2). El cfircu~
lo de radio unitario, trazado con centro en el origen del par de coorde-
nadas, permite identificar las variables cuya correlacidén con los compo-
nentes Sea mayor (se acercan al circulo). Aquellas variables que se
agrupan cerca del centro serdn las que menos se correlacionan con los
componentes principales. Como la proporcidn de la variacidén de cada
variable explicada en los dos primeros componentes principales es 1la
suma de sus correlacionee al cuadrado, 1las variables mejor explicadas
se ubicaridn cerca del circulo y las menos explicadas, cerca del origen
de coordenadas,



Tabla X. Correlacién de las variables originales con los dos
Primeros componentes

Variacidn Total Explicada

Variable Componentes por los Dos Primeros
p lig 2 Componentes (%)
sup 0,79 0,10 63
VACA 0,76 0,40 74
SANI 0,44 -0,48 42
INST 0,32 -0,48 3
MAQ 0,53 =0,26 35
PROM -0,01 -0,80 65

b 1(1)

L]
VACA
MAG sup
P
SANE
) ®usT
Seroumoia L2}

o L{1): Primer Componente
1{2): Segundo Componente

Fig. 4. Correlacién de las variables originales con
los dos primeros componentes, caso produccidn leche—
ra. Los dos primeros componentes explican mejor las
variables que se ubican cerca del circulec unitario.

Ademas de graficar las variables originales en funcién de los dos
primeros componentes, es posible graficar los valores de los dos prime—
ros componentes principales para cada observacidén. Si el gré&fico se
superpone al anterior se denomina "birrepresentacién" ("biplot™ en in-
glés). En este ejemplo se han elaborado los gréficos por sepacado; en
la figura 5 sBe representan con un punto cada una de las 127 fincas que
forman la muestra original. Es posible identificarlas con un nimero,
que Se prefirid omitir en este caso para facilitar la interpretacidn
general, Cada zona del plano definido por estos componentes principales
sintetiza una problemitica diferente, de manera que una vez conocida la
ubicacién de una finca en el plano es posible sacar concluslones acerca
de su situacidn respecto a la produccidén lechera.

Las fincas situadas en el seckor A estarén en las mejores condicio-
nes: tendrdn buena dotacidn de maquinaria y equipo, sus condiciones sa-
nitarias serén apropiadas y el rebafio lechero seri grande y productivo.

Las condiciones de las fincas del sector B también seran satisfacto-
rias en cuanto a egquipo Y maquinaria, comoc asimismo desde el punto de
vista sanitario, perc la sSuperficie total de la explotacidn no sera tan
grande ni el rebafio lecheroc tam numeroso, aunque los indices de produc-—
tividad por vaca serin buenos.
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L{1}: Primer Componente

-2 1(2): Segundo Componente

Fig. 5. Rrepresentacidn bivariada de resultados. Cada sector,
identificado con una letra may@scula, constituye un conjunto
de fincas con caracteristicas comunes. Véase explicacidn en
el texto.

Bl sector C comprendera las fincas grandes con dotacidn heterogénea
de recursos, pero posiblemente no muy Pproductivas (segundo componente
cercano a cero). los sectores F y G estardn constituidos por fincas
casi iguales, con superficie cercana al promedio, con cierto equipo,
pero con baja productividad. Los sectores D y E, que se sitdan en el
promedio de la zona, afrontaran diversos problemas, Pero en todos los
casos la productividad sera también cercana al promedio de la zona.
Entre ellos, el sector D contard con mAs recursos gue el E para mejorar
su preoductividad. Las fincas pertenecientes al sector H seran las mas
pobres, ya que tendran baja productividad debido a la falta de recursos
para explotarlas.

A esta interpretacidn de los componentes principales pnede agregarse
una tabla donde se presenten los valores promedios para cada una de las
variables estudiadas en cada uno de los sectores ¥y donde se comparen
esos valores con los promedios generales a fin de corroborar la explica-
cidn derivada del andlisis de la figura 5.

Este procedimiento de formacién de los sectores, efectuado en este
caso por simple inspeccidn visual, puede realizarse con una técnica de
formacién de conglomerados utilizando los componentes principales selec~
cionados como variables del andilisis. En este ejemplo sélo se procedid
a la interpretacidn visual, ya gque lo gue se desea es hacer hincapié en
la interpretacidn de los resultados de un andlisis por componentes prin-—
cipales.
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INTRODUCCION

RNALISIS FLORISTICO DE VEGETACION SEMINATURAL

Tos métodos estadisticos multivariados pueden utilizarse para estu-
dia. la cubierta vegetal de los continentes y de los mares. La vegeta-
cidén, entendiendo por ella el conjunto de especies vegetales interac
tuantes que existen en una gona como resulitado de la accién de los
factores ambientales, constituye un universo multivariado que para su
interpretacién requilere la aplicacidn de técnicas v procedimientos
holisticos.

Dos grandes enfogues podrian usarse en los estudios sobre vegeta-
cién. Los métodos no formales, que se excluyen de esta monografia, son
los mds antiguos ¥ se basan en una caracteristica cualitativa detecrmi-
nada segln la experiencia, el sentido comin y la intuicién de los
investigadores. Sus resultados a menudo no pueden ser comparados con
los de otros estudios y, por el altoe gradoe de subjetividad implicito,
su repetibilidad es muy reducida o nula.

Los métodos formales son de origen relativamente reciente; se han
difundido en forma répida a partir de los afos 1960 del mismo modo que
las computadoras digitales. Se basan en la aplicacién de técnicas es-
tadisticas que hacen posible la planificacidn del muestrec, la unifor-
midad y consistencia en la recoleccidn de datos, la eliminacién del
sesgo entre investigadores, el procesamiento computarizado de datos y
la repetibilidad de los resultados.

Sin embargo, la estadistica no podri en ningdn casoc suplantar 1la
experiencia y formacidn del ecdlogo, ya gue si bien los procedimientos
y técnicas de manejo de datos pueden objetivizarse, es imposible sin la
ayuda de éste tomar las decisiones que implican los anélisis. Existe
una serie de alternativas y clertas decisiones que se han de tomar con
base en las caracteristicas de la vegetacidn (conocida por el ecblogo)
¥ no de acuerdo con los resultados numéricos.

En el andlisis de tipc formal se utilizan en general datos cuanti-
tativos acerca de las especies presentes en una zona: densidad, cober-
tura, Area basal, frecuencia. Pueden también considerarse datos cuali-
tativos del tipo presencia-ausencia de alguna caracteristica, o de las
especies., Estos datos se presentan en tablas de doble entrada o matri=
ces primarias de datos (véase la Tabla XII) en las que constan los va
lores de los atributos para todas las muestras del estudio.

Es imposible extraer conclusiones de la inspeccidn visual de la
matriz primaria dado el alto nimero de atributos y de muestras o elemen-
tos que contiene. En 1a monografia no. 22 (Matteucci y Colma, 1983} (26}
se describen con detalle los métodos de clasificacidén y de ordenacidn
de la vegetacién. Dichos métodos permiten simplificar su presentacidn,
agrupar individuos o atributos en clases, reducir su dimensionalidad o
ubicarlos a io largo de un gradiente.

En este capitulo se presenta un ejemplo de aplicacidn del método de
componentes principales al estudio de la vegetacidn del Estado Falcdn
en el nordeste de Venezuela. Se utilizé una parte de la informacidn
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floristica generada en el Proyecto "Analisis Regional de la Vegetacidn
y el Ambiente del Estado Falcén®™ (Matteucci y colaboradores, 1979) (25),

Tabla XI. Especies utilizadas en el anfilisis de la vegetecidn
en la zona semiarida del Estado Falcdn

Especie Hombre Cientifico Familia Censos Fre-
Nimero Presente  cuen-
Ho. cia
1 Aeaetia tortucsa (L.) Willd, Mimosoideae 61 0,59
2 Bowrreria cumanensie (Loefl.)
0.E. Shultz Boraginaceae 53 0,51
3 Bulnesia arborea (Jacq.) Eng. zigofilaceae 74 0,71
4 Caesalpinia cortaria (Jacq.)
willa. Caesalpinoideae B2 D,7%
5 Capparis odoratissima Jacq. Capar idaceae 86 0,83
6 Cercidiuwm praecoxr (R. & P.) Harms Caesalpinoideae 69 0,66
7 Mimosa arenvsa (Willd.) Poir Mimosoideae 53 0,51
8 Pergskia guamacho Weber Cactaceae 56 0,54
9 Pithecellobiwn unguis-cati Benth. Mimosoideae 75 0,72
10 Progopie julifiora (Swartz) DC. Mimosoideae 1ol 0,97
11 Aitterocereus spp. Cactaceae 96 0,82
12 Cagtela erecta Turp. Simarubaceae 70 0,67
13 Ipomoea earnea Jacq. Convolvulaceae 61 0,59
14 Jatropha gossipifolia L. Euphorbiaceae 71 0,68
15 nidoseulus urens (L.) Arthur Buphorbiaceae 52 0,50
16 Melocactus caegsius (Wendl.)
Britt & Rose Cactaceae 87 0,84
17 Opuntia wentigna Britt & Rose Cactaceae 103 0,99
18 Spoveobolus pyramidatus
{Lam.) Hitche Poaceae 1] 0,66
19 Leranthaceas {varias especies) Loranthaceae 63 0,61

En ia Tabla XI se indica el nombre cientifico de cada especie, el
nimero que la identificard en este anadlisis, el total de censos en que
estaba presente cada especie y la frecuencia de cada una. La frecuencia
por especie fue calculada como €l total de censos en que la misma estd
presente, dividido entre el ndmero total de censos. La Tabla XII con-
tiene los datos originales de cobertura, expresada en porcentaje, para
las 19 especies cuya frecuencia es igual o superior al 50% en un total
de 104 censos o sitios de muestra de la zona semidrida del Estado
Faicdn.

En los cdlculos posteriores se transformaron los valores originales
utilizandc lo gue se depomina “transformacidn angular®, la cual permite
expresar un conjunto de observaciones consignadas en porcentajes, que
generalmente no se distribuyen en forma normal, en una nueva escala en
la cual se alcance la normalidad, En los griaficos de la figura 6 se
aprecia la distribucidén de los datos antes de ser transformados y luego
de la transformacidén angwlar para la especie Prosopis juliflora. La
tranaformacién utilizada en este anilisis es:

X" = gen-l ‘fx + 0,03 [371

donde X' indica el valor transformado, X el valor original expresado en
porcentaje en una escala de 0 a 1 y sen™l indica la inversa del seno
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ESPECIE

Datos originales de cobertura por especie expresados en porcentajes de 0 a 100

Tabla XIX.
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trigonométrico. Asi, el valor de X' es el Angulo cuyo seno es la raiz
cuadrada de (X + 0,01). La constante 0,01 se ha utilizado para eliminar
los problemas del exceso de ceros en la matriz original que gificultan
el calculo de los valores Y vectores propios. La distribucidén de los
datos originales (Fig. 6a) exhibe una marcada asimetria, lo que puede
apreciarse visualmente por la posicidén relativa de la linea punteada
vertical que indica el valor del promedio. En la figura 6b, los datos
transformados estan mejor centrados, se agrupan los valores alrededor
del promedio {linea vertical punteada) y se reduce la cola &e los valo-
res positivos.

0,281 :
: ; .Se expande lo
¥ xona central
0,20 i
0,157 ;
f Sa reduce la
1 0,107 cola
i
1
. 0,08
! = -
| X=19. 738 P ¥'= 24 4838 %
+ —y—. —— o —
o 20 40 80 ) 100 20 40 60 80 pO

(X) % de cobertura (X) transformacién angular de X

a) Datos Origlnalesen Porcentale b} Datos con Transformacién Angular

Fig. 6. Representacidn frecuencial del porcentaje de cobertura de Pro-
eopie juliflora L. Al aplicar la transformacién angular, la distribu-
cién de las observaciones =--expresadas como porcentaje de cobertura--
es aproximadamente normal.

Todos los cdlculos de este ejemplo fueron hechos con los servicios
que brinda el paguete estadistico STAT Mop (1982){34) en una micro-
computadora Apple IXe de 128 kbites de memoria (el programa y la memo-
ria son suficientes si se wtiliza la versién de 64 kbites). Los valores
propias y 10s coeficientes de los vectores proplos pueden variar a nivel
del tercer o cuarto digito significativo si se utilizan los mismos datos
con otro programa, esto se debe a que existen distintos algoritmos para
los calculos y porgue la memoria del computador mantiene diferentes gra=
doe de precisidn al realizar los pasos intermedios.

2. ANALISIS DE LOS DATOS ORIGINALES
2.1. Matriz de Covarlanza

A partir de los datos de la Tabla XII se calculd el vector promedioc
¥y la matriz de varianza-covarianza gque se presentan en la Tabla XITI.
La especie que tiene la mayor cobertura promedio es Prosopis juliflora
(19,5%) ; le sigue en orden decreciente Opuntia carqeasana (11,5%),
Ritterocereus spp (10,6%), Castela erecta B,4% y C(Caesalpinia coriavia
{7,4%) . Los porcentajes de cobertura promedio de todas las demis espe-
cies son inferiores al 5%, siendo la mencs abundante Cnidogeulus urens
y las plantas de la familia Loranthacea. El promedic de cobertura total
por sitio fue B4,68%.
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5i se efectiia una prueba de asociacidn entre la frecuencia por es-
pecie v la cobertura promedio se obtiene un valor de r, el coeficiente
de correlacidn lineal de 0,72, el cual al ser sometido a una prueba de
t resulta significativamente diferente de cero. Esta asociacidn posi-
tiva entre la cobertura y la frecuencia no puede conSiderarse como un
modelo de prediccidn, pues con los datos disponibles es imposible de-
terminar su bondad de ajuste.

5i se estudian las varianzas de las especies puede detectarse una
asociacidén con el promedio. BAsi, las especies mias abundantes son tam-
bién las que tienen una mayor varianza (especies 10, 17, 11, 13, 12, 4,
6) y las especies con menor cobertura promedic tienen las menores va-
rianzas (especies 15, 19, 16, 7, 18).

Al estudiar la estructura de las covarianzas, se advierte gque Fro-
sopig juliflora tiene covarianzas negativas {lo gque indica una relacidn
inversa} con la mayoria de las especies, salvo con Capparis odoratissima
y Opuntia caracasana. Sin embargo, es necesario estudiar la composicién
de la matriz de correlacidén para conccer la magnitud de estas relacio-
nes, ya que —-como se ha Sehalado-~ las wvarianzas son muy diferentes
entre si, lo que dificulta la interpretacién mediante estudio directo
de la matriz de covarianzas.

51 se examinan los coeficientes de cada variable en el primer vec-
tor propic de la Tabla XIV se verd --como era de esperar-- qgue éste
representa casi exclusivamente a la especie 10 (Prosopie julifiora), ya
que le corresponde el maximo valor de la varianza determinado por su
alta cobertura en los sitios estudiados. El segundo componente &inte—
tiza a las cacticeas, pues posee elevados coeficientes para las espe-
cies 17 ¥ 11 (Ritterocereus spp. y Opuntia caracasanal). FEl tercer com
ponente sintetiza el aporte de la especle 13 (Ipomoea carnea) y en mucho
menor grado de las especies 6 y B (Cereidium prascox y Pereskia guamo—
cho). El cuarto componente corresponde casi exclusivamente a la especie
12 (Castela erecta) y en menor grado a la especie 8. Si se observan los
valores de las covarianzas para los pares de especies que aparecen en
un mismo componente Se comprueba que son siempre los maximos valores si
se consideran las covarianzas entre cualguiera de las dos especies y
cada una de las restantes. Asi, por ejemplo, la covarianza enltre las
especies 17 y 11 es 118,456 (Tabla XIII), la cual es mayor que cual-
quiera de las covarianzas de la esgpecie 17 con las restantes y mayor
también que cualguiera de las covarianzas de la especie 1l con las de—
mads. TIgual situacidn se presenta si se compara la covarianza de las
especies 12 y 6 y de las especies 13 ¥y 8. HNunca se insistird demasiado
en que es5tos altos valores absolutos de covarjanza no corresponden nece=
sariamente a los mis altos valores de correlacién. Si en la Tabla XV se
observa el valor de la correlacidn entre la especie 13 y la 6, se veri
que es inferior a la correlacién de la especie 12 con la especie 18.

Desde el sexto vector propio hasta el dGltimo, se observa que existe
una correspondencia con alguna especie en particular. Esto indica que
cada componente principal resumird la informacidén aportada por una sola
especie; su interpretacidén no serd muy diferente de 1a que se hace a
partir de los datos originales y este andlisis no sirve para sintetizar
la informacidén contenida en los datos originales. Los coeficientes de
las variables gque mids se asocian con cada componente han sido subraya-
dos en la Tabla XIV para facilitar su lectura. Asimismo, en la Tabla
XIII se han subrayado aquellos valores de covarianza a que se han hecho
referencia hasta ahora.

Dado gque los componentes principales a partir de la matriz de cova—
rianza no constituyen una buena sintesis de las variables en estudio,
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Fig. 7. Porcentaje de la varlanza total explicada por cada componente
principal {datos originales—covarianza). Cada onda, identificada con
una letra miniscula, representa grupoe de componentes. Véase el texto.

se efectuara un andlisis a partir de la matriz de correlacibn. Esto
equivale a suponer que todas las especies tienen la misma importancia
respecto a la informacifn que suministran para la interpretacién de los
ambientes estudiados. En el caso anterior, al trabajar con los valores
de covarianza, se estid asignando una ponderacién relativa diferente a
cada unas esa relatividad estd determinada por el valor de la varianza,
que ==-como se ha visto—— puede atribuirse a las diferencias en las mag-
nitudes de la cobertura. Efectuar up anflisis a partir de la matriz de
correlacion implica aceptar el criteric de que todas las especies,
independientemente de Bu abundancia, tienen la misma importancia para
caracterizar upn sitio.

2.2. HMatriz de Correlacién

En la Tabla XV se consignan los valores de correlacidn para las va-
riables sin transformar. A partir de esta matriz se generaron los valo—
res y vectores propios presentados en la Tabla XVI. El porcentaje de la
varianza explicada por cada componente se ha graficado en la figura B.

De la inspeccidén de las correlaciones de la Tabla XV se observara
que la mayor correlacién se encuentra entre Ipomoea carnea y Pereskia
guamacho, seguida por la de Sporobolus pyranidatus con Jatropha gossi-
pifolia; en ambos casos los valores son superiores a 0,60. La correla-
cidén es también alta entre Pithecelobiwm wnguis-cati y Bulnesia arborea
y entre Ritterocereus spp. y Opwitia caracasana. De menor orden, petro
superior a 0,30 es también la correlacién entre Acacia tortuosq y Cas-
tala erecta, entre Sporobolus pyramidatus e Ipomoea carmed, entre Pro-
sopis juliflora y Capparis odoratissima, y entre Phitecelobiwn unguis-
eati y Opuntia caracasana. La mayor correlacidén negativa se encuentra
entre Progopis juliflore y Melocactus caesius. Le siguen en orden de
magnitud las correlaciones negativas entre las Loranthacea y las espe—
cies Capparis odoratissima, Prosopie julifiora, Castela erecta y Cerci-
dium praecox, lo cual indica que es poco frecuente la aparicién conjun-
ta de Loranthacea en amblentes con elevados porcentajes de cobertura de

o8



0000'T TSPO'0- 899%0°0 0OTO'S LTw0’0 122070~ z¥E0°0- LEST’0- LSE1'0- SI2T°0- 8LI0°C £FE0°0- 88PZ'0 Z6ST'0- OSCZ - v120°0 9BKD'D SBET'0 T¥IT'0 6T
0000'T 6L0'0 fTT0’0 §971’0- L109'0 9¥BE'D 22TT’0~ 5T00°0- 9LLO'0- SPET‘0~ THOZ’0 LS90°0= £990°D ZOKO'0- 964T’0- $$60°0- BLFD'0- 9T60'0- BT
0000'T 6LS0°0- 6I10°0 L960°0- 5780’0 OSTI’0- TI0S'0 ZSEO'U L9%E‘0 BI60'0 TSP0'0 SOST'D O06H0°0 T9ZT’0 E992°0 ESIT'O 6OTO'D- LT

0000°T  6£80'0- ZE00'0- T/$0°0~ T8ZZ'0 ET90°0- £5YL‘0- £9L0°D- 5880°0- LVED'O PLED’O- OLZO’0- §ZC0'0 €000'0 BTO0‘0- 2660°0 of

a000°T LLE0'0- ¥8ZI’0 STIT'0 6£80°¢ (£00°0 L860'0 Z8ST'0 [0ZZ'C TFST'C FSLT'0 ¥900°C LPPEI'0 THe0‘D £050°D- ST

0000'T 0TZ0*p- BSTT'0- TOLO‘0- L§80°0- 9280°0- LT10°0- 6060’0 0C0T ‘0~ 6E50'0-~ E9TO’0~ B0SQ’0- LSTD'0~ 9EBO’0- BY
0000°T LT¥0'0-~ 0Ff20'0 ZLOG'O- BL60'0 TI¥0'D #LTz’0 TILz'0 ZSTI'0 LETO’O0 SL6T’0 #8Z0°0- PRED’O- £T

0000'T S0ZO'D  $ROT'0~ 00TO’0- PPLO‘D- 068T’C SBET'0 SHZT'D 990’0 €60T°0- 8ZFT‘0- BBZF'D 2T
0000°T  TETO0- SO9Z'0 TROT'0 PIEO‘0 69ZT'0 TYIT'C glsz’o ZEL1'0 L£991°D €%r0°0- TT

0000°T Z060°0- OLGO'0- LGET’0- LBZO'0- G6LE'C TZZZ'0- $#20'0 60500~ (56T°0- 0T

0000°T STTT'0 8EST1'D ZafT'0 92900 Te8T'c THOS'O E96T'0 LOSL‘C 6

0000°T S0SO‘0 TLHT0 SZT6C'D 900T“D ZYIT'D BLELO’0- OFLO’0 6

GO00'T £692°0 66L0'0 ©I%0‘0 PSOU‘D ZELOD £9BZD 2

0000°T STBT'C LO9T70- LEFT'O ZEEO’0- pOEZ'0 9

0000°T 0¥SDf0- 0SBOYC  B0O0O‘0 r600°0 S

0000°T T9BO’'0 &ESD°D BERO'D ¥

8000°T 1608’0 T950°0 £

opon'T £RO00 T

0oo0’t T

£T 8T it s1 5T ¥1 £1 Tt T oT 6 8 i 9 5 13 4 z 1
ajoedeg
AUMIOFEURIY UTS BOINP SOT WP UPEONIIIIOO D TIIWR  “AX WYqRL

60



estas especies. La correlacidén es negativa entre Progopis juliflora y
Caesalpinia coriaria; ello indica que en ambientes con alto porcentaije
de cobertura de una de ellas es baja la cobertura de la otra., Es tam—
bién negativa la correlacidn entre Prosopis julifleora y Acacia tortucsa,
aungue no existe correlacidn entre Caesalpiniag coriaria y Aecacia tortuo-
sd. Esto refleja la existencia de ambientes donde predomina P. Jjuliflora
con baja cobertura de C. coriaria, o a la inversa; estas dos situaciones
se dardn en algunos casos con altas coberturas de A. torfucsa y en otros
con baja cobertura. En otros ambientes predomina P. Juliflora con baja
cobertura de 4. tortucsa, o a la inversa, ¥ en estos ambientes puede
encontrarse C. coriaria sin un patrén de cobectura definide.

En la figura § se han graficado los porcentajes de la varianza total
explicados por cada componente. La grafica puede dividirse en cuatro
partes o cuatro ondas, la primera, a, que incluye del primerc al cuarto
componente sintetiza el 44,29% de la variacidém total; la segunda onda,
b, contiene del gquinto al décimoprimer componente y Bintetiza un 38,26%
de la varianzaj la tercera, ¢, abarca del décimosegundo al décimooctavo
componente con up total de 16,75%) en la dltima onda, d, figura sdlo el
décimonoveno componente con un 0,76% de la variacién total. Este (ltimo
componente es €l tnico que explica menos del 1% de la varlacidén. Al
seleccionar el grupo de componentes gue se utilizarin en cualgquier ané-
lisis posterior para sintetizar todo el conjunto de datos debe tenerse
en cuenta gque al pasar de una onda a otra existe un pupnto de inflexidn
en la curva, es decir un cambio de magnitud de las varianzas explicadas
por cada componente. Por tal motive, se recomienda mantener, para el
andlisis posterior, la totalidad (o ninguno) de los componentes de una
onda. En este caso, habria que decidir si mantener cuatro componentes
--sdlo la primera onda-= u once componentes --las dos primeras ondas.

% VARIANZA

T T L T T—TT T

b 3 5 T 9 u 13

T T T

15 17 2
COMPONENTES PRINCIPALES

Fig. B. Porcentaje de la varianza total explicada por cada componente
principal (datos originales - correlacidn). EL nimero de ondas es mayor
que el de la figura 7. Se observa que los porcentajes explicados por
los primeros componentes sop menores en este caso en gue se vtiliza }a
matriz de correlacidn.

En el andlisis gue se hara posteriormente se utilizard la informe
cidn sintetizada por los cuatro primeros componentes por tratarse de la
bisqueda de relaciones graficas y asociaciones con factores ambientales.
5i la informacién se ha de usar en un andlisis por conglomerados (forma=
cidn de grupos o clases con vegetacidn similar), ¢ para un analisis
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discriminante (asignacidn de censos a clases predeterminadas), se teco-
mienda incluir basta el décimoprimer componente, con lo cual se utili-
zard casi el 85% de la variabilidad total contenida en los datos.

5i se recuerda que los coeficientes de cada variable en un vector
propio indican el grado de influencia de la variable en el componente
principal, es posible interpretar estos resultados inspeccionando los
coeficientes de los cuatro primeros vectores. Se cbserva gues

a) El primer componente tendrd valores elevados (superiores al pro-
medic) cuando la cobertura de las especles 3, 6, 8, 11, 13 y 17 sea alta
y no tendrdn influencia las especies 10, 12, 14, 18 y 19. asi, en un
ambiente con valores similares de cobertura de Bulnesia arborea (3},
Cercidium praecox (6), Pereskia guamacho (8) y Ritterocereus (1l1), todas
del estrato superior, y en que el pisoc tenga coberturas de Ipompea car~
nea (13) y de Opuntia caracasana {17} también similares entre si, pero
gque en un caso tenga altos porcentajes de cobertura de FProsopis Juli=
flora (10) y en otro esta especie no esté ni sigquiera presente, el pri-
mer componente tendrd valores similares. Para diferenciarlos habrd que
observar el valor de otro componente donde P. juliflora tenga una inci-
dencia detectable;j por ejemplo, el tercero, donde P. julifilora contri-
buye con signo negativo. En el caso anterior, en un censo con uné alta
cobertura de P. juliflora el wvalor del tercer componente quedard por
debajo del promedio y en otro con bajo porcentaje de cobertura el valor
del tercer componente estard por encima del promedio.

b) El segundo componente tendrd valores superiores al promedio cuan—
do la cobertura de las especies B, 13, 14 v 1B sea altay ¥ en él no in-
fluyen las especles 5, 10, 15 y 17. Se puede decir que este componente
sintetiza el aporte de Pereskia guamacho (8) y de las especies del es-
trato inferior Ipomoea carnea (13), Jatropha gossipifolia (14) y Sporo-
bolue pyramidatue {18). Estas (ltimas son las tres especies que tienen
la maxima varianza del conjunto total de especles del estrato inferior
(12 a 18), con excepcidn de Opuntia caracasana (17), ya presente en el
primer componente.

c) El tercer componente constituye un contraste entre la especie 1@
¥ las especies 1, 7, 12 v 16, ya gque el signo del coeficiente de la
especie 10 (Prosopis julifilora) es negativo y el de las especies dcacia
tortucea (1), Mimosa arencsa (1), Castela erscta (12) y Melocactus cae-
8iue (16) es positivo.

d) El cuartc componente constituye también un contraste entre cua-
tro especies que estin presentes con coeficientes negativos: Capparis
odoratiesima {5), Cercidium pragcox (6), Prosopis juliflora (10) y Cas-
tela erecta {(12), y cinco especies que tienen coeficientes positivos:
Bourveria cumanensis (2), Jatropha gossipifolia (14) y Loranthaceas (19)
y, en menor proporcidmn, OSporobolus pyramidatus (18) y Opmmtia earaca-
gana {19) .

3. ANMALISIS DE LOS DATOS TRANSFORMADOS

8i a cada observacién de la matriz de datos originales presentada
en la Tabla ¥I se apliica la transformacidn angular sehalada en la ecua
cién [37) se obtiene una nueva matriz de datos de dimensién (104 x 19)
con la gue puede calcularse una nueva matrlz de covarianza y una nueva
matriz de correlacidén. En la Tabla XVII se consigna el promedic de las
variables transformadas calculado a partir de la watriz completa, ya
que no podran obtenerse los promedios transformados aplicandc la trans—
formacidn angular a los promedios de los datos originales. En la Tabla
KVIII puede verse la matriz de covarianza y en la Tabla XIX la matriz de
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correlacidén. A partir de cada una de estas matrices se calcularon los
valores propios que se presentan en la Tabla XX; se indica el porcentaje
de varianza explicade en forma acumulativa. En las figuras 9 y 10 se
grafican los porcentajes de varianza explicados por cada componente.

Tabla XVII. Vector promedio - datos transformados

Especie Cobertura Promedio

(%)

3 & 9,05
2 7,79
3 9,54
4 14,49
S 9,62
6 11,68
T B, 16
8 8,80
9 10,02
10 24,48
11 17,19
12 14,95
13 10,26
14 T2
15 6,49
16 6,95
17 17,64
18 7,28
19 6,57

S1 se comparan los valores promedics de la Tabla XI con los de la
Tabla XVII se observard gue la dispersidn de estos dltimos es menor y
que su distribucidén es mas simétrica gue la de los datos originales.
asi, la transformacién angular permite no sdlo acercarse a la distribu-
clén normal en cada variable, como ya se ha seffalado, sino también nor-
malizar el promedio de las variables. Conviene recordar gue para poder
efectuar pruebas de hipStesis se requiere multinormalidad de los datos
y que =-como Se ha expresado-- &ésta puede lograrse mediante una trans-
formacidn adecuada o aumentando el tamafio de la muestra o aumentando el
nimero de variables incluidas en el apdlieis.

Si se comparan las figuras 7 y 9 se advertird que es menos brusco
el descenso de la variacidén explicada del primer al segundo valor pro-
plo. Sin embargo, como sucede con los valores generados a pactir de los
datos sin transformar, los cuatro primeros valores propios constituyen
un primer grupo, ya que a partir del quinto la proporcidn de varianza
explicada por cada unc es menor, Considerar los cuatro primeros compo-
nentes equivale a incluir en cualquier anilisis posterior casi el 70%
de la variacidn total, como se obgerva en la Tabla XX; en cambio, en el
caso de los datos sin transformar este porcentaie alcanzaba el 76,83%
(Tabla XIV). Si bien el porcentaje total ha disminuido, no es uniforme
la proporcibén de la varianza de cada variable incluida si se utilizan
los datos sin transformar. En la Tabla XXI se muestran los vectores
proplos para los valores generados a partir de la matriz de covarianza
y puede observarse que la contribucidén de cada especie en los primeros
cuatro componentes estd mejor distribuida que cuando se utilizan los
datos sin transformar.
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Tabla XX. Valores propios para los dat t £ .

A partir de la matriz de covarianza

Valor Propio Varianga Acumulada (%)
287,175 25,21
246,124 46,82
142,293 59,31
119,902 69,84

83,797 77,19
60,066 82,46
48,068 86,68
31,359 89,44
21,462 91,32
20,891 93,16
19,723 24,89
17,205 96,40
13,657 97,60
11,624 98,62
10,080 99,50
3,766 99,83
0,839 99,91
0,666 99,96
0,402 100

A partir de la matriz de correlacidn

Valor Propio Varianza Acumulada (%)
3,0261 15,92
2,1559 27,26
1,9234 37,38
1,8767 47,26
1,3748 54,49
1,2235 60,93
06,9817 66,09
0,%570 71,13
0,9155 75,94
0,7616 79,95
0,775 83,72
0,6069 86,92
0,4880 89,48
0,4373 91,79
0,3578 93,83
0,3544 95,69
0,3345 97,45
0,2931 98,99
0,1916 100

En la Tabla XXII se muestra el porcentaje de la wvariacidén de cada
especie que sintetiza cada uno de los cuatro primeros componentes prin—
cipales cuando se utilizan los datos ein transformar y los transforma=
dos. Los cdlculos se basaron en la £8rmula [36) y en los valores de
las Tablas XILI y XIV para los datos sin transformar y de las Tablas XX
y XXI para los datos transformados.

Igual comparacidn puede efectuarse entre las figuras 8 y 10; en am
bos casos se distinguen cvatro ondas que corresponden a cuatro grupos
de valores propios (indicades por a, b, ¢ ¥ d en las figuras B y 10).
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Fig, 9. Porcentaje de la varianza total explicada por cada componente
orincipal (datos transformados - covarianza}l. EL nlmero de ondas es
igual al de la figura 7, pero los porcentajes han camblando por haberse
utilizado datos con transformacidn angular y porque el método de compo-
nentes principales es sensible a los cambios de escala.

% VARIANZA

T3 5 T 8 u B 5 18
COMPONENTES PRINCIPALES

Fig. 10, Porcentaje de la varianza total explicada por cada componente
principal (datos transformades = correlacifin}. Se observan diferencias
con la figura 8, ya que en el método influye la transformacidén angular
aplicada a los datos,

En las dos figuras el primer grupo estd constituido por los cuatro pri-
meros valores, con ia diferencia de que al utilizar los datos transfor-
mados el porcentaje de la varianza total sintetizada es ligeramente ma
yor (pasa de 44,29 a 47,26%). En la segunda onda o grupo de variables
se encuentran desde el quinto al noveno valer propio, sintetizando un
28,26% de la varianza total. Tanto el nimero de componentes que lo
integran como la variacidén explicada por ellos es menor que en el caso
de loe datos sin transformar.

De la Tabla XXIX puede concluirse gue se pPresentan diferepcias sig-
nificativas entre la varianza explicada para cada varliable cuando se
utiliza la matriz de covarlanza calculada a partir de los datos origi-
nales y la varianza explicada cuando se usa la matriz calculada a par-
tir de los datos transformados. Asi, de las 14 varisbles en que menos
del 50% de la varianza total ha sido explicada por los cuatro primeros
componentes, en 13 aumenta el porcentaje explicedo si se utiliza la
transformacion angular y en sélo una disminuye, En cambio, de las cin-
co especies con mds del 50% de la varianza total explicada, en dos dis-
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minuye y en tres aumenta el porcentaje explicado, aungue estos aumentos
son pequenos,

Tabla XEIX. Proporciém de la variacién total de cada variable
explicada por los cuvatro primeros componentes principales
(matriz de covarianza)

Porcentaje de la Variacién Explicada

Datos sin Transformar Datos Transformados
Vector 1 2° 3* 4° Suma g 2" < g 4° Suma
Propio
VARIABLE
1§ 4,86 0,03 0,04 16,65 21,58 6,26 4,97 19,02 0,71 30,95
2 0,02 2,92 0,27 1,22 4,61 0,53 4,30 3,69 0,14 8,66
3 0,0 8,73 3,98 0,21 13,02 4,50 8,6 0,28 3,43 16,83
4 6,869 7,48 1,30 1,55 17,22 0,69 27,07 2,22 4,19 34,16
5 14,65 1,28 1,45 6,77 24,35 19,07 0,31 12,98 0,65 33,02

3 0,09 3,86 12,67 13,96 30,58 1,32 8,12 41,99 5,76 57,18
7 2,26 0,49 4,64 4,86 12,24 0,46 6,91 8,10 2,55 18,02
8 1,01 ©,74 44,95 0,09 46,79 ¢,83 13,55 0,18 42,062 56,59
9 0,80 15,66 0,49 0,11 17,06 1,06 18,07 0,11 0,19 19,44
0

L 99,49 0,03 0,00 0,26 99,78 67,69 25,96 0,93 0,22 94,81
11 0,05 61,28 0,02 8,23 69,57 17,10 49,62 0,02 7,27 74,01
12 2,36 1,16 0,81 81,44 85,77 2,33 1,81 83,96 8,19 96,29
13 0,01 1,65 93,74 0,62 96,02 2,88 5,97 4,79 73,98 87,61
14 0,71. 1,00 0,00 2,34 4,05 1,07 0,42 3,20 1,16 5,85
15 o,00 ©,36 1,73 2,92 5,01 ¢,9% 1,60 2,05 1,70 6,26
16 6,32 0,49 0,36 1,76 8,93 6,49 1,80 1,67 0,82 10,77
i7 8,41 85,00 0,02 2,37 87,80 32,24 46,59 2,38 0,10 81,31
18 0,44 0,47 15,23 1,54 17,67 0,03 0,30 0,25 12,00 12,58
19 4,38 0,03 0,37 7,84 12,62 4,48 1,19 9,71 0,16 15,54

Este comportamiento diferente también puede apreciarse si en un
grafico se relaciona el porcentaje de varianza explicada por cada uno
de los valores propios generados a partir de la matriz de covarianza
con el de los generados a partir de la matriz de correlacidn. Las figu-
ras 11 y 12 presentan esos valores para los datos sin transformar y con
transformacién angular, respectivamente. Se utilizan los datos de las
Tablas XIV y XVI para la figura 1l y los de la Tabla XX para la figura
12. La relacidn queda muy bien ajustada por una funcién de la raiz
cuadrada de log porcentajes de varianza de la matriz de covarlanza.
para calcular los valores de Fc indicados en las figuras se utilizd el
método de los minimos cuadrados; r-cuadrado es el coeficiente de deter-—
minacién. En ambos casos, el ajuste es muy bueno. Se ha graficado la
funcidn ajustada y también una linea que corresponde a la relacidén y = X
a fin de poder comparar la distancia entre ambas curvas. Cuanto mis se
alejen las curvas ajustadas de la linea y = x, mayor serd la diferencia
entre los resultados obtenidos utilizando la matriz de covarianza y la
de correlacién, ya que si con ambas se obtuviera el mismo resultado,
los porcentajes de varianza sintetizados por cada unc de ellos. seria
igual. Esta informacidén puede extraerse a partir de una figuraj por
ejemplo, en el caso de 1la figurs 11 puede observarse que la linea de
ajuste se aleja de la diagonal. Lo mismo ocurcre en la figura 12.
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Fig. 1}l. Relacién entre la wvarianza explicada por cada componente a
partir de la matriz de covarianza y de 1la matriz de correlacidén (datos
sin transformar). Véase explicacidn en el texto.

Estas flguras permiten tomar decisiones acerca de la importancia de
ios cambios que ha introducide la transformacidn angular. El valor del
coeficiente de regreslédn que acompafia a4fx indica el grade de inclina-
cidn gue tiene la funcidn; a menores valores de B, mids se alejard de
la diagonal de referencia x = y. La ordenada al origen crecerd a medi-
da gue sean mayores los porcentajes de varianza explicados por los Glti-
mos componentes de la matriz de correlacidn y sean menores las varianzas
de los ultimos componentes de la matriz de covarlianza. Es decic, que
up aumentoc en la estimacidn de a y una disminucidén en la estimacidn
de § serdn indicadores de diferencias entre los resultados obtenidos
con los datos transformados y sin transformacr.

o
i

Fcr 423 49
2. 96.14%

(MATRiZ de CORRELACION)
% VARIANZA EXPLICADA

T -] 10 L] 20 25
*% VARIANZA EXPLICADA (MATRIZ de COVARIANZA)

Fig. 12. Relacidn entre la varianza explicada por cada componente a
partir de la matriz de covarianza y de la matriz de correlacidén (datos
transformados). Véase explicacidn en el texto.
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Es posible comparar las dos ecuaciones de regresidn siguiendo el
método propuesto por Raoc (1973) (21) y confrontar laz hipétesis:

Hipdtesis nula : op = ag ¥ By = By
Hipbtesis alterna: oy # ao © By # Bg

donde &5 ¥y 9 son las ordenadas en el origen para los datos originales
y transformados vy B, ¥ 8, las pendientes para los datos originales y
transformados, respectivamente. La ddcima se realiza mediante el cdlcu-
lo de un valor de F que permite comparar la diferencia entre el residual
encontrado al combinar las dos muestras en una (Rc) y el de las dos re
gresiones por separado (Ro} con el de las regresiones por separade (Ro):

Rc = Ro 19 + 19 - 4
F = x .

Ro 2

Los grados de libertad del denominador corresponden a la suma del tama-
fio de las dos muestras (1% para cada una en este ejemplo)}, menos cuatro
que es el nimero de parimetros que se desea comparar: ordenada en el
origen ¥ pendiente mis el nimeroc de constantes calculadas {un valor pro-
medio por cada serie). Este valor se compara con un valor de F tabulado
¥ s8i el valor calculado es mayor gue el tabulado, para una determinada
probabllidad (5 v 1%, son los mas utilizados), la diferencia entre las
ecuaciones se declara significativa. En este ejemplo el valor de F cal-
culado fue 5,B8081, el cual resulta significativo al 43, por lo cual
debe concluirse gue no existe evidencia para aceptar la hipdtesis nula
Y se declaran significativamente diferentes las dos ecuaciones de re-
gresidén ajustadas.

En viata de lo que antecede se decidid trabajar con los datos trans—
formados y con cuatro componentes calculados a partir de la matriz de
covarianza. E&Lo obedece a tres causas fundamentales:

a) La transformacidn angular acerca los datos a un comportamiento
normal ¥ permite obtener resultados significativamente diferentes de
los alcanzados con los datos originales.

b} La matriz de covarianza mantlene la diferencia relativa de las
coberturas de cada especie dentro de los ambientes estudiados. Si el
analisis tiene fines descriptivos, como en este caso, las especies mas
abundantes dominan el paisaje y este aspecto se manifiesta si se utili-
z2 la matriz de covarianza. Si los fines del estudio consistieran, por
ejemplo, en detectar especies indicadoras asociadas con algiin factor
ambiental, seria necesario tomar una decisidn acerca de si la importan=
cia de ciertas especies con poca cobertura justifica el uso de la matriz
de correlacidn. En ese caso, todas las especles tendrian la misma im—
portancia relativa, independientemente de su cobertura abscluta.

c) Se utilizan los cuatro primeros componentes que pertenecen a la
primera onda o primer grupo y que sintetiza el 69,84% de la variacidn
total contenida en los datos originales.

4. INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS
4.1. Relaciones entre Variables

Del examen de la Tabla XXII pueden derivarse las relaciones entre
las especies que caracterizardn a cada componente principal, Si se

analiza la Tabla tomando especie por especie pueden identificarse aque—
llas con altos coeficlentes en un mismo vector, lo cual implica que



estdn relacionadas para el conjunto de datos analizado. A los efectos
de detectar similitudes, estas relacionee pueden compararse con la es-
tructura de la matriz de covarianza. Cuande se utilice la matriz de
covarianza para generar los valores y vectores propios, serid la estruc-
tura de la covarianza la que se refleie en los resultados. La compacra—
cibén puede hacerse en forma gréfica.

Es posible construir up poligono, donde en cada vértice se indique
una de las 19 especies consideradas en el andlisis y que estos vértices
gean unidos por lineas cuyo grosor indique la correlacidn existente en—
tre las variables. La interpretacién de este poligono ayudara al inves-
tigador a conocer las relacicnes entre las especies, pero hasta dque no
se idee algin método para verificarlas, las conclusiones seran sblo de
carfcter indicativo.

Fig. 13. Correlaciones entre especies. EL nimere indica la
especie conforme a la Tabla XI. Las lineas unen especies
con altas correlaciones. Las lineas mis gruesas indican co-
rrelaciones mas altas. Para efectuar el gréfico y seleccionar
las lineas que debian trazarse se tomaron en cuenta las méxl-
mas correlaciones de una especie y se las unidé si también la
correlacidn resultaba alta para la otra. WVéase el texto.

En la figura 13 se muestra este poligono construidec a partir de la
matriz de correlaciones de los datos transformados presentada en la Ta-
bla XIX. Las lineas unen los vértices correspondientes a dos especies
que tienen alta correlacidn, lo cual indica gue aparecerin juntas en
los sitios estudiados. Hay seis pares de especies muy relacionadas, a
saber: deageta tortucsa (1) y Castela erecta {12); Bulnesia arborea (3)
y Pithecelobium unguis-cati (9)3 Capparis cdoratiseima (5) y Frosopis
Juliflora (10); Pereskia guamacho (8) e Ipomoea carnea (13); Ritheroce-
reus spp (11) y Opuntia caracasana (17)3 y Jatropha goseipifolia (14) y
Sporobolus pyramidatus (18). Estas especies aparecen unidas por un trazo
mAs grueso que las restantes. Las lineas mAs delgadas unen especies con
correlacién moderada y las especies que no tienen lineas gue las unen
no se encuentran correlacionadas. A partir de este poligono es posible
agrupar las variables en ndcleos entre losg cuales hay upa muy estrecha
relacién y a su vez relacionar los grupos entre sf.

3



74

3° Nicleo

1° Nicleo

Fig. 14, Grupos de especies correlacionadas. El pimero indica la espe-
cie conforme a la Tabla XI. Las lineas unen especies correlacionadas.
Las lineas de puntos indican la correlacidn de algunas especies gue co-
nectan los ndcleos principales. EL simbolo 71 denota correlacidén nega-
tiva de alte valor absoluto.

La figura 14 muestra este ordenamiento, donde se distinguen clara
mente tres nicleos: uno formado por las especies 3, 11, 9 y 17 que tie=
nen relacidén con la especie 4 y se halla unido por un vértice (una espe-
cie en comiin) con el segundo niiclec formado por las especies 3, 1 y 12;
el tercer niicleo esti constituido por las especies 8, 13 y 18, Entre
el segundo y el tercero existe una cadena de unién que, a su vez, forma
un grupo que se ha indicado con linea punteada porque las correlaciones
gue presentan ias especies no son tan altas como en el caso de los nl-
cleos principales. A los lados de la figura se han indicado con un
simbolo aquellas especies con una alta correlacidn negativa con alguna
de las especies: las Loranthaceas {19) con Prosopie julifiora (i0) en
la parte superior izquierda de la figura y Progopis julifiora (10) con
Melocactus caegius (16) al lado derecho.

Si se estudia la composicidén de los cuatro primeros vectores pro-
pios, que son los seleccionados para sintetizar la informacién conteni-
&a en el conjunto de datos, puede observarse gue los coeficientes con
valores absolutos mas altos en el primer componente corresponden a es—
pecies del primer nmicleo (11 y 17), aungue posee el mayor coeficiente
para Prosopie juliflora (10) gue no se halla directamente en ningin ni-
cleo. El segundo componente también tiene los mdximos coeficientes en
especies del primer niicleo (4, 11 y 17} y también para la especie 10.
Asi, las relaciones entre las especies de este primer niclec y Frosopia
Julifiora son las que mds influyen en la diferenciacidn de sitios a ni=
vel de la vegetacidn de la zona semidrida del Estado Falcdn.

El tercer componente exhibe el mayor coeficiente para la especie
Castela erecta (12) y estd expresando la variacién debida a las especies
que forman el segundo nlicleo. Asimismo, posee un coeficiente relativa=
mente alto para Cercidiwm praecox, el cual pertenece al nlicleo secunda
rio que enlaza el sequndo y el tercero de los niiclecs principales. E1
cuarto componente tiene el méximo coeficiente para Pereskia guamacho,
gque pertenece al tercer nicleo.

De este andlisis pueden extraerse conclusiones complementarias
acerca de la relacidn entre las especies, pues no sblo se conocen agque-
llas gue estdn relacionadas entre sf, eino la importancia relativa de



estos grupos. Por ejemplo, las especies que pertenecen al primer nucleo,
por estar asociadas al primer componente principal, tendrén una ponde—
racidn relativa mayor en el conjunto total de censos analizados.

4.2. Informacidén en los Cowponentes Principales

En la Tabla ¥X111 se consignan, a mapnera de ejemplo, los valores
de los cuatro primeros componentes principales obtenidos en los dlez
primeros censos. Cada valor de esta Tabla se obtuvo multiplicando el
coeficiente del primer vector propio per la cobertura original de cada
especie en el censo correspondiente. Asi, para el primer censo con los
datos de la Tabla XII transformados por la ecuacidn {371 y los coefi-~
cientes de la Tabla XXX, el primer componente serd:

-31,7897 = (0,0845 x sen /0,005 + 0,01) + (-0,0203 x sen 3/0,00 + 0,01)+

+ (~0,0768 x sen “4/0,00 + 0,01) + ( 0,0471 x sen "4/0,005 + 0,01) +

+ (=0,1440 x sen_lm + (=0G,0566 x sen_lm +
+ ( 0,0171 x sen "4f0,00 + 0,01) + (=0,0322 x sen 4/0,00 + 0,01) +
+ (-0,0311 x sen "4f0,105 + 0,01) + (-0,8050 x sen_lm +
+ {=0,2880 x sen_lm + ( 0,1009% x sen_lm +
+ (-0,1023 x sen 40,105 + 0,01) + ( 0,0254 x sen "4f0,00 + 0,01) +
+ (=0,0056 x sen‘lm + ( 0,0145 x sen_lm +
+ (=0,4533 x sen-lm + {=0,0037 x sen_lm +

+ ( 0,0104 x sen "4f0,00 + 0,01).

De igual forma se obtienen los valores para los censos restantes y
para los otros compenentes. El promedio de todos los valores del primer

Tabla XXITII, Valores de los cuatro primeros componentes
principales para los diez primeros censos

Componentes Principales

Censo L 2* 3" 4"
1 =31,7897 12,7578 -34,0399 77,2725
2 -37,0596 15,8090 -22,169%3 13,1335
3 -26,7082 14,1615 -18,2848 2,7399
4 - 7,6539 18,9258 -46¢,0290 ~3,2146
5 - B,9466 16, 1266 ~32,5248 -1,3671
6 -19,0511 26,5943 -26,7975 =2,2130
7 - 7,3198 17,6224 -40,5471 -4,7026
B -12,7228 11,5187 -34,8096 -1,1430
9 - 7,9738 14,4320 =23,3565 0,2798
10 -13,2712 22,1592 =-32,2197 -2,8132

componente es —33,8517 y su varianza es 287,178 que, salvo por ercores
de redondeo, es el primer valor propio. EL valor promedic tamblén puede
obtenerse aplicando la transformacidn lineal {es decir utilizando los
coeficientes del primer vector proplo) a los promedios de las variables
originales. ELl valor minimo para el primer componente fue -73,3946 co-
rrespondiente al censo niimero 28. Para no trabajar con valores negati-
vos, Se sumd 74 a cada dato {el censo 28 tomd um valor de 0,6054) y los
valores positivos obtenidos fueron graficados en la figura 15. De igual

b5
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manera se procedid respecto al segundo, tercer y cuarto componentes que
Se presentan en las figuras 16, 17 y 18, respectivamente. Las ordenadas
representan el valor del componente principal y se ha levantado una dei-
gada barra para representar los censos por separado. Cada una de estas
figuras representa un perfil qgue ipndica el valor de cada censoc en el
componente considerado. Asi, es facil detectar valores comparativamente
pequehos y comparativamente grandes y encontrar una explicacién que ce=-
lacione esos censos.

To

PRIMER COMPONENTE PRINCIPAL

/0 50 60 TQ 80 90 190
CENSOD

Fig. 15. Primer compeonente principal por cada censoc. Cada barra repre-

senta el valor del primer componente principal en cada uno de los 104

censos que comprende la mue&tra., Véase explicacidn en el texto.
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SEGUNDO COMPONENTE PRINCIPAL
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a (=]
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10 20 30 40 50 €0 70 ao 90 100
CENSO
Fig. 16. Segundo componente principal por cada c¢enso. Cada barra re-
presenta el valor del segundo componente principal en cada uno de los
104 censos que comprende la muestra. Véase explicacidn en el texto.

En 1la figura 15 se ha sombreado todo el perfil a fin de destacar la
existencia de depresiones en algunos censos, resaltan el 28, 41, 65, 72
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Fig. 17. Tercer componente principal por cada censc. <Cada barca repre—
senta el valor del tercer componente principal en cada uno de los 104
censos que comprende la muestra. Véase explicacidn en el texta.

TERCER COMPONENTE PRINCIPAL

v 95. Todos ellos corresponden a vegas de los rios o quebradas gque
corren por la planicie costera de Falcon con direccién predominante sur
a nmorte. Aungue también en otros censos se obtuvieron valores bajos
que no corresponden a vegas de rfos ni a quebradas, como el 94, 90 y 64,
S5i se examina la figura 16, donde se ha representado el segundo compo—
nente, puede verse gue en algunos censos los valores son muy bajosy en
el perfil aparecen como depresiones gue corresponden a vegas de rios y
quebradas. Asi, es posible identificar los censos en que la vegetacidn
caracteristica es la de vegas por la existencla simultanea de estas de-
presiones en los dos primeros componentes principales. El perfil del
tercer componente principal no presenta diferencias tan marcadas entre
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Fig. 18. Cuarto componente principal por cada censo, Representacidn
alternativa de loa componentes., La linea une los valores del cuarto

componente en cada uno de los censos,
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log censos y en el del cuarto destacan algunos censos con valores altos,
como el 14, 27 y 24. Los elevados valores de estos censos se deben a
la presencia de Castela erecta y es posible detectar visualmente gque en
muy poco2 sitios abunda esta especie. En la figura 18 se observa el
perfil para el cuarto compohente, €l cual resulta muy uniforme con ex—
cepcidn de elevados valores en los censos 14, 27, 34, 48 y 66. En estos

censos domina el estrato arbustive Ipomoea carnea, accompafiada en el piso
por Sporobolus pyramidatus.



ANALISIS DE CALIFICACIONES POR ASIGHATURA

1. INTRODUCCION

En las universidades y liceos de América Latina y de la mayoria de
los paises del mundo, el progreso en las agignaturas realizado por un
estudiante se evalia con una nota que segqin los paises varia de 1 a 5,
de 0 a 9, de 0 a 10, o de D a 20. En estos sistemas de calificacidn a
partir de un cierto valor el alumno se considera aprobado y por debajo
de ese valor debe repetir el examen ¢ la asignatura completa, conforme
al régimen particular de promocidn.

Al término de su carrera el estudiante es juzgado por el promedio
de sus calificaciones. Se considera a menudo gue seré mejor profesio-
nal aguel que haya obtenidc las "mejores" calificaciones, expresadas en
el promedic simple de calificaciones logradas durante su carrera (suma
de todas las notas dividida eptre el nimero total de asignaturas); en
el promedio ponderado correspondiente a la carga o importancia relativa
de cada asignatura, que a menudo se valoriza como "unidades de crédito”
en cada una (suma de cada calificacidn multiplicada por las "unidades
de crédito® correspondientes, dividida por el total de esas "ynidades
de crédito®) y que se denomina en algunos paises "indice académico™; o
por cualquiera de los anteriores, pero considerando sblo la dltima ca—
1ificacién lograda en cada asignatura. Este Gltimo procedimiento en-
mascara los intentos que el estudiante debe realizar antes de aprobar
una materia.

En este capitulo Se presenta un ejemplo de andlisis por componentes
princivales de las notas aprobatorias obtenidas por tres cohortes de
estudiantes de la Facultad de Agronomia de la Universidad Central de
Venezuela en las llamadas "materias bdsicas™ del pensum que comprenden
17 asignaturas de diferentes departamentos y esferas del conecimiento.
Los datos originales forman parte de la Tesis de Maestrfa del profesor
W. H?{E%quez, quien gentilmente nos ha permitido utilizarla (Henriquez,
1985 Y-

2. REDUCCION DE LA DIMENSIOHALIDAD POR COMPONENTES PRINCIPALES

El objeto de este analisis es detectar las materias que contribuyen
con la mayor variabilidad en el conjunto total de las asignaturas basi-
cas. Aquel estudiante gue obtenga una nota promedio mayor en su carre-
ra serd comparado favorablemente con otro gque tenga un promedioc menor.
Ningin empleador y ninguna institucidn piblica o privada tendrad manera
alguna de comparar el rendimiento académico relativo de diferentes alum-
nos en las distintas esferas del conocimiento. Dispondrd solamente del
conjunto de notas por asignatura y en la mayoria de los casos ni siquie-
ra dispondrad de personal que pueda hacer un andlisis superficial de ese
rendimiento del alumno.

A continuacidn se presenta un ejemplo, donde se han agrupade las 17
asignaturas bisicas del pensum de Agronomia y se busca la forma de sin-
tetizar la informacidén contenida en estas asignaturas a fin de obtener
tanto relaciones entre materias, como una medida sintética del aprove-
chamiento estudiantil gque pue&a ser utilizada con fines descriptivos.
El anilisis puede continuarse tratando de relacionar el comportamlento

Ii
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profesional de una muestra de estudiantes con su rendimiento durante el
pasc por la universidad. Este no es el objetivo del ejemplo y sbélo po-
drh emprenderse una investigacidn de este tipo si se dispone de un
equipo de personal multidisciplinario y del tiempo de seguimiento
adecuado.

En la Tabla XXIV ge aprecia la matriz de correlacidén para las 17
materias que se indican en la primera columna. En 1la Tabla XXV se con—
signan log valores propios y el porcentaie de la varianza total expli-
cado por cada uno ¥ en la Tabla XXVI se presentan los vectores proplos.

Tabla XXV, Valores propios vy varibnza explicada para las
asignaturas basicas

Valor propioc 4,34924 2,38302 1,95874 1,77997 1,38369 1,13231
1,02221 0,75120 0,51153 0,42180 0,37085 0,29435
0,21401 0,18284 0,14515 0,05254 0,04626

Varianza
acumulada (%) 25,58 39,60 51,13 61,60 69,34 76,490 82,41
86,83 89,84 92,32 24,50 96,23 97 .49 98,57
99,42 99,73 100,00
L 3
257
o 2071 a
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COMPONENTES  PRINCIPALES

Fig. 19. Variacidén explicada por cada componente, Caso pensum de
Agronomia. La primera onda incluye los cuatro primeros componentes
que se mantendrin en los anilisis posteriores.

En la figura 19 se han graficado los porcentajes de varianza expli=-
cados por cada componente wtilizando 1los datos de la Tabla XXV. Por
haberse calculado los valores proplos a partir de la matriz de correla-
cién, la suma de todos ellos Serd 17 (el nimero total de varlables ori-
ginales}) y si se utiliza el criterio de Mmantener en el anilisis aquellos
componentes generados por valores proplos superiores al promedio, debe-
ra incluirse hasta el s&ptimo =intetizando un B2,41% de la variaciodn
total, Si se utiliza el criterio de las ondas, sefialadas en la figura
19, bhabrd que decidir si se deben mantener los cuatro primeros compo-
nentes que corresponden a la primera onda (a) y que sintetizan un 61,60%
de la variabilidad total, o si se deben incluir las dos primeras ondas
{a ¥y b) gue totalizan los siete primeros componentes con 82,41%. Esta
dltima declsidn coincide con el criterio de mantener los c¢omponentes
que correspondan a valores propios gue estAn por encima del promedio.
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En la Tabla XXVI se observarid que el primer vector propio, gue con-—
tiene los coeficientes de la combinacidén lineal que dard origen al pri-
mer componente principal, exhibe los mayores valores para las asignatu—
ras Anatomia y Fisiologia II, Investigacidn Bibliogr&fica, Propagacibn
de Plantas, Botdnica II, Botdnica I y 2Zoologia y Que es practicamente
nula la contribucidén de las asignaturas Extensidn, Fisica Aplicada y
Algebra y Geometria. De esta manera, en el caso de un alumno que ha
recibido una nota alta en las asignaturas gue poseen los mayores coefi-
cientes, el primer componente principal tendrd un wvalor alto. Este
primer componente sSe asemeja mucho a un promedio ponderado, donde la
ponderacidn estid dada por los coeficientes del vector. Por lo antes
sefialadoc, en este promedic no influyen las notas de las asignaturas
Extensidn, Fisica Aplicada y Algebra y Gecmetria.

Por consiguiente, si se desea un profesional con buena preparacidn
y las aptitudes necesarias para efectuar trabajos relacionados con los
aspectos bioldgicos de los cultivos, deberi preferirse el egresado para
quien el primer componente posea el valor mdximo. Sin embargo, si los
trabajos que deberd desempeflar se relacionan con la ingenierfa de ma-
quinaria, sistemaz de riego u otros aspectos donde sea esencial contar
con una s6lida base matemitica, el valor del primer componente principal
no entregard ninguna informacidn acerca de la preparacién adecuada en
ese campo.

La interpretacidén del segundo componente no es tan sencilla, ya que
algunos coeficientes tienen signo positive y otros signo negative. §i
se consideran los mayores valores absolutos se observa que las asigna—
turas Entomologia I, Produccidn, Extensidén, Algebra y Geometria y Dibujo
determinan el valor de este componente. Pero de estas asignaturas Ento-
mologia y Dibujo tienen s2igno negativo, en tanto que las restantes lle-—
van signo positivoe. Asi, para un alumno con altas calificaciones en
Entomologia y Dibujo y bajas en las tres restantes, el valor del segundo
componente serd bajo y para un alumno con altas calificaciones en Pro-
duccién, Extensidn y Algebra y Geometria el valor del segundo componente
serd elevado.

El tercer componente tiene altos coeficieptes positivos para Fisica
Aplicada, Anatomia y Fisiologia I, Quimica General, Extensidén y Oleori=
cultura y coeficientes con valoreas absolutos altos, pero negativos, pa—
ra las asignaturas 2oologia, Botanica II y Botanica I. El resto de las
materias contribuyen con coeficientes muy cercanos a cero. ELl alumno
que obtenga un alte valor para el tercer componente principal tendrd
altas calificaciones en las asignaturas Fisica Aplicada, Anatomia y Fi=-
siolegia I, Quimica General, Extensién y Oleoricultura y bajas califi-
caciones en las asignaturas Botdnica I, Botdnica IT y Zzoologia (ya que
si fueran altas harian disminuir e} valor de este componente pues el
signo del coeficiente es negativo.

Cuando se dice haber trabajado, como en este ejemplo, con la matriz
de correlacidn, las expresiones "bajas calificaciones® o "altas califi-
caciones® o, en forma mids general, altos y bajos valores de una variable
para un determinado alumno, indican términos relativos. FPor tener las
variables estudiadas, en este caso las calificaciones en cada una de
las 17 materias, medla cero y varianza unitaria, una "calificacién alta"
serd aquella que esté por encima del promedio y una "calificacidn baja"
la que esté por debajo del promedio.

De modo. gque 2i Se busca un profesional con buena preparacién en los
aspectos matematicos y de ingenieria deberd prestarse atencién al valor
del tercer componente,
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3, CONTRIBUCION RELATIVA DE LAS ASIGHATURAS

Es posible también estudiar el porcentaje de la wvarianza de cada
asignatura explicada en los diferentes componentes, pues estos valores
brindardn informacidn complementaria que permitiri mejorar la interpre-
tacidn de 108 componentes. En la Table XXVII se presenta el porcentaje
de la varianza total de cada variable que es explicada por los primeros
cuatro componentes principales, los gue forman la primera onda en la
figura 19y este porcentaje ha sido calculado aplicando ia férmula [36]
¥ los datos de las Tablas XXV y XXVI. En la Tabla XXVII se presenta el
total de la varlacidn de cada variable explicada por los referidos com-
ponentes.,

Tabla XXV1I. Proporcidn de la varianza total por asignatura explicada
en los cuatro primeros componentes

Asignatura Porcentaje de Varianza Explicada

1 2 3" 4" Total
Anatomia ¥ Fisiologia IX 69,38 0,02 0,03 0,46 69,89
Investigacidn Bibliografica 61,06 0,31 0,37 9,43 71,15
Propagacidn de Plantas 44,64 0,18 0,01 13,31 58,14
Botéanica II 34,12 4,36 13,18 0,30 51,97
Botanica 1 33,35 3,51 10,37 20,87 68,10
Zoologia 32,01 6,46 19,71 4,20 62,38
Agricultura 29,13 0,24 3,17 4,30 37,54
Anatomia y Fisiologia I 28,08 6,18 28,70 0,54 63,50
Quimica General 26,45 0,16 21,55 27,18 75,34
Entomologfia 6,42 52,35 0,05 1,81 60,43
Produccidn 16,37 45,05 1,34 2,09 64,85
Extensidn Agricola 0,02 41,48 18,56 13,73 73,79
Algebra y Gecmetria 2,25 40,39 5,17 10,23 58,04
Dibujo 26,73 29,76 5,03 3,11 64,63
Fisica Aplicada 2,08 3,27 41,59 18,65 65,59
Oleoricultura 14,95 3,23 18,26 15,00 51,44
Economia Agricola 7,86 0,66 8,75 33,02 50,29

S5e observa que las seis materias con altos coeficientes en el pri-
mer componente ae encuentran representadas en él1 con mds del 30% de su
variabilidad total. Las asignaturas en la Tabla XXVII se han reordenado
de modo gque van de mayor a menor variabilidad explicada dentro del pri-
mer componente en las nueve asignaturas mas representadas; lo mismo se
ha hecho para el segundo componente (en la Tabla se trazé una linea de
puntos horizontal para separar ambos grupos de materias). La f0nica
asignatura con ponderaciones similares en ambos componentes es Dibujo,
ubicada en esta Tabla en la posicidén décimocuarta va que fue ordenada
segiin el valor del coeficiente del segundo componente. 5Se observara
que las asignaturas Fisica Aplicada y Oleoricultura ubicadas en las po-
siciones décimoquinta y décimosexta, respectivamente, y que tienen cae-
ficientes bajos en los dos primerce componentes, se encuentran repre-
sentadas con elevada ponderacidn en el tercer componente, La ssignatura
Economia Agricola, ubicada en ei decimoséptimo lugar, tiene bajos coe-



ficientes en los tres primeros componentes y alto en el cuarto, Esta
es una forma alternativa de presentar resultados gue permite interpre-
tarlos facilmente por gimple inspeccidn.

En la figura 20 se ha graficado la correlacidn de cada asignatura
con los dos primeros componentes principales. El nimero identifica la
asignatura segiin el orden en que se presentaron en la Tabla XXiV.
Aguellas asignaturas gue mids se acercan al contorno circular son las
que estan mis completamente sintetizadas en estos dos primeros compo-
nentes, en tanto que aguellas que se ubican cerca del origen de coorde—
nadas son las gque menos intervienen en estos dos componentes., En la
figura 21 se ha efectuado la representacién para el tercer y cuarto
componentes. Pueden observarse las diferencias en la ubicacién de las
asignaturas respecto al centro del circulo.

1!.(2)

»14
-1 8,8 i
Wy e

- 1{1): Primer Componenie

L(2): Segundo Components

Fig. 20. Correlacién de las variables originales con
ios dos primeros componentes, caso pensum de Agrono-
mia. Los nimeros identifican las asignaturas conforme
al cddigo de la Tabla XRIV. Cuanto mds cerca se en-
cuentre del centre del circulo menor serd su influen-
cia en los dos primeros componentes.

14

[{3}: Tercer Componente

1{4) : Cuorto Componsnte

Figura 2l. Correlacidn de las wvariablee originales
con el tercer y cuartc componentes, case pensum de
Agronomia. Los nimeros identifican las asignaturas
conforme al cddigo de la Tabla XXIV. Cuanto mds
cerca del circulo de radio unitario se encuentre més
influencia tendrd en estos dos componentes.
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Como se seflalé en el punto 5 del capitulo 3 no sélo es importante
la inspeccién de los primeros componentes principales, sino también de
los {ltimos, ya que si bien no contribuyen con cantidades importantes a
la sfntesis ée la variabilidad total, ofrecen informacidn util acerca
de las variables gue generan variaciones espiireas en el conjunto de da—
tos y pueden utilizarse para detectar marginales. Bn un anidlisis de
este tipo, los marginales pueden ser alumnos que se destacan como muy
buenos en general, muy malos, o muy buenos en alguna de las asignaturas
en particular. En la figura 22 se representa la correlacidn de las
asignaturas con los dos Gltimos componentes principales (el décimosexto
y decimoséptimo). Para efectuvar los calculos se aplicd la férmula [35]
a los datos consignados en las Tablas XXV y XXVI. Se observara que
ninguna asignatura ha quedado representada cerca del circulo de valor
unitario, por lo cual no hay una asignatura que pueda descactarse por
carecer de influencia marcada en el conjunto. Esto también puede ser
confirmado si se observan los valores de la varianza sintetizada en los
primeros cuatro componentes presentados en la Tabla XXVII, ya que todas
las asignaturas contribuyen en total con porcentajes superiores al 50%,
salvo una que tiene 37,54%.

1m

L{16}: Décimosexto Componente
L(17}: Decimoséptimo Componente

Fig. 22. Correlacidn de las variables originales con
los dos {ltimos componentes, caso pensum de Agronc-
mfa, Los nimeros identifican las asignaturas conforme
al cédigo de la Tabla XXIV. La escala del centro del
cfrcule ha sido aumentada a £in de mejorar la repre-
sentacion grafica de la ubicacidén de las especies.
Tedas se encuentran dentro de un cfrculo de radio
0,10, 1o cual indica una contribucién muy pequefia a
estos (1ltimos componentes,
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Astroffsica, por Carlos Jaschek y Mercedes C. de Jaschek.

Ondas, por Oscar J, Bressan y Enrique Gaviola.

El LAser, por Mario Garavaglia.

Teoria Estadistica de la Materia, por Antonio E, Rodriguez y
Roberto E. Caligaris.

AplicagBes da Teoria de Grupos na Espectroscopia Raman e do
Infra-Vermelho, por Jorge Humberto Nicola y Anildo Bristoti.
Fundamentos de Cristalografia Fisica, por Jaime Rodriguez Lara.
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17.

18.
19.
20,
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.

28.
29,
30.

Cinética Quimica Elemental, por Harold Behrens Le Bas.
Bioenergética, por isaias Raw y Walter Colli.

Macromoléculas, por Alejandro Paladini y Moisés Burachik.
Mecanismo de las Reacciones Orglnicas, por Jorge A. Brieux.
Elementos Encadenados, por Jacobo Gémez Lara.

Enseflanza de la Quimica Experimental, por Francisco Glral.
Fotogquimica de Gases, por Ralf-Dieter Penzhorn.

Introducclén a la Geoquimica, por Félix Gonzélez-Bonorino.
Resonancia Magnética Nuclear de Hidrdgeno-1 y de Carbono-13,
por Pedro Joseph=Nathan.

Cromategrafia Liguida de Alta Presidn, por Harold M. McNair y
Benjamin Esquivel H.

Actividad Optica, Dispersién Rotatoria Optica y Dicroismo Cir-
cular en Quimica Orgdnica, por Pierre Crabbé.

Espectroscopla Infrarroja, por Jesilis Morcillo Rubio.
Polarcgrafia, por Alejandre J. Arvia y Jorge A. Bolzan.
Paramagnetismo Electrénico, por Juan A. MeMillan.

Introduccidén a la Estereoquimica, por Juan A. Garbarino.
Cromatografia en Papel y en Capa Delgada, por Xorge A.
Dominguez .

Introduceidn a la Espectrometria de Masa de Sustancias Orgdni-
cas, por Otto R. Gottlieb y Raimundo Braz Filho.

Cinética Quimica, por Rodolfo V. Caneda.

Fuerzas Intermoleculares, por Mateo Diaz Pefla.

Fisico-Quimica de Superficies, por Tibor Rabockai.

Corroslén, por José R. Galvele.

Introduccidén a la Electroguimica, por Dionisio Posadas.
Cromatografia de Gases, por Harold M., MeNair.

Cinética de Disolucidén de Medicamentos, por Edison Cid CArcamo.
Introduccidén a la Quimica de Suelos, por Elemer Bornemisza.
Elementos de Catflisls Heterogénea, por Sergic E, Droguett.
Introduccién a la Electrocatilisis, por Alejando 3. Arvia Yy
Maria Cristina Giordano.

Quimica de Sélidos, por Jullo César Bazan.

Quimica BioinorgAnica, por Henrique Eisi Toma.

Introducelidn al Estudio de leos Productos Maturales, por Eduardo
G, Gros, Alicia B. Pomilia, Alicia M. Seldes y Gerardeo Burton.

Serie de biologia

La Genética y la Revolucién en las Ciencias Bioldgicas, por
José Luis Reissig.

Bases Ecoldgicas para la BExplotacién Agropecuaria en la América
Latina, por Guillermo Mann F.

La Taxcnomia y 1la Revolucidn en lags Ciencias Bloldgicas, por
Elias R. de la Sota.
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N® 17,
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N® 20.
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N* 22.

N 23,
NT 24.
N" 25.
H® 26.
N* 27.
N* 28.
N" 29.

N* 30.
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N* 32.

Principios Bdsicos para la Ensehanza de la Biologia, por Oswal-
do Frota-Pessoa.

A Vida da Célula, por Renato Basile.

Microorganismos, por J. M. Gutiérrez-Vazquez.

Principios Generales de Microbiclogia, por HNorberto J.
Palleroni.

Los Virus, por Enriqueta Pizarro-Sudrez y Gamba.

Introduccién a la Ecologia del Bentos Marino, por Manuel Vegas
Véiez.

Blosintesis de Proteinas y el Cédigo Genético, por Jorge E.
Allende.

Fundamentos de Inmunologia e Inmunoguimica, por Félix Cdérdoba
Alva y Sergio Estrada Parcra.

Bacteridéfagos, por Romiliec Espejo T,

Biogeografia de América Latipa, por Angel L. Cabrera y Abraham
Willink.

Relacién Hospedante-Parasito. Mecanismo de Patogenicidad de
los Microorganismos, por Manuel Rodriguez Leiva.

Genética de Poblaciones Humanas, por Francisco Rothhammer. h,
Introduccién a la BEcofisiologia Vegetal, por Ernesto Medina.
Aspectos de Biclogia Celular y la Transformacidén Maligna, por
Manuel Rieber.

Transporte a Través de la Membrana Celular, por P. J. Garrabhan
y A. F. Rega.

tuplicacién Cromosémica y Heterocromatina a MNivel Molecular y
Citolégica, por Wéstor O. Bianchi.

Citogenética Bisica y Biolodgia de los Cromosomas, por Francisco
A, Siez v Horacio Cardoso.

Ecologia de Poblaciones Animales, por Jorge E. Rabinovich.
Metodolegia para el Estudio de 1la Vegetacién, por Silvia D.
Matteucci v Afda Colma.

Los Sistemas EBEcoldgicos y la Humanidad, por Ariel B. Lugo y
Gregory L. Morris.

A Germinagdc das Sementes, Por Luiz Gouvéa Labouriau.
Introduccién a la Farmacocinética, por Edison Cid Cércamo.
Introduccidn a la Teoria y Prictica de la Taxonomia MNumérica,
por Jorge Victor Crisci y Maria Ferpanda Ldpez Armengol.

{ué es la Diferenciacidn Celular?, por Roberto B. Garcia y
Susana Pereyra Alfonso.

Limnologia Sanitaria, Bstudio de la Polucidn de Aguas Continen-
tales, por Samuel Murgel Branco.

Etologia: El Estudio Bioldgico del Comportamiento Animal, por
Ra(l Vaz-Ferreira.

Fotosintesis, por Carlos 5., Andreo y Rubén H. Vallejos.

Pesca y Piscicultura en Bguas Continentales de América Latina,
por Argentino A, Bonetto y Hugo P. Castello.

Fundamentos de Genética Biométrica y sus Aplicaciones al
Mejoramiento Genético, por Jorge A. Marlotti.

En_preparacidn

Serie de matemitica

Geometrias Finitas, por Oscar Barriga.
Computadoras y Procesamiento de Datos, por Julic Villanueva y Oscar
Harasic.

Serie de fisica

Teoria de Fluidos en Equilibrio, por Antonio R. Rodriguez y Roberto
B, Caligarls.
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Fupncional y Adaptativa, por Elias R. de la Sota.

~-ayen ¥ Anatomia del Cromosoma Eucarionte, por Nestor O. Bianchi.
Limnologia Bdsica, por Jese Falizia Tundisi.

El Plancton de las Aguas Continentales, por Afda Gonzilez de
Infante.

HNota:

Las personas interesadas en adguirir estas monografias deben
dirigirse a la Oficina de Ventas vy Promocidn, Departamento de
Informacidn Pidblica, Organizacidén de los Estados Americanos,
Washington, D.C., 20006~-4499 o a las Oficinas de la OEA en el
pais respectivo.



