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Introduccién

En los titimos afios, en )a ensefianza de las matemaéticas en las
facultades especializadas, se nota una serie de nuevas tendencias.
Cabe apuntar las principales.

a) Debido al desarrollo de la computacién ha crecido sensibles
mente el interés por los métodos numéricos de resolucién de lo-
problemas.

b) Se ha elevado la importancia del dlgebra lineal. En muchos
casos la geometria analftica se considera como una ilustracién geo-
métrica de los objetos geométricos correspondientes.

c)l Para las aplicaciones, se siente la necesidad del &lgebra vec-
torial.

d) No se discute el hecho de qgue el especialista en ciencias natu-
rales debe tener conocimientos del andlisis arménico.

¢) Es necesario ensefiar a los estudiantes los conceptos sobre los
métodos numéricos (cuantitativos) de resolucién de las ecuaciones
diferenciales. Ademas, se deben impartir conocimientos sobre las
ecuaciones de la fisica matematica.

f) Para algunas especialidades se requiere un conocimiento bi-
sico de los elementos de la teoria de las probabilidades.

Este libro toma en consideracién estos hechos, modernizando el
curso de matematicas superiores.

‘La finalidad principal de la obra es la de servir como texto de
estudio de matemdticas superiores para los estudiantes de las facul-
tades de ciencias naturales (en especial de lag facultades de geologia,
geografia, biplogia y agronomia).

“~Ademés de la exposicion de los conceptos 'més importantes, en
ol “libro se brindan aplicaciones en diversos campos. Actualmente
las matematicas superiores sirven de fundamento tebrico de la
mayoria de las disciplinas cientifico-naturales y técnicas. E1 dominio
de los métodos mateméticos y la capacidad de utilizarlos en la préc-
tica, son elementos imprescindibles para el buen desempefio de
todo especialista en ciencias naturales.

Los autores



Capitulo 1

Sistema
de coordenadas cartesianas rectangulares
en el plano y su aplicacién
a problemas simples

§ 1. Coordenadas cartesianas rectangulares
de un punto sobre el planc

Lldmanse coardenadas de un punto sobre el plano a los nlimeros que
determinan la posicién del primero en el segundo.

Las coordenadas cartesianas rectangulares sobre el plano ge intro-
ducen del modo siguiente: se elige en dicho plano un punto O (angen
de las coordenadas) y dos rectas orientadas, perpendiculares entre si,
Oz y Oy (ejes de las coordenadas) que pasan por dicho punto (fig. 1}.
Para mayor comodidad del examen suponemos que el eje Oz (gje
de las abscisas) es horizontal
y esta dirigido de izquierda ¥
a derecha, a que el eje Oy (eje 4
de las ordenadas) es vertical —

y estd dirigido de abajo hacia oo
arriba; de este modo el eje Oy i
estd girado con respecto al eje i
Oz en un dngulo de 90° en el

sentido contrario al de las = i
agujas del reloj’). Ademas se i -z di
elige una escala para medir !
las distancias. i
Consideramos para un pun- o L
to M dado, dos nimeros: la
abscisa z y la ordenada y. Fig. 1

Lldmase abscisa = al name-
TO que expresa, en cierta escala,
la distancia entre el punto y el eje de las ordenadas tomado con el
signo «4», si el punto esta situado a la derecha del eje de las orde-
nadas, y con el signo «—», si el punto se encuentra a la izquierda del
eje de las ordenadas.

Llamase ordenada y al numero que expresa, en cierta escala (ge-
neralmente la misma que para la abscisa) la distancia entre el punto
v el eje de las abscisas tomado con el signo «-}», si el punto esta
encima del eje de abscisas, y con el signo «—, si el punto se sitia
por debajo del eje de las abscisas.

1) La disposicién de los ejes y la eleccién de sus sentidos positivo y nega-
tivo son, en general, arbitrarias,
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Estos dos niimeros z e y se toman como las coordenadas del pun-
to M, pues determinan toialmente la posicién del punto sobre el
plano, es decir: a cada par de niimeros x e y le correspende un solo
punto cuyas coordenadas son estos mismos nimeros; y reciprocamente,
cada punto del plano posee determinadas coordenadas z € y. Si un pun-
to M tiene las coordenadas z e y,
I 7z oz | esto se escribira asi: M (z, y) (pri-
mero se escribe la abscisa z y des-
pués la ordenada y). Como siempre

z * = - i ¢l signo «}» puede ser omitido en
la notlacion de las coordenadas.
¥ + + - = Los ejes Ox y Oy dividen el

plano en cunatro partes llamadas

b cuadrantes. Efectuando la numera-

Fig. 2 cién de estos cuadrantes (I, 1I, II1

y IV) en el sentido contrario al de

las agujas del reloj, y partiendo del cuadrante en el que las dos coor-

denadas son positivas, se obtiene la tabla siguiente y la figura 2
para los signos de las coordenadas:

]1 |1| m | v

s |+ |- -]+
y++|-—

El segmento OM que une el origen de las coordenadas O con el
punto M (fig. 6} se llama radio vector de este punto. Designando con ¢
el dngulo formado por el segmento OM y el sentido positivo del eje
Oz, y con r su longitud, se deduce recurriendo al tridngulo oMM’
para el punto M situado en el primer cuadrante:

ZT=rcosg, } )

Yy =T cos (%-cp) =rseng.

No es dificil convencerse de que las férmulas (1) serdn justas
para todas las coordenadas de los puntos situados en todos los cua-
drantes. De este modo el signo de la abscisa x del punto M coincide con
el del-coseno y él signo de su ordenada y coincide con el signo del
seno en el cuadrante correspondiente.

Es- fécil ver que si un punto pertenece al eje de lasabscisas, su
ordenada y es igual a cero; si este punto pertenece al ejede las orde-
nadas, su abscisa z cs nula y viceversa. Por consiguiente, si un punto
coincide con el origen de las coordenadas, sus coordenadas seran
iguales a cero.
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EJEMPLO. Los puntos M, (z;, y;), M, (fz- Vah ?3(23- ¥a) }' M (2. o)
de la fig. 1 tienen las coordenadas: 7, = 2, 41 = ~+3; Ty = —4, ¥y, = +;
Iy = —2, yg = —4; 14=+|y’4="2

Para abreviar, en adelante las coordenadas cartesianas rectan-
gulares serin solamenle llamadas coordenadas rectangulares.

En los parrafos siguientes examinaremos la aplicacién de las
courdienadas rectangulares en el plano en la reselucién de problemas
sencillos.

§ 2. Transformacion del sistema
de las coordenadas rectangulares

Para resolver algunos problemas, a veces es 0til elegir en reem-
plaze del sistema de coordenadas dade Ozy otro sistema de coorde-
nadas rectangulares O'z'y’ orientado de un modo determinado res-
pecto al primero. Por ejemplo, para el caso de los vuelos interpla-
netarios, se puede utilizar un sistema

de coordenadas, cuyo origen se en- 44 4 M(Z,y)
cuenira en el centro de la Tierra (sistema i
geocéntrico de coordenadas); pero es &"I: \
méas cémodo utilizar un sistema de al_ e
coordenadas con origen en el centro del b= | :‘, &
Sol (sistema heliocéntrico de coorde- 5 1/
nadas). L 1

Surge el problema de cémo trans- ] T R -
formar un sistema de coordenadas en z
otro.

Fig. 3

Primeramente examinemos un caso
muy simple (fig. 3) cuando los ejes
del «nuevo sistema de coordenadas» O'z’y’ son paralelos a log del
«viejo sistema de coordenadasy Oxy y tienen las mismas direcciones
que las de este segundo sistema (traslacién paralela del sistema
de coordenadas).

Supongamos que el origen del nuevo sistema de coordenadas es
el punto O’ cuyas coordenadas son (z, b) en el viejo sistema de coor-
denadas. Entonces el punto M del plano, cuyas eviejas coordenadasy
son (z, y), tendrd las «nuevas coordenadasy [z’, y'] (para que resulte
més claro las escribimos entre corchetes). De la fig. 3 obtenemos in-
mediatamente

.

¥=zx—a, Yy =y—b, (1)

es decir, las nuevas coordenadas del punto son iguales a las viejas menos
las viejas del nuevo origen.
Reciprocamente, de las (1) hallamos

=z +a yp=y +b. 2)
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Supongamos ahora que el snuevo sistemar de coordenadas Oz'y’
con el mismn origen O se hace girar eu un dngulo « respecto al eviejo
sistema» (fig. 4), es decir, £2'0x = a; el ingulo o se considera
positivo, si el giro se produce en seniido contrario al de las agujas
del reloj, y negativo, si el giro se realiza en el sentido opuesto (rota-
cién del sistema de coordenadas).

Designemos por f# el angulo formado por el radio vector r = OM
del punto M y el eje Oz’; en este caso el segmento OM teniendo en
cuenta el signo del angulo B?), formard con el eje Ox un dngulo o 4 B.
Ahora mediante las formulas (1) del § 1 para cualquier posicién del
punte M, tendremos

x =rcos (o 4+ p) = rcos acos § — r sen & sen f}, {3)
@
y = rsen {a + B) = rsen a cos B + r cos o sen f. (%)
Como las nuevas coordenadas del punto M son, evidentemente,
' =rcos B, y =rsenf, ()]

a partir de las formulas (3} y (4} obtenemos

(6)

Para memorizar mejor las férmulas del sistema (6), se utiliza el
método mnemotécnico siguiente: se dice que la primera férmula de
(6) contiene un desorden total y que
la segunda contiene un orden total.
Efectivamente, en el segundo
miembro de la primera férmula, se
tiene primero el coseno y luego el
seno; ademds estd presente el signo
«—», La segunda formula del siste-
ma (6) no posee, en este sentido,
irregularidades.

Las férmulas (B) expresan las
viejas coordenadas z e y del punto

Fig. 4 M por medio de sus nuevas coorde-

nadas z’ e y'. Para poder expresar

las nuevas coordenadas z' e y’ mediante las viejas z e y, es suficiente
resolver el sistema (6) respecto a =’ e y'. Sin embargo se puede pro-
ceder de un modo més simple: a saber, tomamos el sistema Ox'y’
por el «viejor y el sistema Ozy, por el ¢nuevor, Si en este caso setiens
en cuenta que el segundo sistema estd girado a un dngulo —o respecto

z=2'coso—y' sena, }
y=2xz"sena -+ y' cosc.

1 Agui el a'luguiu B se considera positivo, si el radio vector OM esté girado
respecto al eje Oz’ en el sentido contrario al de las agujas del relaj, ¥ negativo,
si estd girado en el sentido de las agujas del reloj.
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al primero y sistituimes en las férmulas (6) z' ¢ ¥’ respectivamente
por x ey y viceversa, ademds considerando que cos (—a) = cosa y
que sen {(—a) = —sen o tendremos

()

' =zecosat ysena, }
Yy = —zxsen--ycos a.
Por fin, en el caso goneral cuando el nuevo origen de las coorde

nadas es el punto O (a, b) y el eje 0’2’ forma con el eje Oz un dngu-
lo o compatibilizando las férmulas (2) y (6) ballamos

r=a- 3" cosa—y' sena, 3
y=b+x’sena—|—y'cosa.] )
De modo anilogo, de las férmulas (1) y (7) obtenemos
z'=(x—a)cosa—+ (y—b)sena, } ©
y' = —(x—a)sena- (y—>b) cos .

Las relaciones {8) y (9) muestran que las formulas de transfor-
macién de las coordenadas rectangulares (de traslacién y de rotacion
de ejes) son funciones lineales
tanto de las coordenadas nue- ¥
vas como de las viejas, es
decir, en esas relaciones estas s =
coordenadas son de primer , \

’ Ay
grado. Hayy & oMz,

EIJEMPLO. Al segmento OM,
cuyo punto M tiene las coordena-
das (z, ) se ha girado en un dngulo
@ = 120° en sentido contrario al 7 5
de las agujas del reloj (fig. 5).
{Cudles seran las coordenadas z’ o
ey de la nueva posicion M’ del Fig. 5
punta M?

Suponiendo que el punto M esta ligade con el sistema wévil de coor-
denadas Oz'y’ mediante las formulas (6), hallamos

2 =1z cos 120° — ysen 120°= — (2 4y V3)2,
y =z sen 120° 4y cos 120°= (2 V3 —y)/2.

120°

§ 3. Distancia entre dos puntos en el plano

1) Hallamos primeramente la distancia r desde un punto M (z, ¥}
hasta el origen de las coordenadas O (0, 0) (fig. 6).

La distancia r = OM es evidentemente la hipotenusa del tridn-
gulo rectdngulo AOMM’ cuyos catetos son OM" = |x |y M'M =
=1yl

2—c102



18 Cap. I. Sistema de coordenadas carlesianas

De acuerdo con el teorema de Pitigoras oblenemos
r= VR

De este modo, la distancia desde un punto al origen de las coorde-
nadas es igual e la raiz cuadradae de la suma de los cuadrados de las
coordenadas de este punto.

2) En el caso general, supongamos que debemos hallar la distan-
cin d = A} entre los puntos A (z,, ¥1) v B (z, yo) (fig. 7).

L) LEY

¥4 :

|

)
: r'__'__,...—'—“"?‘“
el 5
S _ el F 91 &
Fig. 6 Fig. 7

Lilegimous un nueve sistema de coordenadas Az’y’, cuyo origen
coincide con el punto A y sus ejes son parulelos a los anteriores
¥ tienen respectivamente las mismas direceiones. En esle caso, en el
nuevo sistema, las coordenadas de los puntos A y B seran (§ 2)
A0, 0] v Blz, — 2, ¥y, — ], de donde, basindonos en la f6r-
mula (1) obtenemos

d=V (=22 +{ga— )% (2)

os decir, la distancia entre dos puntos en el plano (cualquiera que sea
la disposicion de los mismos) es itguel a la raiz cuadrada de la sume de
los cuadrados de lus diferencias de las coordenadas respectivas de estos
puntos.

NoTA. La formula (2) da también ia longitud del segmento 4 B.
Es facil doterminar la direccion de esto segmento. A partir del tridngulo
rectangular A4 BC tenemos

de = dens o= 23 — 1y, '3y==450ﬂ05=%*y1 {3)
gi_.‘ v d, son las proyecciones del segmento 4B sobre los ejes de las coordenadas
Ty} '("le donde obtonemos
" N o) vt ot FE ¥ _ Ma—ih
cosgL= 3 ’ sen o d § tga s

donde d se deline por la fdrmula (2).

EIEMPLO, Un vehiculose desplaza por el terreno desde el punto 4 (—30, 80)
hasta el punto B (50, 20} (respecto a un cicrto sistema de coordenadas Ozy).
Las coordenadas de los puntos estin dadas en kildmetros. Hallar el tramo d
recorrido por el vehiculo, si éste se desplaza en linea recta.

Utilizando la {érmula (2) tenemos

d= V0T 3N T @0 —80)2 = V 8400+ 3600 =100 (km).
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§ 4. Division del segmento en una relacién dada

Supongamos que el segmento AB (fig. 8) que une los puntos
A (zy, 1) ¥ B (3, y,) estd dividido por el punto C en dos segmentos
AC y CB. La relacion entre los segmentos AC y CB es igual al
(1>=0) i .

5 = (§))]

Se requiere expresar las coordena-
das x e y del punto C (z, y) por
medio de las coordenadas de los
extremos del segmento 4 B.

Bajemos respectivamente las
perpendiculares AA4,, BB, y CC,
desde los puntos A, B y C al eje
QOz. En este caso obtendremos que :
tres rectas paralelas 4. A, C,C, Fig.8
BB intersecan los lados del angulo
(no representado en la figura) formado por las rectas A8 y Ox. Como
se sabe de la geometria elemental un haz de rectas paralelas divide
los lados de un dngulo en partes proporcionales; por eso

ALy _AC
c,8, T CB '
de donde basindose en la igualdad (1) tendremos
A€y .
©B, =t &

En la fig. 8 se ve que 4,C, = 0C, — O0A; = 2 — z;,, C\B, =
= 0B, — OC, = z, — x. Sustituyendo estas expresiones en la fér-
mula (2) obtendremos

L=l (3)

Ty =1

Resolviendo la ecuacién (3) respecto a la abscisa incognita x tendre-
mos

Zy-+lxg |
S vy
de modo andlogo
y= 1t lys
1+1

Asf, pues, las coordenadas del punto C (x, ¥) que dividen el seg-
mento 4B segln la relacién dada (desde 4 hacia B) se determinan
por las formulas

_ Eytiz _ ity
T = ‘1+,’, y—“"'"“'li.{.:*‘ (4)

2e
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Si el punto € divide el segmento AB en dos partes iguales, AC =
= CB y, por consiguiente, | = AC/CB = 1. Designando las coor-

denadas del punto medio del segmento AB por 7, y de la férmula (4)
obtendremos

i s 7= yx-;ys , (5)
es decir, las coordenadas del punto medio de un segmento son iguales
a las semisumas de las coordenadas correspondientes de sus extremos.

NOTA. Para deducir las férmulas (4) y (5) hemos supuesto que los extremos
A y B del segmento AB estan situados en el primer cuadrante y que, z)or con-
siguiente, las coordenadas de los puntos 4 y B son positivas. Se puede f cilmen-
te demostrar que las formulas {4) y (5) seran también vilidas en el caso cuando
uno o los dos extramos del segmeuto AP estan situados en otros cuadrantes y,
por consiguiente, una o varias coordenadas de los puntos A v B son negativas.

EJEMPLO. Calcular las coordenadas del punto € (z, ) que divide el seg-
menrt;g AR entre los puntos A (=5, —3) y B (4, —6) en la relacién AC/CB =

En este caso ! = 3/2 y, por consiguiente,

3 3
i el SO i i B
1+% ¥ 1+-';~ &

§ 5. Area de un tridngulo

Supongamos que es necesario hallar el drea § del tridngulo ABC
(fig. 9) cuyos vértices son 4 (21, ), B (x4, Ua)y C (Tg, ¥3)-

Y\ctay) )

[
i
W |
\ o7 o 5123, )
N S el R
A} | Mg s ctand] L z”
Jo==

T AT l] ~—eo.. = Blml] &
=Ty

Fig. 9

Supongamos que AB = ¢, AC = b y que los éngulos formados
por estos lados y el eje Ox son respectivamente iguales a o y P.
Segiin el § 3 (véase la nota) tenemos (fig. 9)

A'B’=c,=ccosam:cz—xp}

(1

A"B"=¢y=csena=y,—1
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2)

Sea ¢ = LCAB; es evidente (fig. 9) que ¢ = B — . Segiin la
conocida férmula trigonométrica obtenemos

A'C' =b,=beosP=z,—2x,, }
A'C" =b, =bsenf=y;—y,.

S=—;~bc:.entp=-21—bcsen(ﬁ-—a)=

*——%bc (sen P cos @ — cos P sen a}:%(b,c,-—-b,c,}. 3
de donde, en virtud de los sistemas (1) y (2) tenemos

S=—;~[(ys—yd (Zo— 2)) — (&3 —Z3) (Y3~ yy)]. (4)

Es necesario remarcar que para otra disposicién de los vértices
la férmula (4) puede dar un drea negativa § del tridngulo. Por eso la
féormula que determina el 4rea del tridngulo se escribe generalmente
en forma siguiente

S = £ 5 [ =) (4a—y2) — (£ — ) (v — )], @)
donde el signo se elige de manera que dicha érea sea positiva.
Utilizando la nocién de determinante de segundo orden
[/ 4
c d

se puede escribir la férmula (4') en una forma mas ficil para
memorizar

=ad—bc

Ty Ty— Xy
= . 5
=2 Yo=Y Ys— U ()
La f6rmula (4") se simplifica =i el punto A (z,, y;) se encuentra
en el origen de las coordenadas. Es decir, suponiendo que 2, = 0,
y; = 0 obtenemos

S= "%‘ (Zay3— T3ys)-

Si los puntos A, B, C pertenecen a una recta, el drea § = 0:
v a la inversa, si S = 0, los vértices 4, B y C pertenecen a una recta.

EJEMPLO. Un solar tiene forma de tridngulo cuyos vértices son 4 (—2,
—1}), B (8, 5) y € (—1, 4) (las dimensiones estdn indicadas en kilémetros).
Calcular el drea S de este solar.
Segun la férmula (5) tememos
T RE ¢ e T
S=Eg| g1 444
o sea § =950 ha.

—e AP s Lzs—6)=95 (kmy
=+t3le 5|=*2 =0 (amb),
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omservacioN. El cdleulo de un poligono se reduce a la determina-
ci6n de areas triangulares, Para eso es suficiente dividir el poligono
en tridngulos cuyas 4reas se calculan por la férmula (4).

EJERCICIOS

- i. lslarcnr los puntos: 4 (2,3), B{(—4,1), € (2, —3), D (-2, —2),
(—35, 0).

2. Determinar las coordenadas de los vértices de un tridngulo equilétero
situado en el primer cuadrante, de lado igual a 10, si uno de sus vertices coincide
gon ol origen de las coordenadas O y la base del tridngulo esti situada en ol eje

Ts

3. Determinar las coordenadas del pusto M (z, y)} simétrico al punto
A (1, 2) respecto: a) al eje Oz; b) al ele Oy; c) a las bisectrices de los cuadrantes
Iy 111; a las bisectrices de los cuadrantes [1 y IV,

4. La recta MN es paralela al efe de las ordenadas y se encuentra a la dere-
cha de éste a una distancia de 5 unidades. Hallar las coordenadas del punto 4,
simétrico a] punto A (2, 4) respecto a la recta MN, asi como las coordenadas
del punto B, simétrico al punto B (—1, 3) respecto a la recta MN.

5. Hallar sobre el eje Oz un punto situado a upa distancia de 5 unidades del
punto A (3, 4).

6. El segmento AB, donde A (2, 5) y B (4, 8) estd dividido por el punto €
segln la relacion de 2 : 3. Hallar las coordenadas del punto C.

7. El punto € (2, 8) divide el scgmento AB en una relacién de 1 : 2. Hallar
las coordenadas del punto B, si se sabe que las del punto 4 son x = 1 e y = 2.

8. Los vértices de un tridngulo son 4 (—2, 0), B {8, 6) ¥ € (1, —4). Ha-
llar la longitud de la bisectriz trazada a partir del vértice 4.

9. En los puntos 4 (—2, 1) vy B (7, 4) estdn respectivamente situadas las
masas m; = 10 g y m, = 20 g. Hallar las coordenadas del centro de masas de
uste gsistema.

10. Hallar las coordenadas del centro de masas N deun tridngulo ABC con
vértices 4 (—2, 1), 8 (2, —1), C (4, 3). (El ceniro de masas del tridngulo
coincide con el punto de interseccitn de sus medianas. Como se sabe, este punto
divide cada wna de las medianas segin la relacién ds 2 : 1 conlando a partir
del vértice,)

1. El segmento situado entre los puntos A (x,, ¥,) ¥ B (=, ¥) esta dividi-
do en n partes iguales. Determinar las coordenadas z; e y; (¢ = 1, 2. . . .. n—1}
de los puntos de divisién.

612. Caleular ¢l drea de un tridngulo de vértices 4 (—2, —2), B (—1, 3)
y € (3, —1).

13. Der)uustrar que los puntos 4 (—7, —3), B (—1, 1) ¥ C (2, 3) pertenecen
a una misma rvecta,

14, El drea del tridngulo ABC cuyos vértices son 4 (—2, 1), B (2, 2) ¥
C (4, y) es igual a 15. Determinar la ordenada del vértice C.

15. Un bosque tiene forma de cuadrilitero con vértices A (0 m, 200 m),
B (200 m, 100 m), € (500 m, 300 m} y D (100 m, 700 m).

Hallar el #érea del bosque,



Capitulo 11

Ecuacion de la linea

§ 1. Conjuntos

Se entiende por conjunto X = {z, z', a", ...} una coleccién
de algunos elementos z, 2', %, ... . Si x es un elemento dél con-
junto X, se escribe z € X (se lee: z pertenece al conjunto X); si y
no es un elemento de un conjunto X, se escribe y ¢-X (se lee: ¥ no
pertenece al conjunto X).

efEMPLO 1. X o5 ¢l conjunto de todos los estudiantes en el aula
dada.

EiEmMPLO 2. X = {1, 2, 3, ...} es el conjunto de ndmeros natu-
rales,

Es 1til introducir la nocién de conjunto vacfo @, es decir, de
un conjunlo que no contiene clementos. Esto nos dispensa en par-
ticular de Ja neccesidad de demostrar cada vez la existencia de un
solo elemento del conjunte dado.

efEmMpLo 3. El conjunto de hombres con lres cabezas es vacio.

Los conjuntos X y X’ so consideran iguales: X — X', si estdn
compuestos por los mismos elemenlos.

vEFINICION 1. Elconjunio Y, compuesio por una parte de elementos
del conjunte X o que coincide con éste, se llama subeconjunio del con-
junte X; en este caso se escribe

Yo X. (1)

Convenimos en considerar que el conjunto vacio es subconjunto
de cualquier conjunto.

5i los conjuntos se representan por medio de «iguras ldgicasy,
a la relacién (1) le corresponde la fig. 10.

Utilizando el simbolo ¥ que se les «para todon», se puede mostrar
la relacién (1) bajo la forma equivalente signiente:

VyeY=ycX, (1)

donde la flecha =~ recemplaza la palabra «implicas.

EJEMPLO 4. Sea X el conjunto de todos los estudianles (varones
y mujeres) de primer aito y sea Y el conjunto de todas las estudiantes
de primer afio. Es evidente que ¥ < X.

SiY<— Xy X< Y, entonces, es evidente que X = Y,

DEFINICION 2. Se lama unién (snma) de dos conjuntos X e Y al
conjunto X |J Y (el signo {J es el simbolo de unién) compuesto de todos
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los elementos pertenecientes al menos a uno de los conjuntos dadoes, es
decir, pertenecientesa X, a Y, 0 bien e X eY simultdneamente (fig. 11).

Anilogamente se determina la wridn de un nimero mayor de
conjuntos. Por ejemplo, por unién X U ¥ |J Z de tres conjuntos se

Fig. 10 Fig. 11

entiende el conjunilo de todos los elementos pertenecientes al menos
a uno de tres conjuntos X, Y, Z. Logicamente, el simbolo de unién
de conjuntos corresponde a la conjuncién disyuntiva «o».

EEMPLo 5. {1, 2, 3} U {2, 3, 4} = {1, 2, 3, 4}.

DEFINICION 3, Se llama interseccidn (producto) dé dos conjuntos
X e Y al confjunto X N Y (N es el signo de interseccién), compuesto
de todos los elementos pertenecientes al mismo tiempo a X y a Y (parte
comiin de dos conjuntos) (fig. 11).

Fig. 13

De este modo, el signo de interseccion de conjuntos corresponde
légicamente & la conjuncién copulativa «y». Si los conjuntos X e ¥
no poseen elementos comunes, la intersecci6n de ellos es vacia:

XNy =g.

Del mismo modo se define la interseccidn de un nimero mayor
de conjuntos. Por ejemplo, por interseccion X ] Y (| Z de tres
conjuntos se entiende el conjunto de todos los elementos pertenecien-
tes al mismo tiempo a los conjuntos X, Y y Z.

wempLo 6. {1, 2, 3} {2, 3, 4} = {2, 3}.
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DEFINICION 4. Se llama diferencia de conjuntos X e Y (se escribe
X\Y) al conjunto de los elementos de X que no pertenecen al conjun-
to Y (fig. 12).

Si Y= X, el conjunto ¥© = XY se llama complemento del
conjunto Y hasta el conjunto X (fig. 13).

Es evidente que ¥ J Y = X, ¥ Y = 3.

miempLo 7. {1, 2, 3} {2, 3, 4} = {1}

§ 2. El método de coordenadas en el plano

En el capitulo 1 hemos visto cémo, utilizando las coordenadas
rectangulares, los problemas geométricos se pueden resolver de
modo puramente algebraico.

La parte de las matemdticas que estudia las propiedades de las
figuras geométricas con ayuda del dlgebra se llama geomeiria anali-
tica y la aplicacién, para estos fines de las coordenadas, se llama
método de coordenadas.

Antes hemos utilizade el método de 4
coordenadas para resolver una serie de pro- P
blemas importantes, pero particulares. Pasa-
mos ahora a la exposicion sistematica del
método utilizado en la geometria analitica ¥
para resolver el problema general que con-
siste en estudiar, por medio del analisis »
matemdtico, la forma, disposicién y las F| ~~—-—-~ T
propiedades de una linea dada. £

Supongamos que tenemos una linea en el Fig. 14
plano (fig. 14). Las coordenadas z e y de un
punto perteneciente a esta linea no pueden
ser arbitrarias; éstas deben ser sometidas a ciertas limitaciones con-
dicionadas por las propiedades geométricas de la linea dada. La
circunstancia de gue los nameros = e y representan las coordenadas
de un punto perteneciente a dicha linea se escribe analiticamente en
forma de una ecuacidén, denominada ecuacidon de la linea en el plano.

La esencia del método de coordenadas consiste en que a cada linea
le corresponde su ecuacién!) y luego las propiedades de esta linea
se estudian por medio de un analisis tedrico de la ecuacién corres-
pondiente,

§ 3. La linea considerada como un conjunto de puntos

Una linea en el plano se define generalmente como un cenjunto
de puntos que poseen ciertas propiedades geométricas propias sola-
mente a ellos.

1y M4s exactamente, una clase de ecuaciones equivalentes.



26 Cap. Il. Ecuacién de la llnea

eJempLo 1. La circunferencia de radio R (fig. 15) es el conjunto
de todos los puntos del plano situados a la distancia R del punto O
(centro de la circunierencia).

En otras palabras, sélo pertenccen a la circunferencia los puntos,
cuya distancia hasta el centro de la circunferencia es igual a su
radio.

c
7
4
v
8 i A
Fig. 15 Fig. 16

pdemrLo 2. La bisectriz del dngulo ABC (fig. 18) es el conjunto
de todos los puntos situados dentro del dngulo y equidistantes de
sus lades.

Esto confirma que: 1) para cada punto A7 de la bisectriz 8D las
longitudes de las perpendienlares MP y MQ bajadas respectivamente
sobre los lados BA y BC del éngulo son ignales: MP = MQ; 2) cada
punto interior del angulo ABC, que no pertenece a su bisectriz,
se encuentira mas cerca de uno de los lados del angulo que del otro.

§ 4. Ecuaciones de la linea en el plano

Formulemos ahora una definicién més precisa de la ecuacién de
una linea en. el plano').

DEFINICION. Lldmase ecuacién deuna linea {(ecuacion de una
curva) perteneclente al planc Oxzy a aquella a'la cual satisfacen las
coordenadas = e y de cada punto de la linea dada y no es salisfecha por
las coordenadas de cualgquier punto no situado sobre esta linea.

De este modo para constatar que una ecuacién dada es la ecua-
cién de una cierta Ifnea K, es necesario y suficiente: 1) demosirar
que lus coordenadas de cualquier punto perteneciente a la linea K
satisfacen esta ecuaci6n; 2) demostrar, reciprocamente, que si las coor-
denadas de cierto punto satisfacen esta ecnacién, el punto obliga-
toriamente pertenece a la linea XK.

1) En este libro por curva se entiende toda linea, independientemente de
que sea Tecta 0 NO.
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De aqui automaticamente se deduce que: 1°) si las coordenadas
de cualquier punto no satisfacen la ecuacién dada, el punto no
pertenece a la linea K; 2') si el punto no pertenece a la linea X, sus
coordenadas z e y no satisfacen la ecuaci6n dada.

Si un punto M (z, y) se desplaza por la linea K, sus coordenadas
z e y, variando, satisfacen en todo momento la ecuacién de esta curva.
Por eso las coordenadas del punto A (z, y) se llaman coordenadas
corrientes del punto M de la linea K. _

Las coordenadas corrientes del punto M de la curva dada K
sobre el plano Oxy se designan generalmente con z & y, la primera de
ellas es la abscisa del punto M y la segunda, su ordenada. Sin embar-
go, si resnltase conveniente, las coordenadas corrientes del punto A
pueden ser designadas con cualesquiera letras, por ejemplo, M (X, Y)
o M (E, n), etec. Asi, por ejemplo, las
ecuaciones 4

y=2zr e Y =2X,

donde los puntos N (z, y) vy N (X, Y)
pertenecen al plano Ozy y son las ecua-
ciones de una misma recta de este plano.

La ecuacion de la linea, nocion fun-
damental de la geometiria analitica, se
explica mediante una serie de ejemplos.

RJEMPLO 1. Esecribir la ecuacién de una
circunferencia, cuyo radio es igual a R, con
centro en el origen de las coordenadas.

Sobre la circunferencia (fig. 17) tomamos un punto arbitrario M (z, ) ¥ lo
unimes con el centre €. Segin la definicidén de circunferencia, tenomos OM = A,

es decir, V22 + 42 = R, de donde
o+ y? = I3, (1}

La ecuacién (1) vincula entre si ias coordenadas z e y de cada puuto de la
circupferencia dada. Y a la inversa, si las coordenadas del punto M (z, y) satis-
facen la ecuacion (1) es evidente que OM = R y, por consiguiente, el punto per-
tenece a nuestra circunferencia. De este modo, la ecuacién (1) es una circunfe-
rencia de radio R con centro en el origen de las coordenadas.

EIEMPLO 2, Escribir las ecuaciones de bisectrices de angulos de los ¢cuadran-
tes de las coordenadas.

Examinemos primero la bisectriz de los dngvlos de los cuadrantes 1 y T11
del sistema de coordenadas (lig. 18, a). Tomamos sobre esta hisectriz un punto
arbitrario M (z, y). Si el punio M estd situado en el primer cuadrante, su abscisa
v su ordenada seran posilivas e iguales entre si (de acuerdo con la propiedad de
bisectriz). Si el punto M (x, y) se halla en ol 111 cuadrante, su absgisa y su orde-
nada serdn negativas e iguales en valor absoluto; por eso las coordenadas z
e y de este punto serdn también iguales. Por consiguiente, en ambos casos
tenemos

Fig. 17

p— (@)

Reciprocameute, si las coordenadas z e y de un punto cualquiera M (z, y)
satislacen la ecuacidn (2}, este punlo evidentemente pertenece a la bisectriz de
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los dngulos de los cuadrantes I y I1L. Por eso la ecuacidn (2) corresponde a la bi-
sectriz de los dngulos de los cuadrantes 1 y 111
Examinemos ahora la bisectriz de los dngulos de los cuadrantes IT y 1V
(fig. 18. b). Tomemos sobre ésta un punto cualquiera & (z, y). Este punto puede
estar situado en ol 11 o en el IV cuadrante, pero sus coordenadas z e y son igua-
les en valor absoluto vy de signos contrarios. Por consiguiente, en ambos casos
tengmos
== 3)

Y a la inverss, si un punto cualguiera N (z, y) satisface la ecuacién (3), este
mto evidentemento pertenece a la biseetriz de los dogulos de los cuadrantes
1y 1V. De este modo, la ecuacién (3) es la ecuacidn de la bisestriz de los dngulos

de los cuadrantes 11 y IV.

¥ ¥

a —fHigy)  Mog)\ = s

(4 &

@ 9
Fig. 18

EJEMPLO 8, Escribir la ecuacién de una recta paralela al eje de ordenadas.
Soan la recta AB || Oy y el segmento 04 = a (fig. 19, o). En esto caso, para
todo punta M (z, y) de larecta A5 la ubscisa es

T = a. %)

Reciprocamente, si la abscisa de un punto M {z, y) es igual a g, este punto
pertencee a la recta AB. )
" De este-modo,. la ecuacién (4) s la ecuacitn de una recta. paralela al eje Oy
{ que se encuentra de éstea una distancia igual al valor numérico de a; este va-
or es positivo, si-la recta estd situada a la derecha del eje. Oy, y negativo si la
recta se dispone a la izquierda del eje Oy. -
En particular, cuando ¢ = () obtenemos la ecuacién del eje de las ordenadas:
x = U, %
EJEMPLO 4. Formular la ecuacién de la recta paralela al eje de las ahscisas.
De modo totalmente anflogo, si la recta €D §| Oz y OC = b (fig. 18, b}, su
ecuacidn sera :
y=2>5
ademds, si 1a recta CD estd encima del eje Ox, entonces b es positiva; si la recta
€D se encuentra debajo del eje Oz, enlonces b es negativa.
En particular, cuando & = 0, obtenemos la ecuacién del eje de las abscisas:

y =0,
EIEMPLO 5. Hallar la linea cuya distancia al punto B (12, 16) es dos veces
mavyor que la distancia al punto 4 (3, 4).
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Si M (z, y) es un punto arbitrario de la linea incégnita, entonces segiin los
datos del problema, iememos

2AM = BM. (5)

Para formular la ecuacién de esta linea se deben expresar AM y BM por
medio de las coordenadas z & y del gunto M. Aplicando la férmula de la distan-
cia entre dos puntos (§ 3 del cap. 1) tenemos

AM=V{E 3T+ (—0%, BM=VE=12FF(—108
de donde segiin la ecuacién (5)
2V (=37 F(y—4)° =V (z—12)2F(y—16)°.

Esta es la ecuacién de la linea incégnita.

y g g
' 7
Po—E oM £
al.‘
l\ y
)
I ~a —"A z 7 & z
@ 9
Fig. 19

Pero una ecuacitn asi no permite au!gar facilmente acerca de la naturaleza
de la linea, por eso es necesario simplificarla, Después de elevar al cuadrado los
dos miembros y eliminar los paréntesis obtenemos

47% — 242 |- 36 + 4y? ~— 32y 4 64 = 2? — 24 4 144 + y® — 32y -+ 256.
Después de algunas transformaciones sencillas obtenemos la ecuacién equiva-
enie

z3 -+ y* = 100.

Comparando la ecuacién obtenida con la (1) vemos que la linea incignita
es una circunferencia de radio 10, con centro en el origen de las coordenadas.

§ 5. Trazado de una linea a partir de su ecuacién

Si las variables z e y estdn unidas por una ecuacidn, el conjunto
de puntos M (z, y), cuyas coordenadas satisfacen a esta ecuacién,
representa, en general, una linea en el plano (vimagen geométrica
de la ecuacidny).
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En casos particulares esta linea puede degenerar en uno o en
varios puntos. También son posibles casos cuando a la ecuacién no
le corresponde un conjunto de puntos cualesquiera.

Por ejemplo, a la ecuacién

@ =1+ G—2=0

le corresponde un solo punto (i, 2), porque a esta ecuacion satisface
un solo par de valores: z=1 e y = 2.
¥ A la ecuacion

z* -f gt = —1

no le corresponde ningin conjunto de puntos
porque a esta ecuacién no puede satisfacer ningin
valor real de z e ¥.

Conociendo la ecuacion de la linea ésta se
puede construir punto por punto.

EsEMPLO. Trazar la linea expresada por la
ecuacién

y = 2* (1)

(generalmente se dice mids brevemente: trazar
la linea y = z%).

Dando en la ecuacién (1) valores numéricos
a la abscisa x y calculando los valores numéricos
correspondientes de la ordenada y se obtiene la tabla siguiente:

I Z

Fig. 20

:| -3 —2|-1[n|1 2 | 3
yl 9 4| 1|n|1 4 9

Después de marcar en el plano los puntos correspondientes, se ve
que ellos determinan el trazado de cierta linea; el contorno de esta
1fnea se aprecia con mayor claridad, si el nimero da puntios crece.
Uniendo estos puntos con una linea, cuyo cardcter tiene en cuenta la
posicién de los puntos intermedios'), obtendremos la linea deter-
minada por la ecuacién (1) (fig. 20). Esta linea se llama pardbola.

§ 6. Algunos problemas elementales

El conocimiento de la ecuacién de una linea permile resolver
facilmente problemas sencillos relacionados con la posicion de esta
linea en el plano.

1y Para poder juzgar sobre la posicion de los puntos intermedios de la linea
tenemos que estudiar previamente las propiedades generales de la ecuacién de
la misma (véase el cap. XI mds detalladamente).
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PROBLEMA {. Sean dadas la ecuncién de una linea X y las coofde-
nadas de un punto M (a, b). Determinar, si el punto M pertenece
a la linea K.

En otras palabras, es preciso determinar si pasa o no la linea K
por e! punto M.

Partiendo de la nocién de ecuacién de [a linea obtenemos la
siguiente regla: para determinar, si el punto M pertenece o la linea K
es necesario reemplazar con las coordenadas del punto las variables
de esta ecuacidn. Sien este caso se cumple la ecuacion (es decir, como
resultado del reemplazo se obtiene una iguaidad), el punto perienece
a la linea; en caso contrario, si las coordenadas del punte no satisfacen la
ecuacidn de la linea, este punio no pertenece a elia.

En un caso particular, la linea pasa por el origen de las coorde-
nadas si, y solo si, la eccuacién de la linea se cumple para z == 0
ey =0.

EJEMILO 1. Sea dada la circunferencia

zt 4yt = 25, (1)

Determinar, si los puntos M (—3, 4) ¥y ¥ (4, —2) perlenecen a esta circunferen-
Chit.

Introduciendo las coordenadas del punto M en la ecuacién (1) obtenemos

la identidad
(—3)* - 4% == 25,

Por consiguiente, el punto M pertenece a esta circanferencia.
De modo andlogo, reemplazando las coordenadas del punto ¥ en la ccua-
cidn (1), tendremos
4% 4 (—2) 5= 25,

De este inodo, el punto N no pertenece a esta circunferencia.

PROBLEMA 2. lTallar el punto de interseccion de dos lincas dadas
por sus ecuaciones.

El punto de interseccién pertenece al mismo Liempo a ambas 1f-
neas. Por consiguiente, las coordenadas de este punlo satisfacen las
ecuaciones de ambas lineas. De aqui obtenemos la siguiente regla:
para hallar las coordenadas del punto de interseccién de dos lineas es
suficiente resolver el sistema formado por sus ecuaciones. Si este sistema
no tiene soluciones reales, las lineas no se intersecan.

EJEMPLO 2. Hallar los puntos de interseccién de 1a pardbola y = 2% con la
recta py = 4.
u=a?,
=4, }

Resolviendo el sistemna
obtenemos dos puntos de interseccién A (—2, 4)y B (2, 4).

rroBLEMA 3. Hallar los puntos de interseceion de una linea dada
con los ejes de coordenadas.
Este problema es un caso particular del problema 2.
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Toniendo en cuenta que la ecuacion del eje Oz es y = 0 obtene-
mos la regla: para hallar las abscisas de los puntos de inierseccion de la
linea dada con el eje Ox es necesario tomar y = 0 en la ecuacion de esta

¥ linea y resolver la ecuacién obtenida
respecto a .

1) Del mismo modo, la ecuacitn
del eje Oy es z =0, de donde
obtenemos la regla: para hallar las
ordenadas de los puntos de inter-
seccibn de la linea dada con el eje Oy

_ se debe tomar x = (en la ecuacidn

Al-1.8) 7 B/10] £ de esta linea y resolver la ecuacidn

obtenida respecto a y.

eigMpLo 3. Hallar los puntes de
interseccion de la circunferencia

77z1) 2yt oo 1 o)

con los cjes de las coordenadas.

Considerande que en la ecugeion
{2) y = 0, obtenemos 2 = 1, se deecir
x, = —1 y z, = 1. De agui hallamos los dos puntos de interseccién de esta
circunferencin con el eje Oz (fig. 21): 4 (—1, 0) ¥ B (1, D).

Del mismo mode, considerando que en la ecunacion (2) x = 0 obtenemos
y* = 1, es decir, y; = —1 o y, = 1. Por consiguiente, hay dos puntos de inter-
seccion de esta circunferencia con el eje Oy (lig. 21): € (0, —1) ¥ D (0, 1).

Fig. 21

§ 7. Dos problemas fundamentales
de la geometria analitica en el plano

Resumiendo el contenido de este capitulo, se puede decir que
a cada linea en el plano le corresponde cierta ecuacion entre las coor-
denadas corrientes (z, y) de un punto de esta linea. Y viceversa,
a cada ecuaciéncon z e'y, donde z e ¥ son las coordenadas de un punto
en el ‘plans, le corresponde en general cierta linea cuyas propiedades
son enteramente determinadas por esta ecuacidm.

Como resultado surgen, naturalmente, dos problemas fundamen-
tales de la geometria analitica en el plano.

1) Dada una linea, considerada como un conjunto de puntos, escri-
bir la ecuacién de esta linea.

2) Sea dada la ecuacién de una linea. Con ayuda de esta ecuacion
estudiar las propiedades geométricas (la forma y disposicion) de esia
linea.

§ 8. Lineas algebraicas

pEFINICION. Lldmase linea (o curva) de grado 2 (2 =1, 2, .. )
a la determinada por una ecuacion de grado n respecto a las coordenadas
rectangulares corrientes.
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Tales lineas se llaman algebraicas. Por ejemplo, las lineas
T4y—~1=0, 24+y*=1, 2°+4y*—3zy=0

son respectivamente curvas de primero, segundo y tercer grado.
La forma general de una curva dé primer grado es

Az + By +C =0,

donde Jos coeficientes 4 y B no son simultdneamente iguales a cero,
es decir, 4% - B*? =£0. Como se demostrari mas adelante (véase
el cap. 1II) todas las curvas de primer grado son lineas rectas.

La forma general de una curva de segundo grado es

Az* 4+ Bay + Cy* 4+ Dz - Ey + F =0,

donde los coeficientes 4, B y € no son simultineaments iguales
a cero, es decir, A2 + B? + C?* 5£0.

Observemos que no a toda ecuacién de segundo orden le corres-
ponde una curva real en el plano. Por ejemplo, a la ecuacién z® +
+ 22y 4+ y* 4+ 1 =0 no le corresponde ninguna curva sobre el
plano Ozy, porque es evidente que no existen nimeros reales z e y
que satisfagan esta ecuacidn,

En los capitulos siguientes estudiaremos detalladamente la
curva de primer grado (linea recta) y examinaremos las principales
cugv?s de segundo grado (circunferencia, elipse, hipérhola, para-
bola).

La ecuacion de una curva de grado » puede ser escrita en la forma siguiente:

n
D apgaPya=0, )
7y =0
pasn
donde por lo menos uno de los coeficientes dominantes apg , es decir, tales que

P+ g = n, se dilerencia de cero () es el signo do la suma),
Seilalemos una propiedad importante: el grado de Ia eurva (1) no de-
pende de la eleceidn del sistema de coordenadas rectangulares,
Efectivamente, eligiendo otro sistema de coordenadas rectangulares 0'z'y’
a partir de las férmulas de transformacién (§ 2) tenemos

r=ar' by ey, }
y=ayz" - boy’ +eq,
donde a;, by, ¢; {t = 1, 2) son coelicientes constantes.

, ,De aqui resulta que la ecuacién de la curva (1) en las nuevas coordenadas
O’z y tiene la forma

@)

n’
ul . - .
) el =0, @)
P gt=0
g
donde »’ es el grado de la curva transformada. Es evidente que n’ < n,

3=-06102
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De modo andlogo, )mr’tiendo de la ecuacién (3) y efectuando el paso inver-
so de 1as coordenadas z’, y a las coordenadas z, y, obtendremos la ecuacién (1)
en la cual n= n’. Por consiguiente, n’ = n.

EJERCICIOS

1. Escribir la ecuacién de la linea, con la distancia de sus puntos hasta el
eje Oz dos veces mayor que hasta el aje Oy.

2. Escribir la ecuacién de Ia linea, cuyos puntos son equidistantes de los
puntos dados: A (2,1) y B (—3, 0).

3. ¢Cual es la curva que describe el centro de gravedad del triangulo 4 BC
cuyos vértices A (6, 0) y B (—8&, 0) son fijos, si el tercer C (z;, y,) describe la
circunferencia z3 -+ yi = 367

4, ¢Qué imagenes geométricas corresponden a las ecuaciones: a) zy = 0;
A4yt =0c) 22 —1=0;d)y*? =3y +2=0;¢) 2 —zy =

5. Construir por sus puntos las curvas dadas por las ecuaciones: a) y =

3 e
=2~z b)y=2z—a%c)y=2x VIl — a5 d) y==5 VI00—.

6. Indicar cuéles puntes de 4 (0,0), B (1, 1), C (1, —1), D (—1, —1),
E1, 2}§ertanecan a la curva y = z* y cudles no.
7. Hallar los puntos de interseccion de la curva y = 2 4+ z — z* con los

ejes de las coordenadas.
8. Hallar los puntos de interseccién de la circunferencia #* + y* = 8 con

la recta z — y =0



Capitulo 111

La linea recta

§ 1. Ecuacién de la recta

Sea PQ cierta recta perteneciente al plano Ozy (fig. 22). Trace-
mos por un punto arbitrario M, (zy, ¥,) de esta recta (llamado con-
dicionalmente «punto de partidas) una linea recta Mgz" paralela
:al eje Oz y orientada en el mismo sentido que este eje. En este caso
el dngulo menor no negative ¢ = LQ@M ' (0 << ¢ << x), formado

Fig. 22 Fig. 23

por la semirrecta M ,Q situada encima del eje Moz’ o en este eje, y el
eje Mqx', se llama drgulo entre la recta dada y el eje Oz. Es evidente
que este dngulo no depende de la seleccion del punto M. Si la recta
PQ corta el eje Oz en cierto punto 4 (a, 0), ¢ es el d4ngulo ordinario
entre las dos rectas orientadas. Si PQ || Oz, es evidente que ¢ = 0.
El punto de partida M, de la recta y el dngulo ¢ (¢direccién de la
rectan) determinan simplemente la posicién de esta recta sobre el
plano.

1) Sea primeramente 0 <C @ << /2. En este caso la recta PQ
corta el eje Oy en un punto B (U, b}, que puede ser considerado como
el punto de partida.

Sea y = N.M la ordenada del punto corriente M (z, y) de la recta
(fig. 23) que se compone de dos partes:

y = NC + CM, )

la primera de las cuales es constante y la ss%unda, variable. Al intro-
duciroel coeficiente angular tg ¢ = k, de la fig. 23 se tiene, para
x ; Ll

NC=b y CM=BCtg¢=ks (2)

g
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De este modo, para z = 0,

No es diffcil de demostrar que la férmula (3) es también vélida
para = << 0.

Acabamos de demostrar que las ceordenadas de cualquier punto
M (z, y) de la recta PQ satisfacen la ecuacién (3). Es ficil conven-
cerno¢ de lo opuesto: si las coordenadas de un punto cualquiera
M, (z,, y,) satisfacen la ecuacion (3), el punto M, perienece nece-
sariamente a la recta PQ. Por consiguiente, la ecuacién (3) es la dela
recta PQ (llamada ecuacidn de la recta con coeficiente angular). Las
magnitudes constantes b y k (pardmetros) tienen las significaciones
siguientes: b = OB es ol segmento inicial (mis exactamente, la
ordenada al origen) y k = tg @ es el coeficiente angular. Remarquemos
que si el punto B esti situado encima del eje Oz, b >0 y si B se
encuentra debajo del eje Oz, b << 0. Cuando b = 0, la recta pasa por
el origen de las coordenadas y su ecuacidn es

y = kz. (4)
Cuando k == 0 obtenemos la ecuacién de una recta paralela al eje Ox:
Yy =b.

2) Si n/2 << @ << nt, mediante razonamientos andlogos legamos
también a la ecuacién (3).

3) Si ¢ = /2, es decir, latecta AB es perpendicular al sje Oz,
su ecuacion es (véase el cap. II)

r=a, (5)

donde @ es la abscisa de la traza de esta recta sobre el eje Oz (es
decir, la abscisa del punto donde ella corta el eje Ox).

OBSERVACION. Como casos particulares obtenemos las ecuaciones
de los ajes de las coordenadas:

y=0 (eje Oz} y z =20 (eje Op). (©6)
Es facil construir una recta segin su ecuacién.

EIEMPLO. Construir la recta dada por la ecuacién
3

y= —2- =4

Se sabe que dos puntos determinan por completo la posicion de una recta:
por eso es suficiente con hallar dos puatos por los cuales pasa la recta. En esta
ecuacién b = —4. Por consiguiente, la recta pasa por el punto B (0, —4).
Por otro lado, las coordenadas = e y de cualguier punto perteneciente a nuesira
recta estén relacionadas con la scuacion dada. Por eso, al conocer la abscisa de
un puato de la recta, por medio de la ecuaci6n de ésta hallaremos la ordenada de
este punto. Supongamos, por ejemplo, que z = 2; mediante la ecuacibén de la
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recta obtenemos y = —1. De este modo, nuestra recta pasa por los puntos
4 2, —1) y B (0, —4). Al construir estos puntos por sus coordenadas y trazar
B(r_r ellos una recta (fig. 24) obtendremos la recta

uscada. ¥

De lo explicado se deduce que para una
recta arbitraria en el plano se puede com-
poner su ecuacién; a la inversa, conociendo
la ecuacién de una recta, se puede cons-
truirla., De este modo, la ecuacién de una
recta caracteriza completamente su pogicién
sobre el plano.

De las formulas (3) y (9} se deduce que
la ecuacién de una recta es de primer grado 4i5-4)
respecto a las coordenadas corrientes x e y. J
Esg también justa la afirmacién reciproca.

TEOREMA. Toda ecuacién no degenerada
de primer grado

Az + By +C =0 (4* + B* 5£0) (7)
es la ecuacién de una linea recta perteneciente al plano Ozy (ecuacidn
general de la recta).

DEMOSTRACION. 1) Sea primeramente B 5£0. En este caso la ecua-
cién (7) puede ser escrita asf:

y=—F—5. ®

T
f412,-1)

Fig. 24

Comparandola con la (3) obtenemos que ésta es la ecuacién de la

recta 00;1 coeficiente angular k = —A/B y la ordenada al origen
b = —C/B.

2) Sea ahora B = 0; en este caso A 5£0. Tenemos, Az + C =

z = —CIA. @

La ecuacién (9) es la de una recta paralela al eje Oy que corta un
segmento 2 = —C/4 en el eje Ox.

Todos los casos posibles estdn agotados, el teorema queda de-
mostrado.

§ 2. Angulo entre dos reetas

Examinemos dos rectas (no paralelas al eje Oy) representadas por
sus ecuaciones con coeficientes angulares (fig. 25):

w=kx+b, donde k=tgg 1)

y=kz-+b', donde k'=tgq’ (2)
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Se requiere determinar el angulo © entre ellas. Mas exactamente
entendremos por 6 el d&ngulo mas pequefio obtenido como resultado
de una rotacién en sentido contrario al de las agujas del reloj de la
segunda recta, respecto a la primera (0 < 0 << ). Este 4ngulo 6
(fig. 25) es igual al dngulo ACB del tridngulo ABC. Como se sabe
de la geometria elemental, el dngulo
exterior de un triangulo es iguval a la
suma de los dmngulos interiores no
adyacentes. Por eso

¢=9+80 o 0=¢ —q

de aqui, aplicande una conocida for-
mula trigonométrica, obtenemos

' g g’ —t

¥
¢ /' /"r % Sustituyendo tg ¢ y tg ¢’ respecti-

vamente por k y k' tendremos defi-
nitivamente

i k' —k
Fli: woO=Trp @)
La féormula (3) da la expresion de la tangente del ingule entre dos
rectas por los coeficientes angulares de estas rectas.
Ahora deduzcamos las condiciones de paralelismo y perpendicu-
laridad de dos rectas.
Si las rectas (1) y (2) son paralelas, entonces ¢ = ¢ y, por con-

giguiente,
K = k. {4)

Reciprocamente, si se cumple la condicién (4), teniendo en cuenta
que @' y ¢ se encuentran dentro de los limites de 0 a n tenemos

¢ =9 ©)

y, por consiguiente, las rectas examinadas son paralelas o se juntan
{(paralelismo en sentido amplio).

REGLA 1 Las rectas sobre el plano son paralelas (en sentido amplio),
si, y solo si, sus coeficientes angulares son iguales enire si.

Si dos rectas son perpendiculares, ® = @/2 y, por consiguiente,

1 Atk .
ctge:E-é-ﬂT:T‘— =0.

de aqui 1+ kk'=0 y
k= —1A/k. (6)

Es también justa la afirmacién reciproca.
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rEGLA 2. Dos recias en el plano son perpendiculares si, y sélo si,
sus coeficientes angulares son inversos y de sigros contrarios').
Sean dadas ahora las ecuacioney de las rectas en forma general:

Az 4+ By +-C =0 (7)

y
Az - By +C" = 0. (8)

Suponiendo que B =0 y B" =40 obtenemos

y=—%3—3 ()

e
A ! ¥
e 3-—'-57*. {8]

Por consiguiente, los coeficientes angulares de estas rectas son:

A i
k="'“§! k—"""‘.é‘;'o (9}

Con ayuda de la férmula (3) realizando cdlculos sencillos, hallamos
la tangente del Angulo formado por estas rectas:
AB'— A'B
0= Em- (10)
De aqui obtenemos: 1) la condicién de paralelismo de dos rectas
(6 =0)
A B

7 1)

v 2} la condicién de perpendicularidad de dos rectas (8 = n/2)
AA’ 4 BB =0. (12)
Destaquemos, en particular, que las rectas
Az +By+C=0 y Br—-Ay+C =0
son mutuamente perpendiculares,
_ iT:J13m'::;1..c)i._‘;LITmt.armilmr el dngulo formado por las rectas y =z e y =

Aqui los coeficientes angulares de las rectas som: k =1 y k' = 1,001.
Mediante la férmula (3) obtenemos

1,001—1 0,004 o o}
T 00r — 200 ~ 00005 = -5

tgb=

/ 1) Para las rectas paralelas a los ejes Oz y Oy se supone que 1/0 = oo ¥
1fo0 = 0.
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Puesto que para los éngulos 6 pequefios es valida la igualdad aproximada
B = tg O, entonces

i i P L A
Bﬂm—l‘ldﬁ 3000 - 57°18 =-5500" 1,7

§ 3. Ecuacién de la recta que pasa por un punto conocido
en una direccidn dada

Sea que la recta P forma un dngulo ¢ con la direccién positiva
del eje Oz (fig. 26) y pasa por el punto dado P (z,, ¥,). Deduzcamos
la ecuacién de esta recta, suponiendo primero que no es paralela
al eje

¥
¥ Mizy)
Z.%)
14
7' Fd I ﬂ‘ =
Fig. 26 Fig. 27

En este caso, como sabemos, la ecuacién de la recta se escribe asi:
y = kz + b, (1)

donde: k = tg ¢ es el coeficiente angular de la recta; b, la longitud
del segmento cortado por nuestra recta sobre el eje Oy. Como el
punto P (z,, y,) pertenece a la recta PM, sus coordenadas z, e y,
satisfacen la ecuacién (1), es decir,

Y = kx; + b, (2)
Sustrayendo la igualdad (2) de la (1), obtendremos
y—1 =k({@—z) 3)

Esta es precisamente la ecuacién de la recta incdgnita.
Si la recta que pasa por el punto P (z,, y,) es paralela al eje Oy,
su ecuacién serd, evidentemente

I = . (4)

Si k es un nimero dado, la ecuacién (3) representa una recta bien
determinada, Si k es un parimetro variable, esta ecuacion determina
un haz de recras que pasan por el punto P (z,, y,) {fig. 27). En este
caso k se llama pardmetro del haz.
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EJEMPLO i. Escribir la ecuacion de la recta que pasa por el punte P (3, 2)
y es paralela a la recta:

4
y:E-t—?.

Puesto que la recta incgnita es yaﬁlala a la recta dada, su coeficiente an-
gular ¥ = 4/3. Por consiguiente, segin la férmula (3) la ecuacién de esta recta
8o escribe asi

4
y—2= 3 (=—3)

4
y—:,'-::-—-Z.

rJEMPLO 2. Escribir la ecuacién de la recta que pasa por el punto P (4, 5)
y es perpendicular a la recta:

y= — % z4+17,

Puesto que la recta incégnita es perpendicular a Ea recta con coeficiente an-
gular ¥ = —2/3, entonces su coeficiente angulnr es k' = —1/k = 3/2. Por con-
siguiente, segin la férmula (3), la ecuacién de esta recia es:

=3 )
y—3a= 5 (z e
o, en definitiva,
/B, z—1
V=3

§ 4. Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados

Sa sabe que por dos puntos que no coinciden se puede trazar
solamente una recta. Determinemos la ecuacién de la recta que
pasa por los puntos P (zy, i) v Q (%2, ¥a)-

Supongamos primero que z, == ,, es decir, la recta PQ no es
paralela al eje Oy. Puesto que la recta PQ pasa por el punto P (z, i),
su ecuacién tiene la forma (véase el § 3)

y—y, =kz—=) )

donde k es el coeficiente angular desconocido de esta recta. Sin
embargo, se sabe gue nuestra recta pasa también por el punto
Q (x5, Ya), por eso las coordenadas z, e y, de este punto deben satis-
facer la ecunacidon (1). De aqui,

Y= =k (2, —2))
¥, por consiguiente, para z, =z, tenemos

__Ma—ih
* T mg—xzy t 2
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Sustituyendo la expresion (2) del coeficiente angular k en la
ecuacién (1) obtenemos la ecuacién de la recta PQ:

y—p =220 (z—z). (3)

Esta ecuacién para y, ==y, puede ser también escrita en forma
de proporcion
T=Ty . ¥ TW 3
Ta—xy  Ya—¥1 &)
Si x, = z,, es decir, la recta que pasa por los puntos P (z,, ¥,)
v Q (24, ys) es paralela al eje Oy, la ecuacion de esla recta sera evi-
dentemente
r=uz,.

o EgEMPLO, Escribir la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P (4, —2)
¥y Q@ —

Seglin la ecuacién (3) tenemos

z—4  y4-2
3—4 —1432°

o bien p=—z-2.

§ 5. Ecuacién de la recta en «segmentosy

Deduzcamos la ecnaci6n de la recta cuya posicién en el plano esta
definida por los segmentos no nulos que ella corta al intersecar
los ejes de las coordenadas. Supongamos, por ejemplo, que la recta
AR corta sobre el eje Oz el segmento OA = a y sobre el eje Oy, el
segmento OB = b (fig. 28). Con todo eso estd claro que la posicién
de la recta estd enteramente determinada.

Para deducir la ecuacién de Ia recta 4B notemos que ella pasa
por los puntos 4 (e, 0) y B (0, b); por eso su ecuacién se deduce
facilmente de la ecuacién (3') (véase el § 4), si consideramos que
I, =a, y1=0 y.,“,‘!::o' y,:b,
Tenemos

r—a iy -0

t—a  5—0 '
de donde

Voo
T s+1'

y, finalmente,
Fig. 28 Lo L
2ty )
La ecuacién obtenida es precisamente la ecuacién de la recta en

asegmentoss. Aqui z e y son habitualmente las coordenadas de un pun-
to arbitrario M (z, y) situado sobre la recta AB (fig. 28).
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eirMpLo. Escribirlas ecuaciones de la recta AR T.la corta el segmento 04 =
== 5 sobre el eje Oz y el segmento 08 = —4 sobre el eje Oy.
Supeniendo que en la ecuacién (1) @ = § y b = -4 obtendremos

5-}-*4 =1, o hien 1.

OBSERVACION. La ecuacitn de una recta que pasa por el origen de las coor-
denadas o que es paralela a uno de los ejes, no puedo ser escrita como la ecuacién
de una recta en tsegmentos».

§ 6. Punto de interseccion de dos rectas

Sean dadas dos rectas
Az + By +C =10 (¢3]

A'z + B'y +C =0. (2)

El punto de interseccidon de estas rectas pertenece tanto a la
primera como a la segunda. Por eso las coordenadas del punto de
interseccién deben satisfacer tanto la ecuacién de la primera recta
como la de la segunda. Por consiguiente, para hallar las coordenadas
del punto de interseccién de dos rectas es suficiente resolver el sistema
formado por las ecuaciones de estas rectas.

Eliminando sucesivamente las incognitas z e y de las ecuaciones
(1) ¥ (2) tendremos

(AB" — A’'B) z + (CB' — C'B) =0 (3)
(4B° — A'B)y + (AC' — A’C) = 0. (4)

De aqui, si AB" — A’B =0, obtenemos para las coordenadas
del punto de interseccién de las rectas, las expresiones siguientes:
_cB—¢'B ___AC’—A'C (5)

A —~AB' ¥T TAF=AB

Y

=

o, introduciendo los determinantes de segundo orden (véase el § 5
del cap. I), tenemos

’c B | |A ¢

CJ B.‘ Al’ C!

=—aF7 Y¥Y=—Tai BT (6)
]A' B’ A B’l

Para las rectas (1) y (2) son posibles los tres casos siguientes.
1) AR’ — A'B =£0, es decir,
A' B
e
Segtin el § 2 las rectas no son paralelas. Las coordenadas de su
finico punto de interseccién se determinan mediante las férmulas (6).
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2) AB" — A’'B=0,CB' —C'B =00 AC" — A'C =0, es decir,
A B O
AT B c
Las rectas son paralelas (véase el § 2) y no hay punto de interseccion.
Analfticamente se ve que por lo menos una de las ecuaciones (3)
& (4) contradice las condiciones iniciales y esto significa que el siste-

ma (1) y (2) es incompatible.
3) AR —A’'B=0, CB'" —C'B=0,AC" — A'C =0, esdecir,

Las rectas (1) y (2) se juntan y de este modo existe un sinmimero de
puntos de interseccién. En este caso los primeros miembros delas
ecuaciones (1) y (2) difieren solamente por un factor constante y,
por consiguiente, el sistema de estas ecuaciones admite un sinni-
mero de soluciones,
ETEMPLO. Resolviendo el sistema de ecuaciones de las rectas
3I+iiy—‘1n=0‘
224 5y—9=10

obtenemos r = 2, y = 1. Por consiguiente, estas rectas se intersecan en el pun-
to N (2, 1).

§ 7. Distancia de un punto a una recta
Examinemos la recta KL representada por la ecuaciéon general
Az + By +C =20 1)

y el punto M (z,, y,). Como distancia entre el punto M y la recta KL
{0 entre la recta KL y el punto M) se entiende la longitud de la per-

M)

.gl “‘-E,-.-__:
Fig. 29
pendicular d = MN (MN _L KL) bajada desde el punto M hasta
la recta KL (fig. 29).
La ecuacién de la perpendicular MV puede ser escrita en la forma

(véase el § 2)

Bz—z)—AW—un) =0, 2
de donde, para el pie de la perpendicular N (z;, y;) tendremos

Bz —a) —AWa—wy) =0 3)
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¥. por consiguiente,

zg;zl —lh—-in =, (4}
donde ¢ es el factor de proporcionalidad. Por eso
d=V{(z— o P+, —vnP=V L2+ B | (®)

Por otro lado, teniendo en cuenta que el punto N (z,, y,) se
encuentra en la recta KLy que mediante la (4) tenemos z, = =z, + A¢,
¥, = Y, + Bt, obtenemos

Azg + Byy +-C = A (z, + At) + B (y, + Bt) + €C =
= (Azy + By, + C) + 1t (4* + B = 0.
Por consiguiente,
. Az, - By +C (ﬁ)
AT gr -
De este modo en virtud de la férmula (5) tenemos
| Azy+ By 4-C |
V AT B M
En particular, suponiendo que z, = 0, y, = 0, obtenemos la dis-
tancia de la recta hasta el origen de las coordenadas

R )
A== - (8)
oBSERVACION. Al dividir los dos miembres de la ecuacién de la
recta (1) por VA2 B® obtendremos la ecuacién

t=

Az4By+C _ g )
y oS
: : : c — z
cuyo miembro indepenendiente VaTE es numéricamente igual

a la distancia entre la recta y el origen de las coordenadas. Esta
ecuacién de la recta se denomina normada.

De la férmula (7) obtenemos la regla: para determinar la distancia
de un punto a una recta, es necesario introducir en el primer miembro de
la ecuacidn normada de esta recta las coordenadas del punto dado y cal-
cular el valor aqbsoluto del resultado obtenido.

EJEMPLO. Determinar la distancia entre el punto M (—2,7) y la recta
2%z - Ty — 2 =0,
Normando la ecuacién de esta recta tendremos

244-Ty—2 s 2hz+4-Ty—2 =0

1/24!_'_73 25 !
de donde la distancia buscada es

gl (247721 1 o4,

25 =BT
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EJERCICLOS

1. Trazar las rectas dadas por las ecuaciones:

aAyy=2x— 13 b) 22 — 3y — 6= 0.

2. Las basvs de un trapecio isésceles sun iguales a 10 y 6, el dngulo a la
base es de 60°. Escribir las ecuaciones de los lados de este trapecio tomando como
ojes de coordenadas la base ma¥or ¥ el eje de simetria del trapecio.

3. Escribir la ecvacién de la recta que pasa por el punto M (3, 4) y forma
un angulo de 45° con la recta y = 2z :

4., Escribir la ecuacién de la recta paralela a las rectas 3z -+ 2y — 6 = 0,
6z + 4y — 3 = 0 y equidistante de ellas.

5. Sea dado el segmento AB cuyos extremos son A (—3, 2) y B (1, —1).
Escribir la ecvacion de la recta que une cl punto medio del segmento con el ori-
gen de las coordenadas,

6. Sea dado el tridngulo ABC, cuyos vértices som A (4, 2{. B (—2, 4)
y € (=1, —4). Escribir la ecuacién de la mediana que pasa por el vértice C y
hallar su longitud.

7. Sea dado el tridngulo ABC cuyos vértices son A (5, 3), B (—3, -ﬁLay
€ (—2, —5). Escribir la ecuacién de la altura que pasa por el vértice B y ha-
llar su longitud.

8. Sea dado el tridngule ABC cuyos vértices son A (6, 4), B (—3,5) ¥y
€ (—2, —6). Escribir la ecuacién de la recta gue pasa por el vértice A y es pa-
ralela a la mediana que pasa por el vértice B.

9. Trazar la recta que pasa por el punto (5, 2) v corta segmentos iguales so-
bre los ejes de las coordenadas.

10. 'El espesor de una capa carbonifera es y, = 5 m cuando x; = 100 m
€ yo = 15 m cuando z, = 200 m. Suponiendo que la capa tiene forma de cuiia,
hallar 1a ley de variacién de su esEueory en funcién de la distancia z. (Cuil sera
el es{ilgsnr?cuando z = 300 m? ;En qué punto del corte el espesor de la capa
y=10m
11. Hallar ol punto de interseccion de las reclas:

a) 5 — Ty —20=0 y Tr— 10y 4+ 15=0;

b) 2x4+3y—7=0 y Az 6y -+ 11 =0

¢y 2z—y=0 v z—0,5y=40

12. Escribir la ecuaci6n de la recta que pasa por el punto de interseccion
gs las rectas 3z + 4y — 7= 0, 5z + 3y — 8 = 0 y el origen de las coordena-

ASs.
13. Hallar la proyeccitn del punto M (1, 2) sobre la recta 5z - 2y -+ 20=0.
14. Una recta pasa por el origen de las coordenadas y forma con el c¢je
Oz un dngulo o; otra recta pasa por ¢l punto A (e, 0) y forma con el eje Ox un dn-
gulo # (o = B). Hallar ¢l punto de interseccién de estas rectas.

t5. Sea dado un tridogulo cuyos vértices son A(—2, 1}, B (2, —1),
€ (4, 3)- Determinar las coordenadas del punto de interseccién de las medianas
de este trifingulo.

16. Las ecuaciones de los lados del tridngulo ABC son: = 4- Ty — 11 = 0
(AB); 2z 4+ y -+ 4 =0 (BC); 3z-— 5y — 7 = 0 (CA). Calcular el drea del
tridngulo ABC.

17. Hallar las distancias entre los puntos 0 (0, 0), 4 (1, 2), B (-2, 1) ¥
la recta 3z — 4y + 10 = 0.

18. Sea dado un tridngulo cuyos vértices son A &1. 1), B (—2,5) vy C (—4&,
::-3). Hallar la altura del triéngulo trazada a partir del vértice C sobre ol lado

B.
19. Hallar la longitud del segmento perpendicular a las rectas 3x -+ 4y —
—10=0y3x+ 4y — 45 = ﬂg que se encuentra entre eflas.
20. Escribir las ecuaciones de las rectas paralelas a la rectn 8z -~ Gy -} 5=
=0 ¥ que se encuentran de ella a una distancia igual a 2.
21, Hallar las scuaciones de las rectas que pasan gar el origen de las coor-
denadas y que se encuentran a una distancia igual a 2/5 del punto 4 (2, 1).



Capitulo IV

Lineas de segundo grado (cénicas)

§ 1. Circunferencia

Deduzcamos la ecuacién de la circunferencia (fig. 30) eon centro
en C (24, Yo} v de radio A. Un punto arbitrario M (z, y) de la cir-
cunferencia, cumplird la igualdad

MC = R. (1)

Recordando la férmula de la distancia entre dos puntos (§ 3
del cap. I) tenemos o

'V(z—xo)"+(y—yu}"=3- (2 R M)

R
Puesto que los dos miembros de la o
igualdad (2) son positivos, elevandolos RENY
al cuadrado, obtenemos la ecuacién
equivalente
(z—2 4+ (y—ya* =1 (3) 7 x
Entonces, las coordenadas de cualquier Fig. 30
punto M (z, y) de la circunferencia dada
satisfacen la ecuaci6n (3). Es también justa la afirmacién reciproca.
De este modo la (3) es la ecuacién de la circunferencia de radio R
con centro en el punto C (x4, o). Ella se llama ecuacién normal de

la circunferencia.
En particular, suponiendo que z, = 0, e y, = 0, obtendremos la
ecuacion de la circunferencia con centro en el origen de las coorde-

nadas
2 + y* = R 4)

La ecuacién de la circunferencia (3), después de algunas trans-
formaciones sencillas, puede llevarse a la forma

Aty toaz+ by +v=0, ®)
donde o = —2xz, B = —2y, v ==} + y} — R
De este modo, la circunferencia es una eurva de segundo grade

(véase ol § 8 del cap. II).
Comparando la ecuacién (5) con la ecuacién general de la curva

de segundo grado
Az* 4 Bazy + Cy* + Dz + Ey + F =0, (6)
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vemos que en la (3) B =0y, ademis, 4 =1, € =1, es decir,
A= C.
Y a la inversa, si consideramos que en la (6) B =0y 4 = C &
== 0:
Az* + Ay 4+ Dz + Ey + F = 0. (7)
Dividiendo miembro a miembro la ecuacién (7) por 4 50
¥ suponiendo que
D/IA =a, EIA=p Ed=y (8)
obtenemos una ecuacién del tipo (5).
La (7) se llama ecuacién general de la circunferencia.
Sin embargo, cabe destacar gue no toda ecunacién (7) es ecuacidn
de una circunferencia real. Es facil mostrar que la expresion (7)
determina una curva real (circunferencia) solamente cuando
-“ﬂ_',:'—s'-- v >0, donde @, B, v estdn dadas por las igualdades (8).

De este modo, una curva real de segundo grado es una circunferencia
si, y sélo si, 1) los coeficientes de los cuadrados de las coordenadas co-
rrientes son iguales, y 2) estd ausente el término que contiene el producto
de coordenadas corrientes.

§ 2. Curvas centrales de segundo grado
Examinemos la ecuacioén de la curva de segundo grado
A +CpP + Dz + Ey 4+ F =0 ")

(4 =20, C 5£0) sin el término del producto de las coordenadas z e y
(B = 0)}). Completando los términos en z y en y respectivamente
hasta obtener cuadrados perfectos, tendremos

A(z+g)+€ (v+) =G+ F- @
De aqui, tomando

Ty=— s Vo= = 3)
4 m
E?
A=zt —F *
obtenemos _
A (x—z0)* + C (y —yo)* = A. ®)

El punto @' (%o, ¥,) es el centro de simetria de la curva (5) (centro
de la curva). Efectivamente, si el punto M, (z,, y,) pertenece a la

1) En nuestro curso breve, al examinar las ecuaciones generales de curvas
de segundo grado, nos limitamos solamente a este caso.
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curva (5), el punto M, (x;, y,), donde z, = 2z, — x,, yy = 2y, —
— ¥, simétrico a M, respecto a O', evidentemente también pertenece
a la curva (5) (fig. 31).

Las rectas y = y, v @ = z, paralelas a los ejes de coordenadas
Oz y Oy son los ejes de simetria de la curva (5) (ejes de la curva).
Efectivamente, si un punto M (z,, y, — k) pertenece a la curva (5),
el punto M’ (z,, y, + k), simétrico a M con respecto a la recta
¥ = Yo pertenecera también a
esta curva. La recta z = z, posee g
la misma propiedad. Mz ),

Mas abajo para simplificar el
examen supondremos que el cen-
tro de la curva se encuentra en A3 (L3, 4p)
el origen de las coordenadas, es
decir, zy =0, y, = 0. En este

Oi2, 4

caso la ecuacidn de la curva ?| o
tendri la forma Fig. 31
AZ® 4 Cy? = A, (6)

DEFINICION {. La curva de segundo grado (B) se llama elipse (mds
exactamente, pertenece al tipo eliptico), si los coeficientes A y C poseen
signos iguales, es decir,

AC>0. @

Supondremos, para fijar la idea, que 4 > 0 y € = 0 (ya que en
caso contrario, los signos de los miembros de la ecuacién (6) pueden
ser sustituidos por los inversos).

Son posibles tres casos: 1) A >0;2) A =0; 3) A< 0.

En el primer caso, A > 0, tenemos la elipse real

Z 2
:—+ g == 1: (8)

a? BT

=V'E, -/ % ®
se llaman semiejes de la elipse. Se considera generalmente que 0 <
<< b =<Ca (esto puede ser siempre logrado mediante una eleccién
conveniente de los ejes Oz y Oy). La igualdad (8) se llama ecuacidn
canénica de la elipse con semiejes @ y b (fig. 32). Los puntos 4 (g, 0),
B (0, b), A" (—a, 0}, B’ (0, —b) se llaman vértices de la elipse y los
segmentos A’A = 2a y B'B = 2b, ejes de la elipse. Observemos que
de la ecuacién (8) tenemos |z |<Ca, |y | << b,

Notemos que cuando a = b obtenemos la circunferencia

22 byt = a®
En el segundo caso cuando A = 0, la curva (6) se concentra en

el punto O (0, 0) (elipse degenerada).

4 -0102

donde los nimeros
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Por fin, en el tercer caso cuando A << 0, la curva (6) no posee
puntos reales; la llaman convencionalmente elipse imaginaria.

Fig. 32

DEFINICION 2. La curva de segundo grade (6) se llama hipérbola
(mds exactamente, curva de tipo kiperbélico), si los coeficientes A y C
son de signos contrarios, es decir,

AC << 0. (10)

Para fijar la idea, supongamos que A > 0, entonces C <<0,
Son posibles tres casos: 1) A >0, 2) A =0, 3) A< 0.

Fig. 33

En el primer caso cuando A >> 0 tenemos una hipérbola con ecua-
cidn candnica

donde a= ]/%— (semiefe real) y b= ]/—-f—c (semieje imaginario)

(fig. 33). Los puntos A (a, 0) y 4° (—a, 0) se llaman vértices de la
hipérbola. Notemos que |z | = a.
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En el segundo caso cuando A = 0 obtenemos un par de rectas
que se intersecan (hipérbola degenerada)

(VAz—Y =Cy)(V Az+V —Cy)=0.
Por fin, en el tercer caso cuando A <C 0 obtenemos la hipérbola

T, I | (12)

con semiejes @' =1/ =& yb'=1/5. Si a=a y b'=b, 1a
igualdad (12) se llama hipérbola conjugada de la hipérbola (11);
sus vértices son: B (0, &) y B’ (0, —b) (fig. 33).
El segmento A4 = 2a se denomina eje real, el segmento B'B =
== 2b, eje imaginario de la hipérbola (11).
EJEMPLO. Determinar la naturaleza y la posicién de la curva
22 4-2y? — 2213y =0.

Completando los términos que contienen z e y respectivamente, hasta obte-
ner cuadrados perfectos, tendremos

312 9
(z—1)24-2 (y—l——,‘ ) =1-|-—8 '
de donde

32

(z—1)2 | (WLT)
17 1 17
) 16

Fig. 34
Por consiguiente, la curva (13} es una elipse cuyos semiejes son ¢=

3"/%:# 1,46 v b=]//;1£s== 1,03, con centro en el punto O’ (1, —-%)
(fig. 34).
§ 3. Propiedades focales de las curvas centrales
de segundo orden
Los puntos F (¢, 0) y F’' (—¢, 0), donde

e=VaEF B (1)
se llaman, respectivamente, focos de la elipse representada por la
ecuacién canébnica (8), fig. 32 (el signo —) y de la hipérbola repre-

sentada por la ecuacién candnica (11), fig. 33 (el signo +).
La relacion

e= o 2

se llama exzcentricidad de la curva central de segundo grado.
Lw
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De la formula (1) tenemos: para la elipse 0 < & << 1, y para la
hipérbola 1 < & << +-o0o. Notemos que para la circunferencia & = 0.

Seanr = MF yr' = MF'’ las distancias del punto M de la curva
central de segundo grado a sus focos (llamados radios focales del pun-
to M). Tenemos

r=VY(@E—o+¢ (3
¥y

r=VEFRTFR (4)
Puesto que

pe | y*
FEm=1

donde el signo «-» corresponde a una elipse, el signo «—», a una
hipérbola, entonces

x2
pest(i-3)
¥, por consiguiente, teniendo en cuenta la (1) obtenemos
r= ]/zz—zc:c—f—c“:tbz (:l —-Z-;-) =
=V (1F %) 2—20a (@2 0=

=V Go—tate=|Sa—a|=la—a ()

vy de un modo andlogo

r'=l/-:!:2—[-2ca:-j-c3:i:b3(1—-—§-) =|extal. 6)
Si la curva es elipse, 0 e <<1, lz | a y por eso
r=a—ez, 1 =aq- ez
de donde,
r-4r = 2a; (7}

ademds, para cualquier r ¥y r’ que satisfacen la igualdad (7) existe
un punto de la elipse dada.

De este modo, para tode punio de la elipse la suma de sus radios
foeales es una magnitud constante. Esta propiedad se toma por la de-
finicién de la elipse (propiedad caracteristica de la elipse).

Para la hipérbola tenemos: e>1, |z |>>a. Por eso

r= z(z—a) r = x(ez 4 a)

donde el signo «+» corresponde a la rama derecha de la hipérhola
(x> 0) y el signo «—» corresponde a su rama izquierda (zr << 0),
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de donde
r'—r = =+2a. 8)

Asi, para cualquier punto de la hipérbola el valor absoluto de la dife-
rencia de sus radios focales es una magnitud constante (propiedad
caracteristica de la hipérbola).

§ 4. La elipse como deformacién uniforme
de la circunferencia

Examinemos una circunferencia de radio . Elijamos el sistema
de coordenadas rectangulares Ozy y para simplificar, hacemos coin-
cidir su origen con 5 centro de la circunferencia O (0, 0). Para
mayor comodidad designamos con

X e Y las coordenadas corrientes gy

de un punto M de la circunfe- 4(4a)
rencia. En este caso, la ecuacién MY
de la circunferencia se escribird 828

Sometamos la circunferencia
(1) a una deformacién uniforme
en direccién de uno de sus dia-
metros que sin alterar la gene-
ralidad de los razonamientos pue-
de considerarse vertical, es
decir, dirigida segin el eje Oy.
Sea k el coeficiente de defor- Fig. 85
macién de la ecircunferencia en
la direccion elegida, es decir, & es la relaciéon entre la longitud
del segmento vertical transformado y su longitud inicial. Note-
mos que cuando 0 <C k << 1 tenemos una compresién uniforme y para
k=1, una extensién uniforme de la circunferencia.

Supongamos que como resultado de esta deformacién, el punto
de la circunferencia M (X, Y) pasa al punto M’ (z, y) de la curva
transformada (fig. 35). Puesto que los puntos M y M’ pertenecen
a una misma vertical, tenemos

asi (véaso el § 1) ——
X 4 Yt =gt (1) A?—M " Ara,0)
T

z=X, y=kFKY, (2)
de donde, para k 50 ') obtendremos
X=z2 Y=L 3)

1) En el caso cuando k¥ == 0, de la deformacién de la circunferencia obtene-
mos un segmento —a < z < a, y = 0 que puede ser considerado como una elipse
degenerada,
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (1) hallamos
z’+i—:=a=. 