CAPITULO VIl

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

§ 1. DEFINICION DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Examinando las funciones de una sola variable, ya hemos indi-
cado que el estudio de diferentes fendmenos obliga & utilizar las
funciones de dos y més variables independientes. Demos algunos
ejemplos,

Ejemplo 1. El drea § de un rectingulo de lades = & y, se da por la férmula:

S=zxy,

- A cada par do valores de z e y, corresponde un valor determinado del
drea §; & es una funcién de dos variables.

Ejemplo 2. El volumen ¥ de undpara]alsp?éedo recto, en gue las aristas
tienen longitudes iguales a z, y, z, se da por la férmula:

V=zysz

Aqui, V es una funcién de tres variables: z, y, .

Ejemplo 3. El alcance R de un proyectil lanzado a la velocidad inicial
vy, bajo el dngulo ¢ respecto al horizonte, se expresa por la férmula:

B vj Sen 24
g

preci la ia del aire). El simbolo ¢ en la férmula m]l)resanm

la aceleracién debida a la fuerza de gravedad, Para cada par de wvalores v,

¥ ¢ la férmula da un determinado valor de R, es decir, R es una funcién de dos
variables, vy ¥y

Ejemplo 4.

ia d

ot s
U= e
Vit+at
Aqui, « es una funcién de cuatro wariables =z, y, sz, ¢

Definicién 1. Si a cada par (z, y) de valores de dos variables,
z e i, independientes una de otra, tomadas de cierto campo D de su
variacién, le corresponde un valor determinado de la magnitud z,
se dice que z es una funcidn de dos variables independientes = e y,
definida en el campo D,
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En forma simbélica una funcion de dos variables se representa asi:
z =!(=! y}! z = F(:I y): atc.

Una funci6én de dos variables puede expresarse por medio de una
tabla o analiticamente mediante una férmula (como se ha hecho en
los cuatro ejemplos examinados). Lia f6rmula permite formar la tabla
de los valores que toma la funcién para cada par de valores de lag
variables independientes. Para el ejemplo 1 se puede formar la
siguiente tabla: :

S = zy
— : | 1
0 t 1.% 2 3
o 1

1 0 1 1,5 2 3
2 0 ' 3 4 6
3 0 3 4,5 6 9
4 0 4 6 8 12

En la tabla el valor de la funcién S se encuentra en la inter-
seccion de los renglones y columnas correspondientes a los valores
buscados de z e y.

Si la. dependencia funcional z = f (z, y) resulta de las medicio-
nes de la magnitud z durante el estudio experimental de un fend-
meno, obtenemos la tabla en que z se determina como funcién de dos
variables. En este caso, la funcién se da s6lo mediante. la tabla.

La funcién de dos variables igual que la funcién de una sola
variable puede no estar definida para todos los valores arbitrarios
dezoy.

Definicién 2. EI conjunto de los pares (z, y) de los valores de
z e y, para los cuales estd definida la funcién z = f (z, y), se llama
dominio de definicidn o dominio de existencia de la funcidn.

El dominio de existencia de una funcién puede ser interpretado
geométricamente. Si cada par de valores, z e y, lo representamos
mediante un punto M (z, y) en el plano Oxy, el dominic de defini-
‘cion de la funcién serd representado por el conjunto de puntos en
este plano. Llamemos también a este conjunto de puntos, dominio
de definicién de 1a funcién. En particular, todo el plano Ozy puede
ser este dominio. En lo ulterior los dominios de definicién que
estudiaremos estardin constituidos por las partes del plano limitadas
por unas lfneas. La linea que limita el dominio dado se llama frontera
de este dominio. Los puntos del dominio que no ‘pertenecen a la
frontera se¢ llaman puntos interiores del dominio. Todo dominio
integrado solamente de puntos interiores se llama dominio abierto.
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Un dominio que incluye también los puntos de la frontera se llama
dominio. cerrade.

Fl dominio se llama acotado, si existe una magnitud constante €
tal que la distancia entre todo punto M del dominio y el origen de
coordenadas sea menor que C: | OM | << C.

Ejemplo 5. Hallar el dominio natural de definicién de la funcién
2=l —y.

.

La cxpresién analitica 2z — y tiene sentido para todos los valores de z e y. Por
consiguiente, el dominio natural de definicién de esta funcidn coingide con todo
el .plane Ozy. [

Ejemplo 6.
= 1—21— 2

Para quo z tenga un valor real es preciso que ¢l nimero subradical no sen
negativo, es decir, z o y deben satisfacer a la desigualdad:

1—22— 1250 6 2342l
Todos los puntos M (z, ¥), cuyas coordenadas satisfacen a la desigualdad

Fig. 165

indicada se sitdan dentro del circulo de radie 1 y centro ubicado en el origen
de coordenanadas, asi como en la frontera de este circulo,

Ejemplo 7.
z=ln(z+y).

Como los logaritmoe estdn determinades séle para los nimeros positivos,
debe existic obligatori te la desigualdad:

a4y >0 6 y>—=

El dominio natural de delinicién de la funcién z es por consiguiente,
el semiplano situado por arriba de la recta y = — =z, excluyendo la propia
recta (fig. 165). ;

Ejemplo 8. El drea S de un tridngulo es upa funcidn de 1a base x y Ia altu-
ey

zy

S=—

2



Repr tacts: trica de una funcidn de dos variables 2

El dominio de definicion de esta funcién, es evidentemente el dominio
z > 0, ¢ = 0 (puesto que la base y la altura del wién%u]o pueden ser expresadas
solamente por mimeros positives). Notomos, que el dominio de definicién
de la funcidn examinada no coincide con el dominio natural de definicién
de la expresién analitica, quo determina a esta funcién, puesto que el dominio
natural de definicién de la exprogidn -? ocupa, evidentemente, todo el plano Ozy.

La definicién de funcién de dos variables, puede extenderse fécil-
mente al caso de tres y més variables.

Definicién 3. Si a todo conjunto estudiado de valores de las
variables z, y, z, . . ., u, t corresponde un valor determinado de la
_ variable w, entonces esta 0ltima es funcién de las variables indepen-
dientes =, y, 2, . . ., u, t, es decir: w = F (2, y, 2, .. ., u, ) o w0 =
=flx y 5, . .. u 8, ete,

Andlogamente al caso de una funcién de dos variables, existe el
dominio de definicién de la funcién de tres, cuatro y més variables.

Por ejemplo, el dominio de definicién de una funcién de tres
variables es un conjunto de ternas de nimeros (z, y, z).

Observemos que cada terna de niimeros define un punto M (z, y, z)
en el espacio Ozyz. Por tanto, el dominio de definicién de una fun-
‘cién de tres variables es un cierto conjunto de puntos en el espacio.

De manera anéloga se puede determinar el dominio de difinicién
de una funcién de cuatro variables u = f(z, ¥, z, #), como un
sistema de los conjunios de cuatro nimeros (z, y, z, t).

Sin embargo, es imposible dar una simple determinacién geomé.
trica del dominio de definicién de la funcién de cuatro o mayor
cantidad de variables,

La funcién de tres variables analizada en el ejemplo 2, estj
definida para todos los valores de z, y, 2. La funcién de cuatro varia-
bles estd analizada en el ejemplo 4.

Ejemplo 9.
w="YT—aF— 7 3=
Aqui, w es una funcién de cuatro variables z, y, z, u, definida para los
valores de las variables quo satisfacen a la correlacisn:
1—22—p2 52380,

§ 2. REPRESENTACION GEOMETRICA DE UNA FUNCION
DE DOS VARIABLES

Sea la funcidn:
z=f(z, ) ()

definida en el dominio G del plano Ozy (este dominie puede ocupar,
en particular, todo el plano), y Ozyz, un sistema de coordenadas
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cartesianas en el espacio (fig. 166), En cada punto (z, y) del domi-
nio G levantemos una perpendicular al plano Ozy y marquemos en
ésta un segmento igual a f (z, y). Asi obtenemos en el espacio un .
punto P de coordenadas =z, y, z = f(z, y).

El lugar geométrico de los puntos P, cuyas coordenadas satisfa-
cen a la ecuacién (1), se llama grafica de la funcién de dos variables.

Del curso de Geometria analitica sabemos que la ecuacién (1)
determina una superficie en el espacio. Asi la grafica de una funcién

Fig. 166 Fig. 167

de dos variables es una superficie cuya proyeccién sobre el plano
Ozy, es el dominio de definicién de esta funcién. Cada perpendicular

al plano Ozy corta la superficie z = f (z, y) no més que en un solo
punto.

Ejemplo. Por la G tria amalincn sahemos qua la gréfica de la funcién
:-—-x’-'f-i,r'eaun,j aboloide de ién (fig. 167).

Observacién. Es imposible dar la representacién geométrica en
el espacio de la gréfica de una funcién de tres o mas variables,

§ 3. INCREMENTO PARCIAL Y TOTAL DE LA FUNCION
Examinsmos la curva PS de interseccién de la superficie
z=f(z, ¥

con el plano y = const, paralelo al plano Oxz (fig. 168).

Puesto que ¥ es constante en todos los puntos del plano indicado,
z variard a lo largo de la curva PS sdlo en funcién de z, Demos a la
variable independiente z un incremento Az, entonces el incremento
carrespondiente de z recibird el nombre de incremento parcial de z

respecto a x que designemos con el simbolo A,z (el segmento S5’ en
la figura 168), asf que:

Az =]z + bz, ) — 1 (2, ¥). &

Anélogamente, si = €8 constante y damos a y un incremento Ay, el
incremento. correspondiente de z recibira el nombre de incremento
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pareial de z respecto a y que designemos con el simbolo A,z (el seg-
mento TT* en la figura 168):
Az = f(z, y+ Ay — (f (=) ¥ 2
La funcién recibe el incremento A,z ¢a lo largo de la curvas de
interseccién de la superficie z = f (z, y) con el plano z = const,
paralelo al plano Oyz.
Por dltimo, si damos simultineamente un incremento Az a la
variable z y un incremento Ay a la variable y obtenemos el incre-

-

Fig. 168

mento correspondiente de z, Az, que se llama I#cremsmo tolal de la
funcidn z y que se determina por la férmula:
Az = f(z + Az, y + Ay) —f (=, ¥). (3)
El incremento Az estd representado por el segmento Q@' en la
figura 168
Notemos que, en general, el incremento total no es igual a la
suma de incrementos parciales, es decir, Az o= Ajz-- Az,
Ejemplo: z=zy.
Axs=(x--AZ) y—xy =paz,
Ayz=z (y+Ay)—=y==zAy,
Az=(x+ Az) (y- Ay)— zy = yAz -+ zAy - Azdy,

Para z={ =2, Az=0,2, Ay=03, tenemos: 0,4, Ayiz=0,3
As=0.78. v = As s Ay ene Agz= v »

De. manera semejante se determinan los incrementos parciales
y total de la funcién de cualguier niimero de variables. Asf, para
una funcién de ires variables u = f (z, ¥, #) tenemos:
Au=flz+ Az, y, 8) —f (= 1. 1),
6&'”’ e f (:1 ¥ e o ﬁy’ ‘, -‘-‘!(3‘. I’ l)l
Ay =f(z,yt-+ A) —f(z, 5. 1),
Au=f(x+ Az, y+ Ay, t + A‘) —f (= R t).
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§ 4. CONTINUIDAD DE LA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Introduzcemos un concepto auxiliar muy importante, que es la
vecindad de un punte dado,

Se llama wvecindad del punto A (#,, ys} de radio r al
conjunte de todos los puntos (z, y), que satisfacen a la designaldad:
Viz—=) & — vo)! <<T, es decir, el conjunto de todos los

Fig. 169

puntos que se encuentran dentro de un circulo de ¢entro My (7o, ¥o)
y radio r. d

Cuando decimos que la funcién f (£, y) tiene cierta propiedad
gcerca del punto (%o, yo)», © «en la vecindad del punto (zo, yo)», esto
significa que existe un circulo de centro en el punto (zy, yo) de tal
manera que en todos los puntos del mismo se cumple la propiedad
dada de la funcibn.

Antes de pasar al estudio de la continuidad de una funcién de
varias variables, examinemos el concepto de limite de la funcidn
le varias variables*). Sea dada la funcidn:

z=f(z yh

definida en un cierto dominio @ del plano Ozy.
Examinemos cierto punto M, (g, ¥s) que se encuentra en el
interior, o en la frontera del dominio G (fig. 169).

Delinicién 1. Si para todo niimero & > 0, existe un nimero r > 0
tal que para todos los puntos M (z, y), cuando cada punto M (z, )
tiende a M, (zo, ¥o), se cumple la desigualdad MM, <r, entonces
el niimero A se llama limite de la funcién f (z, y) y tiene lugar la

desigualdad:
[fz, ) —4|<e

*) En adelante estudiaremos, principalmente, las funciones de dos varis-
bles, puesto que el examen de las funciones de tres y més variables no agrega
ningiin_elemento nuevo y sélo dificulta adicionalmente el probl desde el
punto de vista prictico,
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Si el niimero 4 es el limite de la funcién f(z, y) cuando
M (z, y) = My (x5, Wo), se escribe:
lim f(z, p=4.
x =Xy
¥ W
Delinicién 2. Sea M, (zp, o) el punto que pertenece al dominio

de definicién de la funcién f (z, y). Se dice que la funcién z = f (z, )
es continua en el punto M, (o, ¥s), 5i se cumple la igualdad:

lim f(z, y)=f(z0 W), 1)
PR
cuando el punto M (=, y) tiende arbitrariamente al punto My (Zs. ye),
permaneciendo en el interior del dominio de definicién de la funcién,

Si ponemos x = zy - Az, y = Yy + Ay, entonces la ecua-
cién (1) se puede escribir asf:

lim f(eo+ Az, vt B) =F (2o %) )
, st
0
Jim {20+ Az, Yo+ By) — (%, ya)]=0. "
ay-=+0

Ponemos Ap =V (AD)? +-(Ay)® (véase fig. 168). Cuando
Az —+0 y Ay~ 0, Ap - 0; reciprocamente, si Ap-» 0, entonces
Az —0 y Ay—0.

La expresién enceriada entre corchetes en la ignualdad (17) es el
incremento total Az de la funcién z. Por consiguiente, se puede
escribir la igualdad (1") en la forma:

lim Az=0. 1)
ap-+0

Una funcién, continua en cada punto de un cierto dominio, se
llama continua en este dominio,

Si la condicidén (1) no se cumple en cierto punto N (xz,, yo) éste
se llama punto de discontinuidad de la funcién z = f (z, y). Demos
algunos ejemplos en que Ia condicién (1°) no se cumple: 1) z =
= f (x, y) estd definida en todos los puntos de cierta vecindad del
punto ¥ (x5, ¥o). excepto el mismo punto N {z;, ¥); 2} la funcién
2 = [ (z, y) esth definida en todes los puntos de una vecindad del
punto & (25, yo), pero no existe el limite lim f (=, y);

xZg
=
3) la funcién estd definida ep todos los punt:bs de la vecindad
N (x0, ¥o) v existe el limite: lim f (z, v),
L=k

y=rlio
18



276 Funclones de varias varighbles

pero
,lf-':i flx, W1z yo-

V=
Ejemplo 1. La funcidn
Femzdfyt
@8 continua para todos los valores de z ¢ y, es decir, en cada;u.nto del plano Ozy.
En efecto, cualesqulera que sean los miimeros z e y, Az y Ay, tenemos:
Ba=({(r+ A7) - (y +Ap)P] — [#2 4 ¥l =228z +2pAy -+ Az Ag2,
por tanto,
lim Az=0,
Ax=sll
Ay=0

Demos ahora un ejemplo, de la funcién discontinua.
Ejemplo 2. La funcidn
== 23!'
EENT
esti delinida en todos los puntos, excepto en el punto z =0, y = 0 (tig. 170, 171).

Examinemos los valores que toma z en los puntos situados sobre la recta
y = kz (k=const). Es evidente que para todos los puntos de la recta:

g Zkz® 2k .
=EIpEag - I1Ie = const,
+ +

es decir, sobre cada recta que pasa por el Dl’i%en de coordenadas, la funcidn
s tiene un valor constante, que depende del coeficiente angular k de esta recta.

" E fs o
¢
s
A
Fig. 170 Fig. 171

Por eso ¢} valor limite de la funcifn = depende del ino que recorra el purite
{.t. y) cuando este punto (x, ) en el plano Ozy tiende al origen de coordenadas,
o quo significa quo la funcion / (z, ¥) no tieno limite. Por consiguiente, I fun-
cidn es discontinua en este punto. No se puedes hacer una determinacién adicional
do esta funeifn en el origen do coordenades para convertirla en contioua,
Es fécil ver, por otra parte, que en todos los deméds puntos esta funcifn es con-
tinua.
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Indiquemos sin demostracién algunas importantes propiedades de
la funcién de varias variables, continua en el dominio cerrado
y acotado. Estas propiedades son semejantes a las de la funcién de
una variable y continua en el segmento (véase § 10, cap. II).

Propiedad 1. Si una funcién f (z, vy, ...) estd definida y es
continua en el dominio D' cerrado acotado, entonces en este dominio
existe por lo menos un- punte N (%, ¥, .. .) tal, que para todos
los deméis puntos del dominio se cumpla la correlacidn:

f(zlh Yoy - - '}}i(xv Uy - - ')1

y existe por lo menos un punto N (Zp, ¥o) tal que para todos los
demés puntos del dominio se ¢cumpla la correlacitn:

HESNT S B JC AN X

L1 valor de ta funcién f (x5, ¥o, . » .} = M se llama valor méximo
y f {zo, ¥o, . . .) = mse llama valor minimo de la funcién f {z, y, ...)
en el dominio D. Esa propiedad también’ se puede formular de otro
modo. Una funcién continua en un dominio D cerrado y acotado
alcanza por lo menos una vez el valor méximo M y una vez el valor
minimo m.

Propiedad 2. Si una funcién f(zx,y, ...) es continua en un
dominio D cerrado y acotado, siendo M y m los valores maximo
y minimo de la funcién en el dominio mencionado, entonces para
cualquier nimero p, que satisface a la condicibn m < p << M,
existird en el dominio un punto N* (z,*, y*, . . .) tal que se cum-
pla la igualdad:

1@ Yo o) =p

Corolario de la propiedad 2.

Si la funcién f (z, y,...) es continua en un dominio cerrado
y acotado y toma valores tanto positivos como negativos, existi-
rén en el interior del dominio unos puntos tales en los que la funcién
f(z, gy, ...) se anula.

§ 5. DERIVADAS PARCIALES DE LA FUNCION DE VARIAS
VARIABLES

Definicién. El limite de la razén del incremento parcial
A, z respecto a z, en relacién al incremento Az, cuando Az tiende
a cero se llama derivada parcial respecto a z de la funcién z =

= f{z, y)-
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La derivada parcial respecto a x de la funcién z = f (z, ) se
designa por uno de los simbolos siguientes:

vy i e O B

o fxlz W) it -a-;
De tal modo, segin la definicién:
% _ im As _ lim flz+ Az, y) — 1= )y
dx bx=+1D Ax—+0 Az

Andlogamente, la derivada pareial respecto a y de la funcién
z = | (z, y) se determina como el limite de la razén del incremento
parcial de la funcién Az respecto a y, en relacién al incremento Ay,
cuando Ay tiende a cero. La derivada parcial respecto a y se designa
por uno de los simbolos siguientes:
P |
z#' fln ay| ay .

Asi,

0% _ jim B8 _ i B VAN —FEE Y
9y ap-o Ay ap—o Ay

Observemos que A,z se caleula manteniéndose y invariable
y Az, manteniéndose z invariable; se llama derivada parcial de la
funcién z = { (z, y), respectoaz, a la derivada de esta funcidn respec-
to a z, calculada en la suposicién de que y es constante. Se llama
derivada parcial de la funcién z = f (z, y). respecto a y, a la derivada
de esta funcién respecto a y, calculada en la suposicién de que z es
constante, )

De la definicién formulada se deduce gue las reglas para calcular
las derivadas parciales son las mismas que se utilizan para calcular
la derivada de las funciones de una variable; es preciso, solamenta,
tener en cuenta, respecto a qué variable se busca la derivada.

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales % ¥ —%;—- de la funeitn
s=ux%sen y.
Solucléno. "
g1, o ey
-5‘-—.2:55“ Wi % =% cos v,
Ejemplo 2.
g=2z¥,
Aqui
8
2z =V,

[

-—é-;nz:vlnz.
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Las derivadas parciales de una funcién de cualguier némero
de variables se hallan de manera analoga. Por ejemplo, si tenemos
la funcién u de cuatro variables z, y, z, &

u=f(zy 51
entoncea:

?_‘_‘: lim f{x+ MI ya Z, ‘)_!{z! U z, t}l
9% az=o Az

e (R TR Rt A
] Ay =0 dy

ete.

Ejemplo 3.
o=zl ¥ g8,

=
:x—“mz.:—i—iz’; W_2g|; %—321.1‘; %-n’.
§ 6. INTERPRETACION GEOMETRICA
DE LAS DERIVADAS PARCIALES
BE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sea
z=f{(z y)

una ecuacién de la superficie representada en la figura 172,

Tracemos el plano 2 = comst. La interseccién de este plano.
con la superficie determina la curva PT. Examinemos en el plano
Ozy un punto M (z, y) para z dado. Al punto M le corresponde el
punto P (z, y, z), de la superficie z = f (z, y). Manteniendo z inva-
riable, demos a la_variable y un incremento Ay = MN = PI".
La funcién z recibira el incremento A,z = T'7” [al punto N (z, y +
+ Ay} corresponde el punto T (z, y + Ay, z + Ayz) de la super-
figie z = f (z, Y)}.

La razén %,_z eg igual a la tangente del Angulo formado por la
secante PT con la direccién positiva del eje Oy:

Az _ wrPT.
Ay

Por consiguiente, el limite:
Az dz

ap=o Ay Ay
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es igual a la tangente del dngulo p formado por la linea tangente PB
a la curva PT en el punto P con diréccidn positiva del eje Oy:

dz
a—y= lg{ﬂ.

Por tanto, el valor numérico de la derivada parcial % es igual

Fig. 172

a Ia tangente del angulo de inclinacion de la linea tangente a la curva
definida por la interseccién de la superficie z = f (z, y) con el pla-
no z = const.

5 _ e
De modo semejante el valor numérico de la derivada parcial 0—:

es igual & la tangente del dngulo a formado por la linea tangente
a la curva definida por la interseccion de la superficie z = f (2. ¥)
con el plano y = const. )

§ 7. INCREMENTO TOTAL Y DIFERENCIAL TOTAL

Segiin la definicién de incremento total de la funcibén z = f (z, y),
tenemos (§ 3, cap. VIII):

Az = f (z + Az, y + Ay) — [ (=, ¥). (1
Supongamos que la funcién f(z, y) tiene derivadas parciales

continuas en el punto estudiado (z, y).
Expresemos Az mediante las derivadas parciales. Sumando
{{z, y + Ay) al segundo miembro de la ecuacién (1) y restando
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esta expresién, tenemos: ;
Az=1f (z+ Az, y+Ay) —f(z, v+ AL 1f (2, y -+ By) — f (2, 9] (2)
El segundo sumando,

f(x, ¥+ dy) “"i(:' y}\

comprendido entre corchetes, puede considerarse como la diferen-
cia entre dos valores de una funcién de una sola variable y (el valor
de z permanece constante). Aplicando el teorema de Lagrange a esta
diferencia, tenemos

fla ut 80— gy = by L8, @
donde y estd comprendida entre y e y + Ay.

Del mismo modo, el primer sumando de la ecuacién (2) puede
ser considerado como la diferencia entre dos valores de una funcién
de una sola variable r (el segundo argumento permanece constante
e igual a y + Ay). Aplicando a esta diferencia el teorema de
Lagrange, tenemaos:

df [z, ¥+ Ay)
dr "

fle+ Ar, y+ Ay) — [z, ¥+ Ay)= Az (4)

donde r esti comprendida entre
xry x-+ Az
Introduciendo las expresiones (3) y (4) en la ccuacién (2), obte-
nemos:
Az 9@ g+ By) +oag de n &

Az =
da iy

Segin la hipdtesis, las derivadas parciales son continuas, de donde:

lim (@ ¥+ Ay 0f g

Ax o0 dr dr
Ay -+ (6)
Wi
Vime M w) o )
Ax = ay dif
An -0

puesto que z e y estin comprendidas primero entre x y x + Az,
y segundo, entre y e y |- Ay, entonces z e y tienden a x e y, respecti-
vamente, cuando Ar — 0 y Ay — 0. Por consiguiente se puede
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escribir las ecuaciones (6) en la forma:
@ v+ By _ @y

dx ar L
e _ @y “
dy ay

donde las magnitudes y, y y: tienden a cero, cuando Az y Ay tienden
a cero (es decir, cuando Ap = V Az* + Ay* — 0).
En virtud de las igualdades (6”) la expresién (5) tomara la forma:

a .
Az — af (x, ) Az + f (x, ¥) 6y+‘f|ﬁl’+ﬁ,ﬁy- (5)
dx dy

La suma de los dos altimos términos del segundo miembro es una
infinitesimal de orden superior con relacién a Ap = VAT + Ay
T

En efecto, la razén Tix — (0 para Ap — 0 puesto que y; es una

infinitesimal, y :—:, una magnitud acotada (‘i—il < 1). De modo

semejante se comprueba que ?ZTT!—-{]

La suma de los dos primeros términos es una expresién lineal
respecto a Az y Ay. Cuando [ (z, ¥) = 0 y f}, (z, ) 5= 0, esta expre-
sion es la parte principal del incremento, diferenciindose de Az
en una infinitesimal de orden superior con relacién a

&p=vm

Definicién. La funcién z = f (z, y), se llama derivable en el pun-
to dado (z, y), si su incremento total (A,z) en este punto puede ser
presentado en forma de una suma de dos términos entre los cuales el
primero es una expresién lineal respecto a Az y Ay, y el segundo,
una infinitesimal de orden superior con relacién a Ap. La parte
lineal del incremento se llama diferencial fotal y se designa por el
simbolo dz o df.

De la igualdad (5°) se deduce que, si la funcién f (z, y) tiene
derivadas parciales continuas en el punto dado, entonces la funcién
es derivable en este punto y su diferencial total es

di=f.(z, y) bz + f, (z, y) Dy
Podemos escribir la igualdad (5°) en la forma:
Az = dz - Az + y.Ay,
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y con la precisién de hast ainfinitesimales de orden superior con rela-
cién a Ap se puede escribir la siguiente igualdad aproximada:

Az =~ dz.

Los incrementos Az y Ay de las variables independientes se llaman
diferenciales de las variables independientes z e y y se designan
respectivamente por dr y dy. Entonces, la expresion de la diferen-
cial total toma la forma:

af af
dz = ——dz 4+ ——dy.
¢ dr Wik dy ¥
Por consiguiente, si la funcién z = f (z, y) tiene las derivadas

parciales continuas, ésta es derivable en el punto (z, y) v su dife-
rencial total es igual a la suma de los productos de las derivadas

Fig. 173)

parciales, multiplicadas por las  diferenciales de las variables
independientes correspondientes.

Ejemplo 1. Hallor fa diferencial total ¥ ¢l ineremento total de la funcion
z — xy en el punto (2; 3), para Ar = U1, Ay = 0,2,

Solucion.
Az=(r+Ax) (y+Ay)—zy =yAx 4-2Ay -Az Ay,
dz dz
d== Edr-l— Edy:yds-[vxdu—p\z Ay,

Por consiguiente,
Az 3a0,1-4-2.0,24 0,1-0,2=0,72;
dz = 3.0,1 +-2.0,2=0,7.
La figura 173 ilustra este cjemplo 1.
Lus razonamientos y definiciones anteriores pueden extenderse,

de modo correspondiente, a las funciones de cualquier nimero de
argumentos.
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Sea w =] (2, ¥y 2, Uy + . .y t), una funcién de cualquier nimero

de variables en la que todas las derivadas parciales ﬂ- : g—; “iy i—{
son continuas en el punt.o (.z. Yi Siithyaay Bla expm:én'
af af af
dw = —— ir d —dz 4 ... —dt
7z + Y+ o f + >

serd la parte principal del incremento total de la funcién y se lla-
maré diferencial total. Del modo semejante que en el caso de una
funcién de dos variables se puede demostrar que la diferencia
Aw — dw es una infinitesimal de orden superior con relacién

a V{azP + (A) + ... + (A2

Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la funcion w = &% sen? 2,
de tres variables r, y, 2.

Soluei6n. Obgervando que las derivadas parciales

TV gope 2,
ar
i b 1,
Em = 2y sen? z,
D o ¥ gon s g0 e W son 22
dz
son coptinuas para todos los valores de =, y, =, tenemos:
[i]
du= g: dx -} 6: dy {--—-—- dz —-e““ H (2x sen? ¢ die <2y sen® 2 dy -+ sen 2z dz),

§ 8. APLICACION DE LA DIFERENCIAL TOTAL
PARA CALCULOS APROXIMADOS

Supongamos que la funcién z = f (x, y) es derivable en el punto
(z, y). Hallamos el incremento total de esta funcidn:

= flz 4 Az, y + Ay) — ] (=, yh

de donde:
flz+ Az, y + Ay) = F 2, g) + Az )
Tenemos ya la férmula aproximada:
Az = dz (2)
donde:

af af :
d-—:——&z —-—i- 3)
R +ayry (3)
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Sustituyendo Az en la f6rmula (1) por la expresién desarrollada
para dz, obtenemos la férmula aproximada:

af (z,

fle+ Az, v+ Ay) = [(z, W)+
dx

D art AED py
ay

en la que el error se expresa en unas infinitesimales de orden supe-
rior respecto a Ax y Ay.

Mostremos cémo se usan las férmulas (2) y (4) para realizar
cilculos aproximados.

Problema. Calcular ¢l volumen del material necesario para fabricar un vaso
cilindrico de las dimensiones siguientes (fig. 174):
radio interior del cilindro, ﬁi:
altura interior del cilindro, #;
espesor de las paredes y del fondo del vaso, k.

Fig. 174

Solueion. Dewmos dos soluciones del problema: la exacta y la aproximada

a) Solueién exacla. El volumen buscado v es igual a la diferencia entre
log volimenes de los cilindros exterior e interior. Como el radio del cilindro
exterior es R 4+ &k, v la altura es i 4 k, tenemos:

v=n (R4k)(H 4 k)—nR3H,

=g (2RI k- K2k - k2 2RE2 4 &9). (a)

I Solueién aproximada. Designemos por f el volumen del cilindro interior;
entonces, f = nRYH. Esta es una funcion de dos variables, R y H. Si aumenta-
maos en k las magnitudes B y #, la funcién f recibira el incremento Af, el cual
constityue el volumen buscado o, es decic, v = Af.

En virtud de la expresion (1), tenemos una igualdad sproximada:

v = df
0 =ea
af

: af
v o .ﬁff-l-ﬁdﬂ.
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FPuesto que
af _ L] —— AR =
T i 2nRH, -FE—::R . AR=AH =k,
tenemos:
v == (2RH x4 R3k), (6)

crarmdu los resull.adns (5) ¥ (6) vemos que éstos se diferencian en una
mmnu o (Hk* + 2R 4 k'). compuesta solamente por Wérminos que con-
tienen k al cundr.da { al cubo

Apliquemos estas férmulas en los ejemplos numéricos,

Sean R = 4cm, H=20 cm, k = 0,1 em. Aplicando (5), obtenemos el volu-
men exacto:

v=m(2-4:20.0,1 +42.0,14-20.0,1242.4.0,42 0,13) == 17,881 n.
Aplicando (8), obt el vaol aproximado:
v (242000, 4 4%.0,1) = 17,6n.
fi la aproximada 9)5) oblenemos una
respuesta con un error inferior a 0,3x, lo que constituye 100-
menos del 2% del valor medido.

Por iguiente te la

TT881% 8, s decir,

§ 9. UTILIZACION DE LA DIFERENCIAL
PARA EVALUAR EL ERROR DE CALCULO

Sea u=f(x, ¥, %z, ..., 1), una funcion de las variables z, y,
S A
Supongamos que la evaluacion de los valores numéricos de las magni-
tudes r, y, 2, . . ., ¢ se hace con cierto error correspondiente a Ar,
Ay, ..., At. En este caso, el valor de u, calculado a base de los
valores aproximados de los argumentos, sera también determinado
con cierto error Au

Au=f(x+Azy+ Ay, .. 2+ Azt A) —f(zy, 2.0 0).

Cuando los errores Arx, Ay, ..., At son conocidos, podemos
evaluar también el error Au.

Siendo los valores absolutos de las magnitudes Arx, Ay, ...
..., At, suficientemente pequefios podemos sustituir el incremento
total por la diferencial total y obtener la igualdad aproximada:

Aus jf pet 2L "" Ayt ...+ a; At.

Aqui los valores de derlvadas parciales y errores de los argu-
mentos pueden ser tanto positivos como negativos.

Sustituyéndolos por los valores ahsolutos, obtenemos la des-
igualdad:

| Au| < [ L4

|Az1+“” ’Idu!+---+l ‘IM[ (1)
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Designando por | A*z |, |A*y |, ..., | A*u| los errores
absolutos méximos de las magnitudes correspondientes (limites
de los valores absolutos de los errores) se puede, evidentemente,
admitir:

. =£t] " ]1‘ . '@‘_f‘ .
| A%) \6: | %)+ | 2|18 |1 @

Ejemplos
1. Sea: u=rx+y+z enlonces:
[A%u|=|A%x (4| A%y || A%z
2, Sea: u=r—y, entonces:
[ A% |=]avr|+|A%|.
3. Sea: u=uxy, enlonces:
[A*u|=|z| |A*y|+y| | A*].

” x
4, Sea: an. entonces:

| A%u |- I___

Ata x| Ay
|b.,||l [|\’F| lull I.;I;I Hasy|
Sean la hipotenusa ¢ y ol cateto a del triingulo rectingulo ABC doter-

mundos con los errores ahsolutos miximes: | A*e | = 0.2; | A% | = 0.1,
Tenemos ¢ = 75 y a = 32 respeclivamente. Determinar el ingulo A por la for-

mula sen 4 '——% y el error absoluto miximo | AA |, al calenlar el dngulo A,

Selucidn. Sen .-f=ic. p =am9n%: por lanlo:
A 1 A .. - a
da  |a_—art e e Vel—az
Segin la formula (2), tenemos:
A el 0 e 02
Ve 22 75 VT — (22
= (1,00275 radiines= 9°38".
De tal “modo:
A= arvqen-?—,. - 9'38",

6. Determinado el cateto & = 121,56 m y ¢l dngulo A = 25°21°40" de
un tridngulo rectingulo A BC; los errores absolutos miximos cometidos en el curso
de li uvaluacwn ¢ estas magmluﬂcs son respeclivamente | A*b | = 0,05 m

y | A®4 | = 12"

Del.emlnar el error absoluto miximo cometido en el cileulo del cate-

to a por la formula a = bigA.
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Solueién: Segin la formula (2):

i3]
A%a =1 - A *
| 8% =18 A1 A% ] +—l | A%a).
Sustituyendo los valores correspondientes (y exy do | A*A | en radia-
nes), lenemos:
121,56 12

- = BO0 A0 . e e e, i i
1A% | =g 35" 40" 0,05+ o R 506 965

= (L0237 -+ 0,0087 = 0,0324
La razén del error Ar de cierta magnitud respecto al valor
aproximado de r se llama error relative de esta magnitud. Designé-
moslo por bz

6r—-—-.&—r,

£

La raz6n del error absoluto méiximo respecto al valor absoluto
de z se llama error relative mdrimo de la magnitud x y se designa
por |6%z |

lf'-f|=1AI|- 3
x|
Para evaluar el error relativo méximo de la funcidn u, divida-
maos los miembros de la igualdad (2) por |u | = |flz, v, 2, ..., 0|
respectivamente:
. L] ot
' at 4
TN I3 (RS 7R (PO 7 PRI
w7 Iy
Pero,
of af of
dx d dy d at d
SF=ginlfl Sh=gnlfk s = lnl .
i e n|fl f 11 7 - nl|f]

Por consiguiente la igualdad (3) se puede escribir en la forma:

3 -
{ijnml Ayl + ...

[6'u[=|a%
)

0, més brevemente:
16%] = | a*In 1] ®)
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De las férmulas (3) y (5) se deduce que el error relativo maximo
de una funcién es igual al error absoluto méximo del logaritmo de
esta funcién.

De la férmula (6) obtenemos las reglas utilizadas en los célcu-
los aproximados.

1. Sea u = zy. Utilizando los resultados del ejemplo 3, tenemos:

. *r ! i Az A’ .
(8 =l2l Azl | IyllAy]_18z2]  |AWI_ a4 6%),
lzy| | oy lz| Iyl
es decir, el error relativo maximo de un producto es igual a la suma
de los errores relativos méximos de los factores.

2, Sea ﬁ:-;—-. utilizando los resultados del ejemplo 4, tenemos:
18%u] =1 8z| 4 18%I.
Observacion: Del ejemplo 2 se deduce que si u = = — ¥, tenemos:
16 —=lAZI+18yI
lz—yl

Si los valores de x e y son cercanos entre si puede ocurrir que
| 6*u | sea muy grande en comparacién con la magnitud buscada
r — y. Esta circunstancia debe tenerse en cuenta durante los
céleulos,

Ejemplo 7. El periodo de oscilacién de un péndulo es

T
T=2n ]/—
' '

donde: 1 es el largo del péndulo; f' la aceloracidn debida a la fuerza de gravedad.

Caleular el error relativo de la determinacion de 7 por la férmula enunciada,
poniendo: © = 3,14 (con la precision de hasta 0,005), = {m (con la
precisién de hasta 0,01m), g=9,8 m/seg? (con la precisitn hasta de 0,02 m/seg?).

Solucitn: El error relativo miximo segin la férmula (6) serd:

| 8*T |=|A*InT|.
Pero, i i
In?=In 2+Inn+-,z In I-? In g.

Calculemos |A* ln T |. Teniendo en cuenta que: 1 = 3, 14, A*x = 0,005,
1=1m, A*1=001 m, g= %8 mfseg®, A*g= 0,02 m/seg?, oblenemos:
A*n | A®L | A*g 0,005 001, 0,02
COES R R K R R

Asf, el error relative méximo es:
H* = 10,0076 = 0,76%




260 Funciones de varias variables

§ 10. DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA.
DERIVADA TOTAL

Supongamos que en la ecuacién

z2=F (u, v) 85}
1 y v son funciones de las variables independientes = e y:
u=(x ¥ v="1 . (2

En este caso z es una funcién compuesta de las variables z e y.
Por supuesto, se puede expresar z directamente en funcion de re y

z = Flyg (z, 1), ¥ (=, ¥)l. (3)
Ejemplo 1. Sea
s=wdd butl; u=2 |y v=e"V 1]
enlonces,
3= (22 ) (e )T (22 ) 1
Supongamos que las derivadas parciales de las funciones
F(u,v), ¢ (z, y), $ (z. y) son continuas respecto a todos sus argu-

mentos y calculemos ok ¥ -% a partir de las ecuaciones (1) y (2),

sin recurrir a la igualdad (3).
Demos al argumento z un incremento Az, manteniendo inva-

riable el valor de y. En virtud de la ecuacién (2), u y v recibirin
incrementos Agu y Ay respectivamente.

Pero si u y v reciben los incrementos A, w y A, la funcion z =
= F (u, v) también recibird el incremento Az determinado por la
féormula (5°), § 7, cap. VIII:

8=2E Au+ O pytyidn 4.
die dv
Dividamos todos los términos de esta igualdad por Az
Az aF Au  aF A Au Av
Az du Az v ar+?‘ax+“m'

Si Az — 0, también A —0 y A — 0 (en virtud de la con-
tinuidad de las funciones u y v). Pero, en este caso v, y y2 igualmen-
te tienden a cero. Pasando al limite para Az — 0, obtenemos:

Az iz A du . A dv
s lim =—=—; lim —=—;
ax—+o0 Az dr ax—+o Ar dx Ax-+0 Az dx

lim yy=0; lim y,=0

Az =+0 Ax—+0
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¥y, por tanto,
iz dF 6:.* aF dv
S eee—— —

—= — (4
dr ou ar dv dz

Si damos un incremento Ay a la variable y, conservando z inva-
riable, obtenemos andlogamente:

0z aF du aF av.
e B i 4
dy du gy v 0y .
Ejemplo 2.
se=ln (a2 4 o)y u=e P p—at oy
iz 20 | 8z 4
Tu TuErpet T wrte!

du L _fu_qf: S'f#’< .d" ) dv
ol i ye Framtal

ay
Utilizando las férmulas (4) y (4'), tenemos:

. 2u e”+“"+ ! 1:== 2 (ue™ V¥ 2y,

dr ut-bw A +
9z 2u x -yt SRy
Ty uE |—u2 i +u‘3 + u2+ (Zuye +1)

Las férmulas (4) y (4') se generalizan naturalmente para un
mayor ntimero de variables,

Por ejemplo, si w = F (2, u, v, s) es una funcién de cuatro argu-
mentos z, u, v, 8, y cada uno de éstos depende de x e y, las férmu-
las (4) ¥ (4") toman la forma:

dw duw a.. dw du aw dv dur ds
0x oz or  u oz z?u oz T?;E'
ow _ dw dz dw du dw dv dw s )
E__ dz E EE v n‘: os (?_r,r

Si la funcidn z = F (x, y, u, v) es tal que las variables y, u, v
dependen, a su vez, del argumento z:

y=1(2) u=wo);v=1y(),
entonces, z, en esencia, es funcién de una sola variable z, y se pue-
de, por tanto, hallar la derivada g—i_.

19+



292 Funciones de varias variables

Esta derivada se calcula por la primera de las férmulas (5)
di dzdx  dzdy Gz du , 9z dv,
&= Gzaz gz T ouoz " vz’
pero, como y, u, v no dependen més que de una sola variable z, las
derivadas parciales correspondientes son de hecho las derivadas

ordinarias; ademdis, 3; =1, por tanto:

dz _dz | dzdy dz du dz dv
P T P T A T ©
La dltima se llama féormula para el caleulo de la derivada total

as (a diferencia de la derivada parcial g—:)

dz
Ejemplo 3.
= L VG, y=senz,
B gy 02 _ A . A ooes,
dx a2y d=

Segin la formula (6) tenemos
LI gz d—”=?.z+ 1 cn-:r:ﬁl:+.-_~-!-— Co8 L.,

dxr oz ' oy dr 2V 2 Vsenz

§ 11. DERIVADA DE UNA FUNCION DEFINIDA IMPLICITAMENTE

Comencemos el andlisis de este problema con el estudio de la
funcién implicita de una sola variable*. Sea y una funcién de z

definida por la ecuacién
F(z,9) =0

comprobemos el teorema siguiente.
Teorema. Sea y una funcién continua de z definida implicitamen-

te por la ecuacidn

Filz,y) =0
donde F (z, y), Fx (z, y), F} (z, y) son funciones continuas en cierto
dominio D que contiene el punto (z, y), cuyas coordenadas satisfacen
a la ecuacidn (1); ademds, en este punto Fy (z, y) = 0. Entonces
la funcién y de z tiene la derivada:

Vo —x(® )
= .
Fy(z, v

*) En el § 11 del capitulo I11 hemos resuelto el problema de derivacién
de las funciones implicitas de una variable. Hemos examinado algnnos ejemplos,
sin obtener la formula 5snoral para hallar la derivada de la funcién impl[l::iln.
Tampoco hemos aclarado las condiciones de existencia de esta derivada.
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Demostracién. Supongamos que a un cierto valor de x correspon-

de un valor de la funcién y. Aqui
F(z, y) = 0.

Demos a la variable independiente z un incremento Az. La
funcién y recibe el incremento Ay, es decir, al valor z 4 Az del
argumento le corresponde el valor y + Ay de la funcién. En virtud
de la ecuacién F (z, y) = 0 tenemos:

Fz+ Az, y+ Ay) = 0.

Por tanto,

Fiz+ Az, y + Ay) — F (z,y) = 0.

El primer miembro de la dltima igualdad que es el incremento
total de la funcién de dos variables, en virtud de la férmula (5°)
§ 7 se puede escribir

. aF aF
F(z+ Az, y+ Ay) — F iz, y)xgﬂr+a—y£\y+v. Az + v, Ay,
donde 9, y ¥, tienden a cero, cuando Az — 0 y Ay — 0. Como el
primer miembro de la iltima expresién es igual a cero, se puede
escribir

ar aF
— Az — Ay -+ Az v Ay =0.
dx ay
Dividamos la igualdad obtenida por Az y calculemos % i
ar
_.-ﬁ_y_ B g +
Az OF
oty
dy

Aproximemos Az a cero. Teniendo en cuenta que y;, y ¥y, tam-
bién tienden a cero y que % == 0, obtenemos como el limite:
ar
oz
—
oy
Hemos demostrado la existencia de la derivada y; de la fun-

cién definida implicitamente y hemos obtenido la férmula para
calcular esta derivada.

Yo= )
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Ejemplo 1. La ecuacidn
oyt —i=0

define y como funcion implicita de r. Aqui:

r =], —— =01 =2
Fz, y)=23+4y2—1, Tt S
Por consiguiente, segin la formula (1):
dy = =
dr 2y v

Observemos que la ecuacion dada define dos funciones distintas [puesto
que a cada valor de x en el intervalo (—1, 1) corresponden dos valores de y;
sin embargo, el valor hallado de v es vilido para ambas funciones.

Efemplo 2. Sca la ccuacion
eV p® Loy =0,
Aqui:
Fiz, y)= eV—e¥ -y,
aF aF
e e VL
3z eT+u dy-s,l’.

Por tanto, segin la [érmula (1) obtenemos:

dy —eTfy #F—y

dr eV -z eV Llzx®

Examinemos ahora la ecuacion del tipo
Fir, y, z2) = 0. 2)

Si a cada par de nimeros r e y, perlenecientes a cierto dominio,
le corresponden uno o varios valores de z que satisfacen a la ecua-
cién (2), ésta define implicitamente una o varias funciones univocas
zdexey.

Por ejemplo, la ecuacién

2Pt —R=0

define implicitamente dos funciones continuas z de z e y, que
pueden expresarse explicitamente, resolviendo la ecuacién respecto
a z; en este caso obtenemos:

s=VR—2F—§ y z=—V R
%2 e la funcién impli-

ay
cita z de z e y definida por la ecuacién (2).

Hallamos las derivadas parciales e ¥
dr
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Para buscar ?—i‘.:: , supongamos que y es constante, Por eso, pode-

mos utilizar aqui la férmula (1), considerando z como una fun-
ci6n de la variable independiente z. Por tanto:
oF
g dx
= ar -
dz
De modo semejante hallamos:
oF
i a
Zy=— -('-j;_ .
9z
Aqui es natural suponer que

aF
R,
dz T

Del mismo modo se definen las funciones implicitas de cualquier
niimero de variables y se calculan las derivadas parciales de las
mismas.

Ejemplo 3.
x4y aR HE(),
[ . R ¥
ér 2 PR T
Derivando esta funcion como si fuera explicita (resolviendo esta ecuacion
pecto & z), obt ¢l mismo resultado.
Ejemplo 4.
ef 22y 2450,
Aqui
Fix, y, )= +2ly+1+0,
ar aF aF
L pqyy —— =l T —ee s
=4 - 2zy; M il o= +1;
oz - ]
T ef -1 ey e

Observacién: Todos los razonamientos del parrafo anterior los
hemos realizado, suponiendo que la ecuacién F (z, y) = 0 define
cierta funcién de una variable ¥ = ¢ (z), ¥ la ecuacién F (z, y, 2) =
= 0, define cierta funcién de dos variables z — f (z, y). Indique-
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mos sin demostracién la condicidon que debe satisfacer la funcion
F (z, y) para que la ecuacién F (z, y) = 0 defina la funci6n unifor-
me y = ¢ (z).

Teorema. Sea la funcién F (x, y), continua en la vecindad
del punto (zy, yo) ¥ que tenga derivadas parciales continuas, siendo
Fiy(z, ) #0; suponiendo también que F (zo, wo) = 0. Entonces
existe una vecindad que comprende el punto (xg, yo) donde la ecuaciin
Fz, y) =0 define la funcién uniforme y — y (z).

"El teorema andlogo se cumple también para las condiciones
de existencia de la funcién implicita definida por la ecuacién
Filz, y, 2 =0,

Observacion. Al deducir las reglas de derivacion de las funcio-
nes implicitas, hemos aprovechado las condiciones que determinan
la existencia de las funciones implicitas.

§ 12, DERIVADAS PARCIALES DE DIFERENTE: ORDENES
Sea z = { {z, y) una funcién de dos variables independientes.

i N dz :; iz ;

Las derivadas parciales T felz, ¥} ¥ - 3 = fy lz, y) son,

en general, funciones de las variables » ¢ y. Por eso, éstas también

pueden tener derivadas parciales. Por consiguiente, las derivadas

parciales de segundo orden de una funcién de dos variables, son

: dz iz

cuairo, puesto que cada una de las funciones oz ¥ W puede  ser
[}

derivada tanto respecto a z, como respecto a y.

Las derivadas parciales de segundo orden se designan asi:

d2z

= fix (z, ¥); donde f se deriva sucesivamente dos veces res-

oz
pecto a 3

a* . .

a-x—aiymf;“ (x, y); donde [ se deriva primeru respecto a x, luego el
resultado se deriva respecto a y;

a® . .

ay_zx:‘f;" (x, y); donde f se deriva primero respecto a y, luege
el resultado se deriva respecto a x;

atz

_3;"’_:!;" (x, y); donde f se deriva sucesivamente dos veces res-
pecto a y.

Las derivadas de segundo orden se pueden derivar de nuevo,

tanto respecto a z, como respecto a y; como resultado oblenemos
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derivadas de tercer orden. Es evidente que serdn ocho:

Lo A
o' ' aatay ' oroyoxr’  ar oy
'z a'z © ok 'z

ayoz® ' aydxay’  aytox’ Ay
En general, la derivada parcial de n-ésimo orden es la primera
. . . . an
derivada de la derivada de (n —1)-ésimo orden. Por ejemplo, W

es derivada de n-ésimo orden. Aqui, la funcidén z estd derivada, pri-
mero, p veces respecto a £ y luego n — p veces respecto a .
De manera igual se definen las derivadas parciales de érdenes
superiores para la funcién de cualquier niimero de variables,
Fjunylo 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la funcién
f (=, ..r) e off i

Idn.
a—i 2y —;--:z + 32
j:i 2y dizjy —a‘:;:"” =2 ‘.ﬁ—L;L‘W:Z:; %'_‘:=Gy,
Ejemplo 2. Hallar of—z‘:-r; ¥ d:z_r‘, si oz pteX b oyt |,
Solucidn.

% = yle* |- 2xy; ~3§-=y’f‘ I-2y% af::n,- = 2ye* 4 6y?,

3; —2yeX | 3x2yY; d:: =2yeX | Gxy?; %::_a——-'z!ye‘—]—iiy'.
Ejemplo 3. Hallar —-——d:}-;—&_- . 8i u=g2eTHE,
Solucién,
i—:—x’e“*"" %—s”w”’“’. —a;—é—=l2y8"“ v Eiiq};“(j; =4yze~H1,

Es natural p]anle'lr el problema: ;si el resultado de derivacién
de la funcién de varias variables depende o no del orden de deriva-
cidn respecto a distintas variables? Es decir, serian, por ejemplo,
idénticamente iguales las derivadas:

R RS ; I
dx dy dy dz

#f(z, v, 1) @f(z, y 1)
dx dy ot at dx dy
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Demos la respuesta en forma del teorema siguiente.

Teorema. Si la funcién z = f(z, y) y sus derivadas parciales f,
fus foy ¥ fix estidn definidas y son continuas en el punto M (z, y) como
también en cierta vecindad de este punto, entonces en esle punlo:

&Y & v
_=— (fw = Fuxh
dr dy dy dr =)

Demostracion. Analicemos la expresion
A=If(z+ Azr, y + Ay) — [ (= + Az, )] —f (=, y + Ay) —

— [z .
Si introducimos una funcién auxiliar ¢ (z), determinada por

la igualdad

() =f(x.y+ Ay —J (= 9
se puede escribir A en la forma:

A=g(z+ Ar) — g (2).
Seghin la hipdtesis, [, esta definida en la vecindad del punto (z, y).
Por consiguiente, @ (z) es derivable en el segmento (z, z + Az),
y aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos:
A = Axq’ (2),

donde z estd comprendida entre z y r 4 Az
Pero,

@ (@) =[i (@, ¥+ Ay) —felx, )

Puesto que f;, esta definida en la vecindad del punto (z, y), fe
es derivable en el segmento ly, ¥y + Ayl; por eso, aplicando el Leore-
ma de Lagrange a la diferencia obtenida (respecto a la variable y),
tenemos:

felr, y+ Ay) — fulz, 9) = dyfay (z, ),
donde y esti comprendida entre y e y -+ Ay.
Por tanto, la expresién primitiva para A es igual a
A = Az Ayfiy (1) 1)
Al cambiar el orden de los lérminos medios, oblenemos:

A=If(x+ Az, y + Ay) —f (z, y + Apl=I/ (& + Az, y)—] (z, ¥)].
Introduzcamos la funcién auxiliar:

‘t‘(y) =flz+ Az, y) — [ (=, W).
Entonces:

A=y + Ay) — ¥ ().
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Aplicando otra vez el teorema de Lagrange, tenemos:
A= Ayyp (1)
donde y estd comprendida entre y e y + Ay.
Pero,
V) =1+ Az, y) —fi(, ).
Aplicando una vez mas el teorema de Lagrange, obtenemos:
fo @+ Az, y) —f, (z, y) = Axfie(z, y),
donde x esti comprendida entre z y z + Ax.
Asi, la expresion primitiva para 4 se puede escribir en la forma:
A= AyAaf;. (x, B). )
Los primeros miembros de las igualdades (1) y (2) son iguales
a A, por consiguiente son iguales también los segundos miembros,
es decir,
ArAufi, (, ¥) = Aubdafy, (z, y),
de donde
falx, =1 y)
Pasando en esta ecuacion al limite, cuando Az — 0 y Ay — 0,
obtenemos:

lim [ (7, )= lim fZ(@3 B
Ax -0 Ax =10
Ay -0 Ay =0
Como las derivadas fi, vy fi« son continuas en el punto (z, y),
tenemos: -
lim fo, @ 9 =FfL »y lim fi(@ ¥ =7k V.
Ax =0 Ax—=0
Ay == 0 Ay =0
En definitiva:

fi‘lh'{zl y)=ﬂr'.v('ri 5«')
y queda asi demostrado el teorema.
El corolario del teorema demostrado es: si las derivadas parcia-
a"f d"f ;
—_—— —————, son continuas, entonces:
dahuy™ " y dy"rout
af af
ko n=k

az" dy oy

"

Un teorema andlogo es vilido para la funcién de cualquier
niimero de wvariables.
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Ejemplo 4. Hallar

_“___aﬂu A—-—?-BL-— si u=¢* sen z
Gz oy0i J agozoz ' O U=€ s
Solueion.

du *u

w-uyrﬂfscnl. 5oy
du

dx dy dz
I

dy dz dz

Por lo tanto

=Xl gen £4-zye™V son £= eV (1 4-zy) sen £,

P
dr dz

=XV ({4 2y) cos z; —:—:‘-Il—u:s’!f SO0 ) == re*¥ cos z;

= g%l cO8 4 zye®V cosz=e*V (1 | zy) cos z,

@

dzxdyos  oyozor
(véase, ademis, los ejemplos 1 y 2 de este pirralo).

§ 13. SUPERFICIES DE NIVEL

Supongamos que en el espacio (z, y, z) existe un dominio I en

el cual esti dada la funcién
u=u(x y 2 (1)

Suele decirse en este caso que en el dominio D esta dado el
campo escalar. Si, por ejemplo, u (r, y, z) designa la temperatura
en el punto M (z, y, 2), se dice que estd dado el campo escalar de
temperaturas, Si el dominio D ha sido llenado con liquido o gas y la
funcién u (z, y, z) designa la presién, se trata del campo escalar
de presiones, etc.

Examinemos los puntos del dominio D, donde la funcién u (z, y, 2)
tiene un valor constante e:

uiz, ¥, 2 =c¢ (2)

El conjunto de estos puntos forma una superficie. Al tomar otro
valor de ¢, obtenemos otra superficie. Estas superficies se llaman
superficies de nivel.

Ejemplo 1. Sea

P T
u(x, Yy 3) _TI i

el campo escalar. : -
Las superficies de nivel serin:

oyt 22
TtotE—"

es decir, elipsoides cuyos semiejes son 2 Ve, 3 Ve, 4 Ve.
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Si u es funcién de dos variables z e y:
u = u(z, y),
las ssuperficiess de nivel serin ciertas lineas en el plano Ozp
ufz, yy=c¢ (2"

que se llaman lineas de nivel.
Si ponemos los valores de u a lo largo del eje Oz:

z = u(z, y),

las lineas de nivel en el plano Ozy serén proyecciones de las lineas
que se obtienen en la interseccién de la superficie z = u (z, y) con

5
Z é}-

]
=]
™

Ty

LT
1T

TN R
1

=1
1

/‘——-—__——.H M
/ LT | :“"\
(e la)iv
W

Fig. 175 Fig. 176

e

los planos z = ¢ (fig. 175). Conociendo las lineas de nivel, es ficil
estudiar el caricter de la superficie z = u (z, y).

Ejemplo 2. Determinar las lineas de nivel de la funcién = = 1 — 2% — 43,
Las lineas de nivel serdin las lineas representadas por la ccuacion 1 — 2% — p? =
= e. Estas son circunferencias de radio 1/1—¢ (fig. 176). En particular,
fo ¢ = 0, obt la circunferencia z* -+ y* = {.

§ 14. DERIVADA SIGUIENDO UNA DIRECCION

Examinemos la funcién u = u (z, y, z) y el punto M (z, y, 2)
dados en el dominio D. Del punto M tracemos el vector 8, cuyos
cosenos directores son cos a, cosfi, cosy (fig. 177). Analicemos un punto
My (x + Az, y 4+ Ay, z -+ Az) sobre el vector § a una distancia
As de su origen. Entonces:

As =V Az + Ay + Az
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Supongamos que la funcién u (z, ¥, z) es continua y tiene deriva-
das continuas respecto a sus argumentos en el dominio D. Aniloga-
mente a lo hecho en el § 7, repr temos el incr to total de la
funcién asi:

du

dig due
ﬁf::.Irdr-kd—yAy—i-a—zM-{-e,ﬂr-{-&_.ﬂy-i—egﬁx, 1)

donde &;, e, v £3 lienden a cero, cuando As — 0. Dividamos todos

Fig. 177 Flg. 178

los miembros de la ignaldad (1) por As:

Az
As

As  dr As | dy As | dz As

Au  ou Ax +£1_.- Ay | dn Az

A A
+?|—£+?z—a§—+ﬂs (2)

Es evidente que

Ar Ay Az
——=c0sa, ——=co08f, ——=cosy.
As As As

Por tanto, la igualdad (2) se puede escribir en la forma:
Au he du du
K——a}cosa + Eﬁcusﬂ—l— -a-zcusy-!—

+ egcosa 4 e,c08 fl 4+ egc08 . (3)
El limite de Ia razén '(;L_L para As—» 0 se llama derivada de la fun-
cidn w = u (x, y, z) en el punto (x, y, z), siguiendo la direccion del

vector &, y se designa por d_l: , es decir,

(4
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De este modo, pasando al limite en la igualdad (3), obtenemos:

du du u [
I=Esmsa+3}msﬁ+3§ws?' ()

De la formula (5) se deduce que, conociendo las derivadas par
ciales, es facil hallar la derivada siguiendo cualquier direccién §.
Las propias derivadas parciales se presentan como caso particular
de la derivada segiin la direccion. Asi por ejemplo, para a = 0,

n b3
p= o = 5o tenemauos:
du  du du no. du n 1
=m0t gt gt T =5

Ejemplo. Sea la funcidn
we=x? o y?d o2,
Hallar la derivada %. en el punto M (1, 1, 1)
a) siguiendo la direccion del vector 8 —24-} 7| 3k;
b) siguiendo la direccién del vector 8§ = i -+ J - #&.
Solucidn. a) Hallemos los cosenos directores del vector 8;:

Por consiguiente,
du ou 2 du du 3
PR S e e e e, S e S e
L T T B Ve TR VA T

Las derivadas parciales en ¢l punto M (1, 1, 1) son:

du E du du
T
= S du Jm " a Jar
Asi,
an 3 2 b2, 1 2. 3_ _ 12
dsy Vi Vi Via Via

b} Hallemos los cosenos directores del vector Sy

N Cﬂﬁﬂ=—1_ - rmv=--!-

1
V3 Vi V3

tos =
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Por tante,

b o 1 05 1
w Attt yE

Observemos que

16 -
2= =2 /3.
RREVZ eV i *
2V3>V1—§3”"E- 178).

§ 15. GRADIENTE

En cada punto del dominio D en que se da la funcion w=u (z, y, z)
determinemos wun vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de

coordenadas son los valores de las derivadas parciales o 4 o ' v [
dz’ dy’ oz
esta funcion en el punto correspondiente:
du du u
grsdu—.a—z€+é;j+a&. 1)

Este vector se llama gradiente de la funcién u (z, y, z). Se dice
que en el dominio D estd definido el campo vectorial de gradientes.
Demostremos ahora el teorema que determina la relacién entre
el gradiente y la derivada siguiendo la direccidn.

Teorema. Sea el campo escalar u = u (z, ¥, 3) en el que esti
definido el campo de gradientes

du e, du
gradu = = i+ (E,j -+ 7 k.

La derivada %‘-; siguiendo la direccidn de un cierto vector & es igual

a la proyeccién del vector grad u sobre el vector S.
Demostracion: Examinemos el vector unitario 8% que corres-
ponde al vector §:
8O = dcosa +fcosf + X cosy.
Calculemos el producto escalar de los vectores grad u, y 8%

du e du
N = — — 2 2
gradu. 8" Facos e+ aywsﬂ-I- 520087 2

El segundo miembro de la ignaldad (2) es la derivada de la
funcién u (z, y, z) siguiendo la direccién del vector S§.
Por consiguiente, se puede escribir:
grad - §° = _‘?‘f__
o8
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Si designamos por ¢ el dngulo entre los vectores grad u y §°
(fig. 179), podemos escribir:

| grad u|cos g e 8 (3)
as

s G &
proyeccion -8 gradu — - (4)
s
Queda asi demostrado el teorema,
Partiendo del teorema demostrado, podemos establecer la relacién
entre el gradiente y la derivada en el punto dado siguiendo cualquier
direccién. En el punto dado M (r, y, z) conslrnimos el vector

Fig. 179 Fig. 180

grad u (fig. 180). Formemos una esfera en la cual el vector grad u
es el diimetro. Tracemos el vector 8, partiendo del punto M.
Designemos por 2 el punto de interseccién del vector & con la super-
ficie de la esfera. Hs evidente que MP = |gradu | cosq, si ¢ es
el angulo entre las direcciones del gradiente y el segmento MP

d ‘ &
(siem!u P << i,) , es decir, MP = rf;‘ . Esta claro que si el vector §

toma la direccién contraria, la derivada cambia de signo, pero su
valor absoluto permanece invariable.

Determinemos algunas propiedades del gradiente,

1) La derivada en el punto dade, siguiendo la direccion del vec-
tor S, tiene el valor mirimo, si la direccién del veetor 8§ coincide con la
del gradiente. Este valor mdazimo de la derivada es igual a | grad u .

Esta afirmacion es vilida lo que se deduce directamente de la

. {7 1 o
igualdad (3); £ tiene el valor miximo, cuando ¢ = (), en este caso:

i
ZL = | gradul.
s
2) La derivada, siguiendo la direccidn del vector, langente a la
superficie de nivel, es igual a cero.
Esta afirmacién se deduce de la férmula (3). En efecto, en este

21—544
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fp=%. cosp=10 y ﬁu_z}gradu]aussp={).
s

Ejemplo 1. Sea la funcidn:
w=x oyt 22,

a) Determinemos el gradiente en el punto M {1, 1, 1). La expresiin del

gradiente de la funcién dada en el punto arbitrario seri:
gead o =2ed L 255 - 22k,
Por consiguiente,
(grad u)y =26 127 -2k, | grad u |y =213,

b} Determinemos a derivada de la  funcion «

en el punto M (1, 1. 1) siguiendo la direccion del
gradiente. Los cosenos directores del gradiente serin:
2 i
L T ——
m--22a 02 3
cnsﬂ-:m‘—_-. cusv:—i—-.
V3 \E]
Por consiguiente,
Fig. 181 .‘.i.!‘._ =2 —.j'ﬁ— s _._l._— 4.2 I_ _:j'lj
is V3 TTVE T TVa :
es decir,
::: =|grad u|.

Ohbservacion. Si u = u (z, ¥) es una funcion de dos variables
el wvector

1 au ., odu
Frac n.xa_r. -+ fE
estd en el plano Gry. Demostremos que grad w es perpendicular a la
linea de nivel u (z, y) = ¢, la cual se halla en el plano Ozy y pasa
por el punto correspondiente. En efecto, el coeficiente angular k&,
de la tangente a la linea de nivel u (z, y) = c serd igual a b, = — Bal

Ly

El coeficiente angular &, del gradiente es igual a k, =%E’—. Es evi-
o

dente que ke = —1, lo que comprueba que nuestra afirmacion
es védlida (fig. 181). La propiedad andloga del gradiente de una
funcién de tres variables serd establecida en el § 6 del capitulo IX.

Ejemplo 2, Hallar el gradiente de la funcién u= 3_; +—y§- (fig. 182) en
el punto M (2, 4).
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Solueién. Aqui:
du . du 2 _ B
Tz =Flwe=2 =g ui=g.
Por tanto,
grad u-:2!+§ J.
La ecuacidn de la linea de nivel (fig. 183) que pasa por ¢l punto dado serd:

= 22

IS T i

]
{MI24)

M gradu
Fig. 183

§ 16. FORMULA DE TAYLOR PARA UNA FUNCION
DE DOS YARIABRLES

Supongamos que una funcién de dos variables
z=f(z, y)

es continua, lo mismo que todas sus derivadas parciales de orden
hasta (n + 1) inclusive en cierta vecindad del punto M (a, b).
Entonces se puede representar la funcién de dos variables, al igual
que se¢ hizo en el caso de la funcién de una variable, (véase § 6,
cap 1V), como la suma de un polinomio de n-ésimo grado, desarrolla-
do =egin las potencias enteras de (r — a) e (y — &) ¥ un resto.
Demostremos después que para n = 2, esta formula tiene la forma:

f oy )= A+ D (z—a)+ E (y—b)+
+3;-!-[11(1—ﬂ)3+2f3’(x—ﬂ)(y—b)—'rc(y-—b)’}+Rz' (1)

donde los coeficientes 4,, D, E, A, B, (' no dependen de z e y,
mientras que el resto R, tiene una estructura aniloga a la del término
complementario de la formula de Taylor para una sola variable.
Apliquemos la féormula de Taylor para la funcién f (z, y) de una
sola variable y, considerando z constante (hasta los términos de
20
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segundo orden):

f@ =1t b:+”"ff; (z, b)+

— o, N .
+ =0 e 0+ S e . @

donde M; = b 4 0, (y — b), 0 < 0, < 1, Utilizando la formufa de
Taylor, desarrollemos las funciones f (z, b)., f, (x, b), [*,, (z, b) segin
las potencias enteras de (x — a), hasta las derivadas mixtas de
tercer orden inclusive:
—a

flz, By=/(a b+~ :

Fela, B)+

o Y 3
E—0 o )+ E Lk 0 D

1-2 1.2.3
donde & = z 4 0, (x —a), 0 <0, < 1;

“f-

fe B=fie 0+ 0+ E S G @
donde Ex = x4 03 (x —a), 0<"0;<"1;
fory @ 6) =fra (@, &) = fyoe (Bar ), )
1

donde E3 =z + 0, (x —a); 00, <<1.
Introduciendo las expresiones (3), (4) y (5) en la formula (2),
obtenemos:

fe =1t b+ e 0+ e b+

(2 —a) . y-—-b{, r—a,.
+ 1.2.3 r:—.n:(gh b)"‘—_‘i iu {a, b) + 1 ﬁ;: (‘1» b) +
—a)* . — 0. T—a .0
e e |+ U [ v+ S 0 |+

— b .
+ %‘ﬁ_ifwu {z, n).
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Disponiendo los niimeros como se indica en la férmula (1),
obtenemos:

flz, =/fla, )+ (z—a)fcla, Y+ (v — b) f, (a, D)+
+ o le— 0 fale, B+26—0 4~ @ b+

+ O — 05 (@, D]+ -S’I—nx — 0 e (B B)+

+ 3(z —a)* (¥ — B) funy (B, ) + 3(z — @) (y — )" fipy (B, )+
+— 0’ fiyla ) (6)
Esta es la formula de Taylor para n = 2. La expresién

- %uz — @) [ (B B+ 302 — @)y — B ey (B D+
+ 3z —a) (v — b fipy (Bn )+ (¥ — B fpy (2, W]

se llama término complementario. Pongamos shora r — a = Az,
y—b= Ay, Ap =V {(ADT T (Ay):, y transformemos HRa:

_1[Ad Az’ Ay ..
Hz—i[d_p‘.,ﬂmx(gh b+ 3 A fea (B )+
. Az Ay*

1382 e eyt i—;’;f;;;,. @ n)] Ap'.

Ap?

Puesto que | Az | << Ap, | Ay | << Ap, y las terceras derivadas, segiin
la hipdtesis, son acotadas, el coeficiente de Ap® es limitado en el
dominio examinado. Designemos este coeficiente por a, y escribamos:

Ry = agAp.
La férmula de Taylor (6) para n = 2 toma la forma:
fle, y)={(a, b) + Azf.(a, b) + Ayf, (a, b) +

1, .8 . . "
+ 5j[Afie (@, ) + 207 Ayfs, (a, b) + Ay'fyy (a, )]+ e Ap™. (6)

Para cualquier n la férmula de Taylor tiene una forma semejante.

§ 17. MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION
DE VARIAS VARIABLES
Definicion 1. Se dice que la funcién z = f (z, y) tiene un méxi-
mo en el punto My (o, o) (es decir, cuando r = x, ey = yo) si
flro. yo) = [ (z, y)
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para todos los puntos (z, y) suficientemente préximos al punto
(o, yo) v distintos de este punto.

Definicion 2. De modo igual se dice que la funcién z = | (z, y)

tiene un minimo en el punto M, (x5, W), 8i
7 (xoy yo) <1 (=, y)

para todos los puntos (r, y) suficientemente préximos al punto
(xa, o) y distintos de este punto.

El maximo y el minimo de una funcion se llaman extremos de
esta funcién, es decir, la funcién admile un extremo en un punto
dado, si tiene un maximo o un minimo en esto punto.

z=(e-1Fely 2f-1

Ejemplo 1. La funeiin
s=(z—10{ (y—22—1
alcanza el minimo para = = 1, y = 2, es decir, en el punte (1, 2). Efectiva-
mente, ( (1, 2) = — 1 y como (z — 1)* y (y — 2)* son siempre pasitives para
x5 1, y + 2, entonces:
(=12 (g—22—1 >—1
s decir,
flz, 9)2=F(1 2).
En la figura 184 se da la interpretacién geométrica de este resultado.
Ejemplo 2. La funcién :=%-—sm(:‘+ 4% admite un méxime cuando
=0, y=0 (es decir, en ¢l origen de coordenadas, véase la figura 183).
En efecto

1
110, O =
En el interior de la superficie z%-4- y==%- tomemos un punte (z, y)

distinto del punto (0, 0); entonces, para 0 < :‘3+y‘l{%— lenemos:

sen (234 y?) >0
¥ por eso
1
fe =g —sen @4 < 5
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es decir,
@, wy< 1{0, 0), .

La definicion de méximo y minimo de la funcién se puede
formular del modo siguiente:

IHagamos z = 7y + Az, y = ¥ + Ay; entonces:
fla, ) —Ff(x. y) =f(x + Az, yo + Ay) —f (%, W) = Af.

1) Si Af <0 para todos los incrementos suficientemente peque-
fios de las variables independientes, la funcién f (x, y) admite un
mdzrimo en el punto M (x5, yo).

2) 8i Af = 0 para todos los incrementos suficientemente peque-
fios de las variables independientes, la funcién f (z, y) admite un
minimo en el punto M (xy, yo).

Estas definiciones son igualmente vélidas para una funcién
de cualguier nimero de variables.

Teorema 1. (Condiciones necesarias para la existencia de un
extremo).

Si la funcidn z = [ (x, y) toma un extremo, cuando * = e y =
= Yo, entonces cada derivada parcial de primer orden de z o bien se
anula para estos valores de los argumentos, o bien no existe.

En efecto, demos a la variable y un valor determinado, y = yo.
Entonces la funcién f (z, i) sera la funcién de una sola variable z.
Puesto que la funcién tiene un extremo (miximo o minimo) cuando

T =y, por consiguiente, (z—;]h“es igual a cero, o no existe. De
= o
modo semejante se puede demostrar que (g—;)x . es igual a cero
! X=X
=l

0 no existe.

Este teorema no es suficiente para estudiar el problema de la
existencia de los valores extremos de la funcién. Sin embargo, si
estamos seguros de que existen los extremos, este teorema nos permite
hallar sus valores. Il'n caso contrario es preciso hacer un estudio
mis detallado.

. . .2 = . dz
Asi por ejemplo, la funcion z==22—g? tiene las derivadas T

iz
B — 2y, que se¢ reducen a cero cuando 2 — 0, y=1U.

Sin embargo, la funcion no tiene miximo ni minimo para los valores indi-
cados. En efecto, esta funcidn es igual a cero en el origen de coordenadas,
mientras que en la vecindad inmediata de este punto, toma tantos valore posi-
!.;\'05 como negativos. Por consiguiente, el valor cero noesmaximo ni minimo
(fig. 186).

1z iz
Loz puntos donde :;_,4 = 0 (o no existe) y ;?- = 0 (o no existe),

se llaman puntes eriticos de la funcién z = f (z, y).
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Si la funcioén alcanza el extremo en cualquier punto, esto puede
tener lugar (en virtud del teorema 1) slo en el punto critico.

Para estudiar las funciones en puntos criticos establezcamos las
condiciones suficientes del extremo de una funcién de dos variables.

Teorema 2. Sea [ (z, y) una funcién definida en un dominio que
comprende el punto M, (xo, yo). Esta funcidn tiene derivadas parciales

Fig. 186

continuas de hasta tercer orden inclusive. Supongamos, ademds

. que
M, (20, Yo) es un punto critico de la funcidn [(z, y), es decir:
9f (xo, %) _ af (xo, W) _ ¢
dx iy

Entonces, para x* = Xo, ¥ — Yo'

1) f (x, y) tiene un mdzimo, si
Ff (o, yo) T o, w0) ( 71 (@0, o) )“}0 g Sl v

art dy” dr dy ar*

2) f(x, y) tiene un minimo, si
&z v Pl ) ( & (z0, o) )“}0 i 7Y (2o, ) .

dx” dy” dx dy

3) f (x, y) no tiene miézximo ni minimo, si

Y (10, ) _Of(zo W) ( @ (2o o) )2 S
o ﬂyz

dat

i iy
. Pf(zoy,) *f(Toyo) (’-Tzf (%0, ¥0) :__ ;
4) si —55 S e "Tdy_-) = 0 puede existir o no el
extremo (en este caso hace falta realizar estudios mds detallados).

Demostracién. Escribamos la férmula de Taylor de segundo

orden para la funcién f (z, y) (férmula (6) § 16).
Haciendo

a=1g b=y z=1x9+ Az, ¥y = yo -+ AU
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tenemos:

ot 85, v M) =z, 3o+ LI g ACo W)y

1 [ & (zo, w0) °f (zo, Wo)
- | = Az? 4 2 =250 T8 Ax A
+5 [ + 9z 3y T Ay +

&1 (;;-2 Yo) ay’} “+ o (Ap),

donde Ap = J/Az® + Ay* y a, tiende a cero, cuando Ap— 0.
Segiin la hipotesis
af (g, o) —0 af (o, o) —0
i : dy ’

Por consiguiente,
Af = [ (2o + Az, yo+ Ay) — [ (x0, 4) =

1 &f s af
== | = AP+ 2—— Az A
2![6‘:: i dx dy 0y
Designemos por 4, B, C los valores de las segundas derivadas
parciales en el punto M; (Zg, Yo):

() (], =n (2),-0
0t Imy 7 Nazaylm, Yo Nayt ’

Designemos por ¢ el angulo formado entre el eje Oz y la direc-
cién del segmento M,M, donde M es el punto de coordenadas
M (xy + Az, ¥ -+ Ay); entonces

Ap cogq; Ay = Ap seng.
Sustituyendo estas expresiones en la férmula para Af, hallamos:

+

af af] Fay(Apf. (1)
ay

Af =—; (Ap)*[A cos® ¢+ 2B cos gsen g + Csen’ ¢ + 2a9 Apl.  (2)
Supongamos que A == 0.
Dividiendo y multiplicando por A4 la expresion comprendida
entre corchetes, oblenemos:
1 o
Af = (Ap)*

@ [fA cos q - B sen q:):+ (AC — B:) sen’p + 20, ﬁp]- 3
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Examinemos ahora cuatro casos posibles:

1) Sea AC — B* >0, A << 0. Entonces, en €l numerador de la
fraccién tenemos la suma de dos magnitudes no negativas. Estas
no se anulan simulténeamente, puesto que el primer término se

reduce a cero cuando tg @ = »—-g- , v el segundo, cuando sen ¢ = 0.

Si A <0, la fraccién es igual a una magnitud negativa que
no se reduce a cero, Vamos a designarla por — m® entonces:

A= (B[~ m + 2, Ag],

donde m no depende de Ap y ayAp — 0 cuando Ap — 0. Por tanto,
para Ap suficientemente pequeiio tenemos:
Af <0

f(zo + Az, yo + Ay) — f (0, yo) << 0.
Pero, en este caso, para todos los puntos (z, + Az, yo + Ay)
suficientemente préximos al punto (zg, ¥,) tiene lugar la designaldad
o lxo + Az, o + Ay) << f (0, o),
lo que significa que en el punto (zo, y,) la funcién f (z, y) toma
i 5

4]

tmao.
2) Sea AC —B* >0y A = 0. Razonando de modo semejante
obtenemos:

1
Af = (8p)*[m* + 2a, A]
o
. f (zo + Az, yo + Ay) > f (z0, Yo)s
es decir, f (z, y) toma un minimo en el punto (zg, yo)-

3') Sea AC — B* =<0y A = 0. En este caso la funcion no tiene
mdzimo, ni minimo. La funcién crece a partir del punto (In“yn].
cuando seguimos unas direcciones, y decrece cuando seguimos
las otras. En efecto, al desplazarnos a lo largo del rayo ¢ = 0,
tenemos:

Af =5 (A0 [A + 22, Ap] >0;

la funcién crece. Al desplazarse a lo largo del rayo @ = g, tal que

tgpy = —%, para A = 0, tenemos:
2
Af = % (Ap)* [J}i:-ﬁ—‘- sen® g + 2ty ﬂp:l <0

la funcién decrece.
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3" Sea AC — B® < 0y A < 0. Aqui la funcién no tiene mdzrimo,
ni minimo. El estudio se realiza de manera igual que en el caso 3'.

3"y Sea AC — B* < 0y A = 0. Entonces B == 0, y podremos
escribir la igualdad (2) en la forma:

8f = (A9)*[sen ¢ (2803 @+ C sen ) + 224 Ap].

Cuando ¢ es suficientemente pequeiio, la expresion (28 cos ¢ +
-+ € sen ) conserva su signo, puesto que se encuentra en la vecindad
de 2B, mientras que el factor sen ¢ cambia de signo, segin sea ¢
mayor o menor de cero (después de elegir ¢ =0 y ¢ << 0, podemos
tomar p suficientemente pequeiio, de modo que Zu,  no influya
sobre el signo de la expresion entre corchetes). Por consiguiente,
en este caso Af también cambia de signo, para diferentes ¢, es decir,
para diferentes Az y Ay. Esto significa que la funcién no tiene
maximo, ni minimo.

Asi, cualquiera que sea el signo de A, siempre sera vilida la
afirmaci6n:

Si AC — B* < 0 en el punto (xg, ¥,), la funcién no tiene miximo
ni minimo en este punto. En este caso, la superficie que representa
grificamente esta funcién puede tener, por ejemplo, en la vecindad
de este punto la forma de una silla de montar (véase la fig. 186).
Se dice que la funcién tiene en este punto un mini-mdz.

4) Sea AC — B* = 0. En este caso las formulas (2) vy (3) no dan
ninguna indicacién respecto al signo de Af. Asi, por ejemplo, para
A 5% ), tenemos:

+ 2a, .’lﬂ-’ 3

MZEZ" wmzi (A cos ¢+ B sen g)°

A

cuando @ = arctg (—%-), el signo de Af se determinaria por

el signo de 2a, y es necesario realizar una investigacion especial
(por ejemplo, mediante la férmula de Taylor de orden superior
o mediante algin otro procedimiento). De este modo el teorema (2)
queda completamente demostrado.

Ejemplo 3. Hallar el miximo ¥ el minimo de la funcidn
s=z2—xyyt4-de—2p+1.
Solucién: 1) Hallemos los puntos eriticos:

[ R gz S o
e  H dy_—z{dy—--.
HResolviendo el sistema de ecuaciones
22—y 3=0,

—r42y—2=0,
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obtenemos:
4 1

:-_'--.-3; y=--

2) Hallemos las derivadas de segunde orden en el punte critico

[-—% ; %) y determinemos la naturaleza de este punto critico:

Pz dlz @z .
B AT == C=—e—=2
A== % e 1 7

AC—B =22 (—12=3>0.
Por tanto, en el punto (-—%,—;-) la funcion dada tiene un minimo

que es igual a:

Znfn=""3

Ejemplo 4. Hallar el méaximo y el minimo de la funcién:
ze=x¥ 4 Y3 —Ddry.
Solueién. 1) Hallemos los puntos eriticos, utilizando las condiciones
necesarias para iu existencia de un extremo
iz
LI JE. T
7 J2— By
az
— 32320
o Jpt— 3z =0,
De aqui obtenemos dos puntos criticos:
Ty=1, =1y =0, yo=10.
2} Hallemos las derivadas de segundo orden:

atz az Bz 6
TR Ty g = -
3) Estudiemos la naturaleza del primer punto critico
%z Gz %z
A;(———] =g 3;(__._) =3, =[__.) —6;
drd Jroy & gz dy Jx=1 * iz dy? ] x=1
= Y=t =1

AC—B2=36—9—=27>0; A>0.
Por tanto, en el punto (1, 1) la funcién dada tiene un minimo:
“min < 1.
4) Estudiemos la naturaleza del segundo punto critico My (0, 0):
A=10 B=-—3 C=0;
AC— R = —9< 0.
Por tanto, en el segundo punto critico la funcién no tiens miximo,
ni minimo (mini—miix).
Eilimph 5. Desarrollar el nimero positivo dado o en tres sumandos posi-
tivos de modo que el producto de éstos tenga el valor maximo.
Solueién. Desig pectivamente estos tres nimeros por x, o
¥y 8 — z — y. El producto de estos los es igual a:
u=xy(a—zr—y)
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Segin la hipétesis, z =0, y =0, a—z — y=0, es decir, = -df— y<a, u>0.
Por gui x @ y pueden tomar valores pertencientes al dominio limitado
porla.smta.s.r:(),‘f=0. T+ y=a.

Hallemas las derivadas parciales de la funcién wu:

du ;
E:z(u—zy—x).

Igualando estas derivadas a cero, of el si de
pla—2z—y)=0; zla—2y—z)=0,

Resolviendo este sistema, encontremos los puntos criticos
x, =0, =10, My (0, 0);
25 =0, ya=a, My (D, a);
r3=a, yy="0, Mjz(a, 0)
a @ a a
=g M= M;(f' ?) .

Los primeros tres puntos se encuentran en la frontera del dominio y el Gltimo,
en su interior. En la frontera del dominio la funcion u es igual a cero ¥ en su inte
rior la funcion es positiva; por tanto, en el punto (-:—, %] la funcion u tiene
un maximo (puesto que el punto indicado es el dnico punto extremo dentro del
trigngulo). El valor méximo del producto es

a4 a a a\_a*
Ymex =T G (“__:i'-_ N

Estudiemos la naturaleza de los puntos eriticos, utilizando las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de un extremo. Hallemos las derivadas
parciales de segundo orden de la funcién w:

tu u : dtu

— e Dt —_— =22y e e Y,
dzt 2 ax ay &= 2a~21i dy® -
3 . *u H Ru P .
Lin el punto M, (0, 0) tenemos: = o =05 FeE T a; € W =03
AC— B'= —a? <7 0. Por tanto, en el punto My no hay miximo, ni minimo,
: VT S~ .. .. 1
En el punto My (0, «) tenemos: o —2a; B =iy a; € dy,_o.
AC— B = —a?< 0. Por consiguiente, en el punto My tampoco hay miximo
o minimo. En el fu"m My (a, 0) tenemos: 4=0; B=—a; €= —Za; AC—
—Bt= —a2<" 0. En el punto M3 no hay miximo, ni minimo, En el punto

a® L

M, (—3— . -3—) tenemaos:
Za a 2a 4a? at

Aum—8a g B pe, 50w ap_ogr. —Z_ =0 A<,

1 7 8 7 3 1C—B 5 7= 1<t

Por tanto, la fupcion tiene el miximo en el punto M,

Observacion. La teoria de mdximos y minimos de la funcién
de varias variables sirve de base para un método de obtencién de
formulas que representan dependencias funcionales mediante los
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datos experimentales. El problema de «Obtencién de una funcién
a base de los datos experimentales segiin el método de cuadrados
minimoss se estudia en § 19 del capitulo presente,

§ 18. MAXIMO Y MINIMO DE LA FUNCION
DE VARIAS VARIABLES RELACIONADAS MEDIANTE
ECUACIONES DADAS (MAXIMOS Y MINIMOS CONDICIONADOS)

Numerosos problemas de la determinacién de los valores més
grandes y més pequeiios de la funcién se reducen a la bisqueda de
los méximos y los minimos de una funcién de varias variables que
no son independientes, sino que estdn relacionadas entre si mediante
ciertas condiciones adicionales (por ejemplo, las variables deben
satisfacer a las ecuaciones dadas).

Examinemos, por ejemplo, el siguiente problema. De un pedazo
de hojalata dado de drea 2a hace falta hacer una caja cerrada en
forma de paralelepipedo que tenga el volumen maximo. Designemos
el largo, el ancho y el alto de la caja por z, y, z respectivamente.
El problema se reduce a la bisqueda del maximo de la funcién

= zYz,
a condicion de que 2zy - 2zz -+ 2yz — 2a. Aqui se trata de un
problema del extremo condicionado: las variables z, y, z estian ligadas
por la relacién 2zy 4 2zz 4+ 2yz = 2a. En este parrafo examinemos
los métodos que se usan para solucionar tales problemas.

Estudiaremos, al principio, el problema del extremo condicio-
nado de una funcién de dos \rarlah]es, ligadas s6lo por una condicion.
Hallemos los maximos y los minimos de la funcién

u=f(z, ¥, (1)
a condicién de que z e y estén ligados entre si por medio de la ecuacién
¢ (x, y) = 0. (2

Al existir la condicién (2), s6lo una de las dos variables z e y
es independiente (por ejemplo z), puesto que y se determina de la
ecuacidn (2) como funcién de z. Si resolvemos la ecuacidn (2) respecto
a Jf, sustituimos en la igualdad (1) y por la expresién hallada, obte-
nemos la funcién de una variable r y reducimas el problema al
estudio de méximos y minimos de la funcién de una sola variable
independiente x.

Podemos también solucionar el problema planteado sin resolver
la ecuacidn (2), respecto a z o y. La derivada de u respecto a z debe
reducirse a cero para aquellos valores de x en los que la funcién u
pueda tener méximo o minimo.

Hallemos % de la ecuacion (1), teniendo en cuenta que y es una
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funcion de z:
du_ of | o &y
dr or = 6y dz

Por tanto, en los puntos de extremo

df af dy

e B el S A 3

dx * dy dx @
De la igualdad (2) hallemos:

dy  dgpdy

s U4 Sl S 4

dx i iy dx (%

La igualdad (4) es valida para todos los x e y que satisfagan a la
ecuacion (2) (véase § 11, cap. VIII). Si multiplicamos todos los
términos de la igualdad (4) por un coeficiente indeterminado 2,
y los sumamos con los términos correspondientes de la igualdad (3),

obtenemos:
( of T af d_‘i‘)_l ;\(ﬂ_i_ﬂgy_):{]
fx dy dx dx dy dx
[
af dip ) ( df ap ) dy
—_— A — —4Ar—|—==0
( ax i i * ay ¥ dy | dx ®)

Esta igualdad se cumple en todos los puntos en que hay un
extremo. Elijamos & de manera tal gue para los valores de r e y

5 S .. fd
correspondientes a un extremo de la funcién u la expresion (0~—1+
by

af Z—'ﬁ) de la formula (5) se reduzea a cero *),
ﬁ +2A @, =,
dy dy
Entonces para estos valores de z e y de la igualdad (5), se deduce que:
af ap
— 4+ ArA—=0.
dz * dz

#) Para ser mas precisos supongamos que en los puntos eriticos
g o
@' ¥
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Asi, pues, en los puntos de extremos se satisfacen tres ecuaciones

6_,’ + A L =0, 1
dr dx '
] 1 3
R . JA (6)
dy oy
Gl y=0 |

de tres incognitas z, y, A De estas ecuaciones determinemos & e y,
asi como A. La ultima desempeiio un papel auxiliar y ya no es nece-
saria,

Esti claro que las ecuaciones (6) son condiciones necesarias para
la existencia de un extremo condicionado, es decir, en los pun-
tos de los extremos se cumplen las ecuaciones (6). La proposicidn
reciproca no es cierta puesto que la funcién puede no tener un extremo
condicionado para todos los z e y (v 1) que satisfagan las ecuaciones (6).
Entonces hace falta realizar un estudio adicional de la naturaleza
del punto critico. Solucionando problemas concretos, se logra a veces
determinar la naturaleza del punto critico a base del caracter del
mismo problema. Observemos, que los primeros miembros de las
ecuaciones (6) son las derivadas parciales de la funcion

Flz, yo &) =flz, ) + kg l(z, ) 0]
respecto a las variables z, y, .

Asi, con el fin de hallar los valores de x e y que satisfagan a la
condicién (2), para los cuales la funcién w = f (z, y) pueda tener un
méaximo o un minimo condicionado, es preciso formar una funcién
auxilar (7), igualar a cero sus derivadas respectoa z, y y by deter-
minar los desconocidos x, y (igual que el factor auxiliar 4) de las
tres ecuaciones (6) obtenidas. El método examinado puede ser
extendido al estudio del extremo condicionado de una funcién de
cualquier niimero de variables.

Supongamos que es preciso determinar los médximos y los mini-
mos de la funcién u = f (zy, z., . .., ,) de n variables, a condi-

cién de que las variables 7y, x,, ..., z, estén ligadas mediante
m(m <Z n) ecuaciones:

gz Ty ..., 7)) =0,

Galzy, Ty ..., T) =10,
SRS N ot s (8)
P (T4 Ty o 0oy 2R} =0

Con el objeto de hallar los valores de z,, z,, ..., z,, para los

cuales puedan haber miximos y minimos condicionados, hay que
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formar la funcidn:

Flry, o oo, Ty Movonu Ad =1 (21, oo o0 Zn) F A0 (100 0y 23) 3,

+’LZ¢3(¢!- seny IH)+ e +’imq’m(xh reey xﬂ)i
e igualar a cero sus derivadas parciales respecto a xy, s, .. ., &}

f r}'lp ap ]
A e FAp—2=0,
axy e oy + dxy
-‘1+A.ﬂ von 28 =,
axy Ty dry (9)
A 4220 g, 2om o,
ar,, dr,, r,

Determinemos de las m + r ecuaciones (8) y (9 Ty, Ty, ..
Z,, a8l como las incdgnitas auxiliares Ay, ..., hpe mo en el
caso de una funcién de dos variables, el problema de la existencia
de un miximo o un minimo, para los valores encontrados de
la funcién o de la ausencia completa de cualquier extremo en este
punto queda pendiente.

Esta cuestién la resolvemos mediante consideraciones auxiliares.

Ejemplo 1. Volvamos al problema formulado al principio del pirrafo pre-
sente: hallar el maximo de In funeidn

v=xyz,
si es:
aytaztyz—a=0 (>0, y>0, z>0). (10}
Formemos una funcidn auxiliar:
F(x, y, Ay==zyz-! A (zy 224 yz—a).

Hallemos sus derivadas parciales y las igualamos a cero:

2t Ayt s)=0,
rzd A (x4-2)=0, (11)
zy+h (x4 y)=0.
El problema se reduce a la solucién del sistema de cuatro ecuaciones (10)
¥ (11) con cuatro incoguitas (z, ¥, z, ¥ k). Para solucionar este sistema, mul-

upltquemos la primera ecuacion de (11) por z, la segunda por y, la tercera,
por =, ¥ sumemos las expresiones obtenidas. Teniendo en cuenta la igual-

dad (10), hallemos 1=—§—}. Introduciendo en la

(11} el valor

21—534
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btenido de A ob

3
v [1—35 wa ] =0,
3y
zz [1—-5;-(: {-z)]=0.
zy [1——::— (x4 y}] =0.
Puesto que z, y, = segin la naturaleza del problema son distintos de cero de las
iiltimas ecuaciones se deduce:
3z - 3y ;] dz .
—z'a—l'i"‘l“)—-i‘ T;[*-l—’)—i. 2—¢{"|-i|']—1‘
De las dos primeras ecuaciones hallemos = = y, de las ecuaciones segunda y teor-
cera, y = 3. Pero, en este caso se deduce de la ecuacion (10): :=y=x=]/-;— .
Asi, obtenemos el Gnico sistema de los valores x, y, = para los cuales la fun-
cidn puede tener un miximo o un minimo.
Se puede demostrar que éste es el punto de miximo. Lo mismo se deduce
también de ciertas i i geomélricas: segin las condiciones del pro-
blema, el volumen de la cajano puede ser infinitamente grande, por tanto, el volu-

men debe ser maximo para ciertos valores de sus lados,
Entonces, el volumen de la caja es miximo, cuando ésta tiene la forma

de cubo, con arista igual a V %.

Ejemplo 2. Hallar el valorméximo de la raiz de n-ésimo grado del producto
de los nimeros z,, 3, . . ., In, 8 condicién de que la suma de estos nimeros sea
igual a un ni ado a. El probl por iguiente se puede plantear asi:

hallar el méximo de la funcién u = /5. . . ,, a condicién de que:

nytrt... T —a=0 (12)
(240, 23>0, ..., 2p=>0). i

Formemos una funcion auxiliar:

FAZt oo Zne N=V21 000 Inth (222t oo+ 2Zn—a)
Hallemos sus derivadas parciales:
o=t 2B pol L 400 6 nm—nis,
(Fy v ) ™
2 1 u
Fx.=-;¥v|-i.=ﬂ 0 u= —nhzy,

Fi m._!_—"——i-i\:O 6 w=—nkz,.
n
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De las iltimas ecusciones encontremos:
Fymmgy=..,=1Ip
¥, en virtud de la ecuacién (12), obtenemos:

Iy =1 ==
| 2= =In=
La naturaleza del probloma dicta que en este punto critico la funcién

" —_— " p . a
¥ 3. .. 7, liene un méximo igual a —.

Por consiguiente, para todos los mimeros positivos zy, 3, . . ., Za, ligados
mediante la correlacién =y - £3 4 . .. + 7, = ¢, se cumple la desigualdad:
" — a

Vorg . Tns - (13)

(puesto que, segin ha sido demostrado, -:— es el mayor valor de esta funcién).
Sustituyendo a en la desigualdad (13) por su expresion de la ecuacion (12),
obtencmos:
Ty-b.fay
z i

(14)

I T ——
YV LT e Xy oA

Esta ccuacion es vilida para todos los niimeros provistos xy, zs, ..., Zs.
La expresion del primer miembro de la igualdad (14) se llama valor medio geo-
métrico de estos mimeros, Asi, el valor medio geométrico de unos cuantos nime-
ros positives no es mayor que el valor medio aritmético de estos nimeros.

§ 19. OBTENCION DE UNA FUNCION
A BASE DE DATOS EXPERIMENTALES
SEGUN EL METODO DE CUADRADOS MINIMOS

Supongamos que es preciso determinar experimentalmente una
dependencia de la magnitud g en funcién de a:
¥ = (). (0]
Sea el resultado del experimento n valores de la funcidn y para
los valores correspondientes del argumento r:

La forma de la funcion y = ¢ (x) se determina tedricamente
o a base del caracter de disposicidn en el plano de coordenadas de
los puntos que corresponden a los valores experimentales. Estos
puntos se llaman experimentales. Supongamos que los puntos expe-
rimentales se disponen en el plano de coordenadas de la manera
indicada en la fig. 187a.

21
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Tomando en consideracién que durante el experimento tienen
lugar errores, es natural suponer que la funcién desconocida y = ¢ (z)
se puede buscar en la forma de una funcién lineal y = az + b,

Si los puntos experimentales estén dispuestos de la manera
indicada en la fig. 187 #, es natural buscar la funcién y = g (z)
en la forma: y = a2®, etc. Elegida la forma de funcién y = ¢ (z, a,
b, ¢, ...), tenemos que buscar los parimetros a, b, ¢, ... (que
la integran) de modo tal que la funcién describa de'la mejor manera
el proceso examinado.

El método ampliamente difundido para solucionar el problema
dado es el de cuadrados minimos que consiste en lo siguiente,

¥

I 4
4

Fig. 18%a, b

Examinemos una suma de los cuadrados de diferencias de los
valores y;, que se obtienen del experimento, y la funcién ¢ (z, a,
b, ¢, ...) en los puntos correspondientes:

S(a, b, e ...)= igl[y_.—-qn(.ri, &, b, ¢ ...]]E. (2)

Elijamos los parimetros a, b, ¢, ... de modo que esta suma
tenga valor minimo:

S(a, b, ¢, ...)= gl[y(—tp(z‘, a, b ¢ ...)F=min. (3

Asi, el problema se ha reducido a la biisqueda de los valores de
los pardmetros a, b, ¢, . . ., para los cuales la funcién S (a, b, ¢, ...)
tiene un minimo,

En virtud del teorema 1 (pag. 311) tenemos que estos valores a, b
¢, . .. satisfacen el sistema de ecuaciones

B oo, Boe By ..., )

da ab
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o, en la forma desarrollada:

E[y’_m(z“ i b e ,,,)],‘?‘P_["L."_-_b'_"_"_'}_=ol
da

=1
. dp(x;, a, b, e, ...)
ly, — gz, a b, ¢ )]-—ur— y (5)
dplr, a, b, e, ...)
)}—_—_—ac

[y, — iz, a, b, e ...

Aqui, el nimero de ecnaciones es igual al de incognitas. En cada
caso concreto se investiga la cuestién sobre la existencia de la solu-

cion del sistema de ecuaciones (5) y del minimo de la funcién
Sa, bye ...).

Examinemos algunos casos de la determinacion de la funcién
y=9(z, a, b, ¢ ..).

1. Sea y = axr + b. Entonces, la funcion § (a, b) tiene la forma:
(véase la expresién (2)):

S(a, b= )j [91 — (ax, + B (6)

Esta es una funcién con dos varmhles ay b (z; e y; son nimeros
dados; véase la tabla en la pag. 323). Por consiguiente,

as N |
e —22][5.«'&(!::! + b x, =0, l

—-——22[y. (az, + )] =0, !

=1
es decir, el sistema de ecuaciones (5) en este caso, loma la forma:
n
Zyrra—‘ﬂz —bEr,-=U.
[RC T §

=9

n
My —a Y z,—n=0
i=1 =F

Hemos obtenido el sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas a y b. Es evidente que el sistema tiene una solucidn
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determinada y la funcién S (a, b) tiene un minimo para los valores
encontrados a y b*).

II. Sea la funcién de aproximacién un trinomio de segundo grado
= az' 4+ bx + ¢.
En este caso la expresion (2) tiene la forma:

Sla, b, )= ZJ' [, — (arf—{— bz, + f}I:. {8)

Esta es una funcién de tres variables a, b, ¢.
El sistema de ecuaciones (5) toma la forma:

2"1 [v; — (az} + bz, + 0)] 2} =0, )

z [y, — (a’ + bz, + )] 2, =0, |

é. [y, — @z} + bz, + ) =0, l

o, en la forma desarrollada:

n n
Bus—aBa-s 3 a—cFa=0
=1 = | -

)
= : |
29:31‘_"‘2:?_3’23:?"‘ E‘IJZO- I' ()]
ey i=1 =1 =1

n n n
Dy—a 3 L—b ) 5, —en=0.
f=1] 1= i=1

Obtenemos un sistema de ecuaciomes lineales para determinar
las incégnitas a, b, ¢. De las condiciones del problema se deduce
que el sistema tiene una solucién determinada y, ademas, la funcién

S (a

, &, ¢) tiene un minimo para los valores obtenidos de a, b, c.

Esto se verilica ficilmente también a base do las condiciones suficien-
tes (véase la pag. 312). En efecto, tenemos:

da’ Z it daéb Z’ dM:

fo=1
Por consiguiente,

n n
2 55 (25) = B (B o)’ Jemsir>0. S50
i =1 i
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E.‘jemcrln: Sugangnmos que a base de un experimento hemos obtenido cuatro

valores de la funcién buscada y =T (z), para los cuatro valores del
argumento (n = 4) que se dan en la tabla

Busquemos la funcion ngcn forma de una funcién lineal y = az - b. For-
memos la expresion 5 {a, &):

&
8 (a, by= ) (i —(az;+ b))2
=1

Para formar el sistema (7}, de determinacién de los coeficientes a y b, cal-
culamos previamente

5 i
E yizi=21; E =23y
i

il

4 4
D=1t 3 p=10

=1 =1

El sistema (2) toma la forma:
21 —3% —11b=0, }
10— 11la—4b=0.

Hesolviendo este sistema, hallamos a y b: u:-—i—:, b:%?. La recta

buscada (véase fig. 187¢) es:

_ .26 . 159
v=""73; 3
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§ 20. PUNTOS SINGULARES DE UNA CURVA

El concepto de la derivada parcial se utiliza para el estudio de
las curvas.

Sea F (z, y) = 0, la ecuacién de una curva.

El coeficiente angular de la tangente a la curva se determina
segiin la formula:

i
dy ar
dz  oF

ay

(vease § 11, cap. VIII). Si por lo menos una de las derivadas parcia-

=Y % no se reduce a cero en el punto dado M (z, y) de la curva
y

examinada, en éste se define g— 0 5.!7 La curva F (z, y) = 0 tiene

les

en este punto una tangente bien determinada. En este caso M (z, y)
se llama punto simple. Al contrario, si el punto My (g, 1) es tal que:

(ﬁ) =0 ¥y (ﬂ) =10,
dx x—;o ay x-—\p

=Wo
el coeficiente angular de la tangente es mdefermmal:lo

Definicién. Si ambas derivadas parciales, Z—F y ; , se anulan

en el punto My (zp, yo) de la curva F (z, y) = 0 éste se llama punto
singular de la curva. Por consiguiente, el punto singular de la curva
estd determinado por el sistema de ecuaciones:
F=g; g 2
dx ay
Claro estd que no todas las curvas tienen puntos singulares. Por
ejemplo, para la elipse

2 2
L=
bl

=

es evidente que
‘ aF 2 aF 2y
F(z, I 1, —=— —=—.
(= B= ’ b* dr a° ay b
aF

Las derivadas %-E- ¥ % se reducen a cero s6lo cuando x =0, y = 0.
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Pero estos valores de z e y no satisfacen la ecuacién de la elipse, por
consiguiente, la elipse no tiene puntos sipgulares.

Sin emprender un estudio detallado de la conducta de una curva
en la proximidad del punto singular, examinemos unos cuantos ejem-
plos de curvas que tienen puntos singulares,

Ejemplo 1. Estudiar los puntos singulares de la curva
ya—2(z—at=0 (a>0)
Solucién. En el caso dado F(z, y)=y?—x (z—a)?, por tanto
aF F
= = (F—a) (a—3x); T
Resolviendo tres ecuaciones en conjunto:
aF aF
£ =1, T:Ii
hallamos el sistema dnico de valores de z e y que
las satisface:

F(z, =0,

xp=a, pyyp=0.

Por consiguiente, M, (a, 0) es el punto sin-
gular de la curva.

Estudiemos la conducta de la curva en la
proximidad ‘del punto singular y construyamos esta
curva. Escribamos la ecuacion dada en la forma:

y=c (z—a) z.

De esta formula se deduce que la curva:

1) esti definida sélo para = > 0; 2) es simé-
trica con relacion al eje Or; 3) corta el eje Oz en
los puntos (0,0) ¥ (a, 0). Como se ha indicado, el Fie. 188
iltimo punto es singular. £ 4HT,

Examinemos Tl’lmﬂm la parte de la curva,
correspondiente a los valores positivos.

Y= (x—a) V;
Hallemos la primera y segunda derivadas de y respecto a =
y dx—a . 3ria

S, Y= =,
2V= 4 V=
Para z=0 lenemos y'=oco. Por consiguiente, la curva loca el eje

Oy en el origen de coordenadas. Para x=—:-:— tenemos y'=0, y* >0, es

decir, Ya funcién y tiene un minimo cuando ;-.—-%:

___24 l/_rx_
¥=r—3 3

En ¢l segmento 0 < x < a tenemos y < 0; para x}%. y' > 0; cuando

z—>co, y—>co. Para r=a tenemos y'="/a, es decir, la rama de la curva
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y= +{r—a) V= tiene una tangente y—1/a(r—a) en el punto singular
My (a, 0},

Puesto que la segunda rama de la curva y = — (x — a) VT es simétrica
a la primera respecto del eje Ox, es claro que en el punto singular la curva tiene
otra tangente (a la segunda rama) definida por la ecuacién

y=—"Valz—a)

La curva pasa dos veces por el punto singular. Tal punto se llama doble
(0 crunodal). La curva examinada se expone en la figura 188a.

Ejemplo 2. Hallar los puntos singulares de la curva
paribola semicibica)

yPr—23=0,

Solucién. Las coordenadas de los puntos singulares se

determinan, resolviendo el sistema de ecuaciones:

Y8 =0 3,2—0; 2y=0.

Par tanto, Mg (0, 0) es el punto singular.
Escribamos la ecuacion dada en la forma
y=t V.
Para construir la curva, estudiemos al prineipio la rama
que corresponde a los valores positives: la otra rama de la
Fig. 188b curva, currespondlnnte a los valores negalivos, no necesita un
8. estudio especial, puesto que es simétrica a la primera con rela-
cidn al eje O,
La funcién y estd definida sélo para = = 0, no es nogaliva y crece con
el aumento de z. Hallemos primera y segunda derivadas de la funcién y = /2%

YA .3
V=V "=

S

e

Para = = ( tememos: y = 0, y' = 0. Por consiguiente, la rama examinada
de la curva tiene una tangente y = 0 en el origen de coordenadas. La segunda
rama de la curva y = — }Kx' también pasa por el origen de coordenadas teniendo
la misma tangente y = 0. Por tanto, dos diferentes ramas de la curva pasan
por el origen de coordenadas, tienen una misma tangente y se disponen simé-
tricamente por ambos lados de esta tangente. Tal punto singular se llama punto
de retroceso de primera especie (fig. 158 b).

Observacién. Se puede considerar la curva y* — 2* = 0 como un caso limite
de la curva y* = z (x — a)* (examinada en el ejemplo 1), euando a — 0, es decir,
cuando el Jazo de Ja curva se contrae hasta reducirse a un solo punto.

Ejemplo 3. Estudiar la curva (y — =%)* — 2% = 0.

Solucién. Las coordenadas de los puntos singulares se determinam por
ol sistema de ccuaciones

—dhr (y—a?) —52t=0; 2(yp—22)=0,
que tiene la solucidn Gnica; z = 0, y = 0. Por tanto, el origen de coordenadas
es un punto singular,

Escribamos la ecuacién dada en la forma: y = z? -+ /75, De esta ecuacidn
se deduce que x puede tomar todos los valores comprendidos entre 0 y + oo,



Puntos singulares de una curva 331

Hallemos las derivadas de primer y segundo orden:

— 15 _ —

v =2zt —-55 Vs =2k V.
Estudiemos por separado las ramas de la curva que corresponden respecti-
vamente a los valores positivos y negativos. En ambos casos para = = 0 tene-

mos: y = 0, y* = 0, es decir, el eje Oz es la Gnica tangente para las dos ramas.
Examinemos al principio la rama

y =124 V28,

Cuando x crece desde 0 hasta co, y también crece desde 0 hasta co. La rama

segunda
y=x3— V;i
corta el eje Oz en los puntos (0, 0) ¥ (1, 0). Coando z = % la funcién y =
9,
yexViE
! x
g 2
y=xt Vi
Fig. 189

=z — 1{:‘ tiene un miximo. 5i ¥ —+ -+ oo, emoncnstr -+ — oa,

Asi, las dos ramas de la curva pasan por el origen de coordenadas. Ambas
tienen una misma tangente y se disponen por un lado de ésta, en la vecindad
del punto de contacto. Tal punto singular se llama punto de retroceso de segunda
especie. La grifica de la funcion estudiada esté expuesta en la figura 189,

Ejemplo 4. Estudiar la curva y? — 24 4 29 = (.

Selucién. El origen de coordenadas es un punto singular. Para examinar
variacién de la curva en la vecindad de este punto escribamos la ecuacién
de la curva en forma:

y=:a? ‘lf {—x1,

ias pares de las variables,

d

Puesto que en la idn entran pot
la curva es simétrica con relacion a los ejes de coordenadas y, por ¥
es suficiente estudiar una parte de la curva, correspondiente a los valores posi-
tivos de z e y. De la iltima ecuacién se deduce que x puede variar en el seg-
mento desde 0 hasta 1, es decir, 0 < 2 < 1.




Ja2 Funciones de varias variables

Hallemos la primera derivada para la rama de la curva que presenta gri-
ficamente la funcitn y = 4 =/1 — 2%
s x(2—322)
. V‘l —at
Para £ = 0 tenemos: y = 0, " = 0, Por tanto, la curva toca el eje Oz en
el origen de coordenadas. }
Para £ == 1 tenemos; y = 0, y' = eo. Por consiguiente, en el punto (1, 0)

R
la tangente es paralela al eje Oy. Cuando z = 1/_;- , la funcién tiene un maxi-

mo (fig. 190). .
En el origen do coordenadas (en el punto singular] las dos ramas de la curva,
que corresponden a los signos positive y negativo delante de la raiz, se tocan

¥
y=xix-y)
yrxhixsp T 7
7 Wr *
Fig. 190 Fig. 191

mutuamente. Tal punto singular se llama punto de osculacion (se llama
también facnoda).

Ejemplo 5, Estudiar la curva y* — z* (z — 1) = 0.
Qol i

gulares:

el de ecuaciones que define los puntos sin-

yr—rt(r—1)=0;, —32%2r=0; 2y=0.

Esto sistema tiene la solucién: x = 0, y = 0, por consiguiente, el punto (0, 0)
de la curva essingular. Escribamos la ecuacién dadaen faformay = + z1/z — 1.
Es evidente que r puede tomar todos los valores comprendidos entre | y + oo,
asi como el valor de cero (en este caso y = 0). .

Estudiamos la rama de la curva correspondiente al valor positivo, delante
de la raiz. Cuando x crece desde 1 hasta oo, y aumenta también desde O has-
ta oo, La derivada es:

;o dx—12
2Vr—1"

Para = = 1 tenemos y' = oco. Por consiguiente, en el punto (1,0) la tan-
gente es paralela al eje Oy.

La segunda rama de la curva, que corresponde al signo negativo, es
simétrica a la primera respecto al eje Ox.

¥
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El punto (0, 0) tiene coordenadas que satisfacen la ecuacidn X. por tanto,
pertenece a la curva, pero en su vecindad no hay otros puntos de la curva
(fig. 191). El punto singular de este género se llama aislado.

Ejercicios para el capitulo VIII
Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones:

gz . dz
p—" t] iy —— nd y; — = . 2, z=2t®,  ——
1. s=z2sen? y. Resp e 2r sen? y; 7 x2sen 2y. 2. z=x"", Resp e

dz ¢ + du a du
= wr=1, T - _ Ayt e DppXtbr4at, —
= yix i 2 lne. 3 u—=ux . Hesp. o Drp i 3

¥
srpieper, 00, aapgaia VAT ET R ou
= 2ye i —=2ze R n_Vx -yt 22 Resp. —
= . L N .
= W 5. =z —arcotg (ry). Hesp. o 1T AR &
— s - ¥ ot _ Sy e @
R 6. z=arcotg—-. Resp. Frr- wr A Tk e
/! i_r i = P
7. :=|;.L’.’_‘L‘_|L_f‘ Ttesp. e R . o5 - 2 4
Vet #r VEFE W g YEge
x T a 1 x P x T a
i e U R Y. R B Sy, A
8 u=el eV,  Resp. 7 7 ety F i e ! £
1 ;_ dz 1 iz
=—el. O z=uarcsen(z|-y). Hesp. —= —_— —— {0, ==
v R V2 ey S
. ;I._yl as » y? , iz . -
= arcolg ]/ e Resp. T PRV e S T VA

Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones
. = =22 xry?-|sen y. Hesp, dz= (22 yt)dx+ (2xy +cosy) dy. 12, 2 =In(=zy).
dx dy

Resp. di=——+ 13. =P Resp. d: =200 (wdz oy dy).

¥
ddr 1
e — Y- gt = a5
15, u=tg(dz—y)-6Y"°.  Hesp. du wE =) [ R @E—7] -+
ydr—zxdy

|-6¥+E In G) dy -+ 6¥+: In6dz. 15, w=arcsen e Resp., du= o .
¥ ly| VyF—22
16. Hallar [, (2, 3) ¥ ,f;(:i, 3y si flz, y) =224yt Respuesta: [, (2, 3)=4,

)‘L[Z.JJ-—-{!T. 17. Hallar df(z, y) para x=1, y=0; dz ."T' d'y—-:l—- si

Hz, ) =TV 40 Re:pucsm:—-%—. 18, Hallar para los pequeiios valores

absolutos de las variables z, y, ¢ una férmula que da la expresion aproxi-
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mada para: Vu—_'_—’y—:_(—:ﬁ Respuesta: i+%~ (z—y—z). 19. Hallar lo mismo

1 1
para 7‘%. Respuesta: l+—2-(x—y—:). 20. Hallar :—: ¥y g—;,
. dz 1

= 2 e = e 3
gi z=u-4-v? u=xt}|seny, v=In(x+y). Respuesta: P =2z 4+ 2 prer ol

L8z 5 i dz dz . 1+u
_6v.._mgy+_u e 21. Hallar Ty )'_a';:'| Ll l='v ot M=
dz 1 [ dz
= —cosx; r=cosr. Respuesia: —=—— _ : — =, 22. Hallar —
[i] dy 23

'z z
58 2 cog? 5

¥ -g—:r , i z=¢Y"%", w—senz, v=234 2 Respuesta: j—: =e"72" (cos x—Bx2),

—:-:T-=e““"(0—2v2w = —4yei—2 23, Hallar las derivadas totales de las

funciones dadas: z—arcsen(u-fv); wu=senxcosa; v=cosrseno. Resp.

dz . I " n dz 5 n

-.:5?:1' si Zk:l—Téx-e—_cr.{zk:l+7‘ 7 —1, si zk:t+?4:c+u<
L o OE(—g) o i = du

<(2*+U“+z-2"7-“————a,+1 i y=asenr; z—cosr. HResp. ==

=M zenz, 25, z=In(1—x!); x="3en 0; :—;: —2tgh.

Hallar las derivadas de las funciones implicitaz de =, dadas por las
ecuaciones

dy bt oz z3 y?

PE
26. —a—.—+-b—=—‘1._0. Hesp. T T 27, d—:—-F--_-l. HResp,
:—i:% -:—. 28, y*=zV. Hesp. %h-ﬁ;‘_f—_m' 29, sen (ry)—ex¥—
—aly—0. Resp. %:%ﬁ, ». = p‘%:; R
hiéillese %:— ¥ —;?:— . Resp. —;}%- = ---g:; 7 3_; = _% LMiu—ulgaw =0,
Billoso 22 y X pop S_SBow, d _wndew g gy
+%—Vy‘T:", demuéstrese que x'%+%::—;=%. 33. —;-=F (%) z
demuéstrese que x% b u%: =z, sea cual fuera la funcion derivable F.
Caleular las derivadas parciales de segundo orden:
34, z=2x3—4x2y {5y Resp. %nﬁz—»&r: B?r';x = —8x; -j—::—=l|].
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2z sen y itz e*

. 3= . Resp. =% -t = T
35, z=e*lnyfsenylns esp, —g = Iny = ey ; +
-+ i 4 3 m: —-—ia—senyln z. 36. Demostrar qus.siu:—.—_l_

i 2y v Vit

entonces: %—4—%—}--3—:;— =0, 37. Demostrar que, si z— :-:y
2z @2z Az .
Tty m—;——z—- 38. Demostrar que, si z=In (224 y?) entonces:

dx
iz

entonces:

+—g%=0. 39. Demostrar que, si 3= (y+ axr)-| P {y—az), entonces:

dxd
itz i
B
a it Py 0,

para ¢ y ¢l cualesquiera, derivadas dos veces,

40. Hallar la derivada de la luncion 2= 34— 2y 43 en el punto M (1, 2)
siguiendo direceién que forma con el eje Ox el angulo de 6P, Respuesta:
5411 V0.

1. Hallar la derivada de la funcién z=5:2—3z—y—1 en el punto
M (2, 1) siguiendo la direccion de la recta que une este punto con el punto
N (5, 5). Hespuesta: 9, 4.

42. Hallar la derivada de la funcidn f(z, y), siguiendo las direcciones:

1) de la bisectriz del dngulo de coordenadas Ozy. Nespuesta: 1__ (.E."_ 1 .
Vi \dr  dy
2) del semieje negativo Or, Respuesta: —%'
43 f(x, y)==234 3224 dry 4 y2. Demostrar que en el punto M (—g- , .-.%
la derivada es igual a cero, siguiendo cualquier dircccion  (“funcion

estacionaria™).

44. Determinar de todus los tridngulos de igual perimetro 2p el que
tieno mnfor area. Nespuesta: tridngulo equilitero.

45. Hallar un paralelepipedo rectangular de drea total dada § que tenga

5
el volumen maximo. Respuesta: cubo con arista igual a ,/hT'

46. Tallar la distancia entre Jdos rectas en el espacio, cuyas ecuaciones
x—4 y = x_ y = Ve

R T B Fanr S v Respuesta: )

Analizar el miximo y ¢l minimo de la funcidn:

47. =23y (a—x—y). Hespuesta: miximo z para :=%‘, Y=, 48 z—
=x? fy+y=+l+-l. Hespuesta: minimo z para :-:gr=%.

x y ]
49. z=sen r sen y-+sen (r y) (IJ 424%; 0=y {,-%) Respuesia:

son:

" n
miximo z para F=y=—-.

50, z=senzseny 50;1 (x4 y) (0 < > <"n; 0< y < n): Respuesta: mbximo =
para z=py= % .
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Hallar los puntos singulares de las curvas siguientes, analizar la natu-
raleza de estos puntos singulares y escribir las ecuaciones de las tangentes
en estos puntos:

5. = -Eu’l—-aazywo. Respuesta: My (0, 0) es nudo; z=0, y=0 son

i e las tang 5

52, aly?— a4 (a?—x2). Respuesta: punto de osculacion en el origen de
coordenadas; tangente doble y2=0.

B8, e

L i o )
especie, y2=0 es la ecuacion de la tangente.

B, yr=x?(D—z?). Hespuesta: Mg (0, 0) e nudo, y =+ 3r son las ecua-
ciones de las tangentes,

59, 8 —2Zaxly —axry? - alr? — 0. Respuesta: My(0, 0) es punto de retroceso
de sgundn especie; y2 =0 es la ecuacion de la tangente doble.

. Y2 (a4 x2)=x? (a— ). Respuesta: My (0, 0) es nude; y—+r son
las ecuaciones de las tangentes.

57, b¥r24 ayt—zy? Respuesta. My(0, 0) es un punto aislado.

58, Demostrar que el origen de coordenadas para la curva y==xlnz es
un punto extremo ¥ que en este punto el eje Oy es tangente a la curva,

59, Demostrar que el origen de coerdenadas es el punto angular de la

. Mespuesta: Mg(0, U) es punto de retroceso de primera

curva y=

7 ¥ que las tangentes en este punto son; a la derecha y=0
l-[—e;
v a la jzquierda y-=az.



CAPITULO IX

APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL
A LA GEOMETRIA DEL ESPACIO

§ 1. ECUACIONES DE LA CURVA EN EL ESPACIO

Estudiemos el vector UA = » cuyo origen coincide con el de
coordenadas, y su extremo es un punto A4 (z, y, z) (fig. 192). Este
vector se llama radio veclor.

Fig, 192

Expresemos este veclor mediante sus proyecciones sobre los
ejes de coordenadas:

r=zxi+ yf +zk (1)
Supengamos que las proyecciones del vector » son funciones de
cierlo parametro f:
= (t),
y=1p(0), ’ (2)
z=y(L).
En este caso la férmula (1) se puede eseribir asi:
r=p0)i+YO)j+ xO0nk (1"
o, en la forma mis breve:
r=r. (1)

Cuando { varia, las coordenadas z, y, z varian también y ¢l punto 4,
que es el extremo del vector », describird en el espacio una linea
llamada hodégrafe del vector » = r (). Las ecuaciones (1) o (1%,

22— 534
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se llaman ecuaciones vecloriales de una linea en el espacio. Las ecua-
ciones (2) se llaman ecuaciones paramétricas de una linea en el
espacio. Con ecuaciones se determinan las coordenadas z, y, z del
punto correspondiente de la curva para cada valor de f

Observacion. La curva en el espacio puede definirse también
como el lugar geométrico de los puntos de interseccion de dos super-

Fig. 193

ficies. Por tanto, esta curva puede estar dada por las dos ecuaciones
de estas superficies:

(Il!u. u, ;}:il'l
WOy (x, y, 2) =1, |
Asi, por ejemplo, las ecuaciones

P4t t=4 =1

son las de una circunferencia en el espacio que se obtiene como res
tado de la interseccion de una esfera con un plano (fig. 193).

Asi, la curva en el espacio puedé ser expresada o bien por las
ecuaciones paramétricas (2), o bien mediante dos ecuaciones de las
superficies (3).

Si eliminamos el parimetro ¢ de las ecuaciones (2), y obtenemos
dos ecuaciones que ligan x, y y z, realizamos el paso de las curvas
dadas por el procedimiento paramétrico a las curvas expresadas por
la interseccion de dos superficies. Heciprocamente, si ponemos
z = @ (1) (donde ¢ (¢) es una funcién arbitraria) y hallamos y y 2
como funciones de ¢ de las ecuaciones

D, lp (), ¥, 2) =0, D [y (), p. 2zl =0,

{3}
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realizamos el paso de las curvas expresadas por la interseccién de
dos superficies a las curvas dadas por el procedimiento paramétrico.
Ejemplo 1. Sean
z=At—1, y=31, =142

las ecuaciones paramétricas de una recta. Eliminand el parimetro ¢ obt

mos dos ecuaciones cada una de las cuales es la ecuacién de un plano. Por
ejemplo, al restar sucesivamente, términa a término, de la primera ecuscién
la segunda y la tercera, obtenemos: r — y — 2= — 3. Por otro lado,

Fig. 194

restando la tercera, previamente cuadruplicada de Ia primera ecuscién, obtene-
mos: r — 4z = — 9. Resulta que la recta dada es una linea de interseccidn
de los planos z — y— 24+ 3 =0y z— 4z 9= 0.

Ejemplo 2. Examinemos un cilindro recto de radio @ cuyo eje coincide
con el eje Oz (lig. 194). Arrollemos sobro este cilindro un tridngulo rectingulo
CyAC de modo que ol vértice A del tridngulo coincida con el punto de inter-
seccidn de la generatriz del cilindro con el eje €z, ¥ el cateto AC, sc arrolle
sabre la seccidn de este eilindro, situada en el plans Ory. En este caso la hipo-
tenusa formari sobre el eilindro una linea Hamada hélice.

Escribamos la ecuacion del hélice, designando por r, y, z las- coorde-
nadas de su punto variable My por ¢ el dngulo AOP (viase la figura 194).
Entoneces:

S PM = AP,
donde, 0 designa ol dngule agudo del ridngulo €4 €. Notemos gue AP = at

(puesto gue AP es ol arco de una eircunferencia de radio @ correspondiente
al angulo central ¢ designemos tg 8 por m. Asi oblenemos las ecunciones para-
meétricas del héliee:

£ ocacost, y--asent,

T—acosf, y—asenf, z=amt
(aqui ¢ e el parimetro), o cn forma vectorial:
r=iacos (- jaszent--k amt,

De las ecuaciones paramétricas del hélice es ficil eliminar el parime-
tro ¢ Elevando al cuadrado dos primeras ecuaciones y sumandolas,

oo-
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hallamos z® 4 y® = a¥. Esta es [a ecuacién del cilindro sobre el cual
esta trazado el hélice. Ahora, dividiendo, lérmino a término, la segunda
ecuacion por la primera y sustituyendo en la relacién obtenida el valor de ¢
haltado de la tercera ccuacidn, encontremos la ecwacidn de otra superficie
sobre que estd trazada ol hélice:

Esta es la llamada superficie helicoidal (hellcoide). Se puede considerarla
como la huella del movimiento de una semirrecta paralela al plane Ory que
tiene siempre uno de sus extremos on el eje Oz, mientras que la misma semirrecta
gira alrededor del eje Oz con una velocidad angular constante.! al mismo tiempo,
con una veloeidad se desplaza hacia arriba. E) hélice no es mis que
una linea de intersecciin de estas dos superficies. Por eso, el hélice se puede
definir medjante dos ecuaciones:

Aot X &
by a%, = 1g"m.

§ 2. LIMITE Y DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL
DE UN ARGUMENTO ESCALAR.
ECUACION DE LA TANGENTE A UNA CURVA.
ECUACION DEL PLANO NORMAL

Voivamos a las férmulas (1") y (1") del parrafo anterior:
r=¢0i+ v+ )k

»* = r{t).
En el caso general cuando ¢ varia, la magnitud y la direccion del
vector + varian también. Se dice que » es una funcién vectorial del
argumento escalar ¢,
Supongamos que:

]

lim g (t) = q,
LR )
lim 1 (f) =1,
=ty
lim () = .
g = Ig

En este caso se dice que el vector »rg =1y ¢ Ly J -+ 3o ke es el
limite del wvector » = s (f) (fig. 195):

lim » (1) = ry.

t= 1y
De la dltima ecuacién se deduce que:
T [ (1) —7o| = Tim ¥ [9(0)— @l - [W(E) — ol + [x () — K" =0
bt =+t

¥

'1110‘ [r®) =7l
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Pasemos ahora a la nocién de la derivada de una funcién vectorial
del argumento escalar

r)=q@it+p@)J+ )k, (¢)]

suponiendo que el origen del vector r (t) coincide con el origen de
coordenadas. Sabemos que la dltima ecuacién es la ecuacién vecto-
rial de una linea en el espacio.

A2
rifl-A

Flg 195

Elijamos un valor fijo de f, que corresponda a un punto deter-
minado M en la curva, y demos a ¢ un incremento Af; en este caso
obtenemos el vector:

P A = @t A)E L w(td ADG 4 g (t + ADR,

que determina en la curva un punto M, (fig. 196). Hallemos el
incremento del vector:

= e+ A — @O =[g(t +A)— @O i+
[0+ A — (0] F+ [x(t+ A — 2 ()] .

Este incremento esti representado en la figura 196, por el
vector MM, = A » (¢) donde OB — » (1), OM, = » (¢ + At). Consi-

deremos la razon '- { ) del incremento de la funcion vectorial) res-

pecto al incremento dal argumento escalar; serd, evidentemente, un
vector colineal con el vector A (2), puesto que se obtiene de este

tltimo, al multiplicarlo por [actor escalar E Podemos escribir

este veetor en la forma:

Aril) ol A — (D)
At At

Bt dh—vlh) oy 3(t+80—g0
+ v i+ 5 k
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Si las derivadas de las funciones ¢ (2), ¥ (¢), % (f) existen para
el valor elegido de ¢, los factores de 4, j &k se transformarin en las
derivadas ¢ (£), ¥ (), %" (#), tendiendo al limite, cuando Af — 0.

Por tanto, en este caso, el limite ‘1—: existe cunando At — 0, 'y es
igual al vector @' () d + ¥ () JF + ¥ (1) k:
Ar

lim —=q¢ ()i 44 (0 F+ 1 () k.
at—=o At

o
dt

Fll+at)

Fig. 196

El vector determinado por la iltima igualdad se llama derivada
del vector » (f) respecto al argumento escalar ¢. La derivada se

.

designa por el simbolo e o #.

dt
Asi
dr . B % . r;
?=r=¢(¢)f +V ) J 1k (2)
&

dr di dy dz
i I o () Wl = k. y
dt dt +dzj+ dt (2)

Determinemos la direccién del vector i—:

Cuando At — 0, el punto M, tiende al punto M y la direccién
de la secante MM, coincide en el limite con la de la tangente. Por

tanto, el vector de la derivada %— estd dirigido a lo largo de la tan-

gente a la curva en el punto M. El largo del vector % se determina
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por la férmula*)

dr

=VIe 0F + ¥ OF + [x ®©F. (3)

Los resultados obtenidos permiten escribir la ecuacién de la
tangente a la curva

ol tyj Ak

en el punto M (z, y. z), leniendo en cuenta que en la ecuacién de
la curva # = @ (), ¥y =P (), 2 =% ().
La ecuacion de la recta que pasa por el punto M (z, y, z) tiene
la forma:
X—zx Y —vy Z—z

m n P

donde X, Y, Z son coordenadas de un punto variable de la recta
y m. n, p, las magnitudes proporcionales a los cosenos directores
de esta recta (es decir, a las proyecciones del vector director de la
recta).

Por otra parte hemos establecido que el vector

dy dz
; dt I+ dt .

dt dt

dr dr |
=3

esta dirigido, siguiendo la tangente. Por eso las proyecciones de
este vector son los niimeros proporcionales a los cosenos directores
de la tangente y, por consiguiente, a los niimeros m, ., p. La ecuacién
de la tangente serd enlonces:

_,\' = Y —y Z—3

=== %)
dr dy dz
dt dt ot
Ejemplo 1. Eseribir 1o cenacion de la tangente al hélice
r==a¢osdl, y=asent, 2 —aml,
pira o arbitrario y para ¢ T'
A
salueion.
dx dy dz
~asenl, ——=acost, —— -am,

dt dt dt

*) Supongamos que en los puntos estudiados %l # 0.
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Segin la férmula (4) tenemos:
X—acost Y-—asent Z—amt

—asent acost am

i n
En particular, cuando :=T, ablenemos:

Lo mismo que en el caso de una curva plana. la recta, perpendi-
cular a la tangente y que pasa por el punto de tangencia, se llama
normal a la curva en el espacio en el punto dado. Es evidente que
existe una infinidad de normales a la curva en el espacio en el punto
dado. Todas ellas se hallan en un plano perpendicular a la tangente.
El plano mencionado se llama plano normal.

Deduzcamos la ecuacidn del plane normal, partiendo de la con-
dicion de su perpendicularidad respecto a la tangente (4):

dz dy dz . .
— (X -2+ —(Y — -— (L —z)=0. (5
T ( x) + ar ( y) m( ) )

Ejemplo 2. Eseribir la ecuacion del plano normal a la hélice en el
punto donde ¢ -—: 1

Solucién. Utilizando los resultados del ejemplo 1 y la firmu-
la (5), tenemos:

_V_i _“_V‘: L V2, alVl —am ) —o
B (x-212) Y2 (- ) s (1-um 2) -0

Deduzcamos ahora la ecuacién de la tangente y del plano normal
para una curva en el espacio en el caso de una curva dada por las

ecuaciones:
D, (z, y, 2) =0, D, (z, y, z) = 0. (6)
Expresemos las coordenadas x, y, z de esta curva en funcién
de un pan&matro arhitmriu t'
@ (8, =), z=yx(@. (7)
Supongamos que lp (l) P (8), x (t) son las funciones derivables de ¢.
Sustituyendo z, y, z en la ecuacién (B) por sus valores en funcién
de t para los puntos de la curva, obtenemos dos identidades respec-
toa t:

Dy (t), v, x(B]=0, (8a)
Do (@), (1), x®]=0. (8b)
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Derivindolas respecto a ¢, encontramos
oD, dr | 0, dy | AV ds
dr dt dy dt dz dt

0y do | 00y dy | 0Dy di

or dt oy dt oz dt

(&)

De las ecuaciones (Y) se deduce que
de oD b, oD, dy oD, oDy oD, I,

Aoy ooz 0y dt_6s dx 0r B
dz  aD,ab, DD,  dz @D, AD, KDy HKD,

dt dr dy dy dr _E dr iy dy oz

a0y by Ay G, 5
T — T == (. Sin embargo, se puede
demostrar que las formulas definitivas (11) y (12) (que aparecen
més abajo) son también vilidas para el caso en que esta expresion
es igual a cero, siempre y cuando por lo menos uno de los determi-
nantes que figuran en estas formulas es diferente de cero. De las
igualdades (10) tenemos:

dr Ay dz_
dt o dt o dt
oD o, @by D,  #b,ob, oD, oDy, oD, GD. KD, KD,

Supongamos que

dy dz dz dy dz dr dx oz dxr oy dy dr

Por tanto, en virtud de la formula (4), la ecuacién de la tangente
tendrd la forma:

X—x Y—uy Z—z

dy  dz dz dy dz Oz dr dz dr ay dy ox

o, utilizando determinantes:

X—ax _ Y—y Z—z_ 1
0Dy D, | 0D 90, | |0, 9D, |
dy dz dz ox dx dy

o0, 00, |00, 00, |0, o0
dy oz dz oz dx dy



346 Aplicaci del edleulo diferencial a la geometria del espacio

La ecuacién del plano normal sera

o0, 30, o, 70, o0, 20,
dy dz dz E_ i 73;73}_

(X — 1) D, oD, +(Y —u ¥ oD, + (2 —12) D, D, =0. (12
Ty oz as ox 9z ay

Fig. 197

Las tltimas férmulas son vilidas solo cuando en éstas por lo
menos uno de los determinantes es diferente de cero. Si en un punto
de la curva todos los tres determinantes

|| o0 oD |y

ay dz ox 8x ay
00, | o000, | 3D, 00,
dy dz dz dxr dzx dy

se anulan, el punto mencionado se llama purto singular de la curva
en el espacio. La curva puede no tener ninguna tangente en este
unto, igual que en los puntos singulares de las curvas planas
véase § 19, cap. VIII).
Ejemplo 3. Hallar las ecuaciones de la tangente y del i]nlalm normal
ala curva definida por la interseccidn de la esfera #* + y* + 22 = 4r%, y ol
lindro 2* 4+ p* = 2ry en el punto M (r, r, FVZ) (fig. 197).
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Solueidn.
@y (x, y, 2) =22y 22— 4r2,
@y (x, ¥, 2y =22y —2ry,

Ay F ooy g
F 2z, _—ay =2y, e _2:'.
oDy Dy Dy
e 2z, o 2y —2r, FR ==1),

Los valores de las derivadas en el punto dado M serin:

oy, Dy Dy, s
= 2 I 2r, > il 2r ]/2'
Wy 4 M3, M2 .

oz -t Ty ' s
Por eso, la ecuacion de la tangente es
X—r Y—r er—Vé

._=—i.= =y

[i}
y la ecuacion del plano normal

VEigyY—r—(Z—r /D=0

§ 3. REGLAS DE DERIVACION DE LOS YECTORES
(FUNCIONES VECTORIALES)

Hemos definido la derivada del vector
# = g (OE 4+ 9 (OF + x (DK (1)
es igual a
) = " (O (0T (k. (2)

De esta definicién se deduce inmediatamente que las reglas
fundamentales de la derivacion de las funciones son validas también
para los vectores.

Introduzeamos ahora ciertas férmulas de derivacién de las
funciones a partir de los vectores. Estas formulas nos serin necesarias
miés adelante.

I. La derivada de la suma de vectores es igual a la suma de derivadas
de estos vectores.

En efecto, si estin dados dos wveclores
ro(®) =) i A0 A+ g0k, } 3)

() = qa (8) # ++ pu (1) J -+ yu () By
Su suma seri:
Py () + g () =
= Loy (8) + @2 (D1 4 Iy () + b2 (D1F + Laa (O + %2 (D] K.
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Segiin la definicién, la derivada de un vector variable es:

Al O+ s Ol o 1) + g2 (OF 4 [0 (0 + 92 (0T 7 +

dt
6 e+ 22 (0] B
ﬂﬂ%Fﬂm=Wm+%mH+mm+%mn+
GO+ 5O k=g () i+ %0 F+ GO k4 i+
+ e 8) J+ g () k=14 o
Por tanto,

dir () + .-gunzgng_dg‘

I
dt dt ot M

11, La derivada del producto escalar de dos vectores se expresa
mediante la férmula:

dirgy)  dey drg

—_— ey —. 11

dt ar Ty o0

En efecto, si los vectores ry (£); 1o (f) estin definidos por las
formulas (3), su producto escalar es igual

ry () 1y (1) = @92 + Poba + Aaka-

Por eso
d{rgis) . . . . . .
= + g2+ Pobe + Pide + Aide + NiYe=
= (1pitps + $ibs + i) + (P15 + Bl + XD =
= (ped + pid + k) (pad + b + k) +
L oo dr d
(P + Wod A+ Xk (s A i + ok = ﬁ ratr %;

Queda asi demostrado el teorema.

De la formula (I1) se deduce siguiente corolario importante.

Corolario: Si e es un vector unitario, es decir, | e | = 1, su deri-
vada es un vector perpendicular al vector unitario,

Demostracion: Si e es un vector unitario, entonces:
ee =1
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Derivemos ambos miembros de la dltima igualdad respecto a &
de de e

4 —e=10,
Lf! dt
6
209 o
dt
es decir, el producto escalar
e —di =),
dt

lo que significa que el vector %{- es perpendicular al vector e.

111, Si f(f) es una juncién escalar y r () es funcion vectorial,
entonces la derivada del producto | (1) - »(t) se expresa por la férmula:

d(fr) —
dt d:

* o !— (111}

Demostracion:

Si » (8) se determina por la f6rmula (1), entonces f (1) » (1) =
=JWe@ i+ fOWOT+T® @)k

Segin la férmula (2), tenemos:

difiy-r ] _ (df . dyp (rﬂ f"\l‘)_ 5
dat _(dr“h”dz) ¥t/ i

(“"' +f ) %mu-w-i-ww

dt
dp . d dy ) d dr
i |- P = K e ¥
”( Chigrd R gy
lo que se trataba de demostrar.
Si [(f) = a - const, entonces g:ﬂ v se deduce la regla
siguiente,

1V. El factor constante numérico se puede sacar fuera del signo
de la derivada

ri{a-;(t}}_a dr

= el = a0, )
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De modo analogo al empleado en la formula 11 se demuestra que:

V. La derivada del producto vectorial de los vectores vy (1) y 7 (1),
se delermina por la férmula:
LAG LA L - . ) )
dt dt dt

§ 4. DERIVADAS PRIMERA Y SEGUNDA DE UN VECTOR
RESPECTO A LA LONGITUD DEL ARCO.
CURVATURA DE LA CURVA. NORMAL PRINCIPAL.
VYELOCIDAD Y ACELERACION DEL PUNTO
DURANTE EL MOVIMIENTO CURYILINEO

La longitud del arco®*) de una curva en el espacio ;':};:4 =5
se determina de manera semejante a la definicion de una curva plana
(fig. 198). Cuando el punto variable A (z, y, z) se desplaza a lo largo

de la curva, la longitud del arco s varia y, viceversa, cuando s
varia las coordenadas x, y, z del punto variable 4 de la curva varian
también. Por tanto, se puede considerar las coordenadas x, y, z
del punto variable A de la curva como funciones de la longitud del
arco s

T = @s),
¥ = (9,
g =" (8).

En estas ecuaciones paramétricas de la curva el parametro es
la longitud del arco s

*) La longitud del arco de una curva en el espacio se determina del modo
semejante a la de una curva plana (véase § 1, cap. VI y § 3 cap. X11).
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El vector OA = , se expresari correspondientemente en la
forma:
r=g() i Ep@F -+ nls)k

ro=ris,
es decir, el vector » es una funcién de la longitud del arco s
Aclaremos el sentido geométrico de la deri\radng . De la figu-
ra 198 se deducen las siguientes igualdades:

6

MoA —s, AB = As, MB =51 As,
A ris), OB = r(s + As),

AB = Ar — r(s | As) — r (s),
Ar AB

& ap
Ilemos visto, en el § 2, que el vector Li2 S lim Ar esli orientado,
ds aaen DY
signiendo la tangente a la curva en el punto 4, en direccion del cre-
cimiento de 5. Por otra parte, tenemos la igualdad: lim | —f-f | =1
AB

[limite de la razén de longitud de la cuerda con respecto al largo
e dr I
del areo*)]. Por consiguiente, 5 &8 un vector wunitario dirigido
s

siguicndo a la tangente; designemos este vector por a:
—_——, (2)

Sioel veetor o esti dado por las proyecciones:
ro= xd - yf - ke,
entonees:
. dy . dz
wallie SR Pt e
els ds 4t ils

=, (3)

ademas,

VIEY-(ay (&)=

*) Esta correlacidn, como hemos demostarado (§ 1, cap. VI) para una
curva plana, se verifica, también para una curva en el espacio » (1) = ¢ (1) 4 +
Sy Loy (e ke, s las derivadas de las funciones o (1), P (1) v % (¢) son
continuas ¥y no se anulan simultineamente.
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2
Examinemos ahora la sepunda derivada i—;; de la funcion vecto-

rial r, es decir, de la derivada % y demos el significado geométrico

de esta segunda derivada,
De la formula (2) se deduce:

dr _ _“'_[fi} _d

d  ds Lds 1 ds
Por tanto, debemos caleular  lin a8
Aran NS

Fig. 199

En la figura 199 se ve que AR = As, AL — o, BK = o + Ae.
Tracemos del punto B el vector BL; = a. Del triangulo BKL,
tenemos:

BK=BL,+ Lk

o,

04 Ao=0c 4 LK.

Por tanto, L& = Aa. Puesto que, segin lo demostrado, la
longitud del vector o no cambia, entonces |o | = |o 4+ Ag |,
por consiguiente el tridngulo BKL; es isdsceles.

El dngulo Ag en el vértice de este triangulo es el dngulo de rota-
cién de la tangente a la curva, cuando pasa del punto A al pun-
to B, es decir, el angulo corresponde al incremento de la longitud
del arco As. Del tridngulo BKL, tenemos:

Lk =|Ao|=2|o| sen -ﬁll

sen Ev—i.:.?
2

(puesto que |o | = 1),
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Dividamos los dos miembros de la ﬁll[mn ecuacién por As:
Ap
A P sen—— ‘

As

:2———_—
As

Tomemos limites en ambos miembros de esta igualdad para As — 0.
En el primer miembro obtenemos:

L\O‘

lim

Ax -+ D

==t
Luego,

Agp
sen
lim |—2|=1,
As =D AP
=

puesto que en el caso dado consideramos las curvas que tienen como

limite lim o ¥y, por consiguiente Ag — 0 cuando As— 0.

Ansi) A5 .
Asi, después de tomar limites, tenemos:
d ¢
2= lim | =2, (4)
ds as=0| As |

La razdén (en valor absoluto) del dngulo Ag de rotacién de la tangente
con respecto a la longitud As del arco AB, cuando se pasa del pun-
to A4 al punto B se llama (igual que para una curva plana) curvatura
media de la linea dada en el segmento AB:

Ap
As

El limite de la curvatura media, cuando As-— 0, se llama
curvatura de la linea en el punto 4 y se designa por K:
Ay

As

curvalura media =

K= lim

Ax -+ 0D

De la igualdad (4) se deduce que | 9 | = K, es decir, la longitud
de la derivada del vector unitario®) de la tangente respecto a la

*) Hecordemos que la derivada de un veetor es también vector y por eso
se puede hablar de la longitud de la derivada.

23—534
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longitud del arco es igual a la curvatura de la linea en el punto dado.
i . o 2
Puesto que ¢ es un vector unilario, su derivada il perpendicular
a éste (véase § 3, cap. IX, corolario).
. do Coa - .
Asi, el vector 73 estd dirigido, siguiendo la perpendicular af

vector de la tangente y su longitud es ignal a la curvatura de la
curva en este punto.

da
Definicién: Una recta que coincide en direccidon con el vector I3

y pasa por el punto correspondiente de la curva se llama normal
principal de la curva en el punto dado. Designemos por n el vector
unitario de esta direccion.
. da iy >
Puesto que la longitud del vector i igual a la curvatura K
de la curva, tenemos:
d'a

=Kn.
La magnitud f_if' inversa a la curvatura, se llama radio de cur-
vatura de esta linea en el punto dado y se designa por K, es decir,
1 = R. Entonces, se puede escribir:

K
d*r do
anr iy 3 ®
De la formula (5) se deduce:
1 d&ry
ey
Pero,
R o dy d*
—_—— == —— — .
ST S R~
Por tanto,

SVEE . v

La dltima férmula permite calcular la curvatura en un punto
cualquiera, de una curva dada por sus ecuaciones paramétricas, en
las que el parimetro es la longitud s del arco, (es decir, cuando el
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radio vector del punto variable de esta curva es una funcién de la
longitud del arco).

Examinemos el caso en que el radio vector r es funcién de un
pardmetro arbitrario f:

=1zt

Supongamos que en este caso, la longitud del arco s es una
funcién del pardmetro t. El cdlculo dé la curvatura se efectiia del
modo siguiente:

dr dr ds
@ d @
Puesto que*)

entonces:

(F) - ®

Derivando los dos miembros y dividiéndolos por dos, tenemos:

e B ©
dt  dt dt dt
De la férmula (7) se deduce:
dre  dr 1
ds  dt ds
“ar
Derivando respecto a s ambos miembros de la tltima igualdad
tenemos:
d’s
& o d*r 1 dr di*
?“F( ds )=“E ds )3‘
Tl

*) Esta igualdad se deduce de

dr Ar
= ‘=AI.‘fu I?[ - Pero Ar es la cuerda

del arco de la longitud As. Por eso, l::! tiende a 1, cuando As—>0.

23e
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Introduciendo en la férmula (6) la expresién encontrada para e

obtenemos:
&
1 | dr dt

B ?(ﬁ)* dt (_{L_s_)“
dt dt
(S (-5 22
dt’ dt dit dt dt dit |\ at de*
(%)
dt*
Expmando a‘t v j:! en funcion de las derivadas de » (f), a partir

de las formulas (8) y (4), obtenemos*):
(0 (2 (2 0r
1 d ) \dt dr* dt
= . 10
" (%)) h
dt
La férmula (10) se puede escribir también en la forma**):
2 1 dt dr*
K'=—= i ke 11
TR
dt
*) Transformemos el denominador del modo siguiente:
ds ds Y2y 3 dr
(@) ={&)}={(&)}

. dr\* dry? "
Aqui no podemos escribir [T) » puesto que (‘Ei') designa el cua-

2y 3
drado escalar del vector-:—:' mientras que {(%) } designa el cubo del

nimero [ ) La expresion (——'-')‘ no tiene sentido.

*+) Hemos aprovechado la identidad a®?® — (ab)® = (a « 0)2. Para demos-
lm que esta identidad es vélida es suficiente escribirla en la forma:
a?b?— (ab cos @) =(ab sen g)2.
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Hemos obtenido la férmula que permite calcular la curvatura
de la curva en cada uno de sus puntos, dada por las ecuaciones
paramétricas arbitrarias.

Si, en un caso particular, la curva es plana y estd situada en el
plano Ozy, sus ecuaciones paramétricas son:

= q(f),
¥ =y (0,
2 -

o

Sustituyendo las expresiones de x, y, z en la f6rmula (11), obte-
nemos la férmula ya conocida (véase cap. V1), gque determina la
curvatura de una curva plana dada por las ecuaciones paramé-
tricas:

_ oD — w0 (9)
e OF+ (v @F)"
Ejemplo. Hallar la curvatura de la hélice
r=idacos{ ja zent +k amt
en un punto arhitrario.

Solucion:
l{ -
LS —da sen ¢ ' jacos § |- Kam,
dt .
dzr
_.ﬂf’_ — —da cos [ — ja sen d,
i i 13
2 .
-;—’; %—‘,‘:_—_ — asent acos | am|=ie?*msen I — ja?mcos t 4 Ra?,
— aecns¢ —aseny O
dir d2p 32
L Vo] 4 (me-
{‘“ X d:'-') ad (m*-4-1),
dr y® a 2
(I =a? sen? t4-acos? i +a*m? =a? (1 4 m¥).
Por tanto,
1 adm® 1) i
TE T (@@ (1 fFmEF af(l | m¥E*
de donde

It=a (1 4-m2)=const,
Asi, el radio de curvaturn de ta hélice os constante.
Observacion. Siempre se puede suponer que una curva plana

esti situada en el plano Oxy (lo que se puede demostrar ficilmente,
transformando el sistema de coordenadas). Por counsiguiente, en

el plano Oy, z = U; pero en este caso, g'—; = 0, y, por tanto, el
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vector n esta situado también en el plano Ozy. De aqui-se deduce
una conclusién importante: la normal principal de una curva plana
estd situada en el plano de esta curva.

Velocidad de un punto en el movimiento curvilineo. Si un punto
mdvil en un instilite t se encuentra en el punte M, determinado por
el radio vector OM = » (1) (fig. 196), ¥y en otro instante ¢ -+ Af,
en el punto M, determinado por el radio vector OM, = » (t + At),
entonces el vector MM, se llama vector de desplazamiento del punto.
La razén del vector de desplazamiento MM, respecto al incremento
correspondiente del tiempo At se llama velocidad media del punto
durante un lapso

- r‘rfflf -"_\!
Vmed = —— = =MN.
T Y VI

El vector de la velocidad media esta orientado a lo largo de la
cuerda MM, (fig. 196) en la direccién del movimiento del punto
(durante el movimiento rectilineo la direccion del vector coincide
con la trayectoria).

La velocidad del punto oLk en el instante dado se determina por:

dt
A dr
,._1“ p D=1 ——
B e M= N =
es deeir,
_ dr
)= —, 12
T (2

Por consiguiente, se puede enunciar lo siguiente:
La velocidad del punto en un instante dado es igual a la primera
derivada del radio vector de este punto respecto al tiempo.
En virtud de la férmula (2). las proyecciones de la velocidad
sobre los ejes de coordenadas son:
dx dy ds

Vp=—o Uy = 7 p=—

dt’ dt dt
Determinemos el médulo de la velocidad segin la formula (3):

=Y (S)e () E) @

Introduzcamos la longitud s del arco (como lo hemos hecho al
principio del presente parrafo) y consideremos s como funcién del
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tiempo t. Entonces podemos escribir la férmula 12:

=———=gV (14)

donde, v— i_st es valor absoluto de la velocidad, o es vector unitario
orientado a lo largo de la tangente en la direccién del movimiento,

Aceleracién de un punto en el movimiento curvilineo. En el
§ 25, capitulo 111, hemos considerado la aceleracién del movimiento
rectilineo. Andlogamente, en el movimiento curvilineo, la segunda
derivada del vector de la velocidad respecto al tiempo se llama

aceleracién w de un punto:

w= £ 15
% (15)
pero _
2 dr
V=
t
Por consiguiente,
_ &
= —. 16]
Y= 28
A partir de la férmula (14) obtenemos:
e iii=d’(rm)_
dt dt

Desarrollando la tltima derivada segin la férmula (ITI) § 3,
tenemos:

—  dv - do
W= —0+ 0—-. 1
dt dt 47
Transformemos la derivada %[:— , usando la férmula (5):
do_di ds @,
dt ds dt R

Introduciendo la expresion de 4o en la igualdad (17), obtenemos

en definitiva:

(18)
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Aqui, o es el veclor unitario orientado a lo largo de la tangente
en direccion del movimiento, n es un vector unitario dirigido a lo
largo de la normal principal.

Por consiguiente, se puede interpretar la formula (18) asi: la
proyeccion de la aceleracidn de un punto sobre la tangente es igual
a la primera derivada del valor absoluto de la velocidad; la proyec-
cion de la aceleracion sobre la normal principal es igual al cuadrado
de la velocidad dividido por el radio de curvatura de la trayectoria
en el punto dado.

Puesto que los vectores @ v n son mutuamente perpendiculares,
el modulo de aceleracién se determina por la férmula:

v\ (L-'-' )‘-=
~ V(% Y. 19
v ( dt ) \ % @9

§ i PLANO OSCULADOR. BINURMAL. TORSION

Definicion 1. El plano que pasa por la tangente y la normal
principal a una curva dada en el punto A se llama plano osculador
en este punto 4. Cuando una curva es plana, el plano osculador
coincide con el plano de la curva. Si la curva no es plana, dos planos
osculadores en los puntos P y P, de la curva, forman entre si un
diedro p. Cuanto mayor es el dngulo p, tanto mas la curva se dife-
rencia de la curva plana. Con el fin de precisar este problema intro-
duzcamos la definicién siguiente.

Definicion 2. La normal a la curva, perpendicular al plano
osculador, se llama binormal.

Tomemos un vector unitario & sobre la binormal y dirijamoslo
de tal modo que los vectores o, n, & formen una terna de misma
orientacién que los vectores unitarios &, j, & de los ejes de coorde-
nadas (figs. 200, 201).

En virtud de la definicién de los productos vectorial y escalar
de vectores tenemos:

b=agxn; bb=1 (n

Hallemos la derivada -:%. Segin la [ormula (IV) § 3,

db _dig X n)_ do Xn+ax ddi (2)
ds ds ds ds
do n , . )
Pero =5 (veas_e § 4), por eso:
—d-'; X n=—1--u Xn==10(
ds R
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y férmula (2) toma la forma:

ﬂ:axﬂ. (3)
ds ds

Partiendo de la definicién de producto vectorial se deduce que

17
el vector {';? es perpendicular al vector de la tangente o. Por otra

£}
Fig. 200 Fig. 201
parte, ':F? es perpendicular a & puesto que & es un vector unitario
(véase § 3, corolarin).
Por tanto, el vector -:;? es perpendicular también a o y &, es decir,

es colineal al vector n.

il
Designemos por % la Tongitud del vector T: , es decir, pon-
gamaos:
db ’__ 1
s 7"
Entonces,
b 1
—=—N.
ds g

La magnitud —;, se lama ftorsién de la curva dada.

il diedro w, formado por los planos osculadores correspondientes
a dos puntos de’la curva es igual al dngulo formadoe por las binorma-
les. Anilogamente a la formula (4) § 4 cap, IX, se puede escribir:

d '|_ i n
ds | as-=o | Asl

Asi, la torsidn de la curva en el punto A, en valor absoluto, es
igual al limite a que tiende la razdn del dngulo p formado por los
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planos osculadores en el punto 4 y en el punto vecino B, respecto
a la longitud | As | del arco AB, cuando As— 0.

Si la curva es plana, el plano osculador no varia su direccion
y, por tanto, la torsién es igual a cero.

De la definicion de torsién se deduce que esta magnitud caracte-
riza la desviacién de la curva en el espacio respecto a la curva plana.
La magnitud T se llama radio de forsién de la curva.

Hallemos la formula para caleular la torsion. De las formulas. (3)
vy (4) se deduce:

1 dn
—N=0 < —.
7 ds
Multiplicando (escalarmente) ambos miembros por n oblenemos:

1 { o idn ]
—nn=n|0xX—|.
T i o

L.

El segundo miembro de esta igualdad es el llamado producto
5 . {
mixto (triple) de tres vectores n, o y id:si . Como sabemos, tal pro-
ducto no varia por la permutacién de los factores en orden
circular. Como nn = 1, escribamos la dltima igualdad en la

forma:

—’-=—-—u[n XEI‘—] (9)
T ds

, entonces:

d*y
Pero, como n = R —
yi ds®

d'r ” dR i{:

an
ds ds® ds ds*

y

dn | &y d'r dit d*r .
o x| =r g < {r g+ 55—

[0 0], gl [ibny 8]

T
Puesto que el producto vectorial de un vector por si mismo es ignal
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a cero,
" dr cﬁ']
[ ] =0
M!
dn dr &
X — =R‘[ —]
[" d.s] & o
Notemos que o = -g-:-l;: segiin la igualdad (5), de donde:
Ll [
o FERARE b @

Si el vector » estd expresado en funcién de un parimetro arbi-
trario ¢, se puede demostrar*) (utilizando el mismo procedimiento

*) Efectivamente,
dr  dr ds
Tdt T ds dre
Derivemos una vez mds esta igoaldad respecto a t:
dr  d fdr\ ds ds | dr d%  d®rfods\2 dr d%
(@) ats w—w(a) + oo
Volvemos a derivar respecto a g
Sr o (Sryds (deye o, dndh 4 de) deodt e %
did ds \ ds dr \ di ds? T ot de2 ds \ds ] dt di* 7 ds di3
dfr fds NS it ds d¥% | dr d%
~w(T) TS
Formemos el producte mixto (triple)
dr fd¥ d%\  de ds d%r ¢ ds \?  dr dis .
o (@ w) =g o {[F (&) + 55
x[ o2 (S) ety geaeyy
“Las \ar st At i Ty e
Desarrolando este producto segim la regla de multiplicacion de los polino-
mios y omitiendo todos los términes que contengan por lo menos dos factores
vectoriales idénticos (puesto que el producto mixto de tres factores en el cual
aunque dos factores son idénticos es igual a cero) obtenemos:
dr (d*r  dir dr fde  d% ds |8
ar \aE ';rr»')= r (F"'ﬂ?) (T)

(:‘1—:]"—' (‘;—:)2 ] (:_:)“__{(%]:};.

obteniendo asi la ecuacion buscada.

Finalmente
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que en el parrafo anterior) gque

ir [ 80 #2]
dr 4

%[%X%Fﬁ-{@‘j)z?—

Introduciendo esta expresi6n en la formula (6) y sustituyendo R*
por su expresién segin la férmula (11) § 4, tenemos en definitiva:

Bl B ]
oy, dt d:‘_ M

{ixﬁq
dt dt*

Esta formula permite caleular la torsién en cualquier punto de
la curva, dada por sus ecuaciones paramétricas en el caso de un
pardmetro arbitrario .

Como conclusién anotemos que las formulas que expresan las

derivadas de los vectores @, b, n, se llaman férmulas de Serret-
Frenet:

3
7

a0 ® b w2
ds R’ ds 7' ds R 1
La tultima de ellas se obtiene asi:
n==>b xao,
fi___d___"‘x")=_d_"_xg+¢,xf£=i'_ 0+bX—=
ds ds ds ds

Pero,
n¥xo=—=b; bxn=—a.
Por eso,
dn__ b o
s T R’

Ejempo: Caleular la torsién del hélice
r = iacost-+jasen {4k amt.
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Solucidn:
dr [ dir d3r

e b Z e o ol _— =a¥
ar | 7 % dl'] acost —asent 0 a¥m,
asent —acost 0

-‘;—F— x;::;]'=“‘“ +m?) (véase el ejemplo § 4).
Por tanto:
e — at (14 m?) __a(l+m? )

adm m

§ 6. PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE

Sea
Fz, y, 2 =0, (1)
la ecuacién de una superficie.

Introduzeamos las siguientes definiciones.

Definicién 1. Si una recta es tangente a una curva cualquiera
situada sobre una superficie y pasa por un punto P, esta recta se
llama tangente a la superficie en el punto P (z, y, z).

Puesto que una infinidad de curvas, trazadas sobre la superficie,
pasan por el punto P, en general, existe en este punto, igualmente
una infinidad de tangentes a esta superficie.

Introduzcamos las nociones sobre los puntos singulares y simples
de una superficie F (z, y, z) = 0.

Si en el punto M (z, y, z) las tres derivadas b y ﬁ \ EJ-E

dr " ay ' dz
iguales a cero o, por lo menos, una de estas derivadas no existe,
entonces M es un punto singular de la superficie. Si en el punto
M )]Ld.daFaFﬁF

z, ¥, 2) las tres derivadas =, RN
y por lo menos una de éstas es distinta de cero entonces M es un
punto simple de la superficie.

Ahora podemos enunciar el teorema siguiente:

Teorema: Todas las tangentes rectas a la superficie dada (1) en
su punto simple P pertenecen a un mismo plano.

Demostracién: Estudiemos en la superficie una curva L (fig. 202)
que pasa por el punto dado P de una superficie.

Sean ’
=) y=v0); 2=y, (2)
las ecuaciones paramétricas de esta curva.
La tangente a esta curva serd una tangente a la superficie. Las
ecuaciones de esta tangente son:
X—xr Y—y Z—:z

gz Y [
dt dt dt

existen y son continuas
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Pongamos las expresiones (2) en la ecuacién (1) y obtengamos
una identidad respecto a ¢, puesto que la curva (2) esti trazada
sobre la superficie (1). Derivando esta identidad respecto a t obte-
nemos*):

aF ox oF dy aF oz

e . =0. (3)
dr  dt dy dt dz  di

b ke (4)

% ) gg ) g dependen de lascoor-
denadas z, y, z del punto P. Nolemos que estas proyecciones no
se reducen a cero Simultineamente en el punto P, puesto que P
es un punte simple

ar N (aF\* | [ aF\*
w= V) + () + () »o
%] r ay t\a )™

ElI vector

Las proyecciones de este vectlor

dr dx dy dz

—_—=—d— —k

dt dit + dt I+ dt ©)
es tangente a la curva que pasa por el punto 7 y que ademds estd
trazada sobre la superficie.

*) Utilicemos aqui la regla para derivar funciones complejas de tres
variables. Esta regla es vilida en el caso dado, puesto que todas las deri-
aF

i ar " B 5
vadas parciales e et segiin la hipotesis, son continuas,
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Se puede calcular las proyecciones de este vector a partir de las
ecuaciones (2), si damos al parimetro ¢ el valor que corresponde al
dr
Y
Este producto escalar es igual a la suma de los productos de las

proyecciones correspondientes:
ydr _OF dz | oF dy | oF ds

At dzr dat | oy dt | 9z dt

punto P. Calculemos el producto escalar de los vectores ¥

Fig, 203

En virtud de la igualdad (3) el segundo miembro es ignal a cero
por consiguiente:

dr_
di

De la Gltima ecuacidn se deduce que el vector ¥ es perpendicular
al vector de la tangcnle% a la curva (2) en el punto P. La demostra-
cién dada es vilida para cualquier curva (2) trazada sobre la super-
ficie, y que pasa por el punto P. Por consiguiente, todas las tangentes
a esta superficie en el punto P son perpendiculares respecto a un
mismo vector N, por lo que todas las tangentes pertenecen
a un mismo plano perpendicular al vector N. El teorema queda
demostrado.

N 0.

Definicion 2. El plano, formado por todas las tangentes en un
punto P a las curvas trazadas sobre una superficie que pasan por
este punto, se llama plano tangente a la superficie en el punto P
(fig. 203).

Notemos que en los puntos singulares de la superficie puede no
existir el plano tangente. En tales puntos las rectas tangentes a la
superficie pueden no pertenecer a un mismo plano. Asi, por ejemplo,
el vértice de una superficie cénica es un punto singular. Las tangen-
tes a la superficie conica en este punto no pertenecen a un mismo
plano, formando también una superficie cénica.
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Escribamos la ecuacidn del plano tangente a la superficie (1)
en un punto simple. Este plano es perpendicular al vector (4), su
ecuacién tiene la forma:

ar aF ., i
— (X —a) 4+ —(} -—yl+£(3—z}=“
dx ay iz
Si la ccuacion de superficie es
z=flz, W), 6 z—[lz, =0,
entonces
A 4 . 28 _q
dx dr ay  ay g
y la ecuacién del plano tangenie es
a d
Z—zm LX) L ).
oz

Observacién: S5i hacemos en la [6rmuIn (6 X —z= Az,
Y — vy — Ay, obtenemos:

T mae e B A
dr iy
su segundo miembro es la diferencial total de la funcion z = § (z, u).
Por tanto, Z — z = dz. Asi, la diferencial total de una funcidén
de dos variables en el punto M (z, y). que corresponde a los incre-
mentos Az y Ay de las variables independientes x e y, es igual al
incremento correspondiente de la cota (z) del plano tangente a la
superficie que representa la grafica de la funcion dada.

Definicion 3. La recta, trazada por el punto P (z, p, z), de la
superficie (1) de modo perpendicular al plano tangente se llama
normal a superficie en este punto (fig. 203).

Escribamos las ecuaciones de la normal. Puesto que su direccion
coincide con la del vector N, sus ecuaciones son

X—x Y—y _Z—z

= el 7
:J.F' ok ar )
dr dy dz
Si la ecuacién de la superficie es = = [ (z, y), 6
z—J(z, ¥ =10,

las ecuaciones de la normal son:
X—=x Y—y Z-—z

o
dr dy
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Observacién: Sea F (z, y, z)=0 la superficie del nivel para
una funcién de tres variables u = u (z, y, z), es decir,
Fz,y,2) =ulz,y, 80 —C=0.
Es evidente que el vector N, determinado por la férmula (4)
y dirigido, siguiendo la normal a la superficie del nivel F =
=ulz, y, 2 ) —C =0, seri:

. du i ou
N=o14+ o J+ = k,
es decir,
= grad u.
Asi hemos comprobado que el gradiente de la funcién u (z, y, 3)

estd dirigido, siguiendo la normal, a la superficie del nivel que pasa
por el punto dado.

Ejemplo. Escribir la ecuacién del plano I.an mie y ecuaciones de la normal
ala sulper icie de una esfera z®  y® 4 ? = en ¢l punto P (1, 2, 3).
Solucidn,

Fz, vy, :}=t’+y’-l—8‘—1‘i—0'

ar ar
—_—— T —— sy
o = 7 2y ——=2z;
para z=1, y=2, z=3, lenemos:
aF ., OF ar
N T

Por tanto, la ecuacidn del plano tangente es:

2(z—1)4-4{yp—2) 4 B(z—3)=0 6 z-}2y}3e—14=0,
Las ecuaciones de la normal son:

H

=
|
(X3
"
|
w

Ejercicios para el capitulo IX
Hallar las derivadas de los vectores 1. r—=dcotgt-+J arctg t. Resp.
= =T i-i--m_l, 2or=delf g2t klnt. Resp. ' = —de~t L 254
+§. 3. _:u—i+i Resp, » =2 +-4 j -

[
4. Hallar el vector de la ta te, la dn de la
ecuacitn del plano normal a la curva »— ¢4+ 125 + (3% en el punt.o (3, 9 2’?).
Respuesta;, vt =465 27k; la tangente es: —l—a—y—g—gﬁ :?27: el plano

normal es: x4 6y 27: =786,

2454
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5. Hallar el vector de la tangente, las ecuaciones de la tangente y la
ecuacién del plano normal & la curva; r—icos? %-}-i-jssn :+k::en%.

Respuesta. r'= —-%-i sen t+4 «-;-jma H__;,. k cos % ; In ecuacitn de la tangen-

] 1 [
X—ms’-ﬁ-_}‘-—v-imn::z—sen? ] -

—sent  cost iie

te es del plano nor-

t
cos
mal: + Xsanx-—)’cosl-—-Z:os—;—f —zxseni-| ;rro'H+:cos T
son las coordenadas de un punto de la curva por el que pasa al plano nor-
mal | es decir z= nus’-z-, y=- sen t, z_san—%

6. Hallar las ecuaciones de la tangente a la curva r=!—sent,
y=1—cost, 3=4 sen — y cosenos de los dngulos que forma la tangente con

2
los ejes de coordenadas. Resp X=Xy Y—Vy 2~ z;;
o

donde z, y, 2

sen _fQ_ cod E cof; e
z 2 L
=gen? -33-: casﬂ:-l—sen 1, €08y =coy %

7. Hallar la ecuecrdn de un planu normal a la curva z=x%-— 32, y==x
en el origen de Expresar la curva liante ecua-
ciones paramétricas, Rupumm 4y=0.

8. Hallar o, n, & en el punto l=%para la curva # =4 (cos £ -|-sen? ) 4

+Jsent{l—cost)—kcast.  Respuesta. u=% (—¢+j+k); n=
e SAi=k o 4204 3k
V7 7 Vi

9. Hallar las ecuaciones de la normal principal y de la binormal a la

curva :—-t—- Y= 2 % l-—-—-‘— en el punto (zg, yg, zg). Respuesta, a2 o 1
73 3 2 » FE T

_¥—Vo - . I—T_ ¥~ _ i3
i—tf —2—8' 1 2y 1]
10. Hallar la ecuacién dé un E,nno usculadur a la curva =z 2=z
en el punto M (1,1, 1). Respuesta,
11. Hallar el radio de curvatura da 1n curva dada por las ecuaciones
A4+ —d=0, z4y—z=0. Hespuesta, H=2.
ls. Hallar el radio de torsién de la curva: r=1icost{ fsent+
k R T— (et -e-1y®
+ 5 - ] T i—eh
13. Hallar el radie de curvatura y de torzién de la curva »= (24 2134,

Recpuesta. R=-t(1+ 91’1, T =co.

14. Dnmuetrar qua la curva = (agt? byt +-ey) - (agt?- bot +eg) 3
4 (agt2 4 byt +e3) ke es plana. Respuesta: r#7" =0, por lo que la torsidn
05 nula.

of —e—t
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15. Hallar la curvatura y la torsién de la curva z=ef, y=e~1, =1 /3,

2 3 —VZ

v la torsién es igual
(z+ )P AU (z—yi-
16. Hallar la curvatura y la torsién de la curva z =e ! sent, y=e~! cos;

Respuesta. La curvatura es igual a

z=e¢!. Respuesta. La curvatura es igual a %a', la torsién es igual a -}.r,

17. Hallar la ecuacidn de un plano tangente al hiperboloide ‘:':T_‘%;""

3
-—-:T:l en el punto (zy, yy, 2y). Hespuesta. %—%&-—-%‘- =i,

18. Hallar la ecuascién de la normal a la superficie #8—4y24- 20—
en el punto (2, 2, 3). Respuesta. y+4x=10; 3r—z=3.

19. Hallar la ecuacidn de un plano tangente a la superficie =208 4 4y
en el punto M (2, 1, 12). Respuesta. Bz 4 8y —z=12,

20. Trazar un plano tangente a la superficie 222y 412 =1 de modo

que sea paralelo al plano r—y+ 25 =0, Hespuesta, s —y-}25= + ]/I__é i

24



CAPITULO X

INTEGRAL INDEFINIDA

§ 1. FUNCION PRIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA

En el capitulo 111 hemos estudiado el prohlema siguiente: dada
una funcion F (2), hallar su derivada, es decir, la funcién [ (z) —
= F' {2).

En el capitulo presente consideremos ¢l problema inverso: dada
una funeién f {2), es preciso hallar una funcién F (z) cuya derivada
sea igual a f (z), es decir,

F (x) = [ (2).

Pefinicion 1. Si en todos los puntos del segmento la, &) se veri~
fica la ecuacibén

Fr(x) = [ (2)

la funcién F (z) se Nama primitiva de la funcidn f (z) sobre este
segmento.

Ejemplo. Hallar una funcidn primitiva de la funcidn f(z)=2% De la
a
definicion de funcion primitiva se deduce gue la funcion F (r]=—z-‘;_— es pri-
R

mitiva de la f(z), puesto que [-IT) =18,

Es facil ver que si la funcién dada f () tiene una funcién primi-
tiva, ésta no es la dnica. Asi, en el ejemplo citado como funciones

]

primitivas podrian figurar las siguientes: F (z) = % +1; Fz) =

3 3
= IT — 7, 0, en genecal # (z) = % + ¢ (donde ¢ es una constante

arbitraria) puesto que:
z )
fpm— + Cl= .Z‘z.
5
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Por otra parte se puede demostrar que las funciones del tipo % +C

abarcan todas las funciones primitivas de la funcién z®. Esto se
deduce del teorema .siguiente.

Teorema: Si Fy (z) y F, (z) son dos funciones primitivas de la
funcion f (z) sobre el segmento la, b), su diferencia es una constante.

Demostracién. En virtud de la definicién de la funcién primitiva
tenemos:

Fi(z) =f(z) }
_ Fa@ =) 2
para todo valor de z en el segmento [a, b].
Designemos:
Fy(z) — Fy (2) = q (2). 2

Segin las igualdades (1), tenemos:

Fi(@) — F(2) =f(2) — 1 (@) =0
o
@ (2) = |Fy () — F2 @' = 0

para todo valor de x en el segmento la, bl. Pero, de la igualdad
g (z) = 0 se deduce que ¢ (x) es una constante.

En efecto, apliquemos el teorema de Lagrange (véase § 2, cap. 1V)
a la funciébn @ (z) que es, evidentemente, continua y derivable en
el segmento [a, b]. En virtud del teorema de Lagrange, para todo
z arbitrario del segmento [a, b] tenemos:

¢ (1) — 9 (@ = (x —a) 9 (E),
donde
a<<§ <z
Puesto que ¢ (E) = 0, entonces:

@(x) —qa) =0

¢ (2) = @ (a) &)

Asi, la funcién @ (z), en todo punto z del segmento la, b] conserva
el valor igual a ¢ (a), lo que quiere decir que esta funcién es constan-
te en el segmento la, bl. Designemos la constante ¢ (a) por C, de
las igualdades (2} y (3) obtenemos:
Fy(x) — Fy (2) = C.

Del teorema demostrado se deduce que si conocemos cualquier
funcién primitiva F (z), de la funcidn f (z) entonces toda otra funcién
primitiva de f(z) tiene la forma F (z) 4 €, donde C = const.

6
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Definicion 2. 51 F (z) es una funcién primitiva de f (z), Ja expre-
sién F (z) + C se llama integral indefinida de la funcion f (z) y se
designa mediante el simbolo 5 f (z) dz. De tal modo, segin la
definicitn:

§Hayde=F @) +C,

si
F' (x) = [ (2). :

En este caso, [ (2) se llama integrando o funciin bajo el signo de
integral; f (z) dz, elemento de integracién o la expresidn bajo el signo
de integral y el simbolo §, signo de integral.

Asi, la integral indefinida vepresenta una familia de funciones
y=F() + C.

El significado geométrico de la integral indefinida es un conjunto
(familia) de curvas, cada una de las cuales se obtiene mediante el
desplazamiento de una curva paralelamente a si misma hacia arriba
o hacia abajo, es decir, a lo largo del eje Oy,

Naturalmente surge una cuestion: d¢si toda f (z) tiene funciones
primitivas (y, por consiguiente, inlegral indefinida)? La respuesta
es negativa., Sin embargo, notemos, por ahora sin demostracion,
que toda funciin f (z) continua en el segmento la, b tiene una funciin
primitiva (y, por tanto, una integral indefinida).

En el capitulo presente vamos a estudiar los métodos que per-
miten determinar las funciones primitivas (y por consiguiente las
integrales indefinidas) de ciertas clases de funciones elementales.

El proceso que permite hallar la funcién primitiva de una fun-
cion f(z) se llama integracién de la funcion [ (z).

Observemos lo siguiente: mientras gue la derivada de una fun-
cién elemental es siempre una funcion elemental, la primitiva de
una funcién elemental pwede no expresarse mediante un nimero
finito de funciones elementales. Estudiemos mis detalladamente
este problema al final del presente capitulo.

De la definicién 2 se deduce:

1. La derivada de una integral indefinida es igual al integrando,
es decir, si F' () = [ (2), entonces:

(§ @) da) = (F (2) + €)' = (2). (4)

Esta tiltima igualdad significa que la derivada de una primitiva
cualguiera es igual al integrando.

2. La diferencial de una integral indefinida es igual al elemento
de integracion

d(§ /(@) dz) = { () da. 5)

Esto se deduce de la férmula (4).
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3. La integral indefinida de la diferencial de una cierta funcién
es igual a la suma de esta funcién y de una constante arbitraria
[dF (x)=F(z) +C.
Es ficil comprobar que esta igualdad es vilida mediante la
derivacién (las diferenciales de ambos miembros de la igualdad
son iguales a dF (z)).

§ 2. TABLA DE INTEGRALES

Antes de proceder a la exposicién de los métodos de integracién
daremos una tabla de integrales de las funciones elementales.

La tabla de integrales se deduce inmediatamente de la defini-
cién 2 § 1, cap. X, y de la tabla de las derivadas (§ 15, cap. III).
(Es ficil comprobar que lasigualdades de la tabla son vilidas median
te la derivacion, es decir, se puede verificar que la derivada
del segundo miembro es igual al integrando).

44

1. ja:“d: =3§-1r.1._ 4+ (' (a==—1). (Aqui y en las formulas
siguientes ¢ designa una constante arbitraria).

dx
2. ;:lnlz]v{-c.
3. senzdr = —cosz 4 C.
4. cosrdr=senx+ (.
= d
5. e — tgx 4 C.
s dx
6. pr pia —cotgz 4 C.

lgrdr= — In|cosz|+ C.

~
ey ey e, ey e e e, e ey ey,

8. cotgzdr= In|senz |+ C.
9. ede=e +(.
10. a* dx -ﬁ +C.
11. H—I.=nrctgz+f:‘
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dx
13. S _._—arcsen:t—i—ﬂ
Vi—a

13 Si=ammni +C.
Va* -2 “

dr S
14. SW=1HII+ Vz*+a®|+C.

Observacion. En la tabla de las derivadas (§ 15, cap. I11) no
hay férmulas que correspondan a las 7, 8, 11, 12, 13" y 14. Sin
embargo, es facil comprobar que estas férmulas son vahdas mediante
la derivacion.

En el caso de la férmula 7 tenemos:

(—Infeosz]) = — —n% _ gz,
cosx
por tanto, § texdr — — In |cosx | + €.
En el caso de la férmula 8 tenemos:
(In|senzx|) = ol =colg x,
senx

por tando, §cotg z=In |sen z | + C.
En caso de la formula 12 tenemos:

(:z—aln:tiD=2—a[ln|a—!-r|—|n|n—z|]’.—_
A 1 ii_ 1
~ "[a+z+a—z o —2*'
por tanto,
dr 1 atz
&_xz‘i—

a—
Notemos que la dltima férmula se deduce también de los resulta-
dos generales del § 9, cap. X.

+C.
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En el caso de la férmula 14 tenemos:

(nlz+VZ+a|) = — 1 (1+ z ) 1

s+ VE+d\  Virad! VZid
por tanto
dz Z ., 2
———=In|z+ VZ x|+ C.
Va* +a*
Esta formula también se deduce de los resultados generales
del § 11,

De la manera andloga se verifican las formulas 11” y 13°. Observe-
mos que estas formulas serin obtenidas en lo ulterior de las férmu-
las 11 y 13 (véase § 4, ejemplos 3 y 4),

§ 3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Teorema 1. La integral indefinida de la suma algebraica de dos
o varias funciones es igual a la suma algebraica de sus integrales

S (@ + fa@])de=§ f; (2) dz+ § 2 (2) da. )

Para demostrar el teorema hallemos las derivadas del primero
y segundo miembros de esta igualdad (1). En virtud de la igualdad (4)
del pirrafo anterior hallamos:

(y o (0)+ fa (2)] da)’ = fy (2)+ [2 (),
(§ N dz+ § fal@) dz) = (§ fy (@) da) + (§ fole) dz) = [, () + fa ().

Asi, la derivada del primer miembro de la igualdad (1) es igual
a la derivada del segundo miembro, es decir, la derivada de cual-
quier funcién primitiva del primer miembro es igual a la derivada
de una funcién arbitraria del segundo miembro. Por consiguiente,
segin el teorema § 1 cap. X, toda funcién del primer miembro de
la igualdad (1) se diferencia de toda funcién del segundo miembro
de esta igualdad en un sumando constante. La igualdad (1) tiene
precisamente este significado.

Teorema 2. El factor constante se puede sacar fuera del signo de
la integral, es decir, §i a = const, entonces:

§af (@) de=a § f(z) da. (2
Para demostrar la igualdad (2), derivemos ambos miembros:
(1 af (2) da) = af (),
(a]f(x)dz)y =a(§ ) dz) =af (2)-
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Las derivadas de ambos miembros son iguales, por consiguiente,
lo mismo que en la igualdad (1), la diferencia de dos funciones cuales-
quiera, dispuestas a la derecha y a la izquierda, es una constante.
La igualdad (2) tiene precisamente este significado.

Durante el cileulo de las integrales indefinidas es 0til tener en
cuenta las reglas siguientes.

Si:

(1@ de=F@+c,

entonces:
hmﬂﬁngwﬂ+& @)

En efecto, derivando ambos miembros de la igualdad (3), obte-
nemos:

(§ 762 dz) =7 aa),
(% F(ax}) — L @=L Fe)a=Fw)=1(aa).

Las derivadas de los dos miembros son iguales, lo que se trataba de
demostrar:

IL. Si
S f(@) dz=F (z) +C.
entonces:
(retvde=Fa+n+cC. (%)
11 Si
(f@dz=F@+c.
entonces:

S”u+w¢=%mu+w+a (5)

Las igualdades (4) y (5) se demuestran mediante la derivacion de
sus miembros.

Ejemplo 1.
S (203 —3 son =+ 5 V/7) de = S 2x=u:—§ 3senzdr + S 51/ dz=
1

341

31

u2S:3dz-—3Sann:dr+SS-‘§ dr=2 —3(—cosx)+
1
i

1
zH1

+5

0= 7:—:‘+3oos:+—-l§-:v}+0.
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Ejemplo 2.
1 1
T Ty pr _ ] LY W
S( sttty ;)d::sS: dx—l—is.t dx+
i 1 5
5 —z+t -3+ T4t
< ] z i
+(atara3Z 44z 2 e
< _1 1 2 _l;i o +1
3 27 3
=3V B+ Vit ayEse.
Ejemplo 3.
dr .
{ S5 =mi=t3itc.
Ejemplo 4.
Sms?:dz:-;-seu Tz-}-C.
Ejemplo 5.
Ssen('.’:—(i]n‘: — 1 cosz—y e

§ 4. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE
O POR SUSTITUCION

Supongamos que es preciso hallar la integral
§ £ (z) da,

pero, no podemos elegiv inmediatamente la funcién primitiva para
[ (z), aunque sabemos que ésta existe,
Realicemos el cambio de variable en el elemento de integracidn,

haciendo
z = ¢ (1), (1)

donde, @ () es una funcién continua, lo mismo que su derivada,
y tiene una funcién inversa. Entonces drx = ¢’ (f) df; demostremos
que en este caso se verifica la siguiente ipualdad:

§ i@ dz=§ {9 O] (@) de. (2)

Aqui se sobreentiende que la variable ¢ serd sustituida después
de la integracion del segundo miembro de la igualdad, por su expre-
sibn en funcién de z, en virtud de la igualdad (1).

Para determinar que las expresiones en los dos miembros son
iguales, en el sentido indicado, es preciso demostrar que sus deriva-
das respecto a x son iguales. Hallemos la derivada del primer miembro:

(§ fia) dz)y = f (2).
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Derivemos el segundo miembro de la igualdad (2), respecto
a z, como funcién compuesta en la que f es un argumento intermedio.

La igualdad (1) expresa la dependencia que tiene ¢t de z, siendo az

; dt
= ¢ (); segin la regla de derivacién de una funcién inversa:
L. -
de @)

De tal manera tenemos:

(S HCIGITRO] dt); = ( 5 o] e ) d:);_::: =

=1l )¢ () —— = Flp (O] =1 ().
e ()

Por consiguiente, las derivadas respecto a x de los dos miembros
de la igualdad (2) son iguales, lo que se trataba de demostrar.

Hay gue elegir 1a funcién x = ¢ (f) de modo que se pueda caleular
la integral indefinida que figura en el segundo miembro de la
igualdad (2).

Observacién. A veces es preferible elegir la sustitucién de la
variable en la forma ¢t =Y (z) y no en x = ¢ (f).

Iustrémoslo con un ejemplo. Supongamos que es preciso cal-
cular la integral

Y () dx
V@
Es conveniente poner:
b(x) =1,
entonces:
Y (z) dz = dt,
¥ (2) dx dt .
S 6 S—‘——ln]tl—l-C__lnhp[x)H—(”

Demos algunos ejemplos de integracién por cambio de variables.
Ejemplo {. | V/senzcoszdr=? Hagamos la sustitucién f=senw,

entonces; di = cos rdr, y, por lanio,

e - 08/, .
S'Vsenxcoa:dz=s Vidi= S i d::f‘T'+c=_;-m'hz+c.
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Ejemplo 2. S 11{:!.:_& ?  Sea t=1-+4-z% entonces dt=2rdr, vy,
rdr dt _ 1 " v
$ora= ZS 5 1n _?in{'l-]-z)-i-(..

Ejemplo 3. S . Sea l—% , entonces: dr=adt,

dr dx
'.l__:"_z
RO
a

S_'.{f._—.i_s 8.dt —isi._:%- nrulgtIC__-i-nrtlg%-i-C.

at £z a2 Y {42 o 142
1 = z, .
Ejemplo 4. Svﬂ!_I‘—-IS—-__T—__&. Sea t=—; entonces:
=(3)
a
de = adt,
S dz _is a dt _=S dt — arcsen ¢+ = aresen — 4 C.
Vat—at @ J )V 1—12 Vi—2 L

{se supone que a > 0).
En los ejemplos 3 ¥ 4 hemos obtenido las firmulas 117 y 13" de la
tabla de integrales (viase § 2).

Ejemplo 5. \ (In x}’g—: =7, Sea ¢ - In r; entonces dr— ‘-i{. S (Inx)? i—:=
Lo 1
=\ PBh= = )
_Srdr 4—13. 4(]nz‘g‘}£.
ridr

Ejemplo 6. T . Sea ¢=z® entonees di - irdr,

d. I .
S :_[ i‘ ﬁ e ?nn:lgt-J-f_.

La integracién por sustitucion de variables es uno de los métodos
mis importantes del cdleulo de las integrales indefinidas. Incluso
cuando utilizamos algin otro método frecuenlemente, estamos
obligados a recurrir en las operaciones intermedias al método de
sustitucion de variables. El éxito de la integracion depende en
grado considerable de la habilidad para elegir la sustitucion adecuada
de variables. Esto simplifica la integral dada. Por eso, el estudio
de los métodos de integracion se reduce, en su esencia, a la determi-
nacidn de la conveniente sustitueion de variables para uno u otro
clemento de integracion. Al estudio de los métodos mencionados se
dedica la mayor parte del capitulo presente.

§ 5. INTEGRALES DE CIERTAS FUNCIONES
QUE CONTIENEN UN TRINOMIO CUADRADO

1. Caleular la integral

I —_[#u__‘f‘
I—'- n.rz—f—b.r—!—c'
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Transformemos, previamente, en forma de una suma o una diferen-
cia de los cuadrados el trinomio en el denominador,

az’ 4+ bx+c=a[:z+%:+~;:}:

el ) (e-2)

donde esti designado:

e W .

> il
El signo «méss o emenos» se toma segiin sea positiva o negativa la
expresién del primer miembro, es decir, segin sean complejas
o reales las raices del trinomio ax® 4+ bz + ¢. De este modo, la
integral Iy toma la forma:

dr 1 dr
Iy= M2+bx+c:? b ] .
[(=+52) =#]
Cambiemos la variable en la Gltima integral:
b .
T4 5= t, dr=dt.
Obtenemos
1 dt
T a=r
! ﬂ.!l A
Estas son las integrales 11° y 12 de la tabla.
Ejemplo 1. Calcular la integral

dz
S 2:0 4 8r 4207
Solueibn.

I=S dr =}_ S dz £ S dz _

2224 Br4- 207 2 L4410 2 ) 2p b H44-10—4

- S .
2 (zF2P8+6°
Sustituimos la variable x4 2=1t, dr=4dt, y, poniéndola en la expresién en
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consideracion, obtenemos la integral de la tabla:
1 dt 11 ¢
f_-v-i_ S m“?ﬁ arclg VE{-C.
Sustituyendo ¢ por su expresién en luncién de z; en delinitiva oblenemos:
i x42
1= — aretg ——--C.
ave ¢ Ve !
I1. Calcular una integral de la forma mdés general
I *_S Axr+ B
‘ azr® 4 br 4 ¢

Transformemos el integrando en la forma siguiente:

i(En.T + 84 (B — 1—&)
on

- -
L | 2
az® 4 br |- ¢ ar 4 bxr ¢

Respresentemos la iiltima integral en forma de una suma de dos
integrales. Sacando fos factores constantes fuera del signo de la
integral, obtenemos:

Dax - y
1,=L1-S - O =2 f’_rf:+(3—-ﬂ)5_-——_d'r ;
2a Jaxr 4 br4 e 2a ar’ 4 bxr+¢

La dltima es la integral I,, que ya sabemos caleular. En la integral
primera realicemos el cambio de variable:

az® + br + ¢ = ¢, (2az + b) dz = dt.

Por consiguiente,

g%=Sth=lt1[£|+C=In|a.r=+b::+cIC.

En definitiva oblenemos:
f;:i—lnlrzmg+i::+c|+ (B-— ﬂ)h.
2a 2a

Ejemplo 2. Calcular la integral
T S I

r2—2r—5
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Apliquemos ¢l procedimiento mencionado:

T qiE ),

ey o A_2z—5

4 g (m—2dr S dr 1
“?S 2 —5 A—2r—5 2

In|2?—2z—5]-

VYE—(z—1) |+ &
Vo+z—1)

dr 1 1
+asm=-_zln|:'—z=—s|+4%1n

111, Calcular la integral

5 4z
Vaa* 4 bz +¢
Utilizando las transformaciones estudiadas en el punto I, se puede

reducir Ia integral (segin sea el signo de a) a una de las integrales
de la tabla:

S dt , S dt
————— para a =06 | ——
VEL K Vit — ¢
Estos dos integrales figuran en la tabla (véase las férmulas 13" y 14).
IV. La integral
S ﬁ-_—'__._—g—dz
Var* + bz + e

se calcula con ayuda de las siguientes transformaciones andlogas
a las estudiadas en el punto II:

para a<<0,

A Ab
S Az+ B ¢=§5(m+b)+(ﬂ_ 2_0)

Vaz* + bz 4 ¢ Vaz*+ br+e¢

dr =

DA mtd g (pod0)[ &
2a Vazz+bx~+-c 2a Vaz* + bz 4 ¢
Realizando en la primera integral la sustitucién

az® + bz ++ ¢ = t, (2ax + b) dz = dt,

obtenemos:
(2az + b) dx gdt 2 Vi o TR
S'Va.z"—i—h:+r: Vi hoeek

La segunda integral ha sido examinada en el punto III del parrafo
presente.
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Ejemplo 3.
S G243 d‘r_s 5 (2244)+(3—10)

/P az 10 V410
5 2z 44 dr
- dx—7 =
2 d VaAtdr 10 ’ S Vis+22%+6
=5V rarr—Th|z-24 Vi rel4+C=

=5V L hz +10—T71In |z +24 V> 4z 1 10| +C.

=

§ 6. INTEGRACION POR PARTES

Si u y vson dos funciones derivables de z, entonces como sabemos,
la diferencial del producto uv es:
d (uv) = wdv 4+ pdu.
De aqui, integrando, obtenemos:

up= fudv+ [ vdu

fude=uyuv— §vdu (1)
Lista es la firmula de integracion por partes. Llsta formula se usa
frecuentemente para integrar las expresiones que pueden ser repre-
sentadas en forma de un producto de dos factores, u y dv, de tal
manera que la bisqueda de la funcién v, a partir de su diferencial do,
v el cileulo de la integral | v du, constituyan en conjunto un pro-
blema mis simple que el cilenlo direcvo de Ya integrall u do.

Para descomponer el elemento de integracion dado en dos facto-
res u y dv se necesita cierta experiencia gque se adquiere resolviendo
problemas, Demos algunos ejemplos para demostrar el procedimiento
en casos semejantes,

Ejemplo 1. E Tsenzdr =7 Sea:

w —r, dv—=senrdr
enlonees,
du =dz, v=—cosz.
Por consiguiente, S xsenxdr= —zeosx+ j cosrdr— —zrcos rf-son x -,

Observaeion. Cuando determinamos la funcidn v a partir de su
diferencial dv, se puede tomar cualquiera constante arbitraria,
puesto que ésta no figura en el resultado final (lo que es facil veri-
ficar sustituyendo v en la igualdad (1) por la expresion v -+ C).
Por eso es preferible elegir esta constante igual a cero.
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El método de integracion por partes se utiliza en muchos casos.
Asi, por ejemplo, las integrales del tipo
§ 2" sen az dz § 2" cosazdz,
§ 2" e g, | 2" lnzde,

coma tamhbién otras que contienen funciones trigonométricas inver-
sas, se calculan, usando la integracién por partes.

Ejemplo 2. Hallar: | arclgz dr. Sea w-— arelgr, dv=dr, enlonces:
dz
dut = ﬁ, p==x.

Por consiguienie,

xdz 1 o it o
S urctg:dx:zsm!g:—-g i ‘_:,lnxm-clg;__&-lﬂj [ A
Ejemplo 3. Hallar: | 2%¥dr. Sea w -, dv—e¥dz, entonves:
du—= 2z dr, v—=1e*

S 28X dr = p2e¥— 2 “; reT di.

fntegrando por partes la altima integral,

ug=x, duy = dax,

dvy=e*dz, vy =%,
Entonces:

5 zerdz= :e’—s X dr=re¥"—e*-| C,
En definitiva tenemos:
5 22 dr — 2% 2 (ze¥ —e*) |- O = 22X —2re* | 2 L C=e* (22— x| 2) |- C,
Ejemplo 4. Caleular: E(a"‘-i- Tz—0) cos 2r dr. Haciendo w=1z2. Tx—5;

dv = cos 2z dr; enlonces:

du= (224 T) dr, a_—_“"“zz' :
S (424 To— 5} cos 2z dr = (- Tr— 5) 2T _ i (22-7) -‘“’{ih -

Apliquemos el método de integracién por partes a la iltima integral, tenien-
do en cuenta que uy=— 'T , doy=sen 2z dx; entonces:

cos Ly
duy=dz, = ———;

247 _23:-}—7( GOSL’:)__ ‘_cosle "o
S sen 2r dr = =gt S( 5 )dx—-

2 2

= +C.

{2:+T)coﬁ2:+ sen dr
=g 3
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De donde finalmente obtenemos:

S (3472 —5) cos 2z dr = (22 T2 —5) ”;2‘+:2_-;+?)E°_:35_”§2=+g_

Ejemplo 5. 1= ! Vai—zide=1?
Efectuemos las transformaciones idénticas. Multipliquemos y dividamos
el integrando por a¥ —2*

—_— at - x? dr y rlde
ad—x¥dr— S —dr=a? S '-_—-___—S —
fv Ve Va—a § Va—a
-n?nrseni—s E] £ds
' a 1V al—z1

Apliquemos a esta integral el método de integracidn por partes, poniendo
b=nx, du=dr,

v 7:_;‘1_ v — VI,
1V at—zx?
Entonces:
2 dx a . rdr . — S ——
‘|/¢=—-z3_ "'Vcs-—x'_ x at—-28 b\ Vil —xlidr.

Sustituyendo el Gltimo resultado en la expresidén de la integral dada obtenida
anles, tenemos:

S Vat—z® e —a® arcsen i:--!— z Y al—zt— S Val == de,

Trastademos la integral de la derecha a la izquierda, y llevando a cabo
las transformaciones elementales, obtenemos en definitiva:

N— 1 r——
S Vai—ztdr _'12“ arcsen %4—% Vat—zt. .
Ejemplo 6. Hallar las integrales
Iy= 5 eXeosbrdr y Ip= 5 &%% spn br dr.
Aplicando el método de integracidn por partes a la primera integral,
obtenemos:

u=e0%, du = aeB%,

dv=cos bxr dx, v= -%- sen br,

S %% cos bx dx =% €% gen bx — -:- S %% san br dz.

Apliquemos de nuevo a la dltima integral el método de integracién por
partes:

U= g%, du = aet*,

dv=senbrdz, v== _%ma.,,

S 9% son bx dr = —% % cos bz-l-% S ¢"* cog bz dx.

o5
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Introduciendo la expresion obtenida en la igualdad anterior, obtenemos:

2
S "% cos bxrdz = -;-c"-"do.n br 4 b%'e“* cns b.r——%‘- S %% gos br dr.

e la ultima jgualdad hallemos 1

a? i ag a
(1.‘}-?)8# cos br dx = ¢ (T:ienfr:-i T!—cnsbx N

de donde
g 9% ( sen br - -
= s &% pos br dx -.{._{.{w?_g e
o b2
Del mode andloge hallamos:
™% (@ sen b —b cos ba)

W -
ady- bt

Iy = S e sen br dr —

§ 7. FRACCIONES RACIONALES.
FRACCIONES RACIONALES ELEMENTALES Y SU INTEGRACION

Comao veremos mas abajo, no toda integral de wna funcién elemen-
tal se resuelve mediante las funciones elementales. Por eso tiene
gran importancia la definicién de cierlas clases de funciones, cuyas
integrales pueden ser expresadas mediante las funciones elementales.
La més simple de estas clases es la clase de las funciones racionales.

Toda funcién racional puede ser representada en la forma de
una fraccion racional, es decir, como la razén de dos polinomios:

0 () :an"'—l—B,:'“_'-l- oo+ B
flo)  Ag" A" oL A,

Sin limitar la generalidad del razonamiento, supongamos que
estos polinomios no tienen raices comunes,

Si e} grado del pumerador es inferior al del denominador, I
fraccion se llama propia; en el caso contrario, la fraccion se llamara
impropia.

Si la fraccidn es impropia, al dividir el numerador por el deno-
minador (segiin la regla de divisién de los polinomios) se puede
representar la fraccion dada como la suma de un polinomio y de una
fraceion propia:

Q () F(x)
A R 7 S =
TR
F(x)
fix)

una fraceién racional impropia.

donde, M (z) es un polinomio, y es una fraccidn propia.

P -3
Ejemplo 1. Sea P
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Al dividir el numerador por el denominador (segin la regla de division
de los polinomios), obtenemos:

-3 3 4r—6
T e 2y =
La integracién de los polinomios no ofrece dificultades. Por
eso, la difieultad fundamental de la integracidn de fracciones racio-
nales consiste en la integracién de las fracciones racionales propias.

Definicion: Las fracciones racionales propias del tipo:

. A
r-—a
A . =t
1. Jh(ufr es un nimero entero positive = 2),
Tr—aua
ir L f Z 4 A x
§ § i las raices del denominador son complejas, es decir,
F2 b prog
L —¢< U] .
Axr g It . i
i 1 ] 5 = &, las
v (k es un namero entero positive == 2, las

Tt | opr gt
raices del denominador son complejas).
se llaman fracciones simples del tipo I, {1, 11T, IV, respectivamente.
En el § 8§ demostraremos que cada fraccidn racional puede ser
representada en forma de una suma de fracciones simples. Por eso,
estudiemos al principio las integrales de las fracciones simples.
La integracion de las fracciones simples del tipo I, 11, TII no
ofrece grandes dificultades, por eso efectuaremos su integracién
sin dar explicaciones detalladas,

1. S A dr=Aln|z—a|+C.

r—a
1. S(‘zi‘?)" dr=A S (r—a) "dr=
P ) i . SR |
— k41 (—k(x—a)"
Ar+p+ (B - ‘%‘3)

dr=

i 5&.ﬁ=g 2
)P pprtg 2+ pxtq

=15ﬂﬁ_ +( _12)5L=
2 )4 pztg 2 o prtq
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= 'nlr”+pr+ql+(

gElenrey

2 4

——|n|.r tprtgl+ 2B AP oty ZEP 4 ¢ (véase § 5).
qu—p Viag —p*

La integracion de las fracciones simples del tipo IV requiere
cilculos mds complicados. Supongamos que debemos calcular una
integral de este tipo.

Axr - B
. S-—
(@ + px 4 )"

Hagamos las transformaciones:
A Ap)
(2 s
S Az b ‘*"S 2(2”|_'°)+(J B
(@ 4 pz g (#*+ pr+q)*

=i_[72“+” & (3—ﬂ)g_—_‘“ .
2 ) @+ prtq" * 2 /) (@ + pz + ot

La pr:mcra integral se halla por sustituciéon z* 4 pr +q = #;
(2z 4 p)dz = dt:

ety _SE_EFH‘_ LY.
g(xg—i—pz-l—q)"dr_ " 1 k+

1
(=K@ prtq
Escribamos la segunda integral designada por Iy, en la forma:
dx

el

)h—! +C‘

4

_SL
o (£2+m3)"'
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haciendo
2
£=£ dr = dt —f—=m’.
==+2 ) ¥ g

(segiin la hgbtasjs las raices del denominador son complejas y, por

tanto, g—<- >0). Ahora procedamos del modo signiente:
dt 1 [P+ mhy—2
Iy= =—; 5 % dt =
(E+my*  m*d (@ md

_1 5 a1 5 L
Comt) @Em) ) (@
Transformemos la Gllima integral:

S t* dt _5 ttdt
E4my ) 4 my

_l‘ a’+m) SM( 1 )
- (& 4 mh* 2(k—1) *+m

Integrando por partes, tenemos:

5‘ £de {z 1 _S di }
E4mht 20k =L (@ m) (&4 m) ]

Sustituyendo esta expresion en la igualdad (1), obtenemos:

dt 1 dt
h= -
! f(:=+ m)" mzj. TR

L1 1 [ t B E dt ]_
w2k — L (@ myt E+myr ]
B t 4 3 5 at
T 2m k=D E+mH T 2mt ke —1) ) @ m
En el segundo miembro se encuentra la integral del mismo tipo
que [, siendo el exponente del grado del denominador del integrando
menor en una unidad (k — 1); asi resulta que hemos expresado I,
en funcién de I, 4.

Aplicando sucesivamente este procedimiento obtenemos la
integral conocida:

= S —,_'ﬂ—?=Larcl.g-t—-+L'.
t" -} m m m
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Sustituyendo ahora t y m por sus valores, obtenemos la expresién
de la integral IV, en funcién de x y nimeros dados 4, B, p, q.

Ejemplo 2.
g e ; .7(41") (—1-—1)
e e e
1

2r 42 i dx
Serorome— § mriram-
.t -,g' il
TR T EErE e
Apliquemos a la altima integral la sustitucion =41 = ¢

dr _S dr . dt 1 g[i’v—f-}!}-."w_
GERZ 3R ) (=2 3 (FpaE T (B
t dt 1
T =
_‘—, —1—)—_ arclg
- l{ 2
Fxsminemos la altima integral:
dde 1 Q@i
Sarm-z (-‘"-I-"]T =TT S “
1 ¢ t 1 !
"-__:gE. .?5 —m;.ﬁ.{zl/z'mzlgv'.

?qul todavia no ponemos una constante arbitraria, la escribiremos en el resultado
inal)
Por tanto,

1
———arclg

Ivr_

S dx )
(#2243

En definitiva tenemos:

Se

§ 8. DESCOMPOSICION DE LA FRACCION RACIONAL
EN FRACCIONES SIMPLES

Demostremos ahora que toda fraccién racional propia puede ser
deacompuesl.a en la suma de fracciones simples,

Sea una fraccién racional propia.

H=>
Supongamos que los coeficientes de los polinomios que la inte-
gran son niimeros reales y la fraccién dada es irreducible (lo Gltimo
significa que el numerador y el denominador no tienen raices comunes).
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Teorema 1. Sea x = a una raiz muiltiple de orden k del denomina-
dor, es decir, {(z) = (z —a)" [, (2), n'onde fi (a) %= 0 (véase § 6,
cap, VII). Entonces la fraccién propia n’ada (" se puede descomponer
en la suma de dos fracciones propias:

Flgy A Fy(2)

@ @E—a -0 L@
donde A es una constante, diferente de cero, y Fy i.r] es uﬂ pu!mamia
de grado inferior al grado del denominador (x — a)

Demostracién. Escribamos la identidad

Fin__ 4 ool I (x) -—;’U: {r) @
f@ (e—a) (z —a)’ fi(x)

(que se verifica para cualquier 4) y definamos la constante 4 de
madoe que el polinomio F () — Af, (x) sea divigible por z — a. En
virtud del teorema de Bezout, es necesario y suficienle que se veri-
fique la igualdad

(1

F(a) — Afy (a) =
Puesto que f, (a) 5= 0, F (a) 5= 0, se puede dd-.mr A de una manera
univoca por la l[:uald-u]

F(a)

-'I = .
fila)

Para tal A tenemos:
Fla) — Afi (@) = (x — a) F, (2),
donde Fy (z) es un polinomio de grado inferior al del polinomio
(x—a)*' f; (7). Reduciendo la fraceidon en la formula (2) por (2 — a).
obtenemos la ignaldad (1),
Corolario. A la fraccién racional propia
F\ (x)
(r—a)"" fy ()

que entra en la igualdad (1), se pueden aplicar razonamientos and-
logos. Asi, si el denominador tiene una raiz miltiple x = a de orden k,
se puede escribir:

F@__ 4 . A

i(x) {z—a) o (r —

Ay Fy (@)
e
r—a fi(x)

donde ';‘" g)} es una fraccién propia irreducible a la cual se puede
1

'},, it e +

aplicar el teorema recién demostrado, si f, (x} tiene olras raices
reales.
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Estudiemos ahora el caso en que el denominador tiene raices
complejas. Recordemos que las raices complejas del polinomio de
coeficientes reales estin conjugadas en pares (véase § 8 cap. VII).

En la descomposicién del polinomio en factores reales, a cada
par de raices conjugadas corresponde una expresion de la forma
2* + pzr + g. Si las raices conjugadas son miltiples de orden p
la expresién correspondiente serd (22 + pz + q)".

Teorema 2. Si f (z) = (2* + pr + q)* @y (z), donde el polinomio
@y (2) no es divisible por z* + px -\ q, la fraccién racional propia
_‘;;(%)l puede ser representada por la suma de dos fracciones propias.

F(zy Mz N Dy (x)

@ @ Hprt9" @ +pr+9" o)
donde @, (z) es un polinomio de grado inferior al del polinomio
(@ + pz+ " @ ().

Demostracion: Escribamos la identidad

F(z) = F(z) o Mz N "

@ @ +prta*e@ E4pzt+a9’

F(z) — (Mz + N) py (7) (4)
@+prt+gin@

que se verifica para todo M y N y definamos M y N de modo que el

polinomio F () — (Mz + N) ¢ (a) se divida por 2* -+ pz + g. Para
esto es necesario y suficiente que la ecuacibn

F(2) —(Mz+ N) g @) =0
tenga las mismas raices a -4 iff que el polinomio

3

+

7 4+ pz + q.
Por tanto,
F (e ip) —[M (= + if}) + N] @y (@ + if) =0
F (a4 if)
M i Nes———.
et @y (o 4 if})
Pero.%;— es un ntimero complejo determinado que se puede

escribir en la forma K + iL; donde K y L son niimeros reales. Asf,
M(a+ip) + N =K + iL;
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de donde Ma + N = K, Mp = L
(1]

M=I_‘ NEM,

i i

Siendo estos los valores de los coeficientes M y N, el polinomio
F (z) — (Mz 4 N) ¢, (2) tiene el nimero a -- iff por raiz, y, por
tanto, la raiz conjugada a — ip. Pero, en este caso, el polinomio
es divisible sin resto por las diferencias z — (a + if) y = — (@—ip), y,
légicamente, por sn producto, es decir, por z* 4 pr + q.

Designando el cociente de esta divisibn por @, (z), oblenemos:

F () — (Mx -|- N) gy (z) = (z* + pz -+ q) Dy (2).

Simplificando por +* + pr +-'g la Gltima fraccién en la igual-
dad (4), obtenemos la igualdad (3), quedindose claro gque M, (z)
es un polinomio de grado inferior al del denominador, lo que se
trataba de demostrar.

Aplicando los resultados de los teoremas 1 y 2 a la fraccién

. Fx)
ropia
Propit Tz
simples, correspondientes a todas las raices del denominador f (z).
Asi, de lo anterior se deduce el siguiente resultado:

,» podemos destacar sucesivamente todas las fracciones

Sify=(z—a)*(—0" ... @ 4prtg" ... @+ lrt s,
la fraccidn ;:(—t:)) puede ser descompuesta de la manera siguiente:
F () A A, Agy
— N N . ... . B il
fle) (z—a)® (@—a)™! e
.L 4 .__.B’, o 4 By 4
+(,z-- 13 e -bjﬁ_' & —b

................. ' 5)

_".J_H:r + N = Mz 4 .-’\_, . Mu_ x4 ;‘\«,,__,
T ppr g (@ fpr gt - 4 prfq
Pz+0Q b TEt 4 = f_"_l""_"?‘__'
@l lrdy) YT P hles

Se puede determinar los coeficientes A4, A\, ..., B, By, ...
teniendo en cuenta las consideraciones siguientes. La igualdad (5)
es una identidad, por consiguiente, al reducir estas fracciones a un
comin denominador obtenemos en los numeradores del primero
y segundo miembros polinomios idénticos. Igualando los coeficien-
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tes de los términos que tienen las mismas potencias de z, obtenemos
un sistema de ecuaciones para determinar los coeficientes incog-
nitos 4, 4y, ..., B, By, ...

También podemos determinar estos coeficientes, teniendo en
cuenta la observacién siguiente: los polinomios obtenidos en ambos
miembros de la igualdad, después de la reduccién de las fracciones
al comin denominador, deben ser idénticamente iguales; por consi-
guiente, los valores de estos polinomios son ignales para cada
valor particular de z. Dando a x valores particulares, obtenemos las
ecuaciones necesarias para la determinacién de los coeficientes.

De este modo demostramos que toda fraccién racional propia
puede ser representada en la forma de una suma de las fracciones
racionales simples.

Ejemplo. Descomponer la fraccion “—J“W;— 5 en fracciones simples.
1 —2
En virtud de la {drmula (5) tenemos:
42 A -I_|_
FEIE=2) P e
Reduciendo a un  comiin denominador o :||;uul|inln log numeradores
obtenemos:

Y2 A (=2 A ) (E =2 et D (22 Bz H1)Y, (6

T2 D= (- B) 234 (A4 3B 2L (o — Ay — 80y L BR) xf
o (= 24— 24y — 2 Ay -1 BY,
lgualando los coeficientes de x*, 22, 21, 2% {termine absolute), obtencmos
un sistema de ecuaciones pam del.crmlnur los coeficientos:

0=4,+B,

| = Ay 435,
O=A—A— 3y 301,
2= — 24— 24— 2da 4 B.

Resolviendo este sistema, tenemos:

1
A=—1; A=} A=—5}

Se puede, también, detem‘unlr algunos coufl:lenl.ns a partir de las ecua-
clones que se obtienen de la igualdad (6), que es identidad respecto a 2, cuando
a la variable z se dan ciertos valores particulares,

Pues, haciendo z= —1, tenemos 31— —34 6 4= —1;
haciendo z=2, tenemos 6 278; B= % .
Si adj a estas dos i olras dos uhl.emdﬂﬁ mediante Ia iguala-
cldn r]e los couiiclemss de las mismas p cuatro ecuaciones
En defin!tlva. & una d

Ay2 412 2
EIE—0 " GIF  IEriF bl aE—2"
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§ 9. INTEGRACION DE LAS FRACCIONES RACIONALES

Supongamos que hace falta caleular la integral de la fraccién

racional Q) , es decir, la integral

f(z)
5 Q) g
f(z)
Si la fraccion dada es impropia, la representamos como suma

F(z)
f ()

Pero fraccién f{'_(_-t) la representamos en la forma de una suma de

de un polinomio M (z) y una fraccién racional propia (véase T).

fracciones simples (segin la férmula (5) § 8). De tal modo, la integra-
cion de toda la fraccion racional consiste fundamentalmente en la
integracion de un polinomio y de varias fracciones simples. De los
resultados obtenidos en el § 8§ se deduce que las raices del denomi-
nador f («) determinan la forma de las fracciones simples. Son posi-
bles los siguientes casos:

Caso 1. Las raices del denominador son reales y diferentes, es
decir,
fr)=(r—a)(x—0) ... (xv—d).

En este caso la fraccidn % se descompone en las fracciones

simples del tipo 1:

Fiz)y A4 , B D
f2) z—a F.‘r—h—i_ +.x--d'
¥ luego
51'--”—’-&:5.:‘1—4,r+5 B g .. r[ B
fir) r—a xr—20b r—d

=Alnjz—a|4+Bln|lz—b|+ ... +DInjz—4d|4C.

Caso V1. Las raices del denominador sen reales; pero, algunas
raices son miltiples:
fO=@x—a*z—t" ... «—ad".
Eu este caso la fraccion l;(t? se descompone en fracciones simples
del tipo I y 11.
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Ejemplo 1. (véase el ejemplo en el § § cap. X).

242 dx 1 dx 2 dx
(z- r—i)ﬂ(x—.a.} S (z 1) +TS [ERS TR B
;2 dr 1 1 1 2 _
rﬁs;"_—z ,—z‘1_|_”§-—3<‘_+”—-ﬁlnft -+
2 2r — s -2
.[-'.—llul.r—2|1'-r.‘_-—j’.,-h—_'_.l_'.m 1.§|"|:_I:_; a0

Caso 111. El denominador tiene raices complejas simples, es decir,
diferentes:

f@ =@t pr4 e+ lets) ... (z—a ... @@—d'.

F(z)
f(x)

En este caso la fraccién se descompone en fracciones simples

de los tipos I, 11 y I1L.
Ejemplo 2. Caleular la integral

S EraE—1) 1H1— T

Descomponemos la [fraccion  bajo el signo Jde integral en [racciones
gimples (véase (5) § 8, cap. X):

B x Azt R o
i nE—D =1 Tx=1°

Por consiguiente,

r=(Ar+B) (x—1)+C (x24 1),
£
"."" .

Haciendo x =1, tenemos: =20, €' =

Haciendo x =0, tenemos: 0= —BC, F= -T- )

lgualando los coeficientes de z%, obtenemos (=44 €, de donde

A_-—E-.
Asi,
zdr 1 z—1 1 dz
S(x'-i—i}(x—i] =—7 :ﬂ+1d‘+?sz—1 -
1 (¢ xds 1 dr 1 dx
Z_ES:L}-( +7 2 Sx'—i 1 +‘§'Sr—l

=—%-In|z’+1|+an¢tg:—!~ Flnjz—t] 4C.
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Caso 1V. El denominador contiene también raices complejas
muiltiples:

fO=@@F4pr+g)' (2 +lz+9" ... (x—a)® ... (z—d°
En este caso las fracciones simples del tipo IV entran también

(@)
flz)y”

en la descomposicién de la fraccion

Ejemplo 3. Calcular la integral

B - 2 2% -
S 24 - 122122 -8 4%,

(x2-2z--3)2 (x4 1}

Solueidn., Descompongamos la fraccidn en elementos simples:
8L 4rd 22 {22 - 8 Az B Cz D "
@I E T ET ) (i @t a1
de donde
zd b 4234 {428 L 1224 B=
=z -f B) (z-H 1) 4+ (Ca D) (22 | 204 3) (1)1 B (224 221 3)2,

Combinando los dos mélodos dados para determinar los coeficientes,

hallamos:
A=1, B=—1, C=0, D=0, E_-1,
De tal modo tenemos:

24-f 423 4 22 12248 , z—1 dr
S @R rn 'Str3-+-2r~:-3>=“" Sm

z4-2 VE x4 i
: _i)‘.mv——k—-umtg%ﬂ— In|z4+114C

_ Enelejemplo 2, §7, cap. X hemos caleulado la primera integral del segundo
miembro. La segunda integral puede ser calculada directamento,

Del estudio realizado se deduce que la integral de cualguier
funcién racional puede ser expresada mediante funciones elementales
finitas, es decir:

1) mediante los logaritmos, si las fracciones simples son del
tipo I;

2) mediante las funciones racionales, si las fracciones simples
son del tipo II;
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3) mediante los logaritmos y arcos tangentes, si las fracciones
simples son del tipo 11I;

4) mediante las funciones racionales y arcos tangentes, si las
fracciones simples son del tipo IV.

§ 10. METODO DE OSTROGRADSKI

Para calcular la integral de una funcién racional, cuando el
denominador tiene las raices miltiples, se puede utilizar otro método
mis simple. Este método permite destacar la parte racional de la
integral, sin descomponer la fraccion en los elementos simples
e integrar después la fraccién racional, cuyo denominador tiene
solamente raices simples. La integracion de tal fraccion no ofrece
ninguna dificultad, puesto que puede ser descompuesta en fracciones
simples de los tipos | y III. Este método se debe al célebre malema-
tico ruso M. V. Ostrogradski (1801 —1862) y se basa en lo siguiente.

Supongamos que se necesita integrar una fraccion racional pro-

pia % , donde
)= —a" (=" ... (& pz g
En virtud de la igualdad (5) (§ 8) el caso se reduce a la integracion

de las fracciones racionales propias de coatro tipos (véase § 7).
En este caso:

1) La integral de la fraccidn del tipo a8 o es una fraceion del

{r—a)
" A*
tipo ———-.
P {I—ﬂ)m_’
2) La integral de la fraccion Mot es nna suma de frac-
@+ pzt gt

M*z-|-N*

B il VML T . 1 inte-
TR q)'“‘ donde p* < p 1. y de una inte

ciones del tipo

gral del tipo

g N
————dx.
r+prtg
Por ahora dejemos aparte la integracion de las fracciones de los
tipos 1 y III.

Al sumar las fracciones racionales obtenidas después de la inte-
gracién de las fracciones del tipo 1T y IV, tenemos la fraccion propia
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()

del tlqu( , en la que el polinomio Q (z) es ignal a

Q) =(z—a)" 'z—0"" ... @ +pzt+9" " ...
AP L8

Y () es un polinomio cuyo grado es menor, en una unidad, que
el del polinomio Q

Al sumar las integrales de todas las fracciones del tipo 1 y I1I,
(incluyendo también las integrales del tipo

N
5 —— — iz,
4 prtyqg
obtenidas mediante la integracion de las fracciones del tipo 1V)

, donde el

obtenemos la integral de la fraccion propia del tipo }\,{(:})
polinomio P (z) es igual a
Plr)=(x—a)(x—0)...(2* +px+q ... (22 + Ir + 5.

Asi, encontremos que

S Flo) _ Y() +S X@) 40
W QE P (x)

Aqui, X (z) es un polinomio cuyo grado es menor en una unidad
que el del polinomio £ (x).

Determinemos ahora los polinomios X (x) y V' (x) de los numera-
dores. Para este derivemos ambos miembros de la igualdad (1):
F(x Y —QY X

(x) __ QY - Q .
fia) Q r

(n

F(I)_;"(Il'f _ﬁr‘(r)(”' flz) X .
Q r
Demostremos que la expresion del segundo miembro es un poli-

nomio. Notemos que f (z) = PQ y escribamos la igualdad (2) en la
forma:

2

Flo=pry L g‘ + QX. (2)



402 Integral indefinida

Queda demostrar que la expresion — POJY es un polinomio,
o que PQ’ es divisible por Q. Para esto observemos que

%:[in@]’=[{u- fiinfz—a)+ B —Nin(z—08+ ...

e =D In@ 4 pr P+ . =D @+ lz 48] =

a—1  P—1 (it — 1) (2r +p)
r—a +z-—b+”'+ & pr+q
=12+
“.'+ 24lrds

El polinomio P seri el denominador comin de las fracciones
del segundo miembro. El numerador serd un polinomio del grado
inferior al del de P. Designémoslo por 7. De tal modo,

L/ S
Qe P
Por consiguiente, ia expresién
P»g-— Y=f'1}"= 7Y
Q r

es un polinomio. La igualdad (2°) tomard la forma:

F(z) = PY' — TY + QX. (3)
Comparando los coeficientes de iguales potencias de la variable
en la igualdad (3), obtenemos el sistema de ecuaciones, de donde
encontramos los coeficientes desconocidos de los polinomios X y Y.

Ejemplo. Calcular i
§ wowe
Saolucion. En este caso:
By =(z—1)* {22+ 24 1),
Px)=(z—1) (22t x41) =231,

Q(x)= =31,
La igualdad (1) tiene la forma:
dz Az Bz 4O ExtfFr-CG
S =1y =T o )

Derivando ambos miembros de la igualdad (4) tenemos:
1 (23—1) (2424 B)— (A2} Bz 4 c)3c? | E2d34 Fz 4G
@ @—ip R
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Eliminando el d inador, obt
1= (23— 1) (24z 4+ B) — (Az®+ Bz} C) 3224 (29— 1) (Ez2+ Fx4G).
lgualando los coeficientes de los términos con las mismas potencias de x en ambos

miembros de la igualdad, obtenemos un sistema de seis ecuaciones para deter-
minar los coeficientes A, B, C, E, F, &

0=E,
0= —A--F,
0=—28+G,
0==3C—E,
Qo= —24—F,
1= —B—@.
La solucién de este sistema nos da:
. . ; - . 2
Ee=0, A0, ¢=0, 8= = F=10, )
Sustituyendo los valores de los coeficientes determinados en la igualdad (4),

obtenemos:

dr
S (31}
El denominador de la dltima integeal tiene sdlo raices simples y, por eso,
1a integral se calenla facilmente. En definitiva:

2 2.4
2 Eon A
dz —_— o 8 [ ]
S @0 a1 '”S [:—1"‘::4.;-;{]‘”“' )
2 1 3.9
_E;'-W_? T [zt In (22 1) g-:[i'/;an’.tg Tf—v‘f:’ +C.

§ 11. INTEGRALES DE LAS FUNCIONES IRRACIONALES

No siempre es posible expresar la integral de funcion irracional
mediante funciones elementales. En este pirrafo y en los posteriores
estudiaremos funciones irracionales, cuyas integrales se reducen,
mediante sustituciones de las variables correspondientes, a las
integrales de [unciones racionales y se integran, por tanto, total-
mente.

m r
1. Examinemos la integral | R (z, 2, ..., %) dz, donde R
es una funcién racional de sus argumentos®.

m r ™" r
*) El simbolo # (2, 2™, ..., £*) indica que con las magnitudes z, =™, ..., =*
se ejecutan solo operaciones racionales,
Del mismo modo bay que entender en lo ulterior los simbolos del tipo
m

R (x. [::j_: " ] , Rz, VaziThrfe¢), R(senz, cosz), ete. Asi por

ejemplo, el simbolo R (sen r, cosz) indica oue con semz y cosz se realizan
operaciones racionales.

26*
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. . . m
Sea k el comin denominador de las fracciones B e T
Fjecutemos la sustitucion:
=t da = k" ' dt.

Entonces, cada potencia fraceionaria de r se puede expresar
mediante una polencia entera de ! y, por consigniente, el inlegrando
se transformard en funcion racional de /. .

Ejemplo 1. Caleular la integral
Ll !
rds
L
T |
Solucién, Bl comin denominador de las fraceiones l,— ¥ %l's 4. Por eso,

efectuemos la sustitueion r—=13, dr =43 de; entonees:

) 1
z:"d: , 0 Il n "
S \ g dt=4 3 (*“‘}a'—!'i') di—
Pl |

—:,—’:lnlf'-' 1) 4-€

:.:|".‘

4 d4
P 2}
%!.r"-—lnl!‘ 1) ] 0.
Il. Examinemos la integral del tipo

[o[- (28, .. (222 ]e

+ La integral se reduce a la de una funcién racional por medio de
la sustitucién

-

ar+b o
cx+d i
A I . m r
donde, k es un denominador tomun de las fracciones e ek
i &5

Ejemplo 2. Calcular la integral
f=mr
S M dx.
x

Solueion. Efectuemos la sustitucion
r+4=1t% =124
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dr=2tdt; entonces:

S V&;—Tdd;=zs L) S (i+,711) di—2 S d:.‘.ss ﬂf‘iﬂ

[Ep—
=%+21n :;F; +C=2Vita+2In %’J%:Izl C.

§ 12. INTEGRALES DEL TIPO | R(w, Vaz®{ bz tejdx
Examinemos la integral
{ Rz, Var* + b + ) dx. 1)
Esta integral se reduce a la de una funcién racional de la nueva

variable mediante las siguientes sustituciones de Euler.
1. Primera sustitucién de Euler, Si a = 0, hacemos:

Vaz* 4 br+4c= =+ Var 4+t
Para mayor precisién, tomemos el signo mas delante de | a. Entonces,
ar® 4 bz + c=ar* 4 2Vaxt + £,
de donde r se define como una funeién racional de t:
' —e¢
b—2Vat
(1o que quiere decir que dz también es una funcion racional de ),
por consiguiente:

r=

T T T = s
Var' + br +c=Var4t=Va— _r__ 4t
bh—2tVa
es decir, J az® +— br — c es funcidn racional de f.

Puesto que } az* [ br | e, x y dr se expresan mediante fun-
ciones racionales de f, por tanto, la integral dada (1) se transforma
en la integral de una funcion racional de t.

Ejemplo 1. Caleular la integral

S dr
Solucion. Puesto que aqui u- 1>0, pongamos Vil C=—z40;
entonces:
12 O =22 — 23112,

¢
PTI

de donde

T=
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Por consiguiente,

14-C
dr = 2 dt,
ey, S __B—Cc . r4c
VB FC= —z it =——g b=
Retornando a la integral inicial, tenemos:
ete
L s
dz 22 dt — TTT—
§ - | e - § S mi e e VD ey
Y1
(véase la formula 14 de la tabla de integrales).

2. Segunda sustitucion de Fuler, Si ¢ = 0, pongamos
Vaz* bz +e=zt + Vo,

entonces: -
ar’ 4 bz 4 e =2 4 22t Ve +c.

(Para mayor precision hemos tomado el signo mas delante de la
raiz). De aqui x se define como funcién racional de ¢:
2Vet—b
re= —
a—t

Puesto que dx y ) az® + bzr + ¢ también se expresan mediante
funciones racionales de ¢, entonees sustituyendo los wvalores de

x, Vaz® + bx | c y dr en laintegral { R (z, 1V az® | bz | ¢) dz,
reducimos esta iltima a la integral de una funcién racional de f.

Ejemplo 2. Caleular la integeal

{ - yiEEEy

P T e
Selucién., Pongamos |/ 14z 22—zt +1, enlonces,

2t —1 22242

£ 42 43 P pamea oy S e
1fzd-at=xi2 - 22141; x T—7L ; dx = at;

T ——. : P 1 ]
1 -}A:+t’=zl+l-‘-‘t__‘;:!; 1=V 14zfri= 1"‘_'1:-'- A

Sustituyendo las expresiones obtenidas en la integral inicial, encontra-
mos:

U—Vig=F=)", S (=203 (1B (1—e3) (22 —2r42)
FERUETTT - M= (=T (= 1) (T—t5)F -

=+2Sl__'%d:+c=—2t+ln|:—t:‘+cr=
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T+ YiFrfat—1

C=
—Vitsratl |

+1n

A VITEER—1)

.__2“—"";@_.‘.',“531.}_2"/1 e KUY W

3. Tercera sustitucidin de Euler. Supongamos que e y i son raices
reales del trinomio ax® + bx + ¢. Pongamos:
Vaz* 4 br 4 e=(x —a) t.
Siendo ax* ++ br + ¢ = a (x — a) (x — ), tenemos:
Valr—a) @z —p)=(@=—a)t,
alr —a)fr—f) =@ —afr
a(x —f)=(x —a) .
De donde x se expresa como una funcidén racional de

app —at®
P e
pr

Puesto que dr y } ar® | bxr + ¢ son también funciones racio-
nales de ¢, la integral dada se transforma en la integral de la funcién
racional de ¢,

Observacion 1. La tercera sustitucion de Buler es aplicable
no sélo cuando a <= 0, sino también cnando a = 0; la dnica condi-
cion es que el polinomio ar® + bxr + ¢ tenga dos raices reales.

Ejemplo 3. Caleular la integral

i dr
S VI Be—4
Solucion, Puesto que x%4-Gr—4 = (2 +4) (r— 1), pongamos:
VEthe—h=@+8t
Entonces: (r4-4)(z—1)=(z--4)8e2, 2—1={z-} 442,
w1
=!|_';; v =g m:'-‘]“ dt,

-4 4 He
VEThE—T= [~-‘§- | "]’='1‘:Tr

Aetorpando a la integral inicial, tl-m-mw,:
dz g 1t
) Vot ae—4 - T 4= = ad=ln| 7y [+e=
I x—1
11
i V’-E i vr+f.a-1.f:_1|w_

= N C
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Observacion 2. Notemos que para reducir la integral (1) a la
integral de una funcién racional es suficiente utilizar la primera
y la tercera sustiluciones de Euler. Examinemos el trinomio
az® -+ bx 4 ¢. 8i b® — 4ac = 0, las raices del trinomio son reales y,
por tanto, es aplicable la tercera sustitucion de Euler. Si &* — 4ac <
= 0, tenemos

azr* 4 b+ o= i.tz [(2ax + 0)* 4 (4ac — bY]
y, por tanto, el trinomio tiene el mismo signo que a. Para que
V ax® ++ b - ¢ sea real, hace falta que el trinomio sea positivo y,
partiendo de aqul, liene que ser a = {). En este caso se puede usar
la primera sustitucidn.

§ 13, INTEGRACION DE LOS BINOMIOS DIFERENCIALES
La expresidn de la forma
a™ (a + b)Y de,

en la que m, n, p, a, b son nimeros constantes se llama binomio
diferencial,

Teorema. La infegral del binomio diferencial
§ 2™ (a + bx™)y" dur,

puede reducirse, si m, n, p, son niimeros racionales, a la integral de una
funcidn racional y, por consiguiente, puede expresarse mediante funcio-
nes elementales en los tres casos siguientes:
1) p es un niimero entero (positivo, negalivo o cero);
m--1

2) ——— es un mimero entero (positivo, negalivo o cero);
o M . cpx .
3) S {- p es un nidmero entero (positivo, negativo o cero).
D tracion. Transfor la integral dada con ayuda de la
sustitucién .
] 1 Aoy
T=3z" =—12" dz.
n
Entonces:

Lt O
S:"'{a + b2")* dz::igs " (a4 b3 dz =% S 27 (a + bz2)" dz, (1)

n
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donde

1. Sea p un nimero entero. Siendo ¢ un nimero racional, desig-
némoslo  por L. En este caso, Ja integral (1), tiene la forma:
&

§R(", 2)dz.

Hemos indicado en el § 11, cap. X, que una integral de este tipo
puede reducirse a una funcién racional mediante la sustitucion

z=1t.
m -4 m 41

1 . .
un numere entero. Entonces g — i 1 es

2. Sea

" . i : .
también un nimero entero. El niimero p es racional, p =

i
La integral (1) se reduce entonces, a una integral del tipo

A
§ B2 (a+ b2)" |da.

Esta integral fue estudiada en el § 11, cap. X. Se puede reducirla
a la integral de una funcién racional con ayuda de la sustitucion

a4 bz=1t"
a qa, M1 . N
4. Sea |- p un nimero entero. Pero, enlonces,
— 1+ p =g+ p también es un nimero entero, Transformemos
la integral (1):

fera@t o= o (222) s

. k . .
donde ¢ -+ p es un nimero enlern ¥ p = % es un niimero racional,

m+1
n

La dltima integral perlenece sl geapo de integrales

Ja=(ex2) o

Esta integral fue examinada en el § 11, ecap. X. La integral
indicada se reduce a la integral de una funci6én racional mediante
G 4=
la sustitucién E-¥ = .
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Examinemos los ejemplos de la integraciéu en todos los tres casos.
2

Ejemplo 1. [i+r ytdr. Aqui, p==-—1

§ l”z'(1+1’?'J =5

g zsnx. transf la igualdad hasta obtener
entre pnn‘ntaaia ln expresion lineal respecto a =

(nimero entero). P

n|-

S: 3{1+z3) sa‘:z-S (1 ta)- 1:7 dz —-,j-S: I(1 {2) 1z,
Hagamos la sustitucidn: i
52

=,

Entonces, z=3, dz=2tdt, y
_2 2 i, ek 3
S R S 2 2 tdimy g (41271 2 dt =
L
-=-3S l_+_‘,,-..’hm:tg:—i- —3arclg i4CemBarclgy z+C.

1
Ejemplo 2. d:ms #(1—1%) Zdr. Aqui, m=3; n=2; pe=

§ 7=
Viea
1 m41 J " 4
gy =2 (nimero entero). Realicemos la sustitucién r%=z. Enton-
L 1 e
ces, r=z° dr——: 24z y

B3

1 e |
: tds- s(1—z) Zda.

a
2 a =
sz:-s 2(1—s
S V1—=2 ¢ )
Para transformar la expresin entre segundos paréntesis en racional, pon-
1
gamos H—z)z-r t; entonces: 1—z={%; :=13—1; dz=2t d1.
Por consiguiente,
o R . =1 ety ez de— S ) de=
SViTz!h 25:(1 5 Zds Su 1y 12t =1
3
=--5——:+C=.—m N4pC= V' E (—i—2)4C=

=.v1_—‘_xg (—xt—2)4-C.

a
1 dz = - . — a2 . pE
Ejemplo 3, S eV e g L) Tdr,  Aqui, m=—2,

3 m--1
n—2, P ¥ +

+ p=—2 (nimero entero).



Integracion de ciertas clases de | trig itricas 411

Transformemos la expresion enlre paréntesis en funcién lineal:

3

3 3
Sz"(l—l—z’} “d:r.S:-ln-,L:; 1, d::lS: 2142 ldim

-4 (4

El primer factor es una funcidn racional. Para que el segundo factor sea
racional también efectuemos la sustitucidn: ¥

(H2) e

Entonces:
1--

"
|

b
B

z 1
Por consiguiente:

2

ﬂ)if( Tos) +C=

Observacién. P.L. Chébishev, destacado matematico ruso, demos-
tré que la integral de los binomios diferenciales, con exponentes
racionales puede expresarse mediante funciones elementales sola-
mente en los tres casos citados; (por supuesto, a condicion de que

m-+-1 m+1 -

n ' oon P
es entero, esta integral no puede ser expresada por funciones ele-
mentales,

a=%=0y b==0). Si ninguno de los nimeros p,

§ 4. INTEGRACION DE CIERTAS CLASES
DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Hasta ahora hemos estudiado sisteméticamente las integrales
de funciones algebraicas (racionales o irracionales). En el parrafo
presente examinemos las integrales de ciertas clases de funciones
no algebraicas, en primer lugar, de las funciones trigonométricas.
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Examinemos la integral
| B (senz, cosz)dr. (1)

Demostremos que esta integral, con ayuda de la sustitucidn,
I *
L 5= i {3}

se reduce siempre a una integral de una funciin racional. Expre-

2 x et
semos sen x y cos r en funcion de tg 5 Yo por consiguiente, en fun-

cién de I:
r 3 ;
2sen ——';— cos 5 2sen % 08 5 2 tu% 2
senzr = . . = o
i r -
sen” — 08" 14wt
grheay ey
cusz—;— — El'_‘llzg c:n.‘iz.zi — senz;:— 1 — g 7 g
COSr = 1 = - = 1 J’-,i': .
2 X T a &
oy E+m“2§ |+tr_r§
Lm!gu,
2dt
xr=2aretgtl, dre=—.
14 *

Asi, sen r, cosx y dr quedan expresadas mediante funciones
racionales de t. Puesto que una funcién racional de funciones racio-
nales es también racional, sustituyendo las expresiones obte-
nidas en la integral (1), ésta se reduce a una integral de funcidon
racional:

SR e 3
Sﬂ{sen.r, cos;]da‘:gﬂl a4 A i—-‘:—l d’—
+ T e T
Ejemplo 1. Analicemos la integral
dr

En virtud de las Idrmulnn axpuaa!as. Lenemos:

S H "_ L ﬂ'_ln‘lg%[—d-(}.

sen x
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La sustituciéon examinada ofrece la posibilidad de integrar
cualquier funcion del tipo R (cos z, sen x). Por eso, se |lama.
a veces esustitucion trigonométrica universals, Sin embargo, en la
prictica esta sustitucion conduce a menudo a funciones racionales
demasiado complicadas. Por esto, siempre es preferible conocer,
aparte de la sustitucion euniversaly otras sustituciones, que, a veces,
condneen mas rapidamente al objetivo,

1) Si la integral tiene'la forma | 1 (sen x) cos xdr, la sustitu-
cién sen z — t, cosadr - dt, reduce la integral a una integral
de la forma § & (f) dL.

2. Si la integral tiene la forma § B (cos x) sen & dr, la sustitu-
cidn cos .o = f, sen xdr — —dt, reduce la integral a una integral
de funcién racional. .

3 el integrando s6lo es funcion de g x, la sustitucion tg x = ¢,

r o= arelg t, dr = ‘d"'tz reduce la integral a una inlegral de

funcion racional:

dt
5 Rilgx)der= E R(f}m-.

4) Si el integrando tiene la forma I (sen x, cos 1), donde las
potencias de sen ry de cos z son exclusivamente pares, se usa la
misma sustitueidn:

tgzxr=t¢, (2)
pueslo que sen® & y cos® r se expresan mediante expresiones racio-
nales de g =2

s 1 1
COS = —— =
14+ ufs 148
senzrzL‘r‘:.__t_:,.
14 Wz 148
d.}'=—d£ -
14

Después de realizar la sustitucion, obtenemos la integral de
una funcién racional,

Ejemplo 2. Calcular la integral \ 5———
Solucién. Esta integral se reduce
S B (cus r) sen e dr.
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En efecto,
sen? r d sen? r sen x dx 1—cos?z a
24-cosx = S Zicosz 4§ 2tcosz gk
Efectuemos la sustitucién cosz=z. Enr.oncm sen x dr= —dz:
sen® 1—z2 22—
T dr= 55 (—an={ 25 ds=S (r—2+3 5 ) ds=
2
-=-}—2:+3 In(z+2)4C= ws f _2cosz+43ln(cosz42)+C.
. dr
Ejemple 3. Caleular S T —meniz’
Efectuemos la sustitucién tgz=t:
S dx S dt S dt arelg ——
T_senfr 2.,_,: 3 Ce=
(2—m) 0+ "l/ "l/_
Lo Lgr
= V3 arclg ( )4 C.

5) Examinemos ahora una integral mas, de Ia forma
§ R (sen z, cos 7) dz, aqui bajo el signo de integral se encuentra el
producto sen™ z cos™ r dr (donde m y n son nimeros enteros).
preciso estudiar tres casos.

a) |sen” zcos" zdz, donde por lo menos uno de los nimeros
mynes impar. Para evitar toda ambigiiedad, supongamos que n
es impar. Hagamos n = 2p 4 1 y transformemos la integral:

§sen™ zcos™ " zdr = § sen™ zcos™” zreosrdr =
= [ sen™z (1 —sen®2)” cosx dx.
Efectuemos el cambio de variable:
sen x = t, cos x dzr = dt.
Sustituyendo la nueva variable en la integral dada, obtenemos:
§sen™zcos" rdr= § t™ (1 — )" dt,
que es la integral de una funcién racional de t.

Ejemplo 4. -
coad x d Scusgxmszdx_s {1—sen? x)'cos x dz
S send z senfx send z

Designando sen z=1t, cosz dr—dt, obtenemns:
cosd z (A—tde e de _pedt 4 4
Smmi:-‘t _S " S 14 S i 3:'+:+c
1

— et C.
= T 3sendiz senx+
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b) \sen™ z cos™ z dz, donde m y n son nimeros no negativos
y pares.

Pongamos m = 2p, n = 2q. Escribamos las conocidas férmulas
trigonométricas:

a 1
senta=—

2 1 1
cos L, cos’z = +—2cns 2z, (3)

Sustituyéndolas en la integral, obhtenemos:

1 1 L 1 9
2q
Sscn”"xcos rdr=5(-§——2cos2.r) (§+-§:3092::) dx

Ejecutando operaciones de elevar a potencia y abrir los parén-
lesis, obtenemos términos que contienen cos 2r en potencias pares
¢ impares. Los términos que contienen las potencias impares, se
integran como hemos indicado en el caso a). Los términos que tie-
nen las potencias pares, los reduciamos de nuevo, utilizande suce-
sivamente las férmulas (3). Procediendo de esta manera llegamos
hasta los términos de la forma | coskrdr, que pueden integrarse
ficilmente.

Ejemplo 5.

Ssen':dx——l— g (1 —cos 2r)? dr = -;l,’— S (1—2 cos Zr + cos® 2r) dxr =
+-C .

-——% [z— sen!z-,’—% S (1-+cos 4x) d.r] -=--;- [%z—srn 21+snn(:]

c) Si los dos exponentes son pares y, por lo menos, uno de
ellos es negativo, el método indicado en el caso anterior b) no da
resultado. Es preciso hacer la sustitucion

lgx=1t (0 colgxr=t).
Ejemplo 6.

senzrd.r_ sen® x (sen? x L cos? )2
cosBr coss &

dr = g te? x (14 tg2 )2 dr.

Hagamos tgr—{, entonces, r=arctgt, dr= 1+|= v ohtenemos:

and
S sen :d'xrs (14 12yt _?',,=S B 1) dl—

cos®

L] 3
= c_m_’_x_'_ﬁ:_"._;.{:,

T+ 3
6) En conclusién examinemos las integrales de la forma signiente:

§ cos mz cos nz dz, { sen mzcosnz dr, { sen mz sen nz dr.



416 I ntegral indefinida

Fstas se pueden caleular con ayuda de las siguientes*) formulas
{m == n):

1
CO8 MECOs pr = 5 [cos(m + n) x4 cos(m — n) z],
1
SO0 MT C08 T = 5 [sen{m + n)x -+ sen{m —n) ],
1
Sen mar sen nr = - | —cos (m ~+ r) x4 cos(m —n) x].
Sustituyendo e integrando, obtenemos:
1
S COs maeos nr de = = [cos (m - n)x + cos{m —p) x)dr =

sen(m - n)xr | sen (m —n)r

+ —C.
2{m 4 n) 2(m —n)
Del modo anialogo se caleulan las otras dos integrales.
Ejemplo 7.
s - 1 y " _ sen Br | sendr |
S sen D2 sen S dr - = S | —cos Br-feos L2 dor -5 T % {6,

§ 15. INTEGRACION DE CIERTAS FUNCIONES IRRACIONALES
CON AYUDA DE SUSTITUCTONES TRIGONOMETRICAS

Regresemos a la integral examinada en el § 12 cap. X,
§ 1t (o, Var' + b+ o) dr )

Mostremos agui como esta integral puede transformarse en una
integral de la forma

§ Risenz, cosz)dz, (2)
estudiada en el pirrafo anterior.
*) Estas formulas se caleulan facilmente de la manera siguiente:

CO8 (M - M) X — €08 BT COS NE— SN mT S0 T,
©0S (m— 1) T — cOS M cos nx | sen mx

Su do estas igualdades términe a término y dividiéndolas por dos, obte-
nemos la primera de las tres formulas indicadas. Restando términoe a términe
y dividiendo por dos, obtenemos la tercera de estas férmulas. La segunda f6r-
mula se obtiene de modo andlogo, escribiendo las igualdades idénticas para
sen (m 4 n)z y sen(m — n)x y sumandolas término a término.
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Transformemos el trinomio que figura bajo signo de la raiz:

4 b\* b
& +_*”+’-'=“(z+2—a) +(e-£)-
Efectuemos el cambio de variable, haciendo

x+—-—-£ dz = dt.

el AT
Vaz®+ br + c= 1/at2+(c—b—).

Examinemos todos los casos posibles,

Entonces:

1, Sea: a =0, C_zi_.; = 0. Introduzcamos las designaciones

b -
=m? ¢— == n®. En este caso tenemos:

Vaz* 4 bz + c =Vm*f + n*.

2
2) Sea: a >0, c:—-L <= 0. Entonces, a=m?®, ¢ — -b.- = —nb,
4a 4a

Por consiguiente,

Vaz* + bz + c = Vm*t* — %,
2
3) Sea: a <0, ¢ —-j:— = (. Entonces, a = —m?, c—% =n?,
Por consiguiente,

Vai® 4 bz + o= VP —m*¢
4) Sea: a <0, c‘——gé < 0. En este caso ) az® + bz + ¢ es
un nimero complejo, para todo valor de x.

Asi, la integral (1) puede reducirse a una de las siguientes clases
de integrales:

L § Rt Vet nddt. (3.1)
1. [ R Vi —nddt (3.2)
NI, [R(t, Vii—m'adt. (3.3)

Es evidente que la integral (3.1) se reduce a una integral de la
forma (2), con ayuda de la sustitucién t=%tg z. La integral (3.2)
se reduce a una integral de la forma (2) mediante la sustitucién

27 —53
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t= T’;_ser. z. La integral (3.3) se reduce a una integral de la forma (2)

< = n
mediante la sustitucién ¢ = o fen £
dx

Ejemple. Calcular la integral S ..

(a?—z2)8

Solucidn. Es la integral del tipo 111. Hagamos la sustitucién » —a sen =,
entonces: dr = acosz dz,

acoszdz ;g acoszdz 1 dz
Via® —a¥sen?zj® e Az T ur S

§ o=~

.

af

§ 16. FUNCIONES CUYAS INTEGRALES NO PUEDEN
EXPRESARSE MEDIANTE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Hemos indicado (sin demostracién) en el § 1 cap. X que toda
funcién f (z), continua en el intervalo (a, ), tiene en este intervalo
una funcidén primitiva, es decir, existe una funeion F (z) tal que

Fig, 204 Fig. 205

F' (z) = f («). Sin embargo, no eada funcion primitiva, incluso
cuando éata existe, puede expresarse mediante un ndmero finito
de funciones elementales.

Asi, por ejemplo, hemos indicado, que las funciones primitivas
de los binomios diferenciales no pertenecientes a las tres formas
estudiadas, no pueden ser expresadas mediante un nimero finito
de funciones el tales (t de Chébishev). Tales son, por
ejemplo, las funciones primitivas expresadas por las integrales

je—ﬂa’:‘ Sse:xda KT;—'L-&:, 5 V' 1 —k*sen ¢ dz, S ez

Inz

vy muchas otras.

En todos estos casos la funcidn primiliva representa evidente-
mente, otra funcién que no se expresa mediante una combinacidn
de un nimero finito de funciones elementales.
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Asi, por ejemplo, la funcién primitiva { e=*"dz +- €, que se
anula para x = 0, se llama funcién de Laplace y se designa por @ (z).
Por tanto,

O (r) = i_ § e *'dx 4 Cy,si D (0)=0.
Vr

Esta funcion esti bien estudiada. Existen tablas de sus valores
para diferentes valores de 2. En el § 21 cap. XVI (tomo II) veremos,
como puede ser realizado esto. En las figuras 204 y 205 se dan respec-
tivamente la grafica del integrando

y=e"
y la grifica de la funcién de Laplace y = @ (z). La funcién primitiva

§V1— iPsen*zdr 4 C (k< 1)
que se anula cuando x sea igual a cero, se llama integral eliptica
y se designa por F (z),
E(r)=} Vi k*sen®zdz 4 €y, 81 E (0) = 0.

Existen también tablas de los valores de esta funcidn para dife-

rentes valores de r,
Ejercicios para el capitulo X

I. Caleular las integrales:

3 g:s dz. Hesp. %" c. 2 S (24 V) dr. Resp. :Tg-}- 2 31/': 4C,

‘T - = 2
% s [ 3 ___r_l_{r) dz. Resp. 6 VFi——k 22 VE1C. & SJ--‘?_’—. Resp.
J\yE T i0 Vs
2 - > 1 4 ; 1 8
?:ﬂ Vz-: c. A S (F -+ ;:L_i{ z] de.  Hesp, _'f_-m'_lr}-‘{-h_!- C.
i dx dajmg n n s Al ye r.
. S a— - Mesp. TV +C. 7. ) [-r d =) dx.  Hesp. T+
Ve ¥y
1_;- 2y sl zc.
Integracidn por sustitucidn: 8. R e dr, Resp. -l- B L O 9, cos 5r dr,
4 5
Resp. HBDTST' +C. 0. g som ax de. Resp. -—I:%n—r +C. 1. S %sz. Resp.
1.4 5 X _i{__ _colgdr S dr
-é-in z-RC. 12 5 e T 7ol Resp. -5 .13, “osi e " Resp.
tg 7z r 1 o . dr
T-H;'. 14. Sﬂr—?‘ Hesp. -3-I|:,j:—?|+n‘,. 15. S T Resp.
—In[{—z|+C. 16. Sdi—Ju Resp. —%In[&-—2a‘|+6. 1. Stgzx dz.

27+
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Resp. — % In|cos 22| 4 €. 18, § cotg (5x—17) dz. Resp. L In| sen (52—17) |+ C.
2 5 |

19. S-m—“"Tv-. Resp. —n|cosdy|+C. 2. Scolg-;—dx‘ Resp.

31n|sen o |+C. 21, tg p sc? @ dg. Resp.llgﬂw—i—c.zz. (cotg e*) e dx,
3 - Z

Hesp. In|sene*|4+C. 23, S (t.gziS—mnth) dS. Resp. —-—i-ln]coau1__

’T"“" +e.

8
—-*i!n]sen-?

+C. 24. S sen? = cos x dz. Hesp.

cos‘ x

25. S cos? r sen T dr. Resp. + C. 26 S Var+izdr.

Resp. -i—'l/(;x'-fwi]" +C. SV;:‘:!;—S Resp. —;-V 228 L3 4-C.

ridr 2 o8 xdr 1
3 Sﬁ Rup,-s‘—v; i+C. 29. sen’ . Resp. -a‘T—“q-c,

sen x dr gz
e Resp. 2ws‘l: +4C. 3. S WS' = dx. Resp, T—{-C,
cotg =z tg T s dz
32. dz. Hesp. — . 33 ———— . Resp.
fend x S ki cos?z )/ 1gz—1 g

At 1 ;
2Vigr—14-C. M. S Ll%jjﬂd:.ﬂssp,h——(—;iﬂ+0. 5. S _—V—;—--—-.é:: f: 5

— sen 2r dx
Rep. VZemnati+C. . (R, Rep gt
sen 2z dr Elgx-{—i
" ——— Resp. /TFsen?z4-C. 38, . Resp.
SV g esp. 2V 14 x S dz s p.
2 | cos 2z d. 1
5 ]/(lg:-!— 1340, 39. ‘—-—-—-———2+:s:n ::)8 Resp. 12 (______-"_2—}-38&11 T2 +C.
2 In .
SuuSzd‘x P 1 ' o o Sln rdr . otp. —+L
;/605‘3 d v oot 4 arclg = dr
@ "_'.“:“_"_f Rep. MO0 @, S _l_‘f_x,—— Resp.
arctg S i arccos? z arceos? x arccolg
——+C, 44, mg— de. Resp. ————+ C. 4. Tr=t
Reasp. —.—-%E-l—(:, 46, S ;:;_%_x_i . Resp. —2-ln =224+ 1) 4 C
z41 1{ S voy x dr o
4. S mds. Resp. T In(z2 -2z 4-3) L. 48, Trenc 3 esp

d
%]nﬂsen:‘f—a)-i-c‘ 49, Sm’_;,msp‘ In)lnz|+C. 50. S 22 (224 1)4 dx.
t
Resp. -{f.—‘;‘—“—‘—=.6“ 5, S tgh rdz. Resp. %-!k: -z O

dz U I—
2. § s+ R Wlamtgs (0. 88§ ooty e

1 tg? tgt = ar )
R - e R b =
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Resp, In|arcsen z|+C. 56. %d:. Resp. %ln |23 sen 2z |4 C.
57. S cos (In x}%’—. Resp. sen(lnz)-}-C. 58. S cos {a+bx)dz. Resp.

x

-;—sen(clb:r} +C. 99, Se“dx‘ Resp. %z“—]—C. 60, Seadr. Resp.

x
324C. 6. St”“"uuszdx, Resp, ™" * 0. 62, Sn"'xdz. Resp.
x

ARTANN - S:E dr. Resp. ae” {!” 84. S(ﬂ“j‘dr. Hesp. -6— L C.

a**

2lna
> X o X

6. S:Ff‘dr. Resp. L—4—(‘ 66. Se‘“n‘r. Hesp. —% e=3LC,

311
) .68, S P HATEI (21 ) da,

S (8% aB¥) dr, Resp. ?( B
=),

b‘ o
Hesp. l—rx‘**'ﬂ'” €. S (a7 bYR dr. Resp. o —Ind €.
1
0 2t (34-4e%) -0, . ez,
U e hesp. ping +4¢H 71 S ;
i : » 1 ry .
5 In(2-| e2%)-; €. 72. S T‘-FQ;‘ L Resp. Warclg{ Vi)t o,
4 & d
Hesp. —_-éﬁ aresen [ V/3z) 4 C. 74, S _],T;Bizl}x; . HResp.
75. S ri,“:!d%? . Kesp. ‘,arcsen%% . 76. S _': . Mesp. --l— arclg i +C.
P dx :] Jr dx I
77. 5 B S ftesp. —arclg —_—--{-C. 8. S e Htesp. 1,]
..rx
i - 39| 4C. —————. Resp.
LC. 70, S 5 esp. In |z V2284 C. 80. S Vb’.r* esp
Inlb.r ;-1/52;'1_.121 +C. 81, S—l_’m Resp. — lnln-{ Vb?-{-aizil.l_
. dx 1 x2dz
4. B2 S e Hesp. Tns In az+c| +C. B83. S o Resp.
VE d.
1 —In f‘.’iﬁ +C. B4 z— il Hesp, ‘]—}urcsnn O
615 PEE Vi—zt 2
- x dr z3 +C. 8 [ d'r ) P
8. SW . Mesp, 2 arclg <5 . T/I— . Mesp. arcsen e* 4
5 dx 1 ]/ B e cos r dr
+ £, 87, S _VT.—_ Hesp. V3 arcsen 3 r4-C. 88, S IR S

Resp. 1— arctg [ g x] +C. 8O S -—_.—d_:z— . Mesp. arcsen (Iln z)-+C.

z Y 1—1In? z
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arccos —x 1 — x—arclg xr

il 2 -t : ol ki
S — dz. flesp. —— (arccos x) +VY1==i4cC. Bi.s T dz.
Resp. 7 ln(t—i—ﬂ]—%(arctg ) 4-C. 92, S M&c HResp.

Lyarmapic w. ) VA+VzE 4 ey, LVarvar+c.
= :
dx —_—= e* dr
M, \ ——% . Resp. 4V 14+ Vz+0 95 {255 . Resp.
S Vv ve § i

cos x dr

arclg e*--C. 96. s . Resp, 3} senz-4C. 07, S V14 3cos?z sen 2x da,
(“l

Resp, =g |/'(1.+ JeosTz)i . 08, S AR RIOE . Resp. =27/ 1 cos?z+
V14 cost z um:2

+C. 99,

cos? 2 dr. les
sendr P Sens dsms:

E Y Vv W dx 1 [ 2 }
Resp. 5 VigE =40, 101 S Tseniz deodz Resp. -_b—/_l—_;arc.tg 3 l.gr +

4+ R d
+C. Integrales del tipo S'E‘:TL:.E.”:"’" 102. qu—ra Resp,

‘;—arclg I+1

e 1. S Vids

cost

1 —1
SS:‘ praw R Vil 1,—'“

dx 224+3— V5 " s
104, Sm FResp. -VF—]I'I w' \{(. 105, S

[ +C. 5. S -,—‘,--a;-_—zz-_—l_-T . HResp. arclg (2=—1)4-C.

: d': 1 Jr—1 . (e —T7)dr
107. Sm Resp. 7 arotg = C. 108, § e -

arr.l.g

+C.

Resp. 7 ln

5
(3: 2)dr

Resp. In| 32— Tz 1|4 C. 109, S —3=4+27

Hesp. %1n{5r’—3:+2)—
11 10x—3 dr—1 3
— ———— arel . 110, ——————dr. Resp. = In (22— 1
51/31 arclg V3 4 Sz,_ x, Resp 3 nizt—z+1)+

z-4-1
1 Tr4t 2
+T/—-uclg ‘I/_ Lye, S —&%d:. Resp. = 1n (3r—1)+

. 221 1
+-i-]n(2=—i—ﬂ+l&. 112, Sm&, Resp. =1In(522—242) +

+ —a-arr.'r. 105
571/30 V_

+% In|2:3—24+1]4 aretg

Brd— 528 4 422
T

+C. 114, S

3
dz, Resp. xa_%+

Ly s §
dr—1
2 1/5 'Vi 2cos? ztsenx cosxtsenlz’
2 2lg:+1 A.:'-+-B
= t = C. Integrales del ti dx:
Vi arctg ———— Vi + ntegrales de po S Vet 1

dr

Resp.
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dr 1 Bx4-3 dx
. ————— ., HResp. — C. [N e .
115 Sm‘ esp. parcsen LEAC. 1 S =

Resp. In| 2+ 54 VAT | +e. U S V%"_;' Rip:
In| §+a+ VIS5 |+C. "s'SVT%E Tarcnn_a“/%-i-
+e. . Sﬁ Resp. %In|&+5+vml+0. 120.
S%, Resp. arcsen ’i/}t_: +e. a1 S'ﬁ,—ai:'?_—;‘ Resp.
'I/' In| 10214+ VIO BE—z—T)| +C. 122, S %ﬁ“' Resp..
2Yar fbagel €. 123, Sﬁ Resp. —'-vm+

(z—3) dr
+4 In|2zd- 1+ VIR T A T3] £C. 124 S Vﬁ;* Resp.

——— 5 (z {-S}d: e P—
—— V3 ffiz— 1122 C, 125, —_—— A -5 4z — 4zt
!11/ -+ { S Vit a—a esp. 1/ + 4
3=+5

Vr(Z—1)
=2 In (dr— 1+ VEGE—T) 4 C.

41/2

Il. Integracion por partes:

s Zlic. iz dr. Resp. 5 VIA—z+

127. S:a‘dx. Hesp. e*(z—1)4 €, 128, Szlu:d:. Resp. -l—x'-‘ [l.n r——) +C,
120, stanx dz. Resp. senz—x cos z+C. 130, S Inz dx. Resp. = (In z—1)+C.
131, S arcsen = dr, Resp. zarcsenz | )/T—22-}C. 132 S In (1—x) dz,
Resp. —z—(1—z) In (1—z)4C. 133, S =" 10 % de, Retp. n+l (1” "+1)+c.
134, S zarctgzdz. Resp.  |(+3+41) arctgz—z]4 C. 135, S:arcsenxd:.
Resp. G l@—1)arosens +2VI=B)+C. 136 oG 0)dn Rep.
zln(z41)—2c+ 2arctg z4-C. 137, S arclg V= dx. Resp. (x41) arctg |V —
—VE4C. 138 S 2‘:‘%15:’&:. Resp. 27V zarcsen V242V 1T—z+4C.

139. Samsau % z—zf——ld:' Resp. :amwn]/%—v;+awtg'l,/;+ﬂ.
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140. S x cos? x da. Rnp.-—-i-?zaen%-i——-cnaz.t-i-c 141. S“'m'ax.
V5 p | zarcigz Pl T
Resp. =—|/1—z%arcsen=z4-C, 142, S EEn dr. Resp. 4‘1+:,) +
1 1
+ Tamtg:-—nz-%-f— C. 143. S rarctg V¥ — 1dx. Resp.
%r‘ arctg VoA — 1 — %V:' 140 14 S MRET 4o, Aesp.
In | —F—vu— I:_:‘ -—-—}nmsen -4 C. 145, S In(z+ V15238 dz.  Resp.
=1 - 5 xdz arcsen T .
.‘:ln]:+‘V1+x |—=ViFai40. 146, S sm:sen,—._V““z“}a Vl—:’
ultz]

14z
Uuh:ar austntnciones trigonométricas en los ejemplos siguientes:

147, S V“s = iv. Resp. —V“:_"—arcaen Z 4. 148, S 2 VEi—7 dr.

Resp. Enrcsan?-—-z-:vm-p-;—z“ VisHie. 1. s mf% .
Resp. —V’—?'-}-c, 150. S V—%—Tﬂdx. Resp. V28 —al—a arccos %4t,
151. s ‘Ta'if-rz—’)" Resp. %V-:-I-==‘+G'
Integracién de las fracciones racionales:
152. S ‘,ﬁ;Tz]d:. Resp. In (-:—_E\-f—(:, 153. S GT(:_:'%J—G—-T] :
Resp. %ln%‘ 154. Sz‘-'——x‘uﬂ x. Resp. -‘;--f-vzz_’ {4z 4
+1n %‘Mr. 155. S ﬁﬁ-_m‘ Resp. %—h—klln &}%4-
+ 02 ke 1. § “_-—’;‘,”(:—_2 Resp. oimiziic
157. Sﬁ:%adx Resp. 2o 110 EZD o, 158, S%d:
Resp. ettt (:+1],+c‘ 169. hé‘%ﬂ_" Resp. — i:x{fzﬁ
+1n ( :i:) L. 160, Sx—{:fw Resp. lnW 161.
a
s (:E'—_lzs')’{_xik_-mz.i{-}dz‘ Hesp. In (z—--zi:-i-b? arctg + C. 162,
e 2244 3

HIEGATE dz, Resp. In m—— r -!-—2- arctg 7 —75- arctg W +
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(=41 2
i z+1 V—a‘

S Bu=1 dz.
o e L

EFE 1 2e V2
oy 1 3 et -+ 485 Sx«-n Rz Y‘mzn_z'l/'-i-:

+Wmts—_¥7-4,-c, 166. S :"‘

163, S . Resp. 5 1n

PIEE

5 LR P N

z3 +z—§ 2
167. S [EEE=IT dz.  Resp. —41—'5'_"_2—) +In (22 4-2)2— _.n;¢%+c_
(42® —Bx) dx qr2_ 1 (x__”,
e S D@ P Gon@rn T g e Ete
» dx —1 10 2r—1q [ .
169, 3 =) (1) Resp. In~ e vy e arctg "ff—j—_'m'-‘" ]
Integracion de las [unciones irracionales 170. S ——— r-l_{: dz. Resp,
Ve
- VE-_YE 2 o
S VA (VF+ )l +c. 170, e dz. Resp. Va0
2y t4 6, 12
_.ﬁl:/xﬂ-f—f:. 172, S = ‘T:_V__ dr.  Resp. —;-/—; "__ S0
: ® 24V/5 B o
A pe e § o 2EVE o e &
4 n('yz-l )+ S }/Ii- +Vr-|—l x. s =1 e -

3 VAR 44 Yz —6¢z46yz—0ln(yz+1) 'E'j—ln('fﬁ 1) -

= S T—=zdx Vi—r+Vigs
+3ur:lg‘/x-|—6'. 174. S l, 15z Resp. In m —
VIi—= T—z d
_1%.,.(" 175, S ﬁ —_:i Resp. 2 arotg ]/ 1_“

Witz > VEHVE -
+1n S ey ey 176. S T 4 Rep. 14[, i

%;{ 1‘;/:8 1 e %I; 2‘]+L il Slr‘ Z+ c'z Tesp.

= o
VI 'V:!- [x-—%--}— ]/ 3_—2 2) €. Integrales  del
e - br o dx 1
L . -4 Fe - e ey s, o
e S i et 11 S z Yal—z+3 Rtk Vi’
A—r4-3—13
o VEEEES=VE Lo e § e
= 2V3 z Y ifr—12

1 dr
|t e G B0 | e
x :J.‘Vz‘ S 2V Lhr—4 . Resp.
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1
——dresen

3_2_ 4-€. 181, S Md’:. Resp.’)/ T34 Ze41n |2 4 1
zV2 . -

vaTlLe drx r—1 Le
LVATE[LC 182 S—_——-—-vm . Rep —=lo e

183, S Viz—ztdr, Hesp. -;71(.—:—1} Viz—2% + arcsen (x—1)] 4 C.
184. s — Resp. -f;-i_z}. Vi _T‘; Inlz4+Va=1]+¢.

— ) xT—1
™ 'l
185 S —--'—E-__:: . Resp. In I M—-— -+ €.
U+ Vit et 2z Vitetat
1 . 1—Vigrta?
186, \ ———————— dr. Hesp. ———— 0. 187, \ — -1
Prmw— L"'Zr-f—x’ dr, Resp Vi-l* 5T RV o= £
P sy
Resp. In ;‘* r—2 Il'{“_ﬂ ’.l . 188, S —l‘m‘il Resp,

8
e S 24 Vet Az |40
ey e ol x4 24 VT |+

Integracion de los binomios diferenciales:

3 ! - |
S V""‘ P --[1 1 “)2 L. l'.lﬂ.S za(z-q-xa)‘ dr. Resp.

2 5
mx“-—li; P Lt Ty dr ES o
"'1‘1—'( 2 :] RN S—_-—_‘ Resp. g 4. t02
(11 aty*
1 T
d =5
S_t_il"q”'“' — (142 '("r -}-—-) |-, 193, SP (! fz"] dx. Resp.
22 (14-21)°

4 8

- 3 2
70 Vi—a) 0+ V2 e m‘syzgj! 7 o °(“+3""] e—va)"

ﬁ

195. S SV AT dz. Reap, 25 "1 D= qeany?

Integracion de las funciones lngonomﬁlnc.is.

196. \ sen?x dx. Hesp. -;—cosl:—wx z4C. 147, Ssen’:dr. Resp. —cos x4

B
+-§ccs‘z-— w':] = +C. 198, Sws'rsn-n‘xd: Resp. —%uos’:-}—%— cos? x+4-C.

3

199, S%ﬂjd’ Resp. cscx—%osc'r LC. 200. Scus’xd:. Resp. ;+

+T:~sen2:r+6, 201, Sueu‘:dz, Resp. %:m"“’:iz’+£$+c.
1 sen?2r | 3

Sws’:d; Resp, E—(Sz+-isen2z— 3 +—4-m6=)+6‘.
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203. Swn‘:ms‘zd:. .Rup. (3: sen-iz+5ma't)+c‘ 204. S tg?z dz.
HResp. lg 2 —5—+In|cos x| C. 205. S colgh r dx. Resp. —lcotg‘z+—colg‘:+
+1n | sen z |4C. 206, cotgd x dr. Hesp. ‘-:-u—‘-zs——z-—lu | sen x |4 C.
bx
207. \ scdxdr. Resp. li-f } '“g fl,g“r+lg.t+€ 208. Sl.g‘zsc*:d:
tg?r | gtz

HResp. —?——-l- s +C. S T Hesp. lg:-i—-gl({’:—]-c. 210.

5 1

Cos ¥ g . sen® x dr 3 3 =3
S senlrdz' Resp. C—cscx. 211, s Vs Resp. 5 cos z-+43cos “z+4C.
212, Sson:snnﬂ z dzx. Hesp, _%é_:__sunh_‘_c 213. cos dx cos Tz dr.
Fesp, ’“‘;:" G 32 L ¢. 214, § cos 2z sen hx dx. Resp, —c":z"“ il “’+c

1 3 cusr 1 . d.r
215. S sen —-xc0S - x dr. Resp, — +eos -z C. 216, S T=ans"

r .
Fesp. -+ n ol +e. a7 §—2 Resp. L arerg|21g Z |4c
ep.T ; o - -55—36082. "p.?uﬂ:g g’-i-l B
Alg?—!
dr 2 cos x dx
218, SONTEY | Resp. —— 4z €. 209, . Resp.
1+ senz 1+tg,—:; l-i—cus:
x * sen Lr
—tg = =L S ;. P
g G 4C. 220, SW‘H wn‘:d.r. Resp. arctg (2sen?z—1)+C. 221,
dx 'l - 5 dx
TFeoszf" Hrsp. I.g T .l--- tgd — p—b 222, S sonizFigiz" Resp.
1 ‘g: " sen® r

_?[co\g T — V nr\:tg [ )] -+ C. 223. TFois dr. Hesp.

V2aretg (%) —z+4C.



CAPITULO XI

INTEGRAL DEFINIDA

§ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA. SUMAS INTEGRALES
INFERIOR Y SUPERIOR
Un medio potente de investigacién en las matemaéticas, fisica,
mecénica y otras ramas de la ciencia es la integral definida, uno de
los conceptos fundamentales del andlisis matemdtico. El caleulo

i ﬁ-"a:-,r""""'I Ca

Fig. 206 Fig. 207

de las areas limitadas por las curvas, de las longitudes de arcos,
voltimenes, trabajo, velocidad, espacio, momentos de inercia, ete.,
se reduce al cialeulo de una integral definida.

Sea y — f (z) una funcién continua dada sobre el segmento [a, b]
(figs. 206 y 207). Designemos por m y M sus valores minimo y mixi-
mo respectivamente en este segmento. Dividamos mediante los pun-
tos el segmento la, b] en n partes

8= Tg, Tyy Tzy + ooy Tnets Tn = b,
en este caso,
To <" Xy <" Tp << ..o << Ty,
¥y pongamos:
g — a9 = Az 2y — 3y = Axa, L., Xy — 2y = Az,

Designemos ahora los valores minimo y miximo de la fun-

cién f ()
en el segmento [ry, 4], por my y My,
en el segmento [x,, 2], por my y M,
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Formemos las sumas:
Sp=m, Ax,+m, Ax,+ ... +m,,ax,,=r2|,m,ﬁx;. (1)

§,=M,nxl+M,ﬁx,+...+M,,ax,,"——(§M,Ax;. 2)

s, se llama suma integral inferior y Sa Suma infegral superior.
Si f(x) =0, la suma integral inferior es numéricamente igual
al drea de la «igura escalonada inscrita» AC,N,C\N,...C,_,N,BA,
limitada por una linea quebrada sinscritas, La suma integral supe-
rior es numéricamente igual al 4rea de la «figura escalonada cir-

T Z SS-'—.
I WA

4 =

4 A
7 a >
Fig. 208

“eunseritas . AKC K, ...C,_K,_,C.BA, limitada por una linea
quebrada «circunscritas.

Analicemos algunas propiedades de las sumas integrales, supe-
riores e inferiores,

a) Dado que m;<< M, para cualquier i (i=1, 2, ..., n), en virtud
de las formulas (1) y (2) tenemos:

5, < Spe
(El signo de igualdad sélo corresponde al caso en que [ (x)=const).
Dado que
m, =, my=m, ..., m,=m,

donde m es el vaior minimo de f(x) en el segmento [a, &), tenemos:
Sp=m Ax,+my Axy+ .. A Ax, 2 mAX A m A

ver FmAX,=m (Ax, + Ax,+ ...+ Ax,)=m (b—a).
Asi:

Sp=m(b—a)
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¢) Dado que
M<M M;<M, ..., M,<M,
donde M es el valor maximo de [ (x) en el segmento [a, b], tenemos:
Sa= M, Ax, + M, Ax,+ ...+ M, Ax, << MAx,+ M Ax, -+ .
v MAX, =M (Ax, + Axy + . .. +Ax,) =M (b—a).
Asi:
s, <M (b—a).
Uniendo dos desigualdades obtenidas, tenemos:
m(b—a) <:s,,$:,_s,, <M (b—a).
i f(x)=0, la ultima desigualdad tiene una interpretacién
geornelrlca simple (fig. 208), puesto que los productos m(b—a)

y M(b—a) son numéricamente iguales a las areas _respectivas del
rectangulo «inserito» AL,L,B y del acircunscritos AL L,B.

§2. INTEGRAL DEFINIDA

Continuemos el examen del problema del parrafo anterior. En
cada uno de los segmentos [x,, x,T, [ %), +. .y [%4=1, X,] elijamos
un punto que designamos respectivamente por E

y=Ix)
Y An- ~TAp

1 B -y Ep

A; -

A
Af/
7

A

&) rE) k)

. X
0 xrakix Ex Yot En  Xp=b

Fig. 209
(fig. 209):
M S A Ty v B SRk
En cada uno de estos puntos calculemos el valor de la funcién

FE) FE), ..., f(E) y formemos la suma:
o= [ @) A%+ [ @) Ax+ .+ G Ax, = Z fE) A%, (1)
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y todos los Ar; = 0, entonces,
myAxy << [ (E) Az < MiAzy.
Por consiguiente,

Zmbdn< B A< F MiAn

$p < Su < 5 @

La interpretacion geométrica de la dltima desigualdad es que,
para f (z) == 0, la figura cuya irea es igual a s,, esta limitada por
una linea quebrada, comprendida entre las lineas quebradas sinscritas
y #circunscritans,

La suma s, depende del modo de dividir el segmento [a. b]
en los segmentos [, ,, x|, asi como de la eleccién de los puntos E,
dentro de estos segmentos.

Designemos por miax |z, ,, ;] la mayor longitud de los seg-
mentos [xg, &), lzy, x2l, ..., [7,_y, 2.). Examinemos diferentes
divisiones del segmento [a, ] en los segmentos lz,_,, ] tales que
max lzi_y, ol — 0.

Es evidente que, en el proceso de divisién, el niimero n de seg-
mentos tiende al infinito. Eligiendo los valores correspondientes
de E;, se puede formar, para cada division, la suma integral

(2 1@ Az,

de modo que se puede hablar de la divisién sucesiva y la secuencia
respectiva de las sumas integrales. Supongamos que, para una
sucesion de divisiones eligida, cnando max Az, — 0, esta suma*)
tiende a un limite 1.

Si para las divisiones arbitrarias del segmento [a, b], tales que
méx Ar; — 0, y Ia eleccién cualquiera de los puntos £;, la suma

2 f(E;) Az; tiendeaun mismo limite I, se dice que la foncidm f {x).
i=t

que es un integrando, es integrable en el segmento la, b]; el limite 7
se llama integral definida de la funcién f (x) en el segmento [a, bl
b

y se designa por: _f f (2} dx. Entonces podemos escribir:

lim 2 FED Az = | f(z) da.
1 a

mix Ax; — 0 [ =

* En el caso dado, la suma es una magnitud variable ordenada.
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Los nimeros @ y b se llaman, respectivamente, limife inferior
y superior de la integral. El segmento la, bl se llama segmento de
integracion, la letra x, variable de integracion.

Notemos sin demostracién que si la funcion y = f (z) es continua
en el segmento la, bl, es integrable en el mismo segmento.

Si para cierta sucesion de las divisiones, tales que mix Az, —~ 0
estudiamos la secuencia de las sumas integrales inferiores s, y las
sumas integrales superiores s, para una funcién continua f(x), es
evidente que estas sumas tenderdn a un mismo limite J, es decir,
a la integral definida de la funcion f (z):

n b
lim X my Ax; = 1 f(2) dx,

max Axj —+0lmay a

n b
lim 2 M;Az;={ f(x)dr.
mbx Az =00 =1 a
Entre las funciones discontinuas hay funciones integrables y no
integrables.
Si construimos la grafica del integrando y = f (z) entonces, en
el caso de f (z) = 0, la integral

b
{f(@)dx
a
sera numéricamente igual al drea de asi llamado trapecio curvilineo

formado por la curva y = f (2), las rectas x — a, = = b y el eje
Oz (fig. 210).

Fig. 210

Por consiguiente, el drea () de un trapecio curvilineo comprendida
entre la curva y = f (2), las rectas z = a, z = b y el eje Oz se cal-
cula mediante la integral

b
Q=f(x)dz. (3
Observacion 1. Notemos que la integral definida depende sélo

de la forma de la funcién f (z) y de los limites de integracion, pero
no depende de la variable de integracién. Esta dltima puede desig-
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narse por cualquiera letra. Por eso se puede, sin cambiar el valor
de la integral definida sustituir la letra z por cualquiera otra.

b b ]
[f@adz=[f@adt=... =:1:f(2)0'z‘

b
Al introducir el concepto de la integral definida _ff(z)dz
hemos supuesto que a << b. Si b << a, seglin la definicién utenemos:

b a
é,’{r)dz—*—é)'(:)dz‘ (4
Asi, por ejemplo,
E 2 dr = — ;xzdr.
5 o

Finalmente, si a = b, segin la definicién, para toda funcién f (z)
tenemos:

E,!(x)d.z=0. (5)

Esto es natural también desde el punto de vista geométrico,
En efecto, la longitud de la base del trapecio curvilineo es cero,
por tanto, su drea también es igual a cero.

1

Ejemplo 1. Hallar la integral Sk: dxr (b > a).
L

Solucidn. Desde ¢l punto de vista geométrico el I|)roh]en1n se reduce al cél-
culo del drea @ de un trapecio, comprendida entre las lineas y = kz, z = a,
z =058 py=0 (fig. 211).

LR ¥
Fig, 211

La [uneidn y = kz, que se halla bujo el signo de integral, 2 continua.
Par consiguienta, para calcular la integral definida se puede, como hemos indi-
cado mis arriba, dividir arbitrariamente el segmento [a, 8] y elegir cuales
quiera puntos intermedios £y, El resultado del cdleulo de la integral definida
no depende del método de formacidn de la suma integral; siendo que el paso
de la divisién tienda al cero.

28 534
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Dividamos el segmento [a, b] en n partes iguales. La longitud Ax de cada
segmento ga.rcial es igual a:

Ar=""2_ Esto nimero se llama spusos de la division, Las coorde-

nadas de los puntos de divisién son:
a=xy, ry=a-+A4az,
rg=a-2Ar, ..., Tp=a-lnAr,

Como puntos Ey tomemos los extremos izquierdos de ceda segmento:

Ei=a, Ba=aet+Ax, Ey=a+t2Ax, ..., fa=a4(n—1)Ax.
Formemos la suma integral (1). Siendo f (%)= k&, tenemos:
sn=kE Az kEAx + .. . FhkEaAx=kadx 4 [k (a L Ax)| Ax ...

+ ik a4 (n—1)Ax|} Ar=k {a (a+ Ax) - (a - 2Ax) -+ ... o

+latn—1)Az] Axr=Fk{na+ [Ax+2Ax 4 .. (n—1) Ar|} Axr=
mkina+[1+24 ... F(n—1)] Az} Ar,

2 . Teniendo en cuenta que

donde Az = b=
T BT iy e | -"@
(como suma de una progresidn aritmdética), tenemos:
Sne=k [mx +_"_("2:.£ _E‘__.l] h=naeg [n+ n—1 b;a :I““"ﬂ-

n n n

Puesto que:

T S
- 00
entonces:
b2 — a2
Mim 5y = =k[ + b—a) =k ;
lim 5y —Q=k a4 =5 | o—a z
Asi,

f—
§ e e = 25
a

Es fécil calcular el drea Afba (fig. 211), usando los métodos de la geome-
tria elemental, El resultado serd ol mismo.
b

Ejemplo 2. Caleular S 22dx.

]
Solucion. La integral dada es E!gual al direa ) del trapecio curvilineo limi-
tado por la pardbola y = z%, la ordenada x = b y la recta y = 0 (fig. 212).
Dividamos el segmento [a, b] en n partes iguales por medio de los puntos:
29="0, 2y=Ax, r3=20r, ..., Ty=0=nlr,
b

Ar=—
n

Como los puntos &y tomemos los extremos derechos de cada segmento.
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Formemos la suma integral

th=2}Ax+2jAx ... +2BAT=
=[(Ax)? Az 4 (2Ax)? Az ... +(nAx)? Ax]| = (Az)® (124204 ... +n2].

Como es sabido:
1=+23+3|+_._+u==i‘£+_”éﬁf.ﬂ?._
por esto:
8 n(ntl)@nfl) B 1 1y,
ey HEEEED S (14 1) (24 1)

b
Ui
lim sp=0== x’rfx=—§-.
0

Fisoo

o

Flg. 212

Xk b

b
Ejemplo 3. Caleular S mdx (m=rccnst).
o

Solucién
b " L]
mdre  lim , mAr;=  lim m Arj=
g mAx Axy—+0 ‘2" [ mix Axg—+0 IEI )

=m lim Y Azj=m (b—a).
mix Ax 0 g’[ o ( )

n
Aqui, 2 Axy es la suma de las longitudes de los segmentos parciales
=1

que componen el segmento [a, b].
Cualquiera que sea ol modo de la division, esta suma es igual a la lon-

gitud del segmento b—a.
28+
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b
Ejemplo 4. Calcular S eXdr.

Solucidn, Dividamos de nueve el segmento (a, 8] en n partes iguales:

Tag=uo, Ty =d4- AL, .o\, Tn — a4 ndr; dr:ln—- .

Como puntos E tomemos los extremos izquierdos. Formemas la suma integral

Sp=e"Az et AT At lAns,

et (14 ey BAE Y et DAYy g
La expresion comprendida entre paréntesis es una progresion g étrica cuya
razén es e** y el primer término igual a 1; por esto:
o a i " g HAX Ar
Sp=¢ T_—j-.‘\x- e e —l]—e-i\—;_t; ¥
Luego tenemos:
nAr =1 —a: lim ——-AJ — = 1.
Axeatl @M% — 4
Segiin la regla de 1'Hospital
lim "" = < lim——1
i=hef—1 ;g ¢
1
Asf, Mm 8y =@ " (¢ 1) b=t —e?, w5 dueir: " ¢¥ e — el e,
Nsoo "

Observacion 2. Los ejemplos  examinados muestean  que el
chleulo directo de las integrales definidas como limites de sumas
integrales presenta grandes dificultades. Ineluso, en los casos en que
los integrandos son muy simples (kr, z*, ¢%). este método requiere
cdlculos laboriosos. El caleulo de las integrales definidas de las
funciones complicadas es ain mas dificil. Es natural que surge el
problema de encontrar un método cémodo para el caleulo de las
integrales definidas. Este método, descubierto por Newton y Leib-
niz, utiliza la relacion légica que existe entre la integracién y la
derivacidn,

Los pérrafos ulteriores del presente capitulo se dedican a la
exposicién y argumentacién del método mencionado.
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§ 3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES
DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Propiedad 1. El factor constante se puede sacar fuera del signo
de la integral definida: si A = const,
tr b
VAf(ryde= A\ f (2)dx (1)
Demostracion.

b
S Af(2)dr = . |ill.l_

Z A,‘lEJ) t'\f] =
=

n b
=A lim X fE)Az=A)[(2)dax.
mix Ax = 0L =1 a
Propiedad 2. La integral definida de la suma algebraica de varias
funciones es igual a la suma algebraica de las integrales de los sumandos.
Por ejemplo, en el caso de dos sumandos:

b b b
E[h(-’l + fa ()] da = | [y (2} dx il f2(x) d. (2)

Demostracion.

b "
MA@+ @ldz=_lim };1[!,(3.)+f-.»t::dle\n=

mix Ax —+ 01 =

= dim | DA A+ D () An] =
¢ =3 b=1

mix Ax -+

= lim L fi (&) Axy 4
mix Ax =+ 0§ = .
4+ lim D R(E) A=
mitAx -+ 0i=1
b

b

=V /() dz+ | fo(x) da.

i a

La demostracion es vilida para cualquier niimero de sumandos.

Las propiedades 1 y 2 demostradas para el caso en que a << b,
son viilidas también para el caso en que a > b.

Sin embargo, la propiedad siguiente es vilida s6lo cuando a << b.

Propiedad 3. Si en el segmento la, bl, donde a << b, las funciones
f{z) ¥ @ (2) satisfacen a la condicién f (x) < i (x), enfonces:

b b
Vfla)dz < § @ (2) dor. 3
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Demostracion. Examinemos la diferencia
b 1] b
éw(«fllﬁ' = é [(x)de = § |@ () — f{2)] de =

n

= lim D [@(E) —f )] Az
midx Ax -+ 0l 1

Aqui, cada diferencia ¢ (E,) — f (§;) = 0, Az; = 0. Por consiguiente,

cada sumando de la suma no es negativo, igual que no es negativa

toda la suma ni su limite, es decir,

15
§ (9 (2) — f ()] dx >0

b b
Yo (@) dr — } [la)dx >0,

de donde se deduce la desigualdad (3).

Sif(x) =0y ¢ =0, la figura 213 da una ilustracién geo-
métrica de esta propiedad. Puesto que ¢ (x) > [ (z), el drea del
trapecio curvilineo aA;8,0 no es mayor que el drea del trapecio
curvilineo ad.fB.b.

Fig. 243

Propiedad 4. Si m y M son los valores minimo y mdzrimo respec-
tivamente de la funcién f (z) en el segmento la, bl y a << b, entonces:

b
mb—a)< §f@)de < M(b— a). (4)

Demostracion. Segin la hipdétesis,
m < f () < M.
En virtud de la propiedad (3), tenemos:

b b b
Vmdx < | f(2)dz < [ M da. ()
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Pero
b b
fmdz=m(b—a), §Mdr=M(b—a)
a a

(véase el ejemplo 3, § 2, cap. XI). Sustituyendo estas expresiones
en la desigualdad (4") obtenemos la desigualdad (4).

A B
Ns
i ow
‘ ",
A I"’ B
@ ®
Fig. 214

Cuando f(z) = 0, la propiedad 4 se ilustra geométricamente
en la fig. 214: el drea del trapecio curvilineo a4 Bb esti comprendida
entre las dreas de los rectingulos ad,Bb y ad.B,b.

Propiedad 5. (Teorema de la media)
Si la funcién f (x) es continua en el segmento la, bl, existe en este
segmento un punto b tal que se verifique la igualdad siguiente:

b
Sﬂl(:r)d-‘f=(b—dlf(ﬁ)- 5

Demostracion. Para precisar supongamos que a <~ b. Sim y M
son valores minimo y méximo, respectivamente, de la f (z) en el
segmento [a, b, en virtud de la férmula (4) tenemos:

b

[ r@az<m.

a

L&

m.< —
De agui:
b
B_i_ézsm)d’=“' donde m < p < M.

Pucsto que f (z) es continua, esta funcién toma todos los valores
intermedios comprendidos entre m y M. Por tanto, para cierto
valor & (a < E < b) serd p = f(E), es decir,

b
§7(x)dz=F(8) (b—a)
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Propiedad 6. Para tres nimeros arbitrarios a, b, ¢ se verifica
la igualdad:

b a b
§f@dr={[(z)dz+ | f(2)dr, (6)

siempre que estas fres integrales existen.

Demostraciéon. Supongamos al principio que a << ¢ < b, y for-
memos la suma integral para la funcién f (z) en el segmento [a, b

Fig, 215

Puesto que el limite de la suma integral no depende del modo
de dividir el segmento [a, b] en partes, lo dividimos en segmentos
pequeiios de tal manera que ¢ sea el punto de divisién. Descompon-

b

gamos luego la suma integral E correspondiente al segmento [a, b]

3
en dos sumas: una 3, que corresponde al segmento la, ¢] v la otra
a

B
2 que es correspondiente al segmento [c, b].

Entonces:
b ' - b
218 Azxy= X [ (E) Azy 4 DI f(E) Az,

Tomando limites (en la Gltima ecuacién) para mix Az, — 0 obtene-

mos la correlacién (6).
Si a<<b<"e¢, en virtud de lo demostrado podemos escribir:

e b e
J'Hx)dx=£ftxldx+ gf(x)dz

« b e [
i!(«‘-)dr=£!(z)dx-§!(=)dz.
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Pero, de acuerdo con la férmula (4), § 2 tenemos:

e ]
Ef(z)-‘ir= — } fz) dx.
Por esto:

] e b
ymM=ymu+ym&

De modo anilogo se demuestra la propiedad 6 para cualquiera
otra disposicion de los puntos a, b y e.

La figura 215 ilustra geométricamente la propiedad 6 para el
caso en que [ (z) >0, y a << ¢ < b: el drea del trapecio aABb es
igual a la suma de las drens de los trapecios adCe y ¢CBb.

§ 4. CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA.
FORMULA DE NEWTON-LEIBNIZ

Supongamos que en la integral definida
b
§f(2)dx
a
el limite inferior a esti fijado, mientras que el superior b varia,

Es evidente que variarda también el valor de la integral, es decir,
la integral serd una funcion de su limite superior.

d’

Fig. 216

Para utilizar las designaciones habituales, designemos el limite
superior por x y para evitar toda confusién designemos la variable
de integracién por ¢ (el valor de la integral no depende de la desig-
nacién de la variable de integracién). Obtenemos la integral

§f (1) dt. Siendo a constante, la integral seri una funcién de su

Timil.e superior z. Designemos esta funcién por @ (z):

@ (@)= /() dt. )
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Si f (#) es una funcién no negativa, el valor de @ (z) serd numé-
ricamente igual al 4rea del trapecio curvilineo ad Xz (fig. 216).
Evidentemente, este drea varia en funcidn del cambio de z. Hallemos
la derivada de @ (z) respecto a z, es decir, la derivada de la integral
definida (1) respecto a su limite superior.

Teorema 1. Si f (z) es una funcidn continua y @ (z) = § f (1) dt,

se verifica la igualdad
@ (z) = [ ().

En otras palabras, la derivada de una integral definida respecto
a su limite superior es igual al integrando en el que la variable de
integracidn estd sustituida por el valor del limite superior (a condi-
¢i6n de que el integrando sea continuo).

Demostracién. Demos al argumento z un ineremento arbitrario
Az, positivo o negativo; entonces, tomando en consideracin la
propiedad 6 de la integral definida, obtenemos.

xtax x ztAx
O+ A= § fd=[f0de+ § f@ar

El incremento de la funcién @ (x) es igual a

x xtAx =
AD =@ (a4 Ax) — D (&)= f(de+ § j@de—§f)dL,

es decir,
xtAx
A= | [(t)de

Apliquemos a esta integral el teorema de la media (propiedad
5 de la integral definida):

AD = [ (E) (z + Az —z) = (§) Az,

donde § se halla comprendido entre z y = | Az,
Hallemos la razén del incremento de la funcién al incremento
del argumento:

A0 _i@A:
Az Az 1@
Por tanfo,
@ (7)) = lim a0

Ax—+0

= 1 .
e Mifn!{ﬁ]
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Pero, puesto que E — x cuando Az — 0, entonces:

lim f(E)= lim f(E)
Ax—+D E—=x

¥, como la funcién f (z) es continua:
tim 1D =/ (.

Asi pues, @ (x) = [ (z). El teorema esti demostrado. El teorema
dado se ilustra geométricamente de manera muy simple (fig. 216):
el incremento A® = f (E) Ax es igual al drea del trapecio curvilineo
de base Az; y la derivada @' (r) - f (z) es igual a la longitud del
segmento zX,

Observaecién. Del teorema demostrado se deduce, en particular,
que cada funcidn continua tiene una funcidn primitiva. En efecto,
si la funcién f () es continua en el segmento [a, z] entonces, segin

lo indicado en el § 2, cap. XI, existe la integral definida §f (1) dt,

es decir, existe 1a funcion
N
Dy —§ f (1) dt,
a
que es, en virtud de lo demostrado, la funcién primitiva de f (z).

Teorema 2. Si F (1) es una funcién primitiva de la funcidn con-
tinua 1 (), la féormula
b
§rwar=rm—rw o
es vilida, !
Esta férmula se llama fdirmula de Newton-Leibniz*).

Demostracién. Sea F (r) una funcién primitiva de f (z). Segin
el teorema (1), la funcién j f{t) dt es también primitiva de f (z).

Wt .
Pero dos primitivas arbitrarias de la funcién dada se diferencian
por un sumando constante '*
Por tanto, se puede escribir:

Srmar=rc. (3)

*) Notemos gque tal denominacién de la formula (2) es convencional, puesto
que ni Newton ni Leibniz dieron exactamente esta [drmula. Pero lo impor-
tante es que proci te ellos establecieron por primera ves la relacidn entre
1a integracibn y la derivacién, que permitié enuneiar una regla de cilealo de
las integrales gnfinidna.
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Con la eleccién correspondiente de £*, esta igualdad es vilida
para todos los valores de x, o sea, es una identidad, Para determinar
la constante C'* hagamos z = a; enltonces:

Vi dt=F(a)+C",

6

0 = F (a) 4 C*,
de donde:

C* = —F (a).

Por consiguiente,
E:f(t) dt = F(x) — F (a).
Haciendo z = b, obtenemos la férmula de Newton — Leibniz:
El(l) dt=F(b) — F (a)
o, al sustituir la variable de integracién por z:
E [(x) dz = F (b) — F (a).

Notemos que la diferencia F (b) — F (a) no depende de la elec
cién de la funcién primitiva F, puesto que todas las primitivas se
diferencian en una magnitud constante, la que desaparece durante
la sustraccion.

Si introducimos la designacion®).

F(b) — Fa)=F ()],

se puede escribir la férmula (2) en la forma:

b
§ f(x) dz = F (z)|3 = F (b) — F (a).

*) La expresion’ ;'sn llama simbolo de la sustitucién doble. En los manua-
les de matemiticas se utilizan dos formas cquivalentes de notacién:
F (b)—F (a)=|F (+)];,
6
F(b)—F (a\=F (z) [5.
En adelante utilizaremos ambas formas de notaciin,
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La férmula de Newton-Leibniz propone un método muy préctico

para el céleulo de integrales definidas cuando se conoce la funcién
primitiva del integrando. Exactamente, el descubrimiento de esta
formula le dio a la integral definida la importancia que ésta tiene
hoy dia en las matemdticas.
Aunque las operaciones andlogas al cdlculo de la integral definida
como limite de una suma integral, fueron conocidas incluso en la
antigiiedad (Arquimedes), las aplicaciones de este método se limi-
taban sélo a los casos mas simples, cuando el limite de la suma inte-
gral podia ser calculado directamente.

La férmula de Newtlon-Leibniz amplié considerablemente el
campo de aplicacién de la integral definida, puesto que los mate-
méticos obtuvieron un método general que permite solucionar
diferentes problemas particulares. Esta féormula amplié también
la esfera de las aplicaciones de la integral definida en la técnica,
mecanica, astronomia, ete.

b

FE g gt

Ejemplo 1, S e

p 2 | 2

"

2 1 31— g3
" 3 Ly ad b W3 — u
Ejemplo 2. Xa dz= g | F

a

b i i

WAL b RRAL g+

: 3. ( PP, A Ml 1.
Ejemplo \ de=—rs |I i ]

a

[

g &
Ejemplo 4. ‘ eX il e* el —e®

. "

a

2n

3 bt
Ejemplo 3. % senrdr— —gosr —{cos Zn — eos ) == 0,

Ejemplo 6.

§ 5. SUSTITUCION DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL DEFINIDA

Teorema. Supongamos que estd dada la inlegral
b

§ /(@) da,

[

donde la funcién f (z) es continua en el segmento la, b].
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Introduzcamos una nueva variable t, por la férmula:

= (1).
Si
1) g(a) =ay q(f) =b
2) o () ¥y ¢ () son continuas en el segmento [a, Bl,
3) flq (i) estd definida y es continua en el segmento la, ], entonces:

b [}
Vf)de= [ flo@]w (t)dt. 1)
a -3
Demostracion. Si # (x) es funcién primitiva de f (z), podemos
escribir las siguientes igualdades:
§f(@de=F(2)+ C, (2
§tlo e (dt=Fle@l+C. (3)
La validez de la tultima igualdad se comprueba mediante la

derivacion de ambos miembros respecto a ¢ (esta igualdad también
se deduce de la formula (2) §4, cap. X). De la igualdad (2) tenemos:

{7 (2)dz = F @[5 = F (5) — F (a).
De la igualdad (3):
a
i‘![rv O]¢ (0 dt=Flp®]z = Fle®)]— Flp(@)]=F () — ¥ (a).

Los segundos miembros de las tltimas expresiones son iguales,
por tanto son iguales los primeros.

Observacion. Notemos que al calcular la integral definida por
la férmula (1), no regresamos a la variable original. Si calculamos

Fig. 217

la segunda integral definida de la igualdad (1), obtenemos un cierto
niimero, la primera integral es igual a este nimero, es decir, los
valores numéricos de dos integrales de la igualdad (1) son iguales.



Integracién por parles 447

Ejemplo. Calcular la integral
r

S Vrit—zdz.
o
Solucién. Efectuemos la sustitucién de variable:
r=rsent, dr=rcost dt.
Determinemos los nuevos limites:
=0 para t=0

b
Z=r para =5 .

Por consiguiente,

X

]

g VI1—sen?tcostdt—

!

I
r -2_
S I"—J:’dr=ls VrE—rTsen®trcostdl=r?
o L] o

a n
H H 1 1 ! 2 % 2
¢ ] sen 2¢ ar
=r2 2 =r2 S B 1 -
r.\,cmi.ldf FS('&-}Z’:DSZ' dt r[z-}- 7 ]“ "
Q 0

Desde el punto de vista geométrico, la integral ealculada es el irea de una cuarta
parte del circulo limitado por una circunferencia z? + y* = r* (fig. 217).

§ 6. INTEGRACION POR PARTES
Supongamos que u y v son funciones derivables de r. Entonces:
(uv)” = w'v + wv',

Integrando ambos miembros de la identidad entre los limites
ay b obtenemos:

] b . b -
E(uu)'d.r=juudz+1iuudz. (1)

Puesto  que 5(u v)' dx = uv + C, entonces: _f (uv) dx = uvlﬁ;
por esto la igualdad (1) ]Juede ser ascr:ta en Ia forma:

uw |, = Iudu-{— Eua’v

b b
o, en definitiva: (wdv=uv [ — (v du.
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Ejemplo. Caleular la integral

i‘
Ip=\ sen" zdz.
it
x 1 n
i Fl ]
In= S sen® r dr - S sen” ! rson xdz- S sen"t” ‘-"lf Co3 I=
a 1) ) |l v

= —sen"treosz| | (n—1)

sen™ 2 s cosr coy £ dx

L i

n

=(n—1)

LT H

sen"2rcostr dr=(n—1) \' sen" 2x (1—sen? x) dr =

n

=[a=1) R sen""2rdr—(n—1)

LTriu

forma:

Tn An—11n s—(n 1) I,
de donde

Usando el mismo  procedimiento, encuntranos:

-
n‘n_:—'; — In.g

por estor

non—2

Continuando de ln misma manera legamos a obtener 7, 6 1, segin sea
o im el nimern n.
xaminemos dos casos:
1) n es par, n = 2m:

Zen—1 Zm—23 3
e LA
i 2m Zm— gz

2) noes impar, n—2m |- 1:

! m 2m—2 4 2.,
P el Zm—1""" 5 3"

=" rdr.

En las designaciones clegidas se puede eseribir la altima igualdad en la

2

par
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pero, puesto gue
i L x
2 2 2
Ip=s send x dr— S dz=% y Fy= S sen rdzr=—1,
[ [ 0
entonces;
n
H 2 i 2 3 5 3
gy Logonts dpm 281 2m—3" .58 1 &
”"S”"” Tn Im—2 6 A2 D!
o
1
¢ 2 2 6 4
i Zm  2dm—=2 2
."MH_':S sen3™il r dr— m'%:—i“'—?“?;“f B
0

De estas formulas se deduce Ia formula de Wallis que exprasa el mimero
'3' en forma de producto infinito.

En efecto, de las dltimas dos igualdades, dividiéndolas términe a términog
encontramos

R 246...2m \F 1 Iy
3= (:;-5 fl’.m—i)} e o e @

Demostremos ahora que

lim fom
m—sas Lam iy

=1.

Para todo x del intervalo (D. %) a0 verifican las desigualdades
sen?m-lz "> sen®™ r s sep¥mit p,

Integrando desde O hasta _—r:', oblenemos:

Tomoy 2 dam = Tamirs
do donde:

Tam—s . lem
7 > >1.
f!ﬂn—l "amﬂ “J
De la igualdad (2) se deduce:

Tom—y _ 2m+1

Ismyy  2m

Por tanto,
lim femot _ pg2mtt_
mesce lamiy  mesce 2m
De la desigualdad (4) oblenemos:

lim —2" 1,
¥

219 68
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Pasando al limite en la foérmula (3), obtenemos la firmula de Wallis:
2.4.6...2m 2 |

[(ms) =l -

Se puede escribir esta férmula en la forma:

2 2 4 4 8 2n—2 2m Zm

2~ lim
2 m-so0

§ 7. INTEGRALES AMPROPIAS

1. Integrales con limites infinitos. Sea f(z) una funcién definida
y continua para todos los valores de z tales que a << z <= +oo.
Examinemos la integral

b
I(b)={f(2)de.
Esta integral tiene significado, para cualquier b = a. Cuando b

varia, la integral varia también, por esto la integral es una funcidn
Yi

o
i

Fig., 248

continua de b (véase § 4). Examinemos cémo varia la integral euando
b— +4oo (fig. 218).
Definicion. Si existe el limite finito

b
lim {f(2)dz,
b twa
este limite se llama integral impropia de la funcién [ (z) en el inter-
valo [a, +oo] y se designa por:

4o
1 fz)dx.

Por tanto, segiin la definicién tenemos:

oo b
§ f(@dz= lim | f(a)dz.
a b= 4oy e

En este caso suele decirse que la integral impropia f f () dx
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b .
existe o converge. Si la integral | f (z) dz, para b — + oo, no tiene

limite definito, se dice que :1 [ (z) dx no existe o diverge.
s facil definir el significado geométrico de la integral impropia
Ll

para f(z) = 0: si la integral |f (x) dz representa el drea de un

u.‘ ) b
\L_gy

Fig. 219

duminio limitado ]'mr la curva y = f (z), el eje de las abscisas y las
uulenndas z = a, = = b, es natural considerar que la integral

impropia j f (x) dr expresa el drea de un dominio ilimitado (infinito),

r‘u-mprandldo entre las lineas y = f (x), * — a y el eje de abscisas.
De modo andlogo se determinan las integrales impropias en
otrog intervalos infinitos:

§ f)yde=lim j,f(:)dz,
+-n
\ flx)de = g f{x)dx - S f{x)dr.
La altima tguu[dnd se comprende asi: si existe cada una de las
integrales impropias del segundo miembro, entonces existe (con-
verge), segin la definicién, la integral del primer miembro.

S
Ejemple 1. Calcular la integral S ti::s(vﬁaae figs. 219 y 220).
n

Solucién. Segin la definicion de integral impropia hallamos:

400

b
dx dx
= lim S = lim arctgz
g R eenlCh e i By

]
La integral mlu&lada representa el drea de un trapecio curvilineo infi-
nito. El drea esti rayada en la figura 220.

" lim Lo
0 bei mamtgb 2

29+
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l‘.-.jemplo 2, Hallar los valores de « (fig. 221), para los cuales la into-

gral S —& converge o ﬂ:vergu.

Fig. 221

Solueibn. Puesto que (para @ = 1)

1]
(L B

9 2% {—a 1 1—a
tenemos:
4w 4 '
L2 M e
S z* _n—'»Tm —= ¢ w
Por tanto,
b
3 dr 1 . .
8i a >1, tenemos S —a =+ s decir, la integral converge;
x a—1
1
t-e

si @< 1, tenemos S v—d—:‘—.—: oo, es decir, la integral diverge;
xr
1
e
8i =1, tenemos S ~d—‘-‘——in: i
z 1
1
+oo dx
Ejemplo 3. Calcular S Trai-

—m

=oo, es deeir, la integral diverge.

Solucidn.
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La segunda integral es igual a %(véasa el ejemplo 1). Calculemos la pri-
mera integral:
dx

[1] 4 o

L _= lim — == tim  areigz
S!+:ﬂ s BN i St
-0 o

o
{3

= lim tnrclgo-—arclga)=%‘
[

Por consiguiente,

En muchos casos es suficiente establecer si la integral dada con-
verge o diverge, y determinar su valor. En tales circunstancias pue-
den ser ftiles dos teoremas siguientes, que citamos aqui sin demos-
tracién. Demos, algunos ejemplos de su aplicacidn.

Teorema 1. Si para todos x (r > a) se verifica la desigualdad
0L f () < gl

+oo oo
siendo | @ (2) dz, convergente, entonces § f(z) dx también es con-
a @

vergente y
+ o o+ o
§ f@ydz< § o(a)da
a a
Ejemplo 4. Analizar la convergencia de la integral
to
o W
3 B+
Solucién, Notemos que para { <z

1 1
(14 %) <=
Luego,

por tanto,

dx
§ ware
1

converge y su valor es inferior a la 1.
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Teorema 2. Si para todes x (z > a) se verifica la desigualdad
] +oo
0< q(a) </f(2), siendo | () dz divergente, entonces | f(z) dx
o a

también es divergente.
Ejemplo 5. Analizar la convergencia do la integral

+o N
z4
——dz.
V=
Notemos que
i e SO LS
Vo~ Ve Vi
Pero,
foo
dr - b
—== lim 2 = oo
S .V: h--l:nm ']/x 1 1l

Por tanto, ln integral dada os divergente.
En los dos dltimos teoremas estudiamos las integrales impropias

de las funciones no negativas. Para el caso de una funcién f (z) que
cambia designo en un intervalo infinito, tenemos el teorema siguiente.
S ad

{-00

Teorema 3. Si la integral | |f (z) |dx converge, entonces | f (x)dzx
o a
también converge. En este caso la qiltima integral se llama absoluta-

mente convergente.
Ejemplo 6. Analizar la convergencia de la integral
o .
senx
= da

Solucién. Aqui el integrando es una funcidén de signo variable. Note-

sen

mos que
3 3
oo
P S dz 1 [4= 1
w0, N\ w=—mw| =7
1
BONT | 22 68 convergente, de lo que se deduce

Por tanto, la integral S =
{
que es convergente también la integral dada.
2. Integral de una funcién discontinua. Sea f (r) una funcién
definida y continua para a < z << c. Pero en el punto z = ¢ la
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funcién, o bien, no estd definida, o bien es discontinua. En este
caso no se puede definir la integral { f (z) dx como limite de sumas

a
integrales, puesto gue la funcién f (z) no es continua en el segmento
la, ¢] y este limite puede no existir.

La integral §f (z)dr de la funcién f (z), discontinua en el
punto ¢, se detarjnina del modo siguiente:

< b
Ef(z)d.r=hl’i¢m“°i!(z)d‘x.

Esta integral se llama integral impropia convergenie si existe el
limite del segundo miembro de la igualdad y se llama divergente
en el caso contrario.

Si la funcion f (z) es discontinua en el extremo izquierdo del
segmento [a, ¢l (es decir, cuando x = a), entonces, segin la defi-
nicion:

§f@de= lim §f(z)dz.
a b=a+0b

Si la funcién f (z) es discontinua en un punte z = x;, dentro del
segmento [a, cl, entonces:

H@ar=T1wit {1

si existen ambas integrales impropias del segundo miembro.

1
Ejemplo 7. Calcular g —d_‘: "
H Vi—z
Solueidn.
- d. : d b
T I .
= lim R_—-_—,_ lim 21— =
Su],n—.; o109 YToz  bei-0 V==l
- — lim 2[V1—b—1]=2
b-si=0

d.
Ejemplo 8. Calcular la integral ‘ ‘—5—
1

Solueion. Como dentro del sc‘fmnnto de integracidn existe un punto
z=0, en el que el integrando es discontinuo, la integral debe ser repre-
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sentada como la suma de dos términos:
1 £ 1
dz dx dr
3 o i 032 { =
S 2 g0 o I +tg—v+ﬂ a*
-1 -1 Eg
Calculemos por separado cada limite:
e
lim -d—':-:— tm L[ o i (—1-——’—)=m.
Ep—+—8 9 x £1-+—0 T |-1 e+—0 \ By -1

Por tanto, en el intervalo [—1, 0] la integral diverge
1

. dz 1
lim —=— lim (I—v—-);m.
s ih o < Ex+1-0 €

2

Entonces en el intervalo [0, 1] la integral también diverge.

-1 0l
Fig. 222

. Asi, la integral dada diverge en todo el segmento [—1, 1), Notemos llzlm:.
si hubiérames caleulado la integral dada, sin tener en cuenta la discontinuidad
del integrando en el punto = = 0, habriamog obtenido un resultado errémeo.
En efecto, g

dr i

{4t
-1
lo que es imposible (fig. 222).

Observacién. Si la funcién f (z), definida en el segmento [a, b],
tiene denlro de este segmento un nimero finito de puntos de discon-
tinuidad: a,, ay, . .., @ la integral de la funcién f (z) en el seg-
mento [a, b] se determina del modo siguiente:

b ay az b
§f(@dz= | f(x)dz+ | f(2)dat ... + | f(2)dz,

si cada una de las integrales impropias del segundo miembro conver-
ge. Si por lo menos una de las integrales diverge, entonces,
b

{f (z) dz es también divergente.

I—|q'n(%__'-f_i] el
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Para determinar la convergencia de integrales impropias de las
funciones discontinuas y calcular sus valores se pueden aplicar
frecuentemente teoremas andlogos a los teoremas de las integrales
con limites infinitos.

Teorema 1'. Si las funciones f(z) y ¢(z) son discontinuas en el
punio ¢ del segmento la, c|, mientras que en todos los puntos de este
segmento se cumplen las desigualdades

(@) =/f(x) =0
3 ©
y | @ (2) dz es convergente, entonces | j (z) dx es también convergente.
n a
Teorema 11'. Si las funcionas [ () y @ (2) son discontinuas en el
punto c del segmento la, ¢, mientras que en todos los puntos de este
4

segmento se cumplen las desigualdades f (x) > @ (r) > 0y § ¢ (2) dz

4
es divergente, entonces | f (x) dz es también divergente.
.

Teorema 111'. Si f (x) es una funcién de signo variable en el seg-
mento la, -:] y discontinua sélo en el punto ¢, mientras que la integral

impropia 5 | f (z) | dz del valor absoluto de esta funcién es convergente,

entonces la integral 5,‘(1} dxz de la misma funcién f (z) es también
a
convergente.

A menudo se toma como funciones de comparacién,
(c—=x)

comodas para comparar con las funciones que se encuentran bajo el
L3

signo de la integral impropia. Es facil comprobar que S ;“
) a(c—ux)

o

converge para @ < 1 y diverge para a« > 1.

1

(z—a)*

Lo mismo sucede con las integrales j

Ejemplo 9. ¢Ex convergente la integral

1
—_—dx?
§ Vz-l--iz-‘ .
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Solueitén. El integrando es discontinuo en el extremo izquierdo del seg-
1
e
1 1
_‘__'_"_< TR
Vzide V=

dx
zl/1

mento [0, 1]. Compardndolo con la funcién y tenemos:

La integral impropia S existe. Por consiguiente, la integral impropin
(]

de la menor funcidn, es decir, R ! dz, tambifn existe.

A 1/;-}— 4%

§ 8. CALCULO APROXIMADO DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

En la parte final del capitulo X hemos indicado que no toda fun-
cién continua tiene una primitiva expresada mediante funciones
elementales, En estos casos el cdlenlo de las integrales definidas
por la aplicacién de la férmula de Newton-Leibniz es dificil por
lo que se utilizan otros métodos para un cdleulo aproximado de las
integrales definidas.

Expongamos algunas métodos de la integracidn aproximada,
partiendo de la nocidn de integral definida como limite de una suma.

I. Férmula de los rectangulos. Sea y = f (z) una funcién continua
en el segmento [a, b]. Caleular la integral definida

b

§ f(x) dz.

a
Dividamos el segmento [a, &) por medio de los puntos a = zg,
Iy, I3y ..., &, = b en n partes iguales de longitud Az:

Az = b= 2.
n
Designemos por Yo, ¥is Y2y - - -y Yn-1, Yn los valores de la fun-

cién f (z) en los puntos z,, zy, 2z, . . ., &, es decir,
Yo =[f ()i vy =F(x)i .. .5 ¥n = [ (2a)-
Formemos las sumas:
Yoz + yAx + . .. + YAz,
nir + g Ax -+ ...+ g Ax

Cada una de estas sumas es una suma integral de la funcidn
{ (2) en el segmento la, b], y por eso, expresa aproximadamente la
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integral

fﬁﬂk%£i£@r+m+h4-u-+yrm ()

b —
n

f@dr =224 vat ..o + 4. )

ot f———yT

Estas son las férmulas de los rectingules. De la figura 223 se
deduce que, si f (z) es una funcién positiva y creciente, la férmula (1)
representa el area de una figura escalonada, compuesta por los

g Y At B8

O aea &z Kot fab TOl X%=T Xy X2 Xgq XD
i X

Fig. 223 Fig. 224

rectingulos einterioress, y la férmula (1°), el area de la figura
pscalonada, compuesta por los rectingulos sexterioress,

El error gue se comete durante el calculo de la integral por
la férmula de los rectiangulos es tanto menor cuanto mayor sea el

b—a

nimero n(es decir, cuanto menor sea el paso de la division r =

Il. Férmula de los trapecios. Es natural esperar un valor mds
exacto de la integral definida, si cambiamos la curva dada y = f (2)
no por una linea escalonada que utilizamos para la férmula de los
rectangulos, sino por una linea quebrada inscrita (fig. 224).

En este caso, en vez del drea del trapecio curvilineo adBb obte-
nemos la suma de las dreas de los trapecios rectangulares limitados
por arriba por las cuerdas A4y, 444,, . . ., A, B. Como las dreas de

estos trapecios son respectivamente ignales a w Az, ME;E@ Az,
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etc, entonces

b
5)‘(:):!;:%(?”__?1524_%_';_?3“1_’_ L +yn—!2+y_‘3 M).-

b

rosat=e(ttinyyipy o tn) o

a
Esta es la formula de los trapecios.
El nimero n se elige arbitrariamente. Cuanto mayor sea este

—a
-, con
n

b
niimero n y, por tanto, cuanto menor sea el paso Ar=

tanta mayor precision la suma del segundo miembro de la igualdad
aproximada (2) expresara el valor de la integral.

I11. Formula de las pardbolas (Férmula de Simpson). Dividamos
el segmento [a, #] en un nimero par n = 2m de partes iguales. El frea
del trapecio curvilineo correspondiente a los dos primeros segmentos,

y.

%rd K. % K % % kD
Fig. 225 Fig. 226
[xp, 24] ¥ [z;, x2] y limitado en su parte superior por la curva dada

y = [ (z), se sustituye por el drea de otro trapecio curvilineo limi-
tado por una parabola de segundo grado que pasa por los tres puntos:

M (x5, yo)s My (xy, wi); My (72, y2)

y tiene el eje paralelo al eje Oy (fig. 225). Tal trapecio curvi-
lineo es un trapecio parabdlico.
La ecuacién de una paribola con el eje paralelo a Oy es
y = Az* + Bz + C.

Los coeficientes 4, B, y C se determinan univocamente de la
condicién de que la pardbola pase por los tres puntos dados. Construi-
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_ mos también paribolas semejantes para otras pares de los segmentos.
La suma de las areas de los trapecios parabélicos da el valor apro-
ximado de la integral.

Calculemos al principio el drea de un trapecio parabélico.

Lema. Si el trapecio curvilineo estd limitado por una pardbola
y = Az* 4+ Bz + C,
el efe Oz y dos ordenadas, la distancia entre las cuales es igual a 2h,
entonces su drea es igual a
h .
§ =3 (o + 41+ a2, )]
donde, yy e ys son ordenadas de los extremos ¢ y, es ordenada de la
curva_en el punto medio del segmento.

Demostracién. Dispongamos el sistema de coordenadas auxiliar
del modo como se indica en la figura 226. Los coeficientes en la
ecuacién de la pardbola y = Az* 4 Bz + € se determinan de las
siguientes igualdades:

si xg= —h, entonces: yo= Ah*— Bh+(;
si x, =0, entonces: Y= & (4)
si zo —h, entonces: Yyo=Ak*+Bh - C.

Considerando que los coeficientes A, B, C son conocidos, deter-
minemos el drea del trapecio parabélico mediante la integral defi-
nida:

Fia i (Ax’+B::-{—C)dz=[...__' B2 oy ]"#=
—h

— % @Ak + 60).
Pero, de las ecuaciones (4) se deduce que
vo + 4 + y — 24K 4 G
Por consiguiente,

I/
S ‘—-; (o + Ay, 4y,

lo que se trataba de demostrar.
Regresemos a nuestro problema principal (véase fig. 225). Utili-
zando la {drmula (3) podemos escribir las siguientes igualdades apro-
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ximadas (h = Ax):
Az
flx) dr ~ 1 (o =+ 4y + 1),
a=xy

Ty

5 [ (2) dx = %r(y: + Ay 4 1),

h.
/(@) dr = ? Ysmms + Azt -+ Yam)-
Xz =2
Sumando miembro a miembro, obtenemos a la izquierda la
integral buscada, y a la derecha, su valor aproximado:
b

A
Slmdzr—vftyu+4yx+2yz+ Ay -

von =+ 22+ Alam—1 + Y2m), (5}

(]

b
S / (2) do ~ %}“[gﬁ Yom+ 2 Wt Vet oo + Yom—a) +

YA+ vt oo A tamd)]

La altima es la farmude de Simpson. Aqui el nimero 2m de los
puntos de division es arbitrario; pero cuanto mayor sea este nimero
tanto mayor es la precision con la que la suma del segundo miembro
de la igualdad (5) expresa el valor de la integral %).

Ejemplo, Caleular aproximadamente:

]r|2—§d—:.
AR
1

Qo luei Y inridd

Haciendo

el {1, 2] en {0 partes iguales (fig. 227).

*) Para determinar el nimero de puntos de division que se deben tomar
run calcular la integral con un grado de precisién dado, se den utilizar las
6rmulas de evaluacién de los errores cometidos durante el caleulo aproximade
de la integral. Aqui no se dan estas férmulas de evaluacifin.
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formamos la tabla de los valores del integrando:

x = "— x = l
x x
z9=1,0 o= 1,00000 24—=1,8 Vg =0,62500
=11 ¥y = 0,50909 23 =1,7 y1=0,58824
1a=1.2 ¥ — 0,83333 =18 s —0,55556
=13 y3=0,76023 T,—14 Yo—0,52632
=14 vy =0.71428 2= 2.0 Y10 = 0,50000
1,=1.5 Vs = 0,66667

I. Segin la primera férmula de los recténgulos (1) ob

2
e .
S 0 b wt e 4 vg) =08 TASTTI= 0T8T
1

Segtin la segunda férmula de los rectingulos (1°) obt
S A Oy st -+ y10) = 0,1-6,68773m0,66877,
1

Directamente de la figura 227 se deduce que en ol caso dado la primera
lérmula da el valor de la integral por exceso y la segunda, por defecto.

Fig. 227

1. Segin la férmula de los trapecios (2) obtenemos:
2
dx 1405 .
S a0t [—E———-{-ﬁ,!aﬂﬂ] —0,69377.
1
I, Segiin In férmula de Simpson tenemos:
2

5 -d;‘*'cg—lli’a'l'l'm-i'th'* Vet vat v+ 4 (n+vatvst rtwedl=

oo 0oL (140,54 2-2,72818-+ 4-3,45055) = 0,69315.
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2
En realidad In 2 - § i;-_—o.essmz (con precisin de hasta el séptimo
i
digito decimal).
Por consiguiente: al dividir el segmento [0, L] en 10 partes iguales abte-
nemos:
— segin la férmula de Simpson, cinco digitos correctos,
— segin la formula de los trapecios, solumente tres digitos correctos,
— segin la formula de los rectingulos, podemos estar seguros de que sola-
mente el primer digito es correcto.

§ 9. FORMULA DE CHEBISHEV

En los cilculos técnicos se utiliza frecuentemente la férmula de
integracién aproximada de Chébishev. Supongamos que es preciso
caleular

¥
V(@) dx

Sustituyamos el integrando por el polinomio de interpolacion
de Lagrange P (z) (§ 9, cap. VII), tomando en el segmento [a, bl
n valores de la funcion: f (z,), f (x2), . . ., f(z,), donde xy, 24, . . .

.., @, son los puntos arbitrarios del segmento [a, b]:

(r —2) (x —25). .. (& —24)
P e
S v s A

o e~z —ay)... (& — ) f (2 +

(rp — 2q) (13 — ) . .o (2 — )

BN C el V) et T C /50 TR Gy

(Tn — To) (Zn — XD . o o (Tn — Tp—1)

Obtenemos la siguiente formula aproximada de integracidn:
b b
§f(z)dz = § P () ds, 2
a L]
la que después de aigunos cdlculos toma la forma:

b
If':x)d-fﬁ Cif (x4) + Cof (x) + ... + Cuf (Tn), 3
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donde los coeficientes €'; se calculan por las formulas:

b
CJﬁS (£—x) .- (T — i) (T —Fiy) - - - (T —Tp) (%

J (@ —z) = Fiey) (@ = T (T — )

La férmula (3) es complicada e incémoda para los cilculos, puesto
que los coeficientes (', se expresan mediante fracciones complejas.

Chébishev planteé el problema inverso: dados en vez de las
abscisas #;, x5, . .., 7, loscoeficientes Cy, Cy, ..., C,, determinar
las abscisas 7y, 13, ..., .

Los coeficientes €; se dan de modo que la formula (3) sea la més
simple posible para los cilculos. Es evidente que esto se logra cuando
todos los coeficientes €; son iguales entre si:

Cl=C,=...-——C,..

Designemos por €, el valor comin de los coeficientes €y, €, . . .
, ., entonces la férmula (3) toma la forma:

13
Vi@de=Colf )+ [(2d+ ... +1(za)]. (5)

La férmula (5) representa en general una igualdad aproximada,
pero si f (x) es un polinomio de grado no superior a (n — 1) obtene-
mos entonces una igualdad exacta. Esta circunstancia permite
determinar las magnitudes ., zy, 1., ..

Para obtener una formula comoda para I.or]o intervalo de integra-
ci6m, transformemos el segmento de integracion la, &) en el segmento
—1, 1]. Para esto hagamos

entonces para t = —1; z = a;
para t =1, z =0,
Por consiguiente,

b
[1@a=tse [r(ettizeatze foma

2

W hd
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donde por ¢ () estd designada la funcién de ¢, que se halla bajo el
gigno de la integral. Asi, la integracién de una funcién f (z) en el
segmento [a, b] siempre puede ser reducida a la integracién de
alguna otra funcién ¢ (z) en el segmento [—1, 1].

El problema se ha reducido a la eleccion de los nimeros
Cay Tis T3y - . ., Ty, en la formula

1
_S'I(z)d-r=6'n{!{zu)+!(1:)+ cen +1(20)] (6)

de modo que esta férmula sea exacta para cualguier funcion f (z)
de la forma

fB)=ao+ ax +azx®+ ... +a,_, 2" " (7
Notemos que

1
I”‘)dt:g(ﬂn-f-ﬂiz'i‘ﬂrrz‘{' o Fanx" ) de=
= =1
2(Rn+£=_+.‘l'.+f.';+ +_a_‘3.'.'.'_), si n es impar;
3 5 7 n

l 2(a.+i_;-+ +iﬂ)‘ si n es par. (8)

n—1
Por otra parte, la suma del segundo miembro de la igualdad (8),
en virtud de (7), es igual a
Calnay+ay(zy+ 224 ... +2z) faa(d+zi+ . 20+ ...
vt e (T 4 L 2T ()

Igualando las expresiones (8) y (9), obtenemos la igualdad que
debe ser vélida para cualesquiera ag, @y, a2, . . ., G-

e

=Culnag+ oz + 2+ ... F2a)t @@+ )+
co Fag (T T )
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Igualando los coeficientes de aq, ay, a., ay, . .., a,—y en los
dos miembros de la igualdad, tenemos:

2=C,n o C,.=E;
n

Ztn+t ... +z.=0

B+ 2+ ... +£=3§n=%: (10)
H4+A8+ ... +B/=0
B+ ... +z:=gc?—n.=-;;

Hallamos las abscisas z, z,, . .., z, de las iiltimas n ecuaciones,
Chébishev encontrd estas soluciones para diferentes valores de m.

ayfimers do Coeficlente Cn | Valores de absclsas x1, xa, ... *n
3 2 2= —x23=0,707107
3 23=0
4 | 1= —x,=0,794654
3 xp= —z3=0,187582
2 = —1 -wﬂ.m%
5 5 23— — x4 =0,374541
z3=0 :
1 x = —zqy=0,866247
6 3 T— —z—0,422519
zg= —zy=10,260635
Ty = —zy = 0,888862
7 2 Tp= —z4=0_,520657
7 3= —1,=0,323012
z,=0
2 = —zy=0,011589
) 3= —z3—0,601019
9 = xy= —x,=10,528762
9 Ty= — 1, =0, 167906
=0
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Abajo se dan las soluciones halladas por él para los casos en que

el nimero n de puntos intermedios es igual a 3, 4, 5, 6, 7, 9.

Por consigniente, el cdlculo aproximado de la integral en el

segmento [—1, 1] se efectiia segin la siguiente férmula de Chébishev
1

2

[r@de= 211+ 1+ ..+

-4
donde, n es uno de los nimeros 3, 4, 5, 6, 76 9, y xy, ...,
niimeros representados en la tabla, No se puede tomar por n el
niimero 8 u otros nimeros superiores a 9, puesto que en este caso el
gistema de ecuaciones (10) da las raices imaginarias. Cuando los
limites de integracién de la integral dada son a y b, la férmula de
Chébishey toma la forma:

b—
n

XD+ KD+ -or +1(X)

»
j}(:}d.rz:

a

+ b—
donde X, :* } ——2—“- (i =4, 2, ..., m), y los x tienen los
valores indicados en la tabla,
Demos un ejemplo de cilculo de una integral con ayuda de la

férmula de Chébishev.
2

Ejemplo, Caleular S %{[ =In2).
1

Solucién, Mediante la sustitucién de variables, transformemos esta inte
gral en otra que tiene —1 y { como lmites de integracidn.

S R S e e
dl
dr=g-

Entonces,

Aplicando la férmula de Chébishev calculemos la altima integral,
haciendo n=3: '

1
§ 1o dt= 2 [/ 0101101 41 (0) + 1 (—0,707807).
-1
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Puesto que 3 4
I[O.?O'-'lﬂ?}ﬂ-3+ I?mta?ww-u.zw?sz.
1
![U:-—m=0,333333.

1 1 4
HE=0. M0 = 55ty = 7, s = O A0
entonces:

dt
3t

= % (0,269752 4-0,333333 + 0,436130) =

-1
= ,:__ -1,089215 = 0,692810 = 0,693,

Comparando este resultado con los resultados obtenidos segin la férmuls
de los rectingulos, de los r.mglucioeq y la de Simpson (véase el ejemplo del pa-
rrafo anterior), notamos que el resultado obtenido mediante la formula de Ché-
bishev (con tres puntos intermedios) es mas preciso y estd mis cerca del valor
real de la integral que el resultado obtenido segin la férmula de los trapecios
(con nueve puntos intermedics).

La teoria del calculo aproximado de las integrales estd desarrolla-
da en las obras del académico A. N. Krilov (1863-1945).

§ 10. INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO
Dervivacion de las integrates dependientes de un paréme!rn.

Sea la integral
]
[(@)=|[(z, a)adz, (&¥]

en la que el integrando depende de un cierto parimetro a. Si el paré-
metro a varia, el valor de la integral definida variard también. Asf,
la integral definida es una funcién de a; por esto podemos designarla
por I (a).
1. Supongamos que [ (r, a) y fa (z, a) son funciones continuas
en las que
c<a<dya<<e<b (2)

[Tallemos la derivada de la integral respecto al pardmetro a:

lim 7" Kook 800 —t (E) =

I, (=).
Am =0 Ao -

Para hallar esta derivada notemos

b
o4 Aa)=\f(z, &+ Ax)dz
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y, por tanto,

b b
Ta+ Aa) — (@)= f(x, a+ Aa)dz— [ f(z, a)dr=

b
= {[f(z, a+ Aa) — | (z, @)]dz;
b
I (2 Aa)— I () =5 [z atddy—flz, @) .
A Aa !

Aplicando el teorema de Lagrange al integrando, tenemos:

flz, @+ Aa) —f(z, a')=f;,l.‘-‘£. o 4 0 Ax),
Ac
donde 0 < 0 < 1.

Puesto que f;(z, @) es continua en el dominio cerrado (2),
entonces:

falz, @+ 0 Ae) =[5 (z, @) + ¢,

donde la magnitud e que depende de z, @, Aa, tiende a cero, cuando
Aa — 0.

De tal modo:
L] b b
”“—”Ti’_”“? S(r.. (z, a)+e1ztx=§ratx. a)dz + Ssdz.
oL

Pasando al limite para Aa — 0, obtenemos *):
b

—_—.I;(a)=§f,,(.r, a) dx

lim I+ Aa) — I (o)

aa =0 Aw

b b
[ 1z @ dr]&=£fu (z, ) dz.
La Gltima férmula se llama férmula de Leibniz.

b
*) El integrando en la integral | eda tiende a coro para Aa — 0. Del hecho
de que el integrando tiende a r.etuuu cada punto, no siempre se deduce que
b
Ia integral también tiende a cero. Sin embargo, en el caso dado, { edz tiende

a cero para Az — 0, lo que admitimos aqui sin dmmlnciﬁn.ﬂ
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2, Supongamos ahora que en la integral (1) los limites de integra-
cibn a y b son funciones de a

b (!
Ia) =®[a, a(a), b[a)]_ L flx, @)dz. )

® la, a(a), b(a)l es una funcién complejn de a, siendo a y b los
argumentos intermedios. Para hallar la derivada de [ (a), apliquemos
la regla de derivacién de una funcién compleja de varias variables
(véase § 10, cap. VIII):
D D da oD db
I ...— e i S e
(@) + o 3 + P )]

En virtud del teorema sobre la derivacién de una integral defi-
nida respecto a su limite superior variable (véase la férmula (1) § 4),
obtenemos:

b
D
E=‘%Sﬂx' a)dr=[[b(a), a]
: a
‘:: di;ji{::, a)dx—-—ESf(z a)dr= — f[a(x), «].
a b

Finalmente para calcular % apliquemos la f6rmula de Leibniz,

obtenida anteriormente:

b
%mff;(x. @) da.

Introduciendo en la férmula (3) las expresiones obtenidas de las
derivadas, tenemos:

bia)
L= | e det /@, % —fla@, a%. @
alal

La férmula de Leibniz permite calcular ciertas integrales defi-
nidas,

Ejemplo. Caleular la integral

P9
sen or

g % —— dr,

4 F3
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Solucién. Notemos, que mo se puede caleular directamente esta inte-

ral, puesto que la primitiva de la funcién o-x BONGT 10 se expresa median-
gl I P P

te funciones elementales. Para calcular esta integral, considerémosla como
funcion de un pardmetro a:

=
I (@)= S o-u OREE g
T
]
Entonces, su derivada respecto a @ se halla segin la [érmula de Leibniz*):

I [u.)=°S: [e'*sﬂ;i-r];dz= § e~* cos ar dr,

La dltima integral se caleula fdcilmente con ayuda de las funciones elemen-

tales y es igual a . Por eso

rm=$ﬂ,.
Integrando la identidad obtenida, hallamos I {a):

I (a)=arctga+C. {5)
Ahora falts determinar €. Para esto nolemos que

o
()= § =200 ;- ( 0ax—o.
o

Ademas, nrc!f0=0.
Poniendo en la igualdad (5) =0, oblenemos:

I(0)y=arctg0+4C,
de donde C=0. Por consiguiente, pars todo valor de = se verilica lu
igualdad

I {a)=arctg a,
es decir,

-
S e~* ¥ dz = arclg a.
[}

——

La férmula de Leibniz se ha obtenido en la icién de que los limites
de integracién a y b son finitos. En este caso la formula de Leibniz también
es vilida, aunque uno de los limites de integracién es infinito.
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§ 11. INTEGRACION DE UNA FUNCION COMPLEJA
DE UNA VARIABLE REAL

En el § 4, cap. VII, hemos determinado una funcién compleja
de la variable real z:

@) =u@ +iv( [6))
y su derivada: »
f (@) =u () + iV (2). (2)

Definicién. La funcién F (z) = U (z) + iV (z) se llama primitiva
de una funcién compleja de la variable real z, si

F @) =1, (3)
es decir, si:
U (z) + iV (z) = u(z) + iv (7) (4)
De la igualdad (4) se deduce:
U (z) = u(2)
V' (z) = v (2),

es decir, U (z) es la primitiva para u (z), y V (z) es la primitiva
para v (z).

De la definicién y la Gltima observacion se deduce que, si F(z) =

= U (2) + iV (z) es la primitiva para 7 (z), entonces la primitiva
cua]qumrn para 7 () tiene la forma F (z) + €, donde € es una cons-
tante compleja arbitraria.

La expresién F (z) + C se llama integral definida de una funcién
compleja de la variable real y se escribe:

§f@de=fu(@dzr+ifo(z)dz="F(z)+C. )

La integral definida de una funcién compleja de la variable real
se determina del modo siguiente:

si f (@) =u(a) + iv(z),
entonces:

o t [
f@)dz=[u(@dz+1i]v(z)da. (6)

8-

Esta definicién no contradice, sino que concuerda con la defi-
nicién de la integral definida como limite de una suma.
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Ejercicios para el capitulo XI

1. Calcular las integrales definidas, considerfndolas como limites de
la suma integral s,.

b
§ =24z
a
Indicacién: Dividase el segmento [a, b] en n partes mediante los é)mnos

n Ty —a?
=agi(t=0, 1, 2, ..., n), donde q=-]/%. Respuesta: # 3“ 2. S Ezi i
a

donde 0 < a<b. Respuesta: ln%.

Indieacién. Dividir el segmento |a, b] como en el ejemplo anterior.
b

3. S Vzdz. Respuesta: % (™2 —a'n),

lnd;culﬁn: Véase el ojemplo anterior.

4. sb sen r dx, Hespuesta: cosa—cosh.

Indicacién. Establézcase previamente la identidad siguiente: sena -
cos(a 1—%) —ms(a+nh—_:. )

+-sen(a--h)4-sen{at2h)+. .. +senjat-(n—1)h]= _

h
?.Ssnf

para esto es preciso multiplicar y dividir todes los términos del primer

miembro por sen- ¥ sustituir el producto de senos por la diferencia de

cosenas,
b

5. § cosxdr. Respuesta: senb—sen a.
a

i Utilizando la férmula de Newton-Leibniz, caleular las integrales defi-
nidas:

T ==

e*dx. Hesp. e—1. 8. senrdz. Resp, 1.

et—~T|a

1
8. 5:‘6:. Resp. -;;- 7.

1]
vz )
i iz 2 d E]
i a
9. S T Resp. i il 10. S Viea . flesp. T 1. Stx:dx. Resp.
L] o (1]
L] x x
In2, 12, S g. Resp. 1. 13. S d—; . Resp. In z. 14, S senrdx. Resp. 238:1‘% ¥
1 [ 0
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x 2
15. S Adz. Resp. 2% 16, S% Res. In(2:—1). 17.
1

e

cos? x dx.

cr—an|a

n

2
Resp. %. 18. Ss&n“: dx. Resp. % !

Caleular los valores de las integrales siguientes, empleando las susti-
t.uciones indicadas de variables:

1
sen x cos? xdz, cos =1, Resp. - 20 tg-:- =1. Resp.

r.-l'_.-"'.lml

. S 342cosz ’
0

4 1
A _E8® e gt Resp, V2 S e
Vi 2. 5 Vit v 2 4xr =12 Resp. 7 22, 1(1_’_,‘)’, r=1gt.
L]
. 5 v : 3
¥ dr
Resp. X 23, S L g, r— I =12 Resp. 2(2—arctg2). 24 S :
ATt T # J < Vi
Ed
2

et 3 o cos @ d
=g lap ng B Na—eas §+senty
[
1 1
Demostrar  que  26. ja"“[i—:]"dngx" ({—z)™dz(m >0, n>0).
i

, senp=1. Resp. ln-;-.

7. §f{:}a‘:—:§f{c+b-—:]d:. 28, Suz!;az_i, §f[x’}dx

a a -
Caleular las integrales impropias sixu‘mntes:

1 o o

xdz = dr
2, § m, Hesp. 1. 30. S e *dr, Resp. 1. M. S i Resp.
n o
1 d - s 1
I lx n = 1
2 @>0). 32. § Vi e 3 § 55 pesp. .34 S nzas.
0 1 0
fesp. —1. 35, S z sen zdx, Hesp. La intogral diverge. 36. S . flesp. La in-
i VE
% o
i dx dx
tegral diverge, 37. S AT Hesp, a, I8, S—u- Resp, —-. 39, 55 -

o
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oo 1
Aesp. La integral diverge, 40. S L . Rup.—’.‘— ¥ H.S ii Resp. La integral
z )21 2 =4
aa L3
diverge. 42. g e™%% san bx dz (& > 0). Resp. n’i i 43, S‘ %% cos br dx (a>0),
[ o

Hesp. Py {-b’ H

Caleul.-;‘r los valores aproximados de las integrales:
&4, In5= S -d‘i . Segilin la [drmula de loa trapecios ¥ la de Simpson (h=12),

|
Respuesta: 1,6182 (segin hl formula de los trapecios); 1,6088 (segin la

férmula de Simpson). &5. j x3dx, segin la formula de los trapecios y la de
1

i
Simpson (n= 10}, Respuesta: 3600; 3660. 46. | V/1—33dr, segiin Ja formula
it

3
de los trapecios (n=06), Respuesta: (,8100, 47. q
1

10
de Simpson (n=4). Hespuesta: 0,8111. 48. | logez dx, seghn la férmula de

dr 5
prom seglin la [Grmula

1
los trapecios y la de Simpson (n=10). Respuesta: 6,0656; 6 0896,

dx

49, Caleular el valor de n, partiendo de la correlacién Tre

St -

2
4
aplicando la [érmula de Simpson (n=10). MNespuesta: 3,14150.

M.

:m:x dz, segin la formula de Simpson (n=10), Respuesta: 1,371,

oty

3. Partiendo de la igualdad Se“‘“’a‘: -:%. donde &>, hallar el
L]

valor de la integral .Ec-":" dz, para n > 0. Hespuesia: nl

@

52, Partiendo de la igualdad § ‘;'E:_-: J_V_ » hallac el valor de la
d L. om 135, Zn—lj

11
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; T o1—em=
53, Calcular la integral \ —————dr. Resp. In(1+a)(a > —1).
J zex

1
5. Utilizando la igualdad Sz""d:.—.-%, calcular la integral
]

1
S 21 (In 2)* dr. Resp.: (— 1)h "’:il .
o




CAPITULO XII

APLICACIONES GEOMETRICAS Y MECANICAS
DE LA INTEGRAL DEFINIDA

§ 1. CALCULO DE AREAS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Si la funcién f (x) > 0 estd en el segmento [a, b], entonces, como
ya es sabido (§ 2, cap. XI), el drea del trapecio curvilineo limitado
por la curva y = f (), el eje Oz y las rectas z = a y = = b (fig. 210)
es igual a:

b
0=§ur) dz. (1)

b
Si f (z) <0 en el segmento [a, b], la integral definida { f(x)dzx

o
es también <C0. Su valor absoluto es igual al érea @ del trapecio
curvilineo correspondiente:

b
—0= E!(z}*ﬁ-

Si f (x) cambia de signo un niimero finito de veces en el segmento
[a, b] entonces, podemos descomponer la integral a lo largo de tode

Fig. 228

el segmento [a, b] en la suma de integrales en los segmentos parcia-
les. La integral es positiva en los segmentos donde f (z) > 0, y nega-
eiva en los segmentos donde f () < 0. La integral a lo largo de todo
tl segmento representa la diferencia de las dreas dispuestas por arriba
y por debajo del eje Oz (fig. 228). Para obtener ordinariamente la
suma de las freas, es preciso hallar la suma de los valores absolutos
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de las integrales en los segmentos parciales indicados o calcular la

integral:
[y
Q={I/@]da.

Ejemplo 1. Caleular el irea O. limitada por la sinusoide y=senz y el
eje Oz, para 0.z < 20 (fig. 22

Fig. 229

Solueién. Puesto que senz >0 para O<x<<n, y senz <0 para a<
< r < In entonces:

n in i
Q=[senzdrt| | senzdz|={ |senz|ds,
o mn o

n
E sen :dz——msxf:- —(cosn—cos()=—(—1—1)=2,
[
o
5 s6n T dre= —cuqx| = —(cos 2n—cos ) = — 2,

Por tanlo.

Q=2+|—2|=4.

Si es preciso calcular el drea limitada por las curvas y = f; (),
y = f» (z) y las ordenadas = a, z = b, a condicién de que f; (z) >
> f, () obtenemos (fig. 230):

b b b
Q={f (=) d:—af mx)dx=£ f) (x)— f2 ()] d. (2)

Ejemplo 2. Calcular el drea limitada por las curvas (fig. 231) '

y=1Vz e y=1

Solueién. Hallemos los puntos de intersecciém de las curvas: |z=1z2;
z=z4, de donde: z;=0, rp=1.
Pnr tanto,

Q=S 'V':_d:—g z‘d.\:=§ ('V’;-—z’] d:=~§-:'f’ ——[ ==£——;—=-;—.
[] []
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Calculemos ahora el area de un trapecio curvilineo limitada por
la curva dada por ecuaciones paramétricas (fig. 232):

=@ (), y=0() ()

a<t<P ¥y 9fa) =a, o(f) =0

Supongamos que las ecuaciones (3) definen cierta funcién y =
= [ (z) en el segmento {a, 4] y, por tanto, el drea del trapecio cur-

donde:

Fitg. 230 Fig. 231 Fig. 282

vilineo puede ser calculada segin la formula:
3 b
Q=f!(z)dx=§ydx.

Sustituyamos en esta integral la variable: x = ¢ (f); dz =
= ¢’ (t) dt. En virtud de las ecuaciones (3) obtenemos: y = f (z)=
= flgp ()] =  (1). Por consiguiente,

B
Qo= 5 V() ¢ () dt. (4)

Esta es la férmula para caleular el drea de un trapecio curvilineo,
limitada por una curva dada en coordenadas paramétricas,
Ejemplo 3. Caleular el drea de un campo limitado por la elipse:
z=acost, y=bsent.
Soluetén. Calculemos el drea de la mitad superior de la elipse y dupli-
quémosla. La wariable =z varian desde —a hasta +a, por tannto, t varfa

desde =n hasta O, G—ZS(bsenl}(-aun!dl)=-—2ubSsenltdl—
n n

n n
-ms ssn'ldt=2¢b§ LSk a-m[; son 2 " iab.
(]
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Ejemplo 4. Calcular el irea limitada por el eje Or y un arco de la
cicloide x=a (t—sent), y=a(l—cost).

Solueidn, Puesto que ¢ varia desde 0 hasta 2n, = varia desde 0 hasta 2na,
Segiin la férmula (4), tenemos:

on n

0 S a(l—cos ) a(1—ens t) di —a2 R (1—cos )2 dt =
(1] o

an n 2n
= nr[s di—2 S cos ¢ dit - S l:ns‘td'l] H
1] 0 0

n in 2a 2n 5

Sdt=2:1.; S::os.ldr- [ gtm’:dr:SH;Tudt--:n.
[} -

o 0 i

1]
Finalmente obtenemos

Q=a*{in+ n)=3na?,

§ 2. AREA DE UN SECTOR CURVILINEO
EN COORDENADAS POLARES

Sea p = f (D) la ecuacién de una curva en coordenadas polares,
donde f (0) es una funcién continua para a < 0 < p.

Determinemos el drea del sector OAB, limitada por la curva
p = f(0) y los radios vectores ) = a y 0 = B,

Fig. 233

Dividamos el drea dada en n partes mediante los radios vectores
0y =a, 8 =08, ..., 6, =p. Designemos por A8, A8,, ... A6,
los dngulos formados por los radios vectores trazados (fig. 233).
- Sea p; la longitud de un radio vector correspondiente a un dngulo
6; cualquiera, comprendido entre 0,_, y 6,.

Examinemos el sector circular de radio p; v angulo central AB8,.
Su area es igual a:

pi 1A,

1
A=z pi
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"y 1
Q,,=122 Eau,=§Z[f(UdFQ&
)

i=1

La suma

da el drea del sector «escalonados. Puesto que la suma indicada es
una suma integral para la funcién p® = [f (6)]* en el segmento o < 0 < i,

Fig. 234

su limite para max A6; — 0 es la integral definida

11 -
-E pdﬂ

B —y

Esta integral no depende de un radio vector p; elegido dentro
del angulo A6,. Es natural, considerar este limite como el irea
buscada de la figura *).

Asi, el drea del sector OARB es igual a:

A
o= [ea ()
[
B
o= [vora. ()

Ejemplo. Calcular el drea limitada por la lemniscata (fig. 234).
p=a )/ cos 20,

*) Se puede demostrar que esta definicién del drea no contradice a la dada
anteriormente: en otras palabras, caleulando el drea del sector curvilineo
mediante los trapecios curvilineos, obtenemos el mismo resultado.
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Solucion. El radio vector describe la cuarta parte del drea buscada
cuando 0 varia desde O hasta m/4:

n/h kL
= Q@ _} S prdl = —a? s cos 20 40 =
0 0

a? sen 20 jn/k
272

al
£

raf =

'
por tanto, Q=a?2,

§ 3. LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA

1. Longitud de un arco de curva en coordenadas rectangulares.
Sea y = [ (z) la ecuacién de una curva plana en coordenadas rectan-
gulares.

Encontremos la longitud del arco AB de esta curva, comprendida
entre las rectas verticales z = a y = = b (fig. 235).

a
e it fix)

|

|

o] @ Xy %
J’Il
Fig. 285

En el capitulo VI (§ 1) hemos dado la definicién de la longitud
de un arco. Recordémosla. Tomemos en el arco AB los puntos 4, M,

M., ..., M, ..., B cuyasabscisas son, respectivamente, z, — a,
Tyy Eay w ey Bpy ooy B =25, Tracemos las cuerdas AM,,
MMz, ..., M, B, cuyas longitudes designamos respectivamente
por As;. Asy, ..., As,. Obtenemos una linea quebrada AM,M, . . .

... M, B inscrita en el arco @ La longitud de esta quebrada
es igual a
sp= 2 As.
=y
El limite al cual tiende la longitud de la quebrada inscrita,

cuando la longitud de su eslabén més grande tiende a cero, se llama
longitud s del arco AB

s= lim > As;. 1)
mix As; =+ 0 jem§

Demostremos, ahora, que si la funcién f (z) y su derivada f (z)
son continuas en el segmento a < x < b, este limite existe. Al mismo
tiempo obtenemos el método para calcular la longitud de un arco.

3
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Introduzcamos la designacion:
Ay, = [ (1) — [ (7iey).

Entonees:

Asi =V (Bx)* + (Ay)* = 1/1 + (i;f) Az,
2

Segian el teorema de Lagrange tenemos:

@EHIE) —,'_f»l'.-—ﬂ:;.(E!
Axy Tp— Ty-y o

donde &,y <= & << ;. Por consiguiente,
As =V +[f (E)F Az,
De este modo, la longitud de la linea quebrada inserita es

i :nZ:: Vi [f E)F Az

Segin la hipotesis f* (x) es conlinua, por consiguiente, la funcion

V1 -+ If (2)]* también es continua. Por eso, la suma integral escrita
tiepe un limite igual a la integral definida:

o o
s=lim N VIH[[GIF Az = VI+[f @F do.
méx Axj —* 0 =1 5
Asi, hemos obtenido la formula para caleular la longitud de un arco:
b N -
=\ VI+[f @fdr= 1/, i (d:;)zd "
5= +[f (@ dr= ) dx. @

Ohbservacion. Partiendo de la dllima férmula, se puede oblener
la derivada de la longitud del arco respecto a la abscisa. Consideran-
do que el limite superior de integracion es variable y designindolo
por .z (sin cambiar la variable de integracion), obtenemos la longitud
del arco s en funcién de z:

s(zx) = g Vi + (%’:)air
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Derivando esta integral respecto al limite superior, obtenemos:

% Y1+ (2). @

Hemos obtenido ya esta férmula en el § 1, cap. VI, partiendo de
otras hipdtesis.

Ejemplo 1. Hallar la longitud de la eircunferencia

PLEE B

Solucion. Caleulemos primero la longitud de la cuarta parte de la circun-
ferencia situada en ol primer cuadrante. La ecuacion del arco AB es:

- dy T
=V iE—xi L A . S
g=V1t x% de donde e [./r*—.ﬂ
FPor tanto,

r r
1 / a2 . 7
A= S l/ 14 o de= 5_‘/,:"——;‘ dx—r aresen ol B
0

La longitud de toda la circunferencia es 5= 2nr.

Hallemos ahora la longitud de un arco de curva, en el caso en
que la curva estd dada por ecuaciones paramétricas:

(), y=p(t) (a<t <P, (4)

donde, @ (t) y ¥ () son funciones continuas que tienen derivadas
continuas, sin que ¢ (f) se anula en el segmento dado.

En este caso, las ecuaciones (4) determinan cierta funcion
y = [ (x) continua, que tiene también derivada continua:

dy _ W1

de gy
Seaa — o (a), & — ¢ (). Realicemos la sustitucién en la integral (2)
x =), dz= g ()dl,

L
s=5 |/ 14 {q (I)Jl-lp‘(x)dr,

B e e et
s=§ Vo' 0] + [¥ () dr. (5)

obtenemos:

o, en definitiva:
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Observacién 2. Se puede demostrar que la formula (5) conserva
su validez también para las curvas que son cortadas por rectas verti-
cales en mis de un punto (en particular, para las curvas cerradas)
a condicion de que ambas derivadas ¢’ (1) y ¥’ (f) sean continuas en
todos los puntos de la curva.

Ejemplo 2. Caleular la longitud de la hipocicloide (astroide):
r—acos?t, y=asend!.
Solucién. Puesto que la curva es simétrica respecto a los dos ejes de

coordenadas, calculemos, al principio, la longitud del segmento de esta
curva dispuesta en el primer cuadrante. Hallamos:

dx dy

L
—_— = —3a cos? —— = da sen?t o i
7 Ja cos? t sen ¢, i da sen? f cos
El parametro ¢ variari desde 0 hasta -';

Por tanto,

i 2 ny2

g‘-—a——' S V9 cos? t sen® 1| O send fcostidi= 3a S cosTEson® ¢ dt —

0 o

2

2
=da S senlcosidi=3a Ll
!

2

n,!:!_ k

3 a=6a,

Observacion 3. Si tenemos una curva en el espacio, dada por
ecuaciones paramétricas

=), y=y0), z=1yx(, (6)

donde, a < (< f} (véase § 1, cap. 1X), la longitud de su arco se
determina (igual que para un arco plano) como el limite al cual tiende
la longitud de la linea quebrada inscrita, cuando la longitud de su
eslabén més grande tienda a cero. Si las Tunciones ¢ (8. (8, % (1)
son continuas y tienen derivadas continuas en el segmento [a, B,
entonces la curva tiene una longitud determinada (es decir, existe
el limite indicado arriba para esta curva) que se caleula segin la
férmula:

(]
s={ V[o (0F + [v OF + [% ) F dt. (N

Admitamos el ultimo resultado sin demostracidn.

Ejemplo 3. Calcular la longitud del arco de hélice z = acos t, y = a sen ¢,
z = amt, al variar ¢ desde 0 hasta 2n
Solueiéon. De las i dadas, hallamos:

dr= —asen!dl, dy=acostdt, dz=am di.
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P do estas expresi en la fdrmula (7), obtenemos:
an 2n
f- S Vatsen? t+a®cos® (+a®m? di=a S VIFmidi=2na VTtmi.
il i
2, La longitud de un arco de curva en coordenadas polares.
Sea
p=1() (8

a

la ecnacién de una curva dada en coord polares, donde p es

el radio polar y 6 es el {ngulo polar

Fig. 236

Escribamos las férmulas para pasar de coordenadas polares
a carlesianas
T =peosh, y=psen0,

Al =ustituir p por su expresion (8), en funcién de 0 obtenemos las
ecuaciones:

z = [(0)cos D, y = f(0)send.

Estas ecnaciones se pueden considerar como las ecuaciones para-
métricas de la curva y aplicar la férmula (5) para el cileulo de la
longitud del arco,

Hallemos, para esto, las derivadas de r e y respecto al parame-
tro 0:

i—%:!'(ﬂ)cnsn—](ﬂ)s&n ; %zf(ﬂ)&ﬁﬂﬂ-{-](ﬂ)cu&l}.

Entonces,
2 2
(é‘—;) + (j—ﬂ) =1 OF +1£OF =p* + p".
Por consiguiente,

a
s=1§ Vp?+ ptde.
[
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Ejemplo 4. Hallar la longitud de la cardioide
p=a(l+4cos0) (lig. 236).
Al variar el dngulo 0 desde 0 hasta n, obtenemos la mitad de la longitud

buzcada. Aqui p’ = — a sen B, Por tanto,
T

=2 S VaTl-Fros 0 aZsent o)
[

el
El

ha \ eos E, dB = Sa sen

Ejemplo 5. Caleular la longitud de la elipse
T=acos8f ]

0 < ¢« 3n
y=bsent ) R

suponiendo  que a > b.

Solucidn, Para ol cdleulo wtilicomos la formula (5). Caleulemos al prin-
cipio la cuarta parte del arco, es deeir, lo longitud del arco que corresponde
al cambio del parimetro desde ¢ = (0 hasta ¢ = -::— :

n2
%_.: S VaFsen®e | bicostpdt -
o
ni2 nie
S Vor (1 —costi) | hieosty di- S Vit —(a® b cost ¢ dt =
I

=t

7 /e

‘@t _ pi
donde, k= Jpat— ¥ < 1. Por lo tanto,
o

n/2
s=4a S V1= Fkicos*t de.
1]

Ahora nos queda solamente calcular la iltima integral. Pero como se sabe, esta
integral no se expresa medi las § 1es el tales (véase § 16, cap. X}
y se puede calcularla Gnicamente por medio de los métodos aproximados (por
ejemplo, segin la fGrmula de Simpson).
En particular, si el semieje mayor de la elipse es igual a 5, y el
semieje menor es igual a 4, entonces, k=3/5; v la longitud de la elipse
nfe —————

serd e=4.5 §“ ]/t-—(%)zms’ldr.
[1]




Cdleulo del volumen en funcidn dé las dreas de secciones paralelas 480

Caleulando la Gltima integral segun la férmula de Simpson (dividimdo

el segmento [l], i;] en cuatro partns) , obtenemos el valor aproximadoe

de la integral:
n/2 S
g ]/ 1—€ eos? ¢ de 21,208,
i
Y. plllr consiguiente, la longitud del arco de toda la elipse es aproximadamente
ignal o
#== 2506 unidades de longitud.

§ 4 CALCULO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO
EN FUNCION DE LAS AREAS DE SECCIONES PARALELAS

Dado un cuerpo 7, supongamos que se conoce el drea de toda
geccion arbitraria de este cuerpo por un plane perpendicular al eje
Oz (fig. 237). Este drea depende de la posicion del plano secante,
es decir, es funcion de a:

0= 0 (x).

Supongamos que @ (x) es una funcidén continua de z, y determinemos
el volumen del cuerpo dado.

Tracemos los planos r =3y =4, £ =x), T = L, ..., T =
=, = b.

Estos planos dividen el cuerpo en capas. Kn cada intervalo parcial
2y < x < I, elijamos un punto arbitrario &, y para cada valor

dei =1, 2, ..., rnconstruyamos un cuerpo cilindrico cuya genera-
triz sea paralela al eje O, y la directriz represente el contorno de la
seccion del euwerpo 7' por el plano x = .

El volumen dc tal cilindro elemental, con el drea de la base ignal
a Q&) (zy < E < a;), v la altura Az, es igual a Q (&) Ax;.
El volumen de todos los ci]indrns [itH

vy = );, Q(5) Az.
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El limite de esta suma (si este limite existe), cuando méix Az, —
— (), se llama volumen del cuerpo dado:

v=  lim i Q(E) Axy.

max Axp =+ 0 i=1

Puesto que v, representa, evidentemente, la suma integral para
una funcién continua Q (x) en el segmento a << x << b, entonces el

z ¥yt
1 F"'g"f?'f

st ———

Fig. 238

limite indicado existe y se expresa por la integral definida:

L
v="{ Q) dx. (1)
o
Ejemple. Caleular ol volumen de un elipsoide de tres ejes (fig. 238)
2 2 =2
_:".i_ (I LT
[ [T

Solueién. La seccidn del elipsoide cortado por un plano paralelo al plano
Oyz que se encuentra a la distancia = de este dltimo da uwna elipse

gt o at ¥? £ o
b t -a-—-i a = 2+ ) TS
[b 1—?‘] ]:c -5
sus semiejes son:
2 3
by=b }/1.—“—3: ag=c)/ 1—5.

Pero el drea de tal elipse es igual a nbyey (véase el ejemplo 3 § 2).
Por eso,

Q () =nbe (l-%] .
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De donde el volumen del elipsoide vs igual a:

a
2 3
= abe E (t— ok dx—=nbe [rux—)
-

a4
& Mebe,
a? ) Ja? Fo

g 3

En particular, si a=hb=¢, el clipsoide =e transforma en unn esfora, v en
esbe caso, oblenemos:

§ 5. VOLUMEN DE UN CUERPO DE REVOLUCION

Estudiemos el cuerpo de revolucian engendrado por la rotacién
del trapecio curvilineo aABD alrededor del eje Or. El trapecio esta
limitado por la curva g~ [ (s}, el eje Or y las rectas &+ a, @ — b

Fig, 219

En este caso, toda seceion arbitraria del enerpo, cortado por un
plano perpendicular al eje de abscisas, es un circulo cuyo drea es:

Q = ny* — nlf (.

Aplicando la formula general para el cileulo de los volimenes
I(1), § 4], obtenemos la formula para caleular el volumen del cuerpo

de revoluciin:
b 13
u—nS yidx -:tj[f{.r}

i
dx.

Ejemplo. Hallar el volumen del cuerpo  engendrado por la revolucién
de una catenaria
x x

ym e

alrededor del eje Ox, en el intervalo desde r=0 hasta ==b (fig. 239).
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Solucion.

§ 6. AREA DE UN CUERPO DE REVOLUCION

Sea upa superficie engendrada por la revolucion de la curva
y = f (z) alrededor del eje Ox; hallemos el drea de esta superficie
en el intervalo a <Z x << b. Supongamos que la funcion f (z) es conti-
nua y tiene derivada continua en todos los puntos del segmento [a, b,

Fig. 240

lgual que en el § 3, tracemos las cuerdas AM,, MM., ...

vy M, B, cuyas longitudes designamos por As;, Asy, ..., As,
(fig. 240).

En su rotacién cada cuerda de longitud As, (i =1, 2, ... n)

deseribe un cono truncado, cuya superficie AP, es igual a

AP, =2n 3'—1:—"’ As,.

Pero,

R : N
Asy=VAZ + Api = ]/! B (ﬁi) Az,
Ax;

Aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos:

By 1@ =T @0 ey donde 2y < b <1t
Az, Ty — Ty—y
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por consiguiente,
Asi=V1 + f*(&) Az,

AP, = 2 M VYT ) Ay,

La superficie descrita por la linea quebrada es ignal a la suma

Bl 2,12 5"'-_':_1"1 V1 -+ FH(E) Aay,

=1
o 4 la suma

Po=n B If (e + 1 @IV + £ (gD Ary, )

que se extiende a todos los eslabones de la linea quebrada. El limite
de esta suma, cuando el eslabin miis grande de la linea quebrada
As; tiende a cero se Hama drea de la superficie de revoluciin.

La suma (1) no es una suma integral para la funcidn

2af (1) V1 4 f (@)% 2

puesto que en ¢l sumando, correspondiente al segmento lr_,, zl,
figuran wunos cuantos puntos de este segmento: ;. x, E. Sin
embarga, se puede demostrar gue el limite de la suma (1) es igual
al de la suma integral para la funcion (2), es decir,

Pe lim n 3 [(eied) - FIVIT G Ary=

milx Axj -~ 0 §=
= lim x N Y E)VIFEE) Az
mix Ax; -+ 0 [=1

]
b g
P=2af(@)V1+f* ) dr (3)

Ejemplo. Determinar la superficie del paraboloide, engendrada por la revo-
lucion alrededor del eje Oz de un arco de la pardbola y* = Zpr, correspondiente
a la variacion de z desde x = 0 hasta z = a:

= Vo —,-_1/ p_o/ /& 1p
v=1"2pz, V=" Vitye= l+5—]/ e
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Solucién. Segin la (Grmula (3) obtenemos:

a
T AP oV ST dr—
Zpx —g - dw=1In Ve S Viripdx
(1]

=
[
-

:_-"-I'F' ng | A2 oape
5 lt2atp) i B

§ 7. CALCULO DEL TRABAJO
CON AYUDA DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Supongamos que, bajo el efecto de una fuerza F, el punto material
M se desplaza a lo largo de la recta s, y la direccion de la fuerza
eoincide con la del movimiento., Fs preciso determinar el trabajo
producido por la fuerza F, para desplazar el punto M de la posicion
s = a a la posiciéon § = b,

1) Si la fuerza F es constanle, el 1|1h.ur- A se expresara como
el produecto de la fuerza F por el camino recorrido:

A= F (b —a)

2) Supongamos que la fuerza F varia eontinnamente en funcidn
de la posicion del punto material. es decir. representa una funcion
F (), continua en el segmento a < s < b,

Dividamos el segmento la, #] en n partes achitrarias de longitudes

.&S.‘ rf\S_:. PR i\Sﬂ‘

Elijamos, ahora, en cada segmento parcial s, 5] un puut[n
arbitrario E,. y sustituyamos el trabajo de la fuerza # (s) en el camino
As; (i =1, 2, ..., n) por el producto

F (&) Asi.

Esto significa que dentro de los limites de cada segmento parcial
admitimos la fuerza ¥ como constante es decir, # = F (E). En tal
caso la expresién # (E,) As, para As; suficientemente pequeno, dara
un valor aproximado del trabajo de la fuerza F en el camino As,
y la suma

A= 2 F(E) As
==y

serd la expresion aproximada del trabajo de la fuerza F en tode
el segmento [a, bl

Es evidente que A, representa una suma integral formada para
la funcion F = F (s) en el segmento [a, &]. El limite de esta suma,
para max (As) — (), existe y expresa el trabajo de la fuerza F (s)
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en el camino desde el punto s = a hasta el s = I

b
A=\ F(s)ds (1)

Ejemplo 1. La compresion § de un muelle helicoidal es proporcional
a la fuerza aplicada F. Caleular ¢l trabajo de la fuerza F al comprimir el muelle
5 cm, sioes preciso np]ir.u_r una fuerza de 1 kg para comprimirlo | em (fig. 241).

o estadg libre

\y Longitud oo muelle

Fig. 241

Solueidén. Segin la hipotesis, la fuerza F y el desplazamiento § estan liga-
dos por la dependencia F = kS, donde & s una constante. Expresemos § en me-
trog, ¥ F en kilogramos. Si § = 0,01 entonces F = 1, es decir, 1 = &-0,01,
de donde:r k=100, F—100y,

En virtud de la férmula (1) tenemaos:

0,08

2 |0.06
A= g 1008 45 =100 - | " = 0,125 kem.
o

Ejemple 2. La fuerza #, de repulsidn entre dos cargas eléctricas oy ¥ e; del
mismo signo, dispuestas a una distancia r, se expresa mediante la férmnla
v g 102
F=k &
donde k es una constanle.
Determinar el trabajo de la fuerza F para desplazar la carga e; desde ol
guuln Ay, que se encuentra @ la distancia ry de la carga e, al punto 43 que se

alla a la distancia ry de e, Supongamos que la carga ¢; se encoentra en el punto
Ay, tomado por origen.

Solucidén, Segin la férmula (1)} tenemos:

Ty
s\ ki gp e e 1.d
A= S k -3 dr = —keyea = |f|- keyen 5 ;—_' .
"1

Para rp=co, ohtenemos:
o
A— Sﬁ-fid, L
re Ty
n

Para e;=1, lenemos A=k%. La dltima magnitud se llama potencial del
campo creado por la carga ey.
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§ 8. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD
Sea dado en el plano Ozy un sistema de los puntos materiales
Polay )i Palz, wa)y - o oo Po (Zay i)y

cuyas masas son my, Mg, ..., m,, Tespectivamente.

Los productos z;m; ¢ y;m; se llaman momentos estdticos de la masa
my respecto a los ejes Oy vy Ox.

Designemos por z. ¢ y. las coordenadas del centro de gravedad del
sistema dado. Como es sabido por el curso de mecinica, las coorde-
nadas del centro de gravedad del dicho sistema de puntos mate-
riales se determinan por las férmulas:

"
Wz
T e R o T P i )

mytmat ... +my ilw.m;l

=1

n
1
| yim
_umitymet o A yama 2 v
my+me+ ... +m, o
'—ml

it

Utilicemos estas [ormulas, para buscar los centros de gravedad de
diversos cuerpos y fignras.

1. Centro de gra\'odml (Ic una curva plana. Supongamos que la
ecuacion y — f (), a << x << b define una curva material AB.

Sea y la densidad *) Imenl de esta curva material. Dividamos
la curva en n partes de longitudes As,, As., ..., As,. Las masas
de estas partes serin iguales a los productos de sus longitndes por la
densidad (constante): Am, — ¥ As;,. Tomemos un punto arbitrario
de abscisa E; en cada parte de la curva As,. Representando cada parte
de la curva As; como un punto material P, [£,, f (£)] de masa y As;,
¥, sustituyendo en las formulas (1) y (2) z; e y; respectivamente por
los valores &, y f(E) asi como m, por el valor y As; (la masa de
la parte As)), obtenemos las formulas aproximadas para determinar
el centro de gravedad de la curva:

PRAALUS ~ 2 &) vAs
Q * ¢ - i
“vas X s,
*) Por densndad lineal se entmude ia masa de la unidad de longitud de
la curva dada. Sup que la d d lineal es igual en todos los puntos

de la curva.
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Si la funcién y = f (z) es continua igual que su derivada, las
sumas del numerador y del denominador de cada fraccion, para
médx As; — 0, tienen sus limites iguales a los limites de las sumas.
integrales correspondientes. De este modo, las coordenadas del centro
de gravedad de la curva se expresan por las integrales definidas:

b b

fzds [V (z)de

e e —— (1)
§ ds YV (@) dz

b b [

§f@mds V@0V [ (@) de
Ye="— =" . 2)
§ ds § V14 f*(x) dx

a

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la semicir-
cunferencia x* 4 y?* = o, dispuesta por arriba del eje Or.
Solucién, Hallemos la abscisa del centro de gravedad:

——  dy

— 1 at—x2, SV . L. -_.-"/.. ﬂ.)*'
p=Va=at o 1',,2_—,="h “(rr:

—aVa'=22|"—a _o
_— -W_U.

x |a
N dr a4 Aresen — ] —u
A —— u |
d Va2—x*

n

Determinemos, aliora, la ordenada del centro de gravedad:

" i

. _S“ Vu*—;{ﬁer_‘: rh-': “_S” da g

Jter au na n

2. Centro de gravedad de una figura plana. Supongamos que la
ficura dada, -limitada por las curvas y = f, (), ¥ = fa (3), = = a,
2 = b, represente una figura plana material. Consideremos que la
densidad superficial (es decir, la masa de una unidad de érea de la
superficie) es constante e igual a 8 en toda la figura.

Dividamos la figura dada, medianie las lineas rectas z = a,
=1y, ..., &=x, = b en bandas paralelas cuyas anchuras son
Azy, Axy, ..., Az,

H2—aH
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La masa de cada banda serd igual al producto de su drea por la
densidad 8. Al cambiar cada banda por un rectingulo (fig. 242)

de base Az, y altura fy (&) — fi (§), donde §=SETL g
masa de esta banda sera, aproximadamente igual a:
Amy =8 1fa (8) — /1 Bl Az, (i=1,2, ..., n).
El centro de gravedad de esta banda se encuentra, aproximada-
mente, en el centro del rectingulo correspondiente:

(s = B (), =GV,

Sustituyendo, ahora, cada banda por un punto material y locali-
zando la masa de cada banda en su centro de gravedad encontremos

gk
B
Y=
c
Sl | y.f;rx)
o[ wabx b X kB

Fig. 242
el valor aproximado de las coordenadas del centro de gravedad

de toda la figura (en virtud de las férmulas (1) y (2)):

S ESILE) — 11 (50] Az,
28[f2 (&) —fi (8] Az,

Y 2 [f2 (&) + 11 (EQ1B[f2 (B — fy (Ed] 4'595:
E & [fz (&) — 14 (Ef)] Az,

Ye =
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Pasando al limite para Az; — 0, obt las coord
exactas del centro de gravedad de la figura dada:

b b
S x[fo(x) — fy (2)] dx % 5 [f2(2) + fi (@] [f(2) — fo ()] d=

T == ; Yo=—2 - .
S[fz (x) — fy (2)] dx s [f2(z) — fi(x)]dz

Estas formulas se verifican para toda figura plana homogénea
(es decir, aquélla que tiene densidad constante en todos los puntos).

Fig. 243

Como vemos, las coordenadas del centro de graveaad no dependen
de la densidad 6 de la figura (6 se ha eliminado en <l proceso de cél-
enlo).

Ejemplo 2. Determinar las coordenadas del eentro de pravedad de un seg-
menito de pardbola y* = az, cortada por la recta r = a (fig

Solucién. En el caso dado: fa (¢)=Vaz, fy(z)= —Var; entonces:
o
z'l/Ed.c 2 S—— 4
A Z a1/ a%h —ad
L _5.!1“- ‘II 5“ 3¢
: o . - 2 :ll.ll'-"_--'i !l='?l
2 S Vaz dx 2Vags Fi-
1]

Ye=0 (puesto que el segmento es simétrico respecto al eje Ox).

32+
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§ 9. CALCULO DEL MOMENTO DE INERCIA DE UNA LINEA,
DE UN CIRCULO Y DE UN CILINDRO
MEDIANTE LA INTEGRAL DEFINIDA

Sea dado en el plano XOY un sistema de puntos materiales
P, (Ilv yl)l -p! (2, .PI:)- ey pn (T ynj

CUYAS masas son My, Ma, ..., m,. Como essabido por el curso de la
mecédnica, el momento de inercia del sistema de puntos materiales
respecto al punto O se determina del modo siguiente:

Iy= ‘;fl (F + i) my ‘ )
V]
Iy= !g:l '::‘mh 1)
donde:
i VTR

Igual que en § 8 la curva AL estd dada por la ecuacién y = [ (1)
age<l.

Supongamos que esta curva AB es una linea material y que su
densidad lineal es igual a y. Dividamos otra vez més la linea en
n partes de longitudes As, As., ..., As, donde As V Azt Ay
Las masas de estas partes son iguales a los productos de sus longitu-
des por la densidad:

Amy =y (Asi, Asa, ..., As,).
Tomemos un punto arbitravio de abscisa £, en cada parte de la
curva, La ordenada de este punto serd v, = f (E).

El momento de inercia de la curva respecto al punto O, en virtud
de la formula (1), aproximadamente serd

!o=_§l B 4ni) vas. 2

Si la funcién y = f (z) y su derivada f* (z) son continuas, enton-
ces, para As; — 0, la suma (2) tiene limite. Este iltimo, que se
expresa mediante la integral definida, determina el momento de
inercia de la linea material:

To= v § (& + 1@V T @F do. 3
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Momento de inercia de una barra homogénea de longitud / respecto
a su extremo. Hagamos coincidir la barra con ol segmento del eje
Oz (0 < a<l) (fig. 2437).

En este caso

58; == L\Q‘]-
Amy = yAzxy, r=a.
La férmula (3) toma la forma:
i

Iy=1v S ddr=1y

n

P
. (4)

;1' -
Dada la masa M de la barra, enlonces ¢ = T!‘ y la férmula

(4) toma la forma:

Iy = % ME, %)

Momento de inercia de un anillo de radio 4 respecto al centro.
Puesto que los puntos del anillo se encuentran a la distancia r del

o Ax 4
g +
X
Fig, 4%

centro a, y la masa del anillo m = 2nry, el momento de inercia del
anillo seri:

1y = = y2ar-r* = y2ar’, (6)

Momento de inercia del eirculo homogéneo de radio I? respecto
al eentro, Sea 6 la masa de una unidad del drea del circulo, Divida-
mos el circulo en n anillos (fiz. 2437).

Examinemns uno de los anillos. Sea r; su radio interior y r; -+
4 Ar; el radio exterior. La masa Am; de este anillo, caleulada con
exactitud hasta infinitesimales de orden superior respecto a Ar; seri:

Amy; = 8-2arAry.

En virtud de la formula (6) el momento dé inercia de su masa
respecto al centro serd, aproximadamente, igual a

(M) = 82ar, Arori = 62ar Ary,
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El momento de inercia de todo el circulo, como el sistema de
anillos, se expresari mediante la férmula:

i
Jom 3 82arl- Ary. N
=]

Pasando al limite, para max Ar; — (0, obtendremos el momento

ar;
/

(P
1

Fig. 248°

de inercia del drea del circulo respecto a su centro:
R

n
=62¢1§r“dr=n6——. ()]
J 2
Dada la masa M del cireulo, la densidad superficial § es
M
=
nRY

Introduciendo este valor en (8), obtenemos en definitiva:
- S ®

Es evidente que si tenemos un cilindro recto de radio R y masa
M, entonces su momento de inercia respecto al eje se expresard por
la férmula (9).
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Ejercicios para el capitule XII

Cileulo de dreas

1. Hallar el drea de la figura limitada por las curvas y*=9z, y=3z,
Respueﬂa‘-%-

2. Hallar el drea de la figura limitada por la hlpﬁrbnla equildtera
zy—a?, eje Ox y rectas r=a, b=_2a. Respuesta: a2ln 2

3. Hallar el éren de la [tgura comprendida entre la curva y=4—zt

v el eje Oz, Respuesta: iﬂ% .

4. Hallar el drea de la figura limitada por la hipocicloide =/3-p %5 o*/3,
Respuesta: %nu‘.
5. Hallar el drea de la figura limitada por la catenaria y = v%-x
x e
@, a, at
% (e e ), ejes Or y Oy, ¥ la recta +=a. Respuesta: F(eﬂ—-l}.

6. Hallar el drea de la figura limitada por la curva y==z3, la recta
y=8, v ¢l eje Oy. Respuesta: 12,
7. Hallar e} drea del campo limitado por una semionda de la senoide
v el eje de abscisas, Hespuesta: 2
8. Hallar el drea d;} campo comprendido entre las paribolas y?—2px,

22==2py. Respuesta: — p%.
9. Hallar el drea total de la figura limitada por las curvas: y=a3%, y=2xr,
y—=x. Hespuesta: —E‘— .

10. Hallar ol drea del campo limitado por un arco de la cicloide
r—a(t—sent), y—a{l—ecost), v el eje de abscisas. Respuesta: 3na?,
1. Hallar el drea de la figura imitada por la hipocicloide: = acosty,

3
w=d send t. Respuestas — na?,

12. Hallar el érea total del campo limitado por la lemniseata p?=a2cos 2q.
Respuesta: a®,
13. Caleular el drea del campo limitado por un lazo de la curva p=a sen 2.

Respuesta: ‘Eig._"d"
14, Caleular el drea total del campo limitado por la cardioide p=a (1 —cos g).
Hespuesta: — na2,

15, Hallar el drea del campo limitado por la curva p=acosp. Respues-
na?

i
16. HnI‘Iar el drea del campo limitado por la curva p=acos 2p. Respues-
na
o

17. Hallar el drea del campo limitado por la curva p —cos 3. Hespuesta: —z—
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18, Hallar el drea del campo limitado por la eurva p=cosdq, Respues-
nat

fa:

Cileulo de volimenes
. x2 2 N "
19, La elipse ——+ -':;E,.—:l gira alrededor del eje Oz, Hallar 21 volumen del

a?
cuerpo de revolucion, Respuesta: %rmf:’.

20. El segmento de la recta que une el origen de covrdenadas con el punto
ta, b) gira alrededor del ejo Oy, Hallar el volumen del econo obtenido,
Respuesta: T nalh,

I volumen de un toro engendrado por la revolueidn del eireulo
L (y— byt 2 alrededor del eje O (suponer que b = a). Respuesta: 2r2azh,
22. El direa limitada por las lineas y2=2pr, y r =a gira alredodor del ejo O,
Hallar el volumen del cuerpo de revolucion, Mespuesta: npa?,

23. La figura limitada por la hipocicloide =3 y*—o*3 gira alredudor
il

del eje e, Hallar el volumen del cuerpo de revolucion. Respuesta: T

24, La figura limitada por un area de la senoide y—sens, v vl ojo Or
gira alrededor del eje O, Hallar ¢l volumen del cuerpo de revolucion,
12
Respuesta: -5
25. La figura, limitada por la pardbola y*-—=4x y la recta x=4, girn alre-
dedor del eje Or, Hallar &l volumen del cuerpo de revolueion, Respuesta: 321,
26. La figura, limitada por la eurva §—=xe® y las reetas p=0, =1, gira
alrededor del eje O, Hallar el volumen del cuerpo de revolucion., Hespues-

taz %‘- {e2—1).

27, La figura, limitada por un arco de la cicloide = = a (t — sen o),
g = u(l —cos 8y y el eje O, giva alrededor del eje Ox. Hallar el volumen del
cuerpo do revolucion. Hespuesta: Hnfa®.

28, La misma figura (del problema 27) gira alrededor del eje Oy, [allar
el volumen del cuerpo de revolucion, Respuesta: Gadad,
29. La misma figura (del problema 27) gira alrededor de una recta que es
paralela al eje Oy y pasa por el wértiee de la cicloide, Hallar el volumen

a
del cuerpo de revolucidn, Hespuesta: ﬂg— {Ba2—18),

30, La misma figura (del problema 27) gira alrededor de una recta paralela
al eje Ox y que pasa por el vértice de la cicloide. Hallar ¢l volumen del cuerpo
de revolucion. Respuesta: Tn%a®.

3. Un cilindro de radio B esti cortado por un plano que pasa por un
didmetro de la base bajo ol ingulo & respecto al plano de la base, Hallar

3
el volumen de la parte separada, Hespuesta: %Ha lgea.
32, Hallar el volumen comin para dos cilindros; =2 y2— R2, y2 | 22— K2,

Respuesta: 1_,::-1 HA,

33. El punto de interseccidn de las diagonales de un cuadrado se desplaza
a lo largo dn‘il diimetro de un cireulo de radio a; el plano del cuadrado permanece
siempre perpendicular al plano del eirculo, mientras que dos virtices opuestos
del cuadﬁﬁ se desplazan por una circunferencia (es evidente que durante
el movimiento la magnitud del cuadrado cambia).
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Hallar el volumen del cuerpo engendrado por esto cuadrado movible.
Respuesta; — a3,
3*5:; Gal.;.ulnr el volumen del segmento cortade de un parabaloide eliptico
-:—p-}-—,z—ﬁz por el plano z=a. Respuesta: na® )/ py.

d5. Caleular el volumen del cuerpo limitado por los planos =0, y=0,
superficies cilindricas z2—2py, 22=2px, y el plano z=a. Reepuesta:
43 |/ 2a

(en el primer octante).

Vb
32‘ U;m rect: se mueve paralelamente al plano Oyz cortando dos elipses:
%‘H‘% =1, :—14 :_: =1, que se¢ disponen en los planos Ory y Ozz. Caleular

ol volumen del cuerpo obtenido. Respuesta: % abe,

Céleulo de longitudes de arcos

a7, tl;lrallm- ln longitwd total de la hipocicloide z*/7 4 ¢® 7 —a®3 Hespues
fa: ba.

38, Caleular la longitud del arco de una pardbola semiciibica ay? — =% a par-
tir del origen de coordenadas hasta el punto de abscisa z=5a, Respuesta:
-ﬁ a,

= aft
39. Hallar la longitud del arco de una catenaria y —% (e" e ™) del ori-
—5 =¥

gen de coordenadas basta el punto (x, y). Respuesta: %(:"—r 4=y —ad,

40, Hallar la longitud de un arco de la cicloide z=a(t—sent), y=ax
% (1—cos t). Respuesta Ba,
41, Hallar la longitud del arco de la curva y=Inz en los limites: de

x="/3 hasta z="|/8. Respuesta: l-f—-,!T In %.

42. Hallar la longitud del arco de la curva y=1—1Incos = entre los limites
o dn

de =0 a z= % - Hespuesta: lntg— .

43. Hallar la longitud de In espiral de Arquimedes p—=ap, a partic del

polo hasta el fin del primer rizo. Respuesta: m']/l—g—du’-+--:— In(2n+4

+ V1 4nd).

44. HMallar la_ longitud de la espiral p=e® del polo al punto (p, ).

3 "
Respuesta: _V_ia-{;a_ Pk £— 1V itat

5. Hallar la longitnd total de la curva p=a sen® % Respuesta, -'?T:m.
2 ]
46. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse z—= 5 cosdt; y=.-‘—ser|3 L.
g P 7

b
3_pa
Respuesta: M

= .
47. Hallar la longitud de la cardioide p=a (14 cosq). Hespuesta; Sa.



506 Aplicaciones geométricas y mecinicas de la integral definida

48, Hallar la longitud del arco de la evolvente del circulo z=a (cosg@--
+-pseng), y—a(seng—gcosy), desde =0 hasta G=qy. HRespuesta:

3 ost

Céleulo de las dreas de superficies de los cuerpos de revolueidn

49, Hallar el drea dw la superficie, obtenida por la revolucion de la paribola
y%=4azx alrededor del eje Or, desde el origen O hasta el punto de abscisa

ze==3a, Respuesta: Z—G mal

50, Hallar el drea de la superficie del cono engendrado por la revolucidn
de un segmento de la recta y—2x limitada por =0, z=2:

a) alrededor del eje Or. Respuesta: 8n /5,

b) alrededor del eje Oy. Respuesta: 4a')/5.

51. Hallar la superficie del toro obtenido por la revolucidn del eirculo =*-4

y—b)*=a? alrededor del eje Ox. Hespuesta: 4nab.

52, Hallar el drea de la superficie del cuerpo engendrado por la revolucion

de una cardioide alrededor del eje Ox, Las ecuaciones paramétricas de la

cardioide son: rT=a(2cosp—cosdp), y-—a(lsenp—sonp). Respuesta:

!—;é nal.

53. Hallar ¢l édrea de la superficie del ecuerpo obtenide por la revolucidn

de un arco de cicloide x=a (t—sen(); y==a (1—cost) alrededor del eje Oz,
2

ftespuesta: M;u

54, El arco de la cicloide (véase el problema 53) gira alrededor del eje Oy.

Hallar la superficie del cuerpo de revolucion. Nespuesta: 16a2a2,

55. El arco de la cicloide (véase el problema 53) gira alrededor de la tan-
gente paralela al eje Oz que pe.saz por el vértice, Hallar Ja superficie del
cuerpo de revolucion. Respuesta & ",': §

56, La astroide x==a sen? ¢, y=a cos? [ gira utredenlor del eje Oz, Hallar la

.
superficie del cuerpo de revolucion. Hespuesta: l"’,:“ £

57. El arco de la sinusoide y=senz, desde =0 hasta r=2a, gira
alrededor del eje Ox. Hallar la superficie del cuerpo de revolucién, Respues-
ta: :in[V2-|-ln(V?‘.+1]‘l.

58. La elipse -;—.:-}-i—ami (a > b} gira alrededor del eje Or. Hallar la
arcsen e

e L

superficie del ecuerpo de revolucién. Hespuesta: 2ab?-Znab

Va5
a

donde £ =

Diferentes aplicaciones de la integral definida

59, Hallar el centro de gravedad del drea de una coarta parte de la
elipse :%-I-%:-:t (x>0, y > 0). Respuesta: T:ﬂf %

60. Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por la pardbola
z2 44y —16=0 y el eje Oz. Respuesta: (0. -;-
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61. Hallar el centro de gravedad del volumen de la semiosfera, Respues-

ta: en el eje de simetria, a la distancia i.ﬂ' de la base,
62. Iallar el centro de gravedad de la superficie de la semiesfera.
Respuesta: en el eje de simetria a la distancia —— de la base.

63. Hallar el centro de gravedad de la xuperricio del cono recto circular
que tiene radio de la base R y altura h. Hespuesta: en ol eje de simetria, a la dis-

linlas %de la base.

64, Hallar el centro de gravedad de la superficie de la figura limitada por
las lineas y=sen z (0 < x < n), y=0. Respuesta: (-3— i %) 3

65. Hallar el centro de gravedad del drea de la figura limitada por las
paribolas y? = 20z, z? = 20y. Respuesta: (9; 9).

66. Hallar el centro de gravedad del drea de un sector cireular que tiene
ingulo central 2 y radio B, Hespuesta: en el ejo de simetria, a la distancia
2 00 o
F

67. Hallar la presion que se ejerce sobre un rectingulo sumergido verti-
calmente en aﬁua. 8i se conoce que su base es 8 m, altura 12 m. La base superior
es paralela a la sugorlicia libre del agua y se encuentra a una profundidad de
5 m. Respuesta: 1056 tonelad

68. El borde superior de una esclusa 5ue tiene forma de cuadrado, de lado
igual o 8 m, se halla en la superficie del agua. Determinar la presién que
se ejerce sobre cada uno de los tridngulos de la esclusa. Los tridngulos se obtie-
nen mediante la division del cuadrado por una de sus diagonales. Respuesta:
85 333,33 kg, 170 666,67 kg.

69. Caleular el trabajo necesario para bombear el agua de un recipiente
somiesférico cuyo didmetro es igual a 20 m. Respuesta: 2,5-108 nkgm.

70. Un cuerpo se encuentra en movimiento rectilineo segin la ley z = of®,
donde, = es la distancia recorrida durante el tiempo ¢, ¢ = const. La resistencia
del medio es proporcional al evadrado de la velocidad, siendo k el coeficiente
de proporcionalidad. Hallar el trabajo de la resistencia al desplazarse el cuerpo

del vértice del sector.

del punto z=0 hasta el z—=a. Hespuesta: —2;-k Vet ,
7. Caleular el trabajo que es preciso gastar para bombear ol liquido
de densidad y, desde un recipiente que tiene forma de cono con vértice dirigido

)

hacia abajo. H es la altura del cono, R es el radio de su base. Respuesta: ﬂ'?ig— i
72. Una boya de madera que tiene forma cilindrica flota sobre la superficie

del agua. Se conoce que la altura H es 50 cm, el drea de su base S es igual
8 4000 em?, (Qué trabajo so necesita para sacar la boya del agua? (El peso

12
especifico de la madera es 0,8). Respuesta: YRS ., kgm.

73. Calcular la fuerza total que ejerce el agua sobre una presa en forma
del trapecio equildtero cuya base superior es a = 6,4m y la inferior, b = 4,2 m.
La altuca H es ifual a 3m. Respuesta: 22,2 t.
74. Hallar la componente axial P {k}) de la presion total del vapor
se ejerce sobre el fondo esférico de una caldera. El didmetro do la parte cilin-
drica de la cnldar;gg D mm. La presién del vapor en la caldera es P kgfem?.
n

Respuesta: P= 300"
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75. Fl sxtremo de un drbol vertical de radio r se apoya sobre un tejuelo
lano. El peso P del arbol se distribuye uniformemente por toda la superficie
sei apoyo. Calenlar ¢l trabajo total de las fuerzas de friccion durante una reve-

lneion del arbol, El coeficiente de friccidn es p. Hespuesta: %npﬁr,

76, Un drbol vertical termina en una rangua en forma del cono truncado.
La presion especifica de la rangua sobre el tejuelo es constante e ifunl a P, El
diametro superior de la rangua es O, el inferior, d. El dngulo al vértice del
cono es 2z, El coeficiente de [riccion, p.

Hallar el trabajo de las fuerzas de friceion en una revolucidn del drbol.
atfp o
Beenm (Br—d).

77. Una varilla prismitica de longitud [ os estirada con una fuerza que
aumenta lentamente desde 0 hasta P, de modo tal que a cada instante la fuerza
se equilibra por las fuerzus de elasticidad de la varilla. Caleiilese el trabajo
A do la fuerza de tension, suponiendo que el estiramiento se haya realizado on los
limites de elasticidad, El drea de la seccion transversal de la varilla es F. El mé-
dulo de elasticidad del material es igual a F.

Indicacion. Si z es ol alargamiento de la varilla, y f, la fuerza aplicada
correspondiente, lenemos: _f=—FI£ z. El alargamiento bajo el efecto de la

P ., PAL Py
fuerza P es Al- - Respuesta: A= —5—=5pr .

78, A una barra prismitica suspendida verticalmente se le aplica una
fuerza de tension P en su extremo inferior. Calcular ol alargamiento de la barra
bajo la accitn de su propio peso y la fuerza P, si se conocen el largo I de la barra
en reposo, el drea de la seccidn transversal F, el Faso de la barra Q y el médulo
de elasticidad £ del material. Respuesta: Al _t_%%fpu

79. Determinar el tiempo durante el cual se verterd el liquido de un reci-
piente prismitico lleno hasta la altura #. El direa de la seccion transversal del
recipiente es igual u F, el drea del orificio es f. La velocidad del derrame se deter-
mina segin la formula v = p’)/ zdgn. donde p es el coefici de viscocidad
g os la aceleracion por la fuerza de gravedad, b es la distancia del orificio

2FH F 2H

al nivel de liquido, Mespuesta: T=W=ﬁ fg—
80. Doterminar ol gasto @ del agua (cantidad de agua que se derrama por
unidad de tiempo) a través de un vertedero de seccién rectangular. La altura

Respuesta:

2 ot
del vertedero es k, el ancho es b. Respuesta: Q= pbh Vigh.

81. Determinar el gasto de agua ©, que se derrama por un orificio rectan-
gular lateral, de altura a y ancho b, si la altura de la superficie libre del §
por arriba del borde “inferior del orificio, es M. Hespuesta: E-

T TR C s
3
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