VII
CAPITULO

LINEAS CURVAS

§ 45. CONOCIMIENTOS GENERALES SOBRE
LAS LINEAS CURVAS Y SU PROYECCION

Toda curva puede definirse como la trayectoria de un punto que
se mueve en un plano o en el espacio ¥. Como ejemplo sirven la espi-
ral de Arquimedes y linea helicoidal cilindrica conocidas del curso
de dibujo lineal de la escuela secundaria. Le curva puede ser obte-
nida también como resuliado de la interseccion de dos superficies
(por ejemplo, de dos superficies cilindricas) o de la inferseccién de una
superficie con un plano (por ejemplo, la elipse, que se obtiene al
cortar la superficie lateral de un cilindro circular recto con un plano
que forma con el eje del cilindro cierto dngulo agudo). En toda una
serie de casos, la curva representa el lugar geométrico de puntos que
corresponden a condiciones deferminadas para esta curva (circunfe-
rencia, elipse, parabola, ete.).

La curva queda determinada por las posiciones de los puntos que
la constituyen. Los puntos de la curva se determinan por sus coorde-
nadas.

Las curvas pueden ser planas, es decir, todos los puntos de las
cuales pertenecen a un mismo plano, y espaciales (alabeudns), o sea,
tales, euyos puntos pertenecen a distintos planos #. Como ejemplo
de lineas curvas planas sirven la circunferencia, la elipse, la para-
bola y la espiral de Arquimedes; como ejemplo de curvas espa-
ciales, la linea helicoidal, [a linea de intersecciébn de las superfi-
cies laterales de un cilindro y un cono circulares rectos.

Para construir las proyecciones de una curva (plana o espacial)
es necesario construir las proyecciones de toda una serie de puntos

Y En toda la extensién de la curva no deben haber secciones rectilineas.
% A las curvas espaciales se las llama también lineas de doble curvaiura.
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pertenccientes a esta curva (fig. 289). Un ejemplo de Ja construccién
ge las proyecciones de una curva plana se dio en la fig. 149 (pag.
5).

La curva espacial se proyecta en forma de curva plana, la curva
plana, también en jorma de curva plana o en forma de linea recla,
si la curva se encuentra en un plano perpendicular al plano de pro-
yeccidn.

La linea sc considera regular si en su formacion estd subordinada
a una ley geométrica cualquiera. Si con esto la curva se determina

Fig. 289

en las coordenadas cartesianas por una ecuaciéon algebraica, enton-
ces, ésta se llama curva algebraica®. Como ejemplo puede servie
la elipse, cuya ecuacidn es
x2 2
SHE=1.
Tl grado de la ecuacién determina el «orden» de la curva: la elipse
es una curva de segundo orden. La curva que representa la proyec-
cién de una curva de cierto orden conserva el mismo orden o es una
curva de orden inferior.

La tangente a una curva se proyecla, en ¢l caso general, cn forma
de tangente a la proyeceién de la curva. Si, por ejemplo, se ha tra-
zado una tangente a una circunferencia situada en un plano que forma
con el plano de proyeccién un dngulo agudo, entonces, esta tangente
se proyecta como tangenlo a la.elipse que expresa la proyeccién de
esta circunferencia. En la fig. 289 viene represeniada una curva

1 S la curva se determina no por una ecuacidn algebraica, entonces esta
curva so refiere a las curvas transcendentes.
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espacial, sus proyecciones sobre los planos V y H, la tangente a esla
recta en el punto K y las proyecciones de esta tangente. EI plano pro-
yectante que pasa por la tangente a la proveceién de la curva, tieno
contacto con la curva en el espacio.

PPara tener una idea mas clara de una curva en el espacio, al ex-
presar una curva plana o espacial por sus proyeccioneg, se deben in-
dicar en las proyecciones ciertos puntos caracteristicos para esta
curva 0 para su posicion respecto a gre
los planos de proyeccién. Pueden [
ser sefialados, por ejemplo, los pun- e
tos de la curva méas alejados de
los planos de proyeccién y los pun- ¢
tos mas cercanos a éstos; para ello
hay que trazar unos planos tangen-
tes a la curva y paralelos a los
planos de proyeccion correspondien-
tes: en la fig. 290, el plano §,
paralelo al plano ¥V, permile esla-
blecer que el punto G de la curva *
en el espacio es el punto mads ale-
jado del plano V.

La curvatura de una linea cur-
va, plana o espacial, puede ser
invariable (en toda la extension de
esta curva o en secciones separa-
das de ella) o variar en distintos
puntos de la curva. Por ejemplo,
la curvaturs de una circunferencia
o de una linea helicoidal cilin-
drica es invariable en toda la exten-
sién de éstas, y la curvatura de
una elipse se repite en sus cuadrantes, variando continuamente en
los limites de un cuadrante. Se usa el término curvatura de la linea.
La curvatura se expresa por un niimero; ésta caracteriza a la curva
en uno de sus puntos dados, mis exactamente, en un arco infinita-
mente pequeiio, o sea, en las vecindades de este punto.

La longiiud de cierta seccién de una curva, tanto plana como es-
pacial, se determina aproximadamente, sustituyendo la linea curva
por una guebrada, inscrita en esla curva, y midiendo la longitud de
los eslabones de esta quebrada (esto, claro estd, no se refiere a las
curvas, la longitud de las enales puede ser hallada valiéndose de
cdlculos simples . Para reducir el error deben tomarse segmentos
de la quebrada cuyas longitudes se diferencien poco de los arcos de

-~

Fig. 200

" Por ejemplo, una circunfercncia, una espira de una linea helicoidal ci-
lindrica (véase a continuacién el § 48).

12—891
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la curva cuyas cuerdas son estos segmentos. En la fig. 291 se muestra
la determinacién de la longitud de la curva ABC: la proyeccidn
horizontal (la curva abc) se ha.dividido en partes pequeiias y se ha
wdesarrollado» en una recta sobre el eje = de tal manera que los seg-
mentos apda, Iobo, etc. son respectivamenie iguales a las cuerdas

1 a A
b.j"f 8

e

2

3!

1>

3 4d dply by 1?0 3; 455
' N

Fig. 291

al, 1b, etc.; en los puntos a,, 1,, etc. se han levantado perpendicu-
lares al eje z, y sobre estas perpendiculares se han llevado las Z-coor-
denadas de los puntos de la curva. Obtenemos una quebrada cuya
longitud puede ser tomada aproximadamente como longitud de la
curva ABC. '

§ 46, CURVAS PLANAS

Girando la secante KS, (fig. 292) alrededor del eje K de modo
tal, que el punto A, tienda al punto K, obtendremos la posicion
limite KT, es decir, la posicién de la tangente a la curva en el punlo

7¢

4

Fig. 202 Fig. 293

K. La tangente refleja la direccion de movimiento del punto que
engendra la curva; la direccién de la tangente en cierto punto de la
curva se llama direccidn de la curva en este punto.



§ 48. CURVAS PLANAS 179

Trazando por el punto K la recta KN _|_KT obtenemos la normal
a la curva en este punto K. La normal a una circunferencia coincide
con la direceién de su radio. La construccién de la normal a una clip-
se se muestra en el § 21,

En of punto K (fig. 292) la curva es suave: en el punto K la curva
tiene una sola tangenie. Si la curva se compone solamente de tales
puntos, ésla es una curva suave {fig. 293, a la izquierda). Pero en la
curva pueden haber puntos (véase la fig. 293, a la derecha) en los
que hay dos tangentes con un angulo entre ellas distinto de 180°.
A tal punto se le llama punio de inflezién, punto angular o punio
de salida, y la recta en este punto no es suave. En este punto como si

N| N

N

x 5 A T "B\ T & F
Fig. 2904 Fig. 205.

se cortaran bajo cierto dngulo dos rectas AB y BC. Si el dngulo ¢
resulta igual a 180°, las curvas AB y BC hardn contaclo y cada una
de ellas en el punto B resultard suave. Las curvas que hacen contac-
to tienen una misma tangente en su punto comin, y lag normales
a las curvas en esle punto se sittan en una misma recta.

En la fig. 294, en el punto K de la eurva se han trazado la tan-
gente K7 y la normal KN. Si en todos los puntos de la curva se re-
pite tal disposieidn respecto de la tangente y la normal en la vecin-
dad examinada V', la curva es convexa y sus puntos son ordinarios
(o regulares). Como ejemplo sirve la elipse.

En la fig. 295 se muestran los puntos: A, punto de inflexién en
el que la curva corta a la tangente; B y C, los puntos de retorno en
los que Ia recta tiene punta («picos) y la tangente es comiin para
ambas ramas de la curva (al punto B se le llama punto de retorno de
primer género, y al punto C, punlo de retorno de segundo género).
Aqui hemos tocado los llamados puntos singulares de una curva ?,
por ejemplo, tales, en los cuales la direccion de movimiento del
punto que describe la curva cambia de sentido (puntosde retorno)
o a salto (véase la fig. 293, el punto B).

' Por cercanias aqui se comprenden los puntos de la curva en la proximi-
dad inmediata al punto qua se examina. .
% Los puntos singulares se estudian en ol curso de Gevmetria Diferencial,

12w
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Se puede seiialar también el punto doble (punio nodal o de auto-
interseccion), en el que la eurva se corta a si misma y tiene dos tan-
gentes (fig. 296, el punto D), y el punto de autocontacto en el que la
curva se encuentra a si misma, pero ambas tangentes coinciden (en
la misma figura, el punto E).

Todos estos cases pueden encontrarse en las proyecciones de las
curvas planas, siendo suficiente para la curva plana tener una sola

proyeccién (si, claro esta, esta proyec-

cién no es una recta) para juzgar so-

bre el cardcter de sus puntos, puesio

que cualquier particularidad de esta

proyeccion expresa la misma particu-

E laridad de la propia curva plana.

Fig. 286 Lacurvature de una curva plana en un

punto cualquiera A, (fig. 297) se considera
como el limite al gue tlende la relacién entre el dngulo formade por las tan-

gentes trazadas en los puntos veclnos A, y A, de la curva, y el arco Ay A,, siel
punio Ay tiende al Ay

Tim =2l =k,
14y

Asi pues, se llama curvatura de una curve en uno de sus puntos A al valor li-
rIm:!c de la relacién del dngulo @, al arco A\A,. La curvatura se designa con la
etra k.

Evidentemente, el dngulo ¢ puede ser también expresado por el dngulo entre
las normales a la curva en los puntos A4, y 4,.

Si nos imaginamos una circunferescia que pase por el punto 4, (fig. 297)
v dos puntos vecinos al dado en Ia curva, que tienden al punto 4,, entonces, la
circunferencia alcanzard su posicién limite
cuando el punto de interseccién de las nov-
males ¢, alcance su posicién limite y se
exprese por cierto radio €,A4,. En este caso,
la circunferencia hars contacto con la curva
en ¢l punto 4, La circunferencia y la cur-
va tendrin comunes una tangente ¥y una nor-
mal en la que so encuentra el ceniro de la
circunferencia en contacto. Se emplean los
términos: circule de curvalura de lao curva
en el punte dado, centro de eurvatura {0 cen-
tro del circulo de curvetura), radio de cur-
vatura (o radio del circulo de curva-
tura), La curvature de una curva en un
punto cualquiera de la misma es igual a
la reciproca del radio de curvatura:

ke=—.

Es evidente que para una circunferencia, en cualquier punto de ésta, el radio de
1a circunferencia en contacto serd igual al radio de la circunferencia dada. De
aqui que: la curvatura de una circunferencia es igual en todos sus punlos a la re-
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ciproca del radio de esta circunferencia, o sea,
1
ko= -

Cuanto mayor sea R, tanto menor serd k.

En la elipse {fig. 298, a la izquierda) los centros de curvatura en los vérti-
ces Ay y A, se encuentran en su ega mayor, y en los vértices B, y B,, en su eje
menor, Para determinar la posicion do los centros do curvatura hemos empleado
las férmulas conocidas para los radios de curvatura en los vértices do la elipse:
en los vértices 4, y A,, la férmula

b2
ry =? A
v en los vértices B, y B,, la férmula "
it
donde a es el semieje mayor, &, el semieje menor de la elipse.
Cs D
By
2
C, [7] & "Q2
1]
Cs

Fig. 298

En la fig. 298, a la derecha, se muestra la construccién de los centros de cur-
vatura €, y C; ¥ la determinacién de la magnitud do los radios de curvatura en
los vértices 4, y B, copn ayuda de los semiejes dados 04, y OB, se construye el
recténgulo OB,DA4,, en éste so traza la diagonal 4,8, y desdo el punto g6
baja una perpendicular a esta diagonal, que cortara al eje mayor en el punto ¢
y ala pro%ongacién del eje menor en el punto C; Si trazamos con centro en ei
punte C,; y radio C;4; y con centro en el punto C; y radio Cy¥, dos arcos de
circunferencin, entre éstos habré una holgura; en ésta, con auxilio de la plantilla
de curvas se traza un arco que haga contacto con ambos arcos de las circunferen-
cias, Para trazar este arco con mas exactitud es conveniente hallar un punto de
la eligsa asi como se mucstra en la misma figura para el punto M sobre una recta
trazada por el foco F, perpendicularmente al eje de la elipso 4 ,4,. Sucesién
de la construccién: el foco F, {véase el § 21}, los arcos de radios 04, y 08,
la perpendicular a 4,4, en el punto F; hasta su interseccién con el arco en el
punto 7, el radio O—1 y por el punto 2 la recta paralela a 04.,. Con ayuda de log
puntos hallados €, y €5 se pueden hallar dos centros mas, y con auxilio del pun-
to M, tres puntos més para trazar la parte restante de la curva. Esta linea mixta
es mué proximo a la elipse. . .

¢Cuél curva plana tiene curvatura constante? La circunferencia (véase mas

arriba: kc,-,=%-. donde R es el radio de la circunferencia). Si consideramos a

una recta como una circunferencia de R=: o0, entonces, también aqui la curvatura
es constante: k=0.



182 ; CAP. VII LINEAS CURVAS

En la fig. 299 se muestra la construccién aproximada de la tangente y la
normal a una curva suave en cierto punto K,

Trazamos la recta auxiliar EF aproximadamente en direceién perpendicular
a la dirececidén supuesta de la fangente a la curva ABCD, Luego, por erpunw H,
trazamos unas cuantas rectas que corten a la curva ABCD y a la recta EF. Si
llovamos sobre estas rectas los segmentos A,A ;= AR, B\B,=BK, C;Cy=CK,
D,D,=KD, etc., y trazamos por los puntos A,, f,, C,, Dlz. ... una linea curva
suave, entonces en su interseccién con la recta EF obtendremos el punto M, es
decir, ol segundo punto de la recta langente a la curva ABCD en & punto KU,

En la fig. 300 se muestra la construccién aproximada del centro de curva-
tura en cierto punto K de una curva,

M
R

Fig. 299 Fig. 300

Tomaado en la curva cerca del punto K unos cuantos puntos 4, A, ...,
trazamos por estos puntos y por ol punto K tangentes. Llevamos sobro estas tan-
gentes los segmentos arbitrarios, pero iguales entre si, 4,a,, 4, a,, Kk, .. ¥
trazamos por los puntos ay, a,, k, ..., una linea curva. En la interseccién de las
normales en los puntos K y k o obtiens el punto €, es decir, el conteo de curvatura
buscado, y el radio de curvatura r=CK. De aqui se determina la curvatura en cl

punto K, igual a -

Si se construyen los centros de curvatura de la curva dada en una serie de
untes, entonces, por estos contros pasard a su vez una curva llamade evoluta de
@ curva dada y gue esel lugar geométrico de los centros de curvatura de la misma.

A la curva dasa. con relacién a su evoluta, se la llama evslvente. Por ejemplo,
en la curva llamada evolvents de la circunferencia los centros de curvatura en
diforentes puntos de esta curva estén situados sobro la circunferoncia, la cual es
la ¢voluta rospecto s la evolvente dada.

5 § 47. CURVAS ESPACIALES

Mucho de lo estudiado respecto a las curvas planas puede ser
también referido a las curvas espaciales. Por ejemplo, la tangente
& una curva espacial también ge obtiene de ls secanto XS, (fig. 292)

¥ La curva A4,8;C;0; es un ejemplo de la asi Hamada curva do errores.
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al coincidir los puntos K y K,. También en una curva espacial pueden
haber puntos de distinto género: corrientes (regulares), puntos de
inflexién, ¢picos» y otros. Pero, si para la curva plana en el punto
K (fig. 292) se podia trazar solamente una perpendicular KN (nor-
mal) a la tangente KT, para la curva espacial tales perpendiculares
en el punto de contacto pueden haber una infinidad, lo que conduce
a la nocién de plano normal, Luego, para la curva plana es suficien-
te disponer de una proyeccién para juzgar sobre el cardcter de sus
puntos, mientras que para la curva espacial, se puede juzgar sobre
el cardcter de sus punios solamenie conociendo dos proyecciones
de esta curva. Por ejemplo, en las figs. 289 y 290 la confrontacién
de las proyecciones horizontal y frontal demuestra que, a pesar de
que en la proyeccién horizontal se tiene un punto doble, en la pro-
pia curva no existe punto doble. Lo misme que para una curva plana,
la tangenie a una curva en el espacio (fig.289) se proyecia en una tan-
gente a la proyeccién de esta curva. El plano proyectante trazado por
la tangente a la proyeccién de la curva, hace contacto con la curva
en el espacio.

Todos los puntos de una curva plana estén situados en un mismo plano. En
lo que se refiere a una curva espacial, se puede hablar solamente del plano mds
préximo a la curva en el punto que se examina. A este plano se le llama de con-
tacto. Supongamos que en la fig. 202 esté representada no la porcién de una curva
plana, sino la de una espacial. Los tres puntos K, K, y K, de esta curva determi-
pan a cierto plano. La posicidn limite de este plano, cuando la secante KS, pasa
a sor tangente en el punto K y el tercer punto se aproxima infinitamente al punto
de tangencia, define al plano de contacto en el punto X de la curva eapacial,
Cerca del punto K se puede considerar que la curva estd situada en el plauo de
contacto

Los planos de contacto y normal son perpendiculares entre si; esto se despren-
de del hecho de que el plano de contacto contiene a la tangente o la curva,

Al intersecarse los planos normal y de contacto se obtiene una de las norma-
les, la normal principai. La normal perpendicular al plano de contacto se llama
binormal

A los planos de contacto y normal so les afiade un tercer plano perpendicu-
lar a los primeros Este plano pasa por la tangente y la binormal, y se Uama plane
de rectificacidn.

Estos tres planos, que forman un triedro, se usan comoe planos de coordena-
das al examinar la curva en el punto dade La posiclén del trledro depende de la
posicién del punto en la curva.

Por analogia con ¢l centro de curvatura de una curva plana como la posicién
limite del punto de interseccién de dos nermales ifig. 97}, obtenemos el efe
de curvatura de una curva espacial como la posicién limite de la recta deo intersec-
cién de los planos normales vecinos. En esta posicion limite el gje de curvatura
es paralelo a la binormal; en la interseccidn del eje de curvatura con la normal
principal se obtiene el centro de curvatura, de doode se determina el radio de
curvatura como la distancia desde este centro hasta el punto examinado de la
curva. Asi como {Jam la curva plana, la curvetura de una curva espacial es igual
a la reciproca del radio de curvatura. Si nos imaginamos la aproximacion limite
de tres puntos vecinos de una curva espacial y la posicién limite de la circunfe-
rencia trazada por estos puntos, obtenemos el circulo do curvatura en el plano
de contacto, y su centro es el centro de curvaturs, y su radio, el radio de curva-
tura. Esta es la primera curvatura de una curva espacinl.
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Si en vez del fngulo entre las tangentes, como csto ocurria para las curvas
Slanas. y de la relacién entre este dngulo y 1a longitud del arco entre lospuntos
e tangencia, se toma el éngulo formado por los planos de contacto (éste es igual
al dngulo entre las binormales) y se divide cste angulo entre la longitud del arcoe
entre los puntos examinados de la curva espacial, entonces, el valor limite de
esta relacién expresa la asi llamada curvatura de torsién o segunda curvatura
de la curva espacial. Recordemos que a las curvas espaciales se las llama también
curvas de doble curvatura,
St las tangentes a una curva espacial tienen una misma {nclinactén en todos
los puntos de esta curva respecto a un plano cualquiera, enionces esias curvas se
Hlaman curvas de igual pendiente.

PREGUNTAS A LOS §§ 45-—-47 -

o

(En qué consiste la diferencia enire las curvas plana y espacial?
¢0Qué representa la proyeccién do una curva espacial?
{Qué representa ta proyeccién de una curva plana?
iQué representa la proyeccion de la tangente & una curva?
{Coémo se determina la longitud de cierta_porcidn de una curva?
4A qué se le llama tangente a una curva?
¢A qué se le llama normal en un punto cualquicra de una curva plana?
iCon gué ge determina la suavidad de una curva plana?
¢A cuéles curvas planas se les llama de contacto?
10. iQué sigpifica curva plana convexa?
11, ¢Por cudntas proyecciones se puede juzgar sobre el cardcter de los puntos
de una curva plona?
12, ¢A qué se le llama curvatura de una curva plana en cierto punto de ella?
13, §A qué es igual la curvatura de una circunfersncia?
14. ¢Cémo construir una curva mixta similar a la elipse, conociendo los
ejea de ésta?
15. ¢Cémo construir la tangento y la normal a una curva suave en cierto
punto de ella y como hallar el centro de curvatura en cste punto?
16. ¢Por cusntas proyecciones so puede juzgar sobre el cardcter de los pun-
tos de una curva ospacial? .
17. iA cudles planos se les llama normal, de contacto y de rectificacién en
un punto cualquiera de una curva espacial?
18, JA qué se le llama sormal pripeipal y binormal en un puato cualguiera
do una curva espacial?
19. ¢A qué se le llama primera y segunda curvatura de una curva espacial?
20. (Cémo se descifra la denominacién de ecurva de doble curvaturas?
21, !En cuél caso a la curva espacial se le llama curva de igual pendiente?

= Rt R Sl

§ 48. LINEAS HELICOIDALES CILINDRICAS
Y CONICAS

La linea helicoidal cilindrica representa una curva espacial de
igual pendiente. El filo de una cuchilla, al hacer ntacto con la
superficie de un cilindro que gira uniformemente, deja en esta super-
ficie una huella en forma de circunferencia. Si al mismo tiempo se
le comunica a la cuchilla un movimiento de avance uniforme a lo
largo del eje del cilindro, en la superficie de éste se obtendrd una
linea helicoidal eilindrica.
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En la fig. 301 se muestra la formacién de una linea helicoidal
en la superficie de un cilindro como resultado del movimiento del
punto 4 por la generatriz EC y del movimiento de giro de esta gene-
ratriz. Aqui vienen representadas varias posiciones de esta genera-
triz: E C,, ECy, ...; los arcos EE,, E,E., ... son iguales entre si

y cada uno de ellos esigual a "-;d , donde d es el didmetro del cilindro

v n, el nimero de divisiones {(en la fig. 304 n=12). La posicién ini-
cial del punto se ha designado con A, y las posiciones ulteriores,
con A4, 4., etc., respectivamente.

\h-"“-q.
-l//lfz

K

4

a'l 1

Fig. 301 Fig. 302

Si durante el traslado de la generatriz de la posicion E,C, a la
posicién E,C, el punto ocupa la posicién A4 ,, entonces el segmento
E. A, determinars la distancia que ha recorrido el punto por la gene-
ratriz desde su posicién inicial. Al ocupar la generatriz la siguiente
posicién (la E.C,) el punto se elevard a la altura E,4,=2E,4, etc.
Cuando la generatriz hace una vuelta entera, el punto se desplaza
por ella a la distancia Egd ;,=12E 4.

Al seguir girando la generatriz, el punto A comenzard a formar
la segunda espira o vuelta de la linea helicoidal, ocupando la posi-
cibn A}, Aj, etc.

La distancia entre los puntos A, y 4,, se llama paso de la linea
helicoidal. Bl paso puede ser elegido en dependencia de unas u otras
condiciones,
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La distancia del punto A al eje OO se llama radio de la linea
helicoidal, y el eje OO, eje de la linea helicoidal. El radio de la linea
helicoidal es igual a la mitad del diimetro del cilindro circular
recto en cuya superficie lateral estd situada la linea helicoidal.
El didmetro del cilindro y la dimensién del paso son los pard-
metros que determinan a la linea helicoidal cilindrica en la super-
ficie lateral de un cilindro circular recto.

En fa fig. 302 se ha cumplido la construccién de las proyecciones
de una linea helicoidal cilindrica. Preliminarmente se han construi-
do las proyecciones del cilindro circular recto. La circunferencia
de la base del cilindro (en la proyeccién horizontal) y el paso (el
segmento h llevado al eje del cilindro en la proyeccién frontal)
se han dividido en igual niimero (n) de partes; en la fig. 302 se ha
tomado n==12. La posicidn inicial del punto 4 se indica con las

12'

6!

4 3
Fig. 303 Fig. 304

proyecciones @' y 4, este dltimo os el punto denotado con la cifra
O en la circunferencia.

Dado que el eje del cilindro estd dirigido perpendicularmente al
plano H, la proyeccién horizontal de la linea helicoidal se confunde
con la czrcunjerenm‘.a que representa la proyeccién horizontal de la
superficie del cilindro. En lo gue se refiere a la construccién de la
proyeccidon frontal de la linea helicoidal, la marcha de suconstruc-
cién estd clara de la fig. 302 y se deriva de la propia {ormacidn
de la linea helicoidal como la trayectoria de un punto que realiza
dos movimientos, un movimiento uniforme en linea recta y al mismo

U El pardmetro es una magnitud cuyos valores numéricos permilen soparar
un elemento determinado entre los elementus del mismo género,
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tiempo movimiento giratorio uniforme alrededor del eje paralelo
a esta recta.

La proyeccién sobre un plano, paralelo al eje del cilindro, en el
caso dado la proyecciéon frontal de la linea helicoidal cilindrica,
es semejante a una sinusoide.

En la fig. 302, la proyeccién frontal de la linea helicoidal tiene
en la parte delantera (visible) del cilindro elevacién de izquierda a
derecha o descenso hacia la izquierda; si el eje del cilindro se dispone
horizontalmente, entonces la elevacién de la linea helicoidal es de
derecha a izquierda, y el deseengso hacia la derecha. Esta es una linea
helicoidal con pase a la derecha o linea helicoidal dextrorsa. En la
fig. 303 se muestra una linea helicoidal con paso a laizquierda (li-
nea helicoidal sinistrorsa): la elevacién en la proyeccidn frontal de
la linea helicoidal en la parte delantera (vista) del cilindro va de
derecha a izquierda, el descenso hacia la derecha; si el eje del cilin-
dro sze dispone horizontalmente; la elevacion serd a la derecha, y el
descenso hacia la izquierda.

5

~~L_ Desarrolio
3 )
12
=7a|
T 2 345 ifésinmq
7d
Fig. 305

St Ia linea helicoidal se representa sin el cilindro y sin las pro-
yecciones de los puntos, la indicacién sobre si es la linea helicoidal
dextrorsa o sinistrorsa debe darse con palabras o con flechas, asi
como se muestra en la fig. 304 a la izquierda para una linea helicoi-
dal dextrorsa, y a la derecha, para una sinistrorsa ¥,

El desarrollo de la espirda de una linea helicoidal cilindrica se
muestra en la fig. 305. En forma desarrollada cada espira representa
el segmento de una recta. Esto se desprende de la formacion de la
linea helicoidal: por cuanto la circunferencia de la base del cilindro

L La linea helicoidal cilindrica se ilustra muy bien on un muclle salomé-
nico, en las roscas de los pernos, en los tornilles, en los espdrragos y en el tor-
nille sin fin cilindrico.
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se dividié en partes iguales yel paso de la linea helicoidal fue divi-
dido en un mismo ntmero de partes iguales, el desarrollo de la linea
helicoidal en toda la extension de su paso puede considerarse como
el lugar geométrico de los puntos, para cada uno de los cuales la
ordenada es proporcional a la absciza, es decir, y=kz. HEsta es la
ecuacion de una linea recta.

Las tangentes a la linea helicoidal coinciden en el desarrollo con
la recta en 1a que se desarrolla la espira de la linea helicoidal.

En la fig. 305, para el caso de dos pasos de la linea helicoidal, se
han oblenido dos segmentos de ésta bajo un dngulo « a la recta que
reprosenta a la circunferencia desarrollada de la base del cilindro.
La pendiente de la linea helicoidal se expresa con la férmula

h
I.grx=n—.

donde k es el paso de la linea helicoidal y 4, el didmetro del cilin-
dro. E] angulo o se llama dngulo de espira o dngulo de paso.
La longitud de una vuelta (espira) de la 1inea helicoidal es igual a

L=V R F (nd).

Para un mizsmo didmetro d, el dngulo o depende solamente del
paso de la linea helicoidal; para oblener un dngulo de paso pequeiio
debe tomarse un paso pequefio, y viceversa. Si para el caso de cilin-
dros de distinto didmetro el paso permanece invariable, el Angulo
de paso sera tanto menor, cuanto mayor sea el didmetro del cilindro.

Se puede canstruir el modelo de la linea helicoidal si se toma un rectdngulo
con la diagonal dibujada en 61 y se arrolla en forma de un cilindro circular recto;
en oste caso, la diagonal del rectangulo forma una espira de la linea heliceidal.
Evidentemento, la linea helicoidal es la distancia méas corta entre dos puntos
de la superficie lateral de un cilindro circular: es la linea geodésica de esta super-
ficie.

En efecto, ¢n la superficie de tal eilindro, entre dos puntos se puede trazac
upna infinidad de lineas. Una de estas lineas expresa la distancia mds corta entre
estos puntos. Al desarrollar la superficie tal linea se desarrolla en una recta.
Esto es propio de las lineas de la superficie Hlamadas geodésicas.

Examinemos la siguiente propiedad de una linea helicoidal ci-
lindrica.

Supongamos (fig. 301) que a la linea helicoidal, en un punto
cualquiera 4, de ésta, se ha trazado una tangente que corta al plano
H en el punto K,.

El angulo entre la linea helicoidal y cualquier generatriz del
cilindro se expresa por el angulo entre esta generatriz y la tangente
(a 1a linea helicoidal) trazada en el punto comin para la linea heli-
coidal y la generatriz, El desarrollo en la fig. 305 muestra que entre
la linea helicoidal dada y la generatriz del cilindro se obtiene un
ingulo constante, es decir, fodas las tangentes a la linea helicoidal
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tienen una misma inclinacién a las generatrices del cilindro y corfan
al plano H bajo un mismo dngulo o. Este mismo dngulo se obtuvo
entre los desarrollos de la linea helicoidal y la circunferencia de la
base.

Al desarrollar la superficie lateral del cilindro con la linea he-
licoidal dibujada en ésta, por ejemplo, el elemento A.,4,E; (fig.
301) adquiere la forma del tridngulo rectdngulo K,4 ,E,, en el que
K;A, es la tangente a la linea helicoidal en
el punto A, y K ;E; es la proyeccidn de la
tangente sobre el plano de la base del cilindro, \
o sea, la tangente a la circunferencia de su ba-
se. De aqui se desprende que el punto K ; perte-
nece a la evolvente de la circunferencia, pues- 1 1
to que las tangentes en todos los puntos de la
linea helicoidal cilindrica tienen las trazas en v
el plano de la base del cilindro que forman la
evolvente de la circunferencia de la base de
este cilindro.

Aprovechemos esta circunstancia para la
construccidén de la tangente a la linea helicoi-
dal cilindrica en un punto cualquiera de ella.
En la linéa helicoidal representada en la fig.
306, la tangente se ha construido en el punto
K. Ante todo se ha trazado la proyeccidn
horizontal de la tangente (el segmento k) per-
pendicularmente a ok. Con ayuda del punto 7
en la evolvente se ha hallado la proyeccién
1’, después de lo cual puede trazarse la proyec-
cion frontal de la tangente (la recta 7'%'). La Fig. 306
construccién se ha repetide para el punto L.

So puede construir en la superficie del cilindro una curva formada
de la misma manera que la linea helicoidal, pero dejando el giro
de la generatriz del cilindro uniforme y haciendo el desplazamiento
de] punto por la generatriz alterno por una ley cualquiera. Estas
curvas se llaman a veces lineas helicoidales de paso variable.

La construccién de tales curves se da en la fig. 307 para ol caso de movimien-
1o upiformemente acelerado del punto por la generatriz, Vienen dados los des-
plazamientos del punto encada una delas doce posiciones indicadas de la genera-
triz; por ejemplo, ol pasar a la rovena popsicién el punto sc desplazard en el seg-
mento C,E, {contando a partir de la octava posicidn de este punto).

En Ta Tig. 307 se da también el desarrollo de la linea construida; el fugulo
de paso es variable,

Si el punto se desplaza uniformemente por la generatriz de un
cono circular recto y la generatriz realiza un movimienio de giro
alrededor del eje del cono con una velocidad angular constante, la
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trayectoria del punto es una linea helicoidal eénica™; sus proyecciones
se representan en la fig. 308. Los desplazamientos del punto por la
generatriz son proporcionales a los desplazamientos angulares de
esta generatriz. En la fig. 308 se dan en la superficio del cono doce
posiciones de la generatriz y en estas posiciones vienen indicadas
las posiciones correspondientes del punto. La distancia entre los
puntos de las espiras conliguas 4,4 ;,==h, medida por la generatriz,
se llama paso de la linea helicoidal cénica .

e, C: C c: C. CGC:CaCQCr Cu Ciz
!

E, Ep b5 E, Es Eg E7 Eg Eg Ky B, Ep

Fig. 307

La proyeccién de la linea helicoidal cénica sobre el plano pa-
ralelo al eje del cono (en el caso em cuestion la proyeccién frontal)
representa una sinusoide con altura de onda decreciente; la proyec-
cion sobre el plano perpendicular al eje del cono (en el caso dado la
proyeccién horizontal) represenia una espiral de Arquimedes.

En el desarrollo de la superficie lateral del cono (fig. 308 a Ia
derecha), la linea helicoidal se desarrolla también en una espiral
de Arquimedes, puesto que al desplazamiento angular uniforme del
radio le corresponde en el desarrollo de la superficie del cono un des-
plazamiento uniforme del punto por este radio. En el dibujo se mues-
tra el desarrollo para dos vueltas de la linea helicoidal cénica.

b La linea helicoidal cénica se ilustra muy bien, por ejemplo, en un muello
helicoidal cénico ¥ en una rosca cénica.

% El paso de la linea helicoidal cénica se cuenta a veces por su eje. El seg-
mento &y (fig. 308) se considera como la proyeccién del paso i, medido por la
funeratrix, sobre el eje de la linea helicoicral. La divisién de % en n partes igua-

e5 corresponde a la divisién do #; en la misma cantidad do partes iguales entre
8i, y viceversa.
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La linea helicoidal puede ser construida wo solamente en una superficie
cilindrica o cénica, Como el]emplo ;iuedo servir la linea helicoidal (fig. 309) en
la superficie formada con el giro del arco i alrededor del ejo 0O, es decir, en
la superficie de un toro. Una linea helicoidal semejante se puede ver en los torai-
llos sin fin globoidales (véase la fig. 309, a la derecha).

PREGUNTAS AL § 48

1. (Cémo se forman las lincas helicoidales cilindricas y c6nicas?

2, $A qué se le llama paso de una linea helicoidal: cifiudrica ¥ cdnica?

3. ¢Qué forma tienen las proyecciones de las lineas helicoidales cilindrica
v cénica?subra log planos: paralelo al eje de la linea helicoidal y perpendicular a
cate eje

4. iComo distinguir si la linea helicoidal dibujada en la suger[[cie de unas
barras cilindrica y cénica ¢s dextrorsa o sinistrorsa? (Cémo senialar el paso si
50 regvresenla solamente la linea?
% = sEn qué so desarrolla cada espira de una linea helicoidal: cilindrica y
cénica

6. ¢Cémo se expresa la pendiente de una linea helicoidal eilindrica?

7. ¢Qué linea se forma en el plano perpendicular al eje de una linea helicoi~
dal cilindrica si se construyen las trazas de las tangentes a esta linea?

——



VIII
CAPITULO

SUPERFICIES CURVAS

§ 49. CONOCIMIENTOS GENERALES SOBRE
LAS SUPERFICIES CURVAS

1. Podenios darnos idea de la superficie, considerindola como la
parte com@n de dos zonas contignas del espacio. En la Geometria
Descriptiva la superflicie se define como la traza de una linea o de
otra superficio en movimiento. La idea de superficie como el conjun-
to de todas las posiciones consecutivas de cierta linea que se mueve
en ol cspacio es céomoda para las consirucciones graficas V. Claro
estd, que al representar una superficie nos limitamos a dibujar esta
linea solamente en algunas de sus posiciones.

La idea de la generacién de la superficie como resultado del mo-
vimienlo continuo permite llamar a tales superficies cinemdticas *.

La linea que engendra la superficie, en toda posicién de éstu se
llama generatriz. Ilabitualmente, se geifiala toda una serie de posi-
ciones de la generatriz. Se suele decir: «generatrices», stracemos la
generatrize, etc., comprendiendo bajo estas palabras las diferentes
posiciones de la generatriz. La linea generatriz puede ser recta o
curva.

Asi pues, la superficie cinemética representa el lugar geométri-
i:o de las lineas que se mueven en el espacio con arreglo a cualquier
ey.

1 En este caso, la linea quo gonera la superficie puede deformarse durante
el movimiento. Entonces se habla de la superficlie con ¢generatriz variables,
Por ejemnplo, la superficie lateral de un cono cireular se puede obtener girando
una circunferoncia de modo tal, gue su centro se desplace uniformemente on
Yinca recta (por el eje del cono) del vértice a la base, ¥y simultineamente con
oste movimiento aumonta regularmente cl radio.

# En el apartado de la Mecdnica llamado «Cinematicas, el movimicnto se
cxamina s6lo desde el punto de vista geométrico, independientemente de las
causas fisicas o fuerzas que lo provocan.

13— 89|
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La superficie generada con arreglo a tal ley se llama regular,
a diferencia de las irregulares (o aleatorias).

2. La superficie que puede ser engendrada por una recta, se llama
superficie reglada. La superficie reglada representa el lugar geomé-
trico de lineas rectas. La superficie para la cual solamente la linea
curva puede ser su generatriz, se llama superficie no regriada (su-
perficie curva) ', !

En la fig. 310 se dan algunos ejemplos de superficies regladas.
La superficie representada a la izquierda estd generada por la recta
A4, que, permaneciendo constantemente paralela a la recta 5,5,
se desliza por cierta linea fija 7,7T,7, llamada directriz.

S
T

S ————

T2

Fig, 310

Es evidenle que tal superficie se generard si se considera la li-
nea invariable 7',7,7, como generairiz cuyos puntos se desplazan
por rectas paralelas a la linea directriz §,8,. Claro esta que la curva
deberd corresponder en todas sus posiciones a las condiciones de
igualdad y paralelismo de las curvas, es deeir, a la coincidencia de
una con otra al ser superpuestas y al paralelismo reciproco de las
tangentes trazadas a la curva en un mismo punto de ella en las posi-
ciones consgecutivas.

La superficie representada en la fig. 310, a la derecha, estd en-
gendrada por una linea recta que, permaneciendo paralela al plano
P, so desliza por dos directrices fijas: la recta §,8. y la curva 7', 7,.

Como ejemplo de superficic curva (no reglada) sirve la esfera (con
otras palabras, superficie esférica). J

1 La denominacién de ssuperficies regladasy se debe vincular con la_idea
de rectitud {sreglas, strazado de rectas con ayuda de una reglar) y no con el tér-
mino de ¢inean.
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3. Una misma superficie puede ser generada por el desplazamien-
to de diferentes lineas y de acuerdo a distintas condiciones que debe
cumplir la generatriz en su desplazamiento. Por ejemplo, la super-
ficie lateral de un cilindro circular recto (fig. 311) puede ser exami-
nada como el resultado de un desplazamiento determinado de la ge-
neratriz (la recta 4,4,) o como resultado del desplazamiento de una
circunferencia cuyo diametro se desplaza por la recta 0,0,, v el
plano determinado por esta circunferencia es perpendicular a O,0,.
En la fig. 311 se muestra ademds la curva 7,7,T, en el mismo
cilindro; todos sus puntos son equidistantes de la
recta ;0,. Podemos darnos idea de la generacion
de la superficie lateral de este cilindfo también
como resultado del girec de la linea I',T,T; al-
rededor del eje O,0,.

En general, las leyes de generacién de una su-
perficie pueden ser muy diversas; entre estas leyes
y forma de las generatrices es deseable elegir las
maés simples o cémodas para la representacién de
las superficies y resolucién de los problemas rela-
cionados con las mismas. Si nos imaginamos un
conjunto de generatrices rectilineas y un conjunto |
de generatrices de circunferencias (fig. 311), cada Fig. 314
linea de un conjunto (de una «familia» de lineas)
cortard a todas las lineas del otro conjunto (de la otra «familia» de
lineas), como resultado de lo cual se obtiene la red (estructura)
de dada superficie. Tal representacién puede ser extendida también
para otras superficies.

4. Sobre el ejemplo de la superficie lateral del cilindro (fig.
311) examinemos la generacién de esta superficie como resultado del
desplazamiento de una esfera cuyo centro C se mueve por la recta
010.:. Aqui la generatriz no es una linea, sino una superficie (una
esfera). La superficie obtenida (la superficie lateral del cilindro)
envuelve a la superficie generatriz (a la esfera) en todas sus posi-
ciones. Ademdas, ambas superficies hacen contacto por una circun-
ferencia en cada posicién de la esfera.

Si el centro de la esfera se desplazase por cierta curva, entonces,
claro estd, se generaria otra superficie envolvente, y no la mostrada
en la fig. 311 (véase la fig. 349).

Asi pues, la generacién de una superficie puede ser examinada
también como resultado del desplazamiento de cierta superficie gene-
ratriz, con la particularidad de que ésta puede ser invariable o variar
continuamente con arreglo a cualquier ley durante su movimiento,

5. Algunas superficies curvas pueden ser desarrolladas de ta
modo que todos sus puntos coincidan con un plano sin sufrir deforma-
cién alguna (por ejemplo, discontinuidades, pliegues). Ademaés, cadx
puuto en el desarrolle corresponde al {nico punto de la superficie;

13
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las lineas rectas pertenecientes a la superficie permanecen rectas;
los segmentos de las rectas conservan su longitud; el dngulo formado
por la lincas en la superficie se conserva igual al angule entre las
correspondientes lineas en el desarrollo; el drea de una zona cerrada
cualquiera en la superficie conserva su magnitud dentro de la co-
rrespondiente zona cerrada en el desarrollod.

A tales superficies las llamaremos desarrollables. A éstas se re-
fieren solamente las superficies regladas, y ademds, aquellas en las
que las generatrices rectilineas adyacenies son paralelas o se cortan,
o son tangenles a cierta curva espacial.

Todas las superficies curvas no regladas y aquellas regladas
que no pueden ser desarrolladas sobre un plano se llaman alabeadas.

§ 50. EXAMEN DE CIERTAS SUPERFICIES CURVAS,
SU DETERMINACION Y REPRESENTACION
EN EL DIBUJO

Representar una superficie en el dibujo significa indicar los da-
tos que permiten construir cada punto de esta superficie. Para ex-
presar una superficie basta tener las proyecciones de la linea direc-
triz e indicar cémo se construye la linea generatriz que pasa per
cualquier punto de la directriz *'. Pero si se le quiere dar a la repre-
sentacién mayor claridad y un ca-
rdcter mas expresivo, se dibuja
ademés el contorno de' la superfi-
cie, varias posiciones de la genera-
triz, log puntos y lineas mas impor-
tantes de la superficie, etc.

A. Superficies regladas desarrollables

t. Cilindricas y conicas. La su-
perficle cilindrica se genera por
una linea recta gue congerva en lo-
das sus posiciones el paralelismo
a ciorta recta dada y que pasa con-
secutivamente por todos los puntos de cierla curva que es la direciriz
(véase la fig. 310, a la izquierda).

La superficie cénica se gonera por una linea recta gue pasa por
cierto punto fijo y consecutivamente por todos los puntos de cierta
directriz curvilinea (véase la fig. 312). El punto fijo § se llama
vértice de la superficie conica.

ffig. 312

U Hacemos recordar, que se llama dngulo de dos curves quo so cortan al
angulo entre Jas tangentes a estas curvas en el punto de su interseccidn.

2 En calidad de directriz frecuentemente se toma la linea de interseccidén
de la superficie dada con el plano H,
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Si se aleja el punto S al infinito, la superficie conica se trans-
forma en cilindrica.

Las superficies cilindricas y cénicas pueden intersecar al pla-
no de proyeccidn; se obtiene una linea llamada fraza de la superficie
en el plano de proyeccién dado. En la fig. 313 vienen dadas una su-
perficie cilindrica expresada por la curva directriz A,B,C; y la
direccién de la generatriz §7', y una superficie cénica (a la derecha)
expresada por la curva directriz K,M,N, y el vértice S. En ambos
casos se han construido las trazas de las superficies sobre el plano H,
es decir, las lineas que pasan por las trazas horizontales de las gene-
ratrices de la superficie dada (las curvas a'b’e’, abc y k'm'n’, kmn).

5
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Fig. 313

La superficie cilindrica puede ser dada por su traza sobre el plano
H y la direccion de la directyiz; la superficie cdénica, por su traza
sobre el plano # y el vértice. Dandonos un punto sobre la traza po-
demos construir la correspondiente generatriz de la superficie.

Para congtruir el contorno de una superficie cilindrica o conica,
gse debe sefialar en cada uno de los planos de proyeccion las «genera-
trices limites» que delimitan la zona dentro de la cual se encuentra
la proyeccién de la superficie. Asi, por ejemplo, en la fig. 314, a la
izquierda, se han sefialado sobre la traza de la superficie cilindrica
los puntos por los que pasan las proyecciones de las generatrices
limites: a’, a y &', b (para la proyeccion frontal) y ¢’, e y d', d (para
la proyeccién horizontal). Con ayuda de estos limites y las lineas de
interrupeién se determinan los contornos de las proyecciones y se
realiza la delimitacién de las partes vista y oculta de la superficie
en las proyecciones (véanse las lineas llenas y de trazosen la fig. 314).

En la fig. 314, a la derecha, se haun efectuado construcciones ani-
logas para una superficie cénica. Aqui, ambas proyecciones de la
generatriz SB han resultado limites, una para la proyeccién frontal
v la otra para la proyeccién horizontal del cono.
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De acuerdo a las indicaciones generales (véase el comienzo de
este pardgrafo), los puntos en las superficies cilindrica y cénica pue-
den ser construides con auxilio de las generatrices que pasan por los
mismos. En algunos casos, al formular el problema, es necesario se-
fialar si se considera el elemento buscado visto u oculto?.

En la fig. 314 se muestra la construccién de la proyeceién horizon-
tal del punto E perteneciente a una superficie cilindrica y dado por
su proyeccién e’; de acuerdo con los datos del problema el punto

oS!

E estd oculto sobre el plano V. Se da también un ejemplo de la cons-
truceién de la proyeccién frontal del punto F perteneciente a una
superficie conica y expresado por su proyeccién f, con la condicién
de que este punto es visto sobre el plano H. En ambos casos la cons-
truccién se ha realizado con auxilio de la correspondiente genera-
triz; la marcha de la construccién estd indicada con flechas.

Si la curva directriz (dispuesta en el espacio o que representa
la traza de la superficie sobre el plano de proyeccién) se sustituyo
por una quebrada inscrita en dicha curva, entonces la superficie
cilindrica se sustituye por una prismdtica, y la superficie cénica,
por una piramidal (las caras de un dngulo poliédrico). Tal relacién
entre estas superficies se utilizard en las construcciones ulteriores
(por ejemplo, al desarrollar las superficies cilindricas y cénicas,
véase el § 68).

Las superficies cilindricas se distinguen por la forma de la sec-
cién normal, es decir, por la curva obtenida al intersecar esta super-
ficie con un plano perpendicular a sus generatrices.

1} Tales indicaciones se hacen a veces tomando entre paréntesis la corres-
pondiente proyeccion. Por ejemplo, (¢') significa que el punto E se encuentra
en la parte de la superficie, considerada oculta sobre el plano V
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Destaquemos el caso cuando la seccién normal de una superficie
cilindrica representa una curva de segundo orden. Tal superficie
cilindrica se refiere a las superficies de segundo orden. Los puntos
de cualquier superficie de segundo orden satisfacen en las coordena-
das cartesianas espaciales a la ecuacién de segundo orden. Cualquier
plano corta a tal superficie segin una curva de segundo orden®. Una
recta corta a una superficie de segundo orden siempre en dos puntos.

Segiin la forma de su seccién normal, el cilindro de segundo or-
den puedé ser eliptico (en el caso particular, circular), parabélico
e hiperbélico. La superficie lateral del cilindro circular recto, cono-
cido de la Estereometria, es una superficie de segundo orden. De
todos los cilindros mencionados, sclamente en el circular se puede
inscribir una esfera.

Si la seccién normal es una linea geométirica indefinida, entonces
es un cilindro de forma general.

La superficie conica que se corta por un plano segiin una curva
de segundo orden, es una superficie de segundo orden (cono de segun-
do orden).

En la Estereometria se examina el cono circular recto. Por su
vértice pasa una infinidad de planos de simetria de este cono. Estos

Fig. 315

planos se cortan segin una recta que es el eje del cono. En tal cono
se puede inscribir una csfera. La superficie lateral de un cono circu-
lar recto es una superficie de segundo orden.

Claro estd, que el eje del cono circular puede ocupar cualquier
posicién con respecto a los planos de proyeccidn, que se puede Hevar
a la mas simple (por ejemplo, a la perpendicular al plano H).

En la fig. 315, a la izquierda, viene dado un cono que tiene un
sistema de elipses semejantes y semejantemente situadas® (en la

Y Sobre las curvas de segundo orden véase ol § 21.

2 Sobre los casos de intersecci6n sepiin roctas véase mas adolants,

# Son elipses semejantes y semejantemente situadas las elipses con ejes
proporcionales y respectivamente paralelos,
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fig. 315 ecstas elipses estdn siluadas en planos paralelos al plano
). A tal cono se le llama eliptico. Claro estd, que en él, como en
todo cono de segundo orden, las secciones producidas por planos
que no pasan por el vértice son circunferencias, elipses, parabolas
e hipérbolas, y cada una de estas lineas puede ser adoptada como
directriz. Por esta razén, la denominacion de «eliptico» no debe
comprenderse como indicacién de gue es preferible elegir la elipse
en calidad de directriz.

Podemos darnos idea del cono eliptico considerindolo como un
cono circular recto transformado mediante su compresién regular en

el plano de la seccién axial. Sobre las
A ) secciones circulares de tal cono véase el
Ag § 63.

El cono representado en la fig. 315,
a la derecha, tiene como base un circu-
lo, lo mismo que el cono circular reclo,
pero la proyecciéon del vértice sobre ol
plano de la base no coincide con el cen-
tro del circulo. Tal cono se llama circular
oblicuo. Intersecando su superficie lateral
con planos paralelos al plano de la base
A»  obtememos circunferencias cuyos ceinlros
estan situnados sobre la recta que pasa por
el vértice y el centro de la base del cono

A (en la fig. 315 la recta SC).
toA As 2. Lasuperficie llamada superficie con
Fig. 316 arista de retroceso se engendra por ¢l mo-
vimiento conlinuo de una generatriz recti-
linea que hace contacto on todas sus posiciones con eierta curva cspa-
cial. Esta curva espacial es la generatriz de la superficie y se llama

arista de retroceso.

Tal superficie se muestra en la fig. 316; sus generatrices A4,4,,
AgA,, ete. son tangentes a la curva espacial MN. La arista de retro-
ceso divide a la superficie en dos cavidades (lo que corresponde a la
divisién de cada tangente en su punto de contacto cn dos partes).

LEvidentemente, déndose las proyecciones de la arista de retro-
teso se puede expresar la superficic en el dibujo. Por ejemplo, lo-
mando una linea helicoidal cilindrica (véase el § 48) en calidad de
arista de retroceso y trazando una serie de tangentes a ésta defini-
mos la superficie, y si el eje de la linea helicoidal se dispone per-
pendicularmente al plano H, la superficie engendrada representard
una superficie de igual pendiente (con respecio al plano #), puesto
que todas las tangentes a la linea helicoidal cortan al plano H bajo
un mismo dngulo (véase la pdg. 188). E] dibujo de lal superficie
(de una de sus cavidades) se muestra en la fig. 317, donde al arco
ABC de la linea helicoidal cilindrica se han trazado unas cuantas
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tangentes con auxilio de la evolvente af,2,3,4, como el lugar geo-
métrico de las trazas horizontales de las tangentes (véase la fig. 306).
El elemento construido de la superficie estd dirigido con su convexi-
dad hacia el observador.

En la misma figura se muestra la construccién de la proyeccién
k' del punto K perteneciente a la superficie dada, con ayuda de la
proyeccién k. Trazando por el punto %k una tangente a la semicir-
cunferencia abc, por medio de los puntos €, y 4 hallamos sus proyec-
ciones frontales 4, v 4' y, al mismo
tiempo, la proyeccién de la tangente
en la que estd situado el punto X,
La linea de referencia trazada a partir
del punto %k determina la proyeccién
buscada %'.

Si fuese dada la proyeccion frontsl T30 a0 14
de cierto punto perteneciente a la g
superficie dada y se exigiese hallir
su proyeccién horizontal, seria nece-
sario trazar al nivel de la proyeccidn
frontal dada un plano y cortar a éste
con una superficie (sobre la intersec-
cion de superficie y plano véase mas
adelante el § 55 y otros). La proyec-
cién horizontal buscada del punto de-
berd pertenecer a la proyeccién hori-
zontal de la linea de corte. En el caso
en cuestion se deberia tomar un plano
horizontal secante; este plano cortara
a la superficie que se examina segin
la evolvente.

Las superficies cilindrica y coénica Fig. 317
pueden ser copsideradas como engen-
dradas de una superficie con arista de retroceso con la condicién
de que la arista de retroceso representa un punto, en el primer caso
inlinitamente alejado, y en el segundo, situado a una distancia finita,

En el caso de una curva plana como superficie directriz, deter-
minada por las tangentes a tal curva, representa un plano.

Al intersecar una superficie con arista de retroceso por un plano
que no pasa por la generatriz, se obtiene una curva con punto de re-
troceso (véase la pag. 200) situado sobre la arista de retroceso. De
aqui la denominacion de «arista de retroceso».

B. Superficies regladas alabeadas

1. Superficies con plano de paralelismo. 1.1. Cilindroides y eonoi-
des. La superficie llamada cilindroide se genera al desplazarse una
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recta que conserva en todas sus posiciones el paralelismo con cierto
plano dado («plano de paralelismo») y que corta a dos lineas curvas
(a dos direcirices).

Si las directrices son curvas planas, entonces, claro estd, no de-
ben ser coplanares.

En la fig. 318 se muestra un cilindroide engendrado por el mo-
vimiento de la recta AD por las directrices ABC y DEF paralelamente
al plano de paralelismo P (en este caso, un plano proyectante hori-
zontal). Como se ve, para la construccién del dibujo se debfan iener

dadas las proyecciones de las directrices y la posicién del plano de
paralelismo.

A

Fig, 318

La superficie llamada conoide se engendra por el movimiento de
una recla que conserva en todas sus posiciones el paralelismo con
cierto plano dado («plano de paralelismo») y que corta a dos directri-
ces, una de las cuales es curva y la otra es una recta (st lacurva es
plana, ella no deberd pertenecer a un mismo plano que la segunda
generatriz recta).

El conoide se muestra en la fig. 319. En calidad de plano de pa-
ralelismo se ha tomado el plano H. La generatriz (una recta) corta
a la curva AFB y a la recta CD, situnda en este caso perpendicular-
mente al plano HY.

Todo plano paralelo al «plane de paralelismo» corta al cilindroide
y al conoide segiin una recta. De aqui que, si se exige construir una
generatriz cualquiera del cilindroide o del conoide, hay que trazar
un plano, correspondiente al problema, que sea paralelo al plano de

v Son conoides, por ejemplo, las superficies SACDS y SBCD S en la fig. 265,
¥ ]los ASBy A%

que, iunto con los tridngu €, delimitan al cuerpo representado en
esta figura,
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paralelismo, hallar los puntos de interseccién de las directrices de Ia
superficie con este plano y por estos puntos trazar una recta que sera
la generatriz buscada. En el caso particular representado en la fig. 319,
para construir la generatriz del conoide;, que pasa por el punto £ de
la recta directriz, se puede prescindir del plano secante auxiliar, pues-
to que la proyeccién frontal de la generatriz deberd ser paralela al
eje z. Basta trazar ¢'f'||z, con ayuda del punto ' hallar el punto f y
la proyeccion horizontal ef.

En la fig. 318, a la derecha, se muestra la determinacién de
la proyeccién k' del punto K pertencciente a un cilindroide, si esta
dada la proyeccién k. Por el punto % se ha trazado un plano (no se

a o

i

Fig. 319

muestra en el dibujo) paralelo al plano de paralelismo P. Como re-
sultado de la intersecci6én obtenemos la recta con las proyecciones
1—2, 1’2" y la proyeccién k' sobre 12",

Si viene dada la proyeccién frontal de un punto cualquiera per-
teneciente a un cilindroide y hay que hallar su proyeccién horizontal
se procede como fue explicado en esta pigina, a saber: se traza cierto
plano gue corte al cilindroide de tal manera que el punto se encuentre
en esle plano. Por ejemplo, el cilindroide representado en la fig. 318
se deberia cortar con un plano horizontal al nivel de la proyeccién
frontal dada del punto, construir la proyeccién horizontal de la linea
de interseccién y en ella la proyeccién horizontal buscada del punto.

De modo analogo se debe proceder en el caso de la construceion
de las proyecciones de un punto en el conoide.

1.2. Paraboloide hiperbslico (plano oblicuo). En la fig. 320 se da
el dibujo de la superficie llamada planc oblicuo o paraboloide hiper-
bélico. La generacién de esta superficie puede ser considerada como
resultado del movimiento de una generatriz rectilinea por dos direc-
trices (dos rectas que se cruzan) paralelamente a cierto plano de
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paralelismo. En la fig. 320 el plano de paralelismo es el plano de
proyeccién H, y las directrices, las rectas AB y CD.

En la misma figura se muestra la construccion de la preyeccion
k con auxilio de la proyeccidn fronta) dada %’ del punto pertenecien-
te a un plano oblicuo. La tarea se reduce al trazado de la proyeccién

A T~

[ &T. o ¢
- TT;ﬂ

Fig. 320

frontal m'n’ de la generatriz al nivel del punto k correspondientcmen-
te al plano de paralelismo dado.

Si se conociese la proyeccion k, entonces, para hallar la proyec-
cién &’ habria que trazar cierto plano secante de tal modo que pasa-

A ra en el espacio por el punto K,
es decir, proceder asi como fue
expuesto mas arriba para la
superficie con curva de retroceso
(pag. 201).

En la Geometria Analitica se
demuestra que sl paraboloide hiper-
bélico puede ser también obtenido
como resultado de tal movimiento de
la pardbola BOB, (fig. 321), cuando
su eje de simetria permanece paralelo
al e}e z, el vértice se desplaza por la
pardbola A0A v el plano de la pardbola

808 ; permanece paralelo al plano 0z,
En la interseccién del paraboloide hiperbélico con uum plano paralelo a 20y se

obticne una hipérbola (si tal plano pasa por el vértice O, el paraboloide hiper-
bélico se corta segiin dos rectas gque ﬁasan por el punto @), Los planos para-
lelos a =0z y yO= cortan al paraboloide hiperbdlico segin parébolas. Con esto
estd relacionada la denominacién de la superficie «paraboloide hiperbélicos.

En la fig. 322 viene representado un plano oblicuo generado por
el movimiento de la generatriz rectilinea AB por la reclas que se
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cruzan AD y BC, dispuestas en planos reciprocamente ‘paralelos,
siendo dado el plano de paralelismo P. Evidentemente, se obtendra
la misma superficie, si en calidad de generatriz se loma la recta AD
y se lo hace desplazarse por las directrices AB y CD paralelamnente
al plano P, De agui se desprende que por cualquier punlo de un
plano oblicuo se pueden trazar dos rectas pertenecientes a este plano.

En la fig. 322 se ve una pardbola correspondiente a la paribola
AOA, mostrada en la fig. 321, También se ha construido una pari-
bola obtenida al intersecar un paraboloide hiperbélico con un plano
de perfil que pasa por los puntos B y D (en la fig. 321, la parabola
BOB,). Para construir la hipérbola segiin la cual el plano H corta

o
P p /_\
B [i]
Py Pia
(4
Fig. 322

al paraboloide hiperbblico (fig. 322), hay que hallar las trazas ho-
rizontales de las generatrices, como se muestra en la fig. 322 para
algunas de cllas. ,

Asi pues, para las superficies examinadas (cilindroide, conoide
y paraboloide hiperbélico) la generatlriz es una recta que debe cortar
al misme tiempo a dos directrices y permanecer constantemente
paralela a cierto plano, con la particularidad de que las posiciones
de estas directrices y del plano de paralelismo deben permanecer
invariables.

2. Superficies con tres dircctrices. 2.1. Hiperboloide de una hoja.
Se Hama hiperboloide de una hoja a la superficie engendrada por el
movimiento de una recta que corta simultineamente a tres reclas
que se cruzan (direcirices) v.

% 8i todas las directrices son paralelas a un plano, cntonces la pencratriz,
al moverso por cstas directrices, engendra un paraboloide hiperbélico,



208 GAP. VIII SUPERFICIES CURVAS

Si (fig. 323) en una de las tres rectas que se cruzan dadas (en la
recta ) se toma un punto A, y se traza por este punto y cada una de
las dos rectas restantes (la ff y la IJT) los planos Q y P, entonces
estos planos se cortardn segilin una recta que pasard por el punto 4,
y que cortard a la recta IJ en el punto K, y a la recta 717 en el punto
K. Si en calidad de puntos de partida se toman todos los puntos de
la recta I y para cada uno de éstos se construyen por el procedimiento
indicado tales rectas como A.K,, ..., éstas generaran una superficie

llamada *hiperboloide de una hoja.

Oy

En la préctica se toma una serie de puntos
de larecta Iy se construyen las genoratrices
correspondientes. En la fig. 323 hubiera basta-
do con -la construccién de un solo plano, por
ejemplo, el plano @ de la recta I y hallar el
p;mt.o de interseccién K, de la recta II7 con el
plano Q.

EnQ la Geometria Analitica se demuestra
que el hiperboloide do upa hoja puede ser tam-
bién obtenido como resuitado del movimiento
de una elipse que se deforma (fig. 824, a la
jzquierda) cuyo plano permanece paralelo al plano
E 20y {.los exiremos de cuyos ejes se deslizan 50;'
! hipérboles situadas en los planos 20z y y0z.

En la fig. 324, a la derecha, se muestra un hi-
Fig. 323 perholoide de una hoja con las generatrices rec-

Fig. 324

tilineas trazadas en él. Si se sustituye la elipse por una circunferencia defor=-
mada, ambas hipérbolas directrices serdn iguales. En ests caso, la superficie
so llama hiperboloide de revelucion de una hofa (véase mas adelante el § 54).

Por cualquier punto de un hiperboloide de una hoja se pueden
trazar dos rectas pertenecientes a esta superficie. Antes esto fue
sefialado para el paraboloide hiperbélico.
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En la fig. 325 estd representado un hiperboloide de una hoja dado
por tres rectas que se cruzan de posicion arbitraria. Una de estas
rectas estd situada perpendicularmente
al plano H. Tal posicidén siempre se PR -
puede obtener, por ejemplo, por el B >y

/

método de cambio de los planos de .
proyeccidon., En dicha figura se muestra
la construccion de la proyecci6n frontal
k' del punto K perteneciente al hiper-
boloide de una hoja y dado por su pro-
yeccioén horizontal &. Trazando por los @'} . b
puntos & y & una recta (la proyeccion

N\

Q\
{

horizontal de 1la generatriz), con
auxilio de los puntos d y f construi-
mos las proyecciones 4’ y f', lo que
determina la proyeccién frontal de

1/

2 d
esta gencratriz, y en ella el punto T
buscado k'. o
Si en vez de la proyeccién hori- 8.

zontal se da la proyeccién frontal del

punto K perteneciente a un hiperboloide de una hoja y, ademis,
ninguna de las directrices es perpendicular al plano ¥, entonces se
debe intersecar el hiperboloide de una hoja con un plano que pase
por el punto K, como ya se dijo més arriba.

2.2. Cilindro oblicuo con tres directrices. Se llama cilindro obli-
cuo con tres directrices la superficie generada por el movimiento
de la recla generatriz por tres directrices, de las cuales por lo menos
una es curva?),

Si las generatrices son rectas que se cruzan, se obtiene el hiper-
boloide de una hoja examinado mas arriba {pag. 205). Es posible
el caso cuando una de las directrices sea una curva plana. Esta no
debe estar situada en un mismo plano con ninguna de las rectas que
se cruzan, que son las otras dos directrices. Si dos de las directrices
son curvas y la tercera recta, entonces tal cilindro oblicuo se llama
conosoide. Un ejemplo se da en la fig. 326. El conosoide viene dado
por dos curvas situadas en los planos de perfil y la recta AB perpen-
dieular al plano H. Las proyecciones horizontales de las generatrices
pasan por ¢l punto @ (b). Las proyecciones frontales de las generatri-
ces cortan a la proyeccién a'b’ en distintos puntos. En la fig. 320 se
muestra la construccién de las proyecciones frontal y de perfil del
punto K perteneciente al conosoide y dado por su proyeccién k: por
los puntos a y & se ha trazado la proyecei6n de la generatriz, se han
construido las demds proyecciones de esta generatriz, y sobre ellas,

Ll Sobre la construccién do las generatrices de un cilindro oblicuo con tres
directrices véuse el § 63
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las proyecciones k' y %X". Si viene dada, por ejemplo, la proyeccién
k' y hay que hallar la proyeceién k, entonces se utiliza la correspon-
diente secciébn de la superficie, como se dijo sobre esto en la
pag. 201.

Los cilindros oblicuos con tres directrices tienen amplia aplica-
cion en la practica (al disefiar hélices, superficies de la carroceria
de los automoviles y otras).

Asi pues, para las superficies examinadas (hiperboloide de una
hoja y cilindro oblicue con tres directrices) la generatriz es una recia
que debe intersecar simulidneamente ires direcirices fijas.

L

Fig. 326

C. Superficies curvas no regladas

1. De segundo orden. Mas arriba se examinaron las superficies
regladas de segundo orden: cilindro, cono, paraboloide hiperbélico
y el hiperboloide de una hoja. Ahora examinemos las démas superfi-
cies de segundo orden, las curvas: elipsoide, paraholoide eliptico y el
hiperboloide de dos hojas.

1.4. Elipsoide. El elipsoide puede ser obtenido como resultado
del movimiento de una elipse deformable ACBD (lig. 327) cuyo plano
queda paralelo al plano 20y y los extremos de cuyos ejes se deslizan
por las elipses AEBF y CEDF. 5i en este elipsoide los tres difimetros
AB, CD y EF no son iguales entre si, entonces el elipsoide se llama
triazial; si dosde ellos son iguales entre si, pero no son iguales
al tercero, entonces se obtiene un clipsoide de revolucidn achatado
o estirado (véase el §51); si AB=CD=EF, se obtiene una esfera.
Al intersecar el elipsoide con cualquier plano se obliene una elipse;
en casos parliculares, una circunfierencia.
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Fig. 327 Fig. 328

1.2. Paraboloide eliptico. El paraboloide eliptico puede ser ob-
tenido como resultado del movimiento de la elipse deformable ABCD
(fig. 828) cuyo plano queda paralelo al plano zOy y los extremos de
cuyos ejes se deslizan por las parabolas
AOB y COD. Al cortar un paraboloide elip-
tico con diferentes planos pueden obtenerse
solamente elipses (en algunos casos, circun-
ferencias) y parabolas, con la particula-
ridad de que las dltimas se obtienen en el
caso de planos secantes paralelos al eje del
paraboloide eliptico. Si se sustituye la
elipse ABCD por una circunferencia defor-
mable, entonces, ambas paribolas AOB y
DOC serdn iguales. En este caso la superficie
se llama paraboloide circular o paraboloide
de revolucidn (véase sl § 51).

1.3. Hiperboloide de dos hojas. El hiper-
boloide de dos hojas (fig. 329) consta de dos
partes (hojas) que se extienden al infinito. Fig. 328
Cada una de estas hojas puede ser obte-
nida como resultado del movimiento de una elipse deformable
(A4,C,B\D, y A,C,B,D;) cuyo plano queda perpendicular al eje de
la superficie @,0, y los exlremos de cuyos ejes se deslizan por dos
hipérbolas. Si sustituimos la elipse por una circunferencia defor-
mable, amhas hipérbolas 4,08, y €,0,D,; serin iguales. En este
caso la superficie se lama hiperboloide de revolucidn de dos hojas
{(véase el §51).

En las secciones producidas en el hiperboloide de dos hojas por
diferentes planos, pueden obtcnerse elipses (en casos particulares,
circunferencias), hipérbolas y pardbolas.

14—B91
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2, Cielieas. La superficie ciclica se genera por una circunferencia
de radio variable cuyo centro se desplaza por una curva cualquiera.
Destaquemos el caso de generacién de una superficie ciclica, cuando
el plano de la circunferencia generatriz gueda perpendicular a la
curva directriz dada por la que se mueve el centro de la circunferen-
cia. Tal superficie se’ suele llamar estriada. Podemos darnos una idea
de la superficie estriada considerindola también como una envol-
vente de Ia familia de las esferas de didmetro variable cuyos centros
se encuentran en cierta curva directriz. El radio de la circunferencia
generatriz o de la esfera generatriz puede ser constante. La superficie
generada por el movimiento de tal circunferencia por cierta curva
directriz o al envolver todas las posiciones consecutivas de la esfera
generatriz cuyo centro realiza semejante movimiento, se llama fu-
bular. Como ejemplo de su aplicacién en la técnica pueden servir los
compensadores en las tuberias?.

La curva directriz para una superficie tubular puede ser una
linea helicoidal cilindrica; en este caso tendremos una superficie
helicoidal tubular. Véase un ejemplo en la fig. 349: la superficie
del alambre de seccién circular enrrollado en el tubo. Es también
una superficie helicoidal tubular la superficie de un muelle cilin-
drico con seccién circular de sus espiras.

Las superficies ciclicas de diferentes tipos se aplican, por ejemplo,
en las tuberias de gas, en las turbinas hidriulicas y en las bombas
centrifugas, Si en vez de una directriz curva tomamos una recla, la
superficie estriada se transforma en una superficie de revolucidn
(véase el §51), en particular, en coémica, y la superficie tubular,
siendo la directriz recta, se transforma en una superficie del cilindro
de revolucién.

D. Superficies dadas por su estructurae

Se llama superficie dada por su estructura a la superficie dada por
cierta cantidad de lineas pertenecientes a esta superficie. En particu-
lar, podemos imaginarnos un grupo de ciertas curvas planas, cada
una de las cuales esta dispuesta en planos paralelos entre si,
'y otro grupo de lineas que cortan a las del primer grupo; en la inter-
seccién se genera la estructura de la superficie.

La superficie dada por su estructura no se puede considerar como
completamente determinada: pueden haber superficies con una misma
estructura, pero que se distinguen algo una de la otra.

b Dispositivos para ahsorber las variaciones de longitud de la tuberia en
el caso de oscilacién considerable de la temperatura.
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Como ejemplo de superficies estruclurales pueden servir las su-
perficies de los cascos de los barcos, de los aviones y de los auto-
moviles.

E. Superficies grdficas

Toda superficie puede ser dada graficamente!’. Pero, para unas
superficies las generatrices y las directrices estdn geométricamente
determinadas y la generacion de la superficie estd somelida a cierta
ley, para otras estas condiciones no existen. En el Gltimo caso las
superficies se dan solamente con ayuda del dibujo lineal valiéndose
de cierta cantidad de lineas que deberan pertenecer (segin la idea
durante el disefio) a tal superficie o que se revelan en la superficie
existente.

A tales superficies se les suele llamar superficies grificas.

A esta clase de superlicies pertenece también la superficie llamada
topogrdfica, es decir, la superficie terrestre desdo el punto de vista
de su representacién. El relieve de la superflicie terrestre se reprodu-
ce con lineas (horizontales) obtenidas al intersecar a esta superficie
con planos horizontales.

PREGUNTAS A LOS § 49 Y &0

5 agué. significa superlicie?
iCémo se genora la superficie llamada cinemética?
3. iQué significa linea generatriz de una suporficie?
4. (En qué consisto la diforencia entre las superficies reglada y no reglada?
5, ¢Puade tener la superficie engendrada en calidad de generatriz no una
linea, sino una superficie?
6. A gué se le llama linea directriz?
7. (Cudles superlicies se refieren a las alabheadas (no desarrollables)?
8. (Qué signilica arei)resenr.ar upa superficie en el dibujos?
9, (Cémo se goneran has superficies cilindriea, cénica, con arista do relro-
ceso y como se representan en ol dibujo?

{0. :Qué significa superficie de segundo orden y qué lineas se producen en

la interseccién de esta superficie con planos?
. ¢Cémo se distinguen las superficies cilindricas?

12, 4A cuél cono se le llama oliptico y a cuil, oblicuo circular?

13. ¢Por qu{ se expresa la superficie con arista de retroceso en el dibujo?
{Cémo, ademas de ssuperficie con arista de retrocesos se le suele llamar a esta
superficie?

14. 3Cémo se gencran las superficies con plano de paralelismo?

15. (Cudles lineas son las directrices en el cilindroide y en el conoide?

16. ¢Coémo se ﬁencra la superficie oblicua (el paraboloide hiperbdlico)?

17, (Segin cuales lineas se corta el paraboloide hiperbélico por planos pa-
ralelos a los planos de coordenpdas?

18. iCuéantas rectas pertenecientes al paraboloide hiperbdlico se pueden tra-
zar por cada uno de sus puntos?

19. C6émo se genera ol hiperboloide de una hoja?

20. ;Cudntas rectas pertenecientes al hiperboloide de una hoja so pueden
trazar por cada uno de sus puntos?

(S

-
-

I Es decir, con auxilio del dibujo lineal,
14#
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et

21, (Cémo se genera la superficie llamada cilindro oblicuo con tres direc-

2. !En cuil caso el cilindro oblicuo con tres directrices se llama conosoide?
23. Enumeren las superficies rggladas y curvas de segundo orden,
24, jPuede ser examinada la estera como un olipseide ({ en cual caso?
25, iCuéles curvas so obtienen al intersecar un olipsoide con planos?
26, tA qué se le llama paraboloide eliptico?
27, iCusles curvas se obtienen al intersecar un parvaboloide eliptico con

. {Cuéles curvas se obtiencen en la interseccién de un hiperboloide de dos
hojas con planos?
29, ;Cuiles superficies se llaman ¢iclicas?

§ 51. SUPERFICIES DE REVOLUCION

En el grupo de superficies curvas (regladas y no regladas) se

incluyen las superficies, ampliamente difundidas en la prictica, la-
madas do revolucién. Se llama superficie de revolucién a la superficie
engendrada por el movimiento de cualguier linea generatriz que
gira alrededor de una recta fija lla-
g lo mada eje de la superficie?.
b La superficie de revolucién pue-
de ser dada por la generatriz y
la posicién del eje. En la fig. 330
se muestra dicha superficie. Aqui
como generatriz sirve la curva ABC
y como eje la recta GO, dispuesla
en un mismo plano con la curva
ABC. Cada punte de la generalriz
describe una circunferencia. De este
modo, el plano perpendicular al cje
de la superficie de revolucion corta
a esta superficie segiin una circun-
ferencia. Istas circunferencias se
llaman paralelos. El mayor de los
paralelos se llama ecuador, y el
menor, cuello de la superficie®.

Al plano que pasa por el eje
de la superlicie de revoluciéon se
le lama plano meridional. La linea de interseccion de una superficie
de revolucién con el plano meridional se llama meridiaro de la super-
ficie.

) Durante la generacién de la superficie de revolucién el eje permancce

Fig. 330

fijo.

% Mds exactamente, so llama ccuador a aquel de los paralelos que es mayor
quo los paralelos vecinos a éste a ambos lados.del mismo, considerados hasta el
Brlmer cuello; cuello es ¢l menor de los paralelos vecinos hasta el primer ccnador.

e aquf se desprende que la superficic de revolucién puede tener unos cuantos
ocuadores y cuellos. - .
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Se puede Mamar vértice de la superficie de revolucidn al punto
de interseccion del meridiano de esta superficie con su oje, si en la
interseccién no se forma un dngulo recto.

Si el eje de la superficie de revolucién es paralelo al plano V,
el meridiano situado en el plano paralelo al V se llama meridiano
principal. En tal posicion, el meridiano principal se proyecta sobre
el ];Jlano V¥ en verdadera magnitud. Si el eje de la superficie de revo-
lucién es perpendicular al plano H, el contorno de la proyeceién hori-
zontal de la superficie es una circunferencia.

Lo més conveniente desde el punto de vista de la representacion
es que el ejo de la superficie de revolucién sea perpendicular al
plano H, al V o al W.

Algunas superiicies de revolucién representan casos particula-
res de las superlicies examinadas en el § 50. Tales son: 1) el cilin-
dro de revolucién, 2) el cono de revolucién, 3) el hiperboloi-
de de revolucién de una hoja, 4) el elipsoide de revolucién, 5)el
paraboloide de revolucion, 6) el hiperboloide de revolucién de dos
hojas.

Para el cilindre y el cone de revolucién los meridianos son reclas;
en el primer caso, paralelas al eje y equidistantes de éste, en el se-
gundo caso son rectas que cortan al eje en un mismo punto y bajo
un mismo dngulo al mismo. Pueslio que el cilindro y el cono de re-
volucidn son superficiez que se exiienden infinitamente en direccibn
de sus generatrices, en las representaciones éstos se delimilan gene-
ralmente por algunas lineas, por ejemplo, por las trazas de estas
superficies en los planos de proyeccién o por uno de sus paralelos.
El cilindro circular recto y el cono circular recto, conocidos de la
Estereometria, estdn limitados por nna superficie de reveluciéon y
planos perpendiculares a sus ejes. Los meridianos de tal cilindro
son rectangulos, y los de dicho cono son tridngulos.

Para el hiperboloide de revolucién el meridiono es una hipérbola,
con la particularidad de que si el eje de giro es el eje real de la hipér-
bola, entonces se engendra un hiperboloide de revolucidn de dos
hojas, y si se hace girar la hipérbola alrededor de su eje imaginario,
se engendra un hiperboloide de revolucién de ura hoja.

El hiperboloide de revelucidn de una hoja puede ser también en-
gendrado por el giro de una recta cuando la generatriz y el eje de
giro son rectas gue se cruzan. En la fig. 331 se muestra un hiperbo-
loide de revoluciéon de una hoja engendrado por el movimiento de la
recta AB que gira alrededor del eje indicado y limitado por dos para-
lelos; la circunferencia deserita desde el centro O, es el cuello de la
superficie.

En el hiperboloide de revolucién de una hoja se pueden trazar
generatrices rectilineas en dos direcciones, por ejemplo, asi como
se muestra en la fig. 331, y con inclinacién hacia el lado contra-
rio bajo el mismo dngulo al eje.
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Ademds de las rectas en esta superficie pueden haber hipérbolas
¥ circunferencias: las hipérbolas como consecuencia de la intersec-
cién con planos que pasan por el eje del hiperboloide, y las circun-
ferencias como resultado de la interseccién con planos perpendicula-
res al eje.

En la fig. 331, a la derecha, se muestra la construccién de la
proyeccién frontal del hiperboloide de revolucién de una hoja con
ayuda de su eje y su generatriz. Primeramente se ha hallado el radio

|ol b

Fig. 331

del cuello de la superficie. Para ello se ha trazado la pérpendicular
01 I a la proyeccién horizontal de la generatriz. Con esto queda de-
terminada la proyeceién horizontal de la perpendicular comiin a la
generatriz y al eje. La magnitud verdadera del segmento expresado
por las proyecciones oI’ y o, I es igual al radio del cuello de la
superficie. A continvacién al girar los puntos con las proyecciones
2, 2, &, 3; a’ y a se han llevado al plano P paralelo al ¥, lo que
da la posibilidad de trazar la linea de contorno de la proyeccién
frontal del hiperboloide. Su proyeccién horizental representars tres
circnnferencias concéniricas.

Para el paraboloide de revolucién el meridiano es una pardbola,
cuyo eje es el eje de la superficie.

Para el elipsoide de revolucién el meridiano es una elipse. La su-
perficie puede ser engendrada girando la elipse alrededor de su
eje mayor (elipsoide de revolucion estiradow; fig. 332, a la izquierda)
o alrededor de su eje menor (elipsoide de revelucion wcomprimidon;
fig. 332, a la derecha). E] elipsoide de revolucién es una siperficie
delimitada; se puede representar tolalmente. También se puede re-
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presentar totalmente la esfera. Para la esfera, el ecuador y los meri-
dianos son circunferencias iguales entre si.

Prestemos atencién una vez més a que las superficies de revolu-
¢ién como el cilindro, el cono y el hiperboloide de una hoja son re-
gladas, es decir, pueden ser engendradas por el giro de una recta 1,
Pero el elipsoide, el hiperboloide de dos hojas y el paraboloide se
generan por el giro no de una recta, sino de una elipse, una hipérbola
y una paribola, eligiendo el eje de giro de tal modo que la curva ge-
neratriz se disponga simétricamente respecto de este eje. Lo mismo

e

Fig. 332

se puede decir respecto al hiperboloide de revolucién de una hoja si
se genera como resultado del giro de una hipérbola alrededor de su
eje imaginario.

Dado que el eje de giro se clige coincidente con el vje de simetria
de la elipse, pardbola e hipérbola, la elipse y la hipérbola engendran
dos superficies cada una, por el hecho de que ambas curvas tienen
dos ejes de simetria, mientras que la pardbola genera una sola su-
perficie, por tener un solo eje de simetria. Por consiguiente, cada
superficie engendrada se obtiene solamente mediante el giro por un
solo procedimiento, mientras que la esfera, que se puede considerar
como un elipsoide cuando los ejes mayor y menor de la elipse genera-
triz son iguales, que se transforma en este caso en una circunferen-
cia, puede ser engendrada por el giro por mas de un procedimiento:
la circunferencia generatriz es simétrica respeclo de cada uno de sus
didmetros.

M La ley de disposicién do las generatrices rectilineas del hiperboloide de
revolucién de una hoja se emplea en la construecion conocida hajo el nombre de
«Torre de Shiijovs. Shijov (1853—~1939) es uno de los eminentes ingenieros rusos.
La ¢Torre de Shajovs se emplea ¢n los méstiles de transmisién, en las lorres con
tanque de agua, ete,
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Al girar la circunferencia (o su arco) alrededor del ejo situado
en el plano de esta circunferencia, pero que no pasa por su centro,
se obtione una superficie llamada fore. Se llama también toro al
cuerpo delimitado por la superficie térica.

Se distinguen (fig, 333): 1% el toro abierto, de otra manera corona
circular, 2) el toro cerrado, 3) el toro que corta a st mismo. En la fig, 333
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Fig. 333

todos ellos se representan en la posicion mas simple: el eje del toro
es perpendicular al plano de proyeccién, en el caso dado al plano H.

Como generatriz para el toro abierto y el toro cerrado sirve la
circunferencia; para el toro que corta a si mismo, el arco de circun-
ferencia. En los toros abierto y cerrado se pueden inscribir esferas,

Fig. 334

El toro puede ser considerado como una superficie que envuelve esfo-
ras iguales, cuyos centros se encuentran en la circunferencia.

El toro tiene dos sistemas de secciones circulares: en los planos
perpendiculares a su eje y en los planos que pasan por el eje del toro,

La superficie llamada toro se encuentira mufv Irecuentemente en la construc-
i

cién de maquinaria y en la arquitectura, En la lig. 334, a la izquierda, se repre-
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senta una pieza cuya superficie de revolugién contiene un toro que corta a si
mismo y un toro abierto y, a la derecha, se muestra esquemdticamente la super-
ficie de paso de una béveda cilindrica a otra que tiene la forma de toro cerrado
con el eje 00,.

Entre las superficies de revolucion sefialemos ademas el catenoide.
Esta superficie se genera por una vuelta completa de la lineg de ca-
dena alrededor del eje horizontal que se encuentra en un mismo
plano con dicha linea.

La posicién de un punte en la superficie de revolucién queda de-
terminada con ayuda de una circunferencia que pasa por este punto
sobre la superficie de revolucién.

Pero esto no excluye la posibilidad de emplear generatrices ree-
tilineas cn el caso de superficies de reveolucién regladas, semejan-
temente a como so muestra en la fig, 314 para los cilindros y conos
do forma general.

En la fig. 330 se muestra el empleo de los paralelos para la cons-
truccién de las proyecciones de un punto perteneciente a la super-
ficie de revolucidon dada. Si se conoce la proyeccion m’, entonces
trazamos la proyeccién frontal f'f, del paralelo y luego con el radio
R=o,f' describimos una circunferencia {la proyeccién horizontal
del paralelo) y sobre ésta hallamos la proyeccién m. Si se conociera
la proyeceidon m, seria necesario trazar con el radio R=om una cir-
cunferencia y con ayuda del punto f hallar f" y trazar {'/; que es la
proyeccion frontal del paralelo, sobre la cual deberd encontrarse ia
proyeccién m’. En la fig. 332 se muestra la construccién de las pro-
yecciones del punto A perteneciente a un elipsoide de revolucion,
y en la fig. 335, las del punto M pertencciente a la superficie de una
corona circular.

En la fig. 335, a la derecha, se muestra la delerminacién de
las proyceciones de los puntos de una esfera. Con auxilio de la pro-
veceion dada a del punto 4 se ha construido la proyeccidn frontal a';
con ayuda de la proyeccion dada & se ha hallado la proyeccién hori-
zontal b del punto B, que satisface a la condicion complementaria de
que el punto B estd oculto si se mira hacia el plano V.

El punto € viene dado en el ecuador: su proyeccion ¢ se encuen-
tra en el contorno de la proyeccién horizontal do la esfera, es decir,
en la proyeceidn horizontal del ecuador. Los puntos K y M se encuen-
tran en el meridiano principal ; estos puntos pertenecen a los parale-
los sobre los cuales se encuentran los puntos A y 5. El punto D tam-
bién se encuentra en el meridiano principal y estd oculto si se mira
hacia el plano H.

Y La linea do cadena es la curva cuya forma toma una cadenn suspendida
en dos de sus puntos, ¢ en geacral un hilo pesado ineldstico suspendido do sns
extremos,
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Fig. 336

Examinemos un ejemplo de la construccién de las proyecciones
de los puntos pertenecientes a una superficie de revolucién. Supon-
gamos que se exige llevar el punto 4, haciéndole girar alrededor del
eje dado MN, a la superficie de revolucién dada (fig. 336, a). Dado
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que en este caso el ejo de la superficie de revolucion y el ejo de giro
del punto A son perpendiculares al plano de proyeccién H, la cir-
cunferencia de giro del punto A se proyecia sobre el plano H en
verdadera magnitud, asi como el paralelo de la superficie de revolu-
cién obtenido al intersecarse esla superficie con el plano de giro
del punto 4. En este plano estd situado también el cenlro de giro
del punto 4, el punto O (el punto de interseceién del eje de giro
MN con el plano de giro ). Lo demés estd claro del dibujo. En la
posicion A, en la superficie, el punto resulta oculto en el plano V.

Supongamos que se exija elegir ¢l ejo de giro do tal modo que el punto dado

A pueda ser llovado a la superficie de rovolucidn dada. En la pfg. 140 fuo exa-
minade en Erohlema semejante, con la diferencia de quo alli se exigia elogir ¢l
ejo do giro de tal manera que se pudiera llovar el punto al plano, haciéndolo
girar alrededor do este eje. Entonces fue establecido gue existe una zona en la
3119 no se puede elegir el ¢je, puesto que al girar ¢l punto alrededor de tales ejes
icho punte no puede hacer contacto con el plano, Esta zona quedaba dotermina-

da
reciproca del punto que gllraba y la recta en la que deberia encontrarse este punto
al hacer contacto con ol plano.

Ahora, cvidentemente, la cucstién se resolvera al examinar la posicion
reciproca del punto 4 y la circunferencia (el paralelo) en la superficie de cuerpo
de revolucidn,

De la fig. 336, a so deriva que la proyeccidn o del centro de giro debers estar
situada de tal manera que R, no sea menor quo la distancia desde ol punto o
hasta ol punto mas cercano en la proycecion de la circunferencia de radio r. Si
se toma ¢l punto e a iguales distancias do a y do la proyeccién do esta circunfe-
rencia (por ejemplo, en o; u o,, véase la fig. 336, b), entonces ¢n este punto se
puede colocar el eje de giro: la circunferencia de giro del punto A haré contacto

on la circunferencia de radio r, o sea, el punte A hard contacto con la superfi-
o de revolueidn,

tDénde se encuentran en ¢l dibujo todos los puntos alejados a la misma dis-
tancia del punto a y de la circunfer¢ncia de radio »? Estos se encuentran en la
hipérbola {fig, 336, b) para Ja cual el punto a es uno de sus focos, ol punto o,
en el que el segmento al se divido por la mitad, y quo es uno de los vértices, 5i so
divide el scgmento a? por Ia mitad, obtendremas ¢l aejfundo vértice de la hipir-
bola (el punto o4); el segundo foco se encontrars en el punto e, es decir, en el
centro de la circunferencia obtenida en la interseccién de la superficie del cuerpo
do revolucién por el plano § (fig. 336, a),

De lo examinado se desprende que los puntos situados en ambas ramas de la
hipérbola o entre éstas pueSell ser, cada uno do ellos, clegidos en calidad de
proyeceién horizontal del eje de giro,

Puede darse el caso cuando el punto se encuentra dentro de la superficic de
revolucién. Por consiguiente, trazando por este punto el plano do giro obtendre-
mos la proyeccién a dentro de la proyeccién de la circunferencia de radio r se-
gl‘m la cual el plane de giro del punto A corta a la superficie de revolucién (fig.

36, ¢}. También en este caso cs evidente que A 4 no debe ser menor (fuo la distan-
cia del punto o (o sea, la proyeccién del ojo) al punto més cercano de ka proyeccian
de la circunferencia de radio r. Las posicioncs extremas de las proyecciones de
los ejes so dispondran ahora como los puntos de una elipse con los foces en los
puntos a ¥ ¢, con el ojo mayor en la recta 7—3, con los vértices en los puntos o,
¥ 03. Dentro de esta elipse no deben tomarse las ]proyecciones de los ejes: tales
ejes no dan la posibilidad de llevar el punte 4 a la superficie de revolucion.

Asi pues, la cuestién de cémo elegir el ef'o de giro para, haciendo girar el
punto alrededor de éste, llevar este punto al plano o a la superficie de revolucién

1;um' un _cilindro parabélico y la pardibola aparecia al examinar la posicién
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cuyo eje es paralelo al eje do giro, nos ha conducido a una elipse {fig. 336, ¢,
una pariabola (fig. 244) y 8 una hipérbola (fig. 336, &) como lugares geométricos
de log centros de giro.

Durante la resolucién de distintos problemas, como lugares geo-
méiricos de log puntos o lineas, que responden a determinadas condi-
ciones, se emplean unas u otras superficies. Por ejemplo, vienen dados
el plano P y el punto K exterior a este plano; es necesario determi-
nar codmo se dispondrdn en el plano P los puntos que se encuentran a
Ia distancia dada r del punto K (la distancia r es mayor que la dis-
tancia del punto K al plano P). En este caso la resolucidn esta liga-
da con el empleo de la esfera como lugar geométrico de los puntos
que se encuentran a la distancia r del punto K. El plano P cortard
a esta esfera segiin una circunferencia que serd precisamente la que
dard la solucién del problema ™.

Si se exigiera construir en el plano P los puntos que se encuen-
tran a la distancia r, no del punto, sino de cierta recta AB no per-
teneciente al plano P, el lugar geométrico de tales puntos en el es-
pacio seria la superficie del cilindro de revolucién con el eje AB
y radio r, vy los puntos buscados en ¢l plano P se obtendrian en la
linea de interseccién de este cilindro con el plano P.

En adelante, en la fig. 368, a la derecha, y en la 401 se pueden
ver ejemplos del empleo de superficies de revolucién cénicas como
lugares geométricos de rectas que pasan por un punto dado.

Si en el problema se plantea la cuestién de puntos equidistantes
del plano @ y del punto M dados, entonces como lugar geométrico
de tales puntos en el espacio es conveniente emplear el paraboloid
de ravolucion con el foco de la paribola en el punto M.

El empleo de unas u otras superficies en calidad de lugares geo-
métricos, claro estd, no se agota con los ejemplos examinados.

PREGUNTAS AL § 51

1. ¢A qué se le llama superficie de revolucién?
2. yCon qué se ];ueda expresar la superficie de revolucién?
3. ;A qué soles llama paralelos, meridianos, cuello, ecuador y meridiano
prinelgal en una superficie de revelucifén?
. {Cuél de los sjes de la hipérbola sirve como eje de giro para la genera-
cidon do: a) un hi ﬁerbo]oido de revolucién de una hoja, b) un hiperboloide de re-
volucién de dos hojas?

5. d8e ;?mede generar un hiperboloide de revolucién do una hoja con ayuda
de una recta :

6. iCuéles superficies de revolucién (excepto el hiperboloide de una hoja)
son regladas?
. ¢Como se genera la superficie llamada toro?
8. (En cudl caso al toro se le llama scorona circulars?
4. JCuéntos sistemas de secciones circulares tiene el toro?
» ;U {Cémn se determina la posicién de un punto en la superficie de revolu-
cion
Y Proponemos al lector cumplir el dibujo y resolver este problema y los
que siguen a continuadién.
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§ 52. SUPERFICIES HELICOIDALES
Y TORNILLOS

En la fig. 337 se represenia una espira de una superficie helicoidal
generada por el movimiento del segmento AB. La recta determi-
nada por este segmento corta en todas las posiciones al eje bajo un
mismo angulo (en la fig. 337, un dngulo de 60°). El desplazamiento
de los extremos del sepmento a lo largo del eje es proporcional al
desplazamiento angular del segmento.

Los puntos A y B generan lineas
helicoidales cilindricas, asi como to-
dos los puntos del segmento AB y, por
consigulente, para una representacifén
mis exacta del contorno de la super-

3
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Fig. 387 Fig. 338

ficie helicoidal sobre el plano V se deberia haber trazado la mayor
cantidad posible de proyecciones de las lineas helicoidales descritas
por distintos puntos del segmento AP y luego trazar las curvas
que envuelven a estas proyecciones. En la prdctica, en vez de esta
construccién voluminosa se trazan rectas que hacen contacto simulta-
neamente con las proyecciones de las lineas helicoidales (fig. 345).

Si la inelinacién de la geperatriz respecto al eje del cilindro no
es igual a 90° (por ejemplo, 60° en la fig. 337), la superficie helicoidal
se llama oblicua. Si dicho angulo es igual a 90°, se engendra una
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superficie helicoidal recta. Esta Gltima superficie so muestra en la
fig. 338.

Por su generacién, la superficie representada en la fig. 338 es
un conoide. En efecto, la generatriz es una recta paralela en todas
sus posiciones a cierto plano {en el caso dado es perpendicular al
eje del cilindro); la generatriz corta a dos lineas direetrices, una
curva y otra recta (el eje del cilindro). Puesto que la curva directriz
representa una linea helicoidal, este conoide se llama helicoidal.
A este conoide se le llama también helicoide recioV. .

En la fig. 338 el conoide helicoidal se muestra junto con un cilin-
dro circular que tiene el eje comin ¢on el primero; eomo resultado,
en la superficie del cilindro se genera una linea helicoidal cilindrica
cuyo paso cs igual al paso de la linea helicoidal directriz. La super-
ficie comprendida entre ambas lineas helicoidales se llama conoide
helicoidal circular.

La superficie representada en la fig. 337, llamada superficie
helicoidal oblicua, se llama también helicoide oblicuo. Un rasgo ca-
racteristico de tal superficie es que la generatriz rectilinea corta
en todas sus posiciones a las directrices, una linea helicoidal cilin-
drica y una recta {el eje de la superficie}) y, ademéas, la generatriz
corta al eje bajo un dngulo constante diferente de 90°. En todas sus
posiciones, la generatriz es paralela a las generatrices de cierto
cono de revolucidn cuyo eje coincide con el eje de la linea helicoi-
dal (fig. 339, a la izquierda). Si, por ejemplo, es nccesario obtener
la proyeccion frontal de la generatriz del helicoide oblicuo que pa-
sa por el punto C, se debe trazar primeramente la proyeccién horizon-
tal de esta generatriz, es decir, trazar el radio sc, con ayuda del
punto ¢, hallar el punto ¢; y la proyeccién frontal de la generatriz
SC, del cono, y a continuacidén trazar ¢’d’ paralelamente a s'c;.

En la fig. 339, a la derecha, se muestra una superficie holicoidal generada
por el movimiento del segmento tangonte a la superficio del cilindro. La cons-
truccién so reduce de nuevo a la determinacién de las proyecciones de las lincas
helicoidales engendradas por dos puntos: por el oxtremo A del mento y por
el punto de contacto B, El segmento puede ser dirigido respecto al eje o bien bajo
un dngulo recto (como se ha tomado en la fig. 339), o bien bajo un dngulo agudo.

Lassuperficio representada on la fig. 839, a la derecha, es un cilindroide
(véase la pag. 201). Efectivamente, la generatriz permanece en todas sus posicio-
nes paralela a cierto plano y se desliza lpor dos directrices, dos curvas espaciales;
el plano do paralelismo es perpendicular al sje del cilindro; 1a generatriz hace
contacto con la superficie del cilindro (los puntos de contacto generan una linca
helicoidal cilindrica) Y al mismo tiempo corta a la linea helicoidal directriz
cuyo eje coincide con el eje del cilindro. La superficie representada en la fig. 339,
a la derecha, so llama cilindroide helicoidal. Si la generatriz de tal superficie, que
se cruza con el eje del cilindro, forma con este eje un angulo diferento de 90°,
la superficie no so refiere a la serie do cilindroides; esta superficie lleva el nombre
de helicoide circular oblicuo,

Y Se le suele llamar también helicoide. Bajo el nombre de helicoide se com-
prende una superficie helicoidal reglada,
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Las superficies helicoidales examinadas pertenecen a las super-
ficies no desarrollables. Pero existe una superficie que se considera
como desarrollable. Esta es la superficie con arista de retorno que
es la linea helicoidal cilindrica (véase la fig. 317). Esta superficie
helicoidal se llama helicoide desarrollable.

>
TN
/V

Fig. 339

En la fig. 340 la superficie del helicoide oblicuo se muestra en
su interseccion con el plano T' perpendicular al eje de esta super-
ficie; la curva de intersecci6n se representa en el plano H en tamaiio
natural, puesto que T||H. Esta curva es una espiral de Arquimedes.

La construccién de esta curva se reduce a lo siguiente. Dividien-
do ¢l angulo a.cqe, (180°) en varias (en ol caso dado en seis) partes
iguales, dividimos en la misma cantidad de partes iguales entre si
el segmento ¢, ¢,. Tomando como radio eeay, a partir del punto ¢,

£ .
marcamaos c..c|=~%;—°, tomando como radio cez, marcamos cgc.=

=2¢q¢1, ete. !

Ahora, prestemos atencién en c¢dmo se construyen las proyecciones
de los puntos pertenecientes a las superficies helicoidales recta y
oblicua. Para la superficie helicoidal recta esto se muestra en la
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fig, 338. Supongamos gue el punto A, pertencciente a la superlicie,
viene dado por su proyeccidn horizontal a, Para hallar la proyeccion
a' es necesario trazar la proyeccién horizontal de la generatriz en la
que debe encontrarse el punto A, es decir, trazar el radio ¢b por

la proyeecién a. Con ayuda del

[b'e punto b hallamos ¢l punto &' v
;]b': trazamos la proyeccion frontal
by de esta generatriz, que coincide
) con la recta ¢’b’. Sobre esta recta
- b hallamos la proyeccién a’ .
/// /g.’ Si viene dada la proyeccidn
12 Vi o - «' y hace falta hallar @, enton-
1 bfl\\\\ ces, al principio trazamos por &'
10 7 N una recta perpendicular al eje de
9 AN la linea helicoidal hasta su inter-
‘; RN seccidn con la proyeccién de la
T8 5 Bl o5 linea heli¢oidal en el punto &',
5 540, § con auxilio de este punto halla-
4 prd 5 mos el punto b y sobre el radio
3 P A PN ANN ¢b, el punto a.
2 /’ = 10y Y
1 a az M
ap
™~
T
§a<
a

Fig. 340 Fig. 341

La precision de la construccién aqui estd relacionada con la pre-
cision del trazado de la sinusoide (la proycccion frontal de la linea
helicoidal), puesto que ¢l punto b’ se encuentra sobre ella.

En el caso de una superflicie helicoidal oblicua (fig. 339, a la iz-
guierda), si viene dada la proyeccién m y es necesario hallar m',
trazamos por el punto m el radio se, con ayuda de los puntos e y ¢,

L Presten atencién en la visibilidad del punto 4 respecto del plano ¥; ¢n
cl caso dv eopacidade do la superficio helicoidal el punto 4 estd oculto.
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hallamos los puntos e’ y e}, trazamos la proyeccion s'e; de la genera-
triz del cono y paralelamente a ésta trazamos a través del punto e”
la proyeccién de la generatriz de la superficie helicoidal. Sobre esta
proyeccién obtenemos la proyeccion m'.

Si viene dada la proyeccién m’ y hay que hallar m, entonces
es necesario construir la curva (la espiral de Arquimedes) de in-
terseccion de la superficie helicoidal oblicua con un plano trazado
al nivel del punto m’ perpendicularmente al eje de la superlicie,
v sobre la espiral hallar el punto m.

Las superficies helicoidales sefialadas en las figs. 337—340 no
pueden ser desarrolladas con exactitud sobre un plano. Para la
superficie helicoidal recta representada en la fig. 338, se puede
aproximadamente desarrollar cada vuelta por separado asi como se
muestra en la fig. 341. El desarrollo de una vuelta se puede repre-
sentar (aproximadamente} como parte de un anillo plano.

Para construir esta parte de anillo es necesario hallar la magnitud de los
radios R, y ry y del dngulo c. Si se designa el paso de la superficie helicoidal
gig. 338) por & y los diametros oxterior e interior (diimetro del cilindro) por

y d, entonces, por la férmula dada en la pag. 188, las longitudes de las seccio-
pes de las lincas helicoidales se expresarén asi:

C= VDI LTh? y e= V n2dE - he.

Puesto que las lineas helicoidales se desarrollan en el caso dado en arcos coa-
céntricos con wn mismo &ngulo central, ¢ : C=r, : R; y, por consiguiente,

&
[
Designando la anchura de la superficie helicoidal, o ses, la diferencia

Ry.

r=

= , por a, obtenemos H,;=r,-a, de donde r,= % i+ %. o bien

2
2 - .De aqui se desprende que el ingulo @ puede ser determinado con ayuda

de' la fzrmula

Ry—ry=

ry=

__ 2aR,—C
T 2nE,

Hagamos D=100 mm, d=60 mm, k=50 mm. Hallamos: a=20 mm,
Cru318 mm, cay195 mm, r,=v32 mm, R,;~52 mm, ams10°

Describimos con los radios 8,=52 mm y ry==32 mm dos circanferencias
concéntricas, constreimos el angulo central a=10° { de esto modo separamos
parte del anillo gue represcnta {(aproximadamente) e desarrollo de una vuelta
do la superficie helicoidal.

Disponiendo de varias de estas vueltas desarroiladas se puedo unir cada
vuelta con una barra cilindrica do didmetro d (como se muestra en la fig. 343)
y fijar entre si una tras otra las vueltas enrolladas sobre la barra.

-3 360°.

De modo semejanto a como durante el movimiento helicoidal de un punto
se engendra una linea helicoidal y durante el movimiento helicoidal del segmento
de una recta se engendra una superficie helicoidal, se puede obtener un cuerpo
helicoidal si se hace mover a cualquier figura plana (por ejemplo, un cuadrado,

15— 891
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un triangulo, un trapecio} por la superficic de un cilindro de tal modo que los
vértices de esta figura se desplacen por las lineas helicoidales ly el plano de la
Eropia fifura pase constantemente por ¢l eje del cilindro, Se forma un resalte

elicoidal delimitado por superficies helicoidales g cilindricas. La construccién
do Jug proyecciones de este resalte helicoidal se reduce a la construccion de tan-
tas lineas helicoidales cuantos vértices tieno la figura clegida,

En la fig. 342 a )a izquierda se muestra la construccién del resalie helicoidal
generado por el movimiento de un cuadrado. Uno de los lados del cuadrado linde
constantomente con la generatriz del cilindro; los vértices del cuadrado se des-
plazan por las lineas helicoidales,

Durante el fileteado el resalte
helicoidal (espira} se obtiene qui-
tando con ayuda de una herra
mienta cortante parte del material.

El resalte helicoidal obtenido
osté delimitado por dos superficies
helicoidales rectas y dos superficies
cilindricas, exterior e interior, que
hace contacto con la suporficie del
propio cilindro. Al conjunto del
cilindro y el resalte helicoidal en
éste se le llama tornillo, En el caso
representado en la fig. 342, alaiz-
quierda, vieno dado un torrille a
derechas: la pendiente del resalte
helicoidal en la parte delantera

visible) del cilindro va de izquier-
a a derecha, Si la pendiente del
resalte helicoidal en la parte delan-
tera (visible} del cilindro fuera de
derecha a izquierda (fig. 342, a la
- derecha), tendriamos un tornille a
Fig. 342 izquierdas (véase la phg. 187, lineas

helicoidales dextrorsa y sinistrorsa).

En la figura 343 se muestra un resalte helicoidal generado por el movimien-
to de un rectingulo cuyo lado menor linda con la generatriz gel cilindro, Los
tornillos de este tipo se emplean en los transportadores de tornillo?!.

En la misma 1% se muestra la construccién de la proyeccidn a’ del punto 4

ue se encuentra en la superficie helicoidal y que viene da«fo por su proyeccidn a.

a construccién es similar ala mostrada en la fig. 338, pero se muestra como evi-
tar el crror en el trazado de la sinusoide, Para ello se puede hallar ¢l segmento
1 que determina el desplazamiento del punto 7 a lo largo del eje del tornillo al
girar la generatriz de la posici6n inicial a la posicién CI (es decir, el dngulo oc).
Se debe tomar la proporcién z ; h= Zocl ; 360° y de aqui determinar z, lo que
nos dara precisamente la magnitud I Lo sucesivo esté claro del dibujo,

Los tornillos representados en la fig. 342 tiomen rosca cuadrada. Si en vez
de un cuadrado tomamos un tridngulo y le hacemos desplazarse a lo largo del
cilindro asi como se hizo con el cuadrado, obtendremos un fornillo con rosca tri-
angular (fig. 344). El triangulo generador linda con uno de sus lados con el cilin-
dro principal; los vértices del tridngulo generan lineas helicoidales, para la cons-
truceién de las cuales se han tomado dos circunferencias. Estas circunferencias
se han dividido en 12 partes; los puntos de divisién se han proyectado sobre lineas
horizontales trazadas a través de las 12 divisiones del paso del tornillo. La su-

1) El transportador de tornillo (transportador heliceidal), de otra manera,
transportador de tornillo sin fin, se usa para el desplazamiento de cereales, ma-
teriales en pedazos pequeiios, etc.
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Fig. 345

perficie del tornillo con rosca triangular ropresenta una combinacién de dos su-
perficies helicoidales oblicuas. El contorno visible sobre el plano V se ha obtenido
irazando tangentes a las lineas helicoidales mayor y menor (fig, 345), Asi se pro-
cede corrientemente, aunque en realidad el contorno de la qroyecnién de la su-
perficie helicoidal oblicua sobre el plano V representa una linea curva.

En la fig. 846 se muestra la construceién de la seccién transversal de un tor-
nillo con rosca triangular por el plano R. Se ha trazado el plano proyectanto
horizontal auxiliar 2 que pasa por el ejo del tornillo. En la interseccién con el

16*
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resalte helicoidal el plano P produce el trifingulo generador ', cuya proyeccién
horizontal se sitia sobre la traza horizontal gel plgano P; la proyeccién frontal
del lado AB de este triingulo se corta con la traza R, en el punto *' que repre-
senta la proyeccién frontal de uno de los puntos pertenecientes a la linea de in-
terseccién de la superficie helicoidal por el plano R. Sobre el segmento ab se
obtiene la proyeccion horizontal del punto X, pertencciente a la proyeccién hori-
zontal de la linea de interseccién buscada de la superficie helicoidsﬁ por el planoR,

A continuaci6n, se ha construido un punto méas M (m', m) de ecsta seccidn;
eata vez no se ha trazado el plane proyectante horizontal, con el fin de mostrar
que es suficiente marcar solamente la posi-
cion de la proyeccién horizontal del tridn-
gulo generador, trazando uno de los radios.
Asi mismo, en vez de la proyeccion frontal
completa del tridngulo %anerad.or basta limi-
tarse a la proyeccién de uno de sus lados,
como se muestra cn la fig. 346,

20, 2h

Fig. 346 Fig. 847

Trazando una serie de radios y construyendo las posiciones del tridngulo
generador correspondientes a estos radios, obtendremos una serie de puntos para
trazar la proyeccién horizontal del contorno de la seccidn, Como se ve, la figura
de 1a seccidn esta delimitada por una linea curva que tiene eje de simetria; por
consiguiente, durante la construceién basta hallar una de las mitades de la linea
curva, y la otra mitad se puede construir come una rama simétrica. Cada una
de las mitades de esta linea curva representa una cspiral de Argquimedes, sobre
cuya construccién se hablé en la pnig. 223.

En el tornillo representado en la fig. 344, el tridngulo generador, después
de cada vuelta alrededor del eje del cilindro principal, se eleva a la posicién
vecina & la magnitud del paso de la linea helicoidal. Este tornillo se genera por
el movimiento de un perfil, y se llama de rosca simple®,

D El plano P produce el tridngulo generador en dos de sus posiciones: en
log lados delantero {visible) g posterior (oculto) del tornillo, En la fig. 346 se
muestra la construccién para la parte delantera (visible) del tornillo.

21 A los tornillos de rosce simple se les llama a veces de un filete, de filete
sencillo y de rosca de entrade simple,
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Si se toman dos perfiles v, considerdndolos unidos entre si, se les hace mover-
se por las lineas helicoidales de tal manera que cada perfil después de una vueita
so eleve a la altura de 24 (fig. 347),
se obtendra un tornillo de doble
roscal).
En la fig. 348 estin represen-
tados un tornillo de rosca cuadrada
dextrorsa y una tuerca para éste,
En el corte horizontal se ven los
segmentos de rectas que junto con
]as semicircunferencias delimitan la
figura de la seccién, Estos segmen-

Tuerca

Tornillo
¥ .

tos corresponden a que el resalte helicoidal estd delimitado no por una superficie:
helicoidal oblicua, sino por una superficie helicoidal recta,

En la fj% 349 so muestra el tornillo de doble rosca de un transportador de
dos tornillos 2, generado por el enrollado de un cable do acero de seccién cireu-
lar sobre un tubo de acero; corrientemente, el cable se El‘ia al tubo por soldadura,

Representéndose una serie de esferas, el didmetro de las cuales es ignal al
didmotro del alambre y cuyos centros estan situados en la linea helicoidal (en
el cje de la espira), trazamos el contorno de la proyeccién de la espira como uua
linea que envuelve a la circunfersncia (las proyecciones de las esferas).

S 7

Fig. 349

1) Se les suele llamar: de doble ﬂkte}y de rosca de dos entradas.
2) Bl transportador de dos tornillos sirve para el desplazamiento de
cargas por piezas, por ejemplo, sacos, fardos, etc.
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En la proyeccidn horizontal se muestran las secciones de dos espiras (el
contorno de la proyeccién de la seccién se ha construido como una linea que en-

vuelve a las circunferencias, obtenidas al intersecar las esferas indicadas mais
arriba con un plano). ;

PREGUNTAS AL § 52

1. ¢Cémo se gemeran las superficies helicoidales recta y oblicua?
- gn‘:! i‘%’or qué a la superficie helicoidal recta se le llama también conoide
elicowda

3. ¢Qué represenia un conoide helicoidal circular?

4, ¢Coémo so engendra un cilindroide helicoidal?

5. iCuéles Yineas se producen en la seccién de las superficies helicoidales
recta y oblicua por un plano perpendicular al cje de estas superficies?

6. ¢Cémo se puede desarrollar aproximadamente una vuelta de una super-
ficie helicoidal recta?

7. ¢Cudl de las superficies helicoidales se refiere a las superficies desarro-
HNables?

8. ¢A qué se le llama tornillo?

9. ¢Céma distinguir por su aspecto exterior a los tornillos con rosca dextror-
sa y sinistrorsa?

10. ¢A qué se le Hlama tornillo de rosca multiple?

§ 53. TRAZADO DE PLANOS TANGENTES
A LAS SUPERFICIES CURVAS

Al representar las superficies curvas y al ejecutar las construccio-
nes relacionadas con éstas puede surgir la necesidad de trazar un plano
tangente a la superficie. .

Fomemos una pequeiia parte de la superficie y un punto sobre
ésta. Si por este punto trazamos curvas contenidas en esta superficie
¥ reclas langentes a esias curvas, las rectas tangentes seran coplana-
res’. A este plano se le llama tangente a la superficie en el punto
dado.

El punto de la superficie en el que puede haber un plano tangente
(v s6lo uno) se llama ordinarie. A los puntos ordinarios se contrapo-
nen los puntos singulares, por ejemplo: el vértice de una superficie
cénica, el vértice de una superficie de revolucién, un punto en la
arisla de retorno.

El plano queda absolutamente determinado por dos rectas que
se cortan; por esta razén, para la construccién de un plane, tangente
a una superficie curva en cierto punto de ésla, basta trazar por este
punto dos curvas pertenecientes a esta superficie y una tangente a
cada una de estas curvas. que pase por diche punto. Estas dos rectas
(tangenies) determinan al plano tangente.

La perpendicular al plano tangente en un punto ordinario de la
superficie sirve de rormal a la superficie. De aqui la denominacion

! Se examina en la Geometria diferencial. En esta disciplina se estudian

las imégenes geométricas a base del método de coordenadas por los medios del
cflgulo diferencial.
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de seccién normal de la superficie (seccién por un plano que pasa por
la normal). :

En la fig. 350 viene dado un plano tangente a un elipsoide de
revolucién estirado en el punto K de este elipsoide. Por este punto
se ha trazado la paralela a la superficie y a esta paralela, la iangente
KF: la proyeccién k'f* coincide con la proyeccién frontal de la para-
lela, y la proyeccién horizontal kf es la tangente a la circunferencia,
o sea, la proyeccién horizontal de la paralela. En calidad de segunda
curva, que pasa por el punto K, se ha tomado el meridiano, que en

5t

f {1
Fig. 350 Fig. 35t

la fig. 350 no viene representado: se puede hacer uso del meridiano
principal ya trazado, es decir, del contorno de la proyeccion frontal
del elipsoide. Hay que imaginarse que ol elipsoide ha sido girado
alrededor de su eje AR de tal modo que el meridiano, que pasa por
el punto dado K, ha acupado la posicion del meridiano principal AK B,
En este caso, el punto K ocuparé la posicién K ,. Trazando en el punto
k, la tangente a la elipse, obtenemos la proyeccién frontal de la se-
gundd tangente al elipsoide en el punto K. Ahora es necesario hacer
girar a esta tangente de tal manera que el punto &, ocupe la posicién
inicial k. El punto S, situado sobre la tangente y sobre el eje del elip-
soide, permanece fijo, y la tangente al meridiano en el punto K se
expresara por las proyecciones sk y ¢'k’. Las rectas KF y SK deter-
minan al plano huscado.

Evidentemente, tal construccién es aplicable también para la
esfera. Pero, en este caso, se puede proceder con mas sencillez, par-
tiendo de que el plane, tangente a la esfera, es perpendicular al radio
trazado en el punto de tangencia. Por eso, trazando el radio OA (fig.
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351), construimos el plano, dando su horizontal AB y su frontal AC,
perpendicular a OA4. Estas rectas determinan el plano tangente a la
esfera en el punto 4 de ésta.

En los ejemplos examinados (figs, 350 y 351) el plano tangente tiene un
punto comn cen la superficie. Si nos imaginamos curvas pertenecientes u la
superficie ¥ que pasen por este punto, entonces cerca del punto de tangencia,
estns curvas se situarin a un lado del plano tangente. Lo mismo podriamos ob-
servar en el paraboloide de revolucién, en el toro, generado por un arco (menor
que una semicircunferencia} que gira alrededor de sus cuerdas, ete. Tales puntos
en ln superficie se llaman elipticos. Si todes los puntos de una superlicie son
elipticos, esta superficie es convexa, por cjemplo, el elipsoide representade en

In fig. 350
b e \

m

Fig. 352

En la fig. 332 so muestira el trazado de un plano tangenle a un
cilindro. En la fig. 352, a la izquierda, el plano se ha trazado por
el punto dado C de la superficie cilindrica, y, a la derecha, por ¢l
punto K exterior al cilindre.

Aqui el plano hace contacto con la superficie no sélo en un punto, sine en
todos los puntos de la generatriz, Tales puntos de la superficio se llaman parabg-

steos. A las superficies con puntos parabdélicos se refieren las superficies cilindri-
cas y conicas con arista de retorno,

La construccién en la fig. 352, a la izguierda, consiste en lo si-
guiente. La superficie dada es reglada. Por esta razén, por el punto
C se puede trazar la generatriz AB, una de las dos rectas que se
cortan y determinan el plano tangente. En calidad de segunda recta
se puede tomar la tangente BF a la ciréunferencia, o sea, a la
traza horizontal de la superficie cilindrica. Las rectas 4B y BF

determinan el plano tangenie buscado. La recta BF es la traza hori-
zontal de este plano.
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En la fig. 352, a la derecha, ¢l punto K ecstd dado fuera de la
superficie cilindrica. El plano tangente debe contener a la superficie
generatriz; por lo tanto, este plano es paralelo a la direccion de la
generatriz. Por eso la recta KM, paralela a la generatriz, pertenecce
al plano tangente. Como segunda recta que delermina, en la inter-
seccién con KM, el plano tangente a la superficie cilindrica, en la
fig. 352, a la derecha, se muestra la recta M Q, que es la traza horizon-
tal del plano buscado. Este plano
hace contacto con la superficie
segln la generatriz DE.

Segunda solucién: por el punto
M se¢ ha trazado la recta MN, la
traza horizontal del segundo plano
tangente (hace contacto segin la
generatriz 4B).

En la fig. 353 se muestra la cons-
truccién de un plano tangente a
una superficie conica en su punto
A. La superficie estd dada por el
vértice § y la direclriz, por una
elipse situada en el plano H.

La generatriz SM, sobre la cual
estd situado el punto A, es la linea
de contacto del plano con la super-
ficie conica. Ademés de esta gene- Fie. 353
ratriz al plano tangente lo determi- Ee
na lambién la recta MN en el plano H, tangenie a la elipse.

Si el punto, por el cual hay que trazar el plano tangente a la su-
perficie cbnica dada, es exierior a esla superficie, entonees, para la
construcciéon del plano tangente es necesario irazar una recta por el
vértice § y el punto dado, hallar la traza horizontal de esta recla y
trazar por esta fraza tangentes a la elipse (semcjanlemente a cdmo
se mostrd en la fig. 352 a la derccha, donde las tangentes se trazaban
a la circunferencia, a la traza de la superficio cilindrica en el plano H).
Se obtienen dos planos tangentes a la superficie cénica.

s

n

En los cjemplos dados en las figs. 350—3563 los planns tangentes no cortan
a las superficies, Pero si esto es caracteristico para las superficics convexas,
en general el plano, tangente a la su f:er[icio en clerto punte de ésta, puede cor-
tar a esta superficie. Asi, por ejemplo, el plano tangente a la superficie de un
paraboloide hiperbdlico (veéase la fig. 321) en ¢l punto O, contiene las tangentes
Ox y Oy u las pardbolas BOB; y AOA, y corta la superficio en dos partes, tenicn-
do con ella una infinidad de puntos comunes.

Al cortar una superficie con un plano tangente a esta superficie en un punto
cualquicra de ésta, pueden obtenerse dos rectas que se cortan en este punto, una
recta y una curva o dos curvas, Por ejemplo, el hiperboloide de revolucidn de
una hoja, o sea, una superficie reglada con dos rectas generatrices, puede ser
cortado segiin dos lincas reclas que se cortan, Lo mismo observamos en el caso
de un paraboloide hiperbélico (fig, 321).
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Como ejemplo del corte segiin una reeta y una curva pueden servir los casos
de interseccién de una superficie reglada no desarrollable, por ejemplo, la inter-
seccion de superficies por el plano de paralelismo, de superficies helicoidales
con una generatriz rectilinea (excepto el helicoide desarrollable).

Los puntos de la superficie, en los cuales el plano tangente corta la super-
ficie, se llaman hiperbélicos. Tales puntos son propios, enire otros, (véase mas
arriba) de las superficies de revolucién ¢éncavas (véase un ejemplo de tal super-
ficie en la fig. 330).

Si los puntos de una superficie, en una parte cualguiera de ésta, son sola-
mente hiperbdlicos, entonces la superficie en esta parte es en forma de silla (por
ejemglu, en el paraboloide hiperbolico en las figs. 321 y 322{.

i comparamos entre si las superficies re%lar.las' desarrollables y no desa-
rrollables, entonces, para las desarrollables, los planos tangentes en distintos
puntos de la linea generatriz tienen una misma direccién (por ejemplo, en la
superficie de revolucion cdnica), y para las no desarraliables, log planos tangen-
1es en distintos puntos de la generatriz tienen distinta direccién (por ejemplo,
en el hiperboloide de revelucion de una hoja).

§ 54. EJEMPLOS DE CONSTRUCCION DE LOS
CONTORNOS DE LAS PROYECCIONES DE UN CUERPO
DE REVOLUCION CON EJE INCLINADO

En la fig. 354 se representa un cono circular recto cuyo eje es
paralelo al plano V y esté inclinado al plano H. El contorno de su
proyeccion frontal estd dado: es el tridngulo isbsceles s'd’e’. Hace
falta construir ¢l contorno de la proyeccidén
horizontal.

El contorno buscado estd compuesto por
parte de una elipse y dos rectas tangentes
a ésta. Efectivamente, el cono en la posi-
cion dada se proyecta sobre el plano A con
auxilio de la superficie de un cilindro elip-
tico, cuyas generatrices pasan por los puntos
de la circunferencia de la base del cono, y
con ayuda de dos planos tangentes a la su-
perficie del! cono.

La elipse en la proyeccién horizontal se
puede construir por sus dos ejes: el menor
de v el mayor, cuya magnitud es ignal a
d’e’ ‘(al didmetro de la circunferencia de la
base del cono). Las rectas sb y sf se obtie-
nen, si se trazan desde el punto s tangentes

Fig. 354 a la elipse. La construccion de estas rec-

tas consiste en hallar las proyecciones de

aquellas generatrices del cono segiin las cuales tiene lugar el contacto
del cono con los planos mencionados més arriba. Para esto se ha uti-
lizade una esfera inscrita en el cono. Puesto que el plano que se pro-
yecta sobre el plano de proyeccién H hace contlacto simultineamente
con el cono y con la esfera, se puede trazar una tangente desde el
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punto s a la circunferencia, a la proyeccién del ecuador de la esfera,
y lumar esta langente como proyeccion de la generatriz buscada. La
construccién se puede iniciar hallando el punto a’, la proyeccién
frontal de uno de los puntos de la generatriz buscada. El punto &’
se obtiene en la interseccién de las proyecciones frontales 1) de la
circunferencia de contacto del cono con la esfera (la recta m'n') y 2)
del ccuador de la esfera (la recta
k'l'"y. Ahora se puede hallar la
proyeccion a sobre la proyeccién
horizontal del ecuador y por los
puntos s y a trazar una recta, la
proyeccion horizontal de la gene-
ratriz buscada. Sobre esta recta
se delermina también el punto
B, cuya proyeccién horizontal
(el punto b) esel punto de tan-
gencia de la recta con la elipse.

Con la construccién de los contor-
nos de las proyecciones del cone de
revelucién nos encontramos, por ejem-
plo, en el caso siguicente: se conocen las
proyecciones  del  wértice del eono
(s' 5,}, la direccidn de su eje (SK), las
dimensiones de la altura v del dia-
metro de la base; construir las pro-

s

Fig. 355 Fig. 356

yecciones del cono. En la fig. 355 esto se ha realizado con ayuda de planos de
proyeccion auxiliarcs,

Asi, para la construccion de la proyeccién [rontal se ha introducido ol plano
T orpemfii::ulm a ¥V y paralelo a la recta SK que determina la direecidn del eje
del cono. A la proyeccion sk se ha llevado el segmento sie; igual a la altura dada
del cono. En el punto ¢; se ha levantado la perpendicular a syeq y a ésta se ha lle-
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vado el segmento ¢;by, ifunl al radio de la base del cono. Con ayuda de los puntos
€3 ¥ by se han obteni&e o0s puntos ¢ y b’ % con ello se ha obtenido el semieje me-
nor ¢'t’ de la elipse, la proyeceién frontal de la base del cono. El segmento ¢'a’,
igual a ¢/by, representa el semieje mayor de esta elipse, i

Disponiendo de los ejes de la elipse, ésta puede ser construida asi cémo Fue
mostrado en la fig. 147,

Para construir la [pmyecuiﬁn horizontal se ha introducido el plano de pro-
yeccién P, perpendicular a /T y paralelo a SK. La marcha de la construccidn es
andloga a la descrita para la proyeccidn frontal,

1Cémo construir los contorros de las proyecciones? En la fig, 356 se muestra
un procedimiento distinto, al empleado en la fig. 354, do trazado de la tangente

a la elipse (sin la esfera inscrita en
el cono). "

Primeramente, desde el centro
a' de la elipse, con un radio igual al
2 semieje menor de ésta, so ha des-
/ ; crito un arco (en la fig, 356 es una
cuarta parte de circunferencia), Se
determina o! punto 2 de intersec-
! cién de este arco con la cireunferen-
5 i cia de didmetro s'c’. Desde el punto
2 se ha trazado una recta paralcla
KNIk al eje mayor de la elipse; esta recta
0" ! corta a la elipse en los puntos &,
v y ka2 . Ahora queda trazar las rectas
¢ R #'k; ¥ 4'kg; estas rectas son tangentes
a la elipse y pertenecen al contorno

de las proyecciones del cono.

En la fig. 357 esté4 réepresentado
un cuerpo de revolucién con eje in-
clinado, paralelo al plano V. Este
cuerpo estd delimitado por una su-
4 perficie mixta, compuesta de dos

2 cilindros, de la superficie de un

"! anillo circular y de dos planos, El

contorno de la proyeceidn frontal

i} i i ) de este cuerpo essu meridiano prin-

@ ¢ cipal.

| El contorno de la proyeccidn

b horizontal de la parte cilindrica

0 superior de este cuerpo se compone

de una elipse y dosrectas tangentes

a éstn. La recta ab es la proyeccién

horizontal de la generatriz del cilin-

dro, segin la cual el plano que se

proyecta sobre el plano de proyec-

Fig. 357 cién H tiene contacto con la super-

ficio del cilindro. Esto se refiero

también al contorno de la proyeccién del cilindro inferior (en la fig. 357 este
contorno estd relpresentaﬂo parcialmente),

Pasamos a la porte mas complicada del contorno, a la intermedia. Dehemos
construir la proyeccién horizontal de aquella linea curva espacial, en cuyos
puntos pasan las rectas proyectantes, tangentes a la superficie del anillo circular
¥ ierpndiculares al plano H. La progveccion frontal de cada punto de tal curva
8o ha construido de la misma manera c¢omo fue hecho para el punto 2’ en la fig, 354
{con ayuda de esferas inscritas). Las proyecciones horizontales de los puntos se
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determinan sobre Ja proyeccidn del ecuador de la esfora correspondiente. Asf
so ha construide, por ejemplo, el punto D, (d;, dy).
] Los puntos %, y k, se obticnen con auxilio del punto k; (este mismo punto
es el ky) sobre el ecuador do la esfera con centro 0, micutras que el punto
(k) trazando la linea de referencia, tangente a la curva construida 6'd';c",

Asi pues, la curva b'd )¢’ contiene las proyecciones frontales de los puntos
cuyas proyecciones horizont. ?]ea b, d;, k; pertenecen al contorno de la proyeccidn
herizontal del cuerpo examinado, )

PREGUNTAS A LOS § 53 Y 54

1. (A qué se le llama plano tangente a una superficie cerva en un punto
dado de esta superficie?

2. ¢A qué so lo llama punto ordinario de una superficie?

3. ¢Cémo construir el plano tangente a upa superficie curva en cierto punto
de ésta?

4, ¢A qué se le llama normal & una superficie?

5. ¢Cémo construir ¢l plano tangente a una csfera en cualquier punto per-
teneciente a esta osfera?

6. ¢En cusl ¢aso una superficie curva se refiere a las superficies convexas?

7. tPucde un plano tangente a una superficie curva en cualquier punto
de esta superficie, cortar a esta ultima? Sefialen un ejemplo de interseccion se-
gin dos rectas,

8, 4Coémo se usan las esferas, inscritas en la superficie de revolucién, cuyo
eje es paralelo al plano ¥, para la construccién del contorno de la proyeccion do
esta Bugarficie sobre el plano H, respecto del cual el eje do la superficie estd
inclinade bajo un dngulo agudo?

9, J‘l mo trazar la tangente a una elipse desde un punto que se encuentra
en la prolongacién de su eje menor?

10, ¢En cuél caso los contornos de las proyecciones de un cilindro do re-

volucién y de un cono de revolucién serin absolutamente iguales sobre el plano
V y ¢l plano H?



IX
CAPITULO

INTERSECCION DE LAS
SUPERFICIES CURVAS POR
UN PLANO Y UNA RECTA

§ 55. PROCEDIMIENTOS GENERALES
DE CONSTRUCCION DE LA LINEA DE INTERSECCION
DE UNA SUPERFICIE CURVA POR UN PLANO

Para hallar la linea curva, obtenida en la interseccion de una
superficie reglada con un plano, en el caso general, es necesario cons-
truir los puntos de interseccion de las generatrices de la superficie con
el plano secante, es decir, hallar el punto de interseccién de una recta
con un plano. La curva buscada (la linea decorte) pasa por estos pun-

Fig. 358

tos. En la fig. 358 se da un ejemplo: la su-
perficie conica, dada por el punto § y la
curva ACE, se ha cortado con el plano
proyectante frontal 7; la proyecci6n hori-
zontal de la linea de interseceiéon se ha
trazado por las proyecciones horizontales de
los puntos de interseccion de una serie de
generatrices del plano 7.

En este ejemplo, la construccién se sim-
plifica gracias a que el plano secante T es
de posicién particular. Pero el procedimien-
to indicado (obtencién de los puntos de in-
terseccion de una serie de generairices rec-
tilineas de la superficie con el plano secan-
te dado para trazar por estos puntos la
linea de interseccién buscada) es vilido
para cualquier posicién del plano.

81 la superficie curva no es reglada, enton-
ces, pera la construccion de la linea de inter-

seccién de tal superficie con un plano, en el caso general, se deben
emplear planos auxiliares. Los punios de la linea buscada se deter-
minan en lo interseccion de las lineas, segin las cuales los planos
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secanies auxiliares cortan a la superficie y plano dados. Recordemos
la fig. 166, en la que se mostré el caso de empleo de planos auxi-
liares para la construccion de las lineas de inlerseccién de dos
planos.

Al elegir los planos auxiliares, como en todos los casos cuando
estos se emplean (véase, por ejemplo, la pag. 87), se dehe hacer todo
lo posible por simplificar
las construcciones.

En la fig. 359 viene re-
presentado un cuerpo de re-
volucién cortado por un
plano dado por el trapecio
ABCD. Aqui, para la cons-
truccion de los puntos de
las lineas curvas que se ob-
tienen en la superficie del
cuerpo de revolucion, se
han empleado planos secan-
tes auxiliares. Examinemos
como ejemplo uno de ellos,
el plano Q. Al corlar a la
superficie del cuerpo de re-
volucién, este plano produce
una circunferencia (para-
lelo) de radio o;1°, y al
cortar al plano ABCD, la
horizontal 4.D . En la in-
terseccion del paralelo de
la superficie de revoluecién
con la horizontal A,D, se
obtienen los puntos JEG eY,
pertenecientes simulténea-
mente a la superficie de
revolucién yalplano ABCD,
es decir, pertenecientes a la Fig. 359
linea de inferseccién bus-
cada. Repitiendo este procedimiento, obtendremos una serie de pun-
tos que determinan la parte curvilinea de la linea de corte. Las ca-
ras planas del cuerpo de revelucién dado se han cortado por el plano
ABCD segiin rectas expresadas por los segmentos 4D v BC.

En el ejemplo examinado, la construccién se simplifica debido
a que el eje del cuerpo de revolucién es perpendicular al plano #
y los paralelos se proyectan sobre este plano en forma de circunfe-
rencias. El plano de simeiria S permitia controlar la exactitud
de la disposicién mutua de los puntos de las curvas az,b y 2y c,
puesto que, por ejemplo, debe obtenerse Zg2=y 2. !
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Aplicando el método de cambio de los planos de proyeccién o
de giro, se pueden oblener unas posiciones de la figura cdmodas
para la construccidn, si éstos fueran dadoes en las posiciones generales
en ¢l sistema V, H. Pero todo esto no se refiere al procedimiento ex-
puesto, basado en la introduccién de planos auxiliares. Este procedi-
mientio es aplicable independientemente de la posiciéon de la superfi-
cie y del plano que se corlan.

0
Eiiﬂll[ﬁ"‘"-‘

@_b{

Fig. 360

En toda una serie de casos, la curva, que dehe obtenerse en la
intersecciéon de una superficie por un plano, es conocida y sus proyec-
ciones pueden ser construidas sobre la base de sus propiedades geo-
métricas. Recordemos, por ejemplo, la e3piral de Arquimedes (pig.
223, fig. 340) obtenida al cortar un helicoide oblicuo con un plano
perpendicular a su eje. Es obvio que es més conveniente construir
esta espiral asi como se muestra en la fig. 340, y no buscar puntos
para ella mediante su proyeccidn.

§ 56. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE
CILINDRICA POR UN PLANO. CONSTRUCCION
DEL DESARROLLO

Para construir la linea curva obtenida al cortar una superficie
eilindrica con un plano, se debe, en el caso general, hallar los puntos
de interseccion de las generatrices con el plano sccante, como se dijo
en la pdg. 238 con respecto a las superficies regladas en general. Pero
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esto no excluye la posibilidad de emplear planos auxiliares que cor-
tan cada vez a la superficio y al plano. Ante todo sefialemos que
toda superficie cilindrica se corta por un plano, dispuesto parale-
lamente a la generatriz de esia superficie, segiin lineas rectas (gene-
ratrices). En la fig. 360 se muestra la interseccién de una superficie
cilindrica por un plano. En cste caso, esta snperficie es un elemenlo
auxiliar al construir los puntos de interseccién de la linea curva con el
plano: por la curva dada (véase la fig. 360, a la izquierda) DMNE se
ha trazado una superficie cilindrica, que proyecta a la curva sobre
el plano H. A continuacién, el plano (en la fig. 360 es un tridingulo)
corta a la superficie cilindrica segin la curva plana M, ... N,. El
punto buscado de interseccion do Ia curva con el plano (el punto K)
se obtienc en la interseccidén de las curvas dada y construida.

Tal esquema de resolucién del problema de interseccién de una linea
curva por un plano coincide con el esquema de resolucién de los proble-
mas de interseccidn de una linea recta con un plano (véanse los §§ 23
¥ 25); en ambos cases por dicha linea se traza una superficie auziliar,
que para la jinea recla es un plano.

La proyeccién horizontal de la curva M, ... N4, que es la linea de
interseccién de la superficie cilindrica con el plano, se confunde con
la prayeccién horizontal de la curva D...E, puesto que esta curva es
la directriz de la superficie cilindrica, siendo las generatrices de esta
superficie perpendiculares al plano H. Por esta razén, con ayuda del
punio m, sobre la proyeccién ac podemos hallar la proyeccién m]
sobre la linea «’¢” y con auxilio del punto n,, la proyeccién »{. Luego
en la fig. 360, a Ia derecha, se muestra el plano auxiliar § que corta a
ABC segin la recta CF, y a la superficie cilindrica, segiin su generatriz
con la proyeccién horizontal en el punto 7. En la interseccion de esta
generatriz con la recta CF se obtiene el punto con las proyecciones
1 y I, perteneciente a la curva M ,...N,. Evidentements, se puede
no mostrar la traza del plano, sino simplemente trazar una recta
en el tridngulo, como se muesira respecto de la recta C@, sobre la
cual se ha obtenido el punto con las proyecciones 2 y 2’.

En los ejemplos examinados a continuacién se mostrarin los
desarrollos. El desarrollo de una superficie cilindrica, en el caso
general, se puede realizar por el esquema del desarrollo de la supee-
ficie de un prisma. La superficie cilindrica como si se sustituyera
por una superficie prismatica inscrita en ésta o circunscrita a la mis-
ma, cuyas aristas corresponden a las generatrices de la superficie
cilindrica. El desarrollo, como tal, se efectia con ayuda de la seccién
normal, semejantemente al mostrado en la fig. 283. Pero en lugar deo
la linea quebrada se traza una curva suave.

HG-— 891
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En la fig. 361 se muestra la interseccién de un cilindro circular
reclo con un plano proyectante frontal. La figura de la seccién re-
presenta una elipse, cuyo eje menor es igual al didmetro de la base del
cilindro; la magnitud del eje mayor depende del dngulo formado por
el plano secante con el eje del cilindro.

Dado que el ejo del cilindro es perpendicular al plano H, la pro-
yeccion horizontal do la figura de la seccidon se confunde con la proyec-
cién horizontal del cilindro.

Ordinariamente, para la construccién de los puntos del contorno
de la seccién se trazan generatrices dispuestas regularmente, o sea,
tales, cuyas proyecciones sobre el plano H son puntos equidistantes
uno del otro. Es cémodo em-
plear esta «marcacién» no sélo
para coustruir las proyeccio-
nes de la secei6n, sino también
el desarrollo de la superficie
lateral del cilindro, como se
mostrard mas abajo.

La proyeccién de la fipura
de la seccidén sobre el plano W
es una elipse, cuyo eje mayor
es en el caso dado igual al did-
metro del cilindro, y el eje me-
nor representa la proyeccion
del segmento I'7’. En la fig.
361, la representacién sobre el
plano W se ha construido de

Fig. 361 tal manera, como si la parte
superior del cilindro hubiera
sido separada después de cortar a éste con el plano.

Sien la fig. 361 el plano P formara con el efe del cilindro un dngulo
de 45°, entonces la proyeccién de la elipse sobre el plano W seria una
circunferencia. En este caso, los segmentos 7”7 y 4710" serian iguales.

Si cortamos el mismo cilindro con un plano de posicién general
que forma también con el eje del cilindro un angulo de 45°, entonces
la proyeccién de la figura de la seccién (la elipse), en forma de cir-
cunferencia se puede obtener sobre el plano auxiliar de proyeccién,
paralelo al eje del cilindro y a las horizontales del plano secante.

Es evidente, que al aumoentar el angulo de inclinacién del plano
secante al eje del cilindro, disminuye el segmento 1”7"; si este dngulo
es menor de 45°, el segmento I"7” aumenta, haciéndose el eje mayor
de la elipse sobre el plano W, mientras que el eje menor de esta elipse
es el segmento 4"70".

La forma verdadera de la seccién representa, como ya se dijo més
arriba, una elipse. Sus ejes se obtienen en el dibujo: el eje mayor
es el segmento Z,7,=1'7', y el eje menor, el segmento £,70,, igual
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al didmetro del cilindro. La elipse puede ser construida con ayuda de
estos ejes.

En la fig. 362 se muestra el desarrollo completo de la parte
inferior del cilindro. La circunferencia desarrollada de la base del
cilindre se ha dividido en partes iguales entre si correspondiente-
mente a las divisiones on la fig. 361; los segmentos de las gencralri-
ces han sido llevados a las
perpendiculares trazadas por
los puntos de divisién de la
circunferencia desarrollada de
la base del cilindro. Los ex- r— (I
tremos de estos segmentos co-
rresponden a los puntos de la
elipse. Por eso, trazando por o
estos puntos una linea curva, 1y
obton?moslla elipse desarro-
1lada (esta linea representa una
sinusoide), es decir, el canto |7 B ”/I‘? ad \5 # Tahid

superior del desarrollo de la —T1
superficie lateral del cilindro.
Ademas del desarrollo de
Ja superficie lateral, en la
fig. 362 se dan el circulo de
la base y la elipse (la forma Fig. 362
verdadera de la seccién), lo
que ofrece la posibilidad de hacer el modelo del cilindro truncado.
En la fig. 363 estd representado un cilindro eliptico con baso
circular; su eje es paralelo al plano V. Para determinar la seccién
normal de este cilindro, éste debe ser cortado con un plano perpendi-
cular a las generatrices, en ol caso dado, con un plano proyectante
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frontal. La figura de la seccién normal representa una elipse cuyo
eje ma}'og es igual al segmento 3.7, ¥ el menor, igual al segmento
15,=1'5".

Si es necesario desarrollar la superficie latoral de este cilindro,
enltonces, disponiendo de la secciébn normal, se desarrolla la curva
que la delimita en una linea recta y a los puntos correspondientes
de esta recta, perpendicularmente a la misma, se llevan los segmen-
tos de las generatrices, tomandolos de la proyeccion frontal, Para el
desarrollo de las generatrices se divide la circunferencia de la baso

"dy

Fig. 364

en partes iguales. En este caso, también la elipse (la seccién normal)
serd dividida cn la misma cantidad de parles, pero no todas estas
partes son de una misma longitud. El desarrollo de la elipse en una
recta se puede efectuar llevando sucesivamente a esta recta partes de
la elipse lo suficientemente pequefias.

En la fig. 364 viene dado un cilindre circular recto cortado con
un plano de posicién general. En la seccién so obtiene una elipse:pel
plano secanle forma con el eje del cilindro cierto Angulo agudo.

Semejantemento a cémo esto sucedié en la fig. 361, la proyeccidn
horizontal de la seccidn se confunde con la proyeccién horizontal
del cilindro. Por esta razén, la posicién de la proyeccién horizontal
del punto de interseccién de cualquiera de las generatrices del cilin-
dro con ¢l plano P es conocida (por ejemplo, el punto a en la fig. 365).
Para hallar la proyeccion frontal correspondiente se puede Lrazar
en el plano P la horizontal o la frontal sobre la cual debe encontrarse
el punto que se busca. En la fig. 365 se ha trazado la frontal; en el
lugar en que fa proyeccién frontal de la frontal corta a la proyeccién
frontal’ de la generatriz correspondiente, se encuentra la proyeccién
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a’. Una misma frontal determina dos puntos de la curva, 4 y B
(fig. 365). Si se construye la frontal correspondiente al punto C,
entonces esta linea determinari solamente un punto de la curva de
interseccién. La frontal construida con ayuda de los puntos D v E,
determina los puntos extremos d’ y e’.

Ceontinuando las construcciones andlogas se puede hallar un nd-
mero suficiente de puntos para dibujar la proyeccién frontal de
la linea de interseccidn. H,

Pf
T e
9
d'l'
K . i
x \I} i T
1
L af] o e
¥ H
Dy X ]
T
G 90
o i
Ay
Fig. 365 Fig. 366

En la fig. 366 la parte superior del cilindro parece cortada. Si la
proyeccion frontal se muestra totalmente, entonces la linea de in-
terseccién se dibuja asi como se muestra en la fig. 364.

En la fig. 365 se muestran los planos frontales auxiliares Q, S, T
que cortan al cilindro segin las generatrices, y el plano P, segiin las
frontales. Esto corresponde a lo dicho al principio del parrafo. Ll
plano auxiliar 7' solamente hace contacto con el cilindro, lo que da
la posibilidad de determinar solamente un punto para la curva.

Al construir la proyeccién frontal de la linea de interseccidn,
ademés de los puntos d” y e’ (fig. 365), se deben hallar dos puntos
extremos, precisamente, los puntos m’ y »n’ (los puntos mas alto y
més bajo de la proyeccién de la seccién sobre el plano V). Para cons-
truir estos puntos debe elegirse un plano auxiliar perpendicular a
la traza P, y que pase por el eje del cilindro (fig. 366). Este plano
es el plano comiin de simetria del cilindro y del plano secante P dados.
Una vez hallada la 1inea de interseccién de los planos P y R, seiiala-~
mos log puntos m' y n’, construyéndolos en la proyeccién frontal con
ayuda de los puntos m y n.
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Ot:w" procedimiento para hallar los puntos m’ y n’ consiste en trazar dos pla-
nos tangentes al cilindro, cuyas trazas horizontales son paralelas a la traza Py,
Estos planos se cortardan con ¢l plano P segin las horizontales de este Gltimo
1Iig. 364, los planos auxiliares K y L); sefialando los puntos m y n, construimos
os puntos m’ y a' sobre las proyecciones frontales de las harizontales halladas.

El segmento MN representa el eje mayor de la elipse (la figura
de la seccién producida en el cilindre dado por el plano P). Esto se
ve también en la fig. 366, donde se ha construido la elipse (la forma
verdadera de la seccién) abatlida sobre el plano H. Pero el segmento
m’'n’ en la misma figura no es, ni mucho menos, el eje mayor de la
elipse (la proyeccién frontal de la figura de la secci6n). Este eje
mayor puede ser hallado con ayuda de los diimetros conjugados
m'n’ y {'g (fig. 364) valiéndose de la construccién indicada en el
§21, o con auxilio de la construccién especial expuesta en el pa-
trafo 76.

La forma verdadera de la seccién pucde ser hallada abatiendo
el plano secante sobre uno de los planos de proyeccién, H o V.

En la fig. 366, la elipse en la posicién abatida se ha construido
con ayuda de los ejes mayor y menor (en la misma figura, el punto
D, se ha obienido abatiendo la frontal).

El desarrollo de la superficie lateral se muestra en la fig. 364,
Presten atencién en que la marcacién de los puntos (las proyecciones
horizontales de las generatrices) en la cirennferencia de la hase so
realizaba a partir del punto n. Cen esto la construccion se simpli-
ficaba, puesto que con ayuda de una misma horizontal se obtienen
dos puntos en la proyeccién frontal de la elipse. Ademas, la figura
del desarrollo tiene eje de simetria. Pero en este caso, los puntos d y e
no figuran entro los puntos marcados en la circunferencia.

En la fig. 367 se da otro ejemplo de construccion de la figura de la secci6n
producida en un cilindro de revolucién por un plano. Esta construccién se ha
ejecutado con ayuda del método de cambio de los planos de proyeccién, El plano
secante esta dado ?or dos rectas que so cortan: la frontal (4 F} ¥ la recta de perfil
{A P). Puesto que la proyeccidén de porfil de la frontal ¥ la proyeccién frontal de
la recta de perfil se encuentran sobre una misma rocta (a'==a”, a®f"=a’p’), estas
rectas estin situadas en los planos V y W respectivamento (véase la fig. 367 a la
izquierda, el dibujo de arriha{. El eje V/W pasa por a"f* (a'p’).

Introducimos un nuevo plano S do tal manera que S | Wy S| AP, El planc
secante resulta ser perpendicular al § ?‘ la proyeccidn de la figura de la seccién
sobre el plano S se obtiene en forma de segmento 2,6, igual al cje mayor de la
elipse iia figura de la seccién). La posicién de la recta a,6, se determina constru-
yondo las proyecciones de los guntos A y 1 sobre el plano §.

Sigamos la construccién de algunos puntos. Para evitar las construcciones
innecesarias, la proyeccién 1" se tomé en la prolongacién de la perpendicular
levantada desde ¢l punto o" al eje W/S, Con a{uda del punto 77 se obtuvo la
proyecci6n 1°; el segmento 7°1”, llovado sobre el eje W/S, doterminé ol punto
P gunlo a; que se confunde con éste y que os la proyeccidn del centro de la
elipse. Conociendo las proyceciones o, y o™ so puede obtener of punto o’ {0l centro
de la elipso) de la proyeceién frontal buscada de la figura de la seccion.
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Con ayuda de los puntos 2, ¥ 2" se ha hallado el punto £’, el punto que menos
dista del plano W, y con auxilio de los puntos 6; y 6° el punto 6, el punto mas
alejado del plano W,

Con ayuda del punto 5" se ha tomado el punto 5;, y ahora, con auxilio de
los puntos 5; y 5" se ha hallado el punto 5, quo ¢s uno de los puntos ciue deter-
minan la divisién de la elipse en la proyeceién frontal del cilindro en las partes
«vistas y socultas. El segundo punto estd situado simétricamente al punto 5
con respecto de o,

Fig. 367

Lo demés esté claro del dibujo. La forma verdadera de la figura de la sec-
cién (una clipse on la fig. 367, a la derecha) se ha construido con ayuda de sus
cjes: el mayor igual a 2,6, y el menor, igual al didmetro det cilindro.

PREGUNTAS A LOS §§ 55 Y 56

1. (Como se construye la curva de interseccién de una superficie curva con
un plano?

2. {Segin cudles lineas se corta una superficie cilindrica con un plano, tra-
zado paralelamente a la generairiz de esta superficie?

3. Cudl procedimiento sc emplea en el caso general para hallar los puntos
de interseccién de una linea curva con un plano?

4. ¢Cudles lineas se producen al cortar un cilindro de revolucién con planos?

5. ¢En cudl caso la clipse que se obtiene en la interseccién de un cilindro
de revolucién, cuyo eje es perpendicular al plano H, con un plano proyectante
frontal, se proyecta sobre el plano W en forma de una circunferencia?

8, gCémo debe ser situado el plano de proyeccion auxiliar, para que la elipse
obtenida en la interseccién de un cilindro de revelucién, cuyo eje es perpendi-
cular al plano H, con un plano de posicién gencral, que forma con el cje del
cilindro uu angulo de 45°, se proyecte sobre dicho plano de proyeccién auxiliar
en forma de una circunferencia?
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§ 57. INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE
CONICA POR UN PLANO. CONSTRUCCION"
DEL DESARROLLO

Para construir la linea curva obtenida en la interseccién de una super-
Jicie conica con un plano, en el caso general, se deben hallar los puntos
de interseccién de las generairices con el plano secante.

Si el plano que corta a la superficie conica pasa por su vértice,
enlonces se oblienen dos rectas, dos genmerairices (en la fig. 368, las
rectas 44, y BB,).

Fig. 368

Examinemos ¢l ejemplo de construccion que ilustra tal intersec-
cién de la superficie cénica.

Supongamos que en el plano dado por el punto § y la recta hori-
zontal MN (fig. 368, a la derecha), hay que trazar por el punto S
una recta que forme con el plano H cierto angulo a.

El lugar geométrico de las rectas que forman con el plano H el
dngulo «, es una superficie de revolucién conica, cuyo eje es perpendi-
cular al plano H, y cuyo vértice, segin la condicién, debe ser el punto
&. Por consiguiente, el plano dado pasa por el vértice del cono y corta
a su superficie segiin rectas (generatrices), Estas rectas serdn las
buscadas: ellas pasan por el punto S en el plano dado y bajo el an-
gulo dado « al plano H.

Ahora gueda representar el cono (éste estd representado parcial-
mente), para lo cual se ha trazado la recta s'a’ y el arco de circunfe-



§ 57. INTERSEC. DE UNA SUPERF. CONICA POR UN PLANQ 249

rencia con centiro en el punto sy de radio igual a sa, ademds, la base
del cono se ha tomado en el plano horizontal que pasa por la recta
dada MN.

Lo demds estd claro del dibujo. Comparen esla construccién
con la ejecutada en las figs. 245 y 246 en el § 38.

En Ia {ig. 369 a la izquierda, se muestra un cono circular recto,
siluado sobre el plano #. El plano @ es tangente al cono dado:
la tangencia tiene lugar segin la generatriz SC, la traza @, hace
contacto con la circunferencia (la proyeceién horizontal de la base
del cono); el hecho de que el punto S se encuentra en el plano Q, se

5*

Fig. 369

establece con la ayuda de la horizontal SN. El plano P pasa por el
vértice del cono dado y corta a este cono segin las generatrices S4
v 8B.

En la misma figura a la derecha, los planos vienen dados no por
sus trazas. El plano tangente al cono estd dado por la generalriz
SC y la recta €D tangente a la circunferencia de la base del cono. El
plano que pasa por el vértice y que corta al cono segin las generatrices
SA y 8B, esti dado por la recta AB en el plano de la hase del cono y
la recta SE que pasa por el vértice del cono y que corta a la recta AF
en el punto E

81 el plano pasa por el eje’del cono, entonces éste lo corta segiin las
generatrices con el mdximo, pare el cono dadv, dngulo enire ellas.
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En la fig. 369 a la derecha, dichas generatrices son la SF y la SK;
el angulo entre ellas es igual al dngulo cuyo vértice se encuentra entre
las rectas de contorno en la proyeccién frontal del cono.

Si el cono de revolucion se corta con un plano que no pasa por su
vértice, entonces, en la interseccién se obtiene una de las cuatro
curvas siguientes: 1) una elipse, si el plano secante corta a todas las
generatrices de una hoja de la superficie o, de oiro modo, si no es
paralelo a ninguna de las generatrices del cono (en la fig. 370, los

Fig. 370

planos Q, @,y Q.); en este caso, el dngulo formado por el plano se-
cante con el eje del cono es mayor que el dngulo entre este eje y la
generatriz del cono; 2) una circunferencia’, si el plano secante es
perpendicular al eje del cono (en la fig. 370, el plano Qs); 3) una
pardbola, si el plano secante es paralelo solamente a una de las gene-
ratrices (en la fig. 370, el plano T); en este caso los ingulos entre el
plano secante y el eje del cono y entre oste eje y la generatriz del cono
son iguales entre si; 4) una hipérbola, si el plano secante es paralelo
a dos generatrices (en la fig. 370, los planos §, S, y S,); en este caso
el 4ngulo formado por el plano secante con el eje del cono es menor
que el formado por este eje con la generatriz del cono.

En la fig. 370 a la derecha, en el dibujo inferior se muestran los
&ngulos @, B, vy P.- El dngulo aesel dngulo entre las trazas T, y Ty,

1 Puede ser considerada como una elipse con ejes iguales en el limite,
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de los planos que cortan al cono segin parabolas. Si se trazan las
trazas por el punte o' dentro del dngulo «, se delerminan los planos
que cortan al cono segtin hipérbolas, y si las trazamos por el punto
o’ dentro de los dngulos f,‘'y B,, entonces quedarin determinados los
planos que cortan al cono segin elipses.

Examinemos la demostracién de que al cortar al cone de revolu-
cidn con un plano que no sea paralelo a ninguna de sus generatrices
(¥ que ne pase por su vértice), se obiiene una elipse.

Independientemente de ¢émo en el caso dado estén situados en el espacio
el cono y el plano sccante, siempre se pueden llevar, con ayuda de la transforma-
cidn del dibujo, a tal posicién en la que el eje del cono ¢s perpendicular al plano
i, y el plano secante es un plano proyectante frontal, Precisamente en tal posi-
cién vienen dados en la fig. 371 el cono y el plano que lo corla 7', ademais, estén
dadas dos proyecciones del cono: la frontal y la de perfil.

4o

Fig. 371

En ¢l cono se han inscrito esferas tangentes al plano T en los puntos 7, y
Fy, y al cono, segin los paralelos que pasan por los puntos X, y K, respectiva-
mente. Los puntos F, y F, se obtienen en el plano del meridiano principal y,
por consiguiente, estéin situados sobre una misma recta con los puntos A, y 4,
pertenecientes a la seccidn producida en el cono por el plano T. La figura seccién
ge proyecta sobre el plano V en forma del segmento aja;.

Examinemos la generatriz del cono situada en el plano de perfil, v marque-
mos sobre ella los puntos X, y K., en los cuales las esforas inseritas hacen con-
tacto con esta generatriz, ¥ el punto M perteneciente a la misma generatriz y a
la curva de interseccién del cono con el plano T. Es conocido, que los segmentos
de las tangentes trazadas desde cualquier punto a la esfera y determinadas por
este punto y los puntos de tangencia, son iguales entre si. De aqui MK, =MF,
¥y ME,=MF, Sumando miembro a miembro estas igualdades obtenemos que
ME MK, =MF,+MF,, Pero MK,--MK,=K K, es decir, la suma de las
distancias desde cierto punto, tomado sobre la curva de interseccion, hasta
dos puntos fijos F; y F,, lpartenecient.ea al plano de esta seccidn, es una magni-
tud comstante igual, en el caso dado, al segmento K,K,. Este segmento de¢ la
generatriz del cono esti situado entre dos de sus paralelos y no depende de la
eleccién del punto M sobre la curva de interseccién. En efecto, si en la curva de
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interseccidn del cono se tomase no ¢l punto M, sino otro cualquiera, entonces
la generatriz que pasa por este punto haria contacto con ambas esferas on los
puntos de los mismos paralelos. El segmento do esta generatriz entre los puntos
de tangencia seria igual al mismo segmento X K,

La conclusién sacada demuestra que el punto M pertenece al lugar geomé-
trico de los puntos, la suma de lus distancias de los cuales a dos puntos dados
tiena cierto valor constante. Esto corresponde a la definicién de la elipse.

De modo semejante se sacan las conclusiones para los casos de interseccién
del cono de revolucion segin una paribola y una hipérbola,

Fig. 372

En la fig. 372 esta representado un cono de revolucién intersecado
por un plano proyeciante frontal. Los puntos de interseccién de la
traza Q, con las proyecciones frontales de las generatrices represen-
tan las proyecciones de los puntos de la curva de interseccién que se
busca, que en el caso dado es una elipse. Con ayuda de estas proyec-
ciones han sido halladas las proyecciones sobre los planos H y W.

Uno de los ejes de la elipse (el mayor) se proyecta sobre el plano
V en forma del segmento %&'p’. El otro (el menor), que es perpendicu-
lar al plano V, tiene como proyeccién un punto: el punto medio del
segmento A'p’.

Si se traza el plano N por el punto O perpendicularmente al eje
del cono (en el caso dado paralelamente al plano H), la proyeceién
del eje menor (fig. 373) se obtendrd en forma de la cuerda fe de una
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circunferencia (la proyeccién horizontal de la seccién producida en
el cono por el plano ).

La proyeccién del ejo menor puede ser obtenida también valiéndose de la
construccién indicada en la fig. 373 a la derccha. Bl cono se ha cortado scgin
un tridngulo, girado y abatido sobre el plano V, El segmento oyt, es igual al se-

dicularmente a

mieje menor. Trazando cste segmento desde el punto o perpen
kp obtenemos el cje menor (f2;=20,t,).

Fig. 373

Las proyecciones de la figura seccién sobre los planos ff y W son
elipses. La proyeccién sobre el plano W puede ser una circunferencia:
en esta proyeccion, en el caso de cierta inelinacién del plano secanto,
las proyecciones de los ejes de la elipse pueden ser iguales. La pro-
yeccién de la figura seccién (elipse) sobre el plano perpendicular al
eje del cono (en el caso dado sobre el plano H), no puede ser una cir-
cunferencia.

En la fi%. 374 a la izquierda se muestra cémo hallar, para cierto cono, la
direccién de la traza frontal de los planos proyectantes frontales que cortan a
esto cono seg(n elipses que se proyectan sobre ¢l plano W en forma de eircunfo-
rencin. La comnstruceidn se ejecuta en la Hm]yecciﬁn frontal del cono. La hiscctriz
del 4ngulo s'm'k’ corta ol eje de simetria da la proyeceion en el punto n’. Levan-
tando en este punto la perpendicular a la bisectriz m'n’. Levantando en ecste

unto la perpendicular a la bisectriz m'n’, hallamos el punto p’, La recta traza-

a por las puntos k' y p', da la direccidn para las trazas frontales de los planos
secantes que se buscan, La tarea se reduce a la construccién de la diagonal del
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trapecio isésceles k'm'p’q’, en el cual so puede inseribir una circunferencia con
contro en el punto n'. Trazando por el punto »’ una recta paralela a ¢'p’, obtene-
mos el punto o', que es la proyeccién del centro de la clipse cuya proyeccién fron-
tal es el segmento k'p’,
¢8e proyectard sobre el plano W en forma de circunferencia la elipse obteni-
da en la interseccién de un cono con el plano Q (fig. 374, a la derecha)? La cons-
truccién en la fig. 374 da uno de los procedimientos de comprobacién: por el
unto p’ trazamos una recta paralela a la
ase, trazamos la bisectriz del Angulo p'¢’K’,
obtenemos el punto n’, Puesto que l‘; per-
Eendiculur trazada desde el punto a’ a esta
isectriz no pasa por el punto &', la proyec-
cién de la seccién sobre el plano W serd
una clipse, y no una circunferencia.

En la fig. 375 se muestra la cons-
truccion de la proyeccién frontal de la
hipérbola obtenida al cortar un cono
de revolucién con un plano proyectante
horizontal.

Dado que la proyeccién horizontal
de la hipérbola se confunde con la
traza §,, en la interseccién de S, con
la proyeccién horizontal de la base se
determinan los puntos a y b, y con
auxilio de éstos, las proyecciones a’
y b

Para hallar el punto ¢’ (el punto
maés alto de la proyeccién de la hipér-
bola sobre el plano V) se ha trazado

Fig. 374 Fig. 375

el plano proyeclante horizontal auxiliar 7 por el eje del cono perpen-
dicularmente a la traza §,. La proyeccién horizontal ¢ del punto
€ huscado se obtiene en la interseccién de S, con Ty; una vez ha-
Hada la proyeccién frontal de la generatriz SK, marcamos sobre ella
el punto ¢'.

Luego, se ha hallado el punto d’, en el que la proyeccién frontal
de Ia hipérbola se divide en las partes vista y oculta. Este punto se
halla con ayuda de la generatriz SN.
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Para hallar los demas puntos de Ja hipérbola se puede trazar unas
cuantas generatrices en log lfmites de la parte de la superficie del
cono marcada con las letras SAKB, o unos cuantos planos secanles
auxiliares. En la fig. 375 se muestra uno de estos planos auxiliares
(el plano horizontal I/ que corta a la superficie del cono segin una
circunferencia). Con ayuda de este plano se han hallado los puntos
Fy@G.

En la segunda hoja de la superficie conica se obtiene la segunda
rama de la hipérbola.

Fig. 376

En Ia fig. 37t se muestra la construccién de las proyecciones de
la figura seccién producida en un cono circular recto por un plano
de posicién general, dado per la horizontal AC y la frontal AB, y
la forma verdadera de la figura seccibn.

La construccién se ha ejecutado con ayuda del método de cam-
bio de los planos de proyeccién. Se ha introducide un plano auxiliar
de proyecci6n P, elegido de tal manera que sea perpendicular no
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solo al plano H, sino también al plano secante: el eje P/H se ha tra-
zado perpendicularmente a la proyeccion ae. Sobre el plano P, el
plano secante Liene como proyeccidn una recta sobre la cual estd
situada la proyeccién de la figura seccién (el segmento 7,2,). Con
esto queda determinado el eje mayor de la elipse, segin el cual el
cono se corta por el plano dado. En el punto o, que divide al segmente
1,2, por la mitad, se encuentra la proyeccién del centro de la elipse.
El plano N, trazado perpendicularmente al eje del cono, permite
hallar el eje menor de la elipse (en la fig. 376 se ha trazado una semi-
circunferencia y sobre ella el segmento 0,%,, igual a la mitad del eje
menor de la elipse). Con ayuda de los puntos o,_,,}.‘,, ¥ 2p so han hallado
las proyecciones o, 1 y 2, y luego las proyecciones o', I’ y 2°, que se
encuentran del eje ¥/H a la misma distancia que las proyecciones
op, 1, ¥ 2p del eje P/H. El punto 2’ es el punto mas alto de la proyec-
ci6n frontal; el punto I’ es el punto mds bajo de los puntos de la elipse
(la proyeccion frontal de la seccién). Para determinar la posicion
de los puntos 5’ y 6’, en los cuales la elipse en la proyeccion frontal
se divide en las partes «vista» y «ocultar, se han construido las proyec-
ciones sudy, y spfy, de las generatrices SD y SF, se han hallado los pun-
tos dp ¥ 6'}, y con ayuda de éstos las proyecciones 5 y 6, y a conlinua-
cién las 5 y 6'. Pero se hubiera podido hallar aunque fuera solamente
el punte §’ y trazar por él una recta paralela a la proyeccién a'¥’,
puesto que el plano del meridiano principal del cono corla al plano
secante dado segin la frontal.

El eje menor de la elipse se proyecta sobre el plano # en verdadera
magnitud (el segmento 3—4), situindose sobre la horizontal del
plano secante, y es también el eje menor de la elipse gque representa
la proyeccién horizontal de la figura seccién. La forma verdadera
de esta figura se ha obtenido construyendo la elipse con ayuda do
su eje mayor (1,2,=1,2,) ¥ su eje menor (8,4,=3—4).

En la fig. 377 se muestra una construeccion semejante, cuando el
plano secante estd dado por sus trazas.

La construccidn de las l)rayecciones de Ia seccién se ha comenzado hallando
los puntos pertenccientes al contorno de la proyeccién frontal del cono. Para
ello se ha trazado por el eje del cono el plano sccante auxiliar R paralelo al pla-
no V; la traza de este plano es Ry, El plano R corla al plano P segin la frontal,
y al cono, segiin dos generatrices, Los puntos 4 y 8, obtenidos en la interseccién
de la fronial con las generalrices, pertenecen a la linea do interseccién buseada
del cono con el plano P.

En los puntos a’ y &' 1a proyeccidn frontal de la linea de interseccién hace
contacto con el contorno de la proyeccién frontal del cono y se divide en dos
partes: la vista y la oculta, Luego se han construido dos puntos caracteristicos
mas 1, a saber: los puntos superior e inferior de la seccién, para lo cual se ha

1 Se llaman puntos caracteristicos a tales puntos de la curva de interseccidn,
coma ¢l mias alejado y el mds cercano al plano de proyeccién, a los puntos que
diwiden a lrcurva en las partes vista y vculta, y a los extremos de los ejes de las
elipses.
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trazado el plano secante auxiliar @, que es un planc proyectante horizontal, per-
pendicular a la traza Py y que pasa por el eje del cono, El plano ¢ corta al cono
seg{fm Ing generatrices 51‘ (s't', 'sf) ¥y SU (s'u’, su), y ol plano P, segin la linea
N

(r'k', nk). Los puntos C y D, obtenidos en la interseceién de las generatrices
ST y §U con la recta N K, serin los punios buscados, El segmento CD es ol ¢je
mayor de la elipse quo se obtiene en la intersegcidon del cono dado con el plano P,

~

s A

ke

F

Fig. 377

La proyeccidn cd es el oje mayor de la elipse quo ropresenta la proyeccién hori-
zontal de la seccién, Dividiendo CD por la mitad obtendrewmos la posicidn del
centro de la clipse; los puntos o' ¥ o son los centros de las elipses (las preyeccio-
nes de la figura seccién).

Para haltar los puntos intermedios de la linea de interseccidn oz comodo
valerse de planos secantes horizontales, puesto que éstos cortan a la superficie
del cono segdn circunderencias, y al plano P, segin horizontales, Para esta cons-
truccidn son ftiles solamepte aquellos plonos cuyas trazas frontales estdn situa-
dans vn los limites entre ¢ y ', puesto que en el caso dado por encimé del punto

17—891
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d' y mis abajo del punto ¢’ no pueden haber puntos pertenecientes a la linea de
intercgeccién, En la fig. 377 se muestra la construccion de los puntos E, F, G
y H, con la ayuda de dos de dichos planos;” uno de ellos ha sido trazado por el
punto O, gracias a lo cual se ha determinado el segmento ef, que representa el
eje menor de la clipse obtenida en la interseccidn del cono con el plano £ y al
mismo tiempo, el eje menor do la proyeccion horizontal de ésta elipse.

Fig. 378

Los segmentos ¢'d’ y ¢’ f' son didmetros conjugados para le elipse (la proyec-
cién frontal de la figura seecién), Con ayuda do estos segmentos se pueden ha-
llar los ejes de la elipse 1),

La forma verdadera de la seccién se ha hallado abatiendo ¢l plano secante
sobre ¢l plano H. La elipse pucde ser construida con ayuda de sus ejes mayor y
monor, cuyas longitudes se han hallado abatiendo los puntos extremos doe los
ejes: Cg ?' D, del eje mayor, y E, y F, del eje menor.

En la fig. 378 se muestra la construecion del desarrollo. La superficie late-
ral se desarrolla en un sector circular. El éngulo del sector se ca]cuﬁz por la fée-

mula cz=LI-360'°. donde r es el radio de la circunferencia de la base del cono,

vy L, la generatriz del cono.

Para marcar en la superficie lateral desarrollada del cono la linea de inter-
seccién, ge traza una serie de generatrices del cono y se determinan las longitu-
des de sus segmentos; luego se trazan las generatrices en la superficie lateral
desarrollada del cono y se marcan las lon itu%es de los segmentos de estas gene-
ratrices. En la fig. 378 se ha construido el desarrollo de la superficie lateral y en
éste so ha marcado la linca de interscceién, La longitud de los segmentos de las
generatrices se ha determinado girando las generatrices hasta la posicién paralela
al plano V (esta construccion se muestra para rdos generatrices).

1) Sobre los diametros conjugados de la elipse véase ol § 24.
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En la fig. 379 s0 muestra la determinacién de los puntos de la curva de in-
terseccién de cierto cono con un plano de posicién general @, més alejado y m4s
cercano al plano H. Para la construccién de estos puntos se han trazado los pla-
nos Py T, tangentes al cono, de tal modo que sus trazas Py y T, , scan paralelas a
@4; con esto quedan determinadas las generatrices do la superficie cénica sobre
las cuales deben estar situados los puntos que se buscan XK y M.

Fig. 379

+

Primeramente se construyen las proyecciones horizontales k y m en los pun-
tos do interscccién de las proyecciones horizontales do las horizontales, scgin
las cuales los planos P y T cortan al plano @, con las proyecciones horizontales
de las generatrices S4 y SB, y a continuacién, en las proyecciones frontales de
estas generatrices se marcan las proyccciones &' y m’,

3/% 5 N\

e — NG’

(1 F )"

4 . /
8 %
2 5 ]
n Q, i
a) b)
Fig. 380
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En la fig, 380, a se muestra la construccién de las curvas que se obtienen en
la superficie de wn cono de revolucién al cortarlo con las caras de un prisma
hexagonal regularl!, Dos de las caras laterales estdn situadas en los planos pro-
yectantes horizontales Py g‘ y la tercera, en el plano frontal §, La posiciéu de
estos planos respecto al eje del cono permite determinar en seguida cudles curvas
se obtendrin en la interseccidn. Se obticnen hipérbolas, ademas, una de cllas se
proyecta sobre el plano V en verdadera magnitud.

Para hallar los puntos de las curvas se han tomado loz paralelos del cono,
Ante todo se han haﬁado los puntos extremos 7, 4, 2 y § en la proyeccion hori-
zontal, y con ayuda de éstos se han hallado los puntos i°, 4, 2 v §' en la proyec-
cién frontal. Luego con ayuda del plano horizontal auxiliar T' se ha determinado
primero el punto 6 sobre el contorno de la proyeccion frontal del cono y a conti-
nuacién se ha obtenido el punto 6 y cor ayuda do la circunferencia de radic of
se han construido los puntos 7, 8 y 9 con auxilio do los cuales se han hallado los
puntos 7°, & 7.

En la fig. 380, b estd representada una tuerca de seis aristas (viene dada
solamento la vista anterior}; las curvas que separan las caras laterales de la tuer-
ca de su parte conica, representan hipérholas, la construceidn de las proyeccio-
nes do las cuales es andloga a la mostrada en la fig. 380, a.

PREGUNTAS AL § 57

1. (En qué consiste ol procedimiento é;enernl de construccion de la linea
-:lllrva?que se obtiene en la seccién producida en uwna suporficie céniea por un
plano

2, (Cémo debe trazarse el plano para gue éste corte a una superficie cdnica
segin lineas rectas?

3, (Cufles curvas se obtienon al cortar un cono de revolucién con planos?
4. JEn toda superficie cénica puede ser inscrita una esfera?

5. JCoémo se construye ¢l ojo menor de la elipse que se obtiene al cortar un
cono de revolucién con un plano? g

6, iCusl curva tiene como proyeccién sohre el plano perpendicular ul cje
del cono la elipse que se obtiene al cortar un cono de revelucién?

7. ¢Cémo se construye el desarrollo de la superficie lateral de uwu cono de
revolucién?

8. MQué ropresentan las curvas en una tuerca con bisel cénico?

§ 58. INTERSECCION DE UNA ESFERA
Y UN TORO POR UN PLANO. EJEMPLO
DE CONSTRUCCION DE LA «LINEA DE CORTE»
EN LA SUPERFICIE DE UN CUERPO
DE REVOLUCION COMPUESTO

Independientemente de como esté dirigido el plano secante, éste
siempre coria a la esfera segin una circunferencia, que se proyecta
en forma de un segmento de recta, de una elipse o de una circunferen-
cia, en dependencia de la posicion del plano secante con respecto del
plaro de proyeccién (fig. 381). El eje mayor de la elipse (§—4),
que es la proyeccién horizontal de la circunferencia seccion, es igual
al didmetro de esta circunferencia (3—4=1'2"); el eje menor I—2

1} Para cconomizar sitio, la dproyecciﬁn horizontal se representa no total-
mente, sino solamente la mitad,
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se obtiene por proyeccion. Los puntos 5’ y 6’ en la proyeceidon fron-
tal del ecuador dan la posibilidad de hallar los puntos 5 y 6, en los
que la elipse (la proyeccion horizontal de la circunflerencia) se divide
segin la visibilidad sobre el plano H.

Al construir las proyecciones de la circunferencia que se obticne
al cortar una esfera con un plano, se emplean planos auxiliares (véase
la pag. 238), que dan, por ejemplo, en la esfera sus paralelos, y en el
plano las horizontales. Se emplea también la transformacién del di-
bujo con el fin de obtener la perpendicularidad del plano secante con
respecto del plano de proyeccién auxiliar.

La construcciin de la curva de inferseccidn de un toro con un plane
se realiza también con ayuda de planos que cortan el toro y al plano
secante. En este caso, para el toro se eligen planos que lo corten segin
circunferencias (recordemos que el toro posee dos sistemas de seccio-
nes circulares: en los planos perpendiculares a su eje, y en los planos
que pasan por este eje). El esquema de construccién en lo fundamental
es andlogo al mostrado en la fig. 359. En eleclo, en la fig. 382 se
mueslra que los planos auxiliares S; y §;, perpendiculares al eje dol
toro (en el caso dado del anillo circular), cortan a su superficie segin
las circunferencias de radios R, y R,, v al plano P, segin rectas que
se proyectan sobre el plano ¥V en los puntos 3, 5’ y 7', es decir, por-
pendiculares al plane V. De ahi se obtienen los puntos de la figura
secclion.
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Aclaremos Ja construccién en la fig. 382. Para el anillo circular
se dan las representaciones: la mitad de la proyeccién frontal y la
proyeccién de perfil. El anillo se corta con el plano proyectante fron-
tal P. La semicircunferencia de radio R, es la linea de interseccion
del anillo con el plano frontal auxiliar S,. Esta semicircunferencia
hace contacto con la traza P_; por eso se determina solamente un
punto (3', 8") de la linea de interseccién de la superficie del anillo
con el plano P sobre el plano S,. Pero si se traza el plano §,, entonces,
sobre este plano se encontraran dos puntos pertenecientes a la linea
de interseccién buscada. El plano S, determina en la superficie del
anillo la semicircunferencia de radio R, que corta a la traza P, en

51,

o0 —p

Fig. 382

dos puntos 5 y 7', que son las proyecciones frontales de los puntos
de interseccion de la superficie del anillo con el plano P. Asi se
puede proceder unas cuantas veces mis y obfener una serie de puntos
pertenecientes a la linea de interseccién buscada. -

La figura scccién posee ejes y centro de simetria. Las distancias
1,y l,, determinadas en el curso de la construccién, desde los pla-
nos 8,y S, hasta, en este caso, el plano vertical de simetria del anillo
circular, se emplean para marcar los puntos 3, y 5, al construir la
forma verdadera de la seccién {para marcar los puntos 4q, G4, 70 ¥ 8o
se ha hecho uso de la simetria).

La curva de interseccién obtenida nos recuerda una elipse. Pero,
claro estd, esto es s6lo una semejanza exterior, que ademds no es
muy grande. La elipse es una curva de segundo orden (véase el
§ 21), mientras que la curva construida de interseccién de la super-
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ficie del toro con el plano se expresa con una ecuacién algebraica
de cuarto orden!.

En la fig. 383 so muestran las secciones producidas en la superficie de un
toro abierto (anillo circular), en el primer caso, por un plano que pasa por el
eje del toro (I=0, donde [ cs Ia distancia desde el plano secante hasta dicho sje),
que son dos circunferencias, y en los demés casos (2—5) el plano corta a dicha
superficie seg(in curvas cn dependenciade l, Ry r.

A las curvas obtenidas se les llama curvas de
Perseo (uno de los geémetras de la Antigua Grecia),
Estason curvasalgebraicasde cuario orden.

Las curvas (2—5) mostradas en la fig. 353,
tienen diferente forma: de dvalo con un eje de
simetria (2), de curva de des lGbulos con punto
nodal en el origen de coordenadas (3), de curva
ondulatoria (4}, de évalo con dos ejes de simetria
(5) (véase ln (ig. 382). Estas curvas pasan a ser
dvalos de Cassini ® (un caso particular de las ecur-
vas de Perseo) en los casos siguientes: para el toro
abierto (siendo B> 2r, si R=2ry cvando R<2r),
para un toro cerrado (R==r) y para un toro

Fig. 383 Fig. 384

gue se corta a si mismo (R<r), si I=r, con la particularidad de que para el toro
abierto (anillo circular) siendo R=2r se obtiene la lemniscata de Bernoulli®; para

1t La curva cerrada construida en la fig. 382 se refiere a los dealos, o3
decir, a las curvas planas cerradas converas que no poseen puntos angulares. Entre
los 6valos pueden haber compuestos de arcos de circunferencias y, por consiguicn-
to, irazados con ayuda de un corapds; pero esto no da motivo para considerar
como dvalos solamente a tales lincas.

2 Juan Domingo Cassini (1625—1712), astrénomo. El évalo de Cassini
¢s una curva algebraica de cuarto ordon, simétrica respecto de los cjes de coordo-
nadas, el lugar geométrico de los puntos M, para los cuales FyM-FyM=a®,
donde F, y F, son puntos fijades (focos), ¥ a es unu constante.

¥ Lemniscata procedo do la palabra griega lemniscos que significa cinta.
Daniel Bornoulli (1700—1782), matemdtico y mecdnico, desde 1725 hasta
1733, académico de la Academia do Ciencias de San Petorsburge fundada

or Pedro I en el afio 1724 (en la actualidad, Academin de Ciencias de la URSS).
a lemniscata de Bernoulli es el lugar geométrico de los puntos M, para 103 cuales

PAM-FoM= (‘F':*)“, donde F; y Fy son puntos fijados ([ocos).
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ésta su origen (Iig. 384) es un punte doble: las tangentes (y=4 x) son perpen-
diculares entre sfll,

En la fig. 385 viene representado ciérto cuerpo de revolucién,
delimitado en la parte que se examina por tres superficies cilindri-
cas, una conica, una esférica y tres superficies de anillo circular, y
iambién por dos planos, que en la pesicién representada en la fig. 385
son frontales (en el dibujo vienen dadas s6lo las mitades de la vista
superior y del corte de perfil).

Anﬁ."p Fﬂc.m o .gfr#gg .
ar rcular]
i Esfera | Gilindro Cilindro

T TR

Cilindro Cono

| o
TN S
T |
[ "'—-.\ ’./_,_.__i
N @
Fig. 385

En la interseccién con la superficie del cuerpo de revolueién,
estos planos dan precisamente «lineas de corier, que se encuentran
con frecuencia en las piezas, que representan cuerpos de revolucién.

Ante lodo se han establecido las ézonas» o sectores de las superficies do re-
volucién que delimitan al cuerpo dado. Esto se ha cumplido con ayuda de los
puntos de conjugacién, hallados bien sobre las lineas de centros o bien sobre las
Se‘rpendioulares a las generatrices dol cono y de los cilindros?. Por ks puntos

e conjugacidn se han trazado planos de perfil que cortan a cada superficie segin

" A los que les interesen unos datos més detallados acerca de las curvas
de Perseo y sus casos particulares les recomendamos el librode A. A.Savéloy
«Curvas planass,

# En la fig. 385 los puntos de conjugacidn se muestran solo en una wmiitad
do la vista anterior,
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una cireunferencia. Los arcos de estas cireunferencias representados en ol plano
W determinan las proyecciones de perfil de los puntos earaeteristicos en la linea
de oo;g,o'. Por la posicién de los puntos b" se determina la posicion do la proyee-
clon .

La linea de corte en el cono, en este caso, es una hipérbola. Su vértice (el
punto ¢’) ha side hallado cn virtud de la posicién evidente de la proyeccién ¢".
Conociendo la posicidn del punto ¢ determinamos la proyeecidon del arco de eir-
cunferencia, sobre el cual debe estar situado el punto C.

Se muestra también la construccién con ayuda do un punto (intermedio)
en cada seccién de la linca do corte, La construccién esta clara del dibujo. En
las zonas de la esfera y los cilindros los puntos «intermedios» no es necesario ha-
llar, pueste que la esfera so ha «coriados segéin una circunferer cia, representadn
en la vista principal en verdadera magnitud, con la particuiaridad de que ol
radio de esta circunferencia se obtiene como el mayor de los ssgmentos ¢"d”, y
las superficies cilindricas han sido «cortadas» segiin las generatricos,

§ 59. INTERSECCION DE LAS SUPERFICIES
CURVAS POR UNA RECTA

En la fig. 386 a Ja izquierda se muestra la interseccién de una
linea recta con cierta superficie cilindrica. Esta superficic estd dada
por su traza sobre el plano H (la curva MN) y la direccién de la ge-
neratriz (la recta M 7). Por la recta AB se ha (razado ol plano pro-
yectante, frontal auxiliar § que corta a la superficie cilindrica dada

Fig. 38C
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segilin una curva, construida con aynda de los puntos en los cuales
1as generatrices de Ia superficie cortan al plano §. En la interseccién
de la curva obtenida con la recta dada AF hallamos el punto X en
el que la recta AB corta a la superficie cilindrica.

Este procedimiento esgeneral para la construccién de los puntos
de interseccién de una recta con una superficie cualquiera: por la
recta se debe trazar un plano aurxiliar, hallar la linea de interseccién
de este plano con la superficie; el punto de interseccidn de la recta dada
con la linea construida sobre la superficie serd precisamente el punto
de interseccion de la recta con la superficie buscado.

Fig. 387

Aqui se observa una analogia completa con la construccién del
punto de interseccién de una recta con un plano (véanse los §§ 22 y 25).

La construcecidn mostrada en la fig. 386 a la izquierda, claro estd, se sim-
plifica si (fig. 386, a la derecha) el plano auxiliar T es paralelo a la generatriz
MT: la superficie resulta cortada segin una recta paralela a M T y determinada
por 'un solo punto L. Este es uno de los casos parliculares posibles, a saber: la
recta dada A B esté situada en el plano gamlelo a la goneratriz M T

A veces ¢s innecesario mostrar el plano auxiliar, En la fig, 387 se dan al-
gunos ejemplos: un cilindro cireular recto cuzo ejo es perpendicular al dplano H,
¥ un cono con la misma posicidn de su e?e. a proyeccion horizontal del punto
de interseccién do la recta 4B, perpondicular al plano H, con la superficie la-
teral del cono circular recto se confunde con la proyeccién horizontal de la pro-
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pia recta. Trazando la pro{wcidn horizontal de la generatriz §T y construyendo
su proyeccién frontal s'z’, hallamos 1a proyeccién frontal &' del puato buscado.

El plano auxiliar trazado por una recta, al cortar ésta a una super-
ficie cualquiera, debe ser elegido de tal modo que se oblengan las sec-
ciones mds simples.

Por ejemplo, al cortar una superficie e¢énica con una recta, tal
plano es el plano que pasa por el vértice y, por consiguiente, que corta

e

b/]

Fig. 388

a esta superficio seglin lineas rectas. Al cortar una superficie cilin-
drica con una recta es conveniente trazar el plano auxiliar por la
recta dada paralelamente a las generatrices de esta superficie; al
cortar una superficie cilindrica con un plano trazado de esta manera
se obtienen lineas rectas.

En la fig. 388 se da el ejemplo con un cono, donde los puntos de
interseccién se han hallado con aynda del plano P .determinado
por el vérlice del cono v la recta dada,
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Para construir las generatrices segin las cuales el plano P corta
al cono, es necesario hallar un punto mdas para cada generatriz, ade-
mas del punto §. Estos puntos pueden ser hallados en la interseccion
de la traza del plano P, oblenida en el plano de la base del cono, con
la circunferencia de esta base. En la fig. 388 ¢l plano de la base del
cono se ha tomado como plano de proyeccidn F; por eso la traza del
plano se ha designado por P,. Para su construccién se ha tomado la
recta auxiliar SC (la horizontal del plano P)y se ha hallado la traza

o

Fig. 389 Fig. 390

horizontal de la recta AB. La traza P, pasa por el punto m paralela-
mente a la proyeccién se. Por los puntos 7, I’ v 2, 2' pasardn las gene-
ratrices buscadas. Los puntos K, y K, son los puntos de entrada y de
salida en la interseccién de la recta AB con la superficie del cono.

Si viene dado un cono truncado (fig. 389) y no se puede construir
la proyeccién frontal del vértice, entonces se puede tomar el punlo
n' como proyeccion frontal del punto de interseccién de la recta dada
AM, con cierta recta auxiliar que pasa por el vértice S; una vez ha-
llada la proyeccién n, construimos la proyeccién horizontal de la
recta auxiliar SM, (haciendo uso del punto s5). Lo demds esta claro
del dibujo.

En la fig. 390 se muestra la construccién de los puntos K y M,
en los que el segmento AB corta a la esfern de radio R. Se ha apli-
cado el método de cambio de los planos de proyeccion.

Anle todo, por AB se ha trazado el plano proyectante horizontal
S (su traza en el plano H se confunde con la proyeccién ab). Este
plano corta a la esfera seglin una circunferencia cuyo radio R, cs
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igual al segmento cI. Tomando este mismo plano § como plano de
proyeccion auxiliar que forma con el plano A el sistema S, /f, cons-
truimos la proyeccién a b, del segmento AB (ea,=a'2', bb,=5"3")
v la proyeccién de la circunferencia segin la cual el plano S corta a
la esfera. La proyeccion del centro ¢, la hallamos marcando c,e=
=¢’d" y desde c; como centro describimes un arco de radiec 7, de
tal modo que se oblengan los

puntos %, y m; {es innecesario Ly
frazar toda la circunferencia de
radio R,). Con ayuda de estos 1
punios hallamos primero las pro- }//

vecciones &y m y con auxilio de 7]
estas 0Oltimas, las proyecciones
oy m'.

En la fig. 391 se da un ejemplo.
mas de construecién de los puntos

de interseccidn de una linea recla
con una superflicie que delimita
cierto cuerpo de revolucion. Ade-
mas de dos planos, el cuerpo
estd delimitado per dos superfi-
cies cilindricas de revoluciény la
parte de trangicién entre éstas
(la superficie de un anillo cir-
cular). En el punto K, la recta
corta a la superficie cilindrica y
luego corta en el puntio K, a la
superficie del anillo circular. Para
construir las proyecciones de este
punto se ha hallado la curva con

las proyecciones I—2-3, 1'2'3",
obtenida al cortar la superficie Fig. 3

del anillo con el plano § tra-

zado por la recta AB perpendicularmente al plano H. La curva
se ha construido con ayuda de sus puntos haciendo uso de los pa-
ralelos; en el dibujo se muestran dos, seilalados con los puntos
M y N. A continuacién la recta corta de nuevo a la superficic del
anillo en el punto K, y sale fuera de los limites de la superficie por
el punto X,.

Ahora prestemos atencién en la construccién mostrada en la
fig. 392. Aqui estd representado un eilindro oblicuo con base circu-
lar. Para construir los puntos de intersecciéon de la superficie del
cilindro con la recta AB irazamos el plano P determinado, ademis
de la recta AB, por la recta auxiliar BM, trazada por el punto B
paralelamente a las generatrices del cilindro. Tal plano corta al ci-
lindro segin sus generatrices. Si se hallan las trazas horizontales de
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las rectas que determinan al plano, entonces se puede trazar la traza
horizontal del plano P. Sefialando los puntos 7 y 2 en la interseccidn
de la traza P, con la base del cilindro (ésta estd situada en el plano
H), trazamos por estos puntos rectas paralelas a la proyeccién hori-
zontal de la generatriz del cilindro y marcamos los puntos &, y %,
(las proyecciones horizontales de los puntos de interseccién de la
recta A8 con la superficie del cilindro). A continuacién hallamos los
puntos k; ¥y k.

Fig. 392

Tal construccién se puede también representar como la proyeccién oblicua
del cilindro y la recta A8 sobre el plano #, La rcg;eccién se efectila en direccitn
paralela o 1a Feneratriz del cilindro. El punto jl?f e la reclta AB estd situade cn
¢l.plano i; el punto M, es la proyeccion oblicua del punto B, construido sobre
el plano #. La recta mm, es la proyeccion oblicua de larecta A B sobro ol plano H.
El cilindro tiene como proyeceidn sobre csto plano a su bose. Lo demas esta
claro del dibujo.

Al resolver problemas de la interseccién de superficies con una
linea recta puede ocurrir que la recta dada no corta a la curva, que
delimita a la figura obtenida al cortar la superficie dada con un
plano trazado por la recta, sino que sélo hace contacto con ella,
En este caso la recta es tangente a la superficie dada. En general,
si se necesita determinar cémo estd situada la recta respecto de la
superflicie, es necesario trazar por la recta un plano que corte a la
superficie y examinar la posiciénreciproca de la recta y la figura
obtenida en la interseccién de la superficie con el plano.
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En este pardgrafo se ha examinado el problema de la construe-
cién de los puntos que se obtienen al cortar una superficie curva
con una recta. El procedimiento general es: 1) el trazado de un plano
por la recta dada, 2) la construccitén de la linea de interseccién de
la superficie con este plano, 3) la determinacién de los puntos de
interseccion de la linea construida con la recta dada.

¢Cémo se debe proceder si cierta superficie debe ser cortada no
con una recta, sino con una curva plana cualquiera? Evidentemente,
el procedimiento expuesto es aplicable también en este caso, con la
particularidad de que como plano trazado por la linea recta, sirve
aqui el plano en el que estd situada la propia curva plana.

PREGUNTAS A LOS § 58 Y 59

1. ;Cudl linea se obtiene al corlar una eafera con un plano cualquiera y cué-
les pueden ser las proyecciones de estn linea?

2. ¢En qué consiste el procedimiento de construccion do la seccién producida
en un tore por un plano?

3. ¢Como deben estar dirigidos los planos que cortan a un toro segén cir-
cunfereucias?

4, ¢Cémo se llaman las curvas obtenidas al cortar un toro con un plano pa-
ralelo a{ ejo del toro? (En cuél caso estas curvas pasan a ser dvalos de Cassini
y en cuil caso se obtiene la lemniscata de Bernoulli?

5. ¢Qué se comprende bajo el nombre de ecurva de cortea?

6. ¢En qué consiste el procedimiento general de construccién de los puntos
de interseccion do una linea recta con una superficie curva?

7. ¢Cémo trazar el plano secante auxiliar al cortar un cono con una recta,
de tal mode que en la superficie del cono se obtengan lincas rectas?

8. (Se puede emplear la proyeccién oblicua en el caso de interseccion de un
cilindro con una recta, si las generatrices del cilindro no son perpendiculares al
plano de proyceeion?




X
CAPITULO

INTERSECCION
DE UNA SUPERFICIE POR
OTRA, DE LAS CUALES
POR LO MENOS UNA
ES CURVA

§ 60. METODO GENERAL DE CONSTBUCC\ION
DE LA LINEA DE INTERSECCION
DE UNA SUPERFICIE CON OTRA

El método general de construccién de la linea de interseccion
de una superficie con otra es la determinacidn de los punios de esia
linea con ayuda de ciertos planos secantes V. En la fig. 393 a la iz-
quierda se muestra que las superficies I y I se han cortado con
cierta superficie JIJ; esta superficie auxiliar corta a la superficie
I segin la linea AB, y a la superficie [7, seglin la linea CD. El punto
K, en el gue se cortan lag lineas 4By €D, os comin para las superfi-
cies I y Il y, por lo tanto, pertenece a la linea de interseccion de
las mismas. Repitiendo este procedimienio oblenemos una serie
de puntos de la linea buscada. Nosotros ya hicimos uso de este pro-
cedimiento al examinar (véase el § 24) la construccién de la linea
de interseccion de un plano con otro. Entonces el problema se redu-
cin (fig. 166) al empleo de dos planos auxiliares. Cada uno de ellos
permitia hallar un punto, comin para ambos planos, la linea de
interseccion de los cuales era necesario hallar,

Aplicando el procedimientio general indicado para la construc-
cién do la linea de interseccién de dos superficies curvas podemos:

1) corlar las superficies con planos auxiliares;

2) cortar las superficies con supe:,fzcies curvas auxiliares (por
ejemplo, con esferas).

En algunos casos de resolucién de problemas se combina el em-
pleo de planos auxiliares y superficies curvas. Se debe, en lo posible,

L) Para las lineas-de interseccién se usa también el nombre de «linea de
transicién,» sobre todo cn aguellos casos en quo en la transicion de una superfi-
cie a otra no existe una interseccion destacada. A las superficies secantes auxi-
liares so les suele llamar ¢«intermediarioss,
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elegir tales superficies auxiliares que en la inlerseccién con las su-
perficies dadas dan lineas simples para la construccién (por ejemplo,
rectas o eircunferencias).

En el caso general, los planos secantes auxiliares se emplean
también para la construccién de la linea de interseccién de wna su-
perficie curva con otra de caras.

El procedimiento gefieral indicado de construcecién de las fineas
de inlerseccién de una superficie con otra no excluye el empleo de
otro procedimiento, si por lo menos una de estas superficies ¢s reg-
lada: hallar el punto en el que la generatriz rectilinea de una super-
ficie corta a la otra superficie y, repitiendo este artificio pars una

Fig. 393

serie de generatrices, trazar por los puntos hallados la linea buscada.
En la fig. 393 a la derecha se muestra que por la generatriz SA de
la superficie J se ha trazado el plano I77 que corta a la segunda su-
perficie (£7) segln la curva €D; la generalriz SM corta & esta curva
en el punto X por el que pasari la linea buscada de inlersevcion de
las superficies T y If.

Esto se refiere también al caso de interseccidn de una superfi-
cie curva por una superficie de caras: agqui como generatrices sirven
fas aristas de la superficie de caras.

Ast pues, para construir los punlos de la linea que se obtiene en
una superficie al cortarla con oira superficie se emplean planos se-
canies auxiliares de posicidn particular y general, superficies curvas,
gencrairices rectilineas de superficies curvas regladas y las aristas
de las superficies de caras. Ademds. se recurrea los procedimientos de
transformacion del dibujo, si esto simplifica y aclara la consiruecion.

Ew los ejemplos dados en la exposicién ulterior, principalmente
se examinam cuerpos geométricos, es decir, poreciones limiladas de
espacio con el conjunto de lincas que Jas delimitan (superficies).
Bre dos superficies solamente una corfa a la otra. Por eso una de las

| 8—851
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superficies se conserva, y en la otra, en la cortada, surgen orificios.
Aqui pueden surgir los casos siguientes: 1) peneiracion, con la parti-
cularidad de que se obtienen o bien dos lineas independientes (vé-
ase, por ejemplo, la fig. 412, donde el cono con eje horizontal penetra
en olro cono), o una sola linea con punto nodal (fig. 427); 2) morde-
duggé cuando se obtiene una linea (véase, por ejemplo, las figs. 396
y

En las piezas fundidas las lineas de transicién son por lo general
suaves, es decir, el paso de una superficie a otra tiene lugar por una
superficie intermedia, por ejemplo, por un toro. En este caso para
designar la transicién se construye la linea de interseccién de las
formas geométricas que sirven como base para las formas técnicas
(véase, por ejemplo, las figs. 399 y 430) v.

Las proyecciones de la linea de interseccién se obtienen dentro
de los limites de la parte comin de las proyecciones de ambas super-
ficies.

Para construir los puntos de la linea de interseccidon, primero
se deben hallar los puntos llamados corrientemente caracteristicos 2.
Estos son los puntos, cuyas proyecciones separan la parte vista
de la proyeccion de la linea de interseccion de lu oculta, son las pro-
yvecciones de los puntos de la linea de interseccién, mas altos y mds
bajos respecto del plano /4, mis cercanos y mas lejanos con relacién
al observador, los puntos extremos a la derecha y a la izquierda en
las proyecciones de la linea de interseccién.

§ 61. ELECCION DE LOS PLANOS SECANTES
AUXILIARES EN LOS CASOS CUANDO ESTOS PUEDEN
CORTAR A AMBAS SUPERFICIES SEGUN LINEAS

RECTAS -

Cuando ambas superficies son cilindricas o cdnicas, o en el caso
en que una de ellas es cilindrica y la olra cénica, a veces, los planos
auxiliares deben eclegirse de tal manera que corten a ambas superfi-
cies seg(n lineas rectas (segiin las generatrices de estas superfi-
cies). El punto de intersecciéon de la generatriz de una superficie
con la generatriz de la otra perienece a la linea de interseccidn.

En la fig. 394 se da un ejemplo de la eleccion de los planos se-
cantes para los casos de interseccién de un cilindro por otro. Como
«patrén» para estas superficies sirve el plano P, «el plano de parale-
lismo», determinado por dos rectas gue se cortan LM y LN, parale-
las respegtivamente a las generatrices de los cilindros. Este plano

U En semejantes casos, es a_é'c-ir. cuando se considera un cuerpo monolitico,
es mds exacto hablar de ]a linea de unién de las superficies.
2 Se les sucle llamar también ¢de apoyos.
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es de posicion general; por consiguiente, en este caso, los planos se-
cantes auxiliares son también de posicién general. Basta prefijar
las trazas horizontales de estos planos, trazdndolas paralelamente a
la traza P, las direcciones de las rectas, segilin las cuales estos planos

a

Fig. 394

cortan a ambos cilindros, son conocidas, son paralelas a las generat-
rices de los cilindros. Por ejemplo, la traza P,,||P, corla en dos pun-
tos a cada una de las lineas directrices de los cilindros dados, lo que
ofreco la posibilidad de determinar sus generairices. listas genera-
trices se corlan en cuatro punios pertenecientes a la linea de inter-
seccion buscada. La construccién se ha efectuado suponiendo que

I8*
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uno de los cilindros penetra en el otro, formando en la supecficie
de este Gltimo dos orificios.

Evidentemente, en semejante construccion se puede elegir una
u otra generatriz de uno de los cilindros, trazar la traza del plano
secante por ln traza de esta generatriz, como se ha hecho con la traza
P,,, v analizar si da este plano los puntos de interseccion con las
generatrices del otro cilindro, obtenidas con ayuda del mismo plano.

Andlogamente se construye el patrén de planos secantes auxilia-
res en los casos de interseccién de un cilindro por un prisma y vice-
versa.

BEn la fig. 395 se ha efectuado la construccién de las lineas de
interseccion de la superficie de un cilindro por uva pirimide. Para
la eleceién de los planos que corten segan lineas reclas no sblo alas
caras de la pirdmide, sino 1ambién a la superficie cilindrica segin
las generalrices, se ha trazado la recta SM paralela a la generatriz
de esta superficie y que pasa por el vértice de la pirdmide. Obvia-
mente, si en vez de la pirdmide tomamos un cono, se debe proceder
del mismo modo: trazar una recta por el vériice del cono paralela-
mente a la generatriz de la superficie cilindrica. Las trazas horizon-
tales de los planos secantes auxiliares deberin pasar por el punto m,
1o que corresponderd al trazado de los planos por la recta SM. Las
{razas horizontales de los planos cortan a las trazas horizontales
de las superficies laterales del cilindro y de la pirdmide en los puntos
por los que pasan las proyecciones horizonlales de las lineas de in~
lerseccidn de los planos auxiliares con las superficies dadas. Por ejem-
plo, la traza T, corta a las proyecciones horizonlales de los Jados de la
base de la piramide en los puntos dy e, lo gue corresponde a la intersec-
cién do las caras SBC y SAC por el plano T segln las rectus SD
y SE. Pero el mismo plano T corta a la superficie cilindrica segin
la generatriz con el punto inicial 7, 7°. En la interseccion de esta ye-
neratriz con las reclas SD y SE se obtienen los puntos 8, §' y 9, &,
pertenecientes a la linca de interseccion. lsla linca se encuenira
en la superficie cilindriea, puesto que en el caso dado la pirdmide
penetra en el cilindro, saliendo de éste por la base superior, en la
que se obliene un orificio triangular.

Las curvas en la superficie -cilindrica dada son arcos de elipses,
puesto que representan las lineas de interseccion doe esta superfi-
cie por planos (las caras de la pirdmide). La construccién debe ini-
ciarse con la dolerminacién de los puntos de interseceién de las aris-
tas de la piramide con el cilindro. :

En la fig. 396 se ha construido Ja linea de interseceidn, (ue so
forma en la superficie del cono (con el vértlice §) en el caso de mor-
dedura de éste por el cono do vértice 1.

Para hallar los puntos de la linea de interseccién se han empleado
planos de posicién general, cada uno de los cuales debe pasar por los
vértices de ambos conos.
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Previamente se ha tirazado una recta por los vértices S y 7. Los
planos que pasan por la recta ST cortan a las superficies conices
segln sus generatrices.

Estos planos [orman un haz, come eje del cual sirve la recta $7'
Una vez construida la traza horizontal de esta recta, obtenemos el
punto m, por el que deben pasar las trazas horizontales de los planos
requeridos, por ejemplo, la traza P,. Intersecando la circunferencia
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de la base del cono de vértice §, la traza P, da los puntos ¢ y b, con
ayuda de los cuales se pueden hallar las proyecciones horizontales
de las generatrices SA y SB sobre la superficie de este cono. Luego
hallamos las proyecciones frontales de las generatrices indicadas
(sa’ y §'0").

Ya vimos un procedimiento semejante en la fig. 282, donde se
examinaba la interseccién de una pirdmide por otra.

Pero la traza horizontal P, no permite en este caso delerminar
las generatrices del cono de vértice 7, sutiadas en el plano P; por
eso hallamos la traza de perfil P que corta a la linea de interseccion
de la superficie cénica con.el plano W en los puntos ¢ y d”. Una vez
construidas las proyecciones ho-
rizontales y frontales de los pun-
tos C y D, construimos las gene-
ratrices del cono de vértice T:
CT y DT (c't', ety d’'t', d1). Las
generatrices halladas se cortan
en los punios pertenecientes a la
Iinea buscada.

Trazando una serie de planos
auxiliares por ST, se puede cons-
truir una serie de puntos de la
linea buscada de interseccién y
trazar por ellos una curva.

Confrontando las construccio-
nesen la fig. 396 y las construccio-
nes de las figs. 394 y 395 vemos que en estas ultimas fueron suficien-
tes las trazas horizontales de los planocs, mientras que en el caso de
la fig. 396 fueron necesarias las trazas de perfil. Esto se explica por
hecho de que las bases de los cuerpos examinados en laz figs. 394
y 395 estén situadas en el plano H, mientras que en la fig. 396 sola-
mente uno de los conos s¢ apoya sobre el plano H. Por esta razén,
cuando las bases de los cuerpos estdn situadas en distintos planos
de proyeceion (fig. 397), nos vemos obligados a emplear las trazas
correspondientes de los planos secantes. Si, por ejemplo, como en la
fig. 396, la superficie de uno de los conos no llega hasta el plano de
proyeccién, entonces ésta se lleva hasta este plano, o sea, se cons-
truye la traza de la superficie.

.El trazado de los planos secantes por una recta que pasa por
los vértices de los conos, evidentemente, es 1til también para el
caso de la interseccién de la superficie de un eono por una pirdmide.

En la fig. 396 se muestra el emplco de no sélo planos de posicidn
general, por ejemplo, el plano P, sino también planos de posicién
particular para hallar ciertos puntos. Asi, el plano trazado por el
punto 7' paralelamente al plano H {(la traza @Q,) corta al cono segin
las generalrices TE y TE,, y al cono de vértice S, segtn la circunfe-

Tig. 397



280 CAP. X INTERSECCION DE SUPERFICIES ENTRE 81

sencia £F,. En Ja interseccién de su proyeccién horizesial con et
hallameos las proyecciones horizontales 5 y 6, y luego las proyeccio-
nes 5, 6" y 3%, 6". Trazando por S un plano de perfil hallamos los
puntos con las proyecciones 7, 7', 7" y &, &', §".

§ 62. APLICACION DE LOS PLANOS SECANTES ‘
AUXI1IARES PARALELOS A LOS PLANOS
DE PROYECCION

En el pirrafo anterior, en la fig. 396 se mostré 1a aplicacién
de planos secantes auxiliares: uno, paralelo al plano H y otro, pa-
ralelo al plane ¥W. Pero alli el papel principal como planos auxilia-
res de posicidén general lo desempeiiaba el haz de planos con la recta
comin 87. Ahora examinaremos ejemplos, cuando ¢l empleo de
solamenie planos paralelos a los planos de proyeccién, resuelve por
compleio €l probiema de determinacién de los punios para la curva
buscada. ¥sto ecurre en los casos en que estos planos corlan a las
superficias, que pariicipan en la conslruccidn, segin reclas o circan-
{ferencias.

En la fig. 388, un cono truncado, cuyo eje es perpendicular al
plano W, penetra en una semiesfera, en la superficie de la cual se
forma una curva cerrada. En este caso los puntos de la linea de in-
icrseccion se han hallado con ayuda de planos paralelos al plano W
y perpendiculases al eje del cono. Los planos P y P, cortan a la
superficie de 1a semiesfera segin circunferencias de radios o'a” y
0,4,, ¥ a la superlicie del cono, segin circunferencias de radios
"B y c8;. Construyendo las circunferencias indicadas sobre el plano
W, hallamos 1as proyecciones de perfil de los puntos de la linea
buscada. Asi pues, en la interseecidn de las circunierencias, obtenidas
con ayuda del plano P, marcanios los puntos 17 y 2”; las proyecciones
frontales ¥ horizontales de estos puntos se encuentran cn las irazas
P, y £_. De modo semejanle se han hallado tos puntos 3, 3’ y 4, ¢’
con auxiio del piano P;.

ado gue el eje del cono es paralelo al plano H, entonces, trazando
por élel plane @ paralelo al plano H, corlaremos a la superlicie del
cono segtn generatrices, y a la superficie de la semiesfera, segin
una circunierencia; construyendo la proveceion de esta GMima sobre
el plano f1, hallaremos en la inlerseccidn con las proyecciones de las
generairices correspondientes del cono los puntos 5 y 6.

En esie ejemplo, la posicién de los puntos 7, 7' y 8, 8 es evidente.
Estos puntos, asi como los 4, 5" y &, 6" son puntos caracteristicos;
en forma ampliada se muesira la construceién del puunte &, en el que
hacen centacto una con otra las proyecciones de la generatriz del
cono ¥ de 1a linea de interseccidn.
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En la fig. 399 se da otro ejemplo, cuande los puntes de Ja inea
de intersecccién de dos superficies de han hallado con la ayuda de
planos secantes paralelos al plano H, y en un caso (el punto &)
al plano W. Aqui es mds oportuno hablar de la iinea de iransicién

Fig. 398

(véase la nota de la pdg. 274), puesto que 1a pieza representada ¥
{casquete de cojinete) se obtiene por fundicién ¥ alli donde 1a super-
ficie cnica se junla con la esférica, no se obtiene una linea de inter-
seecion claramente destacada. Pero en la fig. 399 se ha efectuado la
construccion precisamente de la linea de interseccion, puesto gque se
examinan formas geométricas que son las bases de las formas Lée-
nicas.

U Para cconemizar Jugar, la visla principal § la vista superior 3¢ dan no
completas,
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La marcha de la construccién estd clara del dibujo. Para cons-
truir las proyecciones del punto B, que tiene importancia para deter-
minar la transicién entre las proyecciones de la generatriz del cono
v la linea de interseccién sohre el plano W (el punto ") seha tomado

R.

Fig. 399

el plano de perfil que pasa por el eje del cono. La superficie esfé-
rica se corta segin una circunferencia de radio R ,=1'2". Primero se
ha hallado la proyeccién b7, Inego b’ y b. Bl punto B, asi como los
puntos 4 y €, es también caracteristico 1'.

PREGUNTAS A LOS §§ 60—62

1. ¢En qué consiste ol método general de construccién de la linea de inter-
seccion de una superficie por otra?

2. r;{E"s posible, si por lo menos una de las superficies curvas que se cortan
es reglada, construir la Finea de interseccién con ayuda de los puntos de intersec-
cién de las generatrices do esta superficie reglada con la otra?

3. ¢En qué se diferencian la ¢penetracién» y la emordeduras al intersecar
una superficio con otra?

4. ¢Dentro do los limites de cudl parte de las proyecciones de las superfi-
cies quo se cortan se obtiene la proyeccion de la linea de interseceién?

1 Acerca de las proyeccionez de la linea de interseccién de una superficie
eslerica con una céuica véaso el § 65.
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5, ¢Cudles Funws do la linea de interseccién de las superficies se llaman
scaracieristicosy ’

6. iCudles recomendaciones se pueden dar para la eleccién de los planos
sccantes auxiliares en los casos de interscccion do cilindros, conos, prismas y
pirédmides?

7. ¢En cudles casos se recomienda emplear planos secantes suxiliares parale~
los a los planes de proyeccién para construir la linea de interseccién de una su-
perficie por otra?

§ 63. ALGUNOS CASOS PARTICULARES
DE INTERSECCION DE UNA SUPERFICIE CON
OTRA

1. En la fig. 400 estdn representados cuerpos gue se cortan:
a) dos cilindros con generatrices paralelas, b) dos conos con vértice
comin. En ambos casos las lineas de interseccién de las superficies
son las generatrices comunes de
estas superficies.

¢
Supongamos que hace falta cons-
truir las provecciones de la recta que
pasa por el punto B del eje de proyec.
ciény que Forma con el plano & un ,
dngu?o a y conel plano ¥V un angule | iy
: i 3

{1

2 [

B. Es conocido que para unarecta de ! b

posicién general a-+pPp<90° (véaso
el §13).

El lugar geométrico de las rectas
ue pasan por el punto dado y que
orman con el plane /7 un angulo a, es

una superficie de rovolucién cénica
cuyo vértice se encuentra e¢n el punto 8)

dado y sus generatrices forman con el

plano # un éngulo e, Fig. 400

Igualmento, el lugar geométrico g
de las rectas que pasan por el punto
dado y gque forman con el plano ¥ un éngulo B, cs una seperficio de revo-
lucién eénica cuye vértice se encuentra en el punto dado y sus generalrices
forman con el plano ¥ un dnguloe B.

Obviamente, la recta b Ja debo pert al mismo tiempo a las super-
ficies de ambos conos que tiencn un vértice comim en el punto dado, es decir,
debe ser la linen de su interseccién (la generatriz comin), Obtendremos ocho ra-

yos que parten del punto B y que responden a las condiciones planteadas {cuatro
rectas).

Enla ﬁﬁ' 4 se ha efectuado la construccién de uno de estos rayos, El pri-
mer cono se determina por la generatriz B4, v el ejo perpendicular ai plano #H,
¥’ el segundo cono, por la generatriz 5A, y ol eje perpondicular al {)lano V. Para

a construccion de la recta buscada so tiene por ahora solamente el punto B (ol
vértice comin de los conos). El segundo runw c{el unto X), coman para las su-
perficies de estos conos, lo hallamos con la ayuda JJe la esfera con céntro en el
punto & (véase mdis adelante la fig. 415},

De otro ejemplo, cuando en el curse de la construccion se emplea la propie-
dad de la interseceidn do dos superficies cénicas con vértico comiin segin una Tec-
ta comin para estas superficies (generatriz), sirve la construccidn de las gene-
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ratrices de una superficie reglada Hamada eilindro con 4res directrices {sobre
esta superficie viase en-el § 50, ol apartado B, punto 2.2), Supongamos (fig. 402)
que entre las direclrices hay una recta A8 y dos curvas, Si fomamos ol punto (K)
sohre la generatriz rectilinea ¥ lo aceptamos eomo vértice comin de las superfi-
cies cnicas auxiliarcs para las cuales las curvas dadas sicven de direetrices, en-
tonces la rocla de interseccién de estas superficies cénicas, pasamlo por ol vérti-
ce de las mismas, corla también a sus directrices, es docir, cs la yeneratriz secti-
Iinea del cilindro con tres dircctrices, Evidentemente, hay que tomar una serie
de puntos de la recta dada y efec~
tuar paracada uno de ellos la cons-
truecién indicada, lo que da una
serie «de gencratrices del cilindro
con tres directrices,

Si las tres dircctrices de esta
superficie son lineas curvas, enton-
ces ol método de copstruccion indi-
cado se conserva el mismo: los pun-
tos, que sirven de vértices de las
superficies conicas auxiliares, se to-
man sobre una de las curvas dadas,

Fig. 401 Fig. 402

2. En el caso de interseccion mutua de superficies de revolucién
de segundo orden, en ciertos casos, 1a linea de interseccion se descom-
pone en dos curvas planas de segundo orden. Esto ocurre en los casos
cuando ambas superficies de revelucién que se cortan (cilindro y
cono, dos conos, elipsoide y cono, €tc.} estdn circunsecritas a una es-
fera comin para ellas. En los ejemplos dados en la fig. 403, en los
tres primeros casos Ja interseccién tiene lugar segin elipses, en el
cuarto, segln una elipse y una pardbola, y en el quinto, segln una
elipse y una hipérbola.

En la fig. 404 se muestran dos cilindros de igral didmetro con
ejes que se cortan. Desde el punto de interseccién de los ejes se puede
trazar una esfera inscrita en ambos cilindros. Ambas superficies
se cortan segiin una linea compuesta por dos elipses. En la fig. 404
a la derecha, estdn representados también dos cilindros de igual did-
metro, pero, en este caso, sus ejos se.cortan no bajo un éngulo recto.
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La linea de interseccién estd compuesta por las mitades de dos elip-
Ses.

Las curvas de interseccion de las superficies representadas en las
figs. 403 v 404 se proyectan sobre el plano frontal de proyeccién
en forma de segmentos rectilineos, puesto que el plano comin de
simetria para cada par de superficies examinadas estd situado para-
lelamentie al plano V.

Fig. 403

En los ejemplos examinados ticne hl%” un eontacte doble de tas dos superli-
cies de segundo erden que se cortan, es deeir, la existencia en estas superficies
de dos puntos de contaclo y, por lo tanto, dos plapos, cada uno de los cuales hace
contaeto con ambas superficies en un punte comin para dstas. Expongamaos, sin
demostracién?’, las dos tesis siguientes, en las cuales se basan las construceiones
indieadas mis arribac £) las superficies de segundo orden, gue tienen doble contacto,
22 egrtan entre st gegiin dos curvas de segundo orden, con la particularided de que
bos plancs die esias curvas pasen por la recta delerminada por los punitos de contacto;

i Véase em los curses de Geometria Analitica.
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2) dos superficies de segundo orden circunscirtas a una tercera superficie de segun-
do orden (o Inscritas en esta iltimaY)), se cortan entre si segin dos curvas de segunde
orden. La scgunda tesis, conocida bajo el rombre de teorema de Monge, se despron-
de de la primera.

_Q_T_q..{
g LN
ez —~

T

Fig, 404

Sobre la bage de lo oxguesw so pueden hallar las secciones circulares do un
cono eliptico y de un cilindro eliptico (véase la pég. 200). En la fig. 405 se da un
ejemplo. Se ha tomado cierta esfera de tal modo que tenga doble contacto conla
superficie del cono eliptico. En lain-
s g terseccién de la esfera con el cono se
obtienen dos curvas planas: dos circun-
ferencins en los planos proyectantes de
perfil 7 y Q (se rouestran las trazas
do perfil de estos planos). Los planos
paralelos a los plancs T y Q dados
sistemas de secciones circulares del
conp eliptico,

3. Las superficies de revolu-
cion coaxiales (o sea, las super-
ficies con eje comin) se cortan
segtin circunferencias. En la fig.
406 se dan tres ejemplos: a) un
cilindro y un cono, b) un elipsoi-

a de achatado y un cono truncado,
¢} dos esleras. En todos estos
ejemplos se dan solamente las

Fig. 405 proyecciones frontales, ademds,

el eje coman de las superficies

estd situado paralelamente al plano V. Por esla razon, las cirecun-
ferencias que se obtienen en la inlerseccién de una superficie con

' Por ejemplo, dos elipsoides de revolucién achatados inscritos en una
superficie esférica.
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olra se proyectan sobre el plano V en forma de segmepntos recti-
lineos.

Como eje de la esfera se puede tomar cualquiera de sus didmetros.
Por eso, las esferas que se cortan se consideran superficies de revolu-
cién coaxiales. Como superficies coaxiales también pueden ser con-

Fig. 406

sideradas el cilindro y la esfera, el cono y la esfera, cierta superfi-
cie de revolucién y la esfera, ropresentadas en la fig. 407. Los ejes
del cilindro, del cono y de la superficie de revolucién pasan por los
centros de las esferas. La inferseccién tiene efeclo segin circun-
ferencias.

Fig. 407

¥
En la flg. 408 se dan ejemplos de la representacién de superfi-
cies de revolucion coaxiales y de los taladrados en direccién contraria
de un mismo didmetro tomados de la practica del dibujo de méqui-
nas. Las superficies se han designado con las letras siguientes: 4, .
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I2 superficie de on anille circular; €, la de un cono; Cil, la de un
cilindro; Es, e de una esfera; las lineas obtenidas en la inlerseecidon
se ban designad'o eon las letras: Cir, circunferencia; El, elipse. Estas

Fig. 408

lineas se proyeclan en forma de segmentos rectilineos, puesto que los
ejes de las superficies son paralelos a los planos de proyeccidn (en
este caso al plano V).

§ 64. APLICACION DE LAS ESFERAS SECANTES
AUXILIARES

La interseecién de swperficies de revolucion con una esfera exa-
minada en el §63 es la base del empleo de las esferas en calidad de
superficies. auxilfares al censtruir las lineas de interseccién de una
superficie por otra.

En: fa fig. 400 se dan des superficies de revolucidn con cjes que
se cortam y, por congiguiente, con plano comfin de simetrfa paralelo
al plano V. Pesde el punto. de interseecion de los ejes se puede trazar
una serie de esferas. Supongamos que se hw trazado ka esfera designada
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en la fig. 409 por Es./. Esta esfera se corta con cada una de Ias su-
periicies segin circunferencias; en la interseccién de las circunferen-
cias se ohtienen puntos, comunes para ambas superficies y, por o
tanto, pertenecientes a la linea de interseccién. Como se ve del di-
bujo, la construceién se simplifica considerablemente como conse-
cuencia de que el plano de simetria, comin para las superficies dadas,
es paralelo al plano de proyeccibén (en el caso dado al plano ¥):
las circunferencias segiin las cuales la esfera corta simultdncamente
a dos superficies, se proyectan sobre el plano V cn forma de segmen-
tos rectilineos. Ademés, la proyeccién de la linea de interseccidn
se construye sin la ayuda de otras proyecciones de las superficies.

Es.2

Fig. 409 Fig. 440

Claro estd, que se trazan varias esferas, para obtener un niimero
suficiente de puntos para trazar la proyeccién buscada de la linea
de interseccidén. En la fig., 409 se muestra una esfera més, la £s.2;
ésta s6lo hace contacto con la superficie de generatriz curvilinea y da
en la proyeccién que se examina el punto 2’, «el iltimo» para la pro-
yecciébn frontal: las esferas de menor didmetro no dam puntos para
la linca buscada.

Ahora queda trazar por los puntos &', I', 2', I, ¥ b’ una curva:
la proyeccién frontal de la linea de unién de ambas superficies (exa-
minéndolas como un todo).

Como so ve, toda la construccién se ha efecluado solamento en
una proyeccion. )

Asi pues, si hay que construir la linea de intersecci6tn de dos
superficies de revolucién, cuyos ejes se cortan, se puede emplear es-
feras secantes auxiliares con centro en el punto de interseccidn de
los ejes de las superficies.

19---891
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En la fig. 410 se da otro ejemplo del empleo de esferasz en la cons-
truceién, andloga a la mostrada en la fig. 409. Esta vez, solamente
una de ellas es superficie de revolucién, la otra es un cono circular
oblicuo (véase el § 50); éste tiene una serie de secciones circulares
paralelas entre si. Cada una de estas secciones puede ser considerada
como paralelo de la esfera, cuyo centro se toma sobre el eje de la
superficie del cilindro. Por ejemplo, tomando el paralelo con centro
0O, (cuya proyeccibn es oy), trazamos por O, una perpendicular al
plano del paralelo hasta su interseccién con el eje del cilindro. El
punto £, {su proyeccién es ¢;) se toma como centro de la esfera que
corta a cada una de las superficies segiin circunferencias: a la super-
ficie del cono segin el paralelo tomado con centro @,, a la superfi-
cie del cilindro segiin la circunferencia que se obtiene al «acercarla»
a la esfera. Como resultado, sobre la proyeccién que se examina (la
frontal) se obtiene el punio 7’ perteneciente a la proyeccién de la
linea de interseccion buscada. Andlogamente puedo ser hallado el
2 centro C, {con la proyec-

cién ¢;) para trazar la esfera
” £s.1N2) con ayuda del paralelo ele-
w2 o, gido con centro en el punto
&/~ 2 & ¥ O, (con la proyecci6n o).
F Lo que sigue estd claro del
sfera dibujo.
] ~ Asi  pues, las esferas
p d e ;
fs.2 auxiliares pueden emplearse
también en los casos de inter-
7 2 seceién de una superficie
de revolucién con una super-
Fig. 411 ficie que tiene secciones cir-
culares paralelas entre si,
cuyos centros estdn situados sobre una misma linea que corta al
eje de la superficie de revolucién.

En la fig. 411 se muestra la construccién de la linea de unién de
la superficie de un cilindro de revolucién y una esfera (la genera-
triz AB del cilindro hace contacto con la esfera en el punto B). Es-
tas superficies tienen un plano de simetria comin paralelo al plano
V. El centro de una esfera auxiliar la Es.7, se ha tomado en el punto
cuya proyecci6n frontal es ¢]. El radio do esta esfera se ha tomado igual
al segmento c;Z; (en el caso dado es el radio menor para las esfe-
ras auxiliares); éste es también el radio de la circunferencia por la
que tiene efecto el contacto de la esfera auxiliar Es.I con la superfi-
cie del cilindro. Esta eslera corta a la-esfera dada de radio R segiin
la circunferencia de radio 7;7;. En la interseccion de las rectas 7.7}
y ¢,1; se obtiene el punto 1’ (una de los puntos pertenecientes a la pro-
yeccién de la linea buscada de unién de las superficies del cilindro
y la esfera).
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La segunda esfera auxiliar (la Es,2) se ha trazado desde el punto
tomade también sobre el eje del cilindro (con la proyeccién cj),
Esta esfera da el punto 2’.

Al oblener unos cuantos puntos mas entre los puntos extremos
b’ y ¢, se puede trazar la proyeccion frontal de la linea buscada, En
el punto I’, oblenido con ayuda de la esfera «oxtremar (inscrita
en el cilindro), la recta 7;7; es tangente a la curva b'7'2'¢’.

Fig. 412

En la fig. 412 se muestra la interseccién de dos conos de revolu-
cién. Sus ‘ejes forman en su inlerseccién un plano de simetria, comiin
para estos conos, paralelo al plano V.

En el caso en cuestién se han empleado esleras auxiliares trazadas
desde un mismo centro (el punto O de interseccion de los ejes
de los conos). Asi, para hallar el punto I se ha trazado la esfera
de radio r.

lg*
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Fig. 413

Los puntos €, ¥y eyen la
proyeccion frontal, los puntos
més proximos al eje del cono

. con eje vertical, se han ha.
1lado con la ayuda de la esfera
inscrita en este cono Y.

Los puntos fi ¥ fs, en los
gue tiene lugar en la proyec-
cion horizontal la divisién en
las partes vista y oculta, han
sido hallados con ayuda del
plano T' que pasa por el eje
del cono. Este es un ejemplo
de la aplicacién de dos proce-
dimientos en una misma cons-
truccién: el procedimiento de
planos secantes auxiliares y el
de esferas secantes auxiliares.

En la fig. 413 se muestra la
unién se las superficies de dos

1) La linea de interseccién de dos superficies de segunde orden, que tienen
un plano de simetria comun, se Jam}'ecta sobre el E‘lano paralelo al plano de
gimetria en forma de una curva de segundo orden. En el caso dado se obtienc
una hipérbola. Los puntos e ¥ & son sus vértices. En la fig. 411 la proycccidn
frontal de la linea de unién de las superficies es una paribola (véase el § 63).
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cuerpos de revolucién: una cénica y otra con generatriz curvilinea. Se
han empleado esferas auxiliares. Primero se hallan las proyecciones de
los puntos sobre el plano V' y luego sobre el plano H. Por ejemplo,
el punto 5 sobre el plano H se ha hallado sobre el arco de circunferen-
cia, descrito desde el punto o con radio ca=o'a’; el punto 6 se ha
obtenido sobre el arco de radio ea=o;a;. El punto con las proyeccio-
nes 4 y 4 se ha hallado con ayuda de la esfera inscrita en la superfi-
cie de revolucién con generatriz curvilinea.

Fig. 414

Los puntos sobre el plano W se han hallado construyendo la ter-
cera proyeccién con ayuda de las otras dos halladas sobre los planos
V y H. Con el fin de economizar lugar, en Ja fig. 413 las tres vistas
se dan no completas,

El ejemplo dado en la fig. 414 permite establecer la ventaja del
método de las esferas auxiliares en comparacién con otros métodos
para el caso dado. Flace falta construir las proyecciones de la linea
de unibén de las superficies de un cono de revolucién y de un anillo
circular (en la fig. 414 viene representada la mitad del anillo).
En la parte izquierda del dibujo so muestra el empleo de planos
secantes auxiliares paralelos al eje det como. Estos planos cortan a la
superficie del cone seglin hipérbolas, que deben ser construidas con
ayuda de puntos, -y al anillo, segénsemicircunferencias de radios
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0.8 ¥ 0ia;. Por ejemplo, una vez construida sobre la proyeccién
frontal la hipérbola (la linea de interseccién de la superficie conica
con el plano P), describimos el arco de circunferencia de radio oja’'=
=0,a, con lo que hallamos los puntos k' y m’ en la proyeccién fron-
tal y sus correspondientes proyecciones horizontales & y m.

Es necesario construir una serie de hipérbolas, lo que complica la
solucién y disminuye la precisién. Seria también incémodo emplear
planos perpendiculares al eje del cono, puesto que estos planes, estando
situado el anillo tal como se muestra en la fig. 414, cortarian a su
superficie gegun ciertas curvas; para construir cada una de éstas
es necesario hallar toda una serie de puntos (véase el § 58). También
los planos que pasan por el vértice del cono dardn en la interseccion
con la superficie del anillo curvas, que deberdn ser halladas con ayu-
da de puntos.

La construceion se simplifica y se hace mds precisa, si se emplean
esleras auxiliares cuyos centros deberan estar situados sobre el eje
del cono. Las esferas deben ser elegidas de tal manera que corten al
anillo segin circunferencias. Esto se puede obtener de la siguiente
manera. .

Tomemos el plano P, que pasa por el cje del anillo y que es per-
pendicular al plano V. Este plane corta al anillo seglin una circunfe-
rencia de radio fe, con centro en el punto I; sobre el plano V esta
circunferencia se proyecta en forma de un segmento de recta.
¢Dénde deberan estar gituados los centros de las esferas, que pueden
ser trazadas por esta circunferencia? Evidentemente, éstos estian
situados sobre la recta que pasa por el centro de la circunferencia
I y que es perpendicular al plano #,. Esta recta se representa en la
proyeccidn frontal con la linea 7c, perpendicular al plano P, (y, por
congiguiente, tangente a la circunferencia axial del anillo, represen-
tada en el dibujo con linea de puntos y rayas).

Asi pues, debemos trazar una esfera cuyo centro estd situade,
en primer lugar, sobre el eje del cono, y en segundo, sobre la recta
Ie,. Tal centro ¢, queda determinado por completo por estas dos rec-
tas, y podemos trazar la esfera con centro ¢, y radio ¢,e,; en el plano
V se muestra parte de la proyeccién de Ia esfera (un arco de circunfe-
rencia), En la interseccién de la esfera con el cono se obtiene una
circunferencia, que se proyecta en forma de un segmento que pasa
por el punto by; la interseccién de la esfera con el anillo tiene efecto
segin la circunferencia sefialada mds arriba, que se proyecta sobre
la traza P, en forma de segmento. En la interseecién de estas rectas
se ha hallado el punto I' (Ia proyeccién de uno de los puntos de la
linea buscada).

Andlogamente, con ayuda del plano P, y los puntos 2, ¢a, ba, €.
se ha hallado el punto n’. Para construir las proyecciones horizon-
tales de estos puntos se pueden emplear los paralelos de la superfi-
cie conica, como se muestra para los puntos I y n.
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Nos podemos suponer que las rectas ¢,7 y ¢,2 son los ejes de cier-
tos cilindros, la seccion normal de los cuales coincide con la seccion
normal del anillo. Si tomamos los puntos 7 y 2 demasiado cerca uno
del ofro y nos imaginamos que tales puntos son muchos y, por con-
siguiente, son muchos los ejes trazados por estos puntos vy los cilin-
dros, entonces la superficie del anillo resulta sustituida por superfi-
cies cilindricas sucesivamonte dispuestas. Por eso el problema se
reduce a hallar los puntos comunes para la superficie del cono y la
superficie de cada uno de tal «cilindro
instantaneo» . Los ejes de los «cilindros
instantdneos» cortan al eje del cono en
puntos que se toman como centros de las
esferas auxiliares que cortan al cono y al
«ilindro instantineo» segiin circunfe-
rencias; las proyecciones de estas circun-
ferencias sobre el plano V representan seg-
mentos de lineas rectas. Las circunferen-
cias, segiin las cuales las esforas auxiliares
cortan a los «cilindros instantineos», son
aquellas secciones normales del anillo, a
partir de las cuales se inici6 la construc-
cidn.

En la fig. 415 estdn representados
parcialmonte dos conos de revolucidn
con vértice comin S y se muestra la
construccion de la generatriz segln la cual
se cortan las superficies conicas en las
partes representadas de éstas. Uno de los Fig. 415
puntos de la generatriz buscada es co-
nocido: éste es el vértice S. Para hallar el segundo punto se ha
empleado una esfera auxiliar eon centro en el punto S. La esfera cor-
ta a una de las superficies conicas segiin un arco de circunferencia,
cuyo radio es igual a ¢ 0 0'7’. A la segunda superficie 1a esfera la cor-
ta seglin un arco de cireunferencia de radio igual a 0,7, o 0}Z;. Las
proyecciones frontales de estos arcos se cortan en el punto m’, y las
horizontales, en el punto m; los puntos m’ y m son las proyecciones
del punto M (el segundo punto perteneciente a la generatriz bus-
cada).

De tal construceién se hizo uso en la fig. 401.

» Hemos empleado la expresién de ecilindro instantaneos para subrayar
la snstitucién de la superficie der anillo por una gran cantidad de elementos
cilindricgs. Pricticamente se efcetiun sélo unas cuantas do estas construcciones,
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§ 65. PROYECCION DE LA LINEA
DE INTERSECCION DE DOS SUPERFICIES
DE REVOLUCION DE SEGUNDO ORDEN SOBRE.
UN PLANO PARALELO A SU PLANO DE SIMETRIA
COMUN

En toda una serie de casos tiene efecto la interseccién de una
superficie de revolucién de segundo orden por otra. En estos casos,
asi como para todas las superficies algebraicas de segundo orden, se
obtiene una curva espacial de cuarte orden, llamada bicuadrada.

En la nota al pie de la pig. 292 se dljo que si dos superficies de
segundo ordem: tienen plano de simetria comiin, entonces la curva
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Fig. 416

obtenida en la interseccion de estas superficies se proyecta sobre el
plano paralelo al plano de simetria de las mismas en forma de una
curva de segundo orden. En la fig. 412, a la cual se refiere dicha nota,
se representaron dos conos de revolucién con ejes que se cortan. que
determinan el plano de simetria comin para estos conos, paralelo
al ptano V. La proyeccién frontal de la curva bicuadrada obtenida en
este caso representa una hipérbola.

En la fig. 416 se da ' la proyeccion frontal de dos cilindros de
revolucién (Cil.I y Cil.2) de diferentes didmetros. El punte o

> En éste y-en toda una serie de casos que siguen, con el fin de economizar

lug_at%‘si'n perjuicio para la claridad de 1a representacion se da solamente: una
parte de la proyeccidn,



§ 5. PROYEC. DE LA LINEA DE INTERSEC. DE DOS SUPERFICIES 297

es la proyeccién frontal del punto de interseccitén de los ejes de los
cilindros, La proyeceién frontal de la curva bicuadrada obtenida re-
presenta una hipérbola equilatera (una rama de ella) con centro en el
punto o'. Para la construccién se han empleado esferas con centro
comin en el punto de interseccién de los ejes de los cilindres. La
esfera (£s.I), inscrita en el cilindro de mayor didmetro, permite
hallar el punto 7, que es el vértice de la hipérbola V). Las esferas de
mayor radio determinan otros puntos de la proyeccién buscada de la
curva {por ejemplo, la esfera 5.2, el punto §); si en este caso el ra-
dio es mayor que el segmento 0’2, entonces se obtiencn puntes {por
ejemplo, el £) fuera de los 1imites del area comin de las proyecciones
de ambos cilindros.

Fig. 417

En la fig, 416 se han trazado laz asintotas de la hipérbola construida; ellag
pasan por ¢l punto o’ y son ﬂarpendicularea entra si. Estas asintotas conservan
su magnitud para todas las hipérbolas obtenidas en la fig: 416, si so toma, por
ejemplo, cilindros con eje vertical de distintos didmetres (Cil.4 y Cil.5), Si
los diametros de los cilindros son iguales (Cil.I y C€il.3), es decir, estos cilin-
dros tienen woa csfera comiin inscrita (£5.7), entonces la proyeceién Irontal do la
linea do interseccidn en la fig. 416 (véase mas arriba ke Eig. 404) representa dos
Tectas que so cortan bajo un ingulo recto, la posicién de les cunles (por ejemplo,
¢'2,) corresponde a la posicién de las asintotas.

Si los efes de los cilindros se cortan bajo un dngule agndo (fig. 417), enton-
ces la proyeccién do la linea de intersecci6n, para las mismas condiciones en
el caso examinado en la fig. 416, representa también una hipérhola equilatera.

!} En éste y en otros casos de este pardgrafo, donde el problema se reduge
a la construccidn solamente de Ja curva, los: puntos de estr curva e designan no
con letras, sino con c¢ifras sin comilla, que simbolize Ie proyeecion fron
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Los puntos para esta proyeccién se construyen auxilidndose del método de esfe-
ras auxiliarcs, ¥ en este aspecto no existe diferencia alguna entre los casos repre-
sentados en las figs. 417 Iy 416. Prestemos solamente atencién en que el punto 4
obtenido con auxilic de la esfera (Es.Z) inscrita en el cilindro mayor, noese
vértice de la hipérbola, como esto tenia lugar en la fig. 416, .

Las particularidades en la construccién dada en la fig, 417 son las siguien-
tes. Para hallar la posicién de las asintotas se ha construido el rombo §—6—7—8,
cuyos lados son tangentes a cierta circunferencia y paralelos a las generatrices

Fig. 418

del cilindro. Las diagonales do este rombo determinan la direccién de las asin-
totas. De ahi que las asintotas séan perpendiculsres entre si y gue la hipérbola
sea equilitera.

Trazando la bisectriz del dngulo entre las asintotas, ohtenemos el eje real
de la hipérbola; sobre este eje deboerd encontrarso el vértice (el punto 7}. Para
hallar este vértice efectuamos la siguiente construccién: tomando un punto cual-
quicra de la hipérbola, por ejemplo, el 4,, trazamos por él una perpendicular
al eje imaginario de la hipérbola 'y sciialamos los puntos 9 y 10, en los que esta
perpendicular corla al eje imagiuario v 4 la asintola; luego trazamos wn arco de
radio 9—4,, intersecando con él en el punto 77 la perpendicular levantada desdo
el punto 70 a la recta 9—4,. El segmento oblenido 70—77 expresa la distan-
ciazdcsde ¢’ hasta 1, es decir, hasta el vértice de la hipérbola, que ¢s su semieje
real,

La linca de interseccién do las suizzperiicies de revolucién representadas en
la fig. 418 se proyccta sobre el plane V, paralolo al plano de simetria comin de
estas superficics, en forma de hipérbola (sus asintotas son paralelas a las diago-
nales 7—38 y 2--4 del trapecio cuyos lados son respectivamente paralelos a las
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generatrices de las superficies dadas y hacen contacto con cierfa circunferencia).
Pero, en esto caso, se tiene ademds un plane de simetrin perpendicular al eje de
la superficie cdnica, gque c¢s horizontal y que pasa por el efe Eel cilindra. Sobrg
este plano, la proyeccién de la linea de interseccién de las superficies que se
examinan debera ger una curva de segundo orden, Se gblienc una curve cerrada
con dos ejes de simetria perpendiculares entre si, o sea, una elipse. El semicje
mayor ob de esta clipse es igual al segmento &°5, ¢l semicje menor ca es igual al
segmento a’6, es decir, al radio del paralelo de la esfera (£5. 7) al que pertencce
ol punto A.

et
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TFig. 419

La hipérbola obtenida en la fig. 418 no ¢s equilitera: sus asintotas forman
sngulos diferentes de 90°. Tambidn en la fig. 419, donde igualmente se ha construi-
do una hipérhola como la proyeccién do %n linca de interseecién de un cilindro
con la superficic de un conn, la hipérbola no es equildtera. Esto es caracteristico
para los casos do interseceién mutua de superficies cdnica y cilindrica de segundo
orden, que tienen un plane comian de simetria, cuando la linea de interseccifn
80 proyecta sobre un plano paralelo al plano do simetyia .

En la lig. 419 como centro de las esferas auxiliures sirve el punto 0, cuya
proyeccion frontal o' se encuentra en el punto de interseccién de los ejes de las
superficies conica y cilindrica. La esfera (Es. 1) inscrita en la superlicic cinica
ofrece 1a posibitidad de obtener la posicién del cje real, el centro y el vértico do
la hipérbola. Las asintotas so han obtenido como diagonales del trapecio 5§—6—
7—&, ¢n el cual los lados 5—6 y 7—4& son paralelos a la generatriz del cilindro y
hacen contacto con la superficie de la esfera (Zs, 1). '

4 D¢ acuerdo con Ja investigacion de E. A. Glazunov «Sobre las proyeccio-
nes de las lincas de interseecion de dos superficies de segundo orden, que tienen
plano de simetria comins, publicada ¢n el afio 1058 en la coleceién «Trabajos
del seminario de Mosci sobre la Geometria Descriptiva y la gréifica de ingenierias.
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Asi, en las figs, 446 y 447 las proyccciones de las lincas de interseccidn re-
pres¢ntan una hipérbola equilitera, mientras que cn las iigs.éi& ¥ 419 se obtenian
iambién hipérbolas, pero no equilfiteras. También se obtiene una hipérbola no
equilatera en el caso mostrado en Ia fig, 420, donde viene construida la proyeccion
de la linea de interseccién de una superficie conica de revolucidn por otra. Aqui
la csfera (Es. 1) inscrita en el cono de mayor dngulo del vértice da la posibilidad
de obtener la posicign del cje real, el centro y el vértice de la hipérbola. Las
asintotas se han construido como diagonales dvcl trapecio 4—-5—6—7.

Tig., 420

Un caso anélogo se representé en la fig. 412, donde se da el dibujo en dos
proyecciones de conos con ejes que se cortan y que son perpendiculares entre si
ademés un cono pasaba a través del otro. )

iSiempre la proyeccidn de la linea de intersoecién de dos superficies cénicas
es ?recisamcnto una hipérbola no equilélera? No, si los dngulos de los vértices
de los conos, representados en las figs. 412 y 420, son iguales entro si, entonces
la hipérbola que se chticne como proyeccién de fa linea ge interseccién de las
superficies cénicas de rovelucién con ejes que se cortan sobre un plano paralelo
a estos ojes, serd equilatera

En la tabla que se da a continuacién, se exponen indicaciones
acerca de la proyeccién de la linea do interseccién de dos superfi-
cies de revolucion de segundo orden con ejes que se cortan sohre un
plano paralelo a estos ejes, tomadas de la investigacion mencionada
en la nota al pie de Ia pig. 299,



§ 65. PROYEC. DE LA LINEA DE INTERSEC. DE DOS SUPERFICIES

301

Superficle de revolucién

Proyeccitn que

£0, opticoe sin ninguna condicién particular S0 'i”,,‘?“,‘,f,i‘;’,‘,“,;-c,i‘m‘ﬂ’;“’ e
Cilindricas
Conicas en cuales- .
Hipérbol Paraboloides quiera Ambas superficies son
Apernoia Hiperboloides combina- elipsoides achatados
Elipsoides ciones
estirados
Hipérbola equi- Ambas superficies son cilin- Ambas superficies son céni-
létera dricas cas con dngulos iguales on
Ambas superficies son para- los vértices de los conos.
boloides Ambas superficics son hiper-

Cilindrica y paraboloide

boloides con éngulos iguales
en los vértices de sus conos
asintdticos.

Cénica ¢ hiperboloide con
ﬁn{;ulos iguales on el vértico
del cono ¥ en el vértice del
cone asinibtico del hiperho-
loide.

Ambas superficies son olip-
soides, pero semejantes.

En la pag. 290 se dio la fig. 411 en la que se mostraba la construe-
cién de la proyeccién frontal de la linea de unién de las super[m’es
de un cilindro de revolucién y de una esfera. Ademas, el plano coman

de simetria de las superfi-
cies, determinado por el eje
del cilindro y el centro de
la esfera, era paralelo al
plano V. Por esta razén, la
proyecciébn frontal de la
linea de unibén de las super-
ficies dadas representa una
curva de segundo orden, en
el caso examinado, una pa-
rabola con vértice en el pun-
to b'.

En la fig. 421 se muestra
la construccién de una pa-
rabola (la proyececidén de la
linea de interseccion de una
esfera con un cilindro). Los
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Fig. 421

puntos 2y & (asi como los simétricos a éstos) pertenecen notoria-
mente a la proyeccién buscada. El punto 4 se ha construido con auxi-
lio de una circunferencia trazada desde el punto o’. Esta circunferen-
cia es el meridiano principal de la esfera (E5.2), cuyo ceniro se
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encuentira en el eje del cilindre en el punto @. Para la construccién
del punto 7 (el vértice de la pardbola) se ha tomado una esfera auxi-
liar (la Es. I); el punto f se ha hallado en la interseccién de la recta
6—7 con la proyeccién del eje de la pardbola. En la investigacién
mencionada més arriba ¥ Iue establecido que el pardmetro de la
pardbola es igual a la distancia entre los puntos ¢’ y o’. Llevando so-
bre el ejo de la pardbola la mitad de este segmentio a cada lado del
vértice de la misma, obtenemos los puntos § y 9. Por el punto 8 pasa
la directriz de la pardbola, y en el punto 9 se encuentra su foco. Ahora
so pueden construir los puntos de la pardbola auxilidndonos de la

directriz y del foco halladoes,
1
\ o -
ki
1

Fig. 422

Si el didmetro del cilindro, que corta a la esfera, es ignal al radio
de ésta y la generatriz del cilindro pasa por el centro de la esfera
(fig. 422), se obtiene una eurva bicuadrada, gue lleva el nombre de
curva de Viviani ®. Su proyeceién [rontal es una parabola.

La proyecciton sobre el plavo, paralelo al otro plano de simetria
(véase la fig. 422, a la derecha), es decir, en el caso dado sobre el
plano H, coincidiendo con la proyeccién del cilindro, representa
una circunferencia, o sea, una curva de segundo orden, asi como debe
ser de acuerdo con la regla general indicada al comienzo de esto pa-
ragrafo.

Para la esfera, todo plano diametral es un plano de simetria.
Si cualquier superficie de revolucién de segundo orden corta a una
esfera cuyo centro se encuentra en el plano de simetria de esta super-
ficie, entonces la eurva de inlerseccién se proyecta sobre el plano
paralelo al plano de simelria, en forma de una curva de segundo or-

5 Véaso la nota al pie de la pde.* 299.
2 Vicente Viviani ?1622—1? 3), matemético y arquitecto, discipulo de
gailileu. emplieaba esta curva bicuadrada para las ventanas en las cfipulas es-
ricas.
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den. Nosotros ya tropezamos con esto en las figs. 418 y 422; si se
construyera la proyeecion horizontal en la fig. 421, entonces la curva
de interseccion del cilindro con la esfera se proyectaria en forma de
circunferencia, lo que es evidente, lo mismo que en la fig. 422. Mas
arriba, en la fig. 398, la proyeccién de la curva de interseccién de
un cono con la superficie de una semiesfera representaba sobre el
plano ¥ una pardbola, y sobre el plano W, una elipse. Hay que ima-
ginarnos una segunda semiesiera y un segundo cono en la misma posi-
cidn reciproca que en la fig. 398, y unir una a otra las bases circula-
res de ambhas semiesferas; el plano de contacto serd un plano de si-
metria claramente expresado, paralelo al plano W, y la curva sobre
el plano W sera una elipse.

También en la fig. 309 se obtuvieron una paribola y una elipse
como proyecciones de la linea de interseceion.

En la tabla que se da a continuacién se indica en cudiles casos,
en la interseccién de dos superficies de revolucién de segundo orden
con ejes que se corlan, se obtienen parabolas y elipses como proyec-
ciones de las lineas de interseccion sobre planos paralelos al plano
de simetria de eslas superlicies ¥.

Proyeceién que se  Superficies de revolucién
obliene

Pardibola Una esfera con superficies cilindrica, cénica, paraboloide,
hiperboloide, elipsoide

Elipse Un clipzoide achalado con superficies cilindrica, cdnica,
paraboloide, hiperboloide, elipsoide estirado

Conociendo cudl linea precisamente debe obienerse al construir
las proyecciones, en toda una serie de casos, se pueden emplear las
propiedades geométricas de estas lineas, lo que simplifica la consiruc-
cién y permile obtener resullados mds exaclos.

PREGUNTAS A LOS & 63—65

1. iScgin cudles lineas se cortan entre si: a) las superficies cilindricas cuyas
gencratrices son paralelas entre si, b) las suporfi cies ¢dnicas con virtice comin?

2, ¢Cémo se construyen las generatrices de la superficie reglada llamada
cilindro con tres dircctrices, si dos do cllos o las tres son lineas curvas?

. ¢Cuiles lineas se oblienen al cortarse mutuumentie dos superficies de

revolucién circunseritas a una esfera comun para ellas o inscritaz en una esfera?

4, (Segin cudles lincas so cortan entre si las superficies do revolucion que
tienen eje comin (superficies coaxiales)?

L Tomadas de la misma investigacidn (véase la nota al pie de la pag. 209),
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i E :En cuéles casos es posible y conveniento emplear esferas secantés auxi-
iarea?

6. (A cudl curva se le llama hicuadrada?

7. ¢En forma de cudl lnea se proyecta la curva bicuadrada sobre un plano
pm‘a‘leli? al plano comin de simetria de dos superficies do segundo orden quo so
cortan

8. (Cudl de las curvas de segundo orden es la proyeccion de la linea de in-
terseccion de una superficie cilindrica do revolucién por otra sobre un plano pa-
ralelo al plano comun de simetria de estas superficies?

9. tEn cufl caso la proyeccién de la linea de interseccién de superficies
cénicas, que tienen plano de simetria comdn paralelo al plano do proyeccién,
¢s una hipérhola equildtera?

10. iCuiles curvas pueden ser las proyecciones de la linca de interseccién
de las superficies de un cilindro y un cono de revolucién con una esfera, en el
caso de que tengan un plano mm%n de simetria?

§ 66. EIEMPLOS DE CONSTRUCCION
DE LAS LINEAS DE INTERSECCION
DE UNA SUPERFICIE CON OTRA

A continuacién se examinan varios ejemplos con el emﬂleo de los métodos
de construccidn indicados en los parigrafos anteriores, y también procedimientos
especiales, ttiles para la construccién de los puntos de la linea huscada cn los
casos de suiporficics de posicién particular®,

En la fig. 423 se da el caso en que la proyeccién de la lineca de interseccién
sobre el plano H se confunde con una circunferencia (la proyeccién de un cilindro

Fig. 423

1 En algunos dibujos, para economizar 'lugar, no todas las proyecciones
«s6 dan completas,
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con ejo vertical), y sobre el plano W, con una somicircunferencia (la proyeccion
de un cilindro con cje horizontal). Falta hallar los puntes con ayuda de los
cuales se puede construir la proyeccién de la linea buscada sobre el plano V
{la hipérbola con vértice en el punto b°).

Evidentemente, la proycccion b’ se determina directamente con ayuda de la
proyeccioén &”, y, por ejemplo, la proyeccion d’ se determina como el punto de
interseecién de las lineas de referencia, trazadas desdoe los puntos 4 y 4%, coordi-
nadas entro si por la distancia [ hasta los ejes de las proyccciones horizontal
y de perfil.

Fig. 424

Igualmente, valiéndose do las proyecciones ¢ y ¢, coordenadas entre sf,
se determina la proyeccién ¢’. Como se ve, agui no es necesario trazar planos o
esferas secantes auxiliares.

En la fig. 424, para construir las proyecciones ', &' y ¢’ se ha hocho uso de
las proyecciones de perfil 4", d" y ", con ayuda do las cuales han sido halladas
las proyecciones frontales de las generatrices del eilindro oblicuo y las proyeccio-
nes ', d' y e'. Disponiendo de las proyecciones b°, d”, ¢°, a', b’, ¢, d' ¥ ¢’. se pue-
den hallar las proyecciones a, b, c, d ¥ e.

En ol caso representado en la fig, 425, los puntos para las proyecciones fron-
tales de las lineas segin Ias cuales el cilindro oblicuo corta a la superficie dol
cilindro con eje vertical, se han hallado a partir de la posicidn de las proyccciones
horizontales de estos puntos. Es necesario solamente construir lay proyecciones
frontales de las generatrices correspondientes del cilindro oblicwo. Entre los puntos
sefialados en la fig, 425, son caracteristicos los puntos 1° y 5 (los puntos mas
cercanos al eje del cilindro vertical en las partes vista y oculta do la proyeccidn
frontal de la linea derecha), los puntos & y 3" (los puntos mis cercamo y mas

20— 891
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alejado del plano /f en las generatrices de contorno del cilindro oblicuoi, los pun-
toa 4’ y 4’ {que separan la proyeccién de la gencratriz de contorno del cilindro
vertical de la proyeccién de la curva). A estos puntos les corresponden puntos del
mismo significado en la curva a la izquierda. 3

En la fig. 426 se muestra la interscecién de la superficie de un .cono con un
cilindro, Los puntos de partida para la construccién de los puntos 1°, 2', ..., 6’
son los puntos 7, 2, ..., & de la proyeccién horizontal de la linea en la superficie

conica, Por ejemplo, los puntos 4° y 4; se ohtienen en la proycccidn frontal del
paralelo de radio o4, ¢l punto &', en la proyeccién frontal del paralelo de radio o8

Fig. 425 Fig. 426

La construccion de la proyeccién frontal de la linea de interseccién de una
superficie cilindrica con wn cono {fig. 427} se ha cfectuado con gyuda de los pun-
tos de partida tomados en la proyeccion de perfil del cilindro. Los puntos 1",
3", 4%, 6" y 8" dan la posibilidad de hallar inmediatamente los puntos caracteris~
ticos ', 3', 4', 6’ y &' para la proyeccion frontal. Los demais puntos pueden ser
hallados con auxijlio de las generatrices; por cjemplo, tomando la proyeccién
s'c’ de la generatriz, sobre la cual debers estar situada la proyeceidn 5°, hailamus.
por el segmento I, el punto ¢ y la proyeccién s°¢”, y luego s'¢’; falta obtener las
proyecciones 5' y 5.

En la fig. 428, las proyecciones frontales de los puntos de la linea, segin
la cual el cilindro corta a la superficic de la semiesfera, pueden ser oblenidas
con ayuda de las proyecciones horizontales sobro los paralelos correspondientes
de la esfera. Por cjemplo, con ayuda del punto i so ha duterminadao el paralelo
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de radio ok y en su proycccion frontal se ha hallado la proyeccidn &', Lo mismo
se muestra para los puntes 4 y /. Pero, claro estd, seo Yuedu, por ejemplo, para
lns mismos puntos 4 y F, partiende do nuevo de la posicién de sus proyecciones
horizontales a y f, tomar ¢l plano secante T' paralelo al plano V v hallar las
proyecciones ' y f* sobre la semicircunferencia obtenida al cortar ‘{a superficio

Fig. 427

de la semiesfera con el plano 7', Evidentemente, en muchos casos es conveniente
variar los métodos de construccién de los puntos para la construccién de las pro-
vecciones de las lineas de interseccidn, eligiendo los més comodos de ellos, pre-
tendiendo hacer la construccion mis sim ng ¥ mas exacta,

En la fig. 428, las proyecciones &' y ¢/ han sido halladas en ¢l meridiano prin-
cipal de la esfera directamente con ayuda de los puntos b v e. De la misma mane-
ra se podrian hallar las proyecciones @' y g’ si sc conociera la proyeccion de per-
fil; ahora, sin la proyeccion de Terfil, los puntos 4’ y g’ pueden ser hallados, por
ejemplo, de modo semojonte a las proyecciones a’ y f'.

20



308

CAP, X INTERSECCION DE SUPERFICIES ENTRE 51

Fig. 429
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Las proyecciones a, b, ¢,y otras, sefialadas en la fig. 428, determinan los pun-
tos caracteristicos para la proyeccién frontal de la curva y para la proyeccion
de perfil en el caso de su construccidén, Asi, los puntos k' ¥ m” son los puntos mis
bajo y mis alto; cn los puntos b y e’ se «interrumpes el meridiano principal en
la esfera, ¥ en los puntos @’ y #' la linea de interseccién so divide en vista y oculta;
los puntos d’, g’, ¢, ¥ B’ no tienen gran importancia para la proyeccién frontal,
Fem permiten construir los puntos caracteristicos en la proyeccién de perfil de

a curva,

En la fig, 429 estd representado cierto cuerpo de revolucién con un orificio
cilindrico, La curva k’a’s’m’ se ha construido coen auxilio de los puntos %, a, ¥,
m, es decir, con ayuda de las proyccciones horizontales conocidas por nosetros.
Por ejemplo, tomando el punto a, construimos las proyecciones del paralelo
en la superficie de revolucidn, y sobre la proyeccidn frontal de este paralely ha-
Ilamos Fa proyeccién a’.

Fig. 430

Para construir la Fro eccion [ronial de la linea de contacto de la superficie
del anillo circular y el cilindro en la fig. 430, sc han utilizado las proyecciones
horizontales de ciertos puntos, (de la misma mencra que en la fig. 425), Por cjem-
plo, conociendo la posicién del puato b podemos trazar en la superficie de] ani-
Ho arces de radios 02 y 62, y sobre estos arcos obtener los puntos b’ ¥y by, Aqui
se haco uso do un sistema do secciones circulares de la superficio del anillo

En la fig. 431 so ha aprovechado 1ambién el hecho de que es conocida I
posicion de los puntos de una de las proyeccicnes do la linea buscada. Esto da la
posibilidad de construir los puntos de la otra proyeccién. En ol caso representado
en la fig. 431, a la izquicrda, se ha obtenido en la proyeccion horizontal un punto
angular (el punto de inflexién).

La construcecién de la proyeccién frontal de la curva de interscccion de las
superficies cénica y cilindrica en la fig, 432 podria haber sido efectuada como,
por ejemplo, se muestra en la fig. 419, es decir, con auxilio de esferas con centro
en el punto . Una vez construida la hipérbola se puede coustruir la proyeccion
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horizontal do la curva auxilidndose de las generatrices del cilindro; por ejemplo,
la generatriz sobre la cual sc encuentra el punto £ se determina por el scgmento 1,.

En la fig. 432 sc muestra otro procedimiento de construcei6n, a saber: el
ompleo de las proyecciones sobre un plano auxiliar, en el caso dado, un plano pro-
yectante frontal perpendicular al eje de la superficio cilindrica. La linea de in-
terseccién se proyecta sobre este plano en forma de un arco en la semicircunfe-
roncia que es la proyeccién de esta superficie. Dédndose los puntos deseados

P
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]

=
B

. Fig. 431

.sobre esta arco, se pneden construir sus proyecciones horizontales y frontales.
Por ejemplo, tomando el punto e, determinamos el segmento 1, en la semicir-
cunferencia de radio B, que representa la mitad del paralelo en el cono. Lle-
vando ¢l segmento !, (como se muestra en ol dibujo) sobre la proyeceion frontal,
obtenemos sobre la lines de referencia con la proyeccién e, la proyeccién e’

En la fig. 482, ademés, se muestra ol desarrollo de la su r?icie latoral
del cono truncado examinado en este problema. Se ha construido la proyeccidén
del vértice del cono (el punto s'); la circunferencia de la base superior dol cono
ha sido girada hasta la posicién paralela al plano V, y so ha dividido en unas
cuantas partes (en el dibujo se muestra la mitad de esta civcunferencia). Proyec-
tando los puntos ga, g5, ¢t¢. sobre la recta gy gy, trazamos por estas proyecciones
v por ol punto s’ las proyecciones do las genoratrices hasta su encuentrg con la
proyeecion de la I{uca de interseccién de las superficies; por ejemplo, s'k' ha sido
trazada por ga-

Una vez construido el desarrollo de la superficie lateral del cono, llevamos
gobre ol mismo las longitudes de los segmentos de las generatrices. Por o{emé)ln,
hallando por el método de giro la longitud del segmento do la gencratriz 63K,
la llevamos resgecl.ivnmente sobre el desarroljo,

En la fig. 433 se ha construido la linea de interseecién do un prisma cuadran-
gular con un cilindro y el desarrollo de la parte obienida del prisma.
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Cada una de las caras del prisma corta a la superficie cilindrica segiin una
elipse; estas elipses se cortan entre si en puntos, gue son los puntos de intersec-
cion de las aristas del prisma con la superficio eilindrica. Las proyecciones fron-
tales de los puntos indicados se determinan con auxilio de sus proyecciones de
perfil, Para cualquier punto I, con auxilio de su proyeccién ¢ determinamos la
proyeccién e, y valiéndonos de lns proyecciones ¢ y e hallamos . Los puntos
a' y &' se determinan con ayuda do sus proyecciones horizontales.

.r&s'fv
' ]
I k¢
Ko
: ?.l

Fig. 433

Para construir el desarrollo del prisma se ha efectuado la divisién de Ia
proyeccién horizontal del prisma en segmentos, con la particularidad do que se
ha tomado igual namero de divisiones en cada cara. Esta division corresponde a
la divisién de la superficie cilindrica en la zona de su interseccién con el prisma.

En la fig. 434 se ha construide la linea de interseccién de una piramido con
un cilindro y el desarrollo de ambas superficies.

Las lineas de interseccidn son elipses, que se cortan entre si en los puntos
de interseccién de las aristas de la piramide con la superficie del cilindro. El
punto b’ puede gser también consu-uigo asi comp se muestra en cl dibujo, o sea,
sin auxilio de la proyeccién de perfil.
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. Para la construccién de los desarrollos de las superficies de la girémide v el
cilindro se ha dividido la circunferencia en la proyeccién horizontal del cilindro
en 12 partes ignales, Para hallar los puntos, pertenecientes a las clipses, en el
desarrollo de la superflicie de¢ la piramide se han trazado rectas auxiliares por
cl vértice de la piramide (ﬁuo;' ejemplo, la reeta §G). La longitud de los segmentos
de estas rectas (por ejemplo, E1) se ha hallado haciendo uso del método de giro
hasta la posician paralela al plano V.

Fig. 434

En la fig. 435 se muestra un ejemplo de la construccidn de la linea de inter-
seccién de un prisma con una esfera y el desarrollo de la superficie del prisma.
Las carag del prisma cortan a la superficie segin arcos de circunforencia. Las
sro ecciones de estos arcos sobre el plano H son partes de elipses; la proyeccion

o la linea de intersecciin sobre el piano V se compone de partes de elipses, ar-
cos de circunferencias (ya gque dos caras del prisma son paralelas al plano ¥)
vy una linea recta. Se han hallado los puntos de interseccién de las aristas del
prisma con la esfera. Luego, se deben seiialar los puntos pertenecientes simulta-
neamente a la linea de interseccién del prisma con la esfera y al meridiano prin-
cipal de la esfera. El plano, que detormina el meridiano principal, corta al
prisma segiin una recta sobre la cual deberdn encontrarse los puntos indicados.
En el dibujo so muestra ¢l desarrollo del prisma, La curva en ol desarrollo esti
compuesta por arcos de eircunferencias, Una parte de los radios para deseribir
estos arcos se ha tomado parte de la proyeccién frontal (R, Ry, R,) y la otra se
ha hallado con ayuda de una proyecciéon auxiliar (R, y Hg)-
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Fig. 435

§ 67. INTERSECCION DE UNA LINEA CURVA
CON UNA SUPERFICIE CURVA

Para hallar los puntos de interseccién de una linea curva con una
superficie curva es necesario trazar por la linea curva cierta super-
ficie auxiliar, construir la linea de interseccién de las superficies
auxiliar y dada, y hallar los puntos de interseccién de esta linea con
la linea curva dada .

Examinemos algunos ejemplos de la interseccién de una curva
espacial (curva de doble curvatura) con una superficie turva.

Y Se debe prestar de nuevo atencién en la comunidad de este método con
ol método empleado en los cases examinados mds arriba de interseccién de una
recta con una superficie (§ 59) y de una recta con un plano (§ 25).
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1. En la fig. 436 se muestra la construccién del punto de intereseccién de
la curva AB con una superficie cilindrica, dada por su traza horizontal MN
¥ la direccién de la generatriz NP,

Por la curva AB se ha trazado una superficie cilindrica auxiliar, cuyas
generatrices son paralelas a AP, Con tal direcciéon de las generatrices la linea

Fig. 436 Fig. 487

de interseccién de ambas superficics sera la generatriz comin para ellas. A conti-
nuacién se ha construido la traza de la superficie cilindrica auxiliar sobre el
plano H (la curva A4 ,4,8,). En la interseccién de las curvas M y 4 B, se obticne
el punto K,, por el cual pasa la linea
de interseccion de las superficies (la gene- v
ratriz coman do éstas). Esta generatriz corta d ’
a la curva dada 48 en el punto K, que es ‘
recisamente el punto buscado de interseccidén ! 17
de'lia linea AB con la superficie cilindrica -
ada, ; S

2. Para construir los puntos de intersee- . i
cién de la curva AB con la superficie cénica
(fig. 437) por la curva AB se ha tiazado una
superficie cénica auxiliar, cuyo vértice
coincide con el vértice § del cono dado. Con
tal posicién de ambas superficies conicas, en
el caso de su interseccidn se obtienen rectas,
que son generatrices comunes para ambas su-
perficica (véase el § 63).

Sobre. el *plano ¥ se han construido las
trazas de las superficies conicas dada y auxi-
liar. En la interseccién de ambas trazas
obtenemos los puntos K, y M, que determi-
nan las generatrices SK, y SM,que en la in-
terseccién con la curva AB dan los untos
buscados (K y M) de interseccién de esta
curva con la superficie cénica dada. Fig. 438

N o
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3. En la fig. 438 se muestra la construccién de los puntos de interseccidn
de la eurva A B con la superficie de un anillo circular,

Por Ja curva 4B se ha trazado una superficie cilindrica auxiliar, cuyas
generatrices son perpendiculares al plano H. Luego so ha hallado la linea de
intersecoidn de esta superficie con la superficie dada, para lo cual se ha trazado
una serie do planos que cortan a la superficie dada segiin paralelos. Puesto que
las generatrices de la superficio cilindrica auxiliar son perpendiculares al plano
H, en la interseccidn de las proyecciones horizontales de los paralelos con ab
se obtienen puntos (Z, 2, &, ...}, que son las proyecciones horizontales de los
puntos gue determinan la linea de interseccion de las superficies dada y auxiliar,
Construyendo la proycccién frontal de esta linea obtenemos las proyecciones
ks kg, ¥ con ayuda de éstos hallamos las proyecciones k, y ka.

PREGUNTAS A LOS § 66 Y 67

1, Indiquen log métodos que se emplean para construir las proyecciones do
la linea de interseccién de una superficie con otra.
2, ;Como se puede utilizar el caso cuando una de las proyecciones de la
linea de interseccién coincide con la proyeccién do la superficie cilindrica?
3. 3Como se debe proceder si hace falta hallar el punto (puntos) de intersec-
cién de cierta linea curva con una superficie curva? ¢(En ga.rticular, si la curva
. corta & una superficie cilindrica o a una superficie conica



XI
CAPITULO

DESARROLLO DE LAS
SUPERFICIES CURVAS

§ 68. DESARROLLO DE SUPERFICIES
CILINDRICAS Y CONICAS

El desarrollo de la superficie lateral de un cilindro circular recto,
conocide por la Estereometria, se mostrd en la fig. 305. La base del
rectangulo obtenido en este caso es igual a la circunferencia desarro-
llada (nd), y su altura es igual a la altura del cilindro. En la fig. 362
estd representado el desarrollo de la superficie de un c¢ilindro circu-
lar recto con un corte plano segin una elipse. Aqui el fundamento
es la seccién normal de una superficie cilindrica de revolucién, o sea,
la circunferencia. Esta se ha desarrollado en una recta; esta recta se
ha dividido en cierto nimero de partes iguales, que corresponde
a la divisiéon de la circunferencia en la fig. 361. A continuacidn, se
ha empleado el esquema de desarrollo de la superficie de un prisma.
Aqui, la superficie cilindrica como si se sustituyera por la superfi-
cie de un prisma inscrito en ella. Las aristas del prisma son iguales
a los segmentos de las generatrices de la superficie cilindrica 2.
El desarrollo tedrico de la superficie cilindrica es tanto ma4s exacto,
cuanto mas caras tiene el prisma inscrito en el cilindro, y cuanto
menor es cada segmento de la linea quebrada que delimita el desarro-
llo de la superficie prismatica .

El desarrollo de una superficie cénica, en el caso general se efec-
tia por el esquema de desarrollo de la superficie de una piramide.

b La sustitucién de una superficie por otra, mas simple, o de una. linea’
curva por una quebrada, que aproximadamente expresa la primera, so llama
aprozimacién (de la palabra latina aproximare — acercarse), lo que en Matema-
ticas significa la expresi6n aproximada de unas magnitudes (o objetos geométri-
cos) lJor otras mis conocidas.

* En el casp de un gran ndmero de construcciones surgen inexactitudes
que infloyen en la exactitud total del resultado.
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En la fig. 308 para el desarrollo de la superficie lateral de un cono
circular recto se empleé la construccion, conocida por la Estereome-
tria, con el cilculo del dngulo del sector que representa el desarrollo

buscado (p= 1‘?—-360", donde R es el radio de la base del cono y L
es la longitud de su generatriz).

Aon mz m

Fig. 439

Ahora examinemos la construccién del desarrollo de la superfi-
cie lateral de un cono oblicuo con base circular (fig. 439).

La circunferencia de la base se ha sustituido por un poligono con
los lados A,A4,, 4,4, etc., y la superficie cénica, por la superficie
de una pirimide con lag caras triangulares SA4,4,, S4,4, etc. En
forma desarrollada la superficie representa el conjunto de estos tri-
angulos.

Determinando (por el método de giro) la longitud del segmento
S4, (el segmento s'A,,) y la longitud del segmento SA4 . (el segmento
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s'A s}, construimos un tridngulo seghn sus tres lados s'd,y, 944,
¥ a,a; (la cuerda), luego construimos el segundo tridngulo 5'4 4.4 o4,
para lo cual determinamos la longitud del segmento SA4 , (el segmento
#4,;) v tomamos la cuerda a,az, ete. Obtenemos los puntos 4.,
Ay, ete., por los cuales trazamos una curva suave.

Si es necesario hallar en el desarrollo un punto, dado en la super-
ficie, por ejemplo, el M (m’, m}), entonces por este punto se traza la
generatriz s'k’, sk, se halla su posicién en el desarrollo (s'K,) vy se
lleva sobre s'K, el segmento s’M, Para construir en el desarrollo
el segmento s'K,, hay que marcar la curva 4¢,44,44s... & partir
tdel punto A, con un arco de radio ask y trazar por los puntos obte-
nidos K, y &' una recta. El segmento s'M, representa la magnitud
verdadera del segmento s'm’, sm, obtenido al girar el segmento s'm’,
sm a la posicién s'1’, s7. Obtenemos que s’M,=s"1".

Se puede plantear también el problema inverso: construir las
proyecciones del punto M dado en el desarrolle (M,}. En este caso
se debe comenzar trazando por el punto M, en el desarrollo el seg-
mento s'K,, hallar en la circunferencia de la base del cono el punto
k en virtud de la igualdad de los segmentos Aq; K, y ask. Constru-
yendo las proyecciones sk y s’k de la generatriz, hallamos las pro-
yecciones del segmento SM, para lo cual haciendo girar al segmento
SK lo llevamos a la posicién en la que se proyecta en verdadera
magnitud (por ejemplo, a la posicién paralela al plano V), marca-
mos en esta posicién la longitud s'M, del segmento (s'1'=s'M,)
¥ lo hacemos volver a la posicién inicial.

En la fig. 440 se muestra la construccién del desarrolio de la superficia la-
teral de un cono truncado, con la condicién de que el cono no puede ser construide
hasta un cono completo,

Se construye un cono auxiliar semojante al dado. Es racional elegir of di4-

metro de la base de este cono (d) de modo tal, que la relacién 7 §e exprese por

un niimero entero (k). El cono auxiliar puede ser construido como sp muesira en
la fig. 440, o bien fuera del cono truncado.

A continuacién se construye el desarrollo de la supetficic lateral del cono
auxiliar (el sector Sg4 .4 ,,), se elige arbitrariamente ol punto K, a partir de
este punto se trazan los rayos K4,, KI,, K2, K3 corresl}ondientcmenle a las
divisiones del arco 4,4,,, y sobre estos rayos se Ylevan los segmentos K4 ;=

=k-KAq Kly=k-Klo, K2,=k-K 2, K3;=K-K3,, dondo ol cocficiente k=17 .

Por los puntos A, 7,, 2, se trazan rectas paralelas a Sy4,, Syfy, 5,2, respecti-
vamente, y sobre estas rectas se llevan los segmentos 4 4 ,=1, 1,7,=1, 2,2,=1.
Del mismo modo se marca #;3,=1. Ahora es necegario trazar una curva de planti-
lla por los puntos 4, 1,, 2;, 3, y por los puntos 4,4, 14, 2, ¥ 4,.

La segunda mitad dol desarrollo puede ser construida de la misma manera
que la primera, o en virtud de la simetria respecto del eje $,9,.

En la Fig. 441 so da una variante do la construccién def lieaarrollo”, Semo-
jantemente & cémo se hizo en la fig. 440, se ha tomado un cono auxiliar (en la

fig. 441 la relacion ges igual a tros) y se ha construido su desarrollo (se muestra

1 Propuesto por K. V. Beschdstnov,
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la mitad). Luego, desde ¢l punto K, s¢ han trazado vorios rayos (por los puntos
Ag, Ig 20y ...) y la recta Ky M bajo un éngulo de /45° a de . Sobre esta recta
se han tomado los puntos £ y M de modo tal, que KM : uﬁ sea igual a tres
{cs decir, a la relacién aceptada entre Dy d). Ahora se han trazado los segmentos

Fig. 441

LAqg, L1y, L2y, ..., y por el punto M, las rectas MA,|1LA,, Mi,||L1y, ... Enla

interseccion de estas rectas con los rayos Kod g, Kyl,s ..., S0 obtienen los puntos
Ay, 14, 24, ..., por los couales hay que trazar 4 (4 ,|\8p4 g, 1,7,]|Sel0y ... ¥ marcar
A A g=1, I,1,=1etc., y también K By=1. -
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Ahora falta trazar con ayuda de la plantilla curvas por los puntos 4,, /,.
2, ... y por los puntos 4 ,, Z,, 2,, ... ¥ construir la segunda mitad del desarrolly, *
simétrica a la primera con respecto do la recta S4K,.

§ 69. DESARROLLO CONVENCIONAL
DE UNA SUPERFICIE ESFERICA

La superficio osférica no es desarrollable (véase § 49, p. 5).
Aqui se puede hablar solamente del desarrollo convencional.

En la fig. 442 se muestra uno de los procedimientos de construc-
¢idn. . -

- — . E——

1. La superficie s¢ scortas con planos que pasan por el eje de s esfera 00,
(por ejemplo, en la fig. 442 en 12 parles iguales; las proyeccianes frontales de las
lineas de interscceion no se muestran).

21--891
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2. Los arcos de circunferencia en el plano H ontre las divisiones, se sustitu-
yon p)or rectas tangentes a In circunferencia {por ejemplo, mn sustituye al arco
k6L,

3. Cada parte de la superficie esférica se sustituyo por una superficie cilin-
drica de revolucidn, cuyo cjo pasa por el centro de la esfera paralelamente a la
tangente a la circunferencia del eirculo mayor {el radio de la superficie cilindri-
ca es igual al radio de la esféricn]n.

4. Se divide el arco 0’6’0, en partes iguales: o'7'=1'2"=2'3" ele, {en la fig,
el arco o6’ estd dividido en seis partes).

5. Aceptando los puntos 7°, 2', ete. como las proyecciones frontales do las
segmentos de las generatrices de la superficie cilindrica, cuyo eje es paralelo al
segmento mn, se construyen sus proyecciones horizontales ab, od, ete,

6. Sobre la recta, que pasa por los puntos M, v N, llevamos M N ,~=mn
y por el centro del segmento M N, se levants una perpen% icular a esto segmento,

7. Sohre esta perpendicular se lleva 6,0,=£6,0,,; estos segmentos son respec-
tivamente iguales a los arcos 0’6" y 6'0,, es decir, 2nR : 4.

8, Estos segmentos se dividen en partes, iguales respectivamente a los arcos
¢, 7'2', ..., ¥ por los puntos J,, 2,, ... 3@ trazan rectas paralelaz a M,N,, lle-
vando sobre ellas A B,=ab, C,D,=cd, etc.

9. Sn trozan curvas por los ipunlos Og A4y, Cyy ... ¥y por los puntos Oy, By,
D4, .. . auxilidndose do la plantilla.

Como resuitado se obtiene el desarrallo aproximado de un pétalo de la super-
ficio esférica.

St hace falta marcar en el desarrollo un punto, por ejemplo, el S (&', ),
entonces, en la proyeceidn horizontal, so traza primero la recta of, que divide
por la mitad al segmento en el gque so encuentra la proyeccidén s, y el arco de radio
os. Luego, cl punto s se lleva al meridiano principal y se halla la proyeccién
5. A continugcitn, en ¢l desacrollo t!e la tercera divisidn se traza, a partir de su
vértice, el segmento igual al arco o'sy, se traza por R una recta paralela a M N,
a la cual se lleva B,S,=rs.

§ 70. EJEMPLOS DE CONSTRUCCION
DEL DESARROLLO DE ALGUNAS FORMAS

1. La superficie representad~ en la fig. 443 representa una combinacién de
ins superficies de un prisma y de un cilindro oblicuo con base circular,

Para desacrollar la superficie de un cilindro oblicuo, dividimos la semieir-
cunierencia en partes iguales con los puntos 1, 2, 3, ..., por los cuales trazamos
las generatrices, Las proyecciones frontales de estas gencratrices son iguales a
los segmentos de las mismas, Por el punto 7° trazamos la traza del plano proyec-
tant.e%ml:ta] T, que da en la interseccién con el cilindro su seccidn normall’.‘ Sohre
la recta 44, llevamos los scgmentos #¢E o, #,0q, #4Cy, iguales a las proyeceiones
frontales ¢'¢’, 4'd’, 4'c’. Por E,, D, vy €, trazamos rectas perpendiculores a la
recta #y4,. Ahora, desde ¢l punto 4, como centro, describimos un arco de radio
igual a la cuerda 4—3, intersecando con éste a la recta trazada por el punto Cy;
obtenemos el punto #,, desde ¢l cual trazamos a su vez un arco del mismo radio,
interseccande con él la recta trazada por el punto D, y desde ¢l punto obtenido
2, intersecamos la recta trazada por el punto E,, con un arco del mismo radio,

La construccién indicada se basa en el desarrollo de los elementos do la su-
perlicie, que se proyectan sobre el plano en forma de triingulos. Examinemos en
ol plano ¥ uno de estos tridngulos 7°%°2’. El cateto k'2' representa un segmento
de la generatriz, que se proyccta on verdadera magnitud, la hipotenusa 72 es la
proyeccién del arco de una semicireunferoncia, y el cateto 7'k’ es la proyeccién
de una parte do elipse, que se obtiene como seccién normal de la superficie eilin-
drica dada. Enel curso del desarrollo hay que construir un tridngule rectingulo
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;:onzsyuds. del cateto 2°%’ y la hipotenusa, en calidad de cual sc toma la cuorda

Una vez determinada la posicién de los puntos 2, 2,, 3,trazamoes por estos
puntos y por el punto 4, una curva gue se toma como el desarrollo del arco de la
circunferencia 1¥; trazar:&o 1,14, 2,2, ..., obtenemos los puntos para la curva que
cs ¢l desarrollo del arco inferior de la circunferencia. En los puntos 1, y I, traza-

glo_s lincas rectas tangenics a las curvas construidas. Lodemas estd claro del di-
ujo.

oo
V\-" 2.3 4

Cha
o

(-

Fig., 443

2. En la fig. 444 sc mucstra el desarrollo de la parte de transicién, que une
dos cilindros, Esta parte de transicién estd delimitada por las superficies de dos
cilindros oblicucs del mismo tipe 1u9 en la fig. 443, y por dos planos.

Comenzamos el desarrollo con la recta A B: construimos el tridngulo A 8,1,
igual al tridngulo a'$'7’, afiadimos a éste el desarrollo do la superficic cilindrica
(este desarrollo se ha efectuado andlogamente a cémo se hizo en la fig. 443}, luego
dibu%amos el triangulo 2,71, igual al tridngulo 1°1'7’, cte.

. En la fig. 445 viene dado el desarrollo de la superficie lateral de un cono
trunecado eliptico.

T U Enla fig. 443 esla construida la mitad del desarrollo.
2"
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Una vez hallado el vértice del cono (s, 5, dividimos la elipse superior con
los puntos 1, 2, ... Las gencratrices trazadas desde el punto S en los puntos 7, 2,
..., dividen la superficie del cono en partes. Estas partes so desarrollan en forma
do tridngulos. Por ejemplo, la parte SCD de la superficie conica se ha desarrotlado

Fig. 444

en ol tridngulo S,CeD,, en ¢l que los lados SoD o ¥ S4Cqso0n iguales a las genera~
trices SD y SC(l?a lon'éitud de la generatriz SC 50 hande%erminado por el método
de giro), y ¢l lado CyDy so ha tomado como ol segmento de una recta, igual al
arco desarrollado ¢d (mediante su divisién en partes pequefias).

Fig, 445
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Hallando los puntos C,, 8, 4, ¥ los puntos situados simétricamento a
éstos respecto de la geperatriz S,0,, trazamos una curva (¢l desarrollo de la elip-
se inferior), y marcando D 3, €2, etc., ignales a las longitudes de los segmentos
de las generatrices D3, C2, ete., hallamos una curva que cs el desarrollo de la
elipse superior. En la fig. 445 se da la mitad de todo ol desarroilo

0
1
i 2
8‘9
B y
4
5

Fig. 446

4. En la fig. 446 se muesira cl desarrollo de fa superficie lateral de un cono
truncado oblicuo con base circular. A la izquierda se muestra el desarrollo efee-
tuado andlogamente al de la fig. 445. A la derecha se muestra otro procedimiento:
la superficie dada se ha sustituido por una superficio poliédrica inscrita on olla,

Fig., 447

Valiéndonos de la proyeccién horizontal del vértice del cono (el punto s), reati-
zamos primero la division de la proyeccién horizontal trazaudo rectas desde este
punto. Trazando, por ejemplo, la recta sa, obtenemos la proyeccién ab del seg-
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mento de la generatriz. Con ayuda de los puntos en la proyeccién horizontal ob-
tenemos la divisién de la proyeccidn frontal. Luego, examinamos, por ejemplo,
el elemento plano ACDB, trazamos en éste la diagonal BC y determinamos las
longitudes de los segmentos para la construccién de los trisngulos:.uno de los
lados de cada trisngulo es la cuerda de la circunierencia correspondiente de ln
oyeccidn horizontal. El desarrollo se compone de semejantes tridngulos; las
ineas quebradas se sustituyen por curvas suaves trazadas por los vértices de las
quuhragas.

5. En la fig. 447 se muestra la construccién del desarrollo de un anillo cir-
cular. En la proyeccién esté representado wn codo, o sea, 1/4 del anillo circular:;
cn el desarrollo se representa la su-
perficio de un tercio de este codo.

Se ha trazado larecta o’a’, que
es el eja_de simetria de la proyec-
cién de la parte examinada del co-
do. Con esto se determina una cir-
cunferepcia (la seccién normal)
cuyo desarrollo, en forma de la
recta DyD,, 8¢ toma como la linea
modia’ de la figura del desarrollo
de la seccién examinada del anillo.
Correspondientemente a las divisio-
nes 7, 2, .., en esta seccifn, so han
trazado desde el punto o' arcos con-
céntricos. La construccién del de-
sarrollo so realiza para la 1 y f7
partes por separado, Para la pri-
mera parte marcameos el segmento
DyD, igual por su longitud ala
mitad de la circunferencia de la
seccion normal, v lo dividimos on
partes correspondiontemente a las
divisiones iniciales Z, 2, ... En el
punto 4, levantamos upa perpen-
dicelar a DD, v llevamos sobre
clla, a ambos ladus del punto 4,,
los segmentos Agtf ¥y 4,7 iguales a

Fig. 448 lus arcosa’a; y a’a;, Para determi.
nar ¢l punto B, on el desarrollo
trazamos desde el punto b, un arco de radio igual a la longitud del arco b'by, ¥

desde el punto 7, un arco de radio igual al segmento a; 7. Del mismo modo
procedemos para la construccién de los puntos €, D, y otros,

Analogamente construimos el desarrollo de la £7 parte del codo.

6. En la fig. 448 soc muestra la construceién del desarrollo de una superficie
de revolucién con generatriz curvilinea.

Realizamos el desarrollo dividiendo la superficic primero en partes iguales
pnr‘modia de los meridianos. En on dibujo se muestra el desarrollo de una sexta
parte,

Trazamos la cuerdu b'c’, la dividimos por la mitad, y cn el punto de divi-
sién K levantamos una perpendicular hasta su interseccién con el arco b'e’.
El segmento obtenido de esta perpendicular, desde el punto X hasta el arco, lo
dividimos por la mitad y por el punto de divisién trazamos una recta paralela a
la cuerda &' ¢’. Dividimos el scgmento 7'7’ en cierto niimero do partes iguales
entre si y por los puntos de division trazamos planos horizontales, que dan en la
interseccién con la superficio de revolucién paralelos. La construceidn del desa-
rrollo se comienza con la linea modia (la recta s'E,). Sobre la recta s'E, se han
llevado los segmentos 1,2y, 243, ..., iguales correspondientemente a los segmen-
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tos 1'%, 2’8", ..., trazando arcos desde el punto &' de radios s'I", 52, ... Sobre
estos arcos, a partir de los puntos fq, 24, ..., trazamos las longitudes do los arcos
de las p‘ro?recclones horizontales de los paralelos de la parte de la superficie que
e desarrolla (por ejemplo, 7oMo=em ¥ 7ol o=cn).

PREGUNTAS AL CAPITULO XI

4, Indiquen los procedimientos de construccién de los desarrollos de las
superficies cilindricas y cénicas.

2, jCémo construir el desarrollo de la superficie lateral de un cono truncado,
si este cono no se puede construir hasta un cono comtrleto?

3. ;Cémo construir el desarrollo convencional de una superficie esféricat



X1I
CAPITULO

PROYECCIONES
AXONOMETRICAS

§ 71. CONOCIMIENTOS GENERALES

En muchos casos, al ejecutar dibujos industriales surge la nece-
sidad de tener, a la par con la representacién de los objetos en el
sistema de proyecciones ortogonales, representaciones mds inluili-
vas. Para construir tales representaciones se emplean las proyeccio-
nes llamadas axonométricas o, abreviadamente, azonometria. La
denominacidn de «axonometria» se ha formado de las palabras de
la lengua antigua priega: azon — eje, y metreo — mido.

El método de proyeccion axonoméirica reside en que la figura
dade, junto con los ejes coordenados reclangulares, a los cuales este
sistema de puntos esid referido en el espacio, se proyecia oriogonalmen-
ie sobre cierio plario V. Por consiguiente, la proyeccion axonomélri-
ca e, anle todo, una proyeccién sobre un solo plano, y no sobre dos
y mias, como esto tenia efecto en el sistema de proyecciones ortogona-
les. Al mismo tiempo, es necesario asegurar la claridad de las repre-
sentaciones y la posibilidad de efectuar la determinacion de las po-
siciones y las dimensiones, como se expone mas abajo.

En la fig. 449 se muesira el esquema de proyeccién del punto 4
sobre cierto plano P, aceptado como planc de proyeccidén axonaméirica
(llamado también plano de la imagen). La direccién de proyeccion
se indica con la flecha .

I La axonemetria puede ser también central; aqui se examina la axono-
metria paralela.

% La direcein de proyeccién puede formar con el plano de proyecciones
axonométricas un dngulo agudo o un dngule recto. Para asegurar la clovidad de
lag representaciones la direceion de proyeecién no se debe tomar paralela a nin-
guno de ios planes ccordenados. .
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Las rectas Oz, Oy, Oz representan los ejes coordenados en el es-
pacio, las rectas O, Oy, Opz son sus proyeceiones sobre el plano P,
Hamadas ejes azonométricos (o ejes de coordenadas axonométricas).

En los ejes «, y, 2 se ha marcado cierto segmento de longilud Z,
aceplade como unidad de medicién por eslos ejes (unidad natural).
Los segmentos I, I,, Z, en los ejes axonométricos represenian las

Fig. 448

proyecciones del segmento {; ellos en general no son iguales a ¢ yno
son iguales entre si. Los segmentos 1, I, I, son unidades de medida
por los ejes axonométricos, o sca, unidudes axonométricas V.
Las relaciones:
ly IJ’ L
T R TE

se llaman coeficientes de reduccién (o cocficiente de distorsién) de
los eojes axonométricos. Designemos el coeficiente de reduccién del
eje Oz por k, el del eje Opy por m, y el del eje Opz por n,

La linea espacial de tres elementos OZas se ha proyectado en una
linea plana quebrada Opf,a,4, (fig. 449). El punto A, es la proyec-
cidn axonométrica del punto 4; el punto @, representa la proyeecién
axonométrica del punto a, gque es una de las proyeceiones ortogonales
del punto A4, a saber: sobro el plano H (x0y). Al punto a, se la llama
segunda proyeccién del punto 4. So pueden construir dos segundas
proyecciones mas del punto A, correspondicnies a sus otras dos pro-
yecciones ortogonales (sobre los planos V (x0z) y W (y02).

U Se qmplenn también las denominaciones de escalas axvnometricass y
correspoudientemente sescala naturals,
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Las relaciones entre las proyecciones axonométricas de segmentos
de lineas rectas paralelas a los ejes coordenados rectangulares y los
propios segmentos se expresan con los coeficientes k, m, n. -

Puesto que (véase la fig. 449) al|lOy y aAd||Oz, entonces, en el
caso de proyeccibn paralela, apl,|l0py ¥ @,4,[I052. En la proyeccion
paralela la relacién de los segmentos paraielos se conserva; por con-
siguiente, apl,: I,=al : I o bien aply : al=l, : I=m, donde m es el
coeficiento de reguccifln del eje Opy. Se pueden sacar conclusiones
andlogas tambidén respecto a los segmentos situados paralelamente
a log ejes z y z: la relacién de las proyecciones de tales segmentos a
los propios segmentos son igua-
les (respectivamente) a los
coeflicientes de reduceidén ky n.

Asi, la relacién entre la
proyeccién axonométrica A,Bp
el segmento AB, paralelo al
eje x (fig. 450), y el propio
segmento es igual a ApB,:
: AB=k.

Cada uno de los segmen-
tos de la linea Oled deter-
mina una de las proyecciones
rectangulares del punto 4; las
proyecciones de estos segmen-

Fig. 450 tos (los segmentos de la que-

brada plana 0,,1,2,4 ) determi-

nan respectivamente las coordenadas axonométricas del mismo punto

A. Evidentemente, con auxilio de los coeficientes de reduccidn se

puede pasar de las coordenadas rectangulares a las axonométricas,

y viceversa: z,=k=z, y,=my, z,=n3, donde con las letras z,, ¥p,

2y, se han designado los segmentos que delerminan las coordenadas

axonométricas del punto, ¥ con las letras z, y, 2z, los segmentos
que determinan sus coordenadas rectangulares.

En la fig. 451 se da un agem‘flo de la construccién de la proyeccién axono-
métrica de un punto con ayuda do sus proyecciones ortogonales,

E} punto 4, se ha canstruido con auxiiiq de los segmentos coordenados to-
mados del dibujo: z=01, y=al, z=a’'l. Teniendo en cuonta los coeficientes de
reduccién k, m y n, Hevamos al ¢je OF z el segmento OPI‘,,:.?:-OI, luego, parale-
lamente al eje Opy, trazamos ol segmento 7 ,ap=m-al" ¥y, finulmente, trazamos
el segmonto a¢,d ;=n-a'l paralelamente al ¢je Oz,

El plano” @' (fig. 452) estd representado por sus trazas y en la proyeccién
axonométrica, Para construir las trazas se ban tomade les puntos de interseccién
de lns mismas con los ejes con ayuda de los segmentos en }ios ejes (por ejemplo,
el punto @, se ha construido con ayuda del segmento 0@, : O Qup=Fr0 Q)

El puntd A situado en el plano @ se ha construido en la proyeccién axono-
métrica con ayuda do sus coordenadas; la horizontal ¥ pA , debera ser paralela a
su segunda proi_accién ¥ a la trazaen el plano x0,y. Elpunto 4 ; se podria haber
congtruido también como el punto de juterseccifn de dos rectas cualesquiera en
el plane Q, construyendo las proycccivnes axonométricas de estas rectas.




§ 7. CONOCIMIENTOS GENERALES a3t

En la misma fig. 452 viene representada la proyeccidn axonométrica de un
lano proyectante frontal y del punto &7 perteneciente a oste plano, ¢Cémo de-
inar las coordenadas rectangulares dé este punto? La construccitn se muestra

Z

Fig. 451

Fig. 452

en la fig. 452 a la derecha: en la proyeceién axonométrica so ha trazado la hori-
zontal N B, y se ha construido su segunda groyaccién, en la que se ha obtenido
la segumfa proyeccidn bp. Las coordonadas buscadas del punto B sou:

Opnp npby -

kE . ¥ = v

dondo k, m, n son los coeficientes de reduccidn.,

T
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Dandose los coelicientes de reduccion se puede tomar el mayor
de ellos igual a la unidad, lo que simplifica la comstruccién.

Si sobre el plano P se toman arbitrariamente cuatro puntos
Og, Ap, By y €y, tres cualesquiera de los cuales no son coplanares,
y se unen dos a dos con rectas, entonces se ohtiene una figura llamada
cuadrildtero completo (0pApB,Cp); ésie es un cuadrildtero con sus
diagonales (fig. 403, a). Si, luego, por cstos puntos se trazan rectas
paralelas entre si y se toma en cada una de ellas un punto arbitrarie
0, A, By C de modo tal, que 1odos ellos estén situados en dislintos
planos, entonces en el espacio se genera, en general, cierto tetraedro

\ X
i} o % o Ay By
I T [l N Al
a) b) 0)

Fig. 453

OABC “. Qbviamente, en el espacio pueden haber una infinidad
de tetraedres, como proyecciones paralelas de los cuales puede ser-
vir el cuadrililero completo O,4,8,C;. Entre ellos existe un tetrae-
dro con un angulo triédrico recto en el punto O y con aristas iguales
04, OB, OC; a tal tetraedro se le puede considerar como de escala,
es decir, las ires aristas iguales y perpendiculares entre si de este
tetraedro sirven de escalas de los ejes coordenados en el espacio
(fig. 453, b). Esto forma el contenido del teorema principal de la
azenomefria, expuesto en la siguiente formulacién: tedo cuadrild-
tero completo en un plano es siempre la proyeccion paralela de cierto
{etraedro de escala. Por esla razén, ires rectas cualesquiera que pasen
por un punto del plano y que no se confundan, pueden ser tomadas
como ejes axonomélricos, es decir, como proyecciones de los cjes
coordenados reclangulares, y tres segmentos cualesquiera trazados
sobre estas reclas a partir del punto de su interseccion, pueden ser
tomados, en correspondencia_con la proporcidn elegida de los coefi-
cientes de reduccidn, en calidad de escalas axonométricas .

 En el caso dado, el tetraedro es una pirdmide triangular de forma arbi-
traria.

2 ¢El teorema principal do la axonometrias fue formulado por K. Polke
fen el afio 1851) en forma del siguiente tcorema: tres segmentos cualesquicra que
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Si los tres coeficientes de reduccién son iguales entre si (k=
=m=n), la proyeccién axonométrica se llama isométrica; si son
iguales entre si sélo dos coeficientes de reduccién (por ejemplo,
k=n, pero m no es igual a k, o bien k=m, pero n no es igual a &),
la proyeccién se llama diméirica o monodimétrica; finalmente, si
kstm, ks=n, m==n, la proyeccién se Hama trimétrica o anisométrical.

3i la direccién de proyeccidn no es perpendicular al plano P,
entonces la proyeccién axonométrica se llama oblicua. En el ecaso
contrario, la proyeccion axonométrica se llama rectangular u or-
togonal.

Para comparar estas dos proyecciones imaginémonos una esfera
en las proyecciones axonométricas ortogonal y oblicua. En el pri-
mer caso, las generatrices de la superficie proyectante cilindrica,
que envuelve a la esfera, son perpendiculares al plano de proyeccién
axonométrica; y puesto que el cilindro proyectante es un cilindro
de revolucién, la proyeccidn azomométrica ortogonal de la esfera es
una circunferencia.

En el caso de la proyeccién oblicua en la interseccién de la super-
ficie proyectante con el plano de proyeccién axonométrica se ohtiene
una elipse; en la proyeccién axonométrica oblicua la representacién
de la esfera pierde su claridad.

En la practica de construccién de representaciones intuitivas
habitualmente se emplean solamente algunas combinaciones deter-
minadas de direccién de los ejes axonoméiricos y de coeficientes
de rednccidén.

§ 72. PROYECCIONES AXONOMETRICAS
RECTANGULARES. COEFICIENTES DE REDUCCION
Y ANGULOS ENTRE LOS EJES

f. Tomemos el plano de proyeccién axonométrica de tal modo
que corte a los tres ejes de coordenadas (fig. 454, a la izquierda)
en los puntos X, ¥, Z, En el caso de proyecciones axonométricas
rectangulares el segmento OO0, es perpendicular al plano P. Los
segmenios OpX, OnY, OpZ (las proyecciones axonométricas de los
segmentos en los ejes) son los catetos de triangulos rectangulos v los
propios segmentos en los ejes de coordenadas son las hipotenusas. De

parten de un mismo punto en el plano, pueden ser tomados como las proyecciones
paralelas de tres segmentos iguales y perpendiculares entre s en el espacio. En la
sextla década del siglo XIX H. Schwarz generalizd el teorema de Polke, demnos-
trando que cualquicr cuadrilatero completo on el plano siempre puede ser consi-
derado como la proyeccion paralela de un tetracdro, semejante a cualquier dado.

Y Do la palabra del idioma griego antiguo sisos» — igual; la proyeccion
isométrica es la proycccidn de iguales coeficientes do reduecion de los tres
cjes; #di» — doble; la proyoccion dimétrica es la proyeccion de iguales coefi-
cientes de reduccion de dos ejes; atreiss — Lres; In proyeccién trimétrica ¢s ln
proyeccion de desiguales cocficientes de reduccidn de los tres ejes.



334 CAP. X1I PROYECCIONES AXONOMETRICAS

aqui OpX : OX=cosca, QY : OY=cos B, 0,2 : OZ=cos y. Pero
estas relaciones representan los coeficientes de reduccién k, m y n.
Por consiguienie, k=cos o, m=cos f, n=cos y. Para el segmento
00, los cosenos de los dngulos ., Py, y: (lig. 454, a la dorecha),
suplementarios a los éngulos «, B y v, son los cosenos directores.

Por esta razdn, cos? ¢,+cos? B;4cos? p;=1 Y, y puesto que o=

=-§ —a;, ste., entonces, sen?ct-sen? ftsen? y=1, es decir, 1—
—c08® +1—cos® B+-1—cos? y=1, de donde cos?a+cos? f+cos? y=2,

v v

=/
A\
P\
/
=

Os

-

Fig. 454

Por consiguiente, A*+4-m*+4-n*=2, es decir, para la proyeccicrn azxono-
métrica reclangular la suma de los cuadrados de los coeficientes de
reduccidén es igual a dos.

2. Proyeccién isométrica ®. Puesto que A=m=n, enltonces
3k*==2, de donde

2
k=y % =082

b Les recordamos la deduccitn de esta relacién (fig. 454, a la derecha):
OR*=0X*+0Y*402% poro OX=0K:cosay, OY=0K cosfl, y 0Z=0K cosy,, .
de donde OK*=0K*® cos®c,+-OK?® cos®B,~OK® cos®y, y (después de simplificar
por OK?) 1=cos’a,+cos?P,+cosy;.

% E] término spro‘yocmoncs isométricas» fue propuesto gor primera vez en
el afio 1820 en las conferencias de W. Farich dadas en Cambridge {Inglaterra).
En estas conferencias Farich expuso la teorfa de las proyecciones isométricas;
€l empled estas proyecciones en la téenica y las popularizé ampliamente. En el
idioma ruso los datos acerca de las proyecciones isométricas rectangulares fueron
expuestos por primera vez en el articulo del profesor del Instituto de ingenieros
de vias de comunicacién de San Petersburgo A. ). Reder (1809—1872) en el
afio 1855. Una exposicién mds profunda del problema acerca de la proyeccidn
isométrica como caso particular de las proyecciones axonométricas rectangulares
fue dada por N. I. Makdrov y, luego, por V. 1. Kurdidmov, que en goneral de-
dic6 a las proyececiones axonométricas toda una serie de trabajos. V. I, Kurdid-
mov propuso emplear un pnsul especial con una red de lineas rectas trazadas en
61, que corresponden a las direccignes de los ejés on la proyeccién isométrica.
La ?ﬂea sobre tal papel para ejecutar en él eshozos en proyeccién isométrica se
la dicté a Kurdiimov su préictica de ingeniero.
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Esto significa que en ]a proyeccién isométrica rectangular, en
cada eje (o en cada recta paralela a estos ejes) se obtiene una reduc-
cién igual aproximadamente a 0,82. :

3. Proyeccién dimétrica. Dos coeficientes de reduccién son igua-
les entre si, y el tercero no es igual a éstos. Si se toma k=n y scelige

m="12' k, obtendremos;

2!:’+%k’=2, ke ]/-g-: 2]:;5 =~ 0,94.

Por consiguiente, en la proyeccién dimétrica rectangular, en dos
ejes (en el caso dado en los ejes Opz y Op2) o en dos rectas paralelas
a estos ejes, se obliene una reduccion
igual aproximadamente a 0,94, y en el
tercer eje {en el caso dado en el eje Oy)
se obtiene una reduccién de=:0,47.

4. Bl plano de proyeccion axonomé-
trica, al cortar al plano de coordenadas,
forma un tridngulo llamade (ridngule
de trazas.

Demostremos que en las proyecciones
axonométricas rectangulares, los ejes azxo-
nométricos son las alturas del tridngulo
de trazas. s Fig. 455

Efectivamente, (fig. 455), si 00, | P,
entonces OK [ XY y de acuerdo con el teorema de tres perpendi-
culares ZK | XY. Anélogamente XM | YZ. El punto O, es el punto
de interseccién de las alturas {el orfocentro) del tridngulo de
trazas.

Luego, en las proyecciones axonométricas rectangulares el tridngulo
de trazas es acutdngulo.

En efecto, en esle caso el ortocentro esta situado dentro de este
wriangulo, y tal disposicién del ortocentro es propia solamente del
Lridngulo acutangulo.

De esto se deriva que los dngules X0, Z, XO,Y y YO,Z son obtu-
sos. En efecto, dado que el tridngulo de trazas es acuténgule, el
angulo entre las alturas complementa al éngulo agudo hasta 180°,
por ejemplo, / MO,K=180° — / XO,K; pero el / XO,K es
agudo, por lo tanto, el / MO,K serd obtuso.

Pero esto no quiere decir que en la proyeccién axonométrica
rectangular se puesde emplear sélo tal esquema de disposicién de
los ejes, como el endicado, por ejemplo, en la fig. 456, e. Suponga-
mos que el eje x ha side prolongado a partir del punto O, ala derecha
y hacia arriba y ol eje ¥ se ha prolongado a partir del punto O, a
la izquierda y hacia arriba. En este caso el dngulo formado por los
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ejes prolongados x e y se conserva obluso, pero los dngulos formados
con el eje z resullan agudos. Sin embargo, no es dificil establecer
que en la proyeccidén axonométrica rectangular la eleccién de los
cjes esta limitada, a saber: es necesario que el dngulo obtuso formado
por dos ejes esté dividide por la prolongacién del iercer eje, y que el
dngulo agudo formado por dos ejes no pueda ser dividido por la prolon-
gacion del tercer efe.

5. Supongamos que sean dados los ejes para la proyeccién axo-
nométrica rectangular (fig. 456, a). Hace falla determinar los coe-
ficientes de reduccidn para la disposicién dada de los ejes.

Anie todo construimos cierto tridingnlo en el que las alturas estin
dirigidas respectivamente en direccidon paralela a los ejes dados
(flig. 456, b). Este tridngulo desempeiia el papel de tridngulo de tra-
zas. El dngulo X@,Y se ha obtenido como proyeccion del dngulo
recto formado por los ejes x e y en el espacio. Valiéndonos del método
de abatimiento hagamosg coincidir ambos 4ngules con el plano del
dibujo: / XOY y / XOY, girando el / XOY alrededor de la recla

b)

; Fig. 456
1

XY hasta hacerlo coincidir con el plano P (fig. 456, ¢). En la fig.
456, b se muestra que dividiendo con el punto €, la recta XY por
la mitad y trazando desde este punto como centro una semicircunfe-
rencia de radio C;X, podemos proyectar el punto O, perpendicular-
mente a XY sobre la semicircunferencia. El punto O, es el vértice
del angulo recto formado por los ejes z e y en el espacio después del
iro.

§ Ahora, los coeficientes de reduccién buscados se detlerminan de
las rolaciones O0pX : 0,X=k y OY : 0;Y=m. Para delerminar el
coeficiente n se puede emplear la férmula k2+m*+nt=2, o bien cons-
truir una semicircunferencia tomando XZ como diametro, y tomar la
relacién O,X : 0, X =n, .
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6. Mds arriba (pag. 335) fueron deducidos los valores de los
coeficientes de reducciébn para las proyecciones rectangulares iso-
métrica y dimétrica. Veliéndonos de estos valores de los coeficientes
de reduccion se puede determinar la magnitud de los dngulos formados
por losejes de estas proyecciones axonométricas rectangulares con ayuda
de los tridngulos de trazas V.

Proyeccion isométrica (fig. 457). Examinamos la proyeccién
rectangular; por consiguiente, la recta 0O, es perpendicular al plano
en el que estd situado el tridngulo de trazas,

Z

Fig. 457

En la proyeccion isométrica, los coeficientes de reduccién son
iguales entre si: k=m==n; por consiguiente, cos a=cos f=cos y
y a=PB=1v (los d4ngulos son agudos).

De esto se desprende que el tridngulo de trazas, para la proyeccién
isométrica, es equilitero. Y de esto se deriva que en el tridngulo de
trazas, cada uno de los dngulos X0,Z, X0,Y y YO,Z es igual a 120°.

Asi pues, para la proyeccién isométrica se obtiene la disposicidén
de los ejes indicada en la fig. 457 a la derecha.

El plano de proyeccidn isométrica, qiue corta a los semieiies positivos z, y,
z, s Tepresonta en el sistema de proyecciones ortogonales asi como se muestra
en la fig. 458, a. Este plano forma con cada uno de los planos de coordenadas un
dngulo 6a55° mds cxactamente, 54%45'.

Evidentemente, los planos, cuya posicién es semejante a la de los planos
indicados en la fig, 458, ¢, v las figuras situadas sobre ellos se representan en la
proyeccién isométrica en forma de una linea recta.

Proyeccién dimétrica. Aqui, dos de los tres coeficientes de reduec-
cién son iguales entre si; examinaremos el caso cuande k=n, k=2m.

) Méas exactamente, con ayuda de tridngulos semejantes a los tridngulos
de trazas. La construccion do los ejes en la proyeccién axonométrica rectangular
con ayuda de los coefi¢ientes de reduccién dados. en general, se puedo realizar
a base del teorema de Weishach: «En la proyeccién axonométrica rectangular,
los ejes axonométricos son las bisectrices de los dngulos del tridngulo, cuyos
lados son proporcionales a los cuadrados de los coeficientes de reducciéns,

22391
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En este caso, el dngulo entre Jos ejes axonométricos Opz y Oy debb-
ré ser igual a 131° 25, y el eje O,z forma con la perpendicular al eje
Opz un dngulo de 7°10°.

z
P, §e
457 45"
x 0 X
Py
a)
¥y
Z
S,
L R.
459 R, 45°
45 O
S ¢
7
h ¢)
Fig. 438

Demaostremos esto. Sea k=n y, por consiguiente, a=y y OX=02Z (fig. 457,
a la izquierda). Aceptando el segmento OX como unidad, obtenemos que XZ=

212

=V %. Examinando la proyeccion dimétrica en la que k=n=

Y2 . g=2V2 >
== podemos escribir que (JJ,,X-—:L‘,'J;,Z-—T . Puesto que QX =0Z, entonces

XY==2ZY, es decir, el tridngulo XYZ en este caso es isésceles,

En este tridngulo (fig. 459) la altura YK divide al lado XZ por la mitad,
0 sea,

b Al e

XK=KZ=¥= g

Del exdmen del tridngulo rectangulo 0,KZ se desprende:

ZE V2 2¥Z
sou § == W=T'_'5_—0"75'

P
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El dngulo 8m:48°35'; 26=97°10". En la figura se ve que el 450,!{.’:&7"10‘,
puesto que OJSJ_O‘,Z .
Luego, ohservamos que
L KO Say48°35" —7°10'=41°25".
Asi pues, hemos obtenido la disposicién de los ejes, indicada en
la fig. 459 a la derecha, para la proyeccion dimétrica, en la cual los
coeficientes de reduccién forman la proporeion 1:0,5: 1

Se puede construir el eje Opz tomando g 7°10° igual a 1/8, y el
eje Opy, tomando tg 41°25" igual a 7/8. Ei eje O,y puede ser trazado

Z

§ ~rr10°
x.——ﬁ—'/p‘\é‘n'zs’
i
v ¥

Fig. 459

también valiéndose de otre procedimiento, a saber. como la prolenga-
cién de la bisectriz del dngulo zOpzx (véase la fig. 459, a la izquierda).
Este procedimiento es mds preferente.

Si el plano de la proyeccién dimétrica examinada por nosotros, que corta a
los semiejes positivos x, y, ¢, se representa en el sistema de proyecciones orto-
gonales, se obtiene ol dibujo mostrado en la f;)g, 460, a, con la particularidad de
que el dngulo pas20°40° (0P, : OP =tg pay0,377).

Asi pues, si el plano de proyeccién dimétrica se representa cn el sistema de
proyecciones ortogonales, entonces hay que trazar (véase la fig. 460, a)
OP,=0P, y OP,=30,377-0P. o bien, redondeando, 0,4-0P,.

Evidentemente, los planos situados semejantemente a los sefialados en la
fig. 460, ¢, y las figuras pertenccientes a estos planos se representan en la proyec-
cién dimétrica en forma de una linea recta,

Los segmentos dispuestos paralelamente a los ejes de cvordenadas
en el espacio, sufren en la proyeccién axonométrica una reduccién
expresada por los respectivos coeficientes de reduccion. Pero entre
los segmentos dispuestog en el espacio, existen tales, cuya dimensién
no varia al ser proyectados en el sistema axonométrico. Estos son
los segmentos dispuestos en el espacio paralelamente a cualquiera
de los lados del tridngulo de trazas. En efecto, tode segmento dis-
puesto, por ejemplo, paralelamente a la traza XY (fig. 457, a la
izquierda), incluyendo el propio segmento XY, conserva también

22
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su magnitud en la proyeccién axonométrica, Pero en la proyeccién
axonométrica rectangular estos segmentos resultan dispuestos per-
pendicularmente a los ejes axonométricos, como rectas paralelas a
los lados del tridngulo de trazas.

ay = b)
Sl‘
T'
~70"
Rﬂ
45 Ay
x An 0
=70"
T Sh ¥
c)
Fig. 460

Nos limitaremos a examinar las dos proyecciones axonométri-
cas rectangulares indicadas: la isométrica y la dimétrica con la pro-
porcidn de los coeficientes de reduccién 1 : 0,5 : 1 y los ejes dispues-
tos asi como se indica en la fig. 459. En lo sucesivo, al emplear la
denominacién de proyecciones isoméirica y dimétrica., tendremos
en cuenta precisamente estas proyecciones axonométricas rectangu-
lares estudiadas por nosotros.

En la practica de construccién de las proyecciones indicadas se
admiten las siguientes divergencias:

1) en la proyeccidn isométrica, en la mayoria de los casos, no se

emplean los coeficientes de reduccion igualesa "/z (~0,82), sino que
se toman iguales a la unidad; o
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2) en la proyeccién dimétrica por o general no se emplean los
coeficientes de reduccién iguales a 2}{2 (~0,94) y a Lf— (=0,47),

sino gue se toman iguales a 1 y 0,5 respectivamente.

La sustitucién de los valores de los coeficientes de reduccién
naturales por niimeros mas cémodos representa una comodidad con-
siderable en la construceién prictica. El aumento de las representa-
ciones que se obtiene con esto, menos notable en la proyeccién di-
métrica que en la isométrica, puede ser inaceptable sélo en casos
particulares de construccién; entonces, se deben emplear los coefi-
cientes de reduceién naturales.

El alargamiento de los segmentos en la proyeccidn isométrica,
construida segin los coeficientes de reduccién redondeados, se expre-

sa por la relacidén 1 : ]/-%%1,22, y en la proyeccién dimétrica, por

la relacién 1 : 2'§§m1,06.

Por ejemplo, los segmentos paralelos en el espacio a los lados
del tridingulo de trazas y, por consiguiente, trazados en la proyec-
cién axonométrica en direcciones perpendiculares a los ejes axonomé-
tricos, se alargan en la proyeccién isométrica 1,22 veces en compara-
cibn con su magnitud verdadera, y en la proyeccién dimétrica, 1,06
veces.

§ 73. CONSTRUCCION DE LA PROYECCION

AXONOMETRICA RECTANGULAR
DE UNA CIRCUNFERENCIA

1. Comencemos con el problema general: construir la proyeccién
axonomélrica reclangular de una circunferencia situada en cierto plano
de posicién general Q.

/?/ 5 ﬁ‘qe
M e
N G L3

T

s

Fig. 461

Si el plano  forma con el plano de proyeccién axonométrica
P un dngulo agudo ¢ (fig. 461), entonces la proyeceién axonométrica
de la circunferencia representa una elipse. El eje mayor de esta elipso
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es la proyeccion del didmetro de la gircunferencia, paralelo a la recta
MN de interseccién de los planos Q y P; el eje menor de la elipse
serd la proyeccién del didmetro de la circunferencia, situado perpen-
dicularmente a la recta M/, o sea, siluado sobre la linea que deter-
mina la inclinacion del plano @ con respecto al plano P. Si el punto
C es el centro de la circunfe-
rencia situada sobre el plano
Q, entonces el eje menor de
la elipse, al proyectar esla
circunferencia sobre el plano
P, estara situado sobre la rec-
ta C,K. La dimensién del
eje menor de la elipse depen-
dera de la magnitud del
angulo ¢ formado por los pla-
Fig. 462 nos Q y P;si (fig. 462) el seg-
mento CB es igual al radio
(R) de ?‘:‘ circunferencia, entonces el semieje menor de la ehpse serd
=Rcosg
2p Sip= 0 . . entonces Cp,B,=R: el plano Q, (fig. 463} es paralelo
al plano de proyeccion axonometrma P, v la proyeceién axonomsé-

trica de la circunferencia, situada sobre e] plano Q,, representa una
cireunferencia.

a) &)
Fig. 463

Si p=90°, entonces CpB,=0: el plano Q, (fig. 463) es perpendi-
cular al plano de proyeccion axonométrica £, y la proyeccién axo-
nométrica de la circunferencia, situada sobre el plano Q,, representa
el segmento de una linea recta.

En el caso cuando la circunferencia se provecta en forma de elipse, se puede
construir las proyecciones de dos cualesquiera didmetros perpendiculares entre
si. Se obtienen dos didmetros conjugados de la elipse, lo que da la posibilidad
de consruir la propia elipse, y también hallar sus ejes con aynda de estos did-
metros conjugados.
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3. Mias sbajo se examina la construccién directa de los ejes de
la elipse (la proyeceidén axonométrica rectangular de la circunferen-
cia), lo cual se reduce a hallar la direccion y la magnitud del eje
menor de la elipse.

Puesto que la magnitud del eje menor de la elipse depende sélo de la magni-
tud del diametro de la eircunferencia que se representa y de la magnitud del
angulo @ (véase més arriba), entonces, evidentomente, en una multitud de casos
se obtendrén elipses (las proyecciones de las circunferencias) con ejes que se re-

iten por su magnitud. Para esto es necesario y suficiente que todas las circun-
erencias sean de un mismo didmetro y estén situadas sobre planos que formen
con ¢l plano de proyecciones axonométricas dngulos iguales entre si.

Estos planos son tangentes al cono de revolncidn, cuyo ejo es perpendicular
al plano de proyeccién axonométrica, ¥y cuya generatriz forma con este plano un
dngulo ¢. Denominemos a este cono directriz.

Por ejemple, las circunferencias situadas sobre los planos horizontales,
frontales y de perfil, se representan ¢n la proyeccién isométrica en forma de elip-
ses, el eje menor de las cuales constituye ~0,58 de la magnitud del ejo mayor
évéase a continuacion). Pero si se toma una circunferencia on cualquier plano que

orma con €l plano de proyeccién isométrica un dngulo igual a =554°45', es de-
cir, igual al dngulo que forman con el plano do proyeccion isométrica los planos
HVyW, entum:es(;a relacién entre las magnitudes de los ejes menor y mayor
de 1a clipse{la proyeceién isométrica de la circunferencia) serd también ~~0,58.

Imaginémonos un tetraedro rectangular, formado por los planos de proyec-
¢ién y el plano de proyeceién isométrica, en el que esté situado el cono director,
cuyo vértice se encuentra en el punto @, la circunferencia de la base resulta
inscrita en cl tridngulo de trazas, y la goneratriz forma con ol plano de proyeccién
isométrica un éngulo Qas54°45" (ig 9=} 2}. Las circunferencias situadas en pla-
nos tangentes al cono director, se representan en la proyeccién isométrica en
forma de elipses, el cje menor de las cuales constituye 0,58 de la magnitud
del eje mayor.

Asi pues, se obtiene una multitud de elipses iguales entre si (las proyeccio-
nes axonométricas de circunferencias de un mismo didmetro) en una multitud
de posiciones respecto de los ejes axonométricos.

Pero las elipses pueden repetirse no sélo por su magnitud, sino también
por su posicifn respecto de los ejes axonométricos, es decir, se pueden obtener
elipses-proyecciones iguales e igualmente orientadas, a pesar de que las cir-
cunferencias-originales no estén situadas en planos paralelos entre si. Si nos
imaginamos dos conos directrices iguales, situados so ¢l plano de proyeccidn
axonométrica a ambos lados de éste, y examinamos planos tangentes a los conos
directores y que tionen una traza comin en el plano de proyeccién axonométrien
(o planos paralelos a éstos), entonces las circunferoncias de iguales didmetros
siluadas sobre estos planos se representardn en la proyeccién axonométrica en
forma de clipses iguales ¢ igualmente orientadas,

4. Examinemos ahora el método de construceién del eje menor
de la elipse, que representa la proyeccién axonométrica rectangular
de una circunferencia de radio &, situada sobre el plano Q que forma
con el plano de proyeccién axonoméirica P cierto dngulo agudo .
Supongamos que desde el punto € (fig. 462) se ha trazado la perpen-
dicular CD al plano Q. La proyeccién de esta perpendicular sobre
el plano P se encontrard sobre la misma recta C,K a la que pertenece
el oje menor de Ia elipse, que es la proyecciébn axonométrica de una
circunferencia descrita en el plano Q desde el centro C.
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Por consiguiente, la proyeccion sobre el plano P de una perpen-
dicular levantada al plano Q, determina la direccidn del eje menor
de la elipse.

Si a partir del punto C se traza sobre esta perpendicular el seg-
mento CD=R y se construye el tridngulo rectdngulo CED, se puede
establecer que A CED=/ CB,B y el cateto DE=BB,=C,B,=
= Rcos ¢, es decir, es igual a la mitad del eje menor de la elipse. El
segundo cateto de este triingulo (el CE) es igual a Cp,Dp, o sea, es
igual a la proyeccién del propio segmento CD sobre el plano de pro-
yeccion axonométrica P.

diqad’

e

Fig, 464

Por consiguiente, la construccién de los ejes de la elipse, que
representa la proyeccién axonométrica de una circunferencia de
radio R situada sobre el plano de posicién general Q, se puede efec-
tuar de la manera siguiente:

a) trazar en el dibujo (fig. 464, a la izquierda) desde el centro
de la circunferencia (el punto C) una perpendicular al plano Q y
llevar sobre esta perpendicular el segmento CD=R;

b) construir en el sistema de ejes axonométricos dados con auxi-
lio de las coordenadas de los puntos C y D la proyeccién axonométrica
del segmento CD, o sea, el segmento CpD, (fig. 464, a la derecha),
que da la direccion del eje menor de la elipse; 4

¢) determinar la dimension del semieje menor de la elipse, para
lo cual trazar desde el punto €, una perpendicular a CpDp, inter-
secarla con un arco de radio R, gescrito desde el punto D, como cen-
tro, y llevar la longitud del segmento obtenido Cyb, igrmz({1 a Rcos ¢,
sobre la recta C,D, a ambos lados de C,; obtendremos el eje menor
de la elipse (b,b,=2R cos @);
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d) llevar sobre la perpendicular, trazada desde el punto C,
a la recta CpDp, los segmentos Cpa, y Cpa,, iguales cada uno al radio
AR de la circunferencia que se representa; obtendremos el eje mayor
de la elipse (a,z.=2R).

La elipse puede ser conslruida con ayuda de sus ejes hallados V.

5. El método indicado de construccién de los ejes de la elipse,
que representa la proyeccién axonométrica rectangular de una cir-
cunferencia, es también aplicable en los casos cuando la circunfe-
rencia estd situada en el plano proyectante. En este caso se hace
innecesaria la construccién de la proyeccidén del segmento con ayuda

"
)
Tr
ct
X = ;
‘o
Lo
d .
Th

Fig. 465

de su magnitud dada R: si la circunferencia se encuentra sobre el
plano T (fig. 465), entonces la perpendicular a este plano es paralela
al plano V y, por consiguiente, la proyeccién sobre este plano es un
segmento igual al segmento que se proyecta R.

La construccién se da para dos posiciones: en la fig. 465, la cir-
cunferencia de radio R estd situada sobre el plano proyectante
frontal T, y en la fig. 466 #*, sobre el plano proyectante horizontal
§. Lo mismo que en el caso de un plano de posicién general, con ayu-
da de las coordenadas de los puntos € (el centro de la circunferencia
que se representa) y D, hay que construir la proyeccién axonométri-
ca del segmento CD igual a R, determinar la dimensi6n del semicje

1 Enla iig"'. 464 1a construccién se ha efectuado en la proyeccién isométrica
empleando los cooficientes do reduccién paturales ]/.32. ~0,82 ) .,

2 En la fig. 465 la construccién se ha ejecutado on la proyeccién isométrica
con los coeficientes de reduccién redondeados; por eso en erdi ujo se ha tomado
1,22R. En la fig. 466 la construccién se ha cumplido en la proyeccién dimétrica
con los coeficientes de reduccion redondeados; por eso en el dibujo 5¢ ha tomado

1,
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. menor, con auxilio de la misma construccion que en la fig. 464, y
construir la elipse con ayuda de sus ejes hallados.

6. El método de construcciém expuesto es aplicable al caso, muy
frecucnie en la practica, cuando la circunferencia estd situada en un
plano paralelo al plano de proyeccién. Supongamos que la circun-

S,

X

Fig. 466

ferencia estd situada en cierto planc horizontal 8 (fig. 467). En este
caso, la perpendicular trazada desde el centro de la circunferencia
al planc §, serd paralela al eje z y su proyeccién axonométrica (e]
segmento D,C,) se dispone paralelamente al eje axonométrico Oz,

Fig. 467

Pero la proyeccién axonométrica de esta perpendicular determina
la direccién del eje menor de la elipse. Por consiguiente, el eje menor
de la elipse, en este caso, es paralelo al eje Oz y el eje mayor es per-
pendicular a este eje. Evidentemente, el examen de los casos cuando
las circunferencias estdn situadas en los planos frontal y de perfil
nos lleva a la conclusién de que el eje mayor de la elipse en el primer
caso serd perpendicular al eje Oy, v en el segundo caso, al eje Oy,
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El esquema de disposicién de los ejes de las elipses, representado en
la fig. 468, se obtiene al proyectar en el sistema axonométrico rectan-
gular las circunferencias situadas en planos paralelos respectivamente
a los planos de proyeccidn.

La determinacién de la dimensién del semieje menor en estos
casos puede efectuarse asi como se indicd mds arriba. Con ayuda de
los ejes construidos de la elipse se construyen las propias elipses.

Empleemos esto en las
proyecciones  isométrica y z
dimétrica examinadas mas
arriba.

7. Proyeccién isométrica.
Puesto que el plano de pro-
yeccién isométrica estd incli-
nado respecto de los planos X,
Vy W a un mismo dngulo,
basta con determinar el semie-
je menor de la elipse, aul.mque
sea para el caso cuando la cir-
cunt}(}arencia de radio R esta X N jo; y
situada sobre un plano para- N G
lelo al plano H.

Supongamos que las coor- Fig. 468
denadas fueron trazadas sin
multiplicarlas por 0,82. En este caso €D, (fig. 467, by ¢) es iguala R
y desde el punto D, hay que trazar un arco de radio iguala 1,22R, que
interseca la perpendicular a CpDp. Del tridangulo rectdngulo C,D K
obtenemos: CpK (el eje menor de la elipse)~) (1,22R)*— R*~0,7R.
A esto le correspondera el eje mayor igual a 1,22R.

Si las coordenadas se trazan teniendo en cuenta el coeficiente
de reduccién 0,82, los semiejes de la elipse se obtienen iguales a:
el mayor a R, y ol menor a 0,58A.

Ast pues, si la circunferencia de didmentro D estd situada en
los planos horizontal, frontal o de perfil, entonces en la proyeccién
isométrica, el eje mayor de la elipse es igual a D, y el menor es igual
a 0,58D. Si se foma la proyeccidén isoméirica con los coeficientes de
reduccién redondeados, entonces los ejes de las elipses indicadas mds
arriba deben fomarse iguales a 1,22D y 0,7D respectivamente.

A los cuatro puntos (los extremos de los ejes de la elipse) se pueden
afadir cuatro puntos més (los extremos de los dos didmetros conju-
gados de la elipse, paralelos respectivamente a doz de los ejes axo-
nométricos, en dependencia de a cuil de los planos de coordenadas
es paralelo el plano sobre el que estd situada la circunferencia que
se examina). Estos didmetros conjugados, en el caso del aumento
indicado mas arriba (1,22), son iguales al didmentro de la circun-
ferencia que se representa.
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Supongamos, por ejemplo, que hay que construir la aproyeucién isométrica
de una circunferencia de didmetro igual a 100 mm, situada en el espacio sobre
cierto plano paralelo al plano W. La posicién de la elipse se determina por loa
ejes Opy v Opz. Tomando en el dibujo, de acuerdo a una u otra condicién, el
centro €, (fig. 469} trazamos:
a) una recta perpendicular al eje z, y llevamos sobre ella el eje mayor de la
elipse a;a,=122 mm;
- h)_z'léma recta paraiela al gje z, y llevamos sobre ella el eje menor de la elipse
=70 mm;
dl; c)igga recta paralela al eje y, y llevamos sobre ella el didmetro de la elipse
= mrm;
e dl gona recta paralela al eje z, y llevamoP sobre ella el didmetro de la elipse
&0, mm.
e Los ocho puntos hallados dpermitan reproducir la propia elipse con bastante
exactitud incluso a mano. Ordinariamente, al contornear la elipse no se dejan

a o ) a g
b by
) bs . % b: i“"
' 2
d, ; E
X ¥y
£ ay > L
ey dz by

Fig, 464

sus ejes mayor y menor, sino que se indican solamente las direcciones paralelas
a los ejes axonométricos, con la lial_‘licu]aridad de ?ua una de ellas, la correspon-
diente al eje perpendicular al plano de la circunferencia gue se representa, se
sefiala con linoa gruesa.

La dimensién del eje menor puede obtenerse haciendo uso del método indi-
cado en la fig. 469 a la derecha: una vez construido el ei'a mayor de la elipse
a;a, y trazada la pe:[pandicu]nr a este eje desde el centro de la elipse ¢, trazamos
d‘es?lo el extremo del eje mayor (por ejamslo. desde a,) una recta pafalela al eje
z, al y o al 2 hasta su interseccién con dicha perpendicular; el segmento ¢ b¢
obtenido determina el semisje menor.

8. Proyeccion dimétrica. Puesto que el plano de proyeccion
dimétrica forma un mismo dngulo solamente con dos planos de pro-
yeccién H y W, entonces es necesario hallar el eje menor de la elip-
so para el caso cuando las circunferencias estin situadas en planos
paralelos a los planos de proyeccién H y W, y, a parte, para el caso
en que la circunferencia estd situada en un plano paralelo al plano V.

Empleando una construccién anédloga a la indicada en la fig.
467, obtendremos en un caso (fig. 470) C,D.]lal eje z, ¥ en otro caso
CpDylial eje y y, por consiguiente, en el primer caso C,D,=R,
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y en el segundo CpDp=0,5R, donde R es el didmentro de la circun-
ferencia representada en la proyeccién dimétrica (es necesario re-
cordar que la proyeccidon dimétrica se construye con los coeficientes
de reduccion 1:0,5: 1).

De los tridngulos rectdngulos C,D K (fig. 470) se desprende que
en el primer caso CpK (el semieje menor de la elipse) es igual a

V(!,OGR)”—R' ~0,35R,
v en el segundo caso es igual a
V (1,06 B)*—(0,5R)® =~ 0,94R.

Asi pues, si las circunferencias de didmetro D estin situadas en
los planos horizontal y de perfil (o paralelos a éstos), entonces en la

Fig. 470

proyeccién dimétrica el eje mayor de la elipse se obiene igual a D,
y el menor a 'If:'-

Si la circunferencia de didmentro D pertenece al plano frontal
(0o a un plano paralelo a éste), entonces en la proyeccion dimétrica
de esta circunferencia los ejes de la elipse son iguales: el eje mayor
a D, y el menor a 0,88D.

Pero puesto que la proyeccién dimétrica se construye con los
coeficientes de reduccién redondeados, los ejes de la elipse deben
tomarse, para las circunferencias situadas en los planos horizontal
y de perfil (o paralelos a estos planos), iguales a 1,06D y 0,35D, y para
la circunferencia periteneciente al plano frontal (0 a un plaro paralelo
a éste) iguales a 1,06D y 0,94D.

En la fig. 471 se da la construccién de ocho puntos para cada elipse en la
proyeccién dimétrica, En todos los casos el eje mayor a,a,=1,08D, los difme-
tros f,f,=eqee=D, el didmetro d4d,=0,5D; en lo gue se refiere al gje menor 4,5
enudos posiciones es igual a 0,350, ¥ en una {(cuando es paralelo el eje y) es iguaf
a 0,940,

Al contornear las elipses, lo mismo que en la ){ro eccidn isométrica, se
indican sélo las direcciones paralelas a los e]es (véaso la fig. 471, a la derecha).
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Para la elipse, cuyo eje menor es paralelo al eje y, se puede hallar el puate b,
trazando desde el punto a, una recta paralela al eje z (si desde ol punto a, se
traza una recta paralcla al eje z, entonces se obtiene el punto by).

% i b,

al
f;
€2 8p

Fig. 471

es.

>\

9. En la pag. 351 se da otra deduccién de los valores de los coefi-
cientes para calcular la magnitud del eje menor de la elipse que re-

zﬂ

Fig, 472

X"y
A%
xuy”
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0 ___ |0}
g b 0°
( \ v
z’ h:J x Y
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presenta una circunferencia dis-
puesta en el espacio en el plano
de coordenadas zOy, z(Qz o bien
en el yOz (o paralelamente a
estos planos)., En la fig. 472 estén
representados los planos de
proyeccién axonométrica abati-
dos sobre el plano del dibujo, es
decir, en posicién frontal: 1) el
plano de proyeccién isométrica,
2) el plano de proyeccién dimé-
trica (1 :0,5:1), 3) lo mismeo,
pero con el eje ¥ en posicibn
vertical. En todos los casos se
dan ademés las representaciones
sobre un plano auxiliar de perfil,
con la particularidad de que vie-
nen representados los planos de
proyeccién axonométrica (P") y.
los ejes de coordenadas en su
posicién con relacién al plano de
proyececibn axonométrica para
las proyecciones isométrica y
dimétrica.

Dado que en la proyeccion iso-
méirica los dngulos formados por
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los ejes de coordenadas Oz, Oy y Oz con el plano de proyeccién iso-
métrica son iguales entre si y el coeficiente de reducci6én es, en los

e 8 .
tres casos, igual a ]/é’i-, la construccién de la proyeccién 032"
se reduce a la construccién del dngulo ¢ segin el valor de su coseno:

cos o=/ -‘% . Puesto que el eje Oz se encuentra en el espacio sobre el

plano de perfil, la proyeccién de perfil del plano de coordenadas
Oy representard una linea recta que forma con 032" un dngulo de 90°,

Ahora se puede pasar al cdleulo del coeficiente para determinar
la magnitud del eje menor de la elipse al construir la proyeccién
isométrica de la circunferencia referida al plano de coordenadas
z0y. De todos los didmetros de la eircunferencia, el que mas se
reducira serd el que forma el dngulo & con el plano de proyeccién
isométrica. Supongamos que sea el didmetro con las proyecciones
biby y bib; v, ademds, bib; es igual al didmetro de la circunferencia
(teniendo en cuenta la escala del dibujo). :

Puesto que 8- ¢=90°, entonces, cos p= F=sen 8. Pero para

hallar b;b; con ayuda de bib; es necesario conocer

cosd=VT—sen8 =/ 1—2 =} * ~0,8.

Asi pues, en la proyeccion isométrica, para calcular la magni-
tud del eje menor de la elipse con auxilio del didmetro de la cir-
cunferencia, hay que tomar el coeficiente 0,58, y en el recuento al
coeficiente de reduccién, 0,7. Esto es justo para los tres casos: la
circunferencia estd situada en el espacio sobrs el planc hoerizontal,
sobre el frontal o bien sobre el de perfil.

Pasando, a continuacién, a la proyeccién dimétrica (22 y 3¢ po-
siciones en la fig. 472), se debe prestar atencifn en que el plano de
proyeceién dimétrica forma fngulos iguales s6lo con dos ejes de coor-
denadas, con el Oz y el Oz. Por eso vienen dadas dos posiciones
(la 2¢ y la 3%): en la primera, la circunferencia se considera en el
planc 20y (esto se extiende también al caso de disposicién de la
circunferencia en el plano y0z), y en la segunda posicién la circun-
ferencia se considera situada en el plano z0z.

Guidndonos por los valores del cos @ en la 2% posicibn: cos p,=
_ Ve

=5=,yen la 3% posicién: cos ¢,= 2k obtendremos:

cosb,= ) 1— 3= L~03

1 Todos los célculos se dan con lo3 cosficientes de reduccién anaturales,
y no con los redondeados,
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.'z‘ zZ_ V1
cos 6, = l— = ~0,88,

y en el recuento a los coeficientes de reduccion ~0,35 y ~0,94.

§ 74. EIEMPLOS DE CONSTRUCCIONES EN LAS
PROYECCIONES ISOMETRICA Y DIMETRICA

Més abajo se exponen algunos ejemplos de construcciones en las
proyecciones rectangulares isométrica y dimétrica.

1. Proyeccién de la esfera. En la fig. 473, arriba, viene dada la representa-
cién de una esfera on las proyecciones isométrica y dimétrica.

~ En ambos casos la esfera se muestra con una octava parte cortada, Las

circunferencias que representan el contorno de las proyecciones, se han descrito:

Fig. 473

ga.ra la proyeccién 1sométrica con un radio igual a 1,22R, y para la pro-yeccidn
imétrica, con un radio igual a 1,06R, donde R es el radio de la esfera. En ambos
cu.-lsue las elipses corresponden a una seccién ecuatorial y a dos secciones meridio-
nalas,

En la fig. 473, abajo y a la lzquierda, viene dada la representacién de la es-
fera en la proyeccién isométricaj en la parte vista de la esfera se da el punto 4,
A lo derecha se muestra la construccién de la segunda proyeccién ap (véase la

fig. 449) y la quebrada de coordenadas de tres elementos upa;ff #0p lo que da la
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posibilidad de determinar las coordenadas rectangulares del punto A en ol es-
pacio. La construccién se ha efectuado suﬁoniendo que el plano de proyeccién
isométrica ocupa la posicién frontal y que los ejes de coordenadas rectangulares
z, ¥ ¥ 2, que forman con dicho plano dngulos ignales entre si, se han prorectado
no solo sobre este plano, sino también sobre el plano auxiliar de perfil Q. Se

Plgno P Plano @

Fig. 474

obtiene el sistema de planos de pmg'ecclén P, @ y las proyecciones e, y a, del
punio dado 4, con la particularidad de que la proyeccidn a, se ha obtenido con
auxilio del corte de la esfera con el plano 7. La segunda proyeccién del punto
4 también viene ropresentada por dos ‘proyecciones tap yag.

2. Lineas de interseceién de un cilindro y un cono por un_ plano. En las figs.
474 y 475 se muestra la eonstruceién, en la proyeccifn isométrica, de las lineas
de interseccidn de un cilindro ¥ un cono con planos proyectantes frontalast).
En los casos que se examinan las lineas de interseccidn son elipses.

Ante todo, guidndonos per el dibujo, trazamos con ayuda de las coordenadas
de los puntos A, y 4 , 1as lineas de inclinacién de los planos P y Q. Para censtruir
los puntos de las elipses tomamos planos secantes auxiliares: para el cilindro,
paralclamente a sus generatrices y al plano yOsz, y para el cono, planos que
pasan por su vértice paralolamente al eje y. Estos planos vienen dados por sus
trazas, paralelas al eje y, sobre los g‘lanoa de las bases del cilindro y el cono.

Con tal eleccion de los planos auxiliares, las roctas segin las cuales se cortan
con los planos Py @ son paralelas al eje y. En la interseccion de estas rectas con
las generatrices del cilindro ¥ el cono se obtienen los puntos de la elipse.

) La construccién se ha efectuado empleando los coeficicntes de reduccién
redondeados,

23—89|
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Ee primer lugar so deben hallar tales puntos caracterfsticos como los se-
fialados en Ids'dibujos con las letras A 4, 4 ,, gl y B4, y también los obtenidos en
1as lineas de contorno en la proyeccién isométrica. El semieje menor de la elipso
que se obtiene en la seccién, igual a ¢b,, conserva su magnitud también en la
proyeccién isométrica (cb,=CH,). Pero en la proyeccién isométrica, el segmento

Fig. 473

BB, conserva su magnilud de efe menor de la elipsa solamente en el rlana Q,
es decir, cuando el dngulo de inclinacién de 2ste plano es igual al édngulo de 45°
indicado en el dibujo.

Efcctivamente, cn este caso ol segmento 5,B,, siendo paralelo al eje p,
conserva tambiéa en la proyeccién isométrica su posicién perpendicular a A ;4
por consiguiente, los segmentos 4 1:1, y
8,8 4 conservan su valor de ejes de la
elfpse. En el caso de otra inclinacién del
plano, como se muestra en el eilindro
Bara el planc P, los sogmentos A,d,y

18y en la proyeccién isométrica va no
son los ejes de la elipse, sino séio sus
didmetros conjugados,

3. Construccidén de los segmentos co-
ordenados para el punte dade en la su-

erficie de un cilindro y un cono de revo-
ucibn cn la proyeceién axonométrica.
En la fiF_ 476 se dan cjemplos para el
cono y el cilindro en la proyeccién isomé-
Fig. 476 trica, En todos los casos el origen de coor-
* denadas se ha tomado en el centro dela

base (en el punto O).

Por el punto A dado en el cilindro se ha trazado una recta paralela al eje z,
¥y desdo la segunda proyeccifn e se ha trazado una recta paralela al eje y hasta su
interseceifn con el oje . Los segmentos 01, Ja y ad permifen determinar las
conrdenadas del punto A en el sistema dado de ejes do coordenados.

Por el punto 4 dado en ¢l cono se ha trazado una generatriz y se ha construi-
do la segunda proyeccién (OB) de esta genevatriz. Trazando desdo el punto A
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una perpendicular hasta su inlerseccitn con OF obtenemos la segunda proyeccidn
del punto 4. Lo demds estd claro del dibujo.

En la ii§. 477 se muestra la construccién de los segmentos coordenados para
un punto dado en la superficie de un cono truncado de revolucién en la proyeccifén
isométrica (fig. 477, @). Supongamos liua nos es conocida la secciéu producida
en el cono por un plano que pasa por el eje del cono y el punto 8 (fig. 477, &).
En ol trapecio obtenido se ha trazado la recta S4|/CD y la cecta B0 que corta a
54 en el punto K. Obtenemos que OK : K6 = 04 : AD. Pero esta proporcién
se conservard también en la proyeccién isométrica. Construyamos el cono con el

¥y
d) a)
Fig. 477

vértice en el punto S y la generatriz paralela a la goneralriz del cono truncado
(fig. 477, ¢). La relacién 04, : A (D, esidéntica a larelacién OA : 4D contenida
en la proporcién indicada més arriba. Ahora se puede obtener el punto X sobre
OB en la fig. 477, ¢. La goneratriz trazada por los puntos S y E determina el punto
K (fig. 477, d) y la proyeccién OF de la gencratriz a la cual pertenece el punto B.
Do aqui ohtenemos la posibilidad de determinar la segunda proyeccién & (fig.
477, e) y los segmentos coordenados B, &1 y 01 que determinan las coordena-
das z, x.

Lay gmstruccién indicada se da para ¢l caso, cuando el cono no puede ser
construido hasta un cono completo. St é3te se puede construir, entonces la cons-
truccién se realiza como so muestra para el cono en la fig. 477, b. .

4. Ejemplos de construccidn de %:.s lineas de interseccién de superlicies de
revoluci cﬁ[ndrisa y ¢6nica enire sf. Las lineas de interseccién se constru-
yen con auxilio de puntos; estos puntos se hallan o bien valiéndose de sus coor-

23*



356 CAP. XII PROYECCIONES AXONOMETRICAS

€)

Fig. 478

denadas, tomadas de las proyecciones ortogonales, o bien haciendo uso del mg-
todo de {)lanos secantes auxiliares directamente en las proyecciones axonomé-
tricas, Bl Gitimo caso so muestra en la fig. 478, a—d.

. Los planos sccentes auxiliares cortan a los ecilindros y conos dados segin
lincas generatrices. En la fig. 478, a los ejes de los cilindros se cortan, y co la
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fig. b} se cruzan. Si en la fig. 478,  los puntos A vy A, fueron hallados con ayuda
dcg un) plano secante que pasa por los ejes de ambos cilindros, en la fig. 478, &
hay que tener en cuenta ol desplazamiento a la magnitud . En la fig, 478, ¢
los planos secantes pasan por la recta §,5,, ¥ sus trazas sobre el plano de la base
del cono con el vertice §; pasan por la traza de la recta §,.5, sobre este Tlano. En
le fig. 478, 4 los planos pasan por la recta AN trazada por el vértice del cono (el
punto S} paralelamente a la generatriz del cilindro.

5. Construccién de los puntos de tangencia de una circunferencia (el contor-
no de la proyeccién de una esfera) y una elipse (la proyeccidn de la circunfereneia
obtcnida en la esfera al eortar a ésta con un plannf. nla fig. 479, a se muestra
una esfera cortada por tres planos proyectantes: do perfil (), horizontal (Q)y
frontal [SL, Guidndones por este dibujo se ha construido la groyeccidn isométrica
(rli. 478, b) empleando los coelicientes de reduccién redondeados, La elipso £1,
88 ha construido como a8 mosivé en la fig. 469, v la Ei,, como en la iig. 465. La
iarogcccién de la esfera se da por su contorno (una circunferencia de radio igual a

+22R). Esta circunferencia hace contacto con la elipse El; en el punto X, y con
la elipso £1,, en ol punto L.

Examinemos cdmo se ha hallado el punto X. Este punto se ha obtenido en la
circunferencia (en el contorno de la proyeccién de la cstern), es decir, en el plano
de proyeccién isométrica {P) y al mismo tiempo en la olipse £l,, es decir, en ol

Y La marcacién de log puntos con letras se ha realizado solamente para las
aclaraciones,



358 CAP. X1T PROYECCIONES AXONOMETRICAS

glano T quo corta a la esfera. Poro si este punto pertenece simultineamente a
os planos, entonces pertenoce a la linea de interseccién de estos planos.

El ]plano de proyeccién isométrica, como es conocide, forma dugulos iégua-
les con los planos V, i y W, El tridngulo de trazas de este plano es equilétero
(véase la fig. 457). Refiriondo el plano P al punto O, v sea, al origen do los ejes
y'?gl centro de la esfera, obtenomos la posicién de las trazas indicada en la fig.

-

El plano T en ¢l sistema de log mismos ejes se representard por sus trazas,
asi como se muestra on la fig. 479, d. Hagamos coincidir las figs, 479, ¢ y 479, 4
y construyamos la linea do interseccién de los planos P y T (fig. 479, e{: a recta
MN pasa por el punto M de interseccién de las trazas horizontales paralelamente
a la traza Py, puesto que T'||W (en este caso Py, | O,z, por consiguiente, MN
MN |.Opz).

1))

Fig. 479

Ahora queda hallar el punto X en la interseccién de la recta MN
c{.;:_m 1:1 circunferencia quo representa la proycccién isométrica de la esfera
ig. 4749, ).

5 Para L{eterminar la posicién del punto L (véasc la fig. 479, b) hay que re-
presentar el plano ?royeclame frontal S on el sistema de ejes axonométricos(fig,
479, g), ¥ luego hallar la recta de interseccién de los planos P y S (fig. 479, &):
esta recta pasa por el punto M, de intereseccién de las trazas S, v P, y por ol
punty N, de Inlerseccién de las trazas §, y P,. El punto buscado L so obtiene
en la intprseccidn de la recta M ,N, con la circunferoncia que representa la pro-
yeccidn isométrica de la esfera {fig. 479, o).
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§ 75. ALGUNAS PROYECCIONES AKONOMETRICAS
OBLICUAS

Entre las proyecciones axonométricas oblicuas detengimonos,
ante todo, en la proyeccion frecuentemente aplicada, obtenida sobre
nn plane paralelo al plano V. Siel plano de proyeccién axonométrica
P es paralelo al plane ¥V, la direccién de proyeceién no debe elegirse
paralela al plano W, puesto que las proyecciones de los ejes de coor-
denadas ocuparén una posicién, en la cual ]a representacién axono-
métrica resulta poco intituiva. La direccién de proyeccién debe ele-
girse de tal manera que las proyecciones de los ejes de coordenadas
sobre el plano P se dispongan tal como se muestra en la fig. 480,

v
v
P 7
P W p A W
! z /%‘.El 2
; 2
X _ "'f' -
------- 4 RN
NS \E\
Fig. 480

En este caso, los segmentos en los ejes = y z se proyectan en verdadera
magnitud, lo mismo que el propio éngulo 20,z; de este modo, los
coeficientes de reduccién de los ejes Opzx y Oyz en el plano P son igua-
les a lu unidad. En lo que se refiere al eje y, el coeficiente de reduceién
correspondiente a este eje puede tener diferentes valores, incluyendo
la unidad; en el iltimo caso tendremos una proyeccién isoméirica
oblicua. Si el coeficiente de reduccién del eje Opy no es igual a la
unidad, entonces la proyeccién axonométrica obficua sobre el plano
P serd dimétrica.

El segmento OO, paralclo a la direccién de proyeccién, y los segmentos
Oy y O,y determinan al tridngulo rectfingulo OyO, (el dngulo OyO, es recto).
En efecto, el spgmento Oy es perpendicular al plano V, y puesto que ol plano
es paralelo al plano V, por lo tanto, el plano P es perpendicular a Oy. Girando el
triangulo Oy0, alrededor del cateto Oy, se pueden obtener distintas posiciones
del punto 0, en el plano P, con la particularidad_de que en todas sus posiciones
el punto @ so encuentra a una misma distancia del eje y: el lugar geométrico de
las posiciones del punto Oy serd una circunferencia’ descrita desde el punto y
con el radio y0,. En la fig, 480 a la derecha se dan dos do estas posiciones: 0,
¥ O,; cada uno én los puntos €, y O, sirve de origen de los ejes, de los cuales los
ejea = y z conservan su direccidn, y el eje y cambia de direccidn: esto se expresa
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por la varincion del dngulo e ontre los cjes axonométricos z e y. En este caso
varia Ia direccidn de ;imyecci()n {véase on la fig. 480 la direccion de los segmentos
00, y 00,). El éngalo @ puede ser elegido arbitrariamente.

Por otra parte, si se toma sobre ol plano P el origen de los ejcs en el punto
05 sobre el segmento y0,, es decir, se toma la dircecién de proyeccién paralela-
mente a la direccién del segmonto OO, entonces la mugnPtu del dngulo oy
permanece invariable, mientras que Oay/Oy no es igual a la relacién O.y/0y;
esta relacion es el coeficiente do reduccion del cje y, Por consiguiente, se liucfle
clegir arbitrariamente tanto la magnitud del coeficiente do reduccign del ejo
y, como la magnitud del dngulo «, con el fin de obtener la representacién mas
clara y expresiva.

A la proyeceién axonomélrica oblicua sobre un plano paralelo
al plano ¥V, examinada por nosotros, se le llama «proyeccién frontal
v también «proyeccidn caballera» y «perspectiva caballeran. Frecuen-
temenle se emplea el caso de proyeccion frontal ecuando el coeficien-
le de reduccidn del eje y se
ha elegido igual a 0,5 yel m, ; Ny
dngulo « se ha tomado ignal a S
45°% a esta proyeccibén se le
suelo Hamar «proyeecién de
gabinetes 1,

N /__J:j_\
45[ ;\} cra/\‘{

2

TFig. 481 ' Fig. 482

En la fig. 481 viene dada la representacién de un cuba en la pro-
yeecion de gabinele. La cara anterior repite la proyeccién sobre el
plano V. Por eso, la circunferencia inscrita en esta cara, en la pro-
yeccion de gabinete es también una circunferencia. De aqui se puede
hacer la conclusién de que la proyeccidn de gabinete, que es un método
sencillo e intuilivo de representacidn de cuerpos con configuracién
rectilinea, es comoda también para los casos en que hay gue operar
con circunferencias situadas sobre planos paralelos al plano de pro-
yeecion axonoméirica, es decir, paralelos al plano V.,

4 Do la palabra inglesa Cabinet projection.
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Si hay que representar en la proyeccién de gabinete una circun-
ferencia sitnada en un plano paralelo al plano de proyeccion H y al
plano de proyeccién W, entonces esta circunferencia se inscribe en
un cuadrado, se construye un paralelogramo, que es la proyeccion
de gabinete de este cuadrado, tuego se fijan en la circunferencia una
serie de puntos y se construyen sus proyecciones. Estas estarin
situadas sobre la elipse, que representa la proyeccién de la circunfe-
rencia.

En la fig. 482 se muestra la construccién de los puntos de la elipse,
que representa la proyeccién de la circunferencia situada en un plano
paralelo al plano H.

Primeramente, la circunferencia se inscribe en un cuadrado y
se conslruye la proyeccidon de este cuadrado. El didmentro AC con-
serva su magnitud y direccidn (obtenemos los puntos a y ¢); el
didmetro BD, perpendicular a AC, ocupard la posicién bajo un
4dngulo de 45° a ac y se reducird dos veces (los puntos b y d). Las
cuerdas M Q@ y NP, obtenidas al trazar las diagonales del cuadrado,
dan cuatro puntes mds (m, g, n, p), con la particularidad de que

mq=ﬁ¥, upni;i. ok=0K.

Luego se ha tomado el segmento arbitrario OR y se ha trazado en
la direccién de oa; por el punto r ge ha trazado el segmento si paralelo

L
]
: " N

v

I'ig. 483

a bdeigual a ST : 2. Si obtienen dos puntos més (s y £}, pertenecien-
tes a la elipse buscada. Procediendo andlogamente, se puede hallar
una serie de puntos, por los cuales pasa la elipse.

La construccién de la proyeccion de la circunferencia situada
sobre un plano paralelo al plano W es anédloga a la examinada.

Sefialemos también el caso de proyeccién axonométrica oblicua, cuando ol
plano de proyeccion axonométrica es paralelo al plano i (fig. 483). Para tal dis-
posicién del plano P, el éngulo 20,y=80° En lo que so refiere al ojo z, obtenido
=ohre el lm_:g P, el coeficiente de reduccidn correspondiente a este eje se expresa
por 1a relacién O,z : Oz (los segmentos O,z y Oz representan los catetos del tri-
angulo rectinguld 0z0, con el dngulo recto en el punto z). En los casos en que

24—389)
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80 emglo_a eata proevecclén axonométrica oblicua, la direccién de proyeccidn se
toma bajo un édngulo de 45° al plano P (o al plano H), En este caso el segmento
Oz es igual al segmento Oz, es decir, el coeficiente de reduccién del eje =z se
obtiene igual a la unidad y la proyeccién resulta isométrica.

PREGUNTAS AL CAPITULO XIi

1. ¢En qué consiste el método de proyeccién axonométrica?

2. JA qué se le llama coeficientes de reduccién?

3. !A qué se le llama segunda proyeccién de un punto?

4, iC6mo so realiza el paso do las coordenadas rectangulares a las axono-
métricas?

5. ¢En qué consiste el «teorema principal de la axonometrias?

6. (En cuéles casos la proyeccién axonométrica se llama: a) isométrica,
b) dimétrica, ¢) trimétrica?

7. ¢Cudl es la diferencia entre las proyecciones axonométricas oblicua y
rectangular?

8. ¢Cu4l linea es la configuracién de la proyecciin axonométrica de una
esfera: a) oblicua, b) rectangular?

9, (A qué esigual la suma de los cuadrados de los coeficientes de reduccién
para la proyeccién axonométrica rectangular?

10. zA qué son iguales los coeficientes de reduccién para la proyeccion rec-
tangular: a) isométrica, b) dimétrica (con la relacién de los cocficientes 1 : 0,5:1;
y cudles son estos coeficientes en forma redondeada (hasta la unidad)?

11, ¢A qué se le llama «iridngulo de las trazas» y cudles deducciones se pue- -
den sacar de &l en las proyecciones axonométricas rectangulares?

12, (Cémo se construyen los ejes en las proyecciones rectangulares: a} iso-
métrica, b) dimétrica (1 : 0,5 : 1)7

13. (Cémo se determina la direccién y la magnitud del eje menor de la elip-
se, que es la dprcyeccién isométrica o dimétrica de la circunferencia situada en:
s} un plano de posicién general, b) ;il?anas proyectantes frontal y horizontal, c)
P

anes frontal, horizonta ly de perfi

14. $En euéles casos Ia proyeccién axonométrica rectangular de la circun-
forencia puede ser el segmento de una recta o una circunferencia?

15. ¢(C6émo determinar las coordenadas de los puntos dados en la proyeccién
axonométrica rectangular sobre la superficie: a) de una esfera, b) de un cilindro
de revolucién, ¢) de un cono de revolucién?

16, 2A cual Eroyecoiﬁn axonométrica oblicua se le llama: a) frontal o ca-
ballera, b) de gabinete?



APENDICE

§ 76. SOBRE LA CORRESPONDENCIA AFIN
Y SU APLICACION A LA RESOLUCION
DE CIERTOS PROBLEMAS

Examinemos la correspondencia afin de las figuras situadas sobre dos pla-
nos que se cortan o sobre un plano en el sistoma de proyeccion paralela.

En la fig. 484 los puntos 4, y B, del plano 7 se i;an proyectado paralela-
mente en direccién dada por la l‘iecha. sobre el plano P. Las rectas proyectantes
Ada ly BB, determinan al plano proyectante que corta a los planos T y P
segan las rectas CB, y CB,, convergentes o el punto C de la recta MAN.

Si se toma en ef %Iano T cierta recta A By, la proyeccién de esta recta sobre
¢l plano P, en su prolongacién se encontraré en ka linea de interseccion de los
planos 7 y P con la propia rects
AB,.

ta proyeccién Earalela de los pun-
tos del plano T sobre el plano P esta-
blece entre estos plamos cierta corres-
pondencia: al punto 4, en el f'hm Tle
corresponde el punte A 4 en el plano P,
al puntoe B, ¢l punto B, ete. Esta cor-
respondencia posee las propiedades
principales siguientes:

1) a cada punto de um plano le
corresponde un punto dnico en el otro
plano (la correspondencia es biuni-
voca);

2) si sobre una recta, pertenecien-
te a uno de los planos, se ha estable-
cido la existencia de dos puntos cor-
respondientes a los puntos de la recta
situada sobre el otro plano, entonces
estas rectas corresponden una a la otra, con la particularidad de que a cada punto
de una do estas rectas le corresponde un punto determinado de la otra recta;

3) la recta perteneciente a uno de los planos so corta con la recta correspon-
diente, perteneciente al otro plano, en un punto situado sobre la linea de inter-
seccién de ambos planosb,

Fig. 484

1 Si estas rectas son paralelas a la linea de interseccién de los planos, el
puato de interseccién de las rectas es un punto infinitamente alejado.

24"
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4) la recta zegiin la cual se cortan ambos planos, corresponde a si misma;

5) si las rectas de un plano son paralelas entre si, entonces las rectas corres-
pondientes del otro plano también serén Sualeias entre si;

6) la relacién de dos segmentos situados en uno de los planos y pertenecien-
tes 4 una misma recta o a rectas paralelas entre sf, es igual a la relacién de los
segmentos correspondientes del otro plano.

La correspongancin examinada entre dos planos, que posee las propicdades
enumeradas, se llama correspendencia afin o, abreviadamente, afinidad. En la
fig. 484, los puntos A, y B, son afines a los puntos 4, y By; la recta 4,8, ¢s
afin a la recta 4,8, ;

Si se toma en el plano T una figura cualquiera y en el plano P se examinan
1oa puntos afines a todos los puntos de ¢ ta figura, entonces el conjunto de los
altimos da en el plano P una igura afin a la figura tomada sobre el plano 7.

La recta MN de interseccién de los planos se lama eje de afinidad.

\> 18
R
" \.
e MR “
» G R N,

NN

Fig. 485

En la fig. 485 a la izquierda, los mismos planos se dan en posicién abatida:
el plano 7T, girdndolo alvededor de la recta M N se ha abatido sobre el plano P,

Si se toma el sentido inverso de giro, obtendremos la disposicién de los pla-.
nos abatidos, mostrada en la fig, 485 a la derecha.

Si entre los planos T y P en el espacio fue establecida la correspondencia
afin, entonces también después de abatir estos planos (fig. 485) entre los puntos,
rectas y figuras pertenecientes a estos planos tendrd efecto la correspondoncia
afin, cuyas propiedades coincidiran con las propiedades de afinidad estubleci-
das en la proyecci6n paralela, En efecto, en ambos casos a una linea recta le co-
rresponde una recta, a un punto de una de las rectas le corresponde un punto de-

terminado de la otra recta, la relacién ‘f‘:; seconserva iguala la relacién f—‘:;—
11 it d
y el pacalelismo de las rectas proyectantes 4,4, v BB, ([ii. 484) se convicrte
en paralelismo de las rectas 4,4, y BB, en la 1ig. 485 al abatir los planos.
Ahora bien, independientemente de si examinamos rectas afines en el espa-
cio o en planos abatidos, las rectas afines se corlan en el eje de afinidad y los puns
tos, correspondientes uno a otro, estdn situados en recias paralelas entre sf.
a direceién de la recta A ;4 , ahora ya no es la direcci6én de proyeceién (como
en la fig, 484); a esta direccién la llamaremos direccidn de afinidad,
8i en el dibujo do dos planos abatidos vienen dados el eje de afinidad y dos
ntos, afines uno al otro, entonces para cada punto cualquiera de la afinidad
ada se puede hallar su punto affn. Supongamos (fig. 486) que la recta M N e¢s el
eje de afinidad, los guntcs A, y A yson puntos afines y, por consiguiente, 4,4,
eg la direccidén do afinidad, }-Iay que hallar ¢l punto ngin paca el punto lB,
Trazamos la recta B4, hasta su interseccion con MAN: por los puntos C y 44
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trazamos una recta, sobre la cual hallamos el punto B, afin al punto 8,, trazan-
do 1a recta B,B, paralelamente & A,4,,

Sabiendo construir los puntos afines, se puede comstruir una figura afin
a cualquier figura dada.

Sl%a figura dada e un poligono, entonces su figura afin serd también un
oligono con la misma cantidad de lados, y para su construccién basta hallar
os puntos, afines a los vértices, y unirlos con segmentos rectilineos. Si la figura

dada es curvilinea, entonces la construccién de su figura afin se efectia con ayuda
de varios puntos de la misma; por los puntos obtenidos se traza una curva.

Al examinar una figura, afin a la ligura dada, obscrvamos que la magnitud

de los éngulos no se conserva en general (véase, por ejemplo, la fig. 491: los én-
ulos del cuadrilitero abed no son iguales a los 4ngulos homélogos en el cuadri-
tero afin 48,00 ).

i ]
Fig. 486 Fig. 487

No obstante, siende dado el eje de afinidad MN (fig. 487}, al par de puntos
afines A ¥ 4, v al par de rectas afines 4 .M, v 4 ,M,, que pasan por estos pun-
tos, se puede copstruir oiro par mis de rectas afines 4"}V, dy AN, de tal modo
que ¢l dngulo M4 N, sea igual al dngulo M4 ,N,. hes o el punto 4, se ha
levantado una perpendicular a la recta MN y se ha construide el punto 4; de
modo tal, que 4 ,K=KA;. Por los puntog A, 4, y M; s¢ ha trazado una cir-
cunferencia que corta a la recta MN Lumhiéln en el punto N,. Lo demés estd
claro del dibujo.

En la correspondencia afin de dos planos, dados por el eje y dos puntos afi-
nes A, ¥ 4 4, se pueden construir dos direcciones perpendiculares entre sf de uno
de los planos, que corresponden a dos direcciones perpendiculares entre si  del
otro plano. Tales direcciones se llaman rmcsiémles en la correspondencia afin
dada. La construccién so muestra en la fig. 488. El segmento 4,4, se ha divi-
dido por la mitad en ol punto K y por este punto se ha trazado la perpendicular
a A4, hasta su interseccién con MV en el punto C. Desde el punto C se ha des-
crito una circunferencia por los puntos 4, ¥ 4,. Se han obtenido dos pares de
rectas afines: 4§ My A, M, ANy 4,N. i.os dngulos MA, Ny MA 4 N son ro-
ctos.

La flgura afin a la circunferencla serd en general una elipse, con la particu-
laridad de que los diametros pergondlcu!a:es entre sf do la circunferencia pasan
a ser los diidmetros conjugados de la elipso.

En la fig. 489 viencn representados el eje de afinidad M¥N y dos pu_ntns-nﬁm-_a
C4 ¥ C,, siendo el punto C, el centro de la circunferencia dada. La direccién de
afinidad € 1€, es perpendicular al ejo. Se ha construido la figura afin a la cir-
cuaferencia: ia clipse con centro €, Los semicjes do la clipse 4 4€y y BoC, 80
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han obtenido como rectas afines a dos radies perpendiculares entre si 4,0, y
B,Cy. Eu el caso dado, ¢l dngulo recto 4,C,K, afin al énguloe recto 4 ,C,K, se
ha othenido trazando la recta A ,C,JlMN, pueste que C.4,||MN.

En la fig. 490 se muestra la construccién de los semiejes A,C, ¥ B,C,y do
1o elipse afin a la circunferencia de centro €, cuando la dlrecr,ian de afinidad

Fig. 488

€iCq no ¢s psr]:mdicnlar al oje de afinidad. Sv ha empleado una construccién
suxiliar, como la de la fig. 488, para determinar las direcciones principalos M€,
y NCy, MC, y NC,, que definen la direccién de los didmetros perpendiculares
entre s{ de la circunferencia, que se trapnsforman en ejes de la elipse (en la lii;. 490
se muestra la construccién do los se-
miejes A,C, ¥ B,C, solaments),

Si so toma cierto plano de posicién
general en el sistema de rllmns V,Hy
W, entonces, entre el plano P y cada
uno de los planos de proyeccién tiene
efecto Ia correspondencia afin men-
cionada mds arciba, puesto que la
proyeccién ortogonal es un caso parti-
cular de la proyeccién paralela gene-
ral. Las trazas del plano P serén los
e]les de afinidad: la traza Py, para los
planos P y H, la traza P, paralos
planos P y V, v la traza Py, paralos
planocs Py W. La recta situada sobre
el plano P, y cada una de sus proyec-
ciones, se cortan en las trazas corres-
pondientes del dplano, es decir, en los
cjes de afinidad.

En la fig. 491 so da la construccién
del cuadrilatero A,B;CoDs (3u vista
natural) como ligura afin a la proyec-
cién abed. La traza P, del plano proyectante frontal en ol que se encuentra el
cuadrilatero dado, sirve do eje do afinidad; la direccién de afinidad es perpen-
dicular a P,. Hallamos por el metddo corriente (por el método de abatimiento)
el punto €y, afin al punto ¢, y luego construimos los puntos 4y, By ¥ D, por el
esquema indicado en fig. 486.

“
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La fig. 492 muestra céuo entre las prolumfones horizontal y frontal de toda
figura plana (en el caso dado un trisngulo) existe correspondencia afin.
Primero sefialamos que las rectas que unen los puntosay &', by ', cy ',
son paralelas entre si. A continuacién, debe establecerse que dos rectas cuales-
quiera, correspondientes una a la’otra, se cortan en una misma recta. Prolongue-
mos las rectas ab y a'b’ hasta su interseccién. El punto m, representa simultd-
neamente las proyecciones horizoutal y frontal de un punto perteneciente a la

PaLg

Fig. 491

recta AF en el espacio. La coincidencia de las proyecciones demuestra gue este
punto se encuentra a iguales distancias de los planos ¥ y V.

Lo mismo se puede decir respecto a los puntos m, ¥ ms. La equidistancia de-
los puntos de los planos i y V permite deducir que estos puntos, perteneciendo-

\0:.

-l T
|~ - Qv

Fig. 492

al J.\lano del tridngulo ABC, se encuentran al mismo tiempo en el plano que di-
vide al segundo y cuarto diedros (cuadiantes) del espacio por la mitad.

En la fig. 492 este plano viene expresado por su troza Qg. Puesto ?ue los-
puntos examinades deben pertenecer simultineamente a dos planos (al plano Q
z al plano del trifingulo AB(), entonces, es obvio que deberan estar situados so-

re la linea de interseccifén del plano del tridngulo ABC y el planc Q. Esta recta,
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encontrandose en el plano que divide al se%uudo y cuarto diedros (cuadrantes)
del espacio por la mitad, se representara en los planos & y ¥ por una misma recta
{las proyecciones horizontal y frontal coinciden), y, por consiguiente, los puntos
my, mg ¥ my estén situados sobre una misma recta, que sirve de oje de afinidad.
Las proyecciones de toda recta situada en el plano del tridngulo 4 BC, se cortan
en el eje de afinidad hallado®,

Ahora bien, las proyecciones abe y a’b’c’ son aflines; la direccién de afini-
dad es perpendicular al ejo z, el eje de alinidad se dispone, en general, bajo cierto
dngulo al eje z. En el caso, cuando el planc de la figura dada pasa por sl eje x,
el eje de afinidad de las proyecciones horizontal y frontal coincide con el eje z.

Para las proyecciones horizontales y frontales de todss las figuras copla-
nares, se obtitne un eje de afinidad comin; en efecto, este eje representa las pro-
yecoiones confundidas horizontal y frontal de la linea de interseccién de cierto
plano con el plano permanente Q (fig. 492).

Fig. 493

En la fig. 493 la correspondencia afin se ha empleado para construir la pro-
yeccién horizontal del cuadrildtero, si se conoce su proyeccién frontal a'd’e’a’
y las proyecciones horizontales de tres de sus vértices (los puntos a, & y ¢).

En primer lugar se han hallado los puntos m, y m, y con ello se ha determi-
nado el eje de afinidad. Luego la recta a'd’ se ha pmfongado hasta su intersec-
r.-.lién con el ¢je de afinidad, y el punto obtenido m, se ha unido con una recta con
el punto a.

. El punto buscado d se obtendrd ep la interseccién de la recta am, con la
linea dedreferencia d'd. Queda unir entre sf con rectas los puntosa y 4, yios pun-
tos ¢ A

Eyn la fig. 494 a la izquierda, la correspondencia afin se ha emlplendo ara
hallar las proyecciones del ;unt«o de interseccién de la recta EF con el plano dado
por dos rectas paralelas AH y CD.

El problema se reduce a la determinacién en las rectas ef y ¢'f" los puntos
afines unos a los otros en la correspondencia afin dada. Esta correspondencia
queda determinada por dos puntos afines cualesquiera {en la fig. 494 se han to-
mado los puntos g y g') y el eje de afinidad, trazado por los puntos my y m.,,
hallados en la interseccidn de las rectas ab y a’b’, cd y ¢'d’. Si, a continuacién,
se construye una recta afin a la recta /', entonces, con ello nosotros trazamos
en ol plano, dado por las rectas AB y CD, una nueva recta que se encuentra al
mismo tienspo en un mismo plano con la recta dada EF (la proyeccidn frontal
comdn &'f).

La construccién de la recta afin a la recta ¢'f' se ha cumplido de la manera
siguiente: valiéndonos de los puntos afines g y g’ y del punto ¢ elegido arbitra-

D 8i la recta cstd situada en el plano del tridngulo 48C y es paralela al
eje de afinidad, entonces ells se corta con el eje de afinidad en el infinito; sus
dos proyecciones son paralelas al eje de afinidad.
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riamente sobre la recta e'f’, construimos el punto i afin al punto i'; i, luego, so
halla el punto my y se traza por él y por el punto { uba recta, entonces se determi-
nard una recta afin a la recta ¢'f', %eda sefialar el punto % en el que se cortan
las rectas img y ef. Este punto k es la proyeccién horizontal del punto de inter-
seccién buscado,

En la fig, 494 a la derecha se muestra la resolucién de este problema, pero
empleando el procedimionto expuesto en el § 25: por la recta EF 5o ha trazado e
plano S, se ha construido la recta con las proyecciones 1’2’ y 1—2, segfin la cual
el dp]snu & corta al plano dado, se ha obtenido la proyeccién k del punto bus-
cado, y con ayuda de ésta, la proyeccién k', Esta construccibn es mas sencilla
que la mostrada en la fig, 494, a la izquierda.

H
Fig. 494

Pero en el sjemplo dado en la fig. 495, el empleo de la correspondencia afin
permite construir los ejes de la olipse (lo que no se hizo en las figs. 364—366
en el § 56), sin recurrir al paso de sus didmetros conjugados a los ¢jes.

Sin explicar la determinacién de una serie de dpuntoa de la elipse, que repre-
senta la proyeccién frontal de la seccién producida en un cilindro por un pﬂmo
esto ya se hizo en el § 56}, aqui nos detendremos solamente en la construccién

e los ejes de la elipse.

Las Fro ecciones de la f:'igura seccién (una elipse ¥ una circunferencia) son
afines s {a direcci6n de afinidad es perpendicular al ejo z. El eje de afinidad (la
recta MN) se construye con auxilio de las proyecciones afines en la misma afini-
dad k'o’ 3' ko, y también aunque sea la traza P, y el eje z: hallando el punto &
y trazando por él y por P, una recta, obtenemos el eje de afinidad. Ahora, ha-
ciendo uso del artificio mostrado en la fig. 490 hallamos las direcciones perpendi-
culares entre sf: para la proyecci6n frontal No' y Mo’ y Em‘n la proyeccién hori-
zontal No y Mo, con aytda de los puntos # v 4 hallamos los vértices de la eligse
3’ y 4’ en su oje mayor, y auxiliandonos de los puntos § y 6 determinamos los
wértices 5 ly 6’ en su eje menor, "

Ep la fig. 496 se examina el caso de interseccién de un cono oblicuo por ua
plano, dado por lag rectas que se cortan AB y BC,

El eje de afinidad, que junto con un par de puntos afines, por ejemplo, a y
a’, define la correspondencia afin, pasa por los puntos m, y m, de interseccién
df las proyecciones ab y a'b’, be y b'c’. La direccién de afinidad es perpendicular
al eje z.
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Puesto que la seccién buscada del cono se encontrard en el plano determi-
nado por las rectas AB y BC, ol problema se reduce a hallar en las proyecciones
del cono una serie de pares de puntos afifes en la afinidad dada.

Constraimos el punto s, afin al punto & (con ayuda del par de puntos afi-
nes d y d' y el punto my en el eje de afinidad).

Si se prolongan las proyecciones frontales de las generatrices del cono hasta
su interseccién con el eje de afinidad en los puntos ny, ny, ng, ete., y luego se
unen todos estos puntos con el punto s, por medio de rectas, se determina una
serie de Tectas situadas sobrejel plano dado; las proyeceiones do estas rectas son
afines unas a las otras. ' .

Tomando un punto en la interseccién de la qmyewlén horizontal de i %e
neratriz con aquella de las proyecciones horizontales s;n4, 8yn,, otc., que es alin
a la proyecci6n frontal de esta goneratriz, ohtendremos la proyeccién horizontal
del punto perteneciente a la figura de la seccién producida en el cono por el plano
dado. Por ejemplo, el punto k se ha obtenido en la interseccibn de las rectas s,n,
y «I; hallamos la proyeccién frontal correspondiente &' Por consiguiente. 39 ha
hallado el punto K, que est4 situado sobre la generatriz del cono y al mismo tiem-
po pertenece al plano dado.

Hallando de modo semejante una serie de puntos, obtenemos la posibilidad
de construir las elipses que repr tan lag proyecci de las lineas de la seccidn.

PREGUNTAS AL § 76

1. ¢Cuéles son las propiedades princifmles do la correspondencie entre dos
planos que se cortan en la proyeccién paralela?

2. jCémo se le llama a tal correspondencia?

3. {Qué significa eje y direccién de afinidad?
& 4% A cuéles direcciones se les Ulama principales en la correspondencio afin
dada

5, #Cudl figura es afin a la circunferencia?

6. iCﬁmo s6 construyen los ejes de la elipse afin a la circunicrencia dada,
cuando la direccién de afinidad no es perpendicular al eje do afinidad?

7. iC6mo demostrar que entre las proyecciones frontal y horizontal de cual-
quier figura plana existe correspondencia affn?

8. (En cuél caso el eje de afinidad de las proyecciones frontal y horizontal
de una figura plana coincide con el eje de proyeccién V/HT
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SIGUIENTES DE MATEMATICAS:

GOLOVINA L.
ALGEBRA LINEAL Y SUS APLICACIONES,

La autora de este libro, candidata a dector en clenclas fisicomate-
miticas, durante muchos afios de docencia en la faculiad de mecédnico-
matemética de la Universidad Lomondsov de Moscti.

No cobstante su pequefio volumen, el libro contiene problemas
fundameniales del curso de #lgebra lineal, asf como sus distintas
aplicaciones, incluyendo la investigacién de las curvas y superficies
de segundo orden, la nocién sohre tensores y otros problemas.

En el libro se exponen los conceptos primordiales referentes a los
espacios lineales y euclidianos, y transformaciones lineales; se estudian
problemas sobre vectores y se obtlene la forma canénica de las matrices
de las transformaciones autoconjugada y ortogonal en el espacio eucli-
diano, déndose efetnplos bésicos de la teorfa de las formas cuadriticas.

Un mérito evidente del libro es [a elecelén acertada del material,
en ¢l cual se han examinado los problemas que no entran enel pro-
grama para los estudiantes de especialidades no mateméticas, pero que
son de clerto interés para éstos. Con ello, Jas noclones indispensables
previas y el nivel de la exposicién son tales que, al leer el texto, los
estudiantes no encuentran ningunas dificultades.

E] libro esta destinado para los estudiantes y profesores de centros
de ensefianza superior. Tambien serd de gran utilidad para los ingenie-
ros que deseen conocer las nocfones fundamentales del dlgebra lineal
mediante una fuente que no exige Informacién previa de las matemati-
cas superiores,




GORDON V. Y OTROS.
PROBLEMAS DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA

Este libro ha sido confeccionada de acuerdo con el material expuesto
en ¢l manual de V. Q. Gorddn “Curso de Geometria descriptiva” y es un
complemento de éste. Sin embargo, esto no excluye la posibilidad de
utilizar otres manuales, puesto que para la comprensién de los proble-
mas de dicho libro sclamente se exige el conocimiento de las tesis
[undamentales que debe tener todo manual,

Esla recopilacion demuesira el proceso para resolver los problemas
tipo, los que aclaran las tesls fundamentales del curso de geometria
descriptiva, dandose soluciones detalladas de una serie de problemas.

Al final del libro se encuentran las respuestas a los problemas
propuestos. Estas respueslas se dan en forma textual o grafica, en
funcién del cardcter de los problemas.

La seleccion de problemas segiin su cantidad y conienido garantiza
la debida fijacién del malerial teérico del curso general.«'c geomelria
descriptiva.

En el compendio los probl sobre geomeltria descriptiva han
sido elegldos segin el programa para los estidianies de especlalidades
de construccidén de maquinaria, de aparalos y mecénico-lecnologicas de
los centros de ensefianza téenica superlor.
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GEOMETRIA ELEMENTAL

El autor del presente manual A. Pogorélov es profesor de la
Universidad de J#rkov, miembro correspondiente de la Academia de
Ciencias de la URSS, laureado con el Premio Lenin.

Este libro es una modificacién substancial de dos libres del mismo
autor ya editados: “Planimelria (1969) y “Estercometria (1970). Ante
todo, se presia la mayor atencidn a la axiomatica. Ademss, el manual
contiene una exposicién elemental, pero muy estricta, de la estereo-
melria. De una forma preclara se explica la tematica sobre el srea de
la superficie. Muchas demostraciones han sido mejoradas y stmplifi-
cadas, lo cual facilila la aplicacién del manual en las escuelas.

Cada pérrafo termina con un cuestionarlo, que facilita la repeti-
cion del material, y ejercicios que permiten controlar la asimilacién
de cada apartado. .

Este libro se recomienda para los estudiantes de las escuelas
pedagogicas superiores, profesores, asi como para los alumnos de las
escuelas de ensefianza secundaria.




