CAPITULO 3

NUMERO REAL

§ A1 NOMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

3.1.1. Desarrollos decimales de nimeros racionales. Sea
dado un ntmero racional positive pl¢ (p >0, ¢ > O).
Es necesariv convertirlo en una fraceion decimal,

Empezaremos por el case més sencillo, enando ¢ no Liene
otrog divisores simples a excepcion de 2 y 3.

Ejemplos:

7 22 28 o

SEH DR T oT 0,0028,
3 3.125 3715

=g =0,00375.

25 2R

Vemos que mn nifimero racional positivo arbitrario p/g,

en que ¢ no posee olros divisores excepto 2 y 5, se desarrolla
en una fraccion decimal finita:

~;’_== gy Gy vn' py. )

Aqui @, es un nimero entero no negativo, mientras que g,
@g, . . .son cifras, cada una de las cuales puede tomar uno
de los valores: 0, 1, 2, ..., 9.

Mas también la afirmacién contraria es vilida: upa
fraccién finita arbitraria @,, . .. . @y €S un nimero
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racional:
Oy .- Cm
Chgy g o s s Gt,,l:———ibm—.

Aqui @yt . . . @, es un nimero entero compuesto de an,
unidades, o,,_, decenas, a,_, centenas, ... .

Hemos demostrado que a fin de que un nimero racional
positivo, expresado por una fraccion irreducible plgq, se desarro-
lle en una fraccién decimal finita, es necesario-y suficiente
que su denominader q no ienga otros divisores simples a ezcep-
cién de 2 y 5.

Las demds fracciones p/q pueden tener solamente desarro-
llos decimales infinitos g, oy, ey, . . ., €5 decir, tales que
para cualquier % natural existe un I >k natural ial que
ay > 0.

Una fraceién decimal finita arbitraria og, o . ..

+ Oy (@ > 0) la anotaremos también en forma de

Clgy Oy o e o Uy = gy Gy - - - C{mUUO o

o bien en forma de una fraceién decimal infinita {como fue

definida mds acriba):

Gy O = v v Oiy = Olpy O+« o Ly (O, — 1) 999 00 (2)
Por ejemplo, escribiremos

0,2365 = 0,2365000... = 0,2364999.., .

Pasemos de nuevo a ejemplos. Bl lector, por si mismo,
puede comprobar los siguientes desarrollos decimales infi-
nitos:

M0 ... =0,(1),
a5 =0,007007 ..... =0, (007).

Todos estos ejemplos son desarrollos periddicos. Verbi-
gracia, 5/9 cs, como se dico, nule de enteros y 5 en cl periodo,
y 71/99 es nulo de enteros y 71 en el periodo.
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En general, tiene lugar la igualdad
g ... 0
"‘é‘j"ﬁl-‘;on (o . . o).
S
m VeCeh
Aclaremos su justeza en el ejemplo de la fraccidn 17/94.
Dividiremos 17 entre 99 segin la regla conocida. Para esto
primero afiadimos al mimero 17 dos ceros. Tenemos

1700 = 17 (99 + 1) = 17.99 + 17.

Por consiguiente, después de la segunda etapa de division
de 17 por 99 obtendremos

17 a9
1700 [o,17
17

o sea, resulla en el coeiente 17 y en el rosto 17. Ahora, de
mueva, afiadimos al resto dos ceros y después de la division
de nuevo obtendremos en el cociente 17 v en el resto 17.
De esta manera nuestro proceso continuara periédicamente
sin fin:

17 99

Por lo tanto

-,TI_O 1747

A continuacion se citan ejemplos de fraceiones decimales
periédicas de forma mis eompleja:

. Fur 4 o4 (an 1.:1h ey A2t , 35 A
1,21353535 . . . =1,21 (35)=—5=+0,00 (35) o+ 5 T
2, {3711 T !
0,2 (378)= _{'0_)” 10‘ 5990 *
13, (4 313 4
3,43 () =g =I5 + 705~
Vemos que una fraccidn decimal periddica «,, o . .
G (B1 . . . Bn) se puede examinar como un desarrollo
decimal de c:'erto nimern racional:
RSy, Gy e Sy (By .. By) (3)
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A la inversa, un desarrcllo decimal de un rimero racional
positivo arbitrario plg es necesariamente periddico.

En realidad, dividiremos p por ¢ recurriendo al procedi-
miento comun:

P 9
T (4)

Ohgy &g o o0 Baleey
Es
Bs-t!

Sea que en la s-ésima etapa de este procedimiento obtu-
vimos un resto fi; ¥ todas las cifras del ndmero p resaltan
agoladas.

Examinemos los restos

ﬁa: ﬁs+1! e ﬁs"‘(;-t-

Su cantidad es ¢ y cada uno de ellos es menor que g. Pero en
este caso aunque sea dos de ellos deberdn ser obligatoria-
mente iguales. Supongamos que son iguales f, v b, B =
= Bn; m << n). Eslto muestra que a partir de la m-ésima
etapa el procedimiento (4) se vuelve periddico (ay+, =
= Opdyy Omte = aﬂ+2: = ')

Asi pues, a cada miimero racional positive plq le corres
ponde su infinifo desarrollo decimal periddico de la forma (3).
Dicho desarrollo se obliene con ayuda del procedimicnlo {4)
complelado en el caso (1) con ¢l proceso (2).

Por otro lado, un desarrollo infinito periédico arbitrario
(de la forma (3)) corresponde, del modo indicade, a un ni-
mero racional positivo wnico,

A un nimero racional negative —p/q le ponen en corres-
pondencia un desarrollo infinito decimal del niimero p/g,
tomado con el signo «—».

Al miimero cero (que también es racional), resulta natural,
ponerle en correspondencia el desarrolls 0 = -0,000... =
= —0,00... =0,00... .

3.1.2. Desarrollos decimales de nimeros irracionales.
Ademas de las fracciones decimales periddicas existen las
aperi6dicas, por ejemplo: 0,1010010001...; 0,124122111222...

Un ejemplo mds: si se extrae la raiz cuadrada de 2 ge-
afin la regla conocida, obtendremnos wna fraccién decimal
aperiédica infinita: 1'% = 1,41... . Esta fraccién estd
definida en el sentido de que a todo nimero natural % le
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corresponde una cifra determinada @, del k-ésimo orden del
namero V2, la cual se caleula univocamente de acuerdo
con la regla de extraccién de la raiz cuadrada.

Si nuestro lector no conoce dicha regla, él puede, para obtener

el desarrollo decimal del niimero /2, razonar del signiente mode. Al

rincipio, hallamos el mayor nimero entero, cuye cuadrado es menor
ga 2. Evidentemente que ez el nfimero 1. Luego encontramos el mayor
niimero del tipe 1, o4, cuyo cuadrado es menor de 2. Este es el nfimero
1,4. A continuacitn hallamos el mayor nimero del tipo 1,4 oy, cuyo
cuadrado es menor que 2. Este niimero es 1,41, Siguiendo razonando asi,
se puede obtener univocamente cualquier nimoro de cifras después

de Iu coma del desarrollo decimal del nimero /2.

Il andlisis matemético ofrece muchos caminos para
calcular el nimero n con toda precision prefijada de ante-
mano, lo que conduce a un desarrollo decimal infinito deter-
minado de s, que resulta ser aperiddico.

Daremos la definicién del n(imero irracional por ahora
de modo puramente formal. Se llama miimero irracional la
fraccién aperiddica infinita arbitraria)

@ = -0y, Ulelly « » + (5)

donde a, es un niimero no negativo entera, yay (k = 1, 2, . ..)
son cifras, entretanto el signo de igualdad exprese que hemos
designado el segundo miembro de (5) con a. Por cierto, resulta
cénodo decir que el segundo miembro de (5) es el desarrollo
decimal del nimero a.

Los niimeros racionales e irracionales se llaman numeros
reules.

De lo dicho se deduce que todo nimero real no nulo pnede
ser escrito en forma de una fraccién decimal infinita (5).
Si dicho ntmero es racional, su desarrollo decimal serd
una fraccion decimal periddica. En caso contrario, de
acuerdo con nuestra definicion, la propia expresién (5) de-
termina el nimero irracional.

Una fracecién decimal no nula puede ser finita, sin
embargo, ella no define un nuevo niimero racional: en virtud
del acuerdo, expresado por la igualdad (2), esta fraccién
puede ser sustituida por nna fraceién peridédica infinita
equivalente.

1) Claro osté que al signo «+» lo corresponde un niimero (positivo},
mientfas que al signo «—» otro (negativo). )
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Il nimero a, en el cual no todos @, son iguales a cero,
se denomina positivo o negativo en funcidn del signo ¢—»
0 ¢—» que figura en (5); adomés, como de costumbre, omiti-
remos el signo «+».

Por ahora, los nlimeros reales fueron definidos formalmen-
te, queda adn por determinar las operaciones aritméticas
a las que sé someten dichos nimeros, introducir para los
altimos el concepto de «>>» y comprobar que estas opera-
ciomes y el concepto ¢>>» conenerdan con las respectivas
operaciones y el conceplo «>>» gue se tienen para los nimeros
racionales, y también satisfacen las propiedades que plan-
teamos ante los niimeros.

§ 4.2. COMPARACION DE LOS NUMEROS REALES
Segtn la definicién dos niimerns
a = iy, Gy - .., (1)

b= tfo, hiba .. -
ambos desarrollados en fracciones decimales infinitas o am-
bos desarrollados en fracciones decimales finitas no iguales
a coro, resultan iguales entre si cuando y sélo cuando tienen
un mismo signo y ademas
ap = k=012, ... (3)

Para los niimeros que pueden cscribirse en forma de una fraceion
decimal infinita y también en forma de una linita, ambas definiciones
1o se contradicen una a la otra, puesto que si

Ohgy Syl « Oy = Bm!ﬁ:- - -pmv A Uv
entoncos e, = Py (k=0,1,...,m) ¥
Oy Qe + ey (O — 1) 98 oo = fo, By - Prpa (Bre — 1) 98, .

lo que corresponde al criterio (3) para las fraceiones decimales conti-
nuas (infinitas).

Para los nimeros positivos a y b segiin la definicidn
& << b, cuando @, << P, o bien se encuentre un indice (un
namero cntero no negativo) ! tal que

a, = ﬁk (k = 01 1! Y] l} ¥ &4 < ﬁ!‘l’l' (4}

Esta definicién puede servir para dos desarrollos tanto
finitos como infinitos.
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Ejecicic 1. Entre dos miimeros reales a Iy b (a << b) so tiepe un
niimero racional r gs << r < b) que se desarrolla en una fraccién deci-
mal finita. Se puede considerar que r=10,8i a=<< 0, b > 0.
Supongamos quo 0 << e <<b ¥
4= Og, Uyllge « vy b = B, By . .
son fraceiones decimales infinitas. 8i ay < Py, entonces
ag g, .=y +1<Po<Pubr .. By <Bofibe .. =5,

donde & es tal uegl = 0. F‘sbu mucstra gue en ¢l caso dado se puede

poner gque r =
En ol caso en quo a,, = ﬁ.,. tendremos para cierto mimero [

Ge=fy G=01,..,1—1), qp<Bp (5)
por Jo tanto

IR PP PR, 751 R P - P TH (- Th ol § I

< PurBre oo Bioa Br < Bos By - - Biberr- o Br << Bou Bufiee . . = b

[ﬁk > U)l

¥ por consiguicnte, se pucde considerar que r = f,, B,. . ..
El caso cuando a < & < 0 se reduce al anterior.

Problema . Entre los nimeros
0,(78) v 0,9330500500056 . . .

€8 necesario encontrar: 1) un niimero racional, 2) un nimero
irracional, 3) un nimero racional e irracional, 4) dos mine-
ros racionales, 5) dos nimeros irracionales.

§ 3.4. APROXIMACION DECIMAL DEL NUMERO REAL
Prefijemos un nimero positive arbitrario

2= Gy & 2yly . . . (1)

en forma de una fracecién decimal. El nimero
B = @y Brove ety =0, % 2 . 24)

lo denominaremos n-ésima aprozimacién decimal del nimero
a por defecto.
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Son vilidas las desigualdades
aW<La<a™ 410" (n=0,1,2 ..) (2
En realidad,
A = @, @y e By Ky Bl e K gy By va s
@99 L = gy v @y 107P = a® A4 1077,

El namero a'™ +- 10-" se denomina n-ésima aprovime-
cion del nimero a por execeso.
Son vilidas las desigualdades

“(l)g‘-am}gaﬂ]é s T

02:--')'

0 8ea
a{h} a{._ a(uﬂ) (ﬂ, —

En realidad,
a™ = g, @y .. By K g, By o Eplg g, = altth),

Se cumplen también las designaldades

a® 4+ 101 > ¢® 4+ 1072 > a® + 100 > ...,
es deeir

a™ 4 10" < a®™M - 10-") (n =1, 2, .. ).

En efecto,
a0 = gy @, L. @, 049999 <

LTy - - ¥ .. = w10 =

= a™ 4 10",

Vemos que los nimeros a™ no decrecen al incremen-
tar n, quedando todo el tiempo no mayores que el nimero a.
Mientras que los nimeros a™ -4 10~" no aumentan, que-
dando no menores que el nimero a. Ademds, 1a diferencia

(@™ - 10-7) — ™ = 10" -+ 0, n —oo

o sea, tiende a cero cuando n — oo,

Los nimeros ™ y at™ - 10-" son racionales y ademis
se desarrollan en fracciones decimales finitas. Las compu-
tadoras contemporineas estin ajustadas para realizar célen-
los con fracciones decimales?).

*) Por otru parte, de hecho, se aplica mucho el ¢éleunlo que se deno-
mina binario.
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En los cdleulos pricticos los valores exactos de los
ntimeros se sustituyen por los aproximados, en particular,
por las aproximaciones a{™ y at™ - 10-",

§ 3.4, RECTA NUMERICA

Prefijemos un segmento que lo consideraremos como
unidad, es decir, cuya longitud es 1. Queremos definir el
concepto de la longitud de un segmento arbitrario AR
respecto de la unidad elegida (segmento unitario).

El segmento AB se llama conmensurable con la unidad
(con el segmento unidad), si existen ciertos niimeros natura-
les p y q tales que si desde A irazamos p veces la g-ésima

Figs 60,

parte el segmento unidad en direccién a B, llegaremos
exactamente al punto B. Acerca de dicho segmento se dice
que él tiene el largo plq.

Como ejemplo de un segmento inconmensurable con la
unidad se puede mencionar la hipotenusa de un Lridngulo
rectingulo con los catetos iguales a la unidad. La longitud
de este segmento es igual a J' 2.

lixisle un conjunto infinito de segmentos inconmensu-
rables con la unidad. Demos el método general para medir-
los, o soa, para determinar su longitud.

Nos interesa cl aspecto tnicamente tedrico de esta cues-
tién, Nos damos cuenta de que la longitud de un segmento
(conmensurable o inconmensurable con la unidad) en la
prictica se puede obtener s6lo en forma aproximada, pero
deseamos imaginarnos cémo esto se puede hacer teéricamente
exacto,

Prefijemos una recta L, para la cual elegimos la direc-
cién positiva (la indicada con la flecha en la fig. 60), un
segmento unidad y el punto inicial 0. Dicha recta se deno-
mina recta numérica puesto que sug puntos se pueden exami-
nar en calidad de ilustracidn de los niimeros reales. A cada
niamero racional positivo p/g le ponemos en correspondencia
un punto de la recta L, denominado purnto p/g, que se
encuentra a la derecha de O y dista p/g desde 0. Asimismo
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a cada nimero racional negativo —p/g le ponemos en corres-
pondencia sobre L otro punto (punto —p/g) simétrico al
punto p/g respecto a 0. Sea que al nimero O le hacemos
coincidir con el punto .

Direinos que el punto A sobre L es racional o irracional
en funcién de que, el segmento @4 que une dicho punto con
0, sea conmensurable o inconmensurable con la unidad.

Hemos mostrado el procedimiento, en virtud del ecual
se establecc la correspondencia biunivoca entre los mimeros
racionales y los puntos racionales de la recta.

Aplicaremos esta corregpondencia para resolver un proble-
ma més complejo consisiente en medir el segmento OA,
donde A es cualgquier punto de la recta L.

Profijemos sobre la semirrecta positiva L, de la recla L
un punto arbitrario A (racional o irracional).

Para determinar el largo | 04 | del segmento OA vamos
a ragzonar del siguienle modo.

Elegimos un ntimero enteco no negativo ¢y que aproxima
por defecto (inferiormente) el largo | OA | con una exactitud
hasta de la unidad. Esto significa que ¢l punto a, de la
semirrecta Ly o coincide con 4 o se encuentra a la izquierda
de A, sin embargo ¢l punto a, + 1 se situard sobre L, a la
derecha de A.

E1 segmonto [ay, @y + 11, que une log puntos a, y «, -+
4+ 1, lo denotamos mediante o, = lay, &, + 1l. Dicho
segmento liene las propiedades siguientes:

a) el punto A pertencce a o, (4 € a,), no obslante,
no es el extremo derccho de oy;

b) la longitud de o, s igual a la wnidad: | o, | = 1.

Aproximemos ahora la longitud de | @A | por abajo con
exaclilud hasta de una décima. Esta cirennstancia significa
que elegimos la cilra @, (es deeir, uno de los nameros
0, 1, ..., ) de manera que el punto a,,a, de 1a semirrecta
L. coincida con A4, o se encuentre a la izquierda de A4,
pero al mismo Liempo que el punto @y, 0 - 107! se encuen-
tre a la derecha de A. Introduzcamos ol segmento

oy = [ag e o + 1]

el cual, evidentemenle, posee las propiedades signiontes:
a) ¢l punto A perlenece a a, sin embargo, no e¢s cl
extremo derecho de ay;
b) la longitud de o, es igual a |, | = 1074
A coutinuacién aproximamos Ja longitud | OA | por abajo
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eon una exactitnd de hasta wna centésima, o sea, hallamos
ta cilra i, tal que el segmento G, == log, &0y} s &40t +
+ 10-2) conlenga en si A y su extremo derecho no coincida
con A. La longitud |a, | = 1072

IZste proceso lo continuaremos indelinidamente. En resu-
men oblendremos una sucesion de nimeros

(R L 6]

donde 2, es un niimero entero no negativo y a, (k =1, 2, ...)
son cifras. Fn este caso para todo &k natural el segmento

Op = latg, @y -« v Gy Gy @ oo o ap 4 1077

de la semicreela Ly conticne en si el punto A, su exiremo
derecho no coincide con A, y su longitud |oy | = 107"
frasd, 2 b

Asi pueg, el punto A perlenece a todes los segmentos de
o, (=0, 1, 2, . ..) y sus longitndes al crecer indefinida-
mente &, por lo visto, tienden a cero: | gy | =0, k — oo,

Ahora determinemos el nGmero a, aplicando la descom-
posicién decimal

a = Qg BQaly « + v (2)

donde «, es un ndmero no negative, a, (=1, 2, ...}
son cifras. i
El nimero a satisface las desigualdades

Bgr &y « v OB S @< Aoy By « -« Gy -+ 1074 (3)

para enalguier £ =0, 1, 2, . . ., mientras que el punto A4
para lodoe % indicado se encuentra sobre Ly entre los pun-
L0S gy @ty ... @y ¥ @ @y - - . @y 4 107" Esto muestra
que precisamente el nimero ¢ es la longitud | OA4 | del
segmento 04: a = |04 |.

Asi, eon ayuda del proceso (1) a cada punto A de la semi-
rrecta Ly se puede poner en correspondencia un nimero posi-
tivo a = | OA |. En este caso, si cualguier otro punto B de la
semirrecta Ly se encuentra o la derecha de A, a dicho punio
le corresponde un mimera mayor (b > a). El niimero a se
denomina. coordenada del punto A en la recta L.

Es necesario tomar en consideraeién que, si ol punto A sc encuenlra
sobre L3, o sea, yace en L a la derecha del punto &, entonces debido
al proceso (1), siendo hastante grande », resulta ser que ez, @y . . . &2, >
= 0, de donde 2> 0.
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Luego, &i el punto A se halla en £+ a la derecha de 4, resulta que,
siendo » suficientemento grande, ag, oy, . 0, =F 107 << B¢, Br .« + Bps
de donde a << b = fg, Pi Bg » » ee

Planteemos el problema reciproco. Estid prefijado un
nimero positive?!)
Q= &y\&&y - .\ - %)

Se necesita determinar: jexistird o no en Ly un punto 4 tal
que ¢ = |OA [} A base de lo dicho esta pregunta puede
expresarse de otra manera méas: ¢existird sobre Ly un punte
A perteneciente simultineamente a todos los segmentos

Op = lagy ety - - - @yi ooy - . . Ay + 107%]
Uc=0! 1, 2, "')? (5}

La resolucién de dicho problema se refiere a la geometria,
La geometria lo resuelve de manera positiva, es decir,
afirma que sobre L, existe un punto inico A que pertenece
a todos los o (k=0,1,2,...).

Ista afirmacion, en general, se ofrece cn forma de una
de los axiomas de la geometria (principio de segmentos
encajados, véase ¢l § 3.5), o la misma es corolario de otros
axiomas iniciales.

Notemos gue si
GE—E"=C¢{|.C¢1(12&;| “ae

es un numero positivo racional, ontonees lo corresponde en L+ ol
punto racional p/g. Esto pnnto pertencce a todos los segmontos oy de
la semirrecta L ¢ Svénsc {55‘}1. Precisamonte es el guntu quo hemos obte-
nido, aplicando ¢} proceso examinade més arriba. Existe sélo ol pun-
to tnico, el cual pertencce a todos op.

Para el punto O como su coordenada elegimos el niime-
ro 0, mientras que al punto arbitrario A’ de la semirrecta
negativa L_ le corresponderd el nimero —a, donde a es la
coordenada del punto A, simétrico al A’ con respecto a O.

A base de lo dicho, entre los nimeros y puntos reales de
la recta L tiene lugar una correspondencia biunivoca. Ademds,
los niimeros racionales -=plg se convierten en puntos racionales
d=plg y viceversa. Siguiendo, si el punto I} se encuentra sobre
L a la derecha del punio A, entonces los mimeros b y a que les
corresponden se hallan en la siguiente relacidn a << b y vice-
versa.

Y Consideramos que la descomposicién decimal (4) no esti consti=
tuida por entero de nueves, sino comenzando desde ulgin orden.
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§ 3.5, PRINCIPIO DE SEGMENTOS ENCAJADOS

Supongamos que segiin cierta ley viene dada una sucesidn
de segmentvs o4, Oy, Og, . . ., gue se hallan svbre una recta L
Y que tienen las siguienies propiedades:

a) los segmentos oy, esldn encajados; esto significe que para
todo n el sigmentu On+4y Perienece a o, (Op4q < Op, B =
= o

b) con el crecimiento ilimilado de n la longitud de | o, |
liende a cero (| o, | = U, n — oco0).

En este caso sobre L existe un punto A, ademds el inico,
gue pertenece a tudos los segmentos o, (n =0, 1, 2, .. .).

Los segmentos o,, sobre los cuales hablamos en el § 3.4,
estan, justamente, encajados, y paracllos | o, | = 10" =0,
B =00,

Ll principio de segmentos encajados establece la existen-
cia del punto A, pertencciente a todos los o, ¥y su unicidad.

§ 3.6, OPERACIONES ARITMETICAS. CALCULOS APROXIMADOS
Prefijemos dos nimeros posilivos
@ = Qo @yly v vny b= Po faPa ...,

que viencn delinidos por fracciones decimales finitas o infi-
nitas.

Il lector conoce bien de qué modo se suman las fracciones
decimales finitus. Con facilidad adivinard como efectuar
dicha operacion para sumar una fracciém decimal finita
con otra infinita. Mas si ambos sumandos tienen descomposi-
ciones decimales infinitas, se presentan dificultades. listas
dificultades pueden superarse: se puede indicar la regla de
adicién de las fracciones con resios infinitos. Por otra
parte, dicha regla tiene un cardcter del todo tedrico, es
decir, précticamente os irrealizable hasta el fin, puesto que
represenla en si cierto proceso infinito.

En cédlculos pricticos nos vemos obligades a sustituir
los nimeros ¢ y & por sus aproximaciones:

ara, bbb,

que, por lo comiin, son fracciones decimales finitas a, b.

La suma a -} b se considera como la aproximacién de la
suma tedrica a - b:

a4 baa-+b.
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Pero en este caso surge el problema sobre cémo estimar el
error de aproximacién. Sin embargo, es importante tanto
para la teorfa, como para Ja prictica, darse cuenta de que
la suma de los nfimeros reales arbitrarios & y b puede deter-
minarse aunque slo-sea tedricamente, pero de forma exacta.
Tiene sentido hablar sobre la aproximacién de cualquier
niimero, para nuestro caso, del niimero a -+ b, Gnicamente
cuando estemos seguros de que dicha aproximacién existe.

Lo dicho se puede difondir también para la diferencis,
ol producto y el cociente de Jos mimeros.

A continuaci6n ofrecemos la representacién de cémo se
pueden determinar de modo tedrico las operaciones aritméti-
cas sobre los niimeros. No obstante, estas considoraciones
son dtiles también para los cdloulos pricticos, puesto que
muestran cémo se deben efectuar en forma aproximada las
correspondientes operaciones y qué estimaciones de errores
surgen en estosg casos.

Supongamos que

g™ = gy Xy o0 0 &y (1)
B = BBy« oo By (2=0,1,2,..0)

Al crecer indefinidamente n, los niimeros o™ tiemden
hacia a, sin dcerecer:

AW La L a® <L L. Ka @
mientras que los niimeros at™ - 10°", sin crecer:
a® 4107 > o 4- 102 > L > (3}

La suma a -+ b se define como el nimera para el cual
se satisfacen las desigualdades!

a™ & B < a & b << (@™ + 4077 - (B -+ 107

para todos n =1, 2, ..., o en términos geométricos,
a - b es el niimero, al cual sabre la recta numérica le corres-
ponde ol punto que pertenece a todos los segmentos

oy = [t 4 5™, o™ 4 b + 2.107"].

Semejante punto existe, y ademaés es el unico, ya que los
extremos izquierdos de o, no decrecen, mientras que los
derechos ne creeen v, por lo tanto, los segmentos d,, estdn
encajados (07 @ 0, > .. .). Ademis, |, | = 2.10"" -0
{rn — o0).
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Em realidad, si quisiéramos sumar ¢ v b en célenlos pric-
ticos, tendriamos que sumar a®™ y b™, para n suficiente-
mente grandes, y considerariamos que el niimero a(® -} Htm
es la aproximacién al niimero @ + b. El error My gue come-
terfamos en este caso, no superarfa 2.10-":

< 2-10-7,

De modo semejante la diferencia a — b (@ > b) se deter-
mina como el nimoro que satisface las designaldades

a™ — ("™ L 10 << g — b < (a™ + 10-7) — bm,
Sobre Ta recta numérica a esto niimero corresponde un punto
que perfenece a todos los segmentos

Op = {af™ — (3" 4 10-1), o™ |+ 40-7 — ptw)]
n=4;2,8, ..:)
Este punto existe y ademds es el finico, puesto que {0, | =
= 2-40"" >0, n—> co, y los segmentos o, se encajan.
Es necesario tomar en consideracién que '™ no decrece,
y b™ 4 10" no crece, por consiguiente ai™ — (bt -1
+ 40-") no decrece. Asimismo, /™ -+ 10-® no crece, y bt
no decrece, de donde a™ 4 10-" — 3™ no erece.

Si en calidad.do la aproximacién de @ — b se toma ol
niimero ™ — ™, ¢l error no supera 2.10-", puesto que
el"punto ™ — b™ pertenece a o,.

Es natural, luego, determinar el producto ab como ¢l
niimero que satisface las desigualdades

2™y < ab << (al™ L 10-7) (B 4 10-7)

para todos n =1, 2, 3, ..., o bien como el nfimero al
cual en la recta numérica corresponde un punto que pertene-
ce a todos los segmentos

o, = [a™MbM™, (o™ + 10~7) (B™ | 10-7)]
(r=1,2 ...\

Dicha definicién es correcta, ya que los segmentos o,
estin encajados y
[0, | = a™10-" L pmig-n | {0~ =
< (@ 4+ 1) 107" + (B, + 1) 10~ 4 10-2" - 0,

L =-» 0o,
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En ol caso dado la estimacién de 1a aproximacion depende
no solo de n, sino también de oy v By.
Por altimo, ol cociente a/b (@ >> 0, b > 0) se determina
como el niimero que satisface las desigualdades
al™ a al®) 4- 401
W <F<—gm — (=

Esta definicién también es correcta, puesto gue los
segmentos

atm alm) 401
Gn=[ [EDMEE T e D) ] (n==1)
estin encajados y
CaMaeh  atm  atmi0-R b0 4 fu-in
| On | = —ri IO B0 (G- 1077
(o 1) 10704 (Bo 1) 101072
()2 10-2
n—oo (nZ==l). (4)

Aqui es nocesario explicar qué es I. Bl hecho consiste en
que el desarrollo decimal del nimero b puede empezar por
ceros y en oste caso para los » pequedios resuliard b™ = 0.
El ndimero ! es el nimero minimo entero no negalivo, para el
cual B, > 0. De esta manera, o B, >0, o bien By = 0
=0, Ky oo b —1) ¥ P> 0

Vemos, que en calidad de la aproximacién a/b se puede
tomar ¢l ndmero @™/bt que pertenece, cvidentemente, a
0., con estimacién de la aproximacion que sc da en (4).

[ntencionadamente no nos detendremos en las opera-
ciones aritméticas con ndmeros de todo signo. Como el
toctor sabe, se reducen a las operaciones correspondientes
sobre los nidimeros positivos. Por ejemplo, para adicionar
dos nimeros ¢ v b de distintos signos, siendo |a | =2 1b |,
hace falta poner que @ &b =+ ({a | — | b |), donde el
signo sc elige el mismo que tiene «.

§ 3.7. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Enumeremos las pmgiedades de los niimeros reales gque pueden
sor argumentadas por medio de los métados utilizados anteriormente.
Dichas propiedades se dividen en 5 grupos {1—V)
A los grupos 1, 1, TII pertenccen las propiedades elementales
ordinarias, con las cuales chocamos al caleular y comparar niimeros.
4 }El grupe TV estd constituide por una propiedad (la de Argquime-
es),

154



El grupo V counsta también de una propiedad (la continnidad de
un eonjunte de ndmeros reales).

Estamos acostumbrados a que los ntuncros rucionales satisfacon
las propiedades J, 11, 111, IV. Ahora se afirma que o las propiedades
1—1V satisfacen no sélo los niimeros racionales, sine en gencral, todos
Jos niimeros reales.

En lo que se refiere a la propiedad V, ¢l conjunte de sélo los nime-
TOS raciona‘}es no la satisface, pues no es lo zuficiente completo.

1. PROPIEDADES TV ORDEN

1;. Para cada par de nimeros reales « y b tiene Ingar una y sélo

una rolacién.
a=1b, a>b a<b

ls. Do a << b y b << ¢ 50 desprende que @ < ¢.

I;. 8i a << b, se puede cncontrar un nimero racional ¢ tal que
a<"¢=<b.

I1. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES DE ADICION Y HESTA

I, a4+ b6=b+ a.

Hg. (a+ 8B +e=a+ (b4 ¢

Iy a0 = a
g e+ (b —a) = b.

1T5. Do a << b se doduce que ¢ 4 ¢ <= b -+ ¢ para todo c.
1I1. PROPIEDAD DE LAS OPERACIONES DE MULTIPLICACION Y

DIVISION.
Ul ab = ba.
It,. (ab) ¢ = a (be).
T, a-1 = a.
7 ,a-é‘- = b, a0,
111s. (a 4+ b)e = ac - be.

o (
IIls. Do a << b, ¢ = 0 sigue ac < be.
IV. PROPIEDAD DE ARQUIMEDES
Cualquiera que sea ol nlimero ¢ > 0, existe un nimero natural
n>e.
V. PROPIEDAY DE CONTINUIDAD DEL CONJUNTO DE NOMEROS
REALES
Supongamos quo estd prelijada una sucesién de segmentos encaja-
dos (conjuntos de ndmeros z, para los cunles ¢, < « < b,

Op = [, b,] (n=1,2, ...,
os decir, tales que 0, 4y < o, (n =1, 2, .. .), cuyas longitudes tienden
a coero:
dy = by — a0 (n> o).

En este caso existe un ndimero, y ademés el {nico, que pertenece
a todos los g,.

En el § 3.5 conocimos el anélogo geométrico do la propiedad V.
Alli se dijo que esta propiedad gam los segrmentos naturales o, sobre
una recta, en la geometria se debe postular. Aqui, como segmentos se
toman los respectives conjuntos:de niimeros y en este caso la _propie-
dud se verifica Edemuestra] mediante desarrellos decimales de nimeros,
al igual que todas las deméas propiedades I—IV.
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§ 38. FUNCION EXPONENCIAL a”

3.8.1, Propiedades de }a funcién &". La funcion oxpo-
pencial ¥, para un niimero positivo a, no igual a 1{a>0,
a 5= 1), en distintas etapas de la ensefianza media se detér-
minaba para los valores de z naturales, racionales, enteros
y por fin, arbitrarios reales.

r Y
A ¥
y=a% a<1
x x 0 X
Fig. 81. Fig. B2.

Tienen lugar las siguientes propiedades fundamentales
de dicha funcién:

=1, ¢y
>0 (—o0 < << 00), (2)
o = @l (—o0 <z, Y < ), @
y si @ > 1 (fig. 61), entonces
@t < a¥  (—oo <<z <Y< o), (4)
a* — + oo para -+ 4 oo, (5)
a* — 0 para z-» —oc0, (6)

Poro cuando a << 1 (fig. 62), en virtud de Ia igualdad

1
T, L ot S
&= THay

y también de (4), (5), (6) se siguc que

a* > a' (—oco <z <Ty<< o) (&)
&= 0, si g~ + o, 6"
a* - + oo, 8i & — — oo, (6')

Ademis, es vilida la propiedad: la funcidn exponencial
a* es continua sobre todo el eje real, o sea, su grdfica es conti-
nid.
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En la fig. 3 vienen expucstas las graficas do ¢ pura
=2,a=10, a =01, a = 1/2,

A continuacién reunimos en un lugar las definiciones de
a*, correspondientes a los casos do z entero, racional y real
arhitrario.

3.8.2. «~ para los nlimeros z enteros ¥ racionales. Si
7 ¢s un nimero natural, el nimero a® se determina como el
producto @ = a . . . a de n faclores, cada uno do los cuales

es igual a a, mientras que ol nime-
¥ r ro e™, mediante la igualdad
y=x° L

- _
a T

A Por definicién sc¢ supone tam-
a bién que

|
: a* =1, 4! =g
|
1

e esta manera la funcién of

0 p_a” ¥ {Queda definida para todos » enteros

(n =20, &1, &2, ...). Las pro-

Fig. 63. piedades (1)—(6) para los x cnteros

se verifican con facilidad. Si ¢ es un

nimero natural, entonces el nimero /¢ se define como el

valor arilmético “de la raiz del ¢-ésimo grado do a, es decir,

at¥ ¢s Lal pitmero no negative, cuyo g-ésimo grado es igual
a a:

(@7 = a.

En realidad dicho nimero es positivo, puesto que el
q-ésimo grado de cero ¢s cero, mientras que en el caso da-
do a >0,

Surge la pregunta sohre la cxislencia del nfimero @'/,
o seu, jexiste, en realidad, tal nimero positivo, cuyo g-€sima
grado es ignal a a? 81, existe. Asegurémonos de osto. La
Inncidn

y =z,

donde ¢ es un nimero natural, para los valores de z > 0
tiene la grafica del tipo mostrado en la fig. 63. La ordenada
y del punto variable de la gréifica I' crece continuamente
desde O hasta + oo, cuando su abscisa crece sin cesar desde 0
hasta 4-co. Tracemos por encima del eje z una recta paralela
al eje z que diste a. Esta rocta corta la gréfica I' en el inico
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punto A, cuya abscisa la designamos con b:

b = a.
Por consiguientie
b = al.

Hemos demostrado la existencia del nimero b = a'?
empleando el método grafico. Esto mismo se puede demostrar
también de modo formal sin recurrir a la gréafica. El
ntimero b es el @inico: otro cnalquier niimero elevado a la
potencia g, nos dard un niimero mayor ¢ menor que a.

De la unicidad se desprende el siguientse hecho:sid y B
son numeros positivos y

AT = B,

entonces

A = B.

En efecto, A y B son valores aritméticos de la raiz del
g-6simo grado de un misme nimero. Pero en este caso A =
= B, ya que el valor aritmético de la raiz del ¢g-ésimo grado
de un nimero positivo es finico.

Ahora supongamos que p/¢ es un niimero racional positivo
arbitrario (p y g son cnteros, p >0, ¢>0).

Por definicidn

uPlt = (a1 = (a¥)1/9. (M

Aqui la primera igualdad de la definicion de ™/, micntras
quo la segunda puede ser demostrada. Realmente, si eleva-
mos el tercer término de (7) a la g-6sima potencia, tamnbién
obtenemos a”:

i veees 7 veces
(M9 = (a4 . . a¥?) ., . (a9 ... a'%) ~a.. . a=ad".
e, — e
p veoes Boveees

Pe acuerdo con la definicién también

1
(.
LECS atfi * @)
De este modo la funcion a* queda definida para todos
racionales.
A base de dichas definiciones se demuestran las propieda-
des"(2)—(6) para los x racionales,
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3.8.3. a* cuando los miimeros x son irracionales. Domos
la definicién formal de a*, cnando o es un niimero irracional.
La argumentacién de la naturalidad de dicha definicién se
ofrece mds adelante en los p.p. 3.8.4 y 3.8.5.

Supongamos que & > 1. Prefijemos un niimero irracional,
por el momento positive,

O = Olgy Gy + « »
e introduzcamos para el n natural arbitrario los nimeros
o™ = qgey ... Gy ¥ ™ 107,

que aproximan o por defecto y exceso, Para estos nimeros
se cumplen Jas relaciones

L a<a® 10" (n=1,2 ...).

Se puede determinar el niimero & como el Gnico nimero
que satisface dichas relaciones. Por otro lado, los niimeros
a™ y a™ -+ 40" son racionales y para ellos, en caso
de a >>1, a base de la propiedad (4), la cual en la etapa
dada se considera demostrada para los néimeros racionales,
se cumplen las desigualdades

a*™ < gafM+107" {n=1,2, ...).

Por definicidn o designa un rnimere que satisface las
desigualdades
Mgt < @20 (n=t, 2, ... i (9)

sea cual fuese el n natural.

Tal nimero existe y ademds el dnico (véase mas adelante
el p. 3.8.5).

Si a es un mimero irracional negativo, entonces por de-
finicion

wnotTa 3. La diferencia
a0 ga™ . g™ (41077 ] < grat ] [@107" — 4]

tiende hacia cero siendo ilimitado el crecimiento de n,
puesto que la magnitud

a®™" =150 (n—> )
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(véase 1a demostraci6n en el p. 3.8.6). Esto muestra que el
ntimero o™ tiende al niimero a* cuando n - co:

™ -rg®  (n— o),

o, como se dice, la magnitud a*™ cuando n— oo tiende
hacia el limite, y se escribe

lim a*'™ =2,
N

De esta manera, podemos dar otra definicién del ntiimero
a®, equivalente a la definicién ya formulada.

Si o = Oy, OyOylly . . ., enfonces el niimeroe a® es un
limite:

a* = lim a%™.
Ti==c0

3.8.4. La funcién a® sobre el eje real. En el p. 3.8.2
la funcién a* quedé definida para los z racionales, y cn el
p. 3.8.3, para los z irracionales. Por consiguiente, la funcién
a* resulta definida sobre todo el eje real (—oco, o).

Se puede demostrar que ella satisface las propiedades
(1)—(6}, es decir, dichas propiedades se cumplen no sélo
para los z, y racionales, sino también para todos los reales.
Ademds, se puede demostrar que la funcién a* en el eje
—o0, o) es continua, o sea, tieme una grafica continua.

o alegamos la demostracién formal de estas afirmaciones.
Las explicaciones que se dan més adelante en el p. 3.8.5 nos
ayudarén en cerciorarnos de que dichas afirmaciones sen
vélidas. También podemos citar otra definicion equivalente:

a® es una funcién continua que estd determinada en el eje
real, la cual se caleula para los valores racionales de x =
= -tp/g (p > 0, ¢ > 0) por las jérmulas (7), (8), y cuando
& = 0 resulta igual a la unidad,

norat, Asi pues, si cierta funcién es continua en el
gje real y para los valores racionales de x = —-p/q se calcula
mediante las formulag a?# = (eV9P, a P = 1/a®M7, su
valor, en un punto irracional arhitrario o = g, 040, . . .
es un niimero P que satisface las desigualdades

ML P a1 (g 1),

Notaz, También existe otra definicion de &* para
a >0 y a irracional, en la cual dicha funcibén se considera
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como un niimero, que satisface las designaldades a" < a* <
< a2 para todos ry y r, racionales, dende r; << r,. Esta de-
finicién cs equivalenle a la citada més arriba.

3.8.5. Argumentacién de la definicién de = para z irra-
cional. Supongamos que

O = Oy, O 0lally . -
es un nitmero irracional positivo y
al™ =gy 0. .00 (=1, 2 8, ...).

Introduzeamos los segmentos

6 = [P, a™® | 10-™] (n =1, 2, . ).
Sus longitudes tiecnden a cero:
[On | =10 >0 (n— o).

Cuando n crece indefinidamente, el nimero a™ tiende hacia
a, sin decrecer, mientras que a™ -]- 10-™ tiende hacia o,
sin erecer, lo que se puede anotar on forma de las relaciones
siguientes:

Lol Ca? ... Lao<...<<a® 4 103 <
<a® +10- << a® + 107,  (10)
de las cuales se desprende que el nimero & pertenece simul-

taneamente a todos los segmentos o, o, lo que es lo mismo,
satisface las desigualdades

a_(n) g o < (‘X.':“) "|‘ 10-:1
para cualquier » natural.
Por otra parte, en virtud de la propiedad (4) de la fun-
cién exponencial, la cual en esta otapa de razonamientos

la consideramos correcta para los niimeros racionales, se
cumplen las relaciones anslogas, siendo @ = 1:

aa“)gaa‘:“)gao.(s}é § ﬂfxw’-bin_;}<aﬂ.[!>+10—a{aa“}+lo_—l.
(11)

Dentro de estas desigualdades no hemos incluido el
nimero a*. llasta el momento dicho nimero no esti deter-

minado, ya que « es irracional. S6lo ahora nos proponemos
a definirlo,
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La magnitud a™" tiende hacia 1 cuando n— Joot
a5 (n~-} o0),

0, como se dice, ¢ tiene un limite ignal a 1, cuando
n— + cc. (Esto se demuestra en el p. 3.8.6).

Pero entonces la longitud de of = [a%'™, q@(™=1w™
cuando n crece indefinidamente, tiende a cero:

Jon] = ast™+107" __gal™ _ ga™ [g107" 4]

< gttt [gt07"

—11—=0, (n—o0). (12)
Ademis, los segmentos oy, en virtud de (11), eslén onca-
jados unos en otros:

p p ,
GO DD e

Pero, conocemos que si viene dada nna sucesién de seg-
menlos encajados unos en otres, cnyas longitudes tienden
a cero, existe un punto (namero) B, y ademds dnico, gne
pertenece de manera simultdnea a todos eslos segmenlos.
Es natural designar este nimero ¢on el simbolo a*: f = a7,

Ahora podemos ineluir cste ndmero en tas desigualdades

(11):
G“““Qﬂ“ﬂ)@ﬂ“wg = <a&!!’-} IU"“<
< a0 gaMa0! (g3

Como ha sido indicado en el punto 3.8.3, para el ntimero
irracional negativo —e se supone que a™* = 1/a%.

Todo lo dicho puede ayudarnos a representar el siguiente
cuadro. Para el niimero dado a > 1, en ol sistema de coorde-
nadas rectangulares xOy marquemos en el plane todos los
puntos del tipo (r, ), donde r son los nimeros racionales.
Hemos obtenido una linea de trazos. Praclicamente es im-
posible trazarla, sin embargo, se puede imaginarse leérica-
mente. Mediante los cdlculos a base de los nimeros a
(r = —£p/q) se puede llegar a la conclusion de que los cspa-
¢ios blancos cn nuestra curva de trazos pueden llenarse con
punios, cuyas abscisas son irracionales, de tal modo que se
obtenga una curva continua. Este llenado, para cada nitmera
irracional z == a, puede efectuarse solo de la vinica manera,
precisamente, como ha sido mostrado anteriormente, de lo
contrario se¢ obtendrd una curva discontinua,
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Sefialemos que de las relaciones (12) y (13) se infiere que
¢} ndmero a*, donde & = iy, 00Ty . . -, Puede definirse
como el limite:

a% = lim ¢=*™,

n—+oo
3.8.6. Comportamiento de a* en las inmediaciones del
punto x = 0. Mostremos que

lim a'/¥ =1,
N-oo

donde N recorre los niimeros naturales. Puesto que a = 1,

g’V —1 = IJ-N:?O.
Luego,
A/ =1+ py (14)

¥
a=(14+pN =1+Npy+...>1|-Npy. (15)

Hemos aplicado la férmula del binomin de Newton.
escribiendo oxplicilamente sélo sus dos primeros términos.
Si despreciamos los demds términos (que son positives), se
obticne un nitmern menor. De (15) se dednee que

T

'l J'
7 -0, Nooo.

By <
Pero entonces

Hm a¥¥ =1 4 Ilim py = 1.

N-soo Naeoa

Lo que sc requeria demostrar.
3.8.7. a*v = (a@)v. Para todos z ¢ y reales os vilida
la férmula
& = (a%)W. (16)
Demostrémosla. Siendo naturales m, p, ¢
am™t _gx+e o HE (a:)m 6 at= (am‘x]um'
QPIDE — P = (/P = [(@¥)11)P = (@%)"17,
Para y>> 0 arbitrario ¢ y, racionales donde y,—y:
a* = lim @*'r = lim (2*)"» = (a™).
Yp ¥ Y-V
Para y<<0

1 1 .
0% = ey =@ - @)
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§ 3.9. FUNCION LOGARITMICA

Supongamos que ¢ es un nimero positive, no igual a la
unidad (0 <C @, @ 5= 1) e y es un nimero arbitrario positivo
(0 << y << o). Sabemos que el logaritme de y en la base a
sc llama un nimero z = log, y tal que si a se eleva a la
potencia z, se obtiene y. De esta manera

a* =y, (1)
Por cso se puede escribir ademds
alos? = gy, 0<Ty << oo, @)
o también
log,a™ = 2, —oo <<z < o, (3)

Surge la pregunta isiempre la ecuacién (1) se resuelve
respecto a z, 0, lo que es lo mismo, existe para un nimero
positivo y su logaritmo de base a? Si, existe y ademés el
unico. Nos convenceremos de esto basandonos en lIas pro-
piedades de la funcién &*, que enumeramos a continnacién.
Consideraremos que @ > 1.

1) a* es continua en (—oo, o), 0 sea, posee una gréfica
continua;

2} a* es una funcién creciente, es decir, a* << a¥, si

3) a*— |- oo cuando x— 00

4) a*— 0 cuando z— — oo,

En la fig. 61 viene representada la grafica de la funcién
a* (2 > 1). En virtud de 1) ésta es una curva continua situa-
da por encima del eje z.

Debido a las propiedades 2}, 3) y 4), cuando la abscisa
de un punto de la grafica crece desde —oo hasta oo, su
orderiada y crece de 0 hasta --co.

El valor de z que satisface la ecuacién (1) para el y > 0
dado, se puede hallar del modo siguiente. En el oje de ordena-
das marcamos hacia arriba, a una distancia igual a y respeeta
al origen de coordenadas, un punto y a través del dltime
trazamos una recta paralela al eje de abscisas. Dicha recta
cortard de modo obligatorio la gréfica y ademaés en el dinico
punto 4. Es evidente que la abscisa = del punto A resuelve
la ecuacién (1) para el y dado (véase la fig. 61).

Fmpleando el método gréfico, hemos demostrads la
existencia del logaritmo de y en la base a. Adem4s, hemos
obtonido una nueva funcién dé z que depende de y, la cual
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se denomina logaritmo de y respecto a la base a y se designa
asi: z = log,y.
Asi pues,

z=logz ¥y (0=<Cy<C o)

es la funcién que pone en correspondencia a cada niinero
positivo y tal z que y = a%, es decit, sc cumple la igual-
dad (2).

Gracias a las propicdades 2) y 3) la funcién log, y se
llama inversa respecto a la funcién ¥, mientras que la fun-
cién e* se denomina inversa respecto a logg ¥.

La funcion logaritmica x = log, y tiene las siguientes
propiedades que se desprenden directamente de los razona-

mientos citados:
Y} 1) log,y es continua en
y = log, x, a>1 (0' o)
2) logey es una funcién
o creciente, o sea,

loge th << 10gaYes
<<y <y, < o)

para todos ¥, Yai

3) logg y— 00 8iy— 4 co;

4) log, y = — oo si y—0.

Al girar el sistema x0y en
90° en sentido autihorario,
obtenemos el sistema de coordenadas yOz, donde, por lo
dem4s, el eje y estd dirigide a la izquierda, pero esto no
tiene importancia esencial. En cste caso, la curva I' sera
la grifica de la funcién z = log, y. Girande este nuevo
sistema en 180° alrededor del cje z, obtenemos la grafica
de z = log, y en el sistema acostumbrado, en el cual cl
eje y de la variable independiente resulta dirigido a la de-
recha. Nada nos impide de cambiar ademds de lugares x
e y, y entonces obtenemos la fig. 64, en la cual se representa
ta gréfica de la funcién

y=log,z (0<z< o) (4)

Fig. 64,

en este caso, la funcién log, z queda prefijada en el semieje
(0, o), es decir, para los valores positivos. Dicha funcién
es continua y crece, al incrementar «, desde D hasta --oo,
respectivamenle y crece desde —cco hasta -}-oo.
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Se puede decir también que la funcién log, z aplica el
intervale (0, oo) de los valores de z sobre el intervalo
(—o0, co) de los valores de y.

Ahora supongamos que o satisface las desigualdades
0 << a << 1. Anotemos las propiedades que necesitamos de la
funcién y = a*:

1) a* es continua sobre (—oo, co);

2) a® es una funcidn decreciente, o sea, 8% > a? (z < g);

3) a* =0 si z— 4+ oo}

4) @*—> +-o00 para & — —oo,

La gréfica de ¢* cvando 0 << a << 1 se da en la fig. 62,
Vemos que la funcién y = a%, en el caso do 0<Ca<<1,
también aplica el intervalo (-—~oo, co) de los valores de z
sobre el intervalo (0, oo) de los valores de y.

Lo mismo que antes, podemos prefijar un valor arbitrario
positivo (es decir, perteneciente al intervalo (0, o)} do y,

y ponerle en correspondencia un z tal que se cumpla la ignal-
dad

z = log, y.

Para obtener z a partir del y dado, debemos elegir sobre
el eje de ordenadas (véase Ia fig. 61) el punto que ticne como
ordenada y y trazar a través de dicho punto una recta parale-
1a al eje z. Lia Gltima cortard la grafica I' en ¢l vinico punto 4,
cuya abscisa no es mas que el valor de z, o sea, tal x para el
cual y = a*.

Las propiedades de la funcién log, y para 0 << a<<1
son las mismas que en el caso de a > 1; sin embargo, hay
una exclusién, Ahora, cnando y crece do 0 a --co, respectiva-
mente, z decrece desde 4-co hasta —oo:

loge y; = loga yo (0 <<y < yp << 00).
Anotemos las férmulas (2) y (3):
z = @ (0 <<z << o), ®)
log, 0¥ =2 (—co <z << ). (©)

Hemos sustituido en (2) y por z, pero esto no tiene impor-
tancia,

Aqui el nimero a puede ser cualguier niimero positivo,
distinto de 1 {a 5= 1). Las igualdades (5) y (6) se denominan
identidades sobre los intervalos alli indicades, puesto que
son validas para todos z pertenecientes a dichosintervalos.
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Partiendo de las propiedades de la funcién exponencial,
de la igualdad (5) se deduce que para cualesquier valores de
z, y>0:

g% )

=ay Eaioguxalog“ir:aluguxﬂuguu‘ )
Pero entonces
log, (zy) = log, z4+log,y (0 <z, y < o, a >0,
a%1). (8)

De (7) se deduvce (8), puesio que si a*1 = g%, entonces
#y, = uy. Bn caso de que uy == u,, los niimeros g%t y a%:
serian distintos. No obstante, se puede de modo formal obte-
ner (8), tomando el logaritmo de base a respecto a los prime-
ro y segundo miembros de (7), es decir, utilizando la férmu-
1a (6).

Al sustituir en (8) z por z/y, obtenemos

][Jgs.t'z lﬂga %'l" loga Y,

o

loge £ = logez—logay (0<<, y< oo, a>0,a551). (9)
Después (véase el p. 3.8.7)
a“’gu =¥ i (alor_rql x)y= alflos.'a x?
por lo tanto
lngo:z"' = ylog.,a: (0{&'-‘, Y << oo, a>0| 327&1}. (1.0}

Por dltimo, sefialemos que para los niémeros z y b,
positivos, no iguales a 1, tiene lugar

aloga blogge (aloga b}logbu = blngba =a,

pOl' @850
logeblogs a = 1. (11)

La f6rmula (11) ofrece la posibilidad de calcular log, b
a partir de log, a, o sea, es la formula de conversién de los
logaritmos de base a a los de base b.

E logaritmo del nimero ¢ de base e se llama logaritmo
natural del niimero ¢ y se designa asi: log. @ = In a.

Las férmulas (5)—(11) son las fundamentales para calcu-
lar empleando logaritmos. Conviene asimilarlas y retenerlas
en la memoria.
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§ 3.10. FUNCION POTENCIAL

La funcién de la forma
y =2 (0<C2<< o), (1)

donde a = 0 se denomina funcién potencial, Para cualquier a
la funcidn potencial, en todo caso, yueda definida para los
x positivos.

La funcién potencial es continua, es decir, su gréfica se
representa en forma de una curva continua,

Si ¢ es positivo, la funcién y = 2° estd determinada tam-
bién para z = 0, precisamente, ella es igual a cero cuando
z = 0, ya que segiin los fundamentos matemaéticos se consi-
dera que 0* = 0 (a > 0).

Indiquemos de paso que 0° no es un nimero, lo mismo que
no lo es 09, siendo a < 0.

Asi pues, para a > 0 la funcién

y =2 (0<a<<oo)

vienc determinada no s6lo para los z positivos, sino también

para z = 0. En la fig. 2 izquierda se dan las graficas de las
funciones:

y=2z y=32 y=uga, y=af y=2a, 0 <o < co.

Todas ellas son iguales a cero para = 0, por lo que
sus graficas parten del origen dc coordenadas. Al crecer z
desde 0 hasta oo, las respectivas ordenadas y de todas las
gréificas crecen también de 0 a oc. Sin embargo, el cardcter
de crecimiento es distinto. Es evidente también que

H<B<a< P <, Oz <A,
B rs a0 1<

8i z = 1, entonces y = 1 para todas las graficas.

Las funciones z y z'* pueden examinarse también para
los = negativos.

En lo que se refiere a las funciones z /% y z/4, éstas siendo
z << 0 no tienen para nosotros sentido, puesto que no existe
nimero real alguno, euyo cuadrado o cuarta potencia resul-
tase igual a un ntmero negativo de z. Entre los nimeros
complejos figuran semejantes niimeros, pero ahora no habla-
remos de ellos.

Destaquemos en un grupo especial las funciones poten-
ciales que corresponden a los a naturales (¢ = 1, 2, 3, .. .).
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Dichas funciones guedan determinadas y son continuas en
todo el eje z real, En la fig. 65 se exponen las graficas de
las funciones 2%, z* de una variable real, y en la fig. 66 se
muestran las graficas de z,

s y
La funcién potencial puede
ser escrita en forma de 8
logy, x® 7 logy, x 5
p=a=b"" =4""""% (2} P
y 3
2
1
&k T
=3 o2 1
5-—
Fin
3—
2_
e
S
> 0 0 1 2 x
Fig. 65. Fig, 66,

para todo b positivo (b > 0). A menudo en calidad de b se
elige el nimero neperiano ¢. Entonces la expresion (2) ad-
quiere la forma
g=af =grlnx (2"}
La {funcién potencial z® tiene la siguiente propiedad
caracteristica:

(xy)a == xayu, 0<< T, Yy << oo, (3)
En realidad
(y)® = o™ (x0) == gaInsdalny — 010 %@ MY _ plna®plny® = 2"y",

Cabe sefialar que la funcién potencial z® siendo irracio-
nal @ lo mismo que la funcién de una variable real para x
negativos no tiene sentido. El anélisis més profundo muestra
que la funcién a® para « irracional debe ser compleja cuan-
do z son negativos. Sin embargo, aqui no nes detendremos
en este problema que se refiere a la teorfa de las funciones
de variable compleja,
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CAPITULO 4

FORMULA DEL BINOMIO
DE NEWTON.
ANALISIS COMBINATORIO

§ 4.4. FORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON

4.1.1, Los nfimeros C%. El producto de los niimeros natura-
les desde 1 hasta n se llama n-factorial y se designa asi:
1.2.3 . .. n=nl

En particular

i) =4,
Por definicién se considera c¢ue
0l =1,

annque por si mismo el simbolo 0! no tienc sentido alguno.
Prefijemos un nimero natural n, y supongamos que &

es wno de los nimeros £ = 0, 1, 2, ..., n. Por definicidn
k 1 nin—1) ... (n—k-4-1)
Ty Tie e =01, .o (1)
En particular
ni " nl a
C¥z='('i't—£!"—1. L“:n—”“—;1 (J)

(cuando % = 0, la segunda igualdad de (1) no se emplea).
De la primera ignaldad de (1) se deduce directamente la

férmula
Wl IO IE ) ®)
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También cs vilida la férmula
CatChf'= Ol R=0,1,2.....0n=1). (4
En electo

hi d -1 rf
cn 4l =

nl
] (n-k)l+(k+1) Hn—k—1)1 7

n! 1 1 L
= (n-—f‘r—ﬂl[[n-—k} +mJ*

" nl kf-ddn—k al(nd-1) -
Tk n— k=t R (k1) b M (n—AY
oo (n+ 1)1 =+t
T ETO D= (et
He aqui ejemplos de los niimeros C5:
n=2: 1, 2, 1;
rn=3 1,3 3, 1;
n=4 1,46, 4, 1; ()
n=>5: 1,5, 10, 10, 5, 1;

Podemos observar cierta regularidad. En cada linea de
las expresiones (5) los niimeros C* cst4n dispnestos simétrica-
mente respecto del centro, lo que se desprende de la férmu-
la (3), mientras que en los extremos de las lincas se encuen-
tran las unidades, Io que se deduce de (2). En cada linea los
nimeros C} crecen hasta alcanzar el centro, luego decrecen
(véanse al final del parrafo los problemas 2, 4).

Problema I. Ecribanse los nimeros C% paran = 6, 7, 8.

4.1.2. Deduccién de la férmula del binomio de Newton.
La expresién de ésta tiene la signiente forma

(a-+z)"=a"+ Cha™ iz 4 Cia 22 |- C3a™3a3 | ., . .
s O a2t (r=1,2,3,...). (6)
Los sumandos del segundo miembro se denominan términos
del desarrolle del binomio de Newton. El término o se llama
término nulo del desarrollo de la férmula de Newton, a conti-

nuacién siguen los términos primero, segundo, etc. hasta el
n-ésimo incluido (igual a z"); el k-8simo término del bing-
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mio de Newton tiene la siguiente forma
Chantgd (=0, 1, ..., 0y (7

En virtud de la propiedad (2), la férmula (7) puede ser util
tanto para k = 0, como cuando & = n. La férmula (6) se
puede cscribir también asi:

(a+ )" =k 2;] Chantzh, (6%

£21 segundo miombro de (6°) se-expresa de la signiente manera:
la suma de los sumandos CRa™"z" se difunde para los k
enteros desde 0 hasta n.
Los nimeros Ck so llaman coeficientes binomiales.
Demostremos la férmula (6). Para n = 1 ésta es correcta:
n -2 =a- z. Cuando n =2 ella también es valida:

(a + zP = a*® + 2az + 22
Si n = 3 dicha féormula es asimismo valida
(a + 23 = a® 4 3a%z + 3az® + 27

(véase la tabla (5)).
Al demostrar la férmula (6) en forma general (para todo
n natural), se utilizars el hecho de que ella es valida cuando
n = 2. Razonaremos asi. Supongamos quo la férmula (6)
es justa para cierto n natural; demostremos quo la misma
entonces de modo necesario sera valida también para n + 1.
En efecto,

(a-+ a2t =(a+z)(a+z)t=

= g™t + Cha" |- Cha™'2* 4 ... -} Claz™
1+ Clatr  4-Cla™z® ... 4 Crlag’ -2 =
= ¢"l | Chyee+Ch0™ 2 + . .. Chyaz™ 4
+ "+,

Intencionadamente, en la segunda igualdad, hemos des-
plazado ]a segunda fila de la derecha de tal manera que en
las columnas se encucniren los términos semejanles con
iguales productos a®~*z"'1. La suma de los coeficientes de
dichos términos se calenla por la férmula (4).

Observacién. Iemos aplicado, para deducir la férmu-
la (6), el método de la induccién maiemdtica completa. Dicho
método consiste en Jo siguiente. Supongamos que es necesa-
ric demostrar cierta afirmacién para tode ndimero natu-
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ral n. Por ejemplo, se requiere demostrar la férmula del
binomie de Newlon para un nimero » natural arbitrario.
Supongamos que nos hemos cerciorado de que dicha afirma-
cién es justa para n = 1, y, ademas, nos hemos convencido
de que la misma os vilida para el valor » 4+ 1 natural,
si suponemos que es correcta para n. Entonces es necesario
considerar que nuestra afirmacién estd demostrada para
cualquier n natural.

Preblema 2. Escribase el desarrollo segiin la férmula del
binomio de Newton para las expresiones

(e + ), (e + 2° (e + ).
Problema 3. Demuésirese que

GaEt
;‘—"=H B0, Ay ool (8)

Problema 4. Comparando la fraccién (8) con 4, demuds-
trese que siendo par n
1 O G54 v S CR O, iRt

y siendo impar n
=0l i, <O Wttty sph

Tarea. Repasen la deduccién de las formulas (3}, (4), (6).
Retengan en la memoria Tas formulas (1) y (6) y sepan apli-
carlas para valores particulares de » y k. Repasen el método
de la inducecién.

§ 4.2. ANALISIS COMBINATORIO

4.2.1. Permutacién (reordenacién). Dos elementos (dos

cosas) z; ¥y x, pueden estar colocados (anotados) de dos mo-
dos:

Tyy Zgs 1)
Tgy Ty. (2)
Diremos que las posiciones (1) y (2) son diferentes per-

mutaciones de dos elementos (z, y z,). Asi pues, de dos
elementos se pueden formar dos (distintas) permutaciones.
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De tres elementos z;, #s, T Tesulta posible formar seis
permutaciones:

1y Loy Tgy
Ty, Ty Ty
Ty, T3y Ty
Tg, Tgy Tyy
gy Tys Ty
Tgy Tgy Typo

Para ellos no existen otras permutaciones.
Examinemos ahora n elementos

Tys Tas v v on Tn-

Ellos estén colocados siguiendo el orden de crecimiento
de niimeros, debido a lo cual forman una determinada permu-
tacién. Para otra disposicién, por ejemplo, cuando los ni-
meros decrecen:

Ty Tp=gy + + +1 Ty (R 2 2}9

éstos forman otra permutacitn.

La permutacién de 7 elementos es una disposicion deter-
minada de éstos (en una linea). De este modo, distinias per-
mutaciones de n elementos corresponden a diferentes disposi-
ciones (en una linea) de n elementos.

La cantidad do las permutaciones posibles de n clementos
se designa con el simbolo £, (provienc del francés permula-
tion).

Mostremos que

P, =1.23...n=nl (3)

En efecto, siendo n = 1 la formula (3} resulta evidente:
de un olemento se puede formar solamente una permulacidn.
Ahova razonando por induccién, admitamos gue la formu-
la (3) es vélida para P,; demostremos su exactitud para
P, 4. Con el fin de obtener todas las permutaciones posibles
de los elementos %y, Ta, . . .y Tn4, Pongamos en el primer
lugar el elemento &; y después de él los demés n elementos,
ordenados de cualguier modo. La cantidad de estas disposi-
ciones (permutaciones de n elementos) serd igual a P, = nl.
Ya que el niimero de elementos 2; (f = 1, 2, 3, . . ., n-+1)
esigual an 4+ 1, 1a cantidad de todas las permntaciones de
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n + 1 eclementos serd igual, con evidencia, a
Poyy=(n+1)nl = (n+ 1)

De csta mapera la férmula (3) queda demostrada para
todo n natural.

Problema 1. Anétense todas las permutaciones de los
elementos a,, a,, a,, a,.

Problema 2. ¢Cuintas distintas maneras existen para
sentar 10 hombres en 10 sillas?

4.2.2. Variaciones. Supongamos que r y & son namoros
naturales, ademds k=< n. La variacion de los n elementos
dados, tomados k a k se denomina cualquier grupo de k ele-
mentos, elegidos de los n elementos dados, y ordenados segin
cierto modo (en una linea).

Por ejemplo, supongamos que se dan tres elementos
{n=3) &, 2a, 2.

A continuacién vienen escritas las posibles variaciones
de ecstos tres elementos dados, tomados a dos:

1y Tas
T3y Zay
Zyy T3y
T3y T
Tqs Tgy
Tgy Tge
Para ellos no exislen otras variaciones, Vemos que dos varia-
ciones difieren ya sea en un elemento, o bien en la disposi-
cidén de los clementos que las integran.
La cantidad de variaciones posibles do los » elementos
dados, temados % a k (& <C n) se designa con el simbolo Ak

(proviene del francés arrangement).
Es vélida la formula

Al =n{@n—-1)...(rn — k- 1). (4)
En realidad, para &£ = 1 dicha férmula es evidente:
A% = n.

Razonando de acuerdo con la induccién, vamos a consi-
derar que la férmula (4) es corrocta siendo & = 1. Demostre-
mos que ella es v4lida también y para & 4- 1,
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La variacién arbitraria de los n elementos dados, toma-
dos k& - 1 a & + 1, puede sor obtenida de la siguiente for-
ma. Disponemos en el primer lugar de la variacién el ele-
mento z; y a continuacién ponemos todas las posibles va-
riaciones de los demds n — 1 elementos 2y, .. .; Ty,
Zjs1, - - - &o tomados k a k; su cantidad total es.igual
a A::.—x'. i !

Asi pues, el nfimero de las posibles ‘variaciones de:los n
elementos dados, tomados k + 1 a k 4 1, gque tienen como
primer término el elemento xy, es ignal a A7 .,. Pero, puesto
que j puede tomar los valores: f = 1, 2, . . ., n, la cantidad
de todas las variaciones de los n elementos dados, tomados
k41 ak-+4 1 resulta

A =pAt  —nm—1)(n—2)...(n — )—kt+1)=
=nm—4)...(n—(k--1)+1).

De esta manera la férmula (4) queda demostrada para
todo & = 1.

Problema 3. Anttense todas lag variaciones de los ele-
mentos z, &y, %3, T, tomados 2 a 2.

Problema 4. ;Cudntos procedimientos posibles se pueden
emplear para adjudicar a siete personas tres distintos pre-
mios (primero, segundo, tercero)?

Problema 5. (Cuéntos posibles procedimientos pueden
aplicarse para distribuir entre seis personas dos plazas en
un sanatorio?

4.2.3. Combinaciones. Se llama combinacion de los n
elementos dados, tomados k a k, cualquier grupo que consta de
k de dichos elemenios (k << n).

Por ejemplo, de tres elementos x,, x5, x3 se pueden
formar las siguientes combinaciones binarias (tomados dos
a dos):

L1y Tay

T3y Tge

Tgy Tge
No existen otras combinaciones de los tres elemontos exami-
nados tomados dos a dos. He aqui, una combinacion mas de

cuatro elementos x,, #,, ¥j, £, tomados tres a tres ecle-
mentos:

Tgy Ty Ty
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Ly, Tgy Tyy
Ty, Ly Tgy
Zyy Tay Tge

Cabe subrayar que la nocién de la combinacion no esta
ligada con la disposicién (el orden) de los elementos. Si en la
combinacién dada se permutan de algin modo sus clemen-
tos, ésta (como combinacién) no varia.

La cantidad de combinaciones de n slementos tomados &
a k (k <C n) se designa con simbolo C% (proviene del francés
combinaison).

La formula siguiente es valida

f_ T L —
CH" Firs kl(n-—k)!‘
TRealmente, en cada combinacién de n elementos toma-
dos % a J se pueden efectuar todas las posibles permuta-
ciones. Su cantidad es igual a P, = kI, y el nlimero de todas

las combinaciones es Ch. Estd clare que
B A
An = Cnph:

puesto que, reagrupando lodas las combinaciones y efectuan-
do on cada una de ellas P, permutaciones, obtenemos todas
las posibles variaciones de n clementos tomados £ a k.
Debido a este la formula queda demostrada.

Problema €. Escribanse todas las combinaciones binarias
de los elementos z;, X3, Z3, &4y Tpe

Problema 7. (Cuéntos procedimientos posibles se pueden
usar para adjudicar a siete personas tres premios iguales?

Problema 8. ;Cuintos métodos posibles pueden aplicarse
para distribuir entre seis personas dos plazas iguales en un

sanatorio? )
4.2.4. Relacién con los coeficientes binomiales. Otra

deduecién de la f6rmula del binomio de Newton. Los nfime-
ros C', en el p. 4.1.2, los hemos denominado coeficientes
binomiales, puesto que éstos fignran en ol desarrollo del
binomio de Newton

(@+ap =3 Chaviat ®

h=1l

A —1) ... (k1) )
:u(n ] JM{ n (5)

como coeficientes de a®~ak.
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Sin duda, la férmula (6) se puede deducir recurriendo al
método combinatorio. Con este fin representemos su primer
miembro en la siguiente forma:

(@ + zy) (@ + 25) . . . (@ 2n), )
donde cada z, que entra én el producto, tiene su nimere, a
pesar de que son iguales: o) == @y = 2, = ... = &, = I,

Suprimamos en (7) los paréntesis:

@+ o=@+ z)...(a+z,) =a" +
+a“-1(-'51 + x4 ... + an) +
“+ "2 (nyZy + BTy + - . - Tpog@) +
4+ @ (e 4 . . L - Tp-g@n-1%a) + .« . .
...-f-zl.‘.;r,,. (5)

Sustituyende todos =, por z, obtencmos
(a4 z)t = a" 4 Cra"'a + Cia"22® + ... + Cha®,

es decir, la férmula (6).

En efecto, la cantidad de sumandos entre el primer parén-
tesis (en el segundo miembro de (8)) es igual a n (cada su-
mando es igual a ). Los sumandos entre el segundo parénte-
sis son, en esencia, todas las posibles combinaciones bina-
rias de los n elementos z,, ..., #,, su cantidad es igual
a C; (cada uno de ellos es igual a 2°). Los sumandos entre
el tercer paréntesis son, en realidad, todas las posibles
combinaciones de los n clementos indicados, tomados tres
a tres (cada uno de ellos es igual z%), ete.

4,2,5, Probabilidad de un suceso. Citemos varios ejem-
plos para explicar la nocién de la probabilidad.

Ejemplo 1. De una caja donde se encontraban dos bolas
negras y cinco blancas se ha sacado al azar una bola. A conti-
nuacioén introducimos un nimero que se liama probabilidad
de gue resulte sacada una hola negra.

Para comodidad de razonamientos imaginémonos que
las bolas en la caja estdn numeradas. Son posibles siete
distintos casos: hemos podido sacar la primera bolr, o la
segunda, o la tercera, etc., o por altimo, la septima. Todos
estos casos tienen la misma posibilidad y uno de ellos debe
tener lugar. Por lo tanto se dice, que ellos tienen la misma
y tnica posibilidad.

Por otro lado, sélo 2 de los 7 casos mencionados (con la
misma y inica posibilidad) favorecen al suceso que consiste
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en sacar la bola negra. La relacion de 2 a 7 se llama proba-
bilidad del suceso indicado.

Por lo tanto, la probabilidad de que se saque una bola
negra, en las condiciones sefialadas, es igual a P = 2/7,

Ejemplo 2. De una caja en que se encontraban 3 bolas

negras y 5 blancas fueron sacadas al azar dos bolas. (Cuil
es la probabilidad de que ambas bolas sean negras?

Resolucidn. De nuevo, para comodidad vamos a conside-
rar que todas las bolas que se hallaban en la caja estan nu-
meradas. La cantidad de todos los posibles procédimientos
do sacar dos bolas es igual al ndmero de combinaciones de
8 elemontos tomados dos a dos:

s :_9"7 =
== C’s = m —-28.
Los procedimicntos indicados tienen la misma y {nica
posibilidad.
Sdle

e
m -—Ciz%—ﬁd 3
procedimientos de los indicados favorecen al suceso con-
sistente en sacar en realidad dos bolas negras, Por ejemplo,
si consideramos que las bolas negras tienen Ios nitmeros 1, 2,
3, entonces nuestros procedimientos corresponden a las
combinaciones (1, 2), (1, 3), (2, 3).

El nimero

m
P:-—’;—:

b
ml w

s precisamente la llamada probabilidad de que, en las con-
diciones indicadas, resulten sacadas dos bolas negras,

Ejemplo 3. En la primera fila de un teatro estdn sentados
3 mujeres y 27 hombres. {Cuil es la probabilidad de que las
tres mujeres resulten sentadas juntas?

Resolucién, Existen n = 30! diferentes permutaciones en
la disposicién de dichas personas en la fila. Vamos a consi-
derar que estas permutaciones tienen la misma posibilidad.
Por otro lado, las tres mujeres pueden ocupar las butacas
con los nimeros 1, 2, 3, 6 con los niimeros 2, 3, 4, ete., o
por ultimo, con los niimeros 28, 29, 30. En total, obtendre-
mos 28 casos. Sin embargo, en cada uno de esfos casos son
posibles 3! permutaciones que caracterizan la posicién de
las mujeres una respecto a las otras. A cada una do estas

176



permutaciones le corresponde 27! permutaciones de los
hombres en las butacas que ocupan. Por consiguiente, la
cantidad de permutaciones (de 30 personas) que favorecen al

suceso, consistente en que las tres mujeres estén sentadas
juntas, es igual a

m = 28-3127! = 3128l.

De aqui se deduce que la probabilidad de dicho suceso

m 3128 6 1
“m T T80T 29.30 146

Observacién. Desde el punto de vista de la Leoria de las
probabilidades, en el ejemplo dado, fue examinado un suceso
aleatorio A, consistente en que en la primera fila de un tea-
tro las tres mujeres resultaron sentadas juntas. Este suceso
puede tener lugar y no tenerlo en diferentes casos posibles
que, por supuesto, poseen la misma y énica posibilidad. En el
ejemplo dado, un caso posible aislado es [a permutacién de
30 personas. La cantidad de tales casos con la misma posibi-
lidad es n. Algunos de dichos casos, como se dice, son fevora-
bles al suceso A: si ocucre uno de ellos, tendrd lugar el suce-
so A. Supongamos que m es la cantidad de dichos casos.

En el ejemplo dado, los casos que favorecen al suceso A,
son las permutacionos (posiciones) de las 30 personas men-
cionadas, bajo las cuales las tres mujeres resultan sentadas
juntas.

Por definicidn, la probabilidad P del suceso A se llama
el ntmoero

m

Ejemplo 4. De una urna, en In cual se encuentrau dies
bolas blancas y diez negras, se sacan al azar tros bolas.
¢Cudl es la probabilidad de que las bolas extraidas sean
a) tres blancas; b) una blanca y dos negras?

Aqui los casos de una misma posibilidad serdn las com-
binaciones de 20 bolas, tomadas tres a tres. Su cantidad es
igual a
20-18-18

B L=

Entre ostas combinaciones las que son [avorables a
succso a) serdn

10-9.8
a ¢
12—01067 177
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de donde

T2090.8 T 19

I.a cantidad de combinaciones que son favorables al
siceso b) serd

m=10.C%=10. M _ 450,

de donde

Problema 8. A qué es igual la probabilidad de que la
permutacion aleatoria de las cifras 0, 1, 2, 3 forme un
namero de cuatro cifras (es decir, no comience por el 0?),

Problema 10. Un grupo consta de 32 alumnos. Dos de
ellos fueron elegidos aleatoriamente y sentados en el primer
banco. ¢Cuil es la probabilidad de que dichos dos alumnos
fignren en la lista del grupo entro los primeros diez alumnos?

Problema II. La posici6 de un plano en el espacio
queda determinada por tres puntos que no se encuentran en
una recta. jCuéntos distintos planos pueden ser trazados
a través de cada tres puntos, perienecientes al sistema prefi-
jado de 1) 4 puntos, 2) 7 puntos, 3) 10 puntos, si ningunos
tres puntos yacen en una recta y ningunos cuatro puntos se
encuentran en un plano?

Taree. Familiaricense con Ia definicién de las permuta-
ciones, variaciones y combinaciones, asi como con las férmu-
las de sus cantidades.

Conviene asimilar la nocién de la probabilidad de un
suceso a base de los ejemplos citados,



CAPITULO 5

NUMEROS
COMPLEJOS

§ 5.1. NOCION DEL NUMERO COMPLEIO

Examinemos la ecuacion
22 s 20 1 4 =0, (1)

Aplicando para ella Ja regla conocida de encontrar las
raices de una ecuacion cuadritica, obtendremos formalmente
las expresiones

20 =1V =3, (2)
que ademdis se escriben de otra forma:
e =1+V3i (i=)=1) ()

Pero no hemos obtenido Ia solucién real, ya que /' —8 no es
un ndmero real. No existe un nimero real, cuyo cuadrado
sea igual a —3. No obstante, las cxpresiones de la forma (2)
resultaron ftiles en las matematicas, aungque no son nime-
ros reales, y se denominan ndmeros complejos.

Por definicién el mimero complejo se llama la siguiente
expresion

a -4 bi, 3

donde @ y b son niimeros reales, mientras que 7, un signo
especial, ademds se deben tomar en consideracién los si-
guicntes convenios:
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1) it = —1, (4)
2) a4 0i = a, (5
3) 0 + bi = bi, (6)

4y la igualdad a -+ bi = ¢ 4 di, donde a, b, ¢, d son
nameros reales, ticne lugar cuando y sélo cuando

a=c¢ y b=d.

E) nimero O -}- bi = bi se llama imaginario o imaginario
puro.

De lo dicho so deduce que cualquier niimero real a es un
caso particular del niimero complejo. Puesto que a base de la
expresion 2) dicho nimero real a se puede anotar de la si-
guiente forma: @ = & + 0i. En particular, 0 = 0 4 0i, pero
entonces, si a -+ bi = 0, a + bi = 0 + 0i, por cousiguien-
te,

a=5b=0.

De esa manera, el mimero complejo a -|- bi es igual a cero
cuando y s6lo cuando a = 0 y b = 0.

5) Con las expresiones (3) se pueden ofectuar las opera-
ciones aritméticas segln las reglas adoptadas para las expre-
siones algebraicas.

De lo expuesto se sigue gue al cumplir lag operaciones
aritméticas sobre los niimeros complejos es correcto realizar
las siguientes transformaciones:

(@ + bi) + (¢ + di) = (@a-+c) + (b -+ d) i,
(a + bi) — (¢ |- di) = (a —¢) 4 (b — d) i,
(e + bi) (¢ + di) = ac + bet + adi — bd =
= (ac — bd) + (be -+ ad) i,

ad-bi _ (a+bi)(e—di) __ ac--bd ch—ad . ;
Fd - el ale—dy — SL@ TEFa b ¢+ di 0.

Vemos que la suma, el resto, el produclo y el cociente (don-
de el divisor no es igual a cero) de los niimeros complejos
dan a su vez numeros complejos.

Ejemplo.

fi _ (A4 _ (-2
—7 = 2

i.
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Advirtamos ademds que de (4) se desprende:
P=Bl==f Mt=018=1,

=il =i, o= = 1, ...

Problemas. Reddzcanse a la forma a + bi, donde @ y &
son ndmeros reales, los siguientes nimeros complejos:

1) %5 2) "—1]:'! 3) 1—1|.—i’ 4’ T;l-:'t-’ 5) {',3—2i.2.+i:-—1"

v 1 1 y i 7 s ;
B) =t 7) T2 - i2 gt 05 - 80,

Los ndimeros complejos se designan, a menudo, con una
letra. Se escribe

z=a -+ bi

y dicen: estd prefijade un nimero complejo z.
El ntimero a se llama parte real de z y se designa asi:

Rez = a,

mientras que b so llama parte imaginaria de z y se designa
de forma:

Imz=20;

provienen del francés réel (real); imaginaire, (imaginaria),

Como vomos, es necesario distinguir los términos: parte
imaginaria de un nimero complejo y nimero imaginario.
La parte imaginaria del nfimero complejo a - bi es un ni-
mero real b.

Por definicién, si z = a + bi es un nimero complejo
(a, b, son reales), entonces a — bi se donomina rimero
conjugado el primeroc y se anota asi z = a — bi.

Claro estd que si b = 0, o sea, si, cn realidad, z es un
namero real, entonces z = z.

Los nimeros z y z estin conjugados enlre si.

Problemas.

1) Cerciérense de que:

» 1 vV a

a) los niumeros 5k V;
<z + 1 = 0; b) los nimeros 1 & ¢ satisfacen la ccnacidn
2t — 2z 4 2 =0,

i satisfacen la ccuacidén 2? 4-
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2) Calcilense las expresiones:
-+ D@a—i), -0

3) Demuésirese que Z F v=1u+ 0, U —v =18 — 0,
donde « y v son nimeros complejos arbitrarios.

§ 5.2 ECUACION 22 = ¢
Plantecmos un problema. Viene dada la ecuacion
=, (1)

donde ¢ es un namero real. Se requicre resolverla en nimeros
complejos, es decir, encontrar todos éstos z = o + Bi que
satisfacen Ia ccuacién (1),

Razonaremos de manera habitual. Supongamos que
oxiste wn namero complejo z = « + PBi (& y f son roales)
que satisface la ecuacion (1), Dospués de realizar su sustitu-
cion en (1) vamos a efectuar las transformaciones correctas
para los nimeros complejos:

(@ 4 B =,
a? — Bt 4 2epi =¢

\

Ya que ¢ es un numero real,
a® — B =c¢, Zaff =0 (2)

De la segunda igualdad en Ja expresion (2) se deduce que,
por lo menos, mne de los nimeros a, f es igual a cerv.

Supongamos que ¢ == 0, entonces o — (12 = 0 y a* =
=p2 =0, o sea, o = f = 0.

Sea que ¢ > 0. Puesto que de la segunda ecuacibn (2) se
desprende que uno de los nimeros ¢, [3 es igual a cero, en-
tonces de la primera se sigue que p = 0 y, por lo tanto, ob-
tenomos la ecuacién o = ¢, donde es necesario hallar los
ntimeros reales . Esta ecuacién tieno dos soluciones (raices):

a=+Ve,
donde /¢ es el valor aritmético de la raiz cuadrada de c.

Hemos obtenido = = -+ V'e.
Si ahora ¢ < 0, tendremos que llegar a la conclusién de
gueca = 0y P == 0, y en este caso —P*® =cofPt=—c>0
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de donde

y, por conmsiguiente, r = £}/ —¢ i

Hemes resuelto el problema planteadg ;8¢ >0, la ecua-
cién (1) tiene dos soluciones roales == V¢ y no tiene solucio-
nes complejas; mas si ¢ < 0, la_ecuacién (1) tiene dos solu-

ciones imaginarias puras =+ V—c¢i, vy no tiene soluciones

reales; para ¢ = 0, hay s6lo una solucién: z = 0,
Observacién. Todo nimero complejo z, que satisface la

ecuacién (1), se llama raiz cuadrada del niimero ¢ y se desig-

na por el simbolo }¢. Hemos demostrado que
0 parac =10,
Ve={ V¢ parac>0,
iVEi parac<< 0,
donde en e] segundo miembro el signo |/ se entiende en
el sentido del valor aritmético.
Problemas. Resuélvanse en nimeros complejos las si-
guientes eccuaciones:
z2=1, 2)a?= -1, 3)22=29, 4) 2* = -9,
5) z? = 10, 6) z* = —10.

§ 5.3 EMPLEO DE LOS NUMERQS COMPLEIOS EN LAS
ECUACIONES CUADRATICAS

Vamos a examinar una ecuacion cuadratica en forma

general
2* 4+ pr 4 ¢ =0, (1)
donde p y ¢ son nimeros reales prefijados.

Buscaremos las soluciones complejas de esta ecuacion.
Supongamos que ¢l nimere complejo z = a 4 bi es la solu-
cidou (o raiz) de la ecuacién (1).

Tenemos

L pr+ ’l—n-’.— (q—'”Tz) - (x+-%)3=%~q.

.
s+d=V -0
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donde el segundo miembro es cualquier mimero complejo,
cuyo cuadrado es igual a -’;:— —q.
De aqui (véase la observacién del § 4.2)

Tyy= — 2 :I:'[/ —g cuando %—q}ﬁ

)
Eoaas —«-2- -+ ]/q—T i cunando -;Lz-——q-::{).
IHemos obtenido las férmulas de solucién de la ecuacién
cuadritica
Asi pues, la ccuacién cuadritica (1) para el caso cuando

-‘;— — ¢ = 0 tiene dos soluciones reales, mientras que cuan-
do % — g << 0, dos soluciones complejas. En el caso cuando
pl

—a= 0 dicha ecuacidn tiene una solucidn, ignal a —p/2,

pero se considera que también en este caso existen dos solu-
ciones, pero las ltimas coinciden y por eso la solucidn
(raiz) de la ecuacién (1) se llama muiltiple.

Supongamos que x; ¥ %, son las raices de la ecuacién
cuadritica (1). Mostremos que para todo z real

(x— ) (g —x,) =2+ pz + q. (3)

Es una identidad, cs decir, una ignaldad, valida para
todos x en el caso, en que x, y &, son raices reales, que es do
suponer gque nuestro lector conoce. Se denomina igualdad
(o teorema) de Viete. Vamos a repetir su demostracion:

(2—a2y) (£— Tp) ~
(et £V T e 44V T
(et L)~ (V E =)= (a4 5) -

— (&—q) =2+ pz-ta.

Ahora demostremos la expresién (3} para z; ¥y
complejos. En esle caso

Ty Tp= ""-E"j: l/q_'pT:i (q_};>0)'
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Por lo tanlo
s = (s 1Bt (e B
+V = i) = (s 4+ 4) + (0= T) =et+ prta

Hemos demostrado la identidad (3) en gque p y g son
nameros reales arbitrarios, mientras que x, y x,, las raices
de la ecuacion (1).

Problemas. Resuélvanse en nimeros complejos las ocua-
ciones cuadriticas:

Dattzt+1=02a+34 2 =0,
32 —br+6=0 4aF—2+5=0.

Es interesante que la igualdad (3) puede generalizarse
para los polinomios de todo grado: cualquier polinomio

Py, (.’C) ="+ ai‘zn_l + . e+ e
de grado n puede ser representado en forma do un producto
Pn(x) — (x'_’xl}(‘r_xs)-' -(I_zn):

donde z, @y, ..., &, son numeros, cn general complejos,
que corresponden a las raices del polinomio (P, (z;) = 0;
i =1, ..., n). 5i los coeficientes «; son roales, las raices
complejas z; han de estar conjugadas de dos en dos.

§ 54. REPRESENTACION GEOMETRICA DI LOS NUMEROS
COMPLEIOS

Prefijemos en un plano el sistema rectdngulo de coorde-
nadas (z, y). El nimero complejo z = z + yiresulta cémodo
representarlo en el plano mediante un punto con coordenadas
(z, y). Bste punto se llama punto z.

Vemos que tiene lugar una correspondencia biuniveca
entre los puntos del plano y los nlmeros complejos, o sca,
a cada niimero complejo le corresponde {de la manera indica-
da) un punto del plano; a dos distintos mimeros complojos
les corresponden difercntes puntos y cada punto corresponde
(de dicho modo) a cierto namero complejo.

En virtud de esta correspondencia el plano de coordena-
das sc denomina también plaroe complejo.

En la fig. 67 se muesira el punto A4 que corresponde al
nimero complejo z = z - iy. [ntroducimes un vector, cuyo
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origen se encuontra en el punto cero 0 y su extremo, en el
punto A. Su longitud

p=VETT
se Mlama médulo del mimero complejo z. Bl dngulo g formado

P
por ¢l vector 04 con el semieje positivo x (medido en el sen-
tido contrario » lag agujas del reloj) se llama argumento del
numere z.
Por lo tanlo, cada mntmero
complejo z tiene su mddulo
que se anola asi:

p=lzl

y el argumento ¢ so escribe de
la siguiente manera:

g = Arg z.

Sin embargoe, el argumento
yueda determinado mno univo-
camente. Si ¢ es ¢l argumento de z, entonces ¢ -+ 2kx,
donde k£ = 0, +1, +2, ... ¢cs también el argumento de z.
Para dar claridad a esta cuestién es necesario hallar el argu-
mento de z gque satisfaco la desigualdad 0 < @ << 2n. Se
designa asi: arg z y se denomina velor principal del argumen-
lo z 0 argumento de z en forma reducida; arg z se define univo-
camente por el nomero z.

Todo valor del argumenlo se designa con Arg z. Se deter-
mina por la formula: Arg z = wrg z - 2k, donde % es uno
de los nimeros k& = 0, =1, +2, +3,

Es evidente, que

iy, 67,

£ = {Cos @, Yy =psenqQ,

z =gz - iy = p (cos g + isen @). (2)
En relacién con la igualdad (2) se dice que el rniimero
complejo viene anotado en forma irigonométrica.
§ 5.5, FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEJO

La expresion enire paréntesis en la férmula (2) del § 5.4
se designa de la manera signiente:

¢ = cos g + isen @,
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y en este caso dicha expresién puede anotarse en forma mas
compacta

z = pe®?, (1) ¥
gue se denomina forma
exponencial de un nimero

complejo. zmgin/8

Destaquemos las propie- o
dades importantes de la % £
magnitud e, x
]ei% | = |cos -} isen @ |=

— VcosT @ | sen? p =

para cualguier @.
Lo que muestra que el
punto z = ei® del plano Fig. 68.
complejo se encuentra en
Ja circunferencia de radio 1 con el centro en el punto nulo.
En la fig. 68 la circunferencia unidad estd dividida en
12 partes. Ademas, ol punto correspondiente a ¢ = 0 forma
parte del niimero de los puntos de divisién. La tabla de los
niimeros complejos correspondientes a estos puntos serd:

L 0 nje 3 a2

i 1 V3 1

3 ¢
2 2 e a

2

4

tJ] 3

Si ¢ crece continuamente de 0 a 21, el punto complejo
e circunscribe sin cesar nuestra circunferencia, al seguir
incrementando @ el punto continuard el movimiento por
la circunferencia. Tenemos para todo ,

it givr = (cos ¢, - I sen @) (vos @, + isen @) =

= (cos @, COS (py — Sen ¢, sen @) 4
-+ (cus @, sen g |- sen @ coS gy) =
= o8 (9 + @a) + isen (p + ) = el ¥,
Hemos demostrade la formula
il +99) = pltgine,
que es correcta para cualesquiera @, ¥ @, Pero entonces
gl = pili—Pat ) — ol —WalgiPs,
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Por lo tanto para todos P Y Py

i
eiloi-oy) 2 i

cﬂ'ﬂ:
Ahora tomemos dos nimeros complejos, en la forma
Zy=pyeit,  z,=p,ei®s (P, p3=0).
Su producto es igual a 22, = ppyet Piten),
] Puesto que p,p, == 0, hemos obtenido la forma trigono-
métrica del nimero z;2,; al mismo tiempo
|22 | = pspa = |2, | | 25 |,
Arg (52,) = @ + @, = Arg z, + Arg 3, + 2km,
donde k& es uno de los nimeros % = 0, =1, =42, ... .

Se afirma que la suma Argz + Argz, difiere de
Arg (z, + z,) en la magnitud de 2kn, & es un nimero entero.

De manera semejanto: —:;—:E—;::.’“"x—"’a? {p.=0).

Por esta razén il:ﬂ:lﬂ_’
Zg Pa [N

Arg (-:—;) =@, — @y = Arg z; — Arg z, - 2k,

donde % es uno.de los nimeros & = 0, 41, 42, ... .
Hemos demostrado que el médulo del producto de los niime-
ros complejos es igual al producto de los mddulos de sus factores,
y el argumento del producto es igual a la suma de los argumen-
tos de los factores mds, puede ser, el nimero igual a 2km,
donde k es uno de los nimeros k = 0, &1, 42, ... .
Hemos demostrado también quo el mddulo del cociente de
los nifmeros complejos z, y 3, es igual al cociente de los médulos
de dichos niimeros, y el argumento del cociente es igual o la

YA 7+ 1z,
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diferencia de los argumentos %, § 2, (25 5= 0) con una ezactitud
de hasta 2kn (k= 0, =41, £2, ...).

La suma de los nitmeros complejos

=&+ i ¥ %= Tyt Yal
es igual a 5, + 25 = (& -+ 24) + 1 (10 + Vo)

En la fig. 69 se ve que el radio vector 2, -}- z, representa
1a diagonal del paralelogramo construido a base de los radios
vectores 2; ¥ %,. La longitud de la diagonal es igual a
| 2, + 2, |, mientras que las lougitudes de sus lados son
iguales a |2, | ¥y |2, |, pero entonces

lzy+ 2z < |z |+ 12 s

es decir, el médule de la suma de los nfimeros complejos no
supera la suma de sus médulos.

De donde, como un corolario, se deduce que el médulo de
la diferencia de 2, ¥ z, no es menor que la diferencia de
sus médulos: [z, — 2z, | = |2, | — 125 | |

Ejemplo 1. Es necesario reducir el nimero complejo
z2=V3+i
a la forma trigonométrica. Hallamos
l2l=VWF+L=Vi=2
g0 ¥3 1
Por consiguiente, z=2 (—2— 5 &) .

En este caso, entre los dngulos «, que satisfacen las desi-
gualdades 0 < & << 2x, existe un Angulo y el tinico tal que

V32 =cosa, 1/2=sena.
Es evidente, & = n/6 y
2z = 2 (cos (n/6) -+ i sen (a1/6)) = 2einle,
Ejemplo 2. Es necesario reducir el niimero
z =3 4 4i
a la forma trigonométrica

(z|=V38+4=5

z=25 (-g-—}--% z‘) =5 (cosa +isen a) =5ele,
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donde o os el #ngulo para el cual
cos o = 3/5, sen ¢ = A/D. (2)
Comencemos por buscar el dngulo e coire los que satis-
facen las desigualdades 0 <o < 2n. En el caso dado,
cos @ >0, sen & = 0 y o se encuentra en el primer cua-

drante. De (2) se desprende: tg o = 4/3, 0 soa, a = arcig (4/3).
Ejemplo 3. Reducir a la forma trigonométrica el niimero

z = —3 (cos o -} isen a).

Si ante el paréntesis estuviera un nimero positive, la
oxpresion dada tendria la forma trigonométrica del niimero
complejo.

Tenemos

—cos & == cos (n + @), —sen a = sen (% + a),
por lo tanto

—3 (cos o + isen @) = 3 {cos (n | @) + isen (nta))=
= 3Jgi (me),

y hemos obtenido la forma trigonométrica.
Problemas. 1) Represéntense en la forma trigonométrica:

a) 5 —4i, b) 1+ 2i, c)4, d)6i
2) Resuélvanse en nimeros complejos las ecuaciones
ayaz*—1=0, bzL+1=0

TROBLEMAS Y PREGUNTAS COMPLEMENTARIOS

Para el p. 1.2.4. Auétese, recurriendo a cadenas de fun-
ciones, la funcién compnesta correspondiento y, empleando
las designaciones presentadas en el p. 1.2.2, indiguese el
campo de representacién de esta funcién:

1) y=cosu, u=2z. 2) y=e% u=3z. 3)y=e"
u=2 4 y=e u=—2.05) y=senu, u=3z+ 1.
) y=wd,u=04+1,v=2—1. Ny=Vr
=1+4uu=2% 8 y=Vo,v=1—u,
u=2zt PDy=lhhegu=Vv,v=1—1t t=za%
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Para el p. 1.2.5, a) Lo mismo que en los ejemplos para
el p. 1.2.4, represéntense en forma de cadenas de funciones
elementales las siguientes funciones:

1) y = e**, 2) y = sen 4z.

3) y==3sen 2z 4 1). &) y= 2>+ 13 5 y=In VI — 2
6 y=1In"(1 +x). 7)y=senz: 8)y = ™,
9 y=cos?2z. 10) y = sen®2®  11) y = e+
1 1
2 = 2 2, 3 y=—— 4) g o= —
12) y = cos* 2z. 13) y 5 g 14) y ="
b) Cerciérense de que las funciones aducidas més arriba
son en esencia elementales y, utilizando las designaciones
dadas en el p. 1.2.2, indiguense los conjuntos para los cuales
estas funciones resultan definidas.
¢) (Qué es un polinomio, una funcion lineal, una lun-
¢ién racional, una funcién compuesia, una funcién elemen-
tal?
Para el p. 1.3.1. (Cudles de las variables expuestas a
continuacién son infinitésimas, o tienden hacia un limite (en
cste caso fhacia cual?), o en absoluto no tienen limite?

0 ftd =)

B {L gty .. s
3) (1,1; 1,04; 1,001, ...} ={1-+10"},

9 {7 5 5 o= {5}

5) {—1, +1, —4, +1, ...} ={(—1)"

6) {0,1; 0,11; 0,441; ...} ={0,1 ... 1}.
o veom

Al p. 1.3.2. ;Cuiélles de las variables expuestas a conti-
nuacion son infinitas (tienden al infinito)? jA qué infinito
tienden al +oc 0 al —oo?

1) {1, 2, 3, ...} = {n}.

2) {1, =2, 3, —4, ...} ={{(—1)""'n}.
3 {—1, —2, —3, ...} ={—n}

4) {1, 1, 2,1, 3,1, 4,1, ...}.
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Para el p. 1.3.5. a) El incremento de la funecién y = x2
en el punto z, correspondiente al incremento del argumento
Az, se caleula por la férmula

Ay = {z -+ Az)* — 2*.
Ademsés, aqui z y Az son cualesquiera, o sea, —oo << 2,
z + Az < oo,

Calciilese el incremento Ay en el punto z, correspondiente
al incremento Az, para las siguientes funciones:

1) y ==+, 2) y =In=, 3) y = sen 2z.
4) y = 2°, 5} y = arcsen z. 6) y = tg z.
Ny=Q@e+3). 8 y=e 9y =—.

T

Sefidlense los intervalos, a los cuales pueden pertenecer z
y Az.

b) 8i la funcién y = f (z) tiene una grifica continua en
cierto segmento (intervalo), se llama continua en este seg-
mento (intervalo). (Cémo lo dicho se expresa 1) en el lenguaje
de Az y Ay, v 2) en cl lenguaje del limite de una funcién?

Para el p. 1.4.2. Utilizando las férmulas 1) — 10) aduci-
das en el p. 1.4.2, escribase a qué son iguales los limites:

1) lim 22, 2) limlna. 3) lim arcsen z.
=i a1 x-1/2
4) lim (sen z + cosz). 5) lim In z. 6) lim (1+e*+z).
x—+n/h st T
7)) Hm tgz. 8 EmVYIT—22, 9) lim ( sen z J _
x--T0/8 a1 X x

Para el p. 1.5.3. Dibiijese la gréfica de la funcién y =
= cos x sobre el segmento (0, 2x), tricense en sus puntos
z = —2n/3, —n/3, 0, /3, 2n/3 tangentes y calcilense sus
coeficientes angulares.

Para el p. 1.5.8. Caleilense las derivadas de las funcio-
nes:

DNy=22x+1). 2)y=2?senaz

3) pe= EEL 4 y=zlne.

z—1

5) y = ze=. 6) y = (z* — 1) In z.



