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Prefacio

Este libro se basa en las conferencias de estadistica matemdtica que el autor
dicté durante muchos afios en el tercer curso de la facultad de mateméticas
de la Universidad de Novosibirsk. Con el andar del tiempo, ¢l curso de
conferencias ha sido varias veces modificado en busca de una variante que
fuera, en la medida de lo posible, mds armoniosa y accesible, y que al mis-
mo tiempo correspondiera al estado moderno de esta ciencia. Se probaron
distintas variantes, comenzando por un curso de cardcter principalmente
prescriptivo, con la exposicién de los tipos bédsicos de problemas (construc-
cién de estimaciones y criterios y estudio de sus propiedades), y terminando
por un curso de cardcter general, dedicado a la teorfa de los juegos, en
el que la teoria de las estimaciones y la verificacién de las hipétesis eran
no mas que casos particulares de un enfoque tinico. A consecuencia del
tiempo limitado (un semestre) no fue posible unificar dichas variantes inti-
mamente ligadas, cada una de las cuales posefa, por separado, defectos
evidentes. En el primer caso, el conjunto de hechos concretos obstaculizaba
el desarrollo de una opinién general en cuanto al objeto de estudio. La
segunda variante carecia de resultados concretos sencillos y estaba sobrecar-
gada de muchos conceptos nuevos, muy complejos, cuya asimilacién cons-
titufa una tarea extraordinariamente dificil. Por lo visto, la més conveniente
es la variante en la que la exposicién de los elementos de la teoria de las
estimaciones y de la teorfa de verificacién de las hipétesis concuerda con
el mantenimiento consecutivo de la linea de bisqueda de los procedimien-
tos 6ptimos.

Los capitulos fundamentales del libro se basan en el material unificado
de Ias conferencias impartidas en tiempos diferentes y ampliadas a expensas
de los apartados cuya presencia ha sido dictada por la propia légica de
exposicién. El objetivo principal consiste en aclarar el estado actual de la
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materia en concordancia con su accesibilidad m4xima posible y la integri-
dad y armonfa matematica.

El libro comprende 5 capitulos y 8 suplementos.

En el capitulo 1 se estudian las propiedades (fundamentalmente asintd-
ticas) de las distribuciones empiricas, que constituyen la base de la estadisti-
ca matemdtica.

En los capiftulos 2 y 3 se ofrecen, respectivamente, la teoria de las estima-
ciones y la teoria de verificacién de las hipotesis estadisticas. Las primeras
partes de cada uno de estos capitulos estdn dedicadas a la descripcion de
los posibles enfoques de la resolucién de los problemas planteados, asi co-
mo a la bisqueda de los procedimientos dptimos. Las segundas partes ofre-
cen la construccién de los procedimientos asintSticamente dptimos.

El capitulo 5 tiene esa misma estructura. En él se expone el enfoque
general de los problemas de la estadistica matemdtica desde el punto de
vista de la teorfa de los juegos.

El capitulo 4 estd dedicado a los problemas relacionados con dos
muestras y mds,

Los suplementos del libro se hallan vinculados a las afirmaciones en
el texto principal, cuya demostracién sale fuera del marco de la exposicién
fundamental, ya por su cardcter, ya por su dificultad.

E! manual también contiene observaciones bibliograficas que no preten-
den ser completas, pero que permiten seguir el surgimiento y el desarrollo
de las principales tendencias de la estad(stica matemdtica. Ademads, por do-
quier donde ha sido posible, s¢ ha dado preferencia a las alegaciones mo-
nograficas {como el tipo de literatura més accesible) v no a los articulos
originales.

Hoy dfa existen bastantes manuales de estadistica matemdtica. Entre
ellos cabe destacar los cuatro siguientes, en cuyas paginas se expone un
amplio material que refleja el estado actual de la materia: son los libros
de H. Cramer [25], E. Lehmann [57], S. Zacks [95], L.A. Ibraguimov y
R.Z. Jasminski [48]. Pero la maxima influencia en la escritura de la obra
presente fue ejercida por las monografias [48] (algunas ideas de este libro
s¢ han utilizado en los §§ 23—25, 27—29 del cap. 2) y [57] (la exposicién
de los §§ 5—8 del capitulo 3 se asemeja, por su contenido, a los respectivos
apartados de [57]). La dema4s exposicién estd poco relacionada, segin su
estructura, con los libros mencionados.

Hay muchas otras obras que ocupan un lugar notable en la literatura
estadistica (tales como los libros de Blackwell y Girshak [7], Kendall y
Stuart [49, 50), Cox y Hinkly [23], Ferguson [33], Rao [76] y una serie
de otros — no hay posibilidad de presentar su enumeracién completa), pero
por su espiritu y por la seleccidn del material, estos trabajos se distinguen
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considerablemente de la monografia que se ofrece a la atencién de los
lectores .

A la par con los resultados y enfoques conocidos, en el libro presente
se han incluide algunos apartados nuevos que simplifican la exposicién del
material, se han hecho varias mejoras metodoldgicas ¥ se han utilizado
algunos resultados nuevos, asf como resultados que se publican por primera
vez en la literatura monogréfica.

A continuacién se ofrece una descripcidn breve de la estructura metodo-
légica del libro (véanse también el indice y los prefacios breves de cada
uno de los capitulos).

En los §§ 1 y 2 del capitulo 1 se intrducen los conceptos de muestra
y de distribucidn empirica y se establece el teorema de Glivenko — Cantelli,
‘el cual puede considerarse como un hecho fundamental que constituye la
base de las deducciones estadisticas.

En § 3 se introducen dos tipos de estadisticas (de los tipos 1 y II) que
comprenden la inmensa mayoria de las estadisticas practicamente interesan-
tes, las cuales se definen como valores G(Py) de las funcionales G (que
satisfacen ciertas condiciones) de la distribucién empirica P,. Mds adelante,
enlos §§ 7 v 8 se establecen los teoremas del limite de distribucién de dichas
estadfsticas. Esto simplifica la exposicién posterior y permite no citar, para
cada estadistica concreta, prdcticamente los mismos razonamientos que no
se refieren, ademds, a la esencia de la cuestidn.

En el § 5 han sideo reunidos los teoremas auxiliares (que en el libro se
denominan “teoremas de continuidad”) sobre la convergencia de las distri-
buciones y la convergencia de sus momentos. Esto también simplifica la
exposicidn posterior.

En el § 6 (no obligatorio en la primera lectura del libro) se establece
que la funcién empirica de distribucién Fx(f) es un proceso poissoniano
condicional, y se ofrece la enunciacién del teorema (demostrado en el suple-
mento 1) de la convergencia des proceso Vr(Fa(t) — F(#)) hacia el puente
browniano.

En el § 10 se introducen las distribuciones empiricas suavizadas que per-
miten aproximar no sélo la propia distribucién, sino también su densidad.

En ¢l § 3 del capitulo 2, dedicado a las estimaciones de los parametros
desconocidos, se introduce un método 1inico de construccién de las estima-
ciones, denominado "método de sustitucién®. Este consiste en que la esti-
macién 6* para el pardmetro 6, representado en forma de la funcional
6 = G(P) de la distribucidén P de la muestra, es preciso buscarla en forma

) En el afio 1983 aparecié un magnifico libro de E. Lefimann [58], ¢n ¢l cual, en adicién
a [57], sé expone la actual teoria de estimacidn.
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de 8* = G(P}), donde Pj es la distribucién empirica. Todas las estimaciones
"razonables* usadas en la préctica son estimaciones ¢ sustitucion. La opti-
macién de una estimacién se alcanza eligiendo una funcional conveniente
G. Si la estadistica 8" = G(Py) es de 10s tipos 1 6 II, los teoremas del capitu-
lo 1 permiten establecer en seguida la validez de estas estimaciones y su
normalidad asintética. En los §§ 4 v 5, este enfoque es ilustrado por las
estimaciones obtenidas mediante el método de momentos y el método de
distancia minima. Desde esas mismas posiciones también se podrian exami-
nar las estimaciones de médxima verosimilitud (§ 6), pero su estudio inme-
diato da la posibilidad de obtener resultados més profundos, que seran
necesarios ulteriormente.

La comparacién de las estimaciones del capftulo 2 se realiza a base de
dos enfoques; estdndar o medio cuadrdtico (se comparan M, © -0y
asintdtico (se comparan las varianzas de la distribucién limite Va(8* — 6)
en la clase de estimaciones asintéticamente normales). En el caso para-
métrico, esto permite destacar 3 tipos de estimaciones 6ptimas: estima-
ciones eficientes en las clases Kb, con un desplazamiento fijo b, y
estimaciones bayesianas y minimax. A base de esos mismos principios se
separan las clases de estimaciones asintdticamente éptimas en el enfoque
asintético. Para construir las estimaciones eficientes se utilizan los signien-
tes métodos tradicionales: el primero tiene cardcter cualitativo y estd vincu-
lado al principio de suficiencia (§§ 12—14); el segundo se basa en las
relaciones cuantitativas que se deducen de la desigualdad de Rac — Cramer
(§ 16); v el tercero se halla relacionado con las consideraciones de inva-
riacidn (§§ 17 y 19) que permiten reducir la clase de las estimaciones someti-
das a examen.

Los §§ 20—30 estdn dedicados a la determinacién de las estimaciones
asintéticamente 6ptimas y al estudio de las propiedades asintéticas de la
funcién de verosimilitud. El pirrafo 20 contiene la desigualdad integral del
tipo Rao — Cramer que permite, en particular, obtener criterios simples
de cardcter asintéticamente bayesiano y minimax de las estimaciones, asi
como fundamentar la separacion de cierta subclase de estimaciones Ko a
la cual conviene limitarse en busqueda de estimaciones asintdticamente efi-
cientes. Esto da la posibilidad de establecer inmediatamente en el § 25, me-
diante el estudic de las propiedades asintéticas de las estimaciones de
verosimilitud maxima, el cardcter asintéticamente bayesiano y minimax de
las estimaciones mencionadas, as{ como su eficiencia asintdtica en Ky. Los
pérrafos 21—24 tienen cardcter auxiliar. La estimacién de los pardmetros
por intervalos se examina en los §§ 31 y 32 y también en el § 8 del capitulo
3. y

El capitulo 3 est4 dedicado a la verificacién de las hipétesis. En los
§8 1 y 2 se examina el caso de un nimero finito de hipotesis simples. Se
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destacan (de un modo andlogo a la teoria de estimacién) tres tipos de crite-
rios 6ptimos: los mas potentes en sus subclases, los bayesianos y los mini-
max. Se establecen las relaciones entre estos criterios y se determina su
forma evidente. Ademas, las consideraciones se basan en el principio baye-
siano (y no en el lema de Neyman — Pearson) lo que, a nuestro juicio,
simplifica la exposicién y hace mas comprensible el material. En el § 3 se
examinan los enfoques asintdticos del cdlculo de los criterios para verificar
dos hipétesis simples y se realiza su comparacién, En el § 4 se analiza el
planteamiento general del problema sobre la verificacién de dos hipdtesis
compuestas y se definen las clases de criterios éptimos (uniformemente mds
potentes, bayesianos y minimax). El pdrrafo 5 estd dedicado a Ja bisqueda
de criterios uniformemente m4s potentes en los casos cuando esto es po-
sible. En los §§ 6 y 7 se resu¢ive el mismo problema, pero en las clases
de criterios contraidos a base de consideraciones de no desplazamiento y
de invariacién. Ademds, al igual que en los §§ 1 y 2, las consideraciones
se basan en el enfoque bayesiano. En el § 8 se construyen, con ayuda de
los resultados obtenidos, los conjuntos confidenciales més exactos. En el
§ 9 se examinan los criterios bayesianos y minimax. Los pdrrafos 10 y13
estdn dedicados al criterio de la relacién de verosimilitud, Este criterio re-
sulta uniformemente el mas potente en muchos casos particulares y posee
cardcter asintoticamente bayesiano para conjeturas bastante amplias. El es-
tudio de las propiedades de optimacién asintética del criterio de 1a relacién
de verosimilitud contimia en los §§ 15—17. En el § 11 se establece el valor
éptimo de este criterio en los problemas del andlisis sucesivo. Los parrafos
14 y 15 estan dedicados a la busqueda de criterios asintSticamente 6ptimos
para verificar las hipdtesis afines, y se ha encontrado su forma explicita
simple para los principales problemas estadisticos.

Una particularidad importante de los tres primeros capitulos es el hecho
de que en ellos se examinan tan sélo los problemas estadisticos relacionados
con la utilizacién de una muestra.

Como ya fue sefialado, el capitulo 4 del libro est4 dedicado a los proble-
mas de dos muestras y mds. A ellos pertenecen, antes que nada, los proble-
mas sobre la homogeneidad (completa o parcial, §§ | y 2) y los problemas
de regresién (§ 3) y del andlisis de varianza (§ 4). A base de los resultados
del capitulo 3, para los problemas de homogeneidad (en el caso paramétri-
c0) se han construido los criterios asintéticamente dptimos, suponiendo
que las hipdtesis alternativas son semejantes a la hipétesis principal sobre
1a homogeneidad. Para los problemas de regresién (tanto para la regresion
lineal como para la relacionada con las funciones arbitrarias) se han halla-
do, con ayuda de los resultados de los capitulos 2 ¥ 3, las estimaciones
eficientes de los pardmetros desconocidos y se han construido los criterios
para verificar las hipétesis principales. También han sido examinados los

2. RAAD
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llamados problemas de reconocimiento de imdgenes (§ 5), los cuales, por
lo visto, aparecen por primera vez en la literatura diddctica.

El capitulo 5 estd dedicado al enfoque general de los problemas de esta-
distica desde el punto de vista de la teorfa de los juegos. Este enfoque
contribuye a la formacién de una opinién general acerca del objeto de estu-
dio de la estadistica matemdtica y permite generalizar muchos resultados
de los capftulos 2 y 3. En el § 2 se exponen los conceptos y resultados
principales de la teoria "ordinaria‘ de los juegos (se examinan tinicamente
los juegos de dos personas). En particular, se establecen las relaciones entre
los tipos principales de estrategias 6ptimas: bayesianas, minimax y las uni-
formemente mejores en las subclases. En el § 3 se estudian los juegos esta-
disticos. En el § 4 se enuncia y se demuestra el llamado principio bayesiano
que permite reducir el problema de bisqueda de la resolucién estadistica
bayesiana a un problema mucho més facil de construccién de la estrategia
bayesiana para el juego ordinario de dos personas. En el § 5 se analizan
los principios de suficiencia, de no desplazamiento y de invariacién para
construir las resoluciones uniformemente mejores en las subclases respecti-
vas. Los pdrrafos 6—8 estdn dedicados a la busqueda de las reglas decisivas
asintéticamente dptimas. En el § 6 se estudian las estimaciones asintética-
mente Optimas de los pardmetros para la funcién arbitraria (y no sélo
cuadrdtica) de pérdidas. En este caso se logra establecer los resultados seme-
jantes a los del cap. 2 sobre la optimacién asintética de las estimaciones
de verosimilitud maxima. En los § 7 y 8 se examinan los criterios asintStica-
mente 6ptimos para la funcién arbitraria de pérdidas. En el § 7 se de-
muestra €l criterio asint6ticamente bayesiano de la relacion de
verosimilitud; en el § 8 se establece el indicio Mmite de optimacién de los
criterios para verificar las hip6tesis semejantes (generalizacién de los resul-
tados de los §§ 14 y 15 del cap. 3 para el caso de una funcién arbitraria
de pérdidas).

Entre los Suplementos cabe destacar el Suplemento VIII donde se de-
muestran dos teoremas fundamentales de la teoria de los juegos estadisticos
y cuya lectura exige una preparacién matemdtica mds alta.

El libre tiene muchas finalidades. Claro est4 que en su volumen comple-
to, el mismo se asemeja m4s al programa minimo para el curso de postgra-
duados de la especialidad de "Estadistica Matemadtica®, que a un libro de
texto para los estudiantes. Pero en esta obra s¢ prevé un sistema de medidas
que facilitan su primera lectura y que la hacen accesible también para los
estudiantes. Los pérrafos de elevada dificultad o "més avanzados® en cuan-
to a su contenido estdn anotados con un asterisco y conviene omitirlos
al leerlos por primera vez, asf como el texto escrito con letra gallarda. Ade-
mds, la exposicidn de los casos técnicamente més complicados, relaciona-
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dos con el pardmetro multidimensional, casi siempre se ofrece en apartados
y pérrafos independientes que también pueden ser omitidos.

Los profesores de los centros de ensefianza superior que ya conocen,
al menos parcialmente, Ia asignatura pueden escoger del libro un conjunto
de parrafos (puede haber muchas variantes) a base de los cuales (no es
obligatorio utilizarlos por completo) es posible componer un curso se-
mestral de estadistica matemdtica. He aqui una de las variantes: §§ 1, 3
¥ 5 del capitulo 1; §§ 2—4, 6—12, 14, 16, (21, 23—25), 31 y 32 del capitulo
2; 881, 2, 4, 5, 12 (13, 16) del capitulo 3. Los parrafos entre paréntesis
estdn dedicados a los procedimientos asintéticamente éptimos. Segun el
grado de preparacién de los estudiantes, es necessario organizar la ensefian-
za de dichos parrafos de la forma méds accesible u omitirlos por completo.

La lectura del libro supone el conocimiento del curso de la teoria de
las probabilidades conforme al volumen del manual de A.A. Borovkov [11].
Las remisiones a este libro, a diferencia de otras, aparecen en los lugares
que el lector, por lo visto, debe conocer, y sirven fundamentalmente para
hacer memoria.

La numeracién de los parrafos en cada capitulo del libro es indepen-
diente, asi como la de los teoremas (lemas, ejemplos, etc.) en cada pérrafo.
A fin de hacer mds cémoda la lectura se utilizan diversos sistemas para
las referencias a los teoremas, lemas, ejemplos, férmulas, etc., segiin su ale-
jamiento del pasaje que se lee. Si se hace una referencia al teorema 1 o
a la férmula (12) del parrafo que se lee, la misma se escribird del siguiente
modo: teorema 1, férmula (12). Si se trata del teorema 1 y la férmula (12)
de uno de los pérrafos precedentes de este capftulo (por ejemplo, del § 13),
la referencia tendrd la forma siguiente: teorema 13.1, férmula (13.12). Por
iltimo, si se hacen referencias a otro capitulo, aparecer4, ademds, el indica-
dor del nimero de este ltimo (primera cifra). Por ejemplo, ¢l teorema
2.13.1 denota el teorema 1 del § 13 del capftulo 2, y la férmula (2.13.12)
denota la férmula (12) del § 13 del capitulo 2. Eso mismo corresponde a
la designacién de los pdrrafos. La referencia al § 13 significa la remisién
al § 13 de este capftulo, y la referencia al § 2.13 significa la remisién al
§ 13 del capitulo 2.

El signo < significa la terminacién de la demostracidn.

Para facilitar la lectura del libro, al final de éste se da la lista de las
principales designaciones y se expone el indice alfabético de materias.

A.A. Borovkov

9%



Introduccion

En el presente libro se exponen los fundamentos de la parte de las matema-
ticas que se llama estadistica matemdtica. Para abreviar, esta tltima suele
denominarse simplemente estedfstica. Sin embargo, conviene tener presente
que tal abreviacién sélo es posible cuando existe una buena comprensién
mutua, puesto que, de por si, el término “estadistica” corresponde general-
mente a un concepto algo distinto.

¢Que representa la asignatura de estadistica matemdtica? Se pueden ci-
tar diversas "definiciones* descriptivas que reflejan, en mayor o menor gra-
do, el contenido de esta parte de las matemdticas. Una de las definiciones
m4s simples y aproximadas se basa en la comparacién relacionada con el
concepto de seleccidén de muestras de la poblacién madre, asi como con
el problema de distribucién hipergeométrica que se examina, por regla ge-
neral, al principio del curso de teorfa de las probabilidades. Conociendo
la composicién de la poblacién madre, alli se estudian las distribuciones
para la composicién de una muestra aleatoria. Es un problema directo tipi-
co de la teoria de las probabilidades. No obstante, frecuentemente también
es preciso resolver problemas reciprocos cuando se conoce la composicién
de la muestra y, basandose en ella, es necesario determinar cémo era la
poblacién madre. Tales tipos de problemas reciprocos son los que en reali-
dad constituyen, hablando metaféricamente, la asignatura de estadistica
matemaética.

Precisando algo esta comparacién se puede decir lo siguiente: en la te-
oria de las probabilidades, conociendo la naturaleza de cierto fendmeno,
aclaramos c¢dmo se comportardn (cémo estdn distribuidas) unas u otras
caracteristicas sujetas a estudio, que pueden ser observadas en los experi-
mentos. En la estadistica matemadtica sucede al revés: como material de
partida sirven los datos experimentales (generalmente las observaciones de
las variables aleatorias) y es necesario adoptar uno u otro punto de vista
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o tomar una decision determinada sobre la naturaleza del fenomeno sujeto
a examen. Ahora bien, aqui se trata de uno de los aspectos mas importantes
de la actividad humana: el proceso de conocimiento. La tesis de que el
criterio de la verdad es la prictica® estd directamente relacionada con la
estadistica matemdtica, puesto que precisamente esta ciencia estudia los
métodos (en el marco de los modelos matemdticos exactos) que permiten
responder a la pregunta de si corresponde o no la practica, representada
en forma de los resultados del experimento, a la referida nocién hipotética
acerca de la naturaleza del fendmeno,

En este caso es necesario subrayar que, al igual que en la teoria de fas
probabilidades, nos interesardn no los experimentos que permiten sacar de-
terminadas deducciones univocas sobre los fendmenos examinados en la
naturaleza, sino los experimentos cuyos resultados son sucesos aleatorios,
Con el desarrollo de la ciencia, los problemas de tal género desempefian
un papel cada vez mds importante, puesto que con el aumento de la preci-
sidn de los experimentos es cada vez mas dificil evitar el "factor aleatorio®
relacionado con diversos tipos de obstdculos y con nuestras limitadas posi-
bilidades de medicién y de cédlculo.

La estadistica matemdtica forma parte de la teoria de las probabilidades
en el sentido de que cada problema de la estadistica matemadtica es, en esen-
cia, un problema (a veces muy peculiar) de la teoria de las probabilidades.
Pero la estadistica matemdtica, como tal, también ocupa una posicién inde-
pendiente en la clasificacién de las ciencias. La estadistica matematica
puede considerarse como la ciencia del llamado comportamiento inductivo
del hombre (y no sélo del hombre) en condiciones cuando éste, a base de
su p;ropia experiencia, debe tomar decisiones con las minimas pérdidas para
é .

La estadistica matemdtica también se llama teoria de las decisiones esta-
disticas, puesto que la misma puede ser caracterizada como la ciencia de
las soluciones dptimas (las dos palabras siguientes requieren aclaracién) ba-
sadas en los datos estadisticos (experimentales). Los planteamientos preci-
$0s de los problemas se dardn posteriormente en el texto principal del libro.
Aquf nos limitaremos a citar tres ejemplos de los problemas estadisticos
mdés elementales y tipicos.

Ejemple 1. Para muchos articulos su plazo de servicio es uno de los
pardmetros principales que caracteriza la calidad. No obstante, el plazo
de servicio de un articulo (digamos, de una bombilla eléctrica) es, por regla
general, aleatorio y no se puede determinar de antemano. La experiencia
muestra que si el proceso de produccion es, en cierto sentido, homogéneo,
los plazos de servicio £, £ ... de los respectivos articulos 1, 2 etc. pueden

*) Esta cuestién se examina més detalladamente en [46].
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considerarse como magnitudes independientes igualmente distribuidas. El
pardmetro que nos interesa y que determina el plazo de servicio es natural
identificarlo con €l niimero § = M. Uno de los problemas estdndar con-
siste en determinar a qué es igual #. Para hallar este valor se toman # articu-
los fabricados y los mismos se someten a comprobacién. Sean xi, X2, ...
...; Xa los plazos de servicio de dichos articulos comprobados. Sabemos que

n

1

EZ& ;_':3
iml

para n — oo, Por eso es natural esperar que, al ser # suficientemente grande,

el nimero X = %Zx: resultard préximo a & y permitird, en cierta medida,
i=1

responder a las cuestiones planteadas. Es evidente que estamos interesados

en que ¢l nimero requerido de observaciones n sea el menor posible, y

que nuestra estimacion del nimero @ sea la mds exacta posible (el aumento

del pardmetro 6, al igual que su reduccién, conducirdn a pérdidas mate-

riales).

Ejemplo 2. Un radar explora, en los instantes de tiempo 1, f2, ..., u,
una parte dada del espacio aéreo con el fin de localizar alli cierto objeto.
Designemos por Xy, ..., X, los valores de las sefiales reflejadas que han sido
recibidas por el radar. Si en la parte observada del espacio, el objeto que
nos interesa no estd presente, los valores de x; pueden considerarse como
variables aleatorias independientes distribuidas al igual que cierta variable
aleatoria { cuya naturaleza estd determinada por el cardcter de las interfe-
rencias diferentes. Pero si en el transcurso de todo el perfodo de observa-
ciones, el objeto se encontraba en el campo de visién, entonces x; con-
tendrdn, al igual que las interferencias, la sefial ™itil* @, y los valores
de x; se distribuirdn como £ + a. Ahora bien, si en ¢l primer caso las obser-
vaciones de x; tenfan la funcién de distribucién F(x), en el segundo caso
su funcion de distribucién tendr4 la forma F(x — @). Por la muestra de
X1, ..., Xa €5 preciso decidir cual de estos dos casos tiene lugar, o sea, si
existe o no, en la parte observada del espacio, el objeto que nos interesa.

En este problema serd posible sefialar, en cierto sentido, "la regla éptima
decisiva® que resolvera el problema planteado, con errores minimos. No
obstante, el problema enunciado puede ser complicado del modo siguiente.
Primero falta el objeto y luego, a partir de la observacién de nimero 6
desconocido, el mismo aparece. Hay que determinar, lo mds exactamente
posible, el instante 6 de su aparicién, Es el llamado ”problema de de-
sarreglo” que también tiene una serie completa de otras interpretaciones
importantes para su aplicacién.
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Ejemplo 3. Cierto experimento se realiza al principio n; veces en condi-
ciones A y luego m; veces en condiciones B. Designemos por Xi, ..., Xa,
€ Y1, -, ¥m los resultados de estos experimentos en condiciones A y B,
respectivamente. Es necesario contestar a la pregunta: ;se reflejar4 el cam-
bio de las condiciones del experimento en sus resultados? Con otras pa-
labras, si designamos por P4 la distribucién de x;, 1 € i< m, y por Pg,
la distribucién yi, 1 < i < np, entonces la cuestién consistird en contestar
a la pregunta si se cumplird o no la relacién P4 = Pj.

Por ejemplo, si hay que determinar si influye o no cierto preparado
en el desarrollo, digamos, de las plantas o los animales, entonces paralela-
mente se hacen dos series de experimentos {con el preparado y sin éste)
cuyos resultados es preciso saber compararlos.

A menudo también surgen problemas mis complejos cuando una cues-
tién andloga se plantea para muchas series de observaciones realizadas en
condiciones diferentes. Si los resultados de tales observaciones dependen
de las condiciones, suele ser necesaric comprobar el distinto caricter de
esta dependencia (el llamado problema de regresién).

El ejemplo 3 y los problemas més complejos anteriormente menciona-
dos pertenecen a la clase de problemas estadisticos con dos muestras y mds.
Los mismos se examinan en el capitulo 4.

Podriamos continuar la lista de ejemplos de problemas estadisticos tipi-
cos, distintos en cuanto a su complejidad y a su esencia. No obstante, para
ellos serdn comunes las siguientes dos circunstancias:

1. No tendriamos ninguna dificultad si conociéramos las distribuciones
de los resultados de las observaciones que figuran en los problemas.

2. En cada uno de estos problemas debemos, a base de los resultados
de los experimentos, tomar cierta decisién en cuanto a la distribucién de
las observaciones disponibles (de aquf precisamente proviene la denomina-
cién "Teorfa de las resoluciones estadisticas* mencionada mds arriba).

En virtud de estas dos advertencias, para la exposicién del material ulte-
rior y, en particular, para la resolucién de los problemos citados como
ejemplos, adquiere importancia de principio el siguiente hecho. Segiin los
resultados de las observaciones x,, ..., X, de cierta variable aleatoria £, es
posible, con grandes valores de n, restablecer, tan exactamente como se
quiera, la distribucién desconocida P de dicha variable aleatoria. La afir-
macién andloga también es vélida para toda funcional 8 = 6(P) de esta
distribucién desconocida.

En este hecho se basa la estadfstica matematica. A él y a planteamientos
més precisos de los problemas estd dedicado el capitulo I
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Muestra. Distribucion empirica.
Propiedades asintéticas de las estadisticas.

En los §§ 1—4 se introducen los conceptos de muestra y de distribucién empirica y se exami-
nan sus propiedades el tales, principalmente asintéticas, que son la base de la estadistica
matemdtica.

En ¢l § 5 se exponen los llamados teoremas de continuidad (sobre 1a convergencia de
las distribuciones de las funciones de las sucesiones de variables aleatorias) que se utilizan
en todo el libro.

Los §§ 6—10 estdn dedicados a propiedades asintéticas mds finas de las distribuciones
empfricas y al estudio de las distribuciones lmites para los tipos principales de estadisticas.

§ 1. Concepto de muestra

El conjunto de resultados de las observaciones sirve de material inicial para
toda investigacion estadistica. En los casos elementales, estos resultados
ne son més que los valores experimentales (obtenidos en las pruebas) de
cierta variable aleatoria £. Ya hemos sefialado que en los problemas de esta-
distica, la distribucion P de esta variable aleatoria se desconoce por lo me-
nos parcialmente,

Supongamos que G es un experimento relacionado con la variable ale-
atoria £ Formalmente, para este experimento debemos construir un medelo
matemdtico del cual forme parte el espacio probabilistico ( 2 B, P), v
asignarle, de modo conveniente, la funcién medible que precisamente se
denomina variable aleatoria £ (véase [11]). El espacio (2, By, P), sin li-
mitar la generalidad, puede considerarse "muestral (véase [11]), o sea, po-
demos estimar que 2~ es el espacio de los valores de £(x) = x. En este
caso P se puede denominar distribucién de

Si £ es una variable aleatoria numérica, 2" es la recta numérica R; si
£ es un vector, @’= R™, m > 1. En lo sucesivo tendremos en cuenta, por
regla general, sélo estos dos casos, o sea, por 2" entenderemos R {caso uni-
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dimensional) o bien R™, m > 1 (caso multidimensional). En calidad de
B se elige con mas frecuencia el o-dlgebra de conjuntos de Borel ¥,

Si se sabe de antemano que P estd concentrada en la parte B € 8- del
espacio 2 por & puede resultar cémodo entender B, y por By, la
contraccién del o-dlgebra By sobre B.

Examinemos n repeticiones independientes del experimento G (véase
[11], p. 38) y designemos por X, ..., X, €l conjunto de observaciones obteni-
das. El vector

Xa(%iy vy Xn)

se llama muestra de volumen n de la poblacidn con distribucion P. A veces
se utilizan variantes mds breves 0 mds completas de este término: "muestra
de la distribucidn P* o "muestra simple de volumen n de la poblacién
madre con distribucidn P,

Simbdlicamente, la relacién "X, es una muestra de la distribucién P*
se escribird, por medio del signo &, del modo siguiente:

X, €P (1h)

Tal forma de escritura también serd utilizada para otras variables aleato-
rias. Por ejemplo, la relacién

tep 2)

significard que £ tiene la distribucién P. Tal uso del simbolo &€ se halla
en correspondencia con (1), puesto que esta Gltima ha sido determinada
para cualquier n, en particular, para n = 1.

Si £ y n son dos variables aleatorias (dadas, hablando en general, en
diferentes espacios) con iguales distribuciones, designaremos este hecho por
£ =m asi que si X, e ¥, son dos muestras de igual volumen de la distribu-

cién P, podemos escribir X, = Ya.

En los segundos miembros de (1) y (2), en vez de la distribucién P puede
figurar, a veces, la funci6n de distribucién correspondiente a P. Asi que
si F(x) = P(( — o, x)), la escritura de

XnEF

sera idéntica a (1).
El propio concepto de “muestra de la poblaciéon madre* también se

* Muchas partes del libro también serén vdlidas en una situacién mds general, cuando
& es un espacio métrico arbitrario con un o-dlgebra By de conjuntos de Borel, o sea, con
un p-dlgebra originada por los conjuntos abiertos de 37
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encuentra al examinar modelos probabilisticos elementales relacionados
con la extraccién de bolas de una urna, en la definicién cldsica de la proba-
bilidad (véase [11], § 2 cap. 1). Cabe sefialar que la definicién de la muestra,
introducida mas arriba, se halla en plena correspondencia con este concep-
to introducido anteriormente y, en esencia, coincide con él. Si x; (o la va-
riable aleatoria £) pueden adoptar sélo s valores @, .., @, ¥y las
probabilidades de estos valores son racionales, o sea,

&
Pe=aq)=D, DIN=N,
Jwi

entonces la muestra X, puede representarse como el resultado del
"muestrec con devolucién® (en el sentido del cap. 1 [11]) de una urna con
N bolas, entre las cuales N; bolas estdn marcadas con @, M bolas con
az, etc

Como objeto matemdtico la muestra, X = X, (el indice » serd con fre-
cuencia omitido) no es sino la variable aleatoria (xj, ..., X) con valores
en el espacio "n-dimensional* 2™ = 2" X ... X 2"y con una distribu-
cién que para B = By X By X ... X Bx, Bj€ By se determina por las
igualdades

P(X € B) = P(xi € By, ., %x € By) = [] P(xi€ B) ®
i i=1

Con otras palabras, la distribucién P sobre 2 es el producto directo muil-
tiplo de n de las distribuciones "unidimensionales* dadas.

En lo que concierne a las designaciones de la distribucién P y otras,
nos sujetaremos a las siguientes acuerdos que ya hemos utilizado parcial-
mente en (3) y que nunca provocardn equivocaciones.

1. Utilizaremos el mismo simbolo (en particular, P) para las distribu-
ciones en ( Z; Bg-) y para ¢l producto directo de estas distribuciones en
(2™, BY) (véase (3)), donde BS- es el o-dlgebra de los conjuntos de Borel
en 27, La diferencia serd determinada tan sélo por el argumento de la
funcién P.

2. La probabilidad de llegada de la variable X, digamos, de 8%- al con-
junto B, a veces serd cémodo designarla por P(B), y a veces por P(x ¢ B).
Esto es lo mismo, ya que 2™ es el espacio muestral de X.

3. Por 1iltimo, utilizaremos el simbolo P para designar el concepto gene-
ral de probabilidad (o sea, la probabilidad correspondiente a cualesquiera
otras variables aleatorias sin concretizar el espacio probabilistico).

En virtud de (3) podemos considerar la muestra X como un suceso ele-
mental en el espacig probabilistico muestral (2™, 8%-P) (véase [11] capitu-
lo 3, § 2). Sefialemos que en cuanto a la muestra X admitiremos una
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interpretacién doble de esta designacién y del objeto: como variable aleato-
ria y como vector de los datos numéricos reales obtenidos en los experimen-
tos realmente realizados. Como muestra la experiencia, tal interpretacién
doble es bien tolerable y no suscita equivocaciones, aungue admite la exis-
tencia simultdnea de las notaciones que tienen la forma P(x; < 1) = F(7)
¥ la forma x; = 0,74, x; = 0,83, etc

La muestra es el objeto inicial principal en los problemas de la estadfsti-
ca matemdtica. Sin embargo, en la prictica, sus elementos x,, Xz, ... no
siempre, ni mucho menos, son independientes. En nuestros andlisis tampo-
co excluiremos tal posibilidad. Ademds, para no hacer menciones adiciona-
les, en caso de observaciones dependientes consideraremos que se trata de
una muestra de volumen # = 1, mientras que las observaciones no son méds
que las coordenadas del vector x; (en efecto, la naturaleza del espacio Z'es
arbitraria).

En lo sucesivo tendremos que examinar a menudo las muestra X, de
volumen » indefinidamente creciente. En tales casos es cémodo suponer
que se da la muestra Xo = (X1, Xz ...) de volumen infinito, y X = X, no
es sino la poblacién de sus primeras n coordenadas. Por muestra de volu-
men infinito X~ entenderemos el elemento del espacio probabilistico
muestral (2%, BZ-, P), donde 2™ es el espacio de sucesiones (x1, xz, ...);
o-dlgebra B3 ha sido generada por los conjuntos ;QNU"GB‘]’ B € By,

N =1, 2, ..; la distribucién P posee la propiedad (3). Segiin ¢l teorema
de Kolmogérov ([11]), tal distribucién siempre existe. Por consiguiente, la
suposicién sobre la existencia de la muestra X.. de volumen infinito de nin-
gin modo limita la generalidad.

La propia sucesién infinita (muestra infinita) X.., en los estudios de
cardcter tedrico-probabilistico puede interpretarse como un suceso elemen-
tal (compdrese con [11]).

En los casos cuando necesitamos entender X, como un subvector X,
escribiremos

Xﬂ' = {Xl’]lh
donde [:]. es el operador de proyeccién de 2™ en 2™, determinado de
modo evidente. Con arreglo a lo dicho anteriormente, la notacién

Xo€P

significard que X. es la muestra de volumen infinito de la distribucién P.

Si surge la necesidad de sefialar especialmente el” hecho de que no se
trata de la distribucién en ( 2™, 8%-), sino en ( 2™, B3-) 0 en (2 Bg)
para n1 < eo, también utilizaremos la designacién P* (P”). La conservacién
de los indices superiores *’o* y ”1* en todo el texto llevarfa a designaciones
muy complejas.
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§ 2. Distribucién empirica (caso unidimensional)

Sea dada la muestra X = (x;, ..., Xx) € P, x; € 2"= R. Examinemos la
recta real R con o-dlgebra de los conjutos de Borel B en la distribucién
discreta Py sobre (R, B) concentrada en los puntos xi, ..., Xx, para la cual
Ia probabilidad del valor x; se supone lgua! a 1/n. En otros términos, para
todo B €%, segiin la definicién,

PiB) = A8), M

donde »(B) es el nimero de elementos de la muestra X que se encuentran
en el conjunto B, La distribucién P se llama distribucidn empirica cons-
truida segin la muestra X {o correspondiente a la muestra X). Esta distribu-
cién también puede representarse de la forma siguiente. Sea L«(B) la
distribucién concentrada en el punto x:

1B = {5 Tem

n
entonces, evidentemente, (B} = EI;,(B).

PYB) = —ZL,(B) @

i=l

Est4 claro que para todo B de Borel, Pz(B) como funcion de la muestra
es una variable aleatoria. Ahora bien, se trata de una funcién aleatoria
de los conjuntos, o bien d¢ una distribucién aleatoria,

Supongamos ahora que X» € P, X; = [X=s]n ¥ # — . Entonces ob-
tendremos una sucesién de distribuciones empfricas P,. El hecho interesan-
te consiste en que esta sucesion se aproxima indefinidamente a la
distribucién inicial P de la variable aleatoria sujeta a observacién. Este
hecho tiene importancia de principio para toda la exposicidén sucesiva, ya
que el mismo muestra que la distribucién desconocida P puede ser restable-
cida tan exactamente como se quiera, basdndose en una muestra de volu-
men suficientemente grande.

Teorema 1. Sea B€B y X, = [X)n € P. Enfonces, para n = «
+(B) = P(B).
(4 8
La convergencia con la probabilidad 1 aqu{ se sobreentiende con respec-
to a la distribucién P = P en (R™, 8%, P). Necesitamos la suposicién

X = [Xs]a para que las variables aleatorias Pz(B) se den en un solo espacio
probabilistico.
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Demostracién. Examinemos la definicién (2) y notemos que L.(B) son
variables aleatorias independientes igualmente distribuidas, MI,(B) =
= P{I;(B) = 1) = P(x; € B) = P(B). Como P;(B) es la media aritmética
de estas variables, nos queda hacer uso de la ley fuerte de los grandes nime-
ros. <

El teorema 1 establece la convergencia de Pr(B) y P(B) en cada "punto®
de B. No obstante, también tiene lugar una afirmacién mds fuerte de que
tal convergencia es, en cierto sentido, uniforme respecto a B.

Designemos por § la poblacién de los conjuntos B que son semiinterva-
los de forma [4, b) con extremos finitos o infinitos y volvamos a suponer
que X» = [Xula.

Teorema 2 (de Glivenko — Cantelli).
s;;.ég [PR(B) — P(B)| = 0.

A decir verdad, con los nombres de Glivenko y Cantelli est4 relacionada
una afirmacién algo diferente, que se refiere a un concepto importante de
la funcidn empfrica de distribucidn. Por definicién, ésta es la funcién de
distribucién correspondiente a Px. En otros términos, se llama funcidn em-
plrica de distribucion Fn(x) la funcién

Fa(x) = Pa(( — o, X)).
La variable nFx(x) es igual al nimero de elementos de la muestra que son
menores que x. En las condiciones reales, para construir F;(x) se utiliza

a menudo el procedimiento siguiente. Los elementos de la muestra (xi, ...,
Xn) se ordenan de manera creciente, o sea, de ella se forma la sucesidn

Xy S X@) € - € X
que se llama serie variacional. Entonces podemos suponer que

Fax) =% para x € (X, X@+1n),

donde k recorre los valores de 0 a i, Xqqy = — 0, X(n+1) = %, Evidentemen-
te, Fn(x) es una funcién escalonada que tiene saltos de 1/# en los puntos
X; si todos los valores de x; son diferentes.

Sea F(x) = P(~ o, x) la funcién de la distribucién £ (o x;, que es lo
mismo) y X, = [Xa]n. El teorema de Glivenko — Cantelli consiste en lo
siguiente:

Teorema 2A. Sin - o

sup |Fa(x) — F(x)f 0.
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Ma4s abajo omitiremos el indice # en las designaciones de Fy y escribire-
mos simplemente F°,

Demostracién del teorema 2A, Para abreviar supongamos primeramen-
te que la funcidn Fes continua. Sea £ > 0 un mimero dado, arbitrariamente
pequeiio, de tal modo que el nimero N = 1/¢ sea entero. Cémo F es conti-
nua, podemos sefialar los niimeros zp = — %, 2, ..., Zv-1, v = % con los
que

. F(z) = ks = %

Flzo) =0, F(z1) = & =lﬁ. “
e Flz) = 1.
Para z € [z, Zx+)) son vilidas las relaciones

F(2) - F(2) € F(z+1) — F(z) = F(z%+1) = Flze+1) + & 3
F(2) — F(2) 2 F(zx) — F(ze +1) = F'(z) — Flz) — &

Designemos por A, el conjunto de sucesos elementales w = X, en los
cuales F*(z) ~ F(z*)f\.r Segiin el teorema 1, P(4;) = 1. Por consiguiente,

para cada w€ 4 = () Ax se encontrard un valor de n(w) tal, que para

todos los valores dt: ::o;s n{w) se cumplird
|F‘(z¢) ~Flz)<e k=01, .., N 4)
Pero junto con (3), dichas desigualdades contribuyen a que
sup |F*(z) - F(2)] < 2e. *

Asf pues, esta relacién tiene lugar para un valor arbitrario de £ > 0, para
todos los valores de w € A y para todos los valores bastante grandes de
n 2 n{w). Como P{4) = 1, ¢l teorema para la funcién continua F se consi-
dera demostrado.

Para la funcién arbitraria F(x), la demostracion del teorema se realiza
absolutamente igual. Se debe s6lo hacer uso de la circunstancia siguiente:
para toda F(x) existe un nimero finito de puntos —®o = <71 < ...
. < Zv-1 < Zv = © con los que

Flzes1) - Flu+0)<e k=01, ., N-1 )
(para evidenciar podemos considerar que €l conjunto {z/} contiene todos

los puntos de los saltos de F que por sus valores superan, por ejemplo,
£/2). Absolutamente igual que en (3) obtenemos que para z € (Ze, Ze+1),

F(2) — F(z) € F(ze+1) — Flzes1) + &

7
F'(2) = F(z) 2F"(z + 0) ~ F(z + 0) — . @
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A los conjuntos A, que se determinan como antes, les agregaremos
los conjuntos A&, k = 0, 1, ..., N en los que F*(z + 0) = F(z + 0). En-
tonces, segun el teorema 1, P(A4y) = P(AJ) = 1, y en el conjunto A =

N

= (N AxA#, P(A) = 1, para valores de n > n(w) bastante grandes serd vi-
k=0

lida (4), asi como las desigualdades
|F(zx+0) = Flzc + 0)| <e, k=0,1, .., N

Junto con (7) estas desigualdades conducen a (5). <«

El teorema 2A es un caso particular del teorema 2, ya que los conjuntos
(==, x) pertenecen a §; por otro lado, el teorema 2 se obtiene ficilmente
en calidad de corolario del teorema 2A, puesto que para B = [ag, b)

[PA(B) — P(B)| < |Fa(b) ~ F(b)| + |Fa(a) — F(a)l,
¥, por consiguiente,
sup [Pi(B) — P(B)| < sup [IFa(b) = F®)| + |F3(a) = Fl@)]] = .

Observacién 1. Es f4cil notar que los razonamientos de ese mismo géne-
r0 nos permiten, en calidad de poblacién de los conjuntos § en el teorema
2, tomar las poblaciones de los intervalos {a, b), de los segmentos [a, b]
y de sus uniones finitas (de mimeroc no mayor que cierto N).

Por otro lado, si en calidad de § en el teorema 2 se toma una clase
bastante rica de conjuntos, la afirmacién del teorema deja de ser justa.
Por ejemplo, si § contiene las uniones de cualquier nimero finito de inter-

L]
valos, entonces el conjunto B,= |J (m - 1/n% xx + 1/n%)€§,
k=1

P:(By) = | y para la distribucién uniforme en [0, 1], P(B.)} < 2/n, asf que
Sup [Pa(B) — P(B)| > P:(By) — P(By) = 1.

Concluyendo este parrafo sefialaremos que la representacién (2) permite
obtener para P, teoremas sobre ¢l comportamiento asintético aiin mds exac-
tos que los teoremas del tipo de Glivenko — Cantelli (estos resultados seran
representados en los §§ 4 y 6). Para ilustrar las posibilidades que aqui exis-

L)
ten recordemos que > 1;(B) en (2) es la suma de las variables aleatorias
iml
independientes ¢ igualmente distribuidas en el esquema de Bernoulli

ML (B) = P(I,(B) = 1) = P(B),
MI;(B) = P(B), DI(B) = P(B)I - P(B)).
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Por eso, del teorema central del limite se deduce inmediatamente la afirma-
cién siguiente:
Teorema 3. PI(B) es representable en la forma

PXB) = P(B) + ‘"—:g—’l. ®)

donde la distribucion {a(B) = = D (L(B) — P(B)) converge hacia la
V{’_l i=1
distribucidn normal con los pardmetros (0, P(B)1 — P(B)).
El estudio ulterior de P3(B) en este sentido se ofrece en el § 6. Teoremas
més exactos sobre la convergencia con probabilidad 1 se dan en el § 4.

§ 3. Caracteristicas muestrales. Dos tipos de estadisticas

1. Ejemplos de caracteristicas muestrales. Por caracteristicas muestrales
suelen entenderse las diversas funcionales medibles de una distribucién em-
pirica o, dicho de otro modo, las funciones de una muestra que se supone
que son medibles. Entre ellas, los momentos muestrales (0 empiricos) son
los més simples. Lldmase momento muestral de orden k el valor de

ak = a(X) = Sx*dF;(x) = % fo‘.

im]

El momento central muestral de orden k es igual a

ai° = a;°(X) = !.(x - el dFi(x) = —,1; Z(x; —adk.

ial

Para los momentos muestrales aj y a3° en la literatura se utilizan desig-
naciones especiales, ¥ y §%

F=ai=idin, a0 =102
i=l

En los problemas estadisticos se usan las caracterfsticas muestrales mds
diferentes. Por ejemplo, l1a mediana muestral ¢* es el valor medio de una
serie variacional, o sea, el valor de {* = X(m) si # = 2m — 1 (impar) vy
£* = (xgmy + X(m4+)/2 si n = 2m (par). Recordemos que por mediana ¢
de la distribucién continua P se entiende la solucién de la ecuacién
F(t) = 1/2.
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Un concepto mas general es el de cuantila {p de orden p. Es el nimero
para el cual F({,;) = p. Asi que la mediana es una cuantila de orden 1/2.
Si F tiene puntos de discontinuidad (componente discreta) entonces esta
definicién pierde su sentido. Por eso en un caso general utilizaremos la
definicién siguiente:

Se denomina cuantila ¢, de orden p de la distribucién P el nimero

{p = sup {x: F(x) <p).

Como funcién de p la cuantila {, no es més que la funcién F~!(p), inversa
a F(x).

Es evidente que, a diferencia de la anterior, esta definicién de ¢, (o
de F~1(p)) tiene sentido para cualesquiera F(x).

Es natural que a la par con las medianas muestrales podemos examinar
las cuantilas muestrales ¢, de orden p que por definicién son iguales al
valor de x¢), donde /= [np] + 1, X son los términos de la serie va-
riacional para la muestra X, & = 1, ..., n. Para p = 1/2 utilizaremos la defi-
nicién {* = {12 que hemos dado anteriormente {(coincide tan sélo con la
definicién dada para n impares).

2. Dos tipos de estadisticas. Supongamos que se da una funcién medible
Sde nargumentos. La caracteristica muestral S(X) = S(x;, ..., X») 2 menudo
también se llama estadistica. De lo dicho anteriormente se deduce que cual-
quier estadistica es una variable aleatoria. Su distribucién se determina por
completo mediantela distribucidn P(B) = P(x, € B)(recordemos que S(X)se
puede considerar como una variable aleatoria dada en (2™, 8%, P), donde
P es el producto directo muiltiplo de # de las distribuciones unidimensionales
de x;).

Destaquemos aqui dos clases de caracteristicas que se encontrardn fre-
cuentemente a continuacién. Se construirdn con ayuda de los dos tipos si-
guientes de funcionales G(F) de las funciones de distribucién F:

I. Funcionales que tienen la forma

G(F) = h([s(drx)),
donde g es la funcién dada de Borel; A, la funcién continua en el punto

a= Sg(x)dFo(x). donde F es tal que X € Fp.

II. Funcionales G(F) continuas en el “punto” F en la métrica uniforme:
G(F"™) =+ G(Fp), si sup |F™x) — Fo(x)| = 0, los portadores * de las distri-

buciones de F pertenecen al portador de F5. Aqui, como antes, Fp es la fun-
cién para la cual X € Fp.

*) El portador Nr de la distribucién P con la funcién de distribucién F es el conjunto
para el cual P(Np) = 1.
3—8030
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Yamos a definir las clases respectivas de estadisticas con ayuda de la
igualdad
S(X) = G(F7),

donde F;, es la funcién empirica de distribucién. Entonces obtenemos:
I. Clase de estadisticas de tipo 1, representables en la forma

500 = n( {scaarien) = n(} i}g(xs)).
i=1

Esevidentequetodoslos momentos muestrales tienen la formade las estadisti-
n

cas aditivas % Eg(x:) y figuran entre las estadisticas del tipo I.
f=1

11. Clase de estadisticas que llamaremos estadisticas de tipo 11 o bien esta-
disticas continuas en el punto Fa.

Est4 claro que, por ejemplo, la mediana muestral serd la estadistica conti-
nua en el punto F si existe la mediana ¢, F({) = 1/2 y Fes continua y crece
estrictamente en el punto ¢.

La pertenencia de las funcionales a una de las clases mencionadas no es,
desde luego, alternativa. La funcional G(F) puede no pertenecer a ninguna de
estas clases o pertenecer a ambas clases a la vez. Por ejemplo, si G es una fun-
cional de tipo 1, el portador de F estd concentrado en el segmento [a, 5]
(F(a) = 0, F(b) = 1) yla funcidn g tiene una variacién limitada en [a, 5], en-
tonces G serd simultdneamente una funcional de tipo I1, ya que en este caso
la funcional

b
[8(0)dF(x) = g(b) ~ [F(x)dg(x)
a
€s continua con respecto a Fen la métrica uniforme. Lo dicho quiere decir que
las estadisticas de tipo [ X y §% serdin también de tipo Il si X € P y P est4 con-
centrada en el intervalo finito.
Podemos completarlosteoremas 2.1 y 2.2 con lasiguiente afirmacién sobre
la convergencia casi segura de las caracteristicas muestrales.

Teorema 1. Sea, como antes, X, = |Xu|z € . En este caso, si
S(X) = G(Fx) es la estadistica de tipo 1 6 I, para n = «

G(FR) — = G(F).
Aqui se supone, desde luego, que el valor de G(F) existe.

Ahora bien, las muestras de gran volumen permiten estimar no sélo
la propia distribucién P, sino también las funcionales de esta distribucién,
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por lo menos aquellas que pertenecen a una de las clases citadas en el
teorema.

Demostracidén de la afirmacién para ambas clases de estadisticas es casi
evidente. Sea, por ejemplo, G(F) = h (Ig(x)df'(x)). Entonces

S =5X)= Sg(xm(x) = % Eg(xf)

=1

es la suma de las variables aleatorias independientes, con la esperanza mate-
matica
Mg(n) = [g(x)dF(x).

Por eso en consonancia con la ley fuerte de los grandes mimeros
§ — — Mg(x)). Sea ahora 4 = [ Xx: S(X) — Mg(x1)]. Entonces P(4) = 1

¥ 5i X € A, entonces S(X) = Mg(x1), #(S(X)) = A(Mg(x,)). Con otras pa-
labras, en el conjunto 4

G(F7) = G(F).

La afirmacién del teorema para las funcionales de segundo tipo es el
corolario directo del teorema de Glivenko — Cantelli. <

Del teorema se deduce que los momentos absolutos y centrales conver-
gen casi seguramente para n — oo a los momentos correspondientes de la
distribucién P:

N
at = ai(X) =1 D xF— = Mk,
n T -]

ai* = at*(0 =1 Dl — DF = > M - Mu*.

i=l

En particular,

s? =%2(x:-—‘)’ =%Zx?-—3€’-l)xl.

fam]

Ahora bien, hemos establecido un hecho importante que tiene para no-
sotros el valor de principio: con el aumento del volumen de la muestra,
la distribucién empfrica y una amplia clase de funcionales de ésta se aproxi-
man indefinidamente a los valores “teéricos™ correspondientes.

Teoremas mds exactos de la distribucién de las caracteristicas muestrales
se exponen en los §§ 7 y 8.

3!“
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§ 4. Muestras multidimensionales

1. Distribuciones empiricas. De un modo completamente andlogo se cons-
truyen las distribuciones empiricas y las cardacteristicas muestrales en el
caso muitidimensional cuando la variable aleatoria observada £, y junto
con ella también los valores muestrales x,, ..., X», son vectores de dimensién
m> 10 Xk = (Xe, 1, -, Xk, m). Aqui P(B) = P({€ B) es la distribucién
en Z'= R™, y el espacio muestral aqui serd ( 2™, B%-, P), donde P es el
producto directo miltiplo de n de las distribuciones P en (R™, By-= BY).
La designacién X € P conserva por completo su sentido.

La distribucién empirica P,, basada en la muestra X, se construye, al
igual que antes, como una distribucién discreta con masas de valores 1/n
en los puntos xi, ..., X., as{ que

re=X2_15 1o,

donde »(B) es el mimero de puntos que entran en el conjunto B, y Iy,
la distribucién concentrada en el punto x;.

Es evidente que la afirmacién del teorema 1 acerca de la convergencia
de Pr(B) — i P(B) aquf también serd vdlida.

La generalizacién del teorema de Glivenko — Cantelli para el caso mul-
tidimensional est4 relacionada con la aparicién de cuestiones cualitativa-
mente nuevas. Una de ellas consiste en generalizar el concepto de intervalos
para el caso multidimensional. Puede haber varias generalizaciones de tal
género, por ejemplo, rectingulos, conjuntos convexos, etc.

Una variante elemental de generalizacién del teorema de Glivenko —
Cantelli es la siguiente.

Sea y = (1, ..., ¥m) €l punto R™, y B, un dngulo con vértice en el punto
t= (h. [ fm):

B = [{yeR™ wm<t, k=1, .., m).

La funcién Fi(1) = Pi(By)

se llama funcidn empirica de distribucidn.
Teorema 1. Sea X, = [Xzl,, X € F. Entonces
sup |FR(1) — F(1)] ~ >0
Sin— co,

2% Variantes mds generales del teorema de Glivenko — Cantelli. Ley
de logaritmo repetido. Una de las generalizaciones posibles de los teoremas
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del tipo de Glivenko — Cantelli consiste en lo siguiente. Sea § la clase
de todos los conjuntos convexos sobre R™,

Teorema 2. Supongamos que Xn = [Xo)n, Xo € P y que la distribucidn
P es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en R™. En-
tonces

sup [Pa(B) — P(B)| ~ 0 m

Otras generalizaciones posibles del teorema 1 pueden ser obtenidas con
ayuda de las afirmaciones del Suplemento 1.

Observacién 1. La exigencia de que la distribucién P sea absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue es muy importante en el
teorema 2. Esto 16 demuestra el ejemplo siguiente. Sea P la distribucién
uniforme en una circunferencia unitaria (o sea, en el limite de un circulo)
en R% Construyamos el poligono cerrado By con los vértices en los puntos
X1, .y Xn situados en dicha circunferencia. Es un conjunto convexo. Sin
embargo, P(Bx) = 0, Px(Bx) = 1, es incorrecta y, por consiguiente, también
lo es la relacién (1), donde € es la clase de los conjuntos convexos.

Las afirmaciones de los teoremas del tipo de Glivenko — Cantelli
pueden ser precisadas considerablemente, por lo menos, para las clases ele-
mentales de conjuntos. Por ejemplo, para las funciones empiricas de distri-
buciones F;(r) (véase el teorema 1) se puede sefialar la siguiente sucesién
determinada: b, — 0 cuando 7 — oo, para la cual, con la probabilidad 1
(para casi todos los “puntos” X.),

lim sup b; ! sup |Fa(t)y — F(1)| = 1.

N+
Resulta que el orden de pequefiez de b, equivale al de lilnn—" ;

Teorema 3 (ley del logaritmo repetido). Si F(¢) es continua, entonces

P }&E sup ﬁ-ﬁ— sup |Fa(0) = F(0)| = 1) =1

El teorema 3 estd estrechamente relacionado con la aproximacién nor-
mal para Fr(f) de la forma (2.8) que, evidentemente, en el caso multidimen-
sional también tiene lugar,

La demostracién de los teoremas 1 y 2 se da en el Suplemento 1, y
la demostracién del teorema 3 véase en [52].

3. Caracteristicas muestrales. En el caso multidimensional, al igual que
en el unidimensional, éstas son distintas funciones medibles de la muestra.
Las mds elementales de ellas son los momentos muestrales, Por ejemplo,
los momentos muestrales de primer orden son iguales a
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n
- - l .
aly = ai (X} = = E :Xk..h Jj=1, .., m
k=l
Los momentos de segundo orden (ordinarios y centrales)
"
as.y = a3,y(X) =% Xe,Xkjs Hf=1, wy, m,
ko]

a
ay=sy=1 7 (ui - aldee, - alp,
k=1

etc. Al igual que en el caso unidimensional, con ayuda de la ley fuerte de

los grandes niimeros es f4cil cerciorarse de que estas caracter{sticas conver-

gen, con probabilidad 1, hacia los momentos “tedricos” correspondientes.

En particular, Sy — M(x,,; — Mxp,i}(x1; — Mx,,;). Es fécil convencerse (es-
L= 8

to se analiza m4s detalladamente en el pdrrafo siguiente) de que los coefi-
cientes de correlacién muestrales

Sy M(x1,i — Mx; J(X1,s — Mx,,))
ry=———— = oX1X1y) = -
v VSuSy i AL VDX1,/DX1
también poseen esta misma propiedad.

Para obtener teoremas mds exactos de la distribucién de las caracter{sti-
cas muestrales nos serdn tiles los llamados teoremas de continuidad.

§ 5. Teoremas de continuidad

En lo sucesivo necesitaremos ciertos conceptos auxiliares que utilizaremos
a menudo y que podrian ser llamados teoremas de continuidad. Para facili-
tar su estudio, a ellos les dedicamos un pérrafo especial. Anteriormente
ya hemos utilizado un teorema de este tipo — el teorema 3.1. El primer
teorema de continuidad serd muy parecido a éste.

Teorema 1 (primer teorema de continuidad). Sea X = |Xol» € P. En
este caso, si Sy = Su(X) es una sucesidn de estadisticas escalares o vecto-
riales, tales que S, —+ So, y H(s) es una funcidn continua casi por doguier

&%,

con respecto a la distribucidn de la variable aleatoria So (0 sea, H(s) es
continua en cada punto del conjunto B, P(S,€ B) = 1), entonces
H(Sx(X)) — i H{(S).

Si S, converge hacia S segiin la probabilidad (S, = So), entonces para
las demds condiciones semefantes, H{S,) —; H(So).
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La demostracién del teorema es casi evidente. Como las probabilidades
de los sucesos A = [ Xa: Sp(Xe) = So(Xao)} ¥ € = [ Xe: So(Xe) €8} son
iguales a 1, entonces, en virtud de la igualdad P(ANC) = P(A4) + P(C) -
~P(AUC), la probabilidad del suceso ANC (en el cual
H(Sx(Xx)) = H(So(X-))) también es igual a 1.

Para simplificar la demostracién de la convergencia en probabilidad,
supongamos adicionalmente que S = const (sélo necesitaremos este caso).
Para un valor dado de ¢ > 0 hay un valor de § > 0 tal, que el suceso
An = (X! |Sp — So| < 8} contribuye a que |H(S,) — H(%)| < ¢ y ademds,
P(A:) > 1 — g para todos los valores de n bastante grandes. Por lo tanto,
para tales n tenemos 1 — ¢ < P(A,) € P(H(S,) - H(&)| < e). <

Antes de enunciar los teoremas siguientes, introduzcamas ciertas desig-
naciones que serdn cédmodas posteriormente.

Supongamos que se ha dado una sucesién de vectores aleatorios
7 = (0, ..., 25”) (no obligatoriamente en el mismo espacio probabilisti-
co). Si las distribuciones 5. convergen débilmente (cuando n — =) hacia
la distribucién de cierta variable aleatoria », entonces designaremos este
hecho con el simbolo

Nn = N (0]

Aquf utilizamos, para las variables aleatorias, el signo = de convergencia
débil de las distribuciones. Al igual que antes, utilizaremos también este
signo para las propias distribuciones, asi que la relacién (1) es equivalente
a que

Q.=0Q

donde Q, y Q son las distribuciones de n. y 7 respectivamente. Tal convenio
es comodo y no conduce a equivocaciones.
Estd claro que de y, —P—’ 1 0 de 92 = 3 se deduce 3, = 5 (compérese
(LN

con [11], p. 133).

Ahora bien, si se trata de la relacién (correspondiente a una convergen-
cia débil) entre objetos de igual naturaleza (entre variables aleatorias o entre
distribuciones), usaremos el simbolo =. También serfa conveniente tener
el simbolo para expresar el hecho de que “las distribuciones de n, convergen
débilmente hacia Q cuando n = o', Escribiremos esta relacién de la forma

™ e, (2}

asi que el simbolo & expresa el mismo hecho que =, pero une objetos
de distinta naturaleza, al igual que el simbolo &€ respecto a n 8 Q (2 la
izquierda en (2) se encuentran las variables aleatorias, y a la derecha, la
distribucién).

Sean 7, y n vectores aleatorios de R*.
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Teorema 2 (segundo teorema de continuidad). Sin, = 5 ¥ H(?), t €R" es
una funcién continua de R* en R*, entonces H(n,) = H(z).

Sefialemos que, en realidad, este teorema también es cierto en una forma
més general ., Siy, = 5y H({) es continua en los puntos del.conjunto A €B°,
P(n € A) = 1, entonces H(yn) = H(y).

Demostracién del teorema 2. Sean Q, y Q las distribuciones 5, y , respecti-

vamente. La convergencia débil de Q. = Q significa, por definicién, que para
toda funcién continua y limitada f: R* — R se cumple

If(y)Qu(d}' ) ij’)Q( dy)
o bien, que es lo mismo,

Mf(nn) = Mf(). Q@)

También debemos obtener una relacién andloga para las distribuciones
H(qn)y H{q) O sea, debemos establecer que para toda funcién continua limi-
tadag: R* — Resvilida Mg(H(1,)) = Mg{H(n)). Peroesto se deduce con evi-
dencia de (3), ya que la superposicién § = g« H: R*— R es continua y
limitada. <

Teorema 3 (tercer teorema de continuidad). Sean, = n € R, H(1),! € Runa
Juncidnderivable en el punto a. Entonces, si by — 0 es una sucesidn numérica,
(H(a + bana) — H(a))/br = nH’ (a). )
Demostracién. Examinemos la funcién
= | (H@a+x) - Ha)/x, x=0,
L [H’{a). x=0,

la cual serd continua ¢n el punto x = 0, Como ban, = 0, en virtud del primer
teorema de continuidad, #(d.ns) = A(0) = H’(a). Utilizando el segundo teo-
rema de continuidad, obtenemos

(H(a + bunn) — H(@))/bn = h(bunn)un = H'(@)n. <

Ahora citaremos dos generalizaciones sucesivas del teorema 3 para el caso
multidimensional, las cuales nos seran vtiles.

Teorema 3A. Supongamos que n = (35, .., 1) = n 2 (9, ..., 1) y
que H(t) es funcidn escalar delvectort = (4, ..., r.) con la que existe la deriva-

da H' (f) = (aH 5 —3— en el punto a. Entonces, cuando b, — 0,

 Véase [5).
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(H(@ + bune) = H@)bu = @) = 3 2D 40 )
J=1

Aguf el indice T corresponde a la transposicidn.
Sin(H'(a))” = Oconprobabilidad 1 (porejemplo, H' (a) = 0),ylamatriz

i aHW .
H*"(t) de las derivadas .36 existe en el punto a, entonces
o 2
(H(@ + bune) — H@)/6: = L g7 @ =1 D7 ZHO) 0,0,
2 2 vy anot;

b=

Sea ahora H(¢) una funcién vectorial. Entonces, evidentemente, la distri-
bucidn limite para cada componente Hjser4 descrita por el teorema 3A, y con
respecto a la distribucién conjunta serd valida.

Teorema 3B, Supongamos que ya = 71 € R* y que H(t) € R* es una fun-
cidn vectorial con la que las derivadas Hj, j = 1, ..., k satisfacen las condi-
ciones del teorema 3A. Entonces

(H(a + bana) — H(a))/bn = 5(H'(a))".

Si n(H’(a))" = 0 con probabilidad 1, y las matrices Hf, j = |, ..., k existen
en el punto a, entonces

(H(@ + bya) = H@)/b} = 3 QHADNT, ... nHi@M "),

Las demostraciones de estas afirmaciones, de hecho no se distinguen
en nada de la demostracién del teorema 3, y por eso las presentamos al
lector en calidad de ejercicios. Ademds, proponemos convencerse de que
el simbolo = en (4)—(6) se puede sustituir por — — o por i si se cumple

ok

Nn z 70 1n ? 7, respectivamente.

El contenido de los teoremas 1—3 puede resumirse del modo siguiente.
Supongamos que ~ — significa uno de los simbolos — —, Pl Enton-
(=]

ces, si A es continua, de 9, ~ = % resulta H(n,) ~ — H(y).
Si H es derivable en el punto a, 4y, ~ — %, entonces para b, — 0
(H(a + buyn) — H(a))/ba ~ — H'(a)y. )

Observacién 1. No es dificil notar que si a depende de n de modo que
a e a, = a + o(l) y las derivadas en los teoremas 3, 3A y 3B son conti-
nuas, la relacién (7) se conservard en la forma

(H(an + bann) — H(an))/bp ~ — H'(a)n. ®
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Para la demostracién es suficiente ver que el primer miembro (8) es
representable en forma de H'(aw)ys, donde an = ba, + (1 — 6)(ax +
+ bnyin) ~ — ao, |6] £ 1, y utilizar el segundo teorema de continuidad.

Esa misma observacién es vdlida para los andlogos muitidimensionales
de la referida afirmacién en los teoremas 3A, 3B.

Los teoremas enunciados conciernen a la convergencia casi segura y a
la convergencia de las distribuciones. El cuarto teorema de continuidad se
refiere a la convergencia de las integrales.

Teorema 4 (teorema de continuidad para los momentos). Supongamos
que [ns) es una sucesidn de variables aleatorias numéricas y que n, =
cuando n — <, En este caso, si se cumple al menos una de las condiciones
siguientes:

1) lim sup | P(lnal > x)dx = 0 para N~ oo,
N N -

2) P(lna| > %) < (), i e(x)dx < =,

3) M|na|'** < ¢ < oo para cierto « > 0,

entonces lim Mn, = M.
A=

Notese que la condicién 1 significa la convergencia uniforme en 7 hacia
[--}
el cero },Pﬂn,.l > x)dx cuando N — oo.

Demostracién. De la desigualdad generalizada de Chébishev,

Ml%ll Lk

P(lnn| > x) € pREr

se deduce que la condicién 3 provoca la condicién 2 y ésta, a su vez, la
condicién 1,

Supongamos que se ha cumplido la condicién 1. Para simplificar los
razonamientos, admitamos primeramente que 5, > 0. Entonces, integrando
por partes, obtenemos

Maa= = [xdBe1n > = | Pn > 0
0

De esta representacidn, asf como de la convergencia de P(n, = x) —

= P(n > x) para casi todos los x, y de la convergencia, uniforme en n,

de la integral ! P(an = x)dx, se deduce la legitimidad del paso limite bajo
{13

¢l signo de integral, en virtud del cual
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lim My, = lim I Py, = x)dx = I P(y = x)dx = Mp.
m B [+] 0

En el caso general conviene utilizar la representacién n, = n+ — 14, don-
de 57 = maxX (g, 0), 17 = MixX (=90, 0). <

Sefialemos que la condicién 1 también puede considerarse como condi-
cién de la integrabilidad uniforme de ., de la cual se deduce inmediata-
mente la convergencia requerida de M»n, — My (véase, por ejemplo, [11],
[60]).

§ 6* Funcién empirica de distribucién como proceso aleatorio.
Convergencia hacia el puente browniano

En este parrafo supondremos que se conoce el concepto de proceso aleato-
rio {(digamos, en el volumen de [11]) v, en particular, las definiciones y pro-
piedades elementales de los procesos wieneriano y poissoniano,

1. Distribucién del proceso nF3(?). Nos limitaremos a examinar el caso
unidimensional 2= R. Supongamos, como antes, que Fx(?) = Pr((— o,
t)) es la funcidn empirica de distribucién correspondiente a la muestra
X=X,€P

La funcién FR(f) es una funcién de dos variables: ¢ y X, o bien que
es lo mismo, una funcién aleatoria de ¢ o un proceso aleatorio.

Hallemos las distribuciones de dimensidn finita de este proceso. Supon-
gamos fj < fz < ... < Im SON M puntos arbitrarios del ¢je numérico. Ponga-
mos fo = ~, ;1 = ®© y designemos por

Ajg = g(ty+1) — 8(1y)
los incrementos de la funcién g(?) en los semiintervalos A; = [§, 4+1),
j=0,1, .., m. Examinemos el incremento A;xn del proceso
xalt) = nFa(1).

Evidentemente, esto es el mimero de elementos de la muestra que se en-
cuentranen A;. La probabilidad de que un elemento de la muestra (diga-
mos, x;) se halle en A; es igual a py = P(A;). Como el hecho de que los
clementos tomen un valor perteneciente a 4y, j = 0, 1, .., m, constituye
m + 1 sucesos incompatibles, tenemos aqui, sin duda, una distribucién po-
linomial (véase [11], p. 111) para el vector (Aomn, ..., Am7s) con probabilida-

des po, ..., Pm, 2, P = 1. Como es sabido,
. j=0
]
P(Aomn = koy ooy AmTn = kin) = W‘?.'_fc..?rﬁ“ 3 m

donde 3, &k =n.
J=0
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Sea ahora n(u), u € [0, 1}, el proceso poissoniano continuo a la izquierda
(véase [11], p. 304) con pardmetro \, n(0) = 0. Los incrementos de este pro-
ceso son independientes,

4
Par) = k) = e B8

Si la funcién de distribucién F(f) = P((— o, #)) es continua, podemos
realizar la sustitucibn continua del tiempo, poniendo wu = F(1),
—o < { < , y determinar de este modo el proceso w(z) = 9(F(¢)) sobre
todo ¢l eje. Examinemos los incrementos de este proceso

Ay = w(ly41) — w(ty) = 9q(F(H+1)) — 2 FWG)
sobre los intervalos A;. Entonces

o k L 3

) £l

P(Aox = ko, woos A = K} = | | e-’%%ﬂ-*x" “%T
f=0 J=0

y la probabilidad condicional de este mismo proceso, a condicién de que
m

x(0) = 3 A= n, serd igual a

P(ﬁo‘n’ = Koy ey Amw = krn| Z Ajr o= n) =
ju

- P(ﬂowjko. ey AT = k) .
P(w(c0) = n)

m

A X,
= P(Aox = Koy vy AT = ki) 200 = pt 2. o
x k!

Jj=0

Hemos obtenido para cualquier A > 0 la misma expresién que en el se-
gundo miembro de (1). Asi pues, hemos demostrado la afirmacién si-
guiente,

Teorema 1. Si F(t} es continua, la distribucién del proceso nFa(t) coinci-
de con la distribucidn condicional del proceso w(t) = n(F(t)) a condicidn
de que w(=) = n(y(l) = n).

El teorema muestra que las desviaciones n(Fa(f) ~ F(t)) estdn distri-
buidas al igual que n(F(#)) — nF(f) a condicién de que 5(1) = n y el proble-
ma con precisién hasta la sustitucién del tiempo u = F(f) se reduce al
estudio de las desviaciones n(u) — nu para el proceso poissoniano condi-
cional (n(1) = ) sobre el segmento [0, 1] o bien, que es lo mismo, al estudio
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de las desviaciones n{F;(¢) — 1), donde Fr(¢) corresponde a la distribucién
uniforme sobre 9, 11.

Puede ser 1til también otra representacidn para el proceso nFn(f). Sean
$1, §2, ... los puntos de saltos del proceso poissonianc %(7), asi que
9tk + 0) = k. Como es sabido ([11]), las diferencias £x = {x — {x-1
(fo=0), k=1, 2, ..., son independientes y estan distribuidas exponen-
cialmente

Pl >x)=e™™,
¢k tiene I'-distribucién con densidad (véase también el § 2.2)

k
Tral) = f ™M

Para simplificar las enunciaciones, supongamos que F(7) = t, t € [0, 1],
fo = 0' fm+1 = ll asf que ﬂ(f) = 'ﬂ'(f)-

Teorema 2. La distribucidn del proceso nFy(t) coincide, para cualguier
v > 0, con la distribucidn condicional del proceso x(tv), 0 < t < 1, a con-
dicidn de que {pn+1 = v.

Con otras palabras, la afirmacién del teorema 1 seguird vélida si la con-
dicion =(1) = n se sustituye por una condicién mucho més estrecha
x(l) = n, a(l + 0) = n + 1 (suponemos que las trayectorias de x(f) son
continuas a la izquierda).

Como la probabilidad de esta nueva condicién es igual a 0, puede ser
que convenga afiadir (véanse los §§ 4 y 8 en [11] sobre las esperanzas mate-
maticas, asi como el § 2.9) que por distribucién condicional entendemos
las probabilidades
P(A; {ns1€dv)

P(g‘n +1€ dv) '
donde A = [Apr(tv) = ko, ..., Amm(tv) = Km}, Ajw(tv) = 2{fy10) —
- 7(t, v).

Demostracién. Representemos ¢l suceso {{.+1€dv] en la forma del
producto de dos sucesos

B=[rm(v)=nly C= [n(v+dv)— w(v)=1].

Los sucesos B y AB no dependen de C, ya que los sucesos B y AB, por
un lado, y el suceso C, por otro, se refieren a los incrementos del proceso
x sobre los intervalos disjuntos del tiempo. Por eso

PA/ 1= v) =

P(A/Lusr = ) = % = LP‘(‘%’— =P/ =m). )
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Lo mismo que en (2) nos cercioramos de que esta expresién no depende
de v (ni tampoco de A) y coincide con (1). <

Corolarie 1. La distribucidn del proceso nFy(1) coincide con la distribu-
cion w(ttns1) 0SS < L.

Esto se deduce del hecho de que para B = {Aom(tin+1) = ko, ...
cer AmW(tn4+1) = km) tenemos, en virtud de (3),

k
P(B) = SP(A/L.H =) PEaied) =nt [T %
1

Del corolario 1 se deduce:

Corolario 2. La distribucidn conjunta de los elemenios de la serie va-
rigcional X1y, ..., X(n) de la muestra X de la distribucidn uniforme coincide
con la distribucidn conjunta

rl rn

fasr "7 Cavr

o bien, que es lo mismo, la distribucidn conjunta de las diferencias xu,,
X@) — X(1)y «oes Xm) — X(n=-13» 1 — Xgmy coincide con lg distribucion conjunta

El ell+l
s'u+l Sl ;'n+l ’

Para concluir este apartado determinaremos los momentos de segundo
orden para los incrementos del proceso n(Fn(f) — F(t)). Para nosotros sera
més cémodo examinar el proceso

w(f) = Va(Fa(t) — F(1).
Es evidente que MA/w" = 0, M(A;w"y* = AF(1 — AyF). Para calcular los
momentos mixtos notemos que (i = /)
M@wawy =1 T Maga) - Pay x

Ky fm]
n

X (u@) ~P@AN =5 D] (MILAIL(A) - PAIP@)).
k, 1=1
Puesto que

(AP(Ay) para k = [

ML, @ok(a) = § O

Entonces M(A;w"-4;w") = —=P(ADP(A) = —~ AF-AF.
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Ahora bien, los incrementos del proceso w” estdn correlacionados nega-
tivamente.

2. Comportamiento limite del proceso w"(¢). Supongamos que F(¢) es
continua. Del punto 1 entonces se deduce que podemos limitarnos a exami-
nar la distribucién F(t) = ¢ uniforme sobre [0, 1], 0 < (< L.

Designemos por w(f) el proceso wieneriano estdndar, o sea, el proceso
con incrementos independientes para el cual w(?) esta distribuido normal-
mente con parametros (0, #). El proceso

wo(f) = w(t) — 1tw(l)

se llama puente brownigno (puesto que en ¢l se hallan asegurados ambos
extremos: w2(0) = w®(l) = 0). La distribucién de este proceso coincide con
la distribucién condicional del proceso w(f) a condicién de que wi(l) = 0
{mejor dicho, es necesario adoptar la condicién |w(l)| < & y pasar al limite
para £ = 0).

Resulta que las distribuciones de dimensién finita de los procesos

wh(t) = Va(Fut) — F(), telo, 1],

convergen, cuando n — o, hacia las distribuciones correspondientes del
puente browniano we°(1).

Este hecho permite aproximar los procesos w”(r), llamados, a veces,
procesos empiricos, con ayuda del proceso w°(¢). Precisamente por eso po-
demos imaginarnos que, con grandes valores de n, tiene lugar la igualdad
aproximada

VA(Fa(t) — F(2)) = w°(1) (4)

que describe la distribucién de las desviaciones de F,(r) respecto a F(f)
(recordemos que aqui hemos considerado que F{(¢) =1, 1€ [0, 1].

No obstante, necesitaremos la afirmacién del tipo (4) en una forma mas
fuerte. Examinemos, por ejemplo, la estadistica U = v'ﬁst!ip (Falr) —

= F(¢)). Dicha afirmacién hace natural la suposicién de que con grandes

valores de n la variable aleatoria U estd distribuida aproximadamente al

igual que csuplw"(r). Pero de nuestra afirmacién esto no se deduce de
g

ningiin modo, puesto que U no puede ser representada como funcién de
los valores de w"(#) = Vn(Fn(¢) — F(¢)) en cualquier ndmero finito de pun-
tos. Por eso es mucho mas fuerte la siguiente afirmacién.

Designemos por D(a, b) el espacio de las funciones sobre el segmento
[a, b], que son continuas a la izquierda (en el punto a a la derecha) y tienen
so6lo un nimero finito de saltos, y designemos por C{a, b) el espacio de
todas las funciones continuas sobre [a, b]. Es evidente que la trayectoria
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w'(f) pertenece a D(0, 1). Ademds, es sabido (véase [11], capitulo 13) que
las trayectorias w°(f) pertenecen a C(0, 1} con probabilidad 1. Para simplifi-
car la exposicién podemos suponer que todas las trayectorias w(¢) y, por
consiguiente, w°(¢) se encuentran en C(0, 1) (véase [11]). Como C(0, 1) C
C D(0, 1), entonces (D(0, 1), op) — donde o5 es el o-dlgebra de los subcon-
juntos de D(0, 1), engendrada por conjuntos cilindricos *) — puede ser con-
siderado como el espacio muestral **? de los procesos w” y w®.

Teorema 3 (teorema funcional del limite para los procesos empiricos).
Sea f la funcional que estd definida sobre el espacio (0, 1) y que posee
las propiedades siguientes:

1) fwn) y fiw®) son magnitudes aleatorias (o sea, f(y) realiza la aplica-
cion medible (D(0, 1), op) en (R, BY);

2) f(») es una funcional que es continua en los “puntos* del espacio
C(0, 1) con respecto a la méirica uniforme, o sea, f(y») — fy) paran — =
siyeC0, 1) y o, ¥) = Sup, (e} = y()] = 0.

Si estas condiciones han sido cumplidas, entonces
Sw") = f(w°).

Si la funcional f es continua en la métrica uniforme en todo punto y €
eD(0, 1), la condicidn 1) se cumple automdticamente,

Es evidente que la funcional U, examinada anteriormente, satisface las
condiciones del teorema, asi que para # — oo,

= e(1).
Us e

Como en esta relacién, la distribucién del segundo miembro se puede hallar
en forma explicita (véase, por ejemplo, [5], [58]):

& =2z
P(OS;L}‘pr o> z) =8 e

obtenemos, de este modo, la expresién aproximada para la distribucién de
U

El uso del teorema 3 para el cdlculo de la distribucién limite de otras
estadisticas se examina en los parrafos siguientes.

La demostracién del teorema 3 se da en el Suplemento IL

O sea, por los conjuntos que tienen la forma {y(4) € By, ..., ¥{(tn) € Bu), donde
By, ..., By son los conjuntos de Borel.

*? (Do, o) es el espacio muestral del proceso £(z) si en 6 est4 dada la distribucién del
conjunto £ de tal modo que las trayectorias £(7) se encuentran en Dp
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§ 7. Distribuciéon limite para las estadisticas de primer tipo

Recordemos que llamamos estadisticas de primer tipo las estadisticas
S:{X) = G(Fy), donde la funcional G tiene la forma G(F)=
=h(| 20 dF(x))‘ Con otras palabras,

Sui(X) = h G Z g(x,-)).

i=1
Ya hemos visto (teorema 3.1) que si X € Fy v & es continua en el punto
a= Sg(x) dFp(x), entonces S, ~ — h{a).

Teorema 1. Si X € Fy, h es derivable en el punto a, E £2(x) dFp(x) < o,
entonces
VA(SHX) = h(a)) = h'(a)t,
donde £ € ll’o.‘,;,t'.r2 = [(g(x) — a)Y*dFy(x). &y, o aqui significa la distribu-
cién normal con pardmetros (0, o).

Demostracién. Representemos la estadistica S,(X) en la forma

1 LN L
h(a+ﬁ[—ﬁ§(g(x.} a]),

donde, segiin ¢l teorema central del limite (véase [11]),

1
M= D () — 0) & .0,

im]
o? = Mg(n) ~ a)* = K (@) — aPdFo0).

Nos queda hacer uso del tercer teorema de continuidad para b, =
= 1/Vn.<

A veces es mds comodo examinar las funcionales de primer tipo en la
forma G(F) = h (j e(x)d(F — Fo)). Evidentemente, todo o dicho también

es valido para éstas, con la tnica diferencia de que @ ha de considerarse
igual a 0.

Citemos el andlogo del teorema 1 para el caso en que la funcién g =
= (g1, ..., &) es el vector (o sea G(F) = h(j g1(x)YdF(x), ..., j g,(x)dF(x)).

Teorema 1A. Supongamos que S,(X )} = G(Fr), k(1) es derivable en el
4—8030
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punto a = Sg(x)dFo(x}. ¥ que la maitriz de los segundos momentos
o* = |oy] = M{g(x1) - @)’ (g(x1) — a) es finita. Entonces
5
(S:X) ~ W = '@ = > @ g, 0
i=1
donde & = (&1, ..., &) € ¥ .
Si E(h' (a))lr = 0 con probabilidad 1, y la matriz de segundas derivadas

h"(6) = || h{(t)

i n el punto a, entonces
ETET? existe en el punto a,

. B 3*h(1)
(S0 = h(ayn = 1 th* @4 = Z ACLTS
hi -
Para la demostracién del teorema 1A conviene usar el teorema de conti-

nuidad 5.3A y cl teorema central del limite multidimensional, en virtud

del cual — Z (g(x;) — a) = ¢ (véase el suplemento V).
i=1

Completamente andlogo es el teorema de la distribucion limite S,(X)
cuando la funcién k4, y junto con eila también la estadistica S.(X), son
vectores. El lector reproduciré sin dificultad su enunciacién y demostracién
con ayuda del teorema 5.3B.

Ejemplo 1. Supongamos que X & P v Po es tal que Mx; = a > 0,
Dx; = d* < . ;Qué representa en estas condiciones la distribucién limite

de la estadistica § = Ux( = — Z x,) Aqui, las condiciones del teore-
i=]

ma 1 estdn evidentemente cumplidas para A(#) = 1/¢, g{x) = x, con la parti-

cularidad de que @ = o, o® = d%, A(a) = /o, h'(@) = —1/a’. En virtud

del teorema 1,

S — Va)Wn= ~t/a’, €& g,
asi que

(S - ]/Q")\r&‘ =3 éﬁ,d'/a"'

Ejemplo 2, Hallemos la distribucién limite de la estadistica

5= > i - %7,

si Mx, = o, Dx; = d® y Mx} < oo. (Ya sabemos que en virtud del primer
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teorema de continuidad, $* - — d%). No es dificil hallar directamente la
&5

distribucién limite necesaria, utilizando las representaciones

$t=1> tm-o)-@-ar,

i=1

(S* — dP)Wi = % EI [(xi = 0)* — d?] — VA(X — ).
No obstante, haremos uso del teorema 1A. Segtin los datos de este teorema
debemos suponer que
G(F) = [ (x ~ a)?dF(x) — ({ x dF(x) - ),
asi que g1(x) = (x — o), 220x) = x, h(f) = 1, — (12 — o). Puesto que en
el punto « = (d*, a)

dh(a) _ oh(a) _
ot L arn i

entonces

(8*—d*Wn=E t€® . v¥P=Mx —a)-d

Ejemplo 3. Estadfstica x*. Concluyendo este parrafo examinemos un
ejemplo de estadistica que puede pertenecer tanto a la del tipo I como a
la del tipo II.

Examinemos las estadisticas construidas con ayuda de la funcional que
tiene la forma

G(F) = h(! g dF). 2)

donde g es la funcién de variacién limitada sobre el segmento [a, b) tal
que Fla) =0, F(b) =1 (a y b pueden ser infinitos). Como !ng=
= g(b) - [ F dg, la funcional G(F) sera continua en la métrica uniforme
si s6lo es continua la funcién A. Es facil comprender que la clase destacada
de caracteristicas no es sino la interseccién de las clases de estadisticas de
los tipos I y II.

Lo mismo es vélido en el caso en que g es una funcién de forma vecto-
rial con componentes g que tienen una variacién limitada,

Examinemos ahora la particidn del eje real (espacio .7 en los intervalos
disjuntos Ay, ..., Ar, y designemos v; = nP(A), i = Po(A) (Po es la distri-
bucién correspondiente a £, asi que X € Py). Se llama estadistica “ji-
4‘
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cuadrado” x* = x*(X) la estadistica

: (v — np)?
X)) = E 20 TP
X( } fm= i ﬂ_pj'

Evidentemente que esto es una estadistica de tipo 1], va que ella corres-
ponde, con una exactitud de hasta el factor n, a la funcional

r N I 2
G(F) = Gi(P) = Z%ﬂ_
i=1

Para representar x*(X) como estadistica de tipo I, examinemos la fun-
cional que tiene la forma (2)

G(F) = h({gd(F — Fv))

’

con la funcién A(u) = 3 u}- v la funcidn vectorial g con coordenadas
j=1

po. 1/+/p; para x € A;,
&%= 20 para x ¢ Ay

ah(0) _ 3*n0) 4.
o 0, B 265 (by es el

simbolo de Kronecker), entonces, poniendo S,(X) = G(Fr), obtenemos

2 ) 2
nSAX)=n D [ LA p,) %p] = XX
7

i=1

Como la funcién h es derivable,

Para X € P, en virtud de la segunda parte del teorema 1A,

X) = 3 & ®)
o
donde £ = (&, ..., &) es el vector normalmente distribuido { limite para
vy — np v, = np, ; :
Gvivs con la media nula y la matriz o® = |oy] de
Nnm NPy )) ¥ I Ui

segundos momentos
oy = ME& = M(gi(x1) — Vp)(g(xi) — Vb))

(de la definicién de g se deduce que Mgix)) = ¥p;). Puesto que
8i(x)gi(x) = 0 para i # j y P(gf(x1) = 1/p)) = pj, P(gf(x1) = 0) = 1 = p,
entonces

ay = by ~ Npip;.
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Aclaremos ahora qué representa la distribucién del segundo miembro
en (3) (o sea, la distribucién limite x*(X)).

Examinemos la transformacién ortogonal en R” con la matriz C y exa-
minemos el vector

7= §C.

El vector 4, al igual que £, sera distribuido normalmente. En efecto, Ia nor-
malidad de la magnitud £ quiere decir que su funcidn caracteristica es igual
a (véase [11])
i i;,‘ur

Me" = ¢ '

donde 0 = foy es la matriz de segundos momentos. Pero fc. para 7
Me™ = Me¥C™ = e-%rcru!c:r

tiene la misma forma y, por consiguiente, # es un vector normal, pero con
la matriz de segundos momentos d* = CTo*C = |dy, asi que

dy = Minin; = E CLOKChy = Em{ﬁm — Npipr)exy =
= _; Clcy — (z:: C:i“v"_pf) (FF: cmﬁu_»:) - 4

Escojamos ahora la matriz C de modo que su primera columna tenga
las coordenadas ¢ = Vp (esto corresponde a la fijacién del primer vector
del sistema transformado de las coordenadas y es posible, ya que

r
> ¢h =3 o= 1). En este caso es evidente que el segundo sumando
im1

en (4), en virtud de la ortogonalidad de C, es igual a | sélo para i = Jj=1,
y es igual a O en el caso contrario. Esto significa que dii = My} = 0,
dij = Mum; = &y para { > 2, y por consiguiente, 3; = 0 con una probabili-
dad igual a 1, y las magnitudes 732, ..., 4. son independientes y est4n distri-
buidas normalmente con los pardmetros (0, 1). A base de la ortogonalidad
de C obtenemos

r r r
DE= Tai= X
i S i

, ®
XX) = 3

En esta igualdad, la distribucién del segundo miembro se llama distriby-
cidn x* (“ji-cuadrado”) con r — 1 grados de libertad (véase [11] y también
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el § 2.2). En la exposicion ulterior encontraremos muchas veces esta distri-
bucién.

Una demostracion mds de (5) serd obtenida en el pdrrafo siguiente. Ade-
mds, (5) serd demostrado en el § 3.16 con ayuda de consideraciones m4s
generales.

Algunos otros ejemplos de uso de los teoremas 1 y 1A se dan en los
capitulos posteriores.

§ 8. Distribucién limite para las estadisticas de segundo tipo

Aqui nos limitaremos a examinar el caso 2= R. La funcional G(Fy) sujeta
a estudio serd una magnitud aleatoria si ella realiza la aplicacién medible
{D(~ o, ), op) en (R, B). Sin embargo, en lo sucesivo nos serd mas cémo-
do estudiar las funcionales que no estdn definidas sobre D(— o, o) sino
sobre D(0, 1) (compairense con el § 6).

Para hacer esto apliquemos D(— o, ®) en D{0, 1). Supongamos que
la funcién de distribucién Fy, correspondiente a la muestra, es continua
y mondtona, asi que estd definida la funcién inversa Fo (¢) (igual a la
cuantila de orden ¢ de Fa). Nos serd suficiente examinar los valores de G{(F)
para las funciones F, cuyo portador esti presente en el portador de Fp.
A cada F pongdmosle en correspondencia la funcién

Ft) = F(Fs (1) = FF5 \(1).
Es evidente que NF < [0, 1], donde N7 es el portador de F, asi que F ¢

€ D(0, 1) es precisamente la funcién de distribucién. La transformacién
inversa de D(0, 1) en D{(— oo, =) se lleva a cabo por la igualdad

F(u) = F(Fo(u)) = FFo(u).

Pongamos ahora en correspondencia con la funcional G la funcional G
definida sobre las funciones de distribucién F € D(0, 1) (Nx € [0, 1) por
la igualdad

G(H) = G(HF). )
La inversién de esta férmula tiene la forma
G(F) = G(FF; ).

Estas igualdades reducen el estudio de las funcionales G{F) al estudio de
las funcionales G(H) definidas en las funciones de distribucién de D(0,1).
En virtud de estas igualdades,

G(F?) = G(FiF5 ') = G(D}). @
D; = FRFy! 3
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no es otra cosa sino la funcién empirica de distribucion de la muestra desde
la distribucién uniforme sobre [0, 1]. En efecto, segiin el teorema 6.1, el
proceso nD:(t) = nFn(Fy (1)) tiene la misma distribucién que el proceso
poissoniano w(Fo(Fy '(£))) = w(¢), t€ [0, 1] (con un pardmetro \ > 0) a
condicion de que w(1) = n. En virtud de ese mismo teorema 6.1, esto de-
muestra la afirmacion requerida.

Lo dicho significa que el estudio de G(F7) se reduce a la investigacién
de la funcional G de la distribucién empirica que corresponde a la distribu-
cién uniforme sobre [0, 1].

Ejemplo 1. Sea G(F) = {, la cuantila de orden p de la funcién de distri-
bucién F. Entonces G(H) = G(HFp) sera la cuantila de orden p de la fun-
cién de distribucién HFy o bien, que es lo mismo (supongamos, para
simplificar, que H es continua), la solucién de la ecuacién H(Fo(f) = p,
igual a Fg '(H ~(p)).

Esto significa que la cuantila muestral {5 = G(Fy) = G(D}) (véanse (2)
¥ (3)) de la muestra X € Fp no es otra cosa sino el valor de la funcién
Fy ! de la cuantila muestral n;, = (D})~ '(p) de orden p de la muestra ¥
de la distribucién uniforme.

Por lo tanto, si logramos hallar la distribucién limite de 7, entonces
la distribucién limite de {; podr4 ser obtenida con ayuda de los teoremas
de continuidad.

Ejemplo 2. Examinemos la funcional G(F) = sup |F({) — Fy(t)|. En
este caso e

G(H) = G(HF) = _ sup |H(Fo(D) — Fo(1)| = Sup [H(u) = ul,
asi que
G(Fa) = G(DR) = sup |Da(u) — ul,

y en correspondencia con el contenido del § 6, la distribucién de la estadis-
tica G(Fr) no dependerd de Fp si Fp es continua. En este sentido la estadisti-

ca G(F7) puede llamarse invariante respecto a la distribucién uniforme de
la muestra.

Ejemplo 3. La funcional
GF) = | |F(0) = Fo(t)| dFo(1)
también engendra la estadistica G(F3), invariante respecto a Fp, ya que
1 1

G(H) = [ |H(u) — ul*du, G(F3) = | |Diu) - ul*du.

1] 0
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Ejemplo 4. Examinemos la funcional

r
_ (AF - ARp)
J=1
donde A;F son los incrementos de la funcidn F sobre los intervalos A; =
= [f, £;+1) que forman la particién de una recta real. Evidentemente que
rG(Fy) no es otra cosa sino la estadistica x* examinada en el ejemplo 7.3
en calidad de estadistica de tipo I.
Tenemos ;
s _ (8;HFy — AF)
G(H) = G(HF) = E AT

j=1
donde

A HEFy = H(Fo(t5+ 1)) — H(Fo(1) = 6,H,

8,1 son los incrementos de A sobre los intervalos §; = [75, 77+1), 7 = Fo(1)).
Asi, pues, designando con esa misma letra §; la longitud del intervalo b,
obtenemos .
G(F) = G(FiF) = G(DA) = 3 (8,Dh = 8)2/3,.

i=1
Aqui el segundo miembro es la estadistica # ~'x* para la muestra ¥ de
la distribucién uniforme con particién {§;}. Esto significa, en particular,
que en el ejemplo 3 del parrafo precedente pudiéramos limitarnos a exami-
nar la distribucion uniforme £y, aunque la estadistica x* por si misma no
es invariante con respecto a Fp.

Ahora bien, podemos, sin limitar la generalidad, suponer que la funcio-
nal G(F) se da sobre D(0, 1) y Fo(1) = ¢, t € [0, 1}. El paso a las funcionales
“iniciales” se realiza mediante las férmulas (1) y (2) y serd ilustrado con
otros ejemplos.

Con el fin de encontrar la distribucién limite para las funcionales de
segundo tipo G(Fy) es necesario, al igual que en el apartado precedente,
imponer a las funcionales ciertas condiciones de suavidad.

Pongamos para abreviar, |Ixll = Sup, lx( ).

Definicion 1, La funcional G(F) se llama continuamente derivable de
orden k en el punto Fo si existe la funcional g(Fo, v) que para cualquier
funcién v € C(0, 1) y cualquier sucesién vy, € D(0, 1) es tal que llvy — vll = 0
cuando A — 0 satisface las relaciones

G(Fo + huy) — G(FRp)
hk
e(Fy, vx) = g(Fo, v).

= &(F%, v), 4
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La altima relacidn significa, evidentemente, la continuidad en la métrica
uniforme en los puntos de C(0, I) de la funcional g(Fo, v) que se puede
llamar derivada de orden k de G en la direccién de v.

Observacién 1. Recordemos que aqui, en cualquier parte, por Fp se pue-
de entender la distribucién uniforme sobre [0, 1].

Mostremos que en el ejemplo 1, la funcional G(F) = F~!(p) de la dis-
tribucion F sobre [0, 1] es continuamente derivable en el “punto” Fo(t) = ¢,
€0, 1).

En efecto, por definicién,

G(Fy + hun) = max {1: Fo(t) + hua(t) < p).

Como esta funcional es continua en la métrica uniforme en el punto 5,
podemos poner G(Ffo + hw) = p + 8, donde & = 6(h) = 0 para h— 0.
Luego, de la relacidn llux — vll = 0, donde veC(0, 1), se deduce
[or(p + 8 — va(p)| = r(h) — 0 cuando h— 0. Como Fo(p + &) = p + §,
para I = G(Fo + pus) = p + & obtenemos

Fo(t) + hvg(f) = p + 6 + hop(p + 8) = p + 8 + A{un(p) + 7r(h)) < p.

donde || < 1. La igualdad inversa andloga se puede escribir valiéndose del
hecho de que Fo(r + 0) + Aup(t + 0) > p. De aqui se deduce que 6 =
= —h(ux(p) + 7ir(h)), |n| < 1, asi que

G(Fo + h;) — G(Fp) =%_. —

Ahora bien, la derivada g(Fp, v) en este ejemplo es igual a
glFo, v) = —u(p). < (5)

Es evidente que en el ejemplo 2, la funcional G(F)=
= ,sé}:’.]f; |F(¢) — Fo(r)| es también continuamente derivable en toda di-

reccion, va que G(Fp) = 0,

_ G(Fo + hv) _
glFo, v) = B ;sé[t;!.])l Ju()].
1
En el ejemplo 3, la funcional G(F) = {|F(r) - Fo(?)|*dR(¢) para
]
cualquier funcién de variacion limitada R{f) es continuamente derivable
(de orden k) en toda direccién, ya que

1
ﬂ"%ﬂ - 5 [u(2)*dR (D).

]

E(Fos U) =
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La afirmacion anédloga es valida respecto al ejemplo 4 sobre la funcional

I 2
G(F) = Z 9 Fmﬁ? b

la cual seré continuamente derivable de segundo orden, puesto que paraella

GFo + h O (A
Firm) S0 @t

Fo, =
g(Fo, v) 7 2k

i=1

En los ejemplos 2 — 4, la generalizacion de las funcionales son las fun-
cionales de forma G(F) = Gi(F — Fp), donde la funcional G, es homogé-
nea en el sentido de que Gi(hv) = h*G(v). Es evidente que todas estas
funcionales serdn derivables,

Enunciemos ahora el teorema principal de las funcionales de segundo
tipo. Sea, como antes, Fo(f) =1, t€ [0, 1].

Teorema 1. 8 X € Fy y la funcional G(F) es derivable (de orden k)
en sentido de la definicidn 1, entonces

(GFR) = GEFENR*? = g(Fo, w°),
donde w* es el puente browniano.

Demostracién. Es sabido (véase, por ejemplo, [5]) que los compactos
en el espacio métrico de las funciones continuas C(0, 1) con métrica unifor-
me, se describen del modo siguiente. A cada funcién ¢(A) > 0, ¥(A) = 0
para A —0, y al niimero N > 0 le corresponde el compacto

K = K(p, N) = [y€C(0, 1): wa(y) € ¢(8), |¥(0)] < N},
donde wa(y) es el médulo de continuidad y:
wa(y) = sup |y() = y()l.

Designemos por K; el conjunto
Kn = [y € DO, 1): wa(y) < ¢(8) para todos A 2 h: |p(0)| < N).

Los conjuntos K podrian llamarse “precompactos” (este término se utiliza
en el andlisis funcional en otro sentido) engendrados por el compacto K.

Estd claro que Kx, C K, para by € 2, () Kim = Ky que K; C (K)*®,
nel
donde (K)* es el g-entorno del conjunto K.
Mostremos ahora que para § > 0 dado existe el compacto K (y, por

lo tanto, la familia de los precompactos K que le corresponden) y la suce-
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5ién h, — 0 para n — <o tales que
lim sup P(w" ¢ K ) < 8. (6)

En efecto, segiin el teorema 6.3, para toda funcional f que sea continua
en la métrica uniforme se cumple f(w")= f(w°), donde wW*(}) =
=Vn(Fa{t) -1, 0<t<1. Como wa(y) es tal funcional, entonces
wal(w™") = wa(w?®). Pero wa(w®) < 0 para A —+ 0, ya que las trayectorias

de w° son casi seguramente continuas. Por consiguiente, para ¢ y  dados,
siendo A suficientemente pequefio,

Plwa{w®) > ) < 6.

Considerando, sin limitar la generalidad, el mimero & como punto de conti-
nuidad de la distribucién wa(w®), obtenemos

]i?ﬂiup Pwa(w™) > ) < 6.

Sea ahora &¢ | 0 cierta sucesién, y los niimeros Ag | 0 son tales que
lim sup Plwa,(W?) > £2) < /2%+1,
Formemos la funcién ¢(A) = ¢ para A€ [Ax+1, Ax). Es evidente que

¢(A) = 0 para A — 0, y podemos examinar los precompactos Kj cons-
truidos segiin la funcidén ¢. Entonces para todo k < <,

k+1
lim sup P(w" ¢ K,,) < lim sup 3} Pwa(w") > &) <
LEE n=+w i=1

k+1
< 2 lm sup P(wa{w") > &) < 8/2
J“I a0

(para k = oo esta desigualdad puede ser injusta). La relacién obtenida
quiere decir que para cada § existe la sucesién kA, — 0 cuando n— % es
tal que se cumple (6). Examinemos ahora la magnitud

[G(Fr) — G(Fo)ln*? = g(Fp, w™) + Ha(w"),

donde H,(x) = [G(Fo + x/Vn) — G(Fo)ln*? — g(Fy, x). Puesto que, en
virtud del teorema 6.3 y la definicién 1, g(Fo, w") = g(Fp, w°), basta con
que nos cercioremos de que

Hy(w") = 0. D

Noétese que para todo compacto K C C(0, 1) y para toda sucesién
hn — 0 cuando n = oo,
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sup |Ha(x)| = 0.
x€D(0, 1}
xe(Ky
Admitiendo lo contrario, llegaremos a la existencia de una sucesién
Xn € D(0, 1) tal que |x, — x| = 0, x€ C(0, 1), lim sup |Hx(xa)| > 0, lo cual
contradice la derivabilidad de G.
A base de (6) y (8) obtenemos
P(Hx(w")] > &) < P((H(W")| > &, w'€Kp) + P(W'¢Kp),
im sup P(|Hn(w")| > €) < &.

Como & es arbitrario, la relacién {7) y junto con ella la afirmacién del teore-
ma quedan demostradas. <

Volvamos a examinar los ejemplos.

Sea 7 la cuantila muestral de orden p para la muestra Y de la distribu-
cién uniforme sobre [0, 1]. Entonces, de (5) y del teorema | obtenemos que

(mp — PWVn = - w°(p) = w°(p).

Hemos determinado, adem4s, que en el caso general, cuando F; es una
funcién continua arbitraria de distribucién, es valida la igualdad

$p = Fo '(np).

8i ahora utilizamos el tercer teorema de continuidad, obtendremos:
Corolario 1. 5i X, € Fy, Fy es continuamente derivable en el punio {p,
S&p) = Fi(tp) > O, entonces

(ﬂv & g‘p)‘f’_’ = W°(p)/ﬂrp)-
Para la demostracién sélo es necesario sefialar que las condiciones del
corolario 1 significan la derivabilidad continua de F5 ! en el punto p,

-1 e 1 _ 1
@) = Ry A

Como Mw°(p) = 0, Dw°(p) = M(w(p) - pw(1))* = M(w(p)(1 — p) +
+ p(w(l) — w(p))* = p(1 — p)* + p*(1 = p) = p(1 ~ p), la afirmacién
del corolario 1 también puede escribirse en la forma

G5~ LoV & &g 0, o = p(1 = pY/fHLp). <

En el ¢jemplo 2 derivamos la funcional G(F) = sup |F(#) — Fo(t)] v,
por lo tanto, segin el teorema 1, fstst

G(Fa)Vn = Sup |we ().
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Hemos hallado la distribucién n = sup |w°(#)| en forma explicita ([58]):
ogigl

Pr>z)=K(@z)=1+2 gf“' (= ke-2002
=1

La funcién K{z) se llama funcidn de Kolmogdrov.
Hemos visto que en el caso general, cuando Fp es una funcién continua
arbitraria de distribucién, la distribucién de la estadfstica

D(x) = sup |Fr(®) — Fo(®)]

queda igual que para el caso Fo(r) = ¢, t € [0, 1]. De este modo hemos ob-
tenido:

Corolario 2 (teorema de Kolmogérov). Si X € Fp, Fp es continua, en-
tonces

Vvn D(X) & K.

Esto significa quec la desviacién maxima D(X) de la funcién Fi(?) de
Fo(r) tiene el orden 1/Vn y puede representarse, aproximadamente, en la
forma de D(X) = 5/Vn.

En el ejemplo 3 hemos visto que otra estadistica (la cual a menudo
se designa por w?)

W' = | (Fa@) - Fo()*dFo()

también es invariante respecto a Fp. Del teorema 1 se deduce:
Corolario 3. §i X € F,, Fy es continua, entonces
1
no’ = [ [we(n)ldt.
0

13
La distribucién | [w°(9)]*df también fue hallada en forma explicita y,

0
junto con la distribucién K(z), est4 tabulada. Con arreglo al ejemplo 4,
el teorema 1 nos da:
Corolarlo 4. Si X € Fy, Fy es continua, entonces

X = JEI ©Gw°)/8;,
donde §;, j = 1, 2, ..., r, forman la particidn del segmento [0, 1) y estdn

definidos en el ejempio 4.
Si suponemos que £ = (£1, ..., &), & = &w°/+/3; utilizando el hecho
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de que §;w° = &;w — w(l)d;, donde w es el proceso wieneriano estdndar,
obtenemos

’
J(z " jzl g’ E &€ @o,a"

Aquf ¢* = Joy] es la misma matriz que en el ejemplo 7.3, puesto que
r
Sw® = §w — (E &ew )b = 2 aebew,
& k=1

axy = 8y = &, M(BxW)(Brw) = Sribi
{6x: es el simbolo de Kronecker),

MEW)ow®) _
= ariaygdy =
V&b NETS ‘Z; e
= — 8ib)) = by — V&b,
v’ﬁ“ ) = by idy

i
Repitiendo los razonamientos del ejemplo 7.3 obtenemos que JE &
=1

tiene una distribucién x* con r — 1 grados de libertad.

Concluyendo este parrafo debemos sefialar que no todas las estadisticas
que representen interés pueden ser clasificadas como estadisticas de los ti-
pos I 6 II. Basta con examinar, por ejemplo, la estadistica S(X) =

n=1
= 3, Xiki+1 0 las estadisticas S relacionadas con las funcionales Gq(F),

I=1
donde las funcionales G, dependen “considerablemente” de n (no sélo per
la muestra), tales como, digamos, ¢l término méximo de la serie variacional
S(X) = X = §1-1/n ¥ oOtras.

§ 9% Objeciones acerca de las estadisticas no paramétricas

Hay una propiedad respecto a la cual la estadistica {; en el ejemplo 8.1
se distingue considerablemente de las citadas en los ejemplos 8.2 — 84,
Esta propiedad consiste en que la distribucidn limite de las estadisticas en
los ejemplos 8.2 — 8.4 (véanse los corolarios 8.2 — 8.4) de ninglin modo
estd relacionada con la funcidn de distribucién Fo, lo cual no se puede
decir de la estadistica {; (compdrese con el corolario 8.1),

Definicién 1. La estadistica S(X) se llama asintdticamente no para-
métrica si S(X) € Q cuando 7 — =, ¥y Q no depende de la distribucién
de X, o sea, no depende de Fp si X € Fp.
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Cabe sefialar que la propia funcién S en este caso puede depender de
Fp. El término “no paramétrica’” no es por si mismo del todo acertado,
no obstante, adquirié gran divulgacién (estd justificado en el caso en que
Fp pertenece a cierta familia paramétrica — entonces la distribucién Q no
depende del pardmetro y desde este punto de vista no es paramétrica). A
veces se utiliza otro término: “libre de la distribucién™

En los §§ 6—8 hemos visto que las estadfsticas v U(X), Vr D(X),
nw’(X), x%X) son asintéticamente no paramétricas.

También debemos indicar que el teorema 6.1 da la posibilidad de intro-
ducir un concepto mds estrecho. En dicho teorema se ha establecido que
nE7(¢) esté igual distribuida que »(Fo(?)), donde n(x) es el proceso poisso-
niano convencional con un pardmetro arbitrario A > 0 a condicién de que
n(1) = n (véase el § 6), o sea, dicho proceso no depende de Fp. Ahora bien,
si la estadistica § estd construida como la funcional G(F7) (o G(Fy ~ Fo)),
que es invariante respecto a la sustitucién del “tiempo” ¢ en el argumento,
la distribucién de S no dependera de Fy. Por ejemplo,

D = sup [F3(0) — Fo(t)] = - sup In(Fo(t)) ~ nFo(t)] =

1
= 3up 1) —unl. (D)

Lo dicho hace posible:

Definicién 2. La estadistica S(X) se llama no paramétrica si su distribu-
cién no depende de Fo(X € Fp).

Las relaciones (1) significan que la estadistica D no es paramétrica.

También hemos sefialado (véase el corolario 8.3) que la estadistica w?,
al igual que D, no depende de Fp y, por lo tanto, tampoco es paramétrica.

La estadistica x?, siendo asintdticamente no paramétrica no poseerd la
propiedad de cardcter no paramétrico. De esto es ficil convencerse directa-
mente en un ejemplo, poniendo r =2, n = 1.

Obtenemos otros ejemplos de las estadfsticas no paramétricas si exami-
namos los valores de Fa({,), donde ¢, es la cuantila de orden p, asf que
nFy(¢p) - n{p) (véase el § 6). El mimero r; de elementos de la muestra X,

menores que x; — la llamada estadistica de rango — también serd una
estadistica no paramétrica.

Los conceptos de estad{sticas no paramétrica y asint6ticamente no para-
métrica son muy \tiles en la teorfa de la verificacién de las hipétesis estadis-
ticas (véase el capftulo 3), ya que la distribucién de estas estadisticas, la
cual es necesaria para la construccién de los criterios, es suficiente calcu-
larla s6lo una vez (por jemplo, para la distribucién uniforme de Fp) y serd
util para cualesquiera otras distribuciones de la muestra.
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§ 10% Distribuciones empiricas suavizadas, Densidades empiricas

En el § 2 a cada muestra X la hemos puesto ¢n correspondencia con la
distribucién P; que hemos llamado empirica y la cual no es més que la
suma de n distribuciones atdémicas concentradas en los puntos xj, ..., Xn.
Esta distribucién posee varias propiedades magnificas descritas en los
parrafos precedentes. Sin embargo, la definicién de Pj, utilizada por no-
sotros, no es la tinica posible ni mucho menos, y en varios casos no es
la mas natural. También existen otros puntos de vista en cuanto a la defini-
cién de Py, segin los cuales las propiedades iitiles (estudiadas anteriormen-
te) de las distribuciones empiricas no sélo se conservan por completo, sino
que son completadas por varias nuevas.

Aquf nos limitaremos a examinar la cuestién relacionada con la natura-
leza de las distribuciones que situamos en los puntos x;. En la definicién
de P, que hemos utilizado, se trataba de las distribuciones degeneradas
I.(B), asi que

PiB) =1 D18 )

i=1

En este caso la distribucién empirica es singular con respecto a la medida
de Lebesgue y, por lo tanto, no tiene densidad. Esto puede resultar incémo-
do en los casos cuando sabemos de antemano que la distribucién inicial
P tiene densidad. Con arreglo a esta condicién serfa conveniente tener una
distribucién empirica suave Py para la cual, junto ¢on la convergencia
P = P, desde todos los puntos de vista establecidos anteriormente también
tenga lugar la convergencia de las densidades f7 — f, donde f;, y f son las
densidades correspondientes a Py y P.

No es dificil obtener esto del modo siguiente. Sea Q cierta distribucién
que tiene densidaed. Pongamos

LCEFPINT C= P @
i=l

B-x
donde 7

Ay — 0 cuando n — co.

Es evidente que P;"(B) no es otra cosa sino la “suma media” de las
distribuciones Q contraidas hasta las dimensiones 4, y *situadas” en los
puntos X;. La definiciéon (2) generaliza (1). La férmula (1) se obtiene de
(2) si se pone Q = Lo, ya que I(B) = lo(B — x)) = Io(—q-’-:—ﬂ) para

cualquier sucesién [#,].

es el conjunto de puntos y € 2" para los cuales x + yh € B;
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Sefialemos las siguientes propiedades de la distribucién P}’ que llamare-
mos distribucidn empirica suavizada,

1. La distribucién P;" es la convolucién de las distribuciones P5 y
Q(B/hy), ¥y

PA(B) = MP3*(B) = S Q( B = )P(dy)

es la convolucién de las distribuciones P y Q(8/A,). Con otras palabras,
Pn(B) es la distribucién de la variable aleatoria £ + A.y, donde ¢ € P,
n € Q. De los teoremas de continuidad se deduce que para h, — 0,

P,=P. 3)
Recordemos que para la distribucién P; hemos tenido la igualdad exacta
MP, =P,

2. Si la distribucién P es absolutamente continua con respecto a la medi-
da de Lebesgue, la distribucién P;" satisfar4 los teoremas andlogos al de
Glivenko — Cantelli. Bn efecto, en este caso la convergencia (3) significard
la convergencia uniforme de las distribuciones sobre todos los intervalos.
Para simplificar la exposicién nos limitaremos a un caso unidimensional,
supongamos que (F3"(x), Fu(x) y Q(x) designan las funciones de distribu-
cién correspondientes a P;*, P, y Q)

F2*(x) - F(x) = SQ(x;y)dF:U') - Fo) =

- - | RoMo(2;2) - A =

= Fu(x) ~ F(x) - g FEo) - ch»d,Q(",;y).

Aqui, como ya hemos sefialado, la diferencia Fn(x} — F(x) = 0 es uniforme
en x, y la integral presente en el segundo miembro no excede

sup |Fa(y) = FO)| ~ = 0.

3. La ventaja de P;" en comparacién con P}, por cuya razén hemos
introducido la primera distribucién, consiste en que esta distribucidn tiene
la densidad.,

Fi0) = n}:,, Ze(”;’“ =h%§q(",;”) dFiy) (@)
=1

{g(x) es la densidad de la distribucién Q) que para cada x, cuando n =
Y An— 0, se aproxima a la densidad f(x) de la distribucién P.

5—8030
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Antes de demostrar la afirmacidn correspondiente, cabe sefialar que pa-
ra la obtencién de buenos resultados acerca de la aproximacién de fH{x)
a f(x), conviene utilizar las densidades limitadas suaves g. Al elegir, diga-
mos, g indefinidas, la estimacién f(x) de la densidad svave f{x) empeoraré
premeditadamente. Como la eleccién de g estd en nuestras manos, podemos
considerar que, por lo menos, queda cumplida la condicién

@ = | (nydt < . ®

Teorema 1. S/ g satisface la condicidn (5), f(x) es continua y limitada,
hn = 0 para n — «© de modo que nh, — 0, entonces

JHX) = fux) + Ea(x)/Nnha, (6)

donde fy(x) es la funcién no aleatoria
1) = M) = M q (2550) = o { a(Z20) o =
= 5 g(Dfx — zha)dz = fx)  (T)

para hn, — 0. Las variables aleatorias {.(x) son normales asintdticamente,
falx) € ¢i).ai(n‘); Uz(x) = ﬂx}dz-

Demostracién. La suma en (4) es la suma de variables aleatorias inde-
pendientes e igualmente distribuidas en el esquema de series, con la particu-
laridad de que fi(x) = MfR(x) estd representada en (7). Pongamos

o = [q(“ ;ﬂ’“‘) - ﬁnfn(x)].

Entonces

Si) = 1) =~ D} by Mbin = 0

nhy, e
MiZ , = % [M TI, 7 (_"_;i) - h,ﬁ(x)],

M hl.. Ut ;""*) = hL" j q’(x,; ")ﬂr}d: -
= S G (2)f(x — zhn)dz — fix) 5 g (z)dz = fix)d*. (8)

Ahora bien, ME}, , ~ f(x)d*/n si_f(x) > 0. La condicién de Lindeberg tiene
€n nuestro caso la forma

AM(E 1 [1.4] > &) = 0 ©)
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para n — «© y para cualquier & > 0. Como A f2(x) = 0, nti . < 2(¢*((x -
= X1)/hn) + Bafa(x)), entonces para cumplir (9) es suficiente que

1 2fXx—X X =X
s > L
(P () ) o(552) oo
Esta relacidn tiene lugar, ya que su primer miembro es igual a (compdrese
con (8))

@ (2)f(x — zh)dz < ¢ [ G*(2)dz — 0.
gizy>emhe qlz)>evnfs

n
Ahora bien, a la variable aleatoria {,(x) = 3, &, es aplicable el
: =1

teorema central del limite. Esto demuestra el teorema 1. <

En el problema sujeto a examen surge naturalmente la cuestién acerca
de la eleccidn Sptima de A, y de la funcién g(r). Sin embargo, su solucién
depende de las propiedades de suavidad de f(x). En efecto, supongamos,
por ejemplo, que f(x) es positiva solamente en el intervalo finito y que
es dos veces continuamente derivable con el valor fijo ¢ = _[ f" (x)dx.
Supongamos también que j 2q(z)dz = 0 (esto es siempre asi para las g(z)

simétricas) y que D? = j Z22q(z)dz < =. Entonces
Jalx) = s @(2)f(x — zhn)dz =

, Zhi 34
= {4 |79 - chor e + S35 1) 4 0] ac =

2 pom
= f(x) + "_JT('E)_ g 22q(z)dz + o(hd).

Vemos que

22 ¢
Sax) = f1x) = Dh“zf ® 5{;_;"_)

2 e 2
ML) — fF = (Dz = ‘x’)’ + 259D oy ao

+ o(hd),

La minimizacién de esta expresién en h, y g dard, en virtud de la norma-
lidad asintética de {(x), la “dispersién” minima posible de f3(x) alrededor
del valor de f(x). No obstante, en este caso los valores minimizantes de
hn y g dependerdn de x mediante los valores desconocidos de f(x) y £”(x).
Para evitar este efecto y obtener la optimalidad “por término medio” es

5*



68 CAP. |, MUESTRA. DISTRIBUCION EMPIRICA

natural examinar la integral

[ ML) = fO0)dx (1)
2y 2 2

cuya parte principal serd igual a (D;"") @+ —:}l— {esto se obtiene si
L

en (10) se retira o(hd)).
7]
El minimo de esta expresién se alcanza cuando A = (%—) . Con
©

tal eleccién de h,, la integral (11) serd igual a

%pl!’(m!}‘/ﬂn-dfs + O{H-Q/S)’ (12)

i) - 1) = (BN (L2 4 Vel + otn2),

£ € $o.1.

Ahora bien, aqui la velocidad de convergencia constituye sélo n
a diferencia de la velocidad n =%, Ia cual tiene lugar para la convergencia
de las funciones de distribucidén. Es un hecho natural, ya que en la estima-
cién del valor de f{x) toma parte, hablando en términos generales, no teda
la muestra, sino las observaciones que se han concentrado en cierto entorno
decreciente del punto x.

La expresién (12) permite también elegir del modo dptimo la funcién
q(z), o sea, la funcién para la cual se minimiza Dd?. Suponiendo, sin limitar
la generalidad, que D = 1, obtenemos el problema de minimizacién d> =
= | ¢*(2)dz a condicién de que j q(z)dz = j 2g(z)dz = 1, | 2¢(2)dz =
=0.

Notese que si f tiene derivadas continuas de orden més alto que 2m > 2,
también pueden obtenerse velocidades mds altas de convergencia de la dife-
rencia fa(x) — f(x) hacia cero, Sin embargo, en este caso es necesario
utilizar las distribuciones generalizadas Q cuya ‘“densidad” g puede
tomar los valores de ambos signos y permite satisfacer las condiciones
j "g(z)dz = 1, szq{z)dz = {0 para todos los 1 < j < 2m — 1. En este
caso, mediante los razonamientos anteriores podemos obtener la velocidad

am 1
de convergencia de orden de n T = Twh la cual serd tanto
mejor cuanto mayor sea m. Este hecho se explica por la circunstancia de
que para f{x) mds suaves, ¢n la estimacién del valor de f(x) se incorporan
los elementos de la muestra, situados en entornos cada vez mds amplios
del punto x.
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Por otro lado, eligiendo funciones suaves g(z), podemos asegurar la po-
sibilidad de estimar no s6lo las densidades f(x), sino también sus derivadas.
De esto también podemos convencernos a base de los razonamientos ante-
riormente citados.

La funcién fa(x), que tiene la forma (4), se llama frecuentemente esti-
macién de Rosenblatt — Parzen de la densidad f(x) o estimacidn nuclear
de f(x). En este caso las funciones g(z) se llaman nicleos. En la préctica
se utilizan a menudo los miclecs “rectangulares”, o sea, se supone que

- 1 para z€[-1/2, 1/2],
) [0 para z¢[—1/2, 1/2].

A veces se procede de un modo todavia mas sencillo: la recta real se divide
en pequefios intervalos A, (de A, de largo) y se supone que fi(x) = —n%
para x € A;, donde »; es el mimero de elementos de la muestra que coinci-
dieron con 4A;. Tal funcién f5(x) se llama histograma de la muestra. Es
fécil comprobar que si f{x) es continua, entonces el histograma fi(x), a
la par con la funcién definida en (4), también posee la propiedad de conver-
gencia f7(x) = Jx) si by = 0, nh, = =,



CAPITULO 2

Teoria de estimacion
de los parametros desconocidos

El § 2 contiene la descripcidén de las familias paramétricas mds difundidas de distr
¥ sus propiedades principales.

En los §§ 3—6 se exp élodos principales de obtencién de las estimaciones pun-
tuales.

En los §§ 7 y 8 se examinan los enfoques de la comparacién de las estimaciones.

Los §§ 9—20 estdn dedicados a los métodos de construccidn de las estimaciones éptimas
{en uno u cotro sentido). Se destacan las cuatro direcciones siguientes:

1) (§% 9—11 y 20) Enfoques bayesianc y minimax de la construccién de las estimaciones.
Los §§ 9 ¥ 10 son de cardcter adicional y mnumm las definiciones y la exposicién de las
propiedades principales de las esperanzas condicionales y de las distribuciones
condicionales.

2) (§§ 12—15) Construccién de las estimaciones éptimas (eficientes) con ayuda de los
principios de suficiencia y de no desplazamiento.

3) (8% 16, 17 y 22) Construccién de las estimaciones éptimas (eficientes) basindose en
la desigualdad de Rao — Cramer.

4) (§§ 18 y 19) Utilizacidn de las consideraciones de invariacién.

En los §§ 21—-29 se estudian las propiedades asintéticas de la relacién de verosimilitud,
Sobre esta base se determina la optimacién asintética de las estimaciones de verosimilitud,
Los resultados de los §§ 21—29 también constituyen la base de la teorfa de los criterios 6pti-
mos, desarrollada en el capftulo 3.

Los §§ 31 y 32 estdn dedicados a la estimacion por intervalos.

§ 1. Observaciones preliminares

Como ya hemos sefialado en los parrafos precedentes, el objeto inicial de
las investigaciones estadisticas estd constituido por la muestra

Xn=(Ri, ... Xa)y Xt € &

de la distribucién P, la cual es desconocida por completo o parcialmente.
En la estadistica matemdtica se destacan, en calidad de principales, las dos
siguientes clases de problemas:

1. Estimacidn de los pardmetros desconocidos.
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2, Verificacidn de las hipdtesis estadisticas.

Los problemas de primera clase aparecen cuando por la muestra
X = X, es necesario estimar cualquier caracter{stica numérica desconocida
t# de la distribucién P (que ya es desconocida). O sea, para la funcional dada

8 = P),
de la distribucién P debemos sefialar la funcién de la muestra (o bien, que
es lo mismo, la estadistica)
8" = 9n(Xy)

destinada a la utilizacién, en vez del pardmetro 6, en calidad de su aproxi-
macién, En el capitulo precedente hemos visto que las premisas para esto
existen. La estadistica 6* se llama esfimacidn del pardmetro 6. Claro est4
que las estimaciones para el pardmetro ¢ pueden ser muchisimas. El teore-
ma 1.3.1 muestra que, por cjemplo, para la estimacién de la funcional
# = 8(P), que tiene la forma

= {8(x) dF(x),
es natural utilizar la estadistica

n
o =L > ew.

i=1

Pero claro que también se pueden examinar otras estimaciones, digamos,

H“':
* — ]
= ey ey E : g(xep),
JuEm ]
donde X3, / = 1, ..., n, son los elementos de la seric variacional, etc. En

calidad de #* tamblén pueden tomarse los valores que no dependen de la
muestra, Se puede poner, por ejemplo, 8* = 0, aunque esto no siempre es
racional y es completamente irracional cuando el conjunto de valores posi-
bles de # no contiene 0,

En relacién con la ultima observacién es preciso sefialar que en el plan-
teamiento del problema sobre la estimacién se indica con frecuencia cudl
es el conjunto © de los valores posibles de 6. Por ejemplo, si se aprecia
la porcién 6§ de un mineral cualquiera contenido en la mena, entonces, claro
estd que fe[0, 1].

En muchos casos también se sabe de antemano que la distribucién P
de la muestra X no puede ser arbitraria, sino que pertenece a una familia
determinada de distribuciones &
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Entre los problemas de la estimacién de los pardmetros figura el ejem-
plo 1 dado en la Introduccién.

Los problemas de segunda clase se refieren a la comprobacién de una
¥y otra suposicién (hipétesis) sobre la distribucién desconocida P. Por ejem-
plo, podemos verificar la hipétesis consistente en que P tiene una u otra
forma dada. A este tipo de problemas pertenece el ejemplo 2 dado en la
Introduccién.

Ms tarde veremos que no hay diferencia cualitativa entre los problemas
de primera clase (teoria de las estimaciones) y de segunda clase (verificacién
de las hipdtesis estadisticas).

En este capitulo expondremos los planteamientos de los problemas y
los enfoques que estdn {intimamente vinculados con los resuitados del capi-
tulo precedente y que pueden llamarse “puramente estadisticos” a distin-
cién de los enfoques mds generales de la teoria de los juegos, que se
examinan en el cap. 5.

Los enfoques puramente estadisticos expresan, en cierta medida, la
esencia de los métodos de la estadistica matemdtica. Histéricamente tales
enfoques fueron comprendidos mucho antes que los métodos més genera-
les. En cuando a su aplicacién, por lo visto, el hombre los utilizaba explicita
o implicitamente a lo largo de todo el proceso del conocimiento.

Todo esto justifica la exposicién independiente de los enfoques pura-
mente estadsticos, a pesar de que ciertos momentos de esta exposicién pue-
den considerarse como casos particulares en el marco de las concepciones
mdés generales. Al mismo tiempo revelaremos cierta insuficiencia del enfo-
que puramente estadistico para planteamientos més exactos de los proble-
mas. Esto nos ayudar4 a comprender el caricter racional de otros puntos
de vista.

§ 2. Algunas familias paramétricas de distribuciones y sus propiedades

Examinemos algunas familias de distribuciones que dependen de los pard-
metros {o familias paramétricas de distribuciones) que con frecuencia sur-
gen ¢én los suplementos y que aparecerdn en la exposicién ulterior tanto
de hecho como en calidad de ilustraciones.

1. Distribucién normal en ana recta. Con el simbolo &, .2 designare-
mos la distribucién normal con los pardmetros («, ¢*), 0 sca, la distribu-
cion de densidad

1 w (l;aﬂ)'
Y= '

asl que

Pe,(B) = [ a,(x)dx.
B
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Si £ € ®0,1 ¥ ¥ =0 es un mimero entero, entonces, evidentemente,
MgE+! =g,

Para los momentos de orden par, utilizando la sustitucién x = V2u, encon-
tramos

k

2 mx’*e""’dx: 2 ute—v G _
2% 2x J2u

2k
= - 'tk + 1/2), (03]
donde T'(A) = ofx""e"dx es la funcién I, T(A) =0 — D'\ - 1),
0
I'(1/2) = V=, asi que

MEF = 2k — Mt = Qk-DRk-3) ... L

También obtendriamos este resultado si hubiéramos derivado 2k veces
1a funcién caracteristica e ~/? en el punto ¢ = 0.

2. Distribucién normal multidimensional. En ¢l caso multidimensional
2= R™, el simbolo ®4,. significard la distribucién normal en R™ con el
vector de esperanzas matematicas o = (a4, ..., &») ¥ con la matriz de se-
gundos momentos centrales o® = |oyh & f=1, ..., m. Si 4 es la matriz
inversa a o® (en los casos cuando ella existe), entonces la densidad e
(x) en R™ de la distribucién &, . tiene la forma a (véase [11], p. 148)

e = e (= 3 66 = AGe - "),

donde x7 es el vector transpuesto. Recordemos también (ya hemos utilizado
este hecho en el § 1.7) que la funcién caracteristica de la magnitud ¢ €
€ P2 e5 igual a

M = exp (ir:xf - % rozf") s

donde ¢t = (#i, ..., Im) €s €l vector en R™.

3. Distribucién gamma. El simbolo I, » designar4 la llamada “distribu-
cién gamma” (o distribucién I') con los pardmetros (o, A). La densidad
Ya, M(X) de esta distribucién depende de dos pardmetros « >0y A >0y
es igual a (véase [11] ¥ § 7 del cap. 6)

A Xrlge x50
r(}‘) » ¢l

Ya, MX) =) g x <0, 2)
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donde I'(\) es la funcidén I' definida en (1). La funcién caracteristica de
la distribucién T tiene la forma ([11])

= -
Kf’m‘r«.a(xldx . ( = %) : 3

Si £ € Da., entonces

T o T At |, —ax o a~f Iy Ati=1,=% 3 O:‘-‘F{P\"-f)
M= Ty Sx e dx= rou |7 e dy—w‘ )
] 0

Para enteros { > 0, el mismo resultado podria ser obtenido derivando la
funcién caracteristica. Poniendo ¢ = 1, 2, encontramos

Mt = Mo, DE= Nl ()

De las férmulas (3) y (4) se deduce que el pardmetro o desempeiia el
papel de escala, asi que

9/ € Tap si 9 € Ty

En virtud de esta circunstancia, muchas propiedades de la distribucién
I' pueden ser estudiadas para un valor cualquiera de @, por ejemplo, para
a« = 1 o para @ = 1/2. A menudo el segundo valor serd para nosotros mas
cémodo, ya que la distribucidn I'y 2, desempefia un importante papel inde-
pendiente en la estadistica matemdtica y se llama distribucién *ji-
cuadrado” (o distribucién x2).

4. Distribucién “fi-cuadrado” Hicon k grados de libertad. Asi se deno-
mina la distribucién Hy = I'y,2, k2 cuando k& > 0 son enteros. Conservare-
mos esta denominacion para la distribucién Hx cuando también se trate
de k£ > 0 arbitrarios. En virtud de (3), la funcién caracteristica de la distri-
bucién Hy es igual a

@ - 2i)~*2,

Indiquemos las tres siguientes propiedades de la distribucién Hy.
1) 8i w; son independientes, m € By, i= 1, ..., s, entonces

¥ 5
2m € Hy, k=3 ke
i=l i=1
Esta propiedad se deduce directamente de la forma de la funcién caracteris-
tica de la distribucion Hz.

2) Si £ € 4,44, donde ®o,. es la distribucién normal k-dimensional
con la mairiz no degenerada de segundos momentos o entonces
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Q) = (£ — a)o~*(f — 0)" €Hs.
En efecto, la funcidn caracteristica de la variable aleatoria Q() es igual
a

Meie® — —-m_"(z l:)-ljcxp (—% 01 — 2;‘:)) dx, ... dx.

Sustituyendo las variables x; ¥1 — 2it = y;, obtenemos la expresién

- 1
a-zip-ra Mo T (-Feoy, 4 a4 an-ra
(zﬂl)kll

que es lo que se necesitaba demostrar. El hecho de que la integral en el
primer miembro no depende de la variacién del dominio de integracién
se deriva de la analiticidad de la funcién subintegral y de su decrecimiento
répido cuando |y| —c (compérese con [I1], p. 131).
De lo dicho resulta gue la distribucién Hy estd contenida en la variable
aleatoria
=t .+ 8

donde & son independientes, £ € %, ;. El término “nimero de grados de
libertad” estd precisamente relacionado con esta representacién.

3) Como MEf = 1, M#f = 3, DEt = 2 para £ & &0, 1, enfonces, en virtud
del teorema central del limite, para k~»eo,

2
2k & &o,). (6)

De aqui y de los teoremas de continuidad enunciados en el § 1.5 se deduce
que a la par con (6),

N2xT =~N2k-1 & &,

Esta convergencia sirve de base para la igualdad aproximada (en caso de
k y x grandes) He(0, x) = ®(V2X — V2k = 1), ®(x) = &0.1((- =, x)),
da cual, por regla general, resulta mds exacta que la aproximacién

Hi((0, x) =~ & (—f;;—:—) que se deduce de (6).

Seiialemos otro caso particular de la distribucién T, el cual aparece a
menudo en las aplicaciones.
5. Distribucién exponencial. Es la distribucién T'«.1 de densidad

ae” ™, x> 0.
De las férmulas (5) obtenemos, para § € o3,
M¢ = 1/a, DE=1/o?
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Examinemos ahora ciertas distribuciones relacionadas con las distribu-
ciones normal y gamma y que desempefian un papel importante en la esta-
dfstica matematica. A distincién de las anteriores, con estas distribuciones
no hemos tropezado anteriormente.

6. Distribucién de Fisher Fy,i, con k1 ¥ k2 nlimero de grados de liber-
tad. Asi se llama la distribucién de la variable aleatoria

§=m/n,

donde %, son independientes, ;y€Hg, j = 1, 2. De las propiedades de la
distribucién T' se deduce que la distribucién de { queda igual cuando
7 €Ty, k2 ¥ para cualquier a > 0, y que { cuando k; son enteros, admite
la representacion

o B
El*‘--- + ;z,l

donde las variables aleatorias &, {« son independientes, &€ ®o,1, {x € &o,1.
Hallemos la densidad de la distribucién Fg, «,. Tenemos

ux A -1, N1
Pl <x) = SSr'l_h,(m‘r)r._,‘,(a'u}= S E B

ToOrow) e~ "~ du dv;

veluw

3 =1 Ag=1
Jolx) = d.!'(ﬂ: s S ("g()’\l)l‘l(;z) e~ " Yydv =

O

. (R T T+ M)
TOuC(A2) (1 + )T REIODNO:)

Es evidente que la densidad necesaria se obtiene si aqui se sustituye
N = k;/2. Bs fécil determinar los momentos de la variable aleatoria ¢ (si
éstos existen):

SR G AP (YY) N () I
TOWOT2) ) (1 +x)"7 L)

En particular, cuando / = 1, 2, obtenemos

e M _ MM+ D
Mr Xz—l' Mrl_(k]i‘“l)m—z).

La distribucién de Fisher también a veces se llama distribucién de Sne-
decor. Esto se debe al hecho de que Fisher propuso utilizar y tabulé, en
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realidad, no la distribucién de ¢, sino la de la variable aleatoria -;— In ¢.

En cuanto a la distribucién de I, ésta fue tabulada un poco més tarde por
Snedecor

7. Distribucién de Student T, con k grados de libertad. Esta es, por
definicién, la distribucién de la variable aleatoria

fo

N T

donde £ son independientes, £,E®y, , j =0, ..., k. Es evidente que —¢
tiene la misma distribucién y, por lo tanto, la distribucién de Student es
simétrica con respecto al origen de coordenadas. Luego

i=

f2=l kE% ! =£ﬂl
g+ ...+ & [T

donde 7, son independientes, 51 EH1, n2€Hz:. Esto quiere decir que */k
tiene la distribucién de Fisher. Examinemos la variable aleatoria 7 = VT,
¢ = /12 7y€Hy,. Como P(r < x) = P(¢ < x%), la densidad fiy(x) de la
variable aleatoria r serd igual a

_ _ I+ M) x*h -2 -
Joy(x) focr)(r’ ) =2 1"()-1}1'(?\:T a+ xz)a,-u,

TOu+h) 2!
TOMI(:z) (1 + Xy

De aqui, cuando A\ = 1/2, Ay = k/2, se puede obtener, de un modo eviden-
te, la densidad | ¢| /vk. Como la distribucién de # es simétrica, para la
densidad fi(x) de la variable aleatoria ¢ tenemos finalmente

_ Tk + 1)/2) o
S =y (1 + k) : )

Por supuesto que todos los momentos de ¢ de orden impar (si existen) son
iguales a cero, Para los momentos de orden par 2/ tenemos, en virtud de (8),

2 _ it TOu+DTG2 =1
M = KM =k FOOT 0 5

donde es necesario poner \y = 1/2, \; = k/2, 2] < k, Si [ = 1 obtenemos

|Xj=kja/2, x>0

2_ _k
Mr o

*) Student ¢s ¢l seudénimo de W. S. Gosset,
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Segun su forma, la funcién fi,)(x) se parece a la densidad de la ley nor-
mal. Ademas, con el crecimiento de £,

=-x3/2

Jlx) — ?21—1— e i

que significa la convergencia 1 & ®,,, cuando k —co. Sin embargo, fi;)(x)
tiene “colas mds gruesas”, puesto que con el aumento de | x|, la funcién
(9) disminuye mucho mis lentamente que e~ 2, asi que para todos
b>0,

Te((—b. b)) < ®o.u((—5, b)). 109

En este caso, la diferencia entre el segundo y el primer miembro en (10)
puede ser considerable cuando & no son grandes.

El lector también puede demostrar la convergencia ¢ = V% /Vgz
hacia la ley normal, utilizando otra via, por medio del teorema de continui-

dad. Por ejemplo, basta con notar que -”ki =Tl{ GE+...+8)—>1y

por lo tanto, ¢t ?;Eo, t = ¥.

8. Distribucién beta (B-distribucién). Asi se llama la distribucién BX,, A2
de densidad

M A=l <1 i i
fot) ={ TOOT0D ~ a-x"<", xefo, 1,
% x4[0, 1]
Se denomina as{ debido a la funcién beta

1
B\, A2) = gx""l(l - ldx = %%%E:%
[i]

La distribucién beta estd relacionada con la distribucién gamma vy la
distribucién de Fisher por medio de la afirmacién siguiente:
S8i y; son independientes, w&T, », (0 bien n;€Hy,), entonces

sl e B
B g T+ € B,

donde { = mi/n2 € Fa, 2,
La demostracién de esta afirmacién es muy fécil, ya que en virtud de

M <0 =p(r< i),
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YA e
Jolx) = fw( )(l—x)_l"(h)f‘(?\z) l—x) )

NS Z—M A =1 Ay =1
TOWT0) a-x"" xefo, 1]

Para los momentos de la variable aleatoria 8 tenemos

x{1 — x)™

1
_ T+ M) N L VIR UAES DO T+ M)A + D)
M= T T 2) §x fl—ag iy TOOM + 2+

Para / = 1, 2 obtenemos

M g MO + 1)
N Y M= (R RS

9. Distribucién uniforme. La distribucién uniforme sobre [0, 1], que
se obtiene si se pone A\; = Az = 1, es un caso particular de la B-distribucién.

Designaremos con el simbolo Uy, 5 la distribucion uniforme sobre el seg-
mento [a b], asf que By, = Up,1.

Con ayuda de B-distribucién se puede describir la distribucién de los
términos de la serie variacional xu) de la muestra X.

Teorema 1. Si X € P es la muestra de la distribucidn P con la funcidn
continua de distribucion F, entonces

¥y = F(xtk)) =1 sk.n-k+l-

Demostracién. Como yx = F(xx) € U, 3, entonces yx = Flxw) puede
considerarse como término de la serie variacional de la muestra ¥ € Uy, .
Determinemos P(yu € (wu + du)). El suceso {y«) € (4, u + du) se puede
representar como la unién de los sucesos disjuntos

Mg =

Aj= {y € (4, u+ du), yi =yl

que se producen cuando y; adquiere el valor de (¥, 4 + du) (esta probabili-
dad es igual a du), cuando kX — 1 observaciones, de las n — | restantes,
caen en el campo de valores de (0, &), y cuando n — k observaciones caen
en el campo de valores de (i, 1). Por consiguiente,

P(A) = CEZ1uF 1 - u)*~*du,
PO € (1w 4 + du)) = nCEZ1u* 1 — w)"~ *au.
Esto precisamente significa que la densidad y) existe y es igual a

n! - . I'(n + 1) i
) T 3 R A 15y 7y 28 i
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Basdndose en el teorema 1 tambiéri es facil obtener la distribucién /limite
de los términos de la serie variacional cuando el volumen de la muestra
X crece ilimitadamente. Aqui s6lo examinaremos un resultado que se deriva
de los teoremas de continuidad.

k
+1

Vol =
}'(k1=ﬂ+—&(—ﬁ-—f‘-o)—in. En & P01

Demostracién. En virtud del teorema 1, ¥y € Bk, n—x+1 Y, por lo tanto,
en virtud de las propiedades de la B-distribucién, es valida la representacién

Teorema 2. Sia= = —+ g € (0, 1) cuando n— o, entonces

__m = -
)'(;;"_'_m,méﬂk,,k: 2k, kz=2n — k + 1).

Pongamos, para comodidad, @, = @, @z = | — @, y supongamos que a = do
ha sido fijado. Entonces, evidentemente, k;/(n + 1) = 2a;, j=1, 2 ¥, en
virtud de la propiedad de la distribucién x?,

n=ki+ V2K, £ = P € &3

@ *+N n+l &>
k) =
al+a"\/n‘-‘{11

Nos queda utilizar el teorema de continuidad 1.5.3A para

1) _®m o
&+ n+ 1 &

1 1
{} h+ 1z ’ bn —Jn—;_-i'— » ’h V\'-?E
Como v (v, por lo tanto, también £”) son independientes y
aH _ f aH _ h
an  (h+n)y' o (ti + 1)
obtenemos

wo—aW n+1 "d‘z‘\fﬂ_lfm"ﬂ’wr_fm Naa £ E € ¥,

Si g depende de n, entonces conviene utilizar la observacién 1.5.1, <
Corolario 1. Si a = k/(n + 1)—aos € (0, 1) y la funcidn continua F es

continuamente derivable en el punto to = F~'(a0) (cuantila de orden ay),
entonces
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~ao(l
Xgy = § + —i'%?’—:—e & € o1, (11)

donde | = F~'(a) es una cuantila de orden a, f(x) = F'(x).
Esta afirmacién se obtiene directamente del teorema de continuidad
1.5.3 (teniendo en cuenta la observacién 1.5.1) si se utiliza la representacién

Xy = F~ 'vgy = F~ 0+‘\} ao(l ad —d) f)

ar ' _

dx ﬂF‘ ‘(x))

Observacién 1. La afirmacidn (11) generaliza, de cierto modo, la afirma-
cién del corolario 1.8.1. La misma también puede ser generalizada en otro
sentido. Sea, para x—¢,
| Fxy— F&) | ~c|x—¢|" v > 0.

Entonces es fécil ver que, cuando y—a,

R I

y el hecho de que

1fw

y, por lo tanto, g
€
Gy~ Hn > = (a(l — ﬂo})_:t"_| £ |” signf, E€®o, (2)

Cuando ¥ = 1, ¢ = f({), de aqui se deduce (11).
10. Distribucién de Cauchy K., , con pardmetros («, o). Asf se llama
la distribucién de densidad

) o Y S
kﬂ'u(x)_wloz+(x-a}2r_1m I+(¥—g)2.
o

Al igual que en el caso de la ley normal, aqui los pardmetros o ¥y o son,
respectivamente, los pardmetros de desplazamiento y de escala. La forma
de la distribucién Ko,; es muy semejante a la de &,,;, sin embargo, ko, 1,
al igual que 1a densidad de la distribuci6én de Student, tiene “colas mucho
mds gruesas” (o sea, un decrecimiento més lento cuando Ix] ~rog), asi
que la distribucién Ko,) no tiene incluso una esperanza matemaética finita.
En [11] hemos seflalado (véase el cap. 7) que las distribuciones Kz, o al
igual que las distribuciones normales, poseen propiedad de estabilidad. La
funcién caracteristica xo,1(¥) de la distribucién Ko, es igual a

xo(t) = el
POT €50 xq, o(f) = expliat — o] 2]},

6—8030
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Xay, all)Xey, ol) = exp(i(an + a2)t — (01 + 02) | ;l I

asi que la convolucién de K,,, o, ¥ Ko, o; 5 igual a Ki, + a2, o3 +02. NO €8
dificil ver que Ko, = T

En las aplicaciones se encuentran con frecuencia las funciones de dife-
rente género de las variables aleatorias normalmente distribuidas. Una de
ellas es la funcién exponencial con la cual estd relacionada la llamada distri-
bucién lognormal.

11. Distribucién lognormal L., .2. Diremos que 3 € L, si In 9
€4d,.,. En otros términos, 5 = €%, donde ¢ € ¥,,.2. De aqui se deduce
que la distribucién L, . estd concentrada en el semieje positivo.

La densidad de € L., 2, en virtud de las férmulas para la densidad
de la funcién de la variable aleatoria (véase [I1], p. 53), es igual a

@ar(ln X)x~ 1

Ademas, hallamos

_.LL?..L—H’ 22
e i Al =
T
1 y=-a=-d) o 4 a/2
X = dy = 1
SWCXP( - e
B AR
quziezy 12“_ e P

12. Distribucién degenerada. El simbolo I; (ya hemos utilizado esta de-
signacién en el § 1.2) significard la distribucién degenerada concentrada
en el punto a.

En el caso general, cuando se examina una familia arbitraria de distribu-
ciones que dependen del pardmetro § (escalar o vectorial), utilizaremos la
designacién Py. La propia familia se designard con el simbolo

{Poloco

donde © es el conjunto de valores posibles del pardmetro 6. Estas mismas
designaciones se empleardn para las familias de distribuciones 1—12. Por
ejemplo, [®a.1).ex significard la familia de todas las distribuciones nor-
males con una varianza unitaria,

Las distribuciones 1—I11 son absolutamente continuas con respecto a
la medida de Lebesgue. Introduzcamos ahora las designaciones para tres
distribuciones discretas bien conocidas (absolutamente continuas con res-
pecto a la medida de célculo u(B):(B) = k si B contiene & puntos de valores
enteros).

13. Distribucién de Bernoulli B, Seguin la definicion, ¢ € Bj (n es
un nimero entero, p € [0, 1)) si
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Pt = k)= Cip*(l - p)"™*, O<k<n

14. Distribucién de Poisson IT.. Esta distribucién se determina por me-
dio de la igualdad

k
L(B) = ) :-% e™), A>0.
kep
k=0

15. Distribucién polinomial. Designaremos esta distribucién por Bg,
r

donde n > 0 es un nimero entero, p= (P, ..., B}, P20, S, pi=1.
Jjet
Para el vector aleatorio entero » = vy, ..., ¥} escribiremos » & B} si para
r
k=(ki, ..., k), kj >0, S k; =n es vélida la igualdad
i=m1
! K 3
P(y = e W oK s e
=h=Tr o P p

La distribucién Bj corresponde a la sucesién de n pruebas independien-
tes, en cada una de las cuales se produce uno de r casos posibles incompati-
bles A4;, ..., 45 entonces la probabilidad de que aparezca el caso A; en
una prueba es igual a p; Las coordenadas »; del vector » significan las
frecuencias de aparicién de los sucesos A; después de n pruebas (véase,
por ejemplo, [11]). Es evidente que para cada j=1, .,., r

¥j =3 B;;.

En el experimento ilustrado, el caso de la j-ésima prueba puede ser descrito

por el vector de r-coordenada x;, cuya r — 1 coordenadas son iguales a cero,

¥ una coordenada es igual a 1. El mimero de esta coordenada es e] nimero

del suceso que se produjo en la j-ésima prueba. Evidentemente que
n

v = 2%, Con respecto a la muestra X, formada por xi, ..., X NS
J=1 -
serd mds cémodo escribir

X € By,

donde B, = B}. El espacio £ para tal muestra es, por lo visto, finito y cons-
ta de r puntos. Si p = (g1, p2), pr + p2 = 1, obtendremos el esquema de
Bernoulli, para el cual utilizaremos las mismas designaciones, identificando
B(py, pz) con By, = B}, (véase el subparr.13). En el caso general, la distri-
bucién B, depende, en realidad, solamente del parametro de dimensién
r—1(p, .., Pr-1), asi que en vez del indice p se podria escribir (p;,
vy Proa)

Muchas de las distribuciones examinadas maés arriba, por ejemplo las
61‘
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distribuciones ®o,1, Hx, Fi,, & Tw I, estdn tabuladas en los manuales
de estadistica matemdtica y se ofrecen en tablas especiales (véase, por ejem-
plo, [8]).

§ 3. Estimacién puntual. Método principal de obtencién de estimaciones.
Conciliabilidad. Normalidad asintdtica

1. Método de sustitucién. Conciliabilidad. En ¢l § | hemos introducido
el concepto de estimacion, Formalmente, estimacién es 1o mismo que esta-
distica, o sea, toda funcién medible 8" de una muestra. No formalmente,
el sentido que se le da a este término consiste en que llamamos estimaciones
8" sélo a las estadisticas que deben utilizarse en vez del pardmetro descono-
cido 8. Con otras palabras, 8* es cierta aproximacién para 6, basada en
la muestra, La magnitud #* también se denomina estimacién puntual para
8, a distincién de las estimaciones por intervalo que serdn examinadas mas
adelante.

La representacién de una estimacion presupone, de ordinario, la repre-
sentacién de funciones (de la muestra X)) definidas para todos los valores
posibles de n. Por eso, en lo sucesivo el término “estimacién’ significard
la familia de estadisticas §* = 03(X,) definidas para todaslosn = 1,2, ...,
donde §° es la funcién sobre 2™, o bien, que es lo mismo, una funcién
8" = 0*(n, X.) definida en el producto del conjunto de mimeros enteros
y 2™

De acuerdo con el § 1, consideraremos gue en el planteamiento del pro-
blema de estimacién estd definido el conjunto © de los posibles valores
del pardmetro # y la familia £?de las posibles distribuciones P de la muestra
X (que pueden ser, digamos, sélo las distribuciones normales ®4, 1 0 las
distribuciones de Poisson II, para las cuales es preciso estimar los pardme-
tros desconocidos a, M\). Si faltan cualesquiera limitaciones para 8 (o para
P), entonces podemos considerar que 8%coincide con el espacio euclidiano
de dimensién correspondiente (con el conjunto de todas las distribuciones).

Si para designar el pardmetro, en vez de 0 se utiliza otra letra cualquiera,
por ejemplo A, las estimaciones de este pardmetro se designardn del mismo
modo: afiadiendo a X el indice superior en forma de asterisco. Por ejemplo,
para el pardmetro « de la ley normal es natural examinar la estimacién

n
a*"_"l E v {18
n
i=1

Los momentos muestrales que se utilizan para la estimacién
Mx; = IxP(dx) y Dx; = E(x - Mx;)*P(dx)
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tienen sus designaciones especiales tradicionales

:% ix.— y 5'2=-:? E(xf—ﬂ’.

=] =1

=l

Ya hemos sefialado que para el pardmetro dado se pueden indicar varias
estimaciones, tantas como se guiera, y antes de examinar de qué modo en
cada situacién concreta conviene comparar sus cualidades, fijaremos la
atencién en ciertos métodos “regulares” generales de su construccion.

Estos métodos agrupan en si los enfoques mds racionales del problema
de estimacién y posteriormente nos permitirdn obtener las mejores estima-
ciones en uno u otro sentide.

Casi todos los procedimientos de estimacidn se basan en el siguiente
método principal, que podria llamarse método de sustitucion de la distribu-
cidn empftrica (o simplemente méfodo de sustitucion).

Sea X, € P y representemos el pardmetro desconocido @ en forma de
cierta funcional G de la distribucién P:

&= G(P) -

Supongamos, luego, que P significa, como antes, la distribucién empirica.
Entonces, el método de sustitucion prescribe que en calidad de estimacién
0" se tome la funcién

6" = G(Pp).

Tales estimaciones serdn llamadas estimaciones por el método de susti-
tucion o simplemente estimaciones de sustitucion.

La funcional G se da, a veces, en forma implicita como solucién de
cierta ecuacion H(#, P) = 0, resoluble con respecto a 6. En este caso, en
consonancia con la definicién principal, llamaremos estimaciones de susti-
tucién a toda solucién de la ecuacién H(f, Pr) = 0.

Si se sabe que el conjunto de los posibles valores del parametro 8 €
€R* estd limitado por el dominio © de R*, el cual no coincide con R¥,
esta informacién se puede tener en cuenta al construir las estimaciones de
sustitucién. Admitamos que el domino © estd cerrado y sea el conjunto
de las posibles distribuciones de la muestra X, © = [G(P)}pem Defina-
mos la funcional G,(P) para P arbitraria, como el valor de 7 € © para
el que se alcanza

min |t - G®) | = | Gi(P) - G®) |, 0]
asi que Gi(P) es el punto de © mds proximo a G(P). Como
Gi(P) = G(P) = #, si P € % entonces la estimacién

g = Gi(Pp), 2)



86 CAP. 2. TEORIA DE ESTIMACION DE PARAMETROS

junto con G(P7), serd la estimacién de sustitucién, con la particularidad
de que el conjunto de los posibles valores de 6° pertenecerd a ©.

En cuanto a las estimaciones (1) y (2) diremos que se han obtenido debi-
do a la contraccidn del método de sustitucion.

Supongamos, por ejemplo, que se estima el pardmetro « de la distribu-
cién normal $,,1 y que sabemos de antemano que « € [0, 1]. Entonces
puede resuitar que la estimacién o' = X¢ [0, 1] (evidentemente que
X= ]tdF,’,(f) es la estimacién de sustitucion). La contraccién del método
de sustitucion recomienda en calidad de estimacién tomar el punto [0, 1]
mds préximo a X.

Seifialemos ahora, que en la forma enunciada, el método de sustitucién
no siempre tiene sentido. El hecho consiste en que la funcional inicial G
puede resultar no definida sobre el conjunto de distribuciones empiricas.
Supongamos, por ejemplo, que es sabido de antemano que la distribucién
P pertenece a la clase &2 de distribuciones absolutamente continuas con
respecto a la medida de Lebesgue, asi que cada P¢ & tiene una densidad
igual a f.

Pero a nosotros nos interesa el valor de

8 = G®P) = Sf(x)dx - S (%)zdx.

Estd claro que en este caso G(P7) no tiene sentido, ya que Py, es una distri-
bucién discreta. En tales casos el método de sustitucidon siempre puede ser
modificado naturalmente de manera que conserve su esencia. En el ejemplo
citado, donde G(P) es la funcional de la densidad f, conviene, en calidad
de 8*, examinar, de acuerdo con el método de sustitucién, el valor de
G(P;"), donde P;" es la distribucién empirica suavizada (véase el § 1.10)
que asegura la convergencia de la densidad empirica hacia f(x).

También puede resultar que en algunos casos G(P) tenga sentido no
para todas las X, sino sélo para X, € A4, donde P(X, € A4,)—1 cuando
n=+o0, Esta circunstancia no tendrd ninguna importancia en cuanto a la
esencia de la exposicién ulterior del material, y para precisar podemos po-
ner G(Pr) = 0 para X, ¢ A.. En este parrafo, para simplificar, estimaremos
que G(P;) tiene sentido para todas X, € 2™, y que 8" es una variable aleato-
ria, o sea, que la funcién G(P}) realiza la aplicacién medible de 2™ en
R¥, donde k es la dimensién de 4.

El principio de sustitucién es un enfoque muy natural del problema,
puesto que, como ya sabemos, Ia distribucién P} se aproxima ilimitadamen-
te a P a medida que crece n.

Sea X, = | Xa | a

Definicidn 1. La estimacién #* = 07(X,) (o la sucesién 05(X)) se llama
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conciliable si :
g — 8
P
cuando n—+co.
La estimacion #* se denomina fuertemenite conciliable si, para n— oo,
¢ — 0
€5
Sea F, como siempre, la funcién de distribucion correspondiente a P.
Teorema 1. Supongamos que 0 = G(P) y que la funcional G pertenece
¢ una de las dos clases, o que es representable en la forma

G(P) = h([e(x)dF(x)), ¢})

donde h es una funcion continua en el punto a = Ig(x)de(x) (funcional
de tipo I), o representable en la forma

G(P) = Gi(F), (In

donde la funcional G, es continua en el punto Fy, en la méirica uniforme
(funcional de tipo 11). Entonces, si X € Fy, 6" = G(P}) es una estimacion
Juertemente conciliable:

8 — 6.

e.8.
La afirmacién de este teorema se deduce directamente del teorema 1.4.1.

2. Normalidad asintética. Caso unidimensional.

Definicién 2. La estimacion 8* del parametro @ se llama asintdticamente
normal (a.n.) con coeficiente ¢* = 0, si (6° — 8) VA & &g o2

La tltima relacién también puede leerse del modo siguiente: la estima-
cion ¢* a.n. con los parametros (8, o*/n).

Supongamos que #° es la estimacién de sustitucién del parametro
8 = G(P) y que se cumple (I}, o sea, que

o = h(% 3 g(x,)) 3

fwl

es una estadistica de tipo 1. Entonces, de los resultados del § 1.7 se deduce
la afirmacion siguiente. Supongamos que # es un pardmetro escalar, v g,
una funcidén escalar,

Teorema 2. Sea XEF,, h derivable en el punto a = jg(x)dﬁ:{x),
0< k(@] < =, [g8(x)dFo(x) < . Entonces §" es la estimacidn a.n. con
coegficiente

o? = [h’ (@) {(g(x) — a)*dFo(x).
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Los ejemplos examinados en el § 1.7 también pueden utilizarse como
ilustraciones de este teorema, ya que las estadisticas examinadas en ellos
se utilizan en calidad de estimaciones.

Andlogamente podriamos, utilizando los resultados del § 1.8, obtener
las condiciones de normalidad asintética de las estimaciones que son esta-
disticas de tipo 11. El lector puede obtener las afirmaciones necesarias, utili-
zando el teorema 1.8.1 sin cualesquiera modificaciones, pero exigiendo, no
obstante, que en su enunciacién se cumpla ¥ = 1, y que la derivada g sea
tal que g(Fo w°) € ®o,.%.

3. Normalidad asintética. Caso de pardmetro multidimensional.

Definicién 2A. La estimacion 8° = (0], . . ., 8k) se denomina estimacion
an @ = {0 ..., 8x) con mairiz o*, si ;
(0" - 0Wn & &o,.2, 4)

donde &, 2 es la distribucién normal k-dimensional con vector nulo de
jas esperanzas matemdticas y con matriz de segundos momentos o° = |oy.
L.a densidad de esta distribucién es igual (véase el § 2) a

ol T

Po,2(x) = W e

donde A4 es una matriz inversa a a2, x = (X, ..., Xk}

Si 6* es la estimacién de la sustitucién y la misma es una estadistica
de tipo | (o sea, representable en forma de (3), donde g, hablando en gene-
ral, junto con 8* y A, es una funcién vectorial), entonces, para determinar
las condiciones de normalidad asintética se puede utilizar el teorema 1.7.1A
y la observacién a él. En este caso obtenemos la afirmacién siguiente.

Teorema 2A. Suponganios que 0° € R* se define por la igualdad (1),

donde g = (g1, . .., Bs) € R®, y la funcidn vectorial h(f) = (D), ..., (1)),

t=(h, ..., &) tiene en el punto a = (ay, ..., a), @ = S,g;(x}dFo(x) las

derivadas parciales % @, i=1, ..., k j=1, ..., 5. Entonces, si
J

XeFR

@ - éwWn = tHT,

donde £ = (&1, ..., £s) € ®o,a es el vector normalmente distribuido, con
la media nula y la matriz de segundos momentos d* = |dyl, di; = M(gi{x) —
—aXgia) —a), i, j=1, ..., 5 H= |hj| es una matriz de dimension
k X s, con los elementos hy = %’:f- @, i=1, cous BF=1, sues &
o
Esto significa, a su vez, que al cumplirse las condiciones del teorema
2A, #* es una estimacién a.n. con matriz o = Hd*H' = MHEEH™. Cabe
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sefialar que las matrices o® ¥ % aqui tienen, hablando en general, dimensio-
nes diferentes (k y s).

§ 4. Realizacién del método de sustitucién en el caso paramétrico.
Método de momentos

Sea X € Py donde [Psloco es la familia de distribuciones P, que ya co-
nocemos y que dependen del pardmetro 8. En nuestras investigaciones, el
pardmetro desconocido € del conjunto © puede ser tanto escalar como vec-
torial, Por ejemplo, si X € ®,,.2, entonces 8 = (o, ¢°) es bidimensional,
y el conjunto © puede ser tanto un semiplano [ —© < o < ©, ¢ > 0] co-
mo cualquier parte de éste.

La esperanza matemdtica y la varianza de la estadistica § = S(X) en
funcién de la distribucién P, serdn designadas por M,S y DsS, respecti-
vamente.

M4s adelante examinaremos algunos métodos de estimacién, cada uno
de los cuales puede interpretarse como la realizacion del principio de susti-
tucién de una distribucién empirica.

1. Método de momentos. Caso unidimensional. Escojamos g(x) de tal
modo que la funcién

mi(f) = Meg(x;) = jS(X)Ps(dXJ (1)

sea mondtona y continua, El campo m(©) de valores m(f), 6§ € © tiene
la misma “naturaleza” que ©. Si, por ejemplo, © es un segmento del eje
real, m(9) también. serd un segmento.

Es evidente que la ecuacién m(f) = ¢ es univoca y continuamente resolu-
ble en el campo m(O) respecto a 8:6 = m = (¢), y que (1) se puede escribir
del modo equivalente en la forma

8=m"~ '(Ig(x)Ps(dx)). (2)

Supongamos simplemente, que

£= \gdPix) =L D e(x) € m(©)
n

I=1

para todas X € @™,
Definicién 1. Se llama estimacion por el método de momentos la esti-

macién
8" =m~'@).

Si g ¢ m(®), se puede poner, conforme a (3.1) y (3.2),
6" =m~ (@),
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donde g € m(O) es el punto de m(8) més proximo a g. ;

No es dificil darse cuenta que esto constituye la estimacion con arreglo
al principio de sustitucién, La eleccién de la funcion m(8) nos ha permitido
expresar # en forma de la funcional (2). También esté claro que la estima-
cién (3) es una estadistica de tipo I, asi que, en virtud del teorema 3.1,
las estiraciones conforme al método de momentos seran fuertemente con-
ciliables. Si ademds, la funcién m es derivable en el punto 6,
ng{x)P o{dx) < oo, entonces, segun ¢l teorema 3.2, la estimacién con arre-
glo al método de momentos serd a.n. con coeficiente (m’ (8)) " *Dag(x)).

El método de momentos fue propuesto por C. Pearson (en forma aigo
mas particular) e histéricamente es el primer método regular para construir
estimaciones. .

La propia denominacién de “método de momentos” s¢ debe al hecho
de que su esencia consiste en igualar entre si los momentos “tebricos” y
empiricos (esperanzas matemadticas) de la magnitud g(x;): pues la estima-
cién (3) no es otra cosa sino la solucién de la ecuacion

m@ =1 D a0, (@

i=1

También se puede afiadir que en calidad de g(x) se elige con frecuencia
la funcién g(x) = x o bien g(¥) = x¥, k > 1, asi que nuestra ecuacién se
convierte en ecuacidén para momentos ordinarios.

La igualdad (4) también puede considerarse como el resultado de la
igualacion del valor medio de la magnitud g(x,) “en el espacio”, a su valor
medio “en el tiempo”

El caricter no tnivoco del método de momentos, asi como de todo
el principio de sustitucién, aqui se manifiesta sobre todo bien: pues casi
nada limita la eleccién de la funcion g(x).

Ejemplo 1. Supongamos que X € T, v que o se desconoce. Cons-
truyamos las estimaciones conforme al método de momentos con dos fun-
ciones elementales g(x):g1(x) = x y £2(x) = x°. Son validas las igualdades
siguientes (véase el punto 5 del § 2)):

ol

mi(e) = Magi(x1) = lxl‘a,l(dx) = /e,

ma(e) = M ga(xy) = .fxzf‘.,,l(dx) =2/
a
)

n
Resolviendo las ecuaciones m(a) = X, mz(et) =% z :xf. obtenemos

i=1
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las estimaciones segiin el método de momentos

2 -12
CE'. ey ®-I y E\'" = (-—21?;2"}) N (5)

fm1

Estas dos estimaciones son estadisticas de tipo 1 y podemos describir
sus propiedades asintSticas. A base de las igualdades (2.4) obtenemos

Degi(x1) = Doxy = 1/ Daga(xi) = Dox? = 20/a°

En vista de que para la primera estimacién, m{(a) = —1/0? y para la se-
gunda, mi(a) = —4/a° a base de los teoremas 3.1, 3.2 obtenemnos que am-
bas estimaciones a® y «' son fuertemente conciliables y a.n. con
coeficientes, respectivamente,

2

b odoay o2 200 - @ 8
A, St dh

Evidentemente, conviene dar preferencia a o, ya que su “dispersién”,
en caso de grandes valores de n alrededor del valor verdadero de o, que
se mide con arreglo a la varianza de la distribucién limite, es menor que
la “dispersién” para o**.

2. Método de momentos, Caso multidimensional. De un modo comple-
tamente andlogo se examina el caso cuando @ es un pardmetro multidimen-
sional,

Supongamos, como antes, que k s la dimensién de 6. Elijamos la fun-

cién vectorial g(x) = (g1(x), ..., gk(x)) de modo que la ecuacién
m@) =1,
donde ¢ = (r, ..., &), m(®) = (m(®), ..., mx(6)),

my(6) = Megix1) = [g(x)Po(dx),

sea univoca y continuamente resoluble con respecto a = m~'(¢) en el
campo m(9) de valores m(f), # € ©. Admitamos simplemente, que el vector

E = (% Zgl(xf)t Ry ?11' Zg."‘(xl))
=]

=1

pertenece al campo m(©) de todas X € 2™,

Definicién 1A. La estimacién 6° = m~!(g) se llama estimacidn por el
método de momentos,

Como antes, del teorema 3.1 se deduce que tales estimaciones §* serdn
fuertemente conciliables.
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Para que tenga lugar 8° a.n. es necesario exigir adicionalmente que la
funcién m sea derivable, Ig}(x)l’p(dx) < o, La afirmacién acerca de la dis-
tribucién limite de 6* se obtiene facilmente con ayuda del teorema 3.2A.

Ejemplo 2. Examiniemos en calidad de {P,) la familia de distribuciones
normales ®, .. Suponiendo gi(x) = x, g2(x) = x?%, obtenemos las ecuacio-
nes siguientes para el método de momentos:

n
of=JT.0'2+ct2=i i
“ i=1

cuya solucién es

o =% @ =1 D@ =5

i=1

Proponemos al lector, en calidad de ejercicio, hallar, basdndose en ¢l méto-
do de momentos, las estimaciones para todas las familias paramétricas ex-
puestas en el § 2.

3. Método generalizado de momentos. Es posible la siguiente genera]l-
zacién del método de momentos, la cual amplia considerablemente la clase
de estimaciones antes examinada. Limitémonos simplemente al caso del
pardmetro unidimensional 8. Examinemos la funcién de dos variables g(x,
) y supongamos que para toda distribucién P la ecuacién

feCx OPdx) = [g(x O)Poldx) (6)

es resoluble con respecto a § = G(P), de modo que la dltima igualdad, jun-
to con (6), se convierta en la identidad # = G(Ps) cuando P = P

Llamaremos estimacidn por el método generalizado de momentos, la
estimacién

0" = G(Py).

Es evidente que, al igual que las estimaciones por el método de momen-
tos, éstas son estimaciones de sustitucién. La investigacion de las propieda-
des de tales estimaciones es mas dificil. De esto nos convenceremos en los
parrafos sucesivos, puesto que resultard que una de las estimaciones de sus-
titucidn que estudiaremos detalladamente serd la estimacién por el método
generalizado de momentos.

§ 5% Método de distancia minima

El método indicado en el titulo, al igual que el de momentos, es la realiza-
cién del principio de sustitucién y consiste en lo siguiente. Examinemos
cualquier funcional de dos distribuciones d(P, Q), la cual posee la propie-
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dad consistente en que como funcién de Q dicha funcional alcanza su valor
minimo cuando Q = P y d(P, Q) > d(P, P) cuando Q  P. Vamos a consi-
derar la magnitud 4(F, Q) (o bien (P, Q) — d(P, P)) como la “distancia”
entre Q y P, de modo que P se pueda determinar como el valor de Q con
¢l que d(P, Q) alcanza su valor minimo.

Supongamos ahora que X € P, P se desconoce y pertenece a [a familia
Z Designemos por (Q)g la distribucién de #?inmediata a la distribucién
Q en sentido de la distancia d, y supongamos que ella existe:

(@ Q = min 4, Q),

asi que (Q)»=QsiQ e &

Definicién 1. Se llama estimacidn de la distribucién P conforme af valor
minimo de la distancia d, la distribucién P* = (P;)5 € & donde P; es, co-
mo antes, la distribucién empirica.

Ahora bien, cuando I = P* = (P});se minimiza d(Il, P.). Si Pcoinci-
de con el conjunto de todas las distribuciones, es evidente que P* = P,

~ Supongamos ahora que Z= {Py}sco es una familia paramétrica que
satisface la condicién siguiente:

Ao Py, # Py, cuando @; # 6.

En este caso la aplicacién de 8—Pp es biunivoca, por eso la distribucién
P € & permite restablecer tinicamente €l pardmétro 6 con el que P = P,
Este hecho también puede expresarse de otra' manera: existe la funcional
G definida sobre 9 de tal modo que 8 = G(Py).

Introduzcamos en este planteamiento la funcional Gi(Q) = G((Q)s)
que es, evidentemente, el valor de § € © con el que P, ser4 la distribucién
inmediata a Q en sentido de la distancia d, asl que

Gi(Ps) = G(Ps) = 6. (U]

Definicién 2. La estimacién 6* = Gi(P;) se denomina estimacion del
pardmetro 0 por el valor minimo de la distancia d,
En otros términos, 6° es el valor de © con el que

d(Pes Ps) = inf d(Ps, Pr).

Es evidente que aqui otra vez tropezamos con el principio de sustitucién.
Esto se deduce de las definiciones y de (1). Claro estd que la distancia o
y la familia &= {Py} deben poseer propiedades capaces de asegurar la
mensurabilidad de la aplicacidn de 2™ en R*, que se realiza mediante Ia
funcional Gi(P;), de modo que 6° sea una variable aleatoria.

Ahora sefialemos que en el caso paramétrico, al cumplirse la condicién
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(Ao), la contraccidn del método de sustitucidn (véanse (3.1) y (3.2)) » el
método de distancia minima proporcionan la misma clase de estimaciones.

En efecto, ya sabemos que las estimaciones de distancia minimas 8" son
las estimaciones por el método de sustitucidn, en este casod” € ©. Suponga-
mos ahora gue 8" es la estimacién por el método de sustitucién 6* = G(Px),
donde G(Ps) = 6, 8" € ©. Determinemos la distancia d(P, Q) = |G(P) -
— G(Q)|. Entonces, evidentemente, para § = §° se alcanza

inf d(Ps P3) = inf|G®s) ~ G| = inflp — G@:)| = 0.

También se puede notar que el método de momentos es mucho mds estrecho
que el de sustitucién, puesto que es evidente que no cada funcional G tal
que G(Ps) = 6, admite la representacién de la forma

G(Ps) = m ™" ([g(x)Ps(dx)).

Volvamos a las estimaciones de distancia minima. Esta claro que se pue-
den sefialar muchas distancias “racionales” ¢ que pueden utilizarse para
construir las estimaciones. Podriamos, en calidad de d, tomar la distancia

d®, Q) = Sl;plF'P(X) - Fo(x)|

o bien
d(P, Q) = [(Fp(x) - Fo(x))*dFg(x),

donde Fp(x) es 1a funcidn de distribucién que corresponde a la distribucién
P. Aqui serdn estimaciones 8" por la distancia minima los valores de § con
los ‘que se alcanza, respectivamente,

ir:f sup|Fe,(x) — Fa(x), @

A 2
ir;fgmp,(x} ~ FPdF) = inf 5. > (F».(xm) =l

n
k=1

En algunos problemas (compdrese esto con [48]) se utilizan las llamadas
estimaciones conforme al valor minimo de x* (ji-cuadrado). Son las estima-
ciones con arreglo al valor minimo de la distancia

r
; (PA) - QA
P, = SRSV L e
aw, Q = 3 FLIQEN.

i=1
donde Ay, ..., Ar es la particién de R (o bien de R™ si x; son m-

h
dimensionales) en r < < intervalos, asi que |J A&: = R. Ahora bien, la

i=1
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estimacién #° conforme al valor minimo de ¥ es el valor de ¢ con el que
se minimiza

Yr;“ (PolA) — wi/n)®> : (nPe(A) — wi)?
LT RE) AT Ry &

Aqui » = nP;(A;) es el mimero de observaciones x; que adquirieron los
valores del intervalo A;. La estadistica en el segundo miembro (3) es la esta-
distica x* que ya conocemos, de aqui precisamente procede la denomina-
cién de dicha estimacién.

Més adelante veremos que existe tal funcional G, 8 = G(P) con la que
las estimaciones segiin el principio de sustitucién, llamadas estimaciones
de verosimilitud méxima, serdn las mejores en cierto sentido. En virtud
de esta circunstancia, las estimaciones examinadas en este pérrafo no tie-
nen, hablando en general, mucha aplicacién y por eso no merece la pena
detenerse mds en ellas.

§ 6. Método de verosimilitud méxima

Otra vez supongamos que #es una familia paramétrica [Py}sco. En lo
sucesivo, con arreglo a esta familia admitiremos, por doquier donde sea
necesario, que estd cumplida la condicién

(Ao} Py, = P, cuando 8, & 6,

asi como la condicién siguiente, que llamaremos condicién (A,).
(A): en el espacio de fase ( Z°B.) existe una medida o-finita p ral
que todas las distribuciones Py € Ftienen, respecto a esta medida, la densi-

dad fo(x) = {;’ (x), asf que
Po(B) = }Efa(x)y(dx).

En este caso se dice que la medida p domina las distribuciones Pa

Todas las familias de distribuciones examinadas en el § 2 satisfacen,
evidentemente, las condiciones (4o} y (4,). Para ciertas distribuciones, en
calidad de g es necesario adoptar la medida de Lebesgue (distribuciones
absolutamente continuas), y para otras, la medida de calculo (distribucio-
nes discretas). La medida de cdlculo p se define asi: u(B) = k, donde k
es el mimero de puntos con coordenadas de valores enteros pertenecientes
a B

A las primeras pertenecen las distribuciones normal &, ., lognormal
La,q2, las distribuciones T' y B, la distribucién uniforme, la distribucién
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de Cauchy y las distribuciones de Student y de Fisher, y a las segundas,
las distribuciones de Bernoulli y Poisson, as{ como las distribuciones dege-
neradas en cero y polinomiales. La forma de densidades f3(x) de estas distri-
buciones se da en el § 2. En el caso discreto (cuando u es la medida de
cdleulo), la densidad fs(x) coincide con la probabilidad Ps((x]}) del suceso
{x1 = x}; aqui fx) significa un conjunto compuesto por un solo punto
x. También cabe sefialar que, por ejemplo, la distribuciéon normal ®4,s2 ¥
la distribucién de Poisson son reciprocamente singulares. En vez de la medi-
da de Lebesgue y la medida de cdlculo también podriamos tomar otras
medidas, por ejemplo, la distribucién normal ®,,; y la distribucion de Pois-
son II;, respectivamente. Sin embargo, en este caso las densidades f3(x) se-
rdn, evidentemente, otras. Proponemos que las halle el propio lector. Los
ejemplos citados més arriba se referfan al caso 2= R o &= R", m > 1.
En un espacio de fase arbitrario ( 2; B2, la naturaleza de la medida p
puede ser mas compleja.

La introduccién de la condicién (A4, es cdmoda, ante todo, por el hecho
de que posteriormente nos permitir4 examinar, desde un punto de vista
tinico, dos tipos de distribuciones que son las mds importantes en las aplica-
ciones: absolutamente continuas y discretas. Desde el punto de vista de
la condicién (A4,), entre dichas distribuciones no hay ninguna diferencia
cualitativa. Ademds, deja de ser importante la dimensién del espacio de
fase 2

Convengamos en escribir

Jx) = g(x) cd. [4]
si existe un conjunto 4, p(4) = 0 tal que f{x) = g(x) para todos x ¢ A.
Es evidente que f(x) = g(x) cs. [p] si y solo si
[(Fx) = g()*uidx) = 0.

Lema 1. Sean f y g dos densidades de probabilidad con respecto a la
medida p. Entonces

;f(x) In fO)u(dx) 2 [(x) In g(x)u(dx), Y
si estas dos integrales son finitas. El signo de igualdad sdlo es posible en
el caso de f= g cd. [p].

Aqui se vino al acuerdo de que las integrales en (1) sobre el conjunto
A, en el que f(x) = 0, equivalen a cero para cualquier g(x).
Demostracién. Es necesario demostrar que
x) In £%) 4ax) <o.
Sﬂ ) 7 pldx) <
Como In(l + x) < x para todos x = —1, vy el signo de ignaldad sélo es
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posible cuando x = 0, entonces
glx).. . g(x) _ g{x) _
n "“(‘ +(ﬂx} 1))g foo " b
y el signo de igualdad aqui sélo es posible cuando f(x) = g(x). Por eso
&(x) gx) _ -
Sf(x) In e f(dx)QSf(x)( 0 l)n(dx)
" Sg(x)#(dx) - Eﬂx)n(dx} —0. @

Si la relacién f = g c.d. [¢] no tiene lugar, es evidente que el signo de desi-
gualdad en (2) serd estricto. «

Examinemos ahora la familia &= {Pg]gece que satisface las condicio-
nes (Ao), (4,) y la “distancia” d(Ps, Q) entre la distribucién arbitraria Q
y la distribucién P; € &¢

d(Pes Q) = — ]lnfs(x)Q(dx)- 3)

Definamos la funcional G(Q) como el valor de # con el que se alcanza
moin d(Ps Q) = d(Pay Q).

Del lema 1 y la condicidn (A4g) se deduce que
= Vodnfop(dx) > = {fo, In fou(dx),
d(Pg Po) > d(Ps, Ps,)
cuando & #% 6o. Esto significa que
G(Py,) = 6o C))

Definicion 1. Lldmase estimacidn de mdxima verosimilitud (ev.m.) el
valor de § = G(P;), o sea, el valor de 8 con el que se alcanza

mfx Sln Jo(X)P(dx) = m;ix% Zln So(xa). )

im]

En lo sucesivo, el simbolo - sobre la designacién de la estimacién corres-
ponderd siempre a la ev.m.

De la definicién y de (4) se deduce que la ev.m. es una estimacidn de
sustifucidn. Esta también puede ser considerada como la estimacién con
arreglo al valor minimo de la distancia (3). Esta distancia se halla intima-
mente ligada a la distancia de Kullback—Leibler entre las distribuciones,
la cual desempefia un papel especial en la estadistica matemndtica y sera
examinada mds tarde,

7—8030
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En la definicién 1, la familia {Py) se supone tal que §* sea una magni-
tud aleatoria *

En vista de que el valor maximo de cierta funcidén puede alcanzarse
en varios puntos, la ev.m., hablando en general, no es unica. El ejemplo
respectivo serd expuesto un poco mads tarde.

La denominacién de dicha estimacidn estd relacionada con la siguiente
interpretaciéon importante de la expresién

E In fo(xs) = lnl'_[ Fo(x),

i=1
presente en (5). Para facilitar la exposicién examinemos primero el caso
n
discreto cuando u es la medida de calculo. Entonces J] fo(x) es la
i=1

probabilidad de que aparezca el resuitado X = (X; ..., Xs). Por lo tanto,
elegimos, en calidad de §°, el valor del parametro que maximiza esta proba-
bilidad (pues las funciones ¢(8) > 0y In () alcanzan los valores extremos
en los mismos puntos).

Una interpretacién andloga también tiene lugar en el caso general, En
virtud de la independencia de x; tenemos, para los conjuntos
B=B %X ... X By Bi € B

Po(X € B) = [folxuldn) ... jfa(xn)y(dxn)- 6)
By n

Recordemos gue x;, a distincién de los elementos de la muestra x;, designan

las variables aleatorias, y el vector (xi, ..., X») se designa a través de x.

Supongamos que p” es el producto directo muitiplo de »n de las medidas
L

u, asi que p"(dx) = [] u(dx). Entonces (6) significa que
il

Po(X € B) = j 11 Solx)p"(dx)

I
y, por consiguiente, la funcién fp{x) = 1'[ Jeo(x;) es la densidad de distribu-
i=1
cion del vector aleatorio X en & respecto a la medida g",
[ fo()u(dx) = 1.

&
n

Ahora bien, T[] fe(x)u"(dx) puede interpretarse (andlogamente al caso

2 O sca, §° realiza la aplicacién medible de (2", B3) en (R¥, B*).
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discreto) como la probabilidad de que la muestra adquiera el valor del para-

lelepipedo formado por la interseccidén de las “franjas” (x, x; + dx;), y la

estimacién de la maxima verosimilitud maximiza en @ esta probabilidad.
La funcion

Fo00 = 11 folxs)

i=1

como funcién de 6 se llama funcidn de verosimilitud, y la funcién
L(X, 6) = In fo(X) = 3 I(xi, &),
i=m1

donde I(x, &) = In fs(x), se denomina funcidn logaritmica de verosimilitud.

Esas mismas denominaciones de las funciones /v L también se utiliza-
rén en el caso cuando como argumento, en vez de X, se halle el vector
variable x. Ahora bien, la funcién de verosimilitud fs(x) es la funcién sobre
2™ % © que, para cada # € ©, constituye la densidad de la probabilidad
respecto a la medida g", asi que la densidad fex1) en 2 también es la fun-
cion de verosimilitud para el caso n = 1.

Por otro lado, f5(X), por ejemplo, en el caso %"= R, puede considerarse
como la funcién de verosimilitud de una muestra de volumen 1 en el caso
multidimensional, cuando 2°= R™ = R".

Cabe sefialar que la ev.m. no depende absolutamente de la eleccién de
la medida p, puesto que, al sustituir x por cualquier medida equivalente
dp”

#1, 1a funcién de verosimilitud fs(x) cambiard sélo en el factor el (x)
1

que no depende de 6.

Las propiedades asinidticas de la ev.m. podrian haber sido investigadas
en el mismo camino que utilizamos al estudiar las estimaciones por el méto-
do de momentos. Precisamente alli hemos aprovechado el hecho de que
las estimaciones conforme al método de momentos son estadisticas de tipo
I. Esto nos permitié determinar directamente su conciliabilidad fuerte y
su normalidad asintética. Al cumplirse ciertas condiciones para fa(x), las
ev.m. serdn estadisticas de tipo 11, y esto también permite (véanse los teore-
mas de los §§ 1.5, 1.8) determinar su conciliabilidad y su normalidad asint6-
tica. No obstante, a nosotros nos serd més comodo estudiar directamente
las propiedades de las ev.d. (véanse los §§ 23—27), ya que esto permite
realizar la investigacion de un modo mds econémico y completo.

Hallemos las funciones de verosimilitud y las ev.m. para algunas distri-
buciones expuestas en el § 2. En cuanto a las funciones de verosimilitud
suaves, la manera mas fécil de hallar su valor mdximo consiste en igualar
a cero las primeras derivadas.

7
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Ejemplo 1. La distribucién normal de ®.,,2 en £"= R tiene una densi-
dad de
1 -
Latx) = e 20 , —o<a<o g>0.
P, 0. ”:\7—211'

Suponiendo, en este caso, que f = («, ¢°), obtenemos

g 1S
Sol) = 2m) o eap{— ?g(xf - a}z].

L(X, 6) = -iln21r—-nlna-—vz-—2(x,—a)2

En vista de que In es una funcién mondtona, como ya hemos sefialado,
Sy L alcanzan su valor méximo con los mismos valores de & Tenemos

v g —-—Z(xf - a),

]n‘]

aL _ _n _
R Z"‘* W

l ] I
Resolviendo, para el punto del valor médximo, el sistema de ecuaciones

aL _, oL _
“Ba 0, do 0,

obtenemos
n
=% (A =5 =% Z(x, — %P
=1

Es facil comprobar que en este punto realmente se alcanza el valor mdximo
de L.

Ejemplo 2. Examinemos la distribuciéon I' con densidad

y,(x)_gﬁ_)f'l “en x>0, @ >0,

en el caso cuando se conoce el pardmetro A Tenemos

L(X, o) =\nlna — nlnTQ\) + (\ — 1)2 k- o 3%
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BL . M 3n & =N
e o
Ejemplo 3. Tenemos la distribucién binomial B,. Aqui, para X € B,
tenemos que P(x; =1)=p, P, =0)=1-p,

Jo(X) = p"(0 = p)"~",

donde v es el nimero de apariciones de 1 entre los elementos X;, ..., X
Por lo tanto,

L(X, p)=vinp + (n—») In(l - p),
aL v _n-—v pr_r

op p 1-p’ n

Proponemos al lector que procure, en forma de ejercicio, hallar las ev.m.
para todas las familias paramétricas expuestas en ¢l § 2, y que las compare
con las estimaciones segin el método de momentos.

Ahora citaremos dos ejemplos de un tipo, algo diferente, cuando la fun-
¢ion £ no es suave en 8 y cuando no son vigentes los métodos de buisqueda
de la ev.m., relacionados con la derivacion.

Ejemplo 4. Sea X € Us,1+ ¢ (distribucién uniforme sobre [6, 1 + 6]).
Aqui

_f1, xe[8 1+48,
f“""‘{o, xé6 1+6,

_{l, 6 sxy<xem<1+6,
fo(X) = [{}, de lo contrario,

donde X1y < ... < X es la serie variacional. En este ejemplo, la estima-
cién de verosimilitud méxima no es tnica. En efecto, fo(X) = 1 (o sea,
al valor maximo) para todos los valores de & que satisfagan las relaciones
Xen — 1 € 8 <x3. Como Xy — X < 1, tales # existen siempre. Podemos
tomar, en particular, 8" = x¢y 0 bien 6° = x(my — 1.

Ejemplo 5. Sea X € U, s Aquf

_ (67 xelo, 0,
fd(x) b [0 x q [{]' 9]‘
_ {077 six; €0 0] paratodos i=1,2, ..., n
SoX) {O, de lo contrario.

Para obtener la forma de funcién fe(X) como funcidn de 8, escribamos
la condicidén x; € [0, 6), i= 1, ..., n, en la forma equivalente § = mdx
X = Xy, Asf pues, f5(X) = 0 cuando & € [0, X)), ¥ f6(X) = 68~ " cuando



102 CAP. 2. TEORIA DE ESTIMACION DE PARAMETROS

? € (Xen, o). El grifico de esta funcién se muestra en la fig. 1. Aqui, al
igual que en el ejemplo precedente, la funcién f5 es discontinua. El valor
méaximo de fs se alcanza en el punto 8* = X).

Anidlogamente el lector puede hallar la ev.m. para un parametro bidi-
mensional desconocido (a, §) cuando X € U,

SolX)

. X

I Kymy g

Fig. 1.

Si fo(x) es ilimitada y los puntos xs, en los que fy(xs) = o, dependen
de 6, el método de verosimilitud maxima pierde en sumo grado su significa-
do (aqui hemos venido al acuerdo de que fs(xs) = o si fo(x)~re0 cuando
xlxs 0 cuando xTxp). Esto se puede entender con més facilidad en el ejem-
plo del pardmetro de desplazamiento cuando fa(x) = f(x = 8), f(x) > 0,
S(0) = =. Entonces fp(X) = oo cuando 0 = xi, ..., § = X, y, por consi-
guiente, 8° adquiere, por lo menos, n valores que coinciden con los elemen-
tos de la muestra. La esencia de tal efecto consiste en que en este caso
los “saltos” de fe(X) no dan la posibilidad de juzgar acerca de la posicidn
del méaximo “verdadero” de fp(X), determinado por la influencia de toda
la muestra (compérese esto con los §§ 24, 25). Para obtener tal pardmetro
seria necesario “amortiguar” de algin modo los saltos de f3(X).

Las estimaciones de verosimilitud mdxima poseen la siguiente propie-
dad importante de invariancion con respecto a la sustitucién del pardmetro.

Teorema 1. Supongamos que 3(0) es la funcion que realiza la aplicacidn
biunivoca del conjunto © sobre el conjunto B. Entonces, si 8" es la ev.m.
segun la muestira X del pardmetro 6, en este caso 3* = B(6*) serd la ev.m.
segin la muestra X del pardmetro 8 = §(0) para la familia paramétrica
{Qs = Psg | genn donde NB) es la funcidn inversa a B(f).

Omitimos la demostracién del teorema, debido a su evidencia.

Debemos sefalar que ya hemos utilizado implicitamente el teorema 1
en el ejemplo 1, donde en busca de la ev.m para o* hemos hallado el valor
méximo de L por ¢ y luego hemos tomado (6%)* = ¢")%

Otro ejemplo de uso de este teorema es la determinacién de la ev.m.
en el caso de X € L,..? 0 sea, en ¢l caso cuando la distribucién de x;
es lognormal: In x; € ®a,.. Para tales x; la media a y la varianza d* son
iguales respectivamente (véase el § 2);
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a=expla+ d*/2}, d*=a*E” - 1)

Si designemos por & y (d°)" las ev.m. para a y d?, en virtud de la propiedad
de invariacién obtenemos, para la funcién (g, @) = B(a, o®) (véase el ejem-
plo 1),

& = exp [y + %}’ (az) (‘“)2 (esi — 1}‘

donde Y=y, ..., yu) Ji=Inx, ¥ = — E :yn St== E:o« )
i=] i=1
El calculo aproximado de fas ev.m. en situaciones mds complicadas se
realiza en el § 26,

Para resumir este pirrafo haremos la observacién siguiente. Ya hemos dicho que la evm.
es una estimaciér de sustitucién. No obstante, dicha ev.m. también puede considerarse, en
ciertas condiciones, como estimacion del método generalizado de momentos. En efecto, su-
pongamos que la funcidn fs(x)} es derivable respecto a @ y que es legitima la derivacion respecto
a esta variable bajo el signo integral en la igualdad

oty = 1.

Entonces

- Sfi(x)p(dx) s | '{") et =

lf-masm

= 1" (x, O)fe(x)u(dx) = Mgl (x1, 0).
{felx)m0
Ahora bien, si en (4.6) ponemos g(x, §) = 1'{x, §), para la estimaci6n por el método generaliza-
do de momentos obtenemos la ecuacién
[rree oPi@n = [17¢e Putan) = 0
o bien, gue es lo mismo,
L*(X, 8 =0,

Esta es la ecuacién para la ev.m.

§ 7. Acerca de la comparacién de las estimaciones

Hemos visto que existen muchos enfoques naturales de obtencién de las
estimaciones. Cabe preguntar: jcémo comparar entre si diferentes estima-
ciones y qué estimaciones deben preferirse a otras? Destaquemos dos enfo-
ques de comparacidn de las estimaciones: estdndar (medio cuadrético o
tipico) y asintético.

El primero de ellos se basa en la comparacidn de las desviaciones est4n-
dar. El segundo enfogue es aplicable solamente a las muestras de gran volu-
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men, puesto que se funda en la comparacion de las “dispersiones” de las
distribuciones para (8* — 0)Vn en caso de grandes #. Como base para tal
comparacién sirve generalmente la forma de distribuciones limite para
9" - §)Vn cuando n— oo (si éstas existen). Los teoremas limite respectivos
nos dan las condiciones en las que la distribucién (8° ~ 0Wn para grandes
n puede ser aproximada con ayuda de las distribuciones limite men-
cionadas.

En este parrafo se supone que las estimaciones se comparan en caso
de una distribucién desconocida cualquiera de la muestra P, pero
registrada.

1. Enfoque estdndar. Caso unidimensional. Este enfoque se utiliza para
examinar las estimaciones con arreglo a la muestra X de cualquier volumen
registrado (no obligatoriamente grande). Consiste en la comparacién de las
desviaciones tipicas M(8" — )%

Regla 1. Con arreglo al enfoque estandar, consideraremos que ia estima-
cién 81 es mejor que la 62 si

M} ~ 8)F < M(f5 — ).

Est4 ampliamente difundida la idea de gue el ervor estandar es la carac-
teristica numérica mas conveniente de la exactitud de una estimacion, aun-
que desde muchos puntos de vista esta circunstancia es discutible: pues se
puede comparar, digamos, las magnitudes M|8" — 8| que también describen
los valores medios de las desviaciones de §* de 8.

La ventaja indudable de las caracteristicas M(§* — #? consiste en el he-
cho de que (§* — 6)* es la funcién analitica de la diferencia 6" — 6. Esto
hace mds comodos muchos estudios y permite aproximar, como veremos
mads tarde, los valores de Mf(¢" — 6) para las funciones suaves f

A la par con la desviacién estdndar para la descripcion de las propieda-
des de las estimaciones también se utiliza la magnitud de desplazamiento.

Definicién 1. Se llama desplazamiento de la estimacién 6° la magnitud

b=M8 -8

La estimacién 6%, para la cual b = 0, se denomina no desplazada.
La desviacién estdndar est4 relacionada con el desplazamiento y la va-
rianza de la estimacién por medio de la igualdad

M(" - 0) = D§" + b7,
asf que para las estimaciones no desplazadas, la desviacién estédndar coinci-
de con la varianza.
El cardcter de no desplazamiento propiamente dicho es, evidentemente,
una propiedad deseable de las estimaciones, puesto gue significa que en
la sucesion dad de estimaciones, el valor medio de éstas coincidird con
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el valor verdadero del parametro. Si falta dicha propiedad, la estimacién
s¢ llama desplazada.

Ejemplo 1. Examinemos las tres estimaciones siguientes para el valor
medio ¢ = Mx,; de la distribucién P:

donde {* es la mediana muestral; Xy, K = 1, ..., n, los valores de la serie
variacional, asi que * = X+ 1ys2 8i nes impar, y ¢* = -;- (X(ar2y + Xwrz+ 1)

si 7 es par (para n = 1, 2 todas las tres estimaciones coinciden). Todas las
estimaciones son no desplazadas si la distribucién P, de la que ha sido
extraida la muestra, es simétrica con respecto a H(P((—- o,
9 = 1)) = P((8 + 1, o)) para cualquier # = 0). Esto se deduce del hecho de
que la distribucién de todas las tres estimaciones también serd siméirica
respecto a 6. Para X, la afirmacién sobre el no desplazamiento de MxX = @
es evidente incluso sin la suposicién acerca de la simetria.

Calculemos las desviaciones estdndar de las estimaciones (2). Para sim-
plificar la exposicién nos limitaremos al caso de P = Uy, # = 3, para el
cual las estimaciones (2) pasardn a

01 =%, 83 = xa, 05 ;_"m;;;ﬁ)__

Tenemos
1
Dx, = j(x - 1/2%dx = 1/12, M(6} — 6)* = DX = Dx,/3 = 1/36.
0

Luego, en virtud de la definicién de la mediana (# es impar) {¢* < x} =
= [Fa(x) > 1/2} vy, por lo tanto

PGt <0 =PEE>1/2) = 5 PrF® = &, 3)

k=in+ 1302
Para n = 3,
PFIx)=1) = P(flllm < x}) = FP(),
P3F(x) = 2) = 3F(x)(1 — F(x)).
La probabilidad P({* € (&, u + du)) se compone de las probabilidades de

sucesos que tienen la forma [x; €(x, u + du)) [x2 < u) (%3 > u). Como
en total son posibles 6 de estas combinaciones, P({* €(u, u + du)) =
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= 6f(u)F(u)l — F(u))du y, por consiguiente, {* tiene una densidad igual
a (esto también resulta de (3))

6fGNF(u)(1 — F(u)),
donde F(i) = Sf(f)dr = P(x; < u). En el caso de P = Uy, esta densidad

sera igual a 6x{1 — x) cuando x €[0, 1], asi que
1

=l — 1 _l —_.3_
M%) = Séx’(l - x)dx = 6(E 5) =
0

D" = M(Y - (Mg = 5 —

Nos queda hallar la varianza de la estimacién

x — Xy + X
9 P "

Razonando analogamente a la precedente, no es dificil convencerse de que
la probabilidad P(xqy €4, # + du), X3 €(v, v + dv)), cuando u < v, €5
igual a 6f(u)f(v) (F(v) — F(v))dudv. Por eso para P = Up,:

1 ) 1
M(03) = g S ( Ll,”) 6(v — u)du dv.
[

]

El valor de esta integral es igual a 11/40 (el lector puede realizar los cdlculos
individualmente), por lo tanto,

DO3 = M@ - Mey2 =L Lo 1

Asi pues, la estimacion 83 resulta la mejor. Para otros valores de n y
otras distribuciones P, la situacién puede ser otra. Veremos, por ejemplo,
que cuando P = &, , la mejor estimacién para « serd 0i = X.

Ejemplo 2. Estimaciones no desplazadas de la varianza. Examinemos
la estimacion para la varianza

st=Ll Sl -mr =1 D - @

asi como la estimacidn
s =% D i — Mx)? -1 D xF+ (Mx): - 2XMxi

{ambas segun ¢l principio de sustitucidn) en el caso cuando se conoce Mxi.
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La estimacién Sf no estd, evidentemente, desplazada. Al mismo tiempo
1 =
st =]F Z(Xf - xP ke Z(Xr' ~ X % Mx;)* =
'k T 2 [az 2
=— (x: ~ Mx))* = (X — Mx))* = $f — X — Mx,)* < 5%.
n
Ahora bien, la estimacién S? est4 desplazada,
MS? = Dx, — DX = (1 - %) Dx,.

Esta relacién muestra que también podemos examinar, en caso de Mx,; des-
conocida, la estimacién de la varianza igual a

”I sz=——l—-l— Z(x;—‘]‘. MS§ = Dxi.
L B -

8

Pasemos ahora al enfoque asintético del problema de comparacién de
las estimaciones. En este caso la regla para la preferencia de las estimacio-
nes se elige univocamente.

2. Enfoque asintético. Caso unidimensional. Supongamos que se han
dado dos estimaciones 67 y 63 tales que

(61 — 6)Vn 3 — 6Wn
oz

aj

e Q € Q @
donde Q es cierta ley de distribucion limite, la misma que para 6} y 8,
y 02> og;. Entonces, para grandes valores de n, las distribuciones
(8; —~ 8Wn/a,, i = 1, 2 serdn proximas a Q, e indudablemente que la “dis-
persién” de 83 alrededor de 6 ser4 mayor que la ““dispersidn” de 6} y debe-
mos preferir 1.

Ahora bien, la esencia del enfoque asintético consiste en la compara-
cién de las distribuciones limites de las estimaciones.

Ya hemos visto y también nos convenceremos de ello ulteriormente, que
muchas estimaciones aparecidas de un modo natural, icluyendo las 6ptimas
{de lo cual hablaremos posteriormente), son asintéticamente normales, o
sea, para ellas es vdlida (4) cuando Q = ®,;. Esto nos permite enunciar
Ia siguiente regla natural de comparacién de las estimaciones a.n.

Supongamos que se dan dos estimaciones a.n. 87 y 63 con los coeficien-
tes of y o3, respectivamente,

Regla 2, La estimacién 67 debe ser mejor que 8% si o} < d3.

En lo sucesivo, al utilizar estas y otras reglas, a la par con el término
“mejor” también haremos uso, donde sea necesario, de las palabras “no
peor”, “peor”, “‘no mejor” que corresponderdn a los signos de desigualdad
<, >, > entre of y o (o bien entre M6} - 8) y M(d3 — 6)% en (1)). Si
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o} = o3, diremos que estas estimaciones son asintéticamente equivalentes.
El acuerdo propuesto es natural, y en las definiciones ulteriores no lo men-
cionaremos cada vez y sélo nos limitaremos a difinir la relacién “mejor”
o las relaciones semejantes a ésta.

Es preciso sefialar que en la clase de estimaciones a.n., la minimalidad
de la dispersién de §* quiere decir que la magnitud

lim P(8" - 6]< u/Nn)

ser4 méaxima para cada u. Esta circunstancia hace indiscutible la regla indi-
cada para la comparacién de las estimaciones a.n.

El enfoque asintdtico, a pesar de su naturalidad, tiene una desventaja
considerable: sdlo es aplicable a las estimaciones de gran volunen y inica-
mente en la clase de estimaciones a.n.

Los dos enfoques sefialados son, en cierto sentido, proximos uno a otro:
en ambos casos el hecho se reduce a la comparacién de las varianzas o
de las magnitudes proximas a ellas. Por supuesto que la magnitud oi/n
en (4), cuando Q = &;,, puede distinguirse considerablemente de
M(f" — 6)%. Sin embargo, los ejemplos que ilustran este hecho (proponemos
al lector que los construya él mismo) tienen, por lo comun, cardcter arti-
ficial.

La exposicién ulterior de este capitulo esta relacionada, en mucho, con
la construccién de las estimaciones, 6ptimas para cada uno de los dos enfo-
ques introducidos.

Ejemplo 3. Sea X & I.,1. En el ejemplo | del § 4 hemos mostrado
que ambas estimaciones

-1/2
wi=®yai= (5 2)

son estimaciones conforme al método de momentos. Ademds, ai también
es ev.m., Luego hemos determinado que ambas estimaciones son asintética-

mente naturales, con coeficientes o y% &2, respectivamente, y por lo tanto,

la estimacién of es mejor que la o3 desde el punto de vista del enfoque
asintético. Ese mismo resultado, para n > 2, se obtiene cuando se trata
del enfoque estdndar.

Ahora citaremos un ejemplo que muestra que segun las propiedades
de la distribucién, una misma estimacién puede ser mejor o peor que algu-
na otra estimacién registrada.

Ejemplo 4. Examinemos el problema de la estimacién 8 = Mx; si se
sabe que X € P y que la distribucién P es simétrica respecto al punto
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0 (compédrese con el ejemplo 1). En este caso la mediana de la distribucién
{ coincide con ¢. Examinemos también dos estimaciones para 8 (ambas
segun el principio de sustitucién): la media 8} = X y la mediana muestral
#2 = ¢*. Supongamos, para precisar, que 7 es impar. Del corolario 2.2.1,
cuando k = (n + 1)/2, se deduce que si la funcién de distribucién F es
continuamente derivable en el punto & = {, entonces

@ - tWn = 27(% £ & B S0 =F'(x)

Con otras palabras, en este caso {* es la estimacion a.n. con coeficiente
1
a = 1/(4£ (). - o
Por otro lado, la estimacién a.n. de X tiene por coeficiente ¢ = Dx,.

Ahora bien, si i

| & = 9dF(x) < o

debemos preferir la estimacidn X. Si el signo de desigualdad es inverso, en-
tonces debemaos preferir ¢*. Cabe sefialar que los niimeros § (x — £)?dF(x)
v f(}) son caracteristicas de distribucién muy poco relacionadas entre si.

Examinemos un importante caso particular, cuando estimamaos el pard-

metro o por la muestra X € $...2. En este caso fla) = f(¢) = ﬁr
T

asi que
a‘%=%o’2}ﬁ2=a{'.

Esto significa que en esta situacién, la estadistica X es mejor que la .
Sin embargo, como hemos visto, no es dificil construir el ejemplo de la
distribucién para la cual serd preferible la estadfstica £*.

El ejempio de la mediana también es muy aleccionador en otro sentido.
El mismo muestra que la velocidad de disminucién del grado de dispersién
de t* — ¢ puede ser cualquiera. Para cerciorarse de esto, basta con recurrir
a la observaicdén 2.2.1, En condiciones de dicha observacién, como factor
normalizador que asegura la convergencia de ¢* — I hacia la distribucién
limite sirve la magnitud n'/®”, donde v es un nimero no negativo cualquie-
ra (véase (2.12)). El factor Va corresponde solamente a las distribuciones
suaves,

Ahora presentaremos un experimento real con la muestra de volumen
# =101 de la poblacién normal ®o,; y veremos* cémo los valores de X

*) La muestra X ha sido construida con ayuda de los nimeros aleatorios tomados de
las tablas [8] (se han utilizado los primeros 101 nimeros en la pégina )
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y ¢* aproximan el 0 cuando n = 11, 21, 51, 101, Los datos obtenidos se
ofrecen en la tabla siguiente:

n 1 21 51 L]
X —0283  -025¢ -0148 —0,072
t -0291 -0,292 —0078  —0,044

En este ejemplo, la estimacién ¢* para n = 51, 101 se comporta mejor,
lo cual es resultado de la desviacion aleatoria, Para convencerse de la venta-
ja de X serfa mecesario realizar muchos experimentos de este tipo.

Veamos ahora que aspecto tienen los dos enfoques (anteriormente enun-
ciados) de la comparacién de las estimaciones en el caso multidimensional,
cuando & es el vector (fy, ..., Ok).

3. Enfoques estdndar y asintético en el caso multidimensional. Como
antes, utilizaremos el enfoque asintdtico sélo en la clase de estimaciones
a.n. En este caso el hecho se reduce por completo a la comparacién de
las distribuciones normales multidimensionales (distribuciones limites para
(6° — 8)Vn) que se describen totalmente por medio de la matriz de segundos
momentos o> (véase, por ejemplo, ¢l teorema 3.2A).

Si se examina el enfoque estandar de la comparacion de las distribucio-
nes exactas de 6°, también todo se reduce a la posibilidad de comparar
dos distribuciones en R*, basdndose en el conocimiento de los momentos
(8" — ) de segundo orden. Ahora bien, en ambos casos debemos saber
comparar, segin el “grado de dispersidon”, las matrices de los momentos
de segundo orden,

Examinemos los métodos de comparacion maés naturales. Supongamos
que Q; v Q2 son dos distribuciones aleatorias en R*. Designemos por £
y §2 cualesquiera vectores aleatorios que poseen estas distribuciones: & €
Q.

Definicién 2. Diremos que la dispersién estdndar de la distribucién Q
alrededor del punto « € R* no es mayor que la dispersién Q. si para todo
vector @ = (a1, -.., &),

M(5 — «, @) < M(& - @, a)?, ®)

b
donde (x, a) = Y xa; es el producto escalar.

i=1
Diremos que la dispersidn para Q; es menor que para Q;z si en (5) tiene
lugar el signo de desigualdad estricta al menos para un a.
Si e = ME£; = ME, la igualdad (5) significa que por cualguier direccion
de a la varianza de la distribucién Q, (o sea, la varianza de la proyeccién
de £, sobre @) no supera la magnitud igual para Q.
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Si df = |dff| es 1a matriz de segundos momentos de Q:, /=1, 2, enton-
ces, abriendo paiéntesis en (5) para oo = 0, obtenemos, para todos a, .. .,
a

k k
2 difma; < % dffag;. (6)

Li=1 hi=1
En el lenguaje de las matrices designaremos esta relacién por
di < d3, (7)

que significa la definicion no negativa de la matriz d? - 4.

Ahora bien, la dispersién estdndar de Q, alrededor del cero no supera
tal dispersién para Q; si y sélo si para las matrices de los momentos de
segundo orden tienen lugar las desigualdades (6) y (7).

Las reglas de preferencia de las estimaciones en el caso multidimensio-
nal pueden enunciarse del modo siguiente.

Enfoque estdndar: la estimacién 67 es mejor que la 63 si la dispersion
estidndar de 87 alrededor del punto 6 es menor que la misma magnitud para
pi.

Si dfes la matriz de segundos momentos 8 — 6, la afirmacién que dice
que “la estimacién 67 es mejor que la #3” significa que d? < d2.

Enfoque asintdtico: la estimacion 8 es mejor que la 83 si la dispersion
estandar cerca del cero de la distribucion limite para (8] — 8)VA es menor
que la misma magnitud para (63 — #)Vn.

En otros términos, si (8] ~ 6Wn & ®p.2, entonces la afirmacién de
que “la estimacién 61 es mejor que la 63" quiere decir que o? < o2

Se puede mostrar que si 87 y 6 son dos estimaciones a.n. y 81 es mejor
que 63, entonces

m, P((61 — 0Vn € B) > lim P((83 — 6)Vn € B) 8

{u
Ao A=

para cualquier elipsoide central *B.

Vemos que en ambos casos la comparacién de las estimaciones se reduce
al establecimiento de las igualdades para las matrices de los momentos de
segundo orden. Cierta diferencia consiste en que en el primer caso los mo-
mentos no son obligatoriamente centrales.

Establezcamos ahora ciertas relaciones equivalentes a (6), (7).

&
* Para abreviar convengamos en llamar efipsoide en R* el dominio Z dygg e, y

k i j=1
elipse, la superficie E dyxpxy = c.
foJ=1
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Pongamos
w8 = M(§* — V(e — '

y designemos por B, el conjunto de todas las matrices V' = |v)| definidas
no negativamente, Si |dy] es la matriz de segundos momentos §° — 6, enton-
ces, evidentemente, v(6%) = vydy.
Lema 1. d? <d} si y sélo si v(83) < v(63) para cualesquier V € B..
Demostracién. En una direccién la afirmacion es evidente, ya que la
matriz V; = |aal€ B4, y para tal matriz,

va(0) = M8 — 0)Val0] - 6)T = Yaadf

(vease (6)).

Para demostrar la afirmacién en direccién contraria, sefalemos que el
orden parcial basado en las desigualdades (5) es invariante respecto a los
ejes de revolucion de las coordenadas. Es decir, si Ces la matriz de transfor-
macion ortogonal y 8 es mejor que 83 para el pardmetro 6, entonces #iC
es mejor que 83C para el pardmetro 6C. Esto se deduce de las igualdades

(6IC — 8C, a) = (6] — O)C, a) = (6] — 8, aC")

y de la definicion 2.
Supongamos ahora que di < d3, o sea,

YdiPae; < TdiPaia;. ©

Esto quiere decir que v(8}) < v(83) para las matrices ¥ que tienen la forma
Va = fmajly, por lo tanto, también para las matrices diagonales Viiaz € B4\
puesto gue estas iiltimas son representables en forma de la suma de & matri-
ces que tienen la forma V. Supongamos ahora que ¥ es una matriz arbitra-
ria de B, y C es una transformacién ortogonal tal que CTVC = Viiss.
Entonces

w(87) = M(8} — V(@] — )T = M(81 — 8)CVains CT(67 — 0)".

De las dos observaciones hechas anteriormente y de (9) se deduce que el
segundo miembro de esta igualdad es menor que

M(8; — D)CVaingCT(63 — )7 = M(83 — B) V(03 — )T = v(83). <

Existe también otro método de comparar la dispersidn (véase [37]) que,
sin embargo, supone que ambas distribuciones Q; y Q; no estdn degenera-
das en R* y tienen una media nula. En este caso las matrices de los segun-
dos momentos centrales df quedardn definidas positivamente y para ellas
existen las inversas A; = (dD) ™.

Supongamos que d” es la matriz de segundos momentos de la distribu-
ci6n Q, y que A = (@)™,
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Definicion 3. Se llama elipsoide de dispersidn de la distribucion Q el
elipsoide

AT <k +2

que entre todos los elipsoides se destaca univocamente por su propiedad
siguiente: si se examina la distribucién uniforme U (o sea, la distribucién
en R* con densidad constante dentro del elipsoide y con densidad nula
fuera de éste), en este elipsoide, los primeros y segundos momentos de Q
y de U coinciden (véase [25], p.333).

Lema 2. Supongamos que las matrices df, 1 = 1, 2, no han sido degene-
radas. La dispersién estdndar de Q, alrededor del cero no es mayor que
la dispersidn de Q, si y sdlo si el elipsoide de dispersién para Q, se encuen-
tra en el elipsoide para Q.

Demostracion. Supongamos que la elipse 14,7 = 1 se encuentra en el
interior de #4217 = 1. Como es sabido, existe la transformacién lineal no
degenerada ¢ = uL que transfiere la elipse 14,77 = 1 a la esfera unitaria
S, ¥ la elipse t42¢7 = 1, a la elipse S: con los ejes principales en direccién
de los ejes de coordenadas Esto quiere decir que A1=LALT = E (matriz
umdad), Az = LAzL = dlag()\% SANLO<NSLi=1, ...,k Como

= E, A7 ! = diag(\i %, . M- ], la elipse 147 T = 1 'serd una inver-
sion respecto a la esfera un_ltarla Si de la elipse S: v, por consiguiente, se
encontrard en S;. Como A; ' = (LT)"'A,L "', entonces, efectuando ]a

transformacién “inversa” u = :LT obtenemos que la elipse r4; '47
= td}t = 1 se halla fuera de t4; '+7 = 1d3t7 = 1. Ewdcntemente, la misma
relacion es vdlida para las elipses 1d37 = ¢ y 1d3tT = ¢. Pero esto significa
que la igualdad td}¢” = ¢ conduce a 1}t = ¢ < td3¢7. La afirmacion en
direccidn contraria se muestra exactamente de la misma manera. <

Ahora es importante sefialar que, a distincion del caso unidimensional,
la comparacién de las dispersiones con ayuda de las matrices de segundos
momentos s6lo establece el orden parcial en el conjunto de todas las distri-
(ZJ ?) no son
ni mejor ni peor una que otra, ya que para el vector a = (I, 0), (6) es valida,
y para el vector @ = (0, 1), la desigualdad ser4 inversa. Esto constituye una
incomodidad considerable del orden introducido, aunque éste, como tal,
no suscita dudas.

Podemos hacer muchas estimaciones (o muchas distribuciones) bien or-
denadas, si comparamos, digamos, M|6* — 6|%, donde |-| es la norma eucli-
dea en R¥, asi que

buciones. Por ejemplo, las matrices d; = ({]} g) vdy =

Mig" - MZ(& - 8, (10)

il

B8—8030
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Tal método de ordenacién va es discutible, puesto que en distintas circuns-
tancias, la precisién en diversas direcciones puede apreciarse de modo dife-
rente. Para considerar de algiin modo esta circunstancia, se puede, en
calidad de generalizacién, tener en cuenta la medida de exactitud

w(f") = M@ - V(e - 0),

donde V es la matriz definida no negativamente (el caso (10) corresponde
aV=E),

Del lema 1 se deduce que si la dispersion de 8] alrededor de 6 es menor
que la dispersién de 83, entonces v(f}) < v(#3). El caso inverso, hablando
en general, es incorrecto: el cumplimiento de la desigualdad v(f}) < v(63)
para una matriz cualguiera ¥ (el orden completo propuesto mds arriba. se
basa en una matriz registrada) no significa ain que la dispersion de 81 alre-
dedor de § es menor que la dispersién de 6.

Pasemos ahora a examinar un importante caso paramétrico, cuando se
estiman los pardmetros desconocidos de las distribuciones de familias para-
métricas.

§ 8. Comparacion de las estimaciones en el caso paramétrico.
Estimaciones eficientes

En el parrafo precedente hemos destacado dos enfoques (estandar y asinto-
tico) de la comparacién de la calidad de las estimaciones. Introduzcamos
ahora algunos conceptos relacionados con estos enfoques en el caso para-
métrico, cuando la distribucién de la muestra X pertenece a cierta familia
#= (Pg}]. Al igual que antes, con los simbolos My y Dy designamos la
esperanza matematica y la varianza de la distribucién Py.

1. Caso unidimensional. Recordemos que de acuerdo con el enfoque
estandar debemos decir qu #} es mejor que 63 si

d¥e) = Mg (87 — 6)* < Mu(8; — 6)* = d3(0). ®
Pero en el caso paramétrico, di(@), I = 1, 2, son las funciones de 8 y
debemos decir “8] es mejor que & en el punto §" si di(f) < dz2(8).
Andlogamente sucede al utilizar el enfoque asintdtico cuando se compa-
ran las estimaciones a.n. para grandes volimenes de la muestra n, confron-
tando sus distribuciones limites. La estimacién 0 se considera mejor que
la 67 en el punto @, si en las relaciones

6~ 0Wn & ¥, 010, =1, 2 @
es justa o, (8) < a2(0)").

*) ¥a hemos sefialado que en la amplia clase de casos df(&) =n"'of + o{n~"). Sin embar-
go, esto no se deduce de las definiciones de los numeros di8) y oi(s).



§ 8. COMPARACION DE ESTIMACIONES EN CASO PARAMETRICO 115

Ahora bien, en ambos casos el problema de comparacién de las estima-
ciones conduce al asunto de comparacion de las funciones, digamos, di(f),
8 = ©. Este conjunto no estd ordenado, y en la clase de todas las estimacio-
nes es posible introducir un orden parcial del modo siguiente.

Regla 1. La estimacién 67 es mejor que la 83 si d1(8) < d&a(8) (o, respecti-
vamente, 03(6) < 02(0)) para todos # € © y al menos para un § se cumple
la desigualdad estricta di(8) < da(8).

Si la estimacion 6" es tal que para ella existe la estimacion 6] que es
mejor que §°, en estos casos se dice que #* es una estimacidn inadmisible.

Expongamos primeramente el enfoque estdndar en el caso unidimensio-
nal y examinemos las posibilidades aqui existentes de comparar las estima-
ciones. Conviene sefialar, ante todo, que desde el punto de vista de la
definicién citada no existe, hablando en general, la mejor estimacién. O
sea, no existe una estimacién 8° tal que para toda otra estimacién 8] sea
valida la desigualdad d(f) <di(6), donde d;(8) est4 definida en (1), y d(8)
corresponde a 8°.

En efecto, si se toma la estimaciéon 8] = 6, = const € ©, entonces
di®) = M (8] — 0)* = 0 cuando 6 = 9, y para la mejor estimacién 8° (si
tal estimacién existiera) se cumplird d*(8;) = Mg, (6* — 6,)* = 0. Como 8,
es arbitrario, d*(¢) = 0. Pero esto es posible inicamente en el caso “degene-
rado”, cuando las observaciones determinan univocamente el valor del pa-
rametro 6. Por ejemplo, cuando X € 1, o bien X € Ug ., v © = {1,
S 8

Ahora bien, la envolvente inferior de todas las funciones d*(9) es igual
a cero, pero en el caso “no degenerado” esta funcién no se realiza para
ninguna funcién 6°.

El problema puede ser mds interesante si se buscan las mejores estima-
ciones 8" en unas u otras subclases de estimaciones que se eligen de un
modo suficientemente racional. Uno de los métodos posibles de destacar
tales subclases consiste en registrar el desplazamiento b(#).

Definicién 1. La estimacién 83 € K se denomina eficiente en la clase
K si para cualquier otra estimacion 0° € k Mg(95 ~ 6)* < M4(8" ~ 8)? cuan-
do todos 6 € O.

La clase Kp de las estimaciones no desplazadas desempefia un papel
especial, o sea, la clase de las estimaciones para las cuales b(g) = 0.

Las estimaciones eficientes en la clase Ky = [#":Mgf* = 8} de estima-
ciones no desplazadas se llaman simplemente eficientes. De suerte que las
estimaciones eficientes no son sino estimaciones no desplazadas con varian-
za minima.

Como ya hemos sefialado, la propiedad de caracter no desplazado es,
como tal, indudablemente deseable, ya que significa la falta del error siste-
mitico al utilizar la estimacién.

La cuestién acerca de la existencia de las estimaciones con el desplaza-
Bﬂ
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miento dado b(#) (en particular, de las estimaciones no desplazadas) se re-
duce a la resolubilidad de la ecuacién integral con respecto a g(x):

j g{(x)Ps(X e dx) = 0 + b(8), 3)
donde g(X) = 6*; el primer miembro de esta ecuacién es Mq8".
Si estd cumplida la condicién (A4,) y fo(x) = f_[ So(x) es la funcién
de verosimilitud, la ecuacién toma la forma =
| glafolx)p"(dx) = 0 + b(O). @

Cabe sefialar que Ia solucién (4) para b() dada no siempre existe ni mucho
menos y, en particular, no para fodas las familas {Pg) existen las estimacio-
nes no desplazadas del parémetro 6. Examinemos, por ejemplo, el esquema
de Bernoulli con un pardmetro desconocido p (1a probabilidad del caso
es {x1 = 1]) y supongamos que nos hace falta estimar el pardmetro
# = ¢(p), donde ¢ es una funcién dada. Entonces la ecuacién (4) para la
estimacién no desplazada tiene la forma

3 gx)folx) =8

o bien, que es lo mismo,

kZOG(k)p*u -pY"F = olp), &)
donde G(k) = 3, g(x) ¥ Ax es el conjunto de puntos x cuyas k coordena-

XEAy
das son iguales a 1. Pero el primer miembro de (5) es el polinomio de p
de grado n. Esto significa que la ecuacién (5) sélo puede ser resuelta si
«¢(p) es un polinomio de grado no mayor de n.

Examinemos ahora la clase K, de estimaciones con desplazamiento
registrado b(f) y supongamos que existe una estimacién que es eficiente
en Kp.

Teorema 1. La estimacion eficiente en K, es unica con una exactitud
de hasta los valores sobre el conjunto A C @™ para el cual Pg(A) = 0
cuando todos 8 € ©.

Demostracion. Sean 63, 81 dos estimaciones eficientes en K. Desig-
nemos

D=D,a,‘,4,=9;..a,s'=_ﬁﬂ_‘2*_6i,1=g, "

Ao+ ALY , (Bo—aY _ Ad+ad
) 2 2
Ao + Ay
2

Como

©)
=0" =0, Ao — &y = 6" - 6,
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entonces
Mo(8" = 67 + 3 Mo(G" = 0i)* = D + b*(®). ™

Pero §° € Kp v, por lo tanto, Ma(6* — 8% 2> D + b*(#). En este caso, de
{7) se deduce que

M85 — 01 <0,

6 =05 cs.”. <«

El andlisis realizado del problema de comparacién de las estimaciones

se referia al enfoque estdndar. A este ltimo también se refiere, en realidad,
lo siguiente

Definicién 2. La estimacién 81 € X se denomina asintdticamente eficien-

fe (a.e.) en K si cuando n— o, para toda otra estimacion 6° de K y para
cada 6 € O,

; Mg (8] — 6)°
1
AP M -0

Pasemos ahora al enfoque asintdtico con el cual la definicién 2 también
estd relacionada estrechamente. Aqui, como antes, el problema consiste en
la comparacién de las funciones o(f) que caracterizan la distribucién nor-
mal limite, pero la cuestién en general se simplifica un poco. Esto se debe,
ante todo, a que la comparacién se realiza solamente en la clase de estima-
ciones a.n., que en lo sucesivo la designaremos por Ks. Podemos contraer
un poco esta clase Ke sin empobrecerla considerablemente. As{ pues, exa-
minaremos la clase Ks,2 C Ka de las estimaciones a.n. 8° que poseen la
propiedad de que para ellas la convergencia

(0" — OVn & Do
ocurre junto con los dos primeros momentos:
Ma(6* — 8)Wn — 0, Mus(6* — 8)*n - o*(9). (9)

Sefialemos que la primera de estas dos relaciones se obtiene ficilmente de

®)

* Es valida Ia siguiente afirmacién que generaliza, en cierto sentido, el teorema 1. S§i
6o es eficiente en ky y la estimacion 8* es arbitraria en ky, de modo que h = Dy03/Dy0* € 1,

el coefici de correlacidn g(83, 8*) entre las estimaciones 83 y 6" es igual a
(63, 8% = VR
El lector puede reali dividual la d idn, d &5 de cc de que

cuando (88, 9*) # Vi y al elem:r correspondiente «, la catimudén
fl=( — )i + af" € Kp
satisfard la desigualdad D81 < Difi que contradice la eficacia de 65
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la segunda con ayuda del teorema de continuidad para los momentos
(§ L.5).

La contraccién de Ky hasta la clase K¢,2 empobrece poco la primera
de estas clases por dos causas. En primer lugar, las estimaciones a.n. en
las que (9) no se cumple, practicamente no existen (hemos sefialado que
para esto son necesarias, por regla general, construcciones artificiales). En
segundo lugar, para 8° € K, conforme al lema de Fatou,

lim inf Men(@* — 6)* > ¢*(9)

e

(se trata de las integrales de las funciones no negativas), asi que
Mon(8" — )% para grandes valores de n puede distinguirse de ¢*(6) Unica-
mente hacia el lado de los valores mds grandes. Pero es poco probable que
las estimaciones con tales propiedades puedan competir con las estimacio-
nes para las cuales (9) ha sido cumplida.

Ahora bien, cuando se trata del enfoque asintético, en calidad de clase
de estimaciones a.n., en la cual se realiza la comparacion, podemos conside-
rar la clase Ko,z. Esta serd mds cémoda para nosotros.

Sea K cierta clase de estimaciones, tal que K C Kas2. Entonces la si-
guiente definicién serd equivalente a la definicidén 2.

Definicién 3. La estimacién 8] € K se llama asintdticamente eficiente
en K, si para cualguier otra estimacidn 8* € K

o) < *(9) (10)

cuando todos 8 € 8, donde ¢*(f) y o3(8) son los coeficientes de dispersién
de 6° vy 6], respectivamente.

La eguivalencia de las definiciones se deduce del hecho de que para
0" € Koz

M;(6* — 8y = @ (1 + ra(®), ra(f) — 0 cuando n — oo,

En este caso la relacién (8), que significa que
Mo(81 — 6)> < Ma(8° — 6)*(1 + ri(8)), r4(6) = 0,

para cualguier 8" € K es, evidentemente, equivalente a la desigualdad
(10). <

En el enfoque asintético, cierta simplificacién del problema de compa-
racioén (anteriormente recordada) consiste en que aqui comparamos tan sé-
lo las varianzas de las leyes del limite. Aqui desaparece la importancia del
desplazamiento b(f) de las estimaciones, puesto que en la clase Kz 5, en
virtud de (9) se cumple la relacién b(#) = o(1/Va) que significa “casi la
falta de desplazamiento” de las estimaciones o la “‘despreciabilidad asintéti-
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ca” del desplazamiento desde el punto de vista de las relaciones (2).
Andlogamente al teorema | puede ser obtenido

El teorema 2. Sea K C Kg,2. Entonces, si 81 y 63 son dos estimaciones

ae. en K, tales que% (07 + 02) € K, éstas coinciden asintdticamente, o sea,
va(6i — 63) 2 0, Me[Vn(i ~ 65))*~ 0.

Demostracién. Basta determinar Ia segunda relacién, ya que la primera
se deduce de ella. Sea

M, = Mgn(6; — 6)%, A = 6} ~ 8, e*—"'—;_"i, a1, 2

Entonces, en virtud de (6) obtenemos

Mon(8* — 6)° +% Mon(0:"— 03 = (My.x + Ma.n)/2. (11)

Pero 6* € K y, por consiguiente, después de pasar al limite, en la liima
igualdad obtenemos, en virtud de la eficacia asintdtica de ],

Hm Man(d) — 83> < 0. <
n-teo

Las consideraciones expuestas anteriormente contenian solo una de las
vias posibles de separar las estimaciones {en nuestro caso, las estimaciones
eficientes) que, siguiendo varios razonamientos naturales, han de preferirse
a otras. No obstante, son posibles, desde luego, también otros enfogues
(recuérdese que tenfamos que comparar los elementos no ordenados, o sea,
las funciones d{#) o o(#)). Puesto que, hablando en general, no existen esti-
maciones con valores minimos posibles de d(8) para cada #, entonces se
pueden comparar, digamos, los valores medios jd(f) qg(t)Ydt, donde

g{t) = 0, E g(t)dr = 1, o los valores méximos r&%x d(#). Esto son los méto-

dos de reglamentacién de los conjuntos de todas las estimaciones.

Mi4s tarde llamaremos bayesiano el primero de estos dos métodos, y
minimax, el segundo. Las estimaciones 6ptimas bayesianas y minimax seran
examinadas en el § 11, y las estimaciones eficientes, en los parrafos ulte-
riores.

El problema de eleccién de las estimaciones serd examinado mas detalla-
damente en el capitulo 5.

2, Caso multldlmensional Examinemos ahora el caso cuando 8 y §°
son vectores de R*, Aqui, el problema de comparacién de las estimaciones
es ms dificil. El hecho es gue en el caso multidimensional teniamos que
introducir un orden parcial ya para comparar las estimaciones cuando
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ha sido registrado. Para comparar las estimaciones en fodo el conjunto ©,
al igual que en el caso unidimensional, también es necesario introducir un
orden parcial, pero ya “en otra direccién” puesto que la comparacion se
basa en la desviacién estandar, que es una funcién de dos variables: ¢ y
del vector a4, sobre el cual se proyecta la desviacién 6 — 6).

Las mejores estimaciones en “ambas direcciones” constituyen precisa-
mente el objeto de las definiciones siguientes.

Definicién 4. La estimacidn 63 es eficiente en la clase K si para cualquier
estimacion 67 de K la dispersion estdndar de 8° alrededor de & para todos
6 € © no es menor que la dispersién de 83

Esta definicién es equivalente a la siguiente.

La estimacion vectorial 85 del parametro @ es eficiente en K si para cual-
quier vector a la estimacién o = (65, @) es la estimacidn eficiente del para-
metro escalar « = (8, @) en la clase de estimaciones o® = (8%, a), 8* €K,
o sea, para todos 8 €0, a€ R*, 0" ¢K,

Ms(85 — 8, a)* < Mo(6" — 6, a)’. (12)

Como ya hemos visto, esta desigualdad se escribe de un modo equiva-
lente en la forma d3(8) < d*(f) o bien

2dfPO)aia; < Ydyaia
Ly J

para todos 0 € 8, a € R, donde d*(8) = |dy(8)] vy d&(6) = WP(0)| son las
matrices de segundos momentos 6* — ¢ y 8 — 6, respectivamente.

Las estimaciones eficientes en la clase Kp de las estimaciones no despla-
zadas se llaman simplemente eficientes.

En vista de que la definicidén (12) de la eficacia se construye a base
de la utilizacién del caso unidimensional, estonces, mediante el teorema
1 no es dificil establecer que la estimacion eficiente en la clase K}, de estima-
ciones, con un desplazamiento b(f) = M6#" — # registrado, es la unica.

La definicién de las estimaciones a.e. en el caso multidimensional es
andloga a las definiciones 2 y 3.

Definicién 5. La estimacién vectorial #] del parametro @ es asintdtica-
mente eficiente en K si para cualquier vector @ la estimacion (61, a) es la
estimacion a.e. del pardmetro escalar o = (8, @) en la clase de estimaciones
a' = (0", a), 0" e K.

En otros términos (véase el § 7), la dispersidn estandar de la distribucion
limite (81 - @Vn, para la estimacién a.e. es minima. Esto, a su vez, significa
que para cualesquiera 8" € K, a € R*, 0 € © se cumple 0}(8) < o*(), o bien

:Z}‘JU’ @@z < LoyB)aiay
oS iy
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donde o*(8) = |oy(8)], o}(@) = [6¥(0)| son, respectivamente, las matrices
de segundos momentos de las distribuciones limite (§* — 8)Vn y (6} — 8.

Del pérrafo precedente se puede sacar la conclusidn de que el conjunto
de estimaciones en el caso multidimensional, para § registrado, puede ser
ordenado si la calidad de la estimacién se mide en cantidad (durante el
enfoque estdndar)

v(6%) = Mo(0" — O) V(8" — 8)" = u(8", 0), (13)

donde V es la matriz definida no negativamente. La cantidad analoga rela-
cionada con la matriz de segundos momentos de la distribucién normal
limite, también se puede examinar durante el enfoque asintdtico en la clase
Kg,2.

Continuando el avance por este camino, es posible ordenar bien el con-
junto de todas las estimaciones incluso en todo el conjunto ©. A saber,
se pueden comparar los valores medios

v, nad, a0 20, jgyar=1,

o los valores maximos m%x v(#*, ) de las cantidades v(8" §) definidas
e

en (13).

Si resulta que la estimacién que es la mejor en tal enfoque, continia
siendo la mejor para cualquier matriz V' definida no negativamente, esto
significard, en virtud del lema 7.1, que esta estimacién también serd la me-
jor desde el punto de vista del orden parcial establecido en el § 7 (o sea,
la desviacién estdndar mediada serd la minima en cualquier direccion).

Para construir las estimaciones 6ptimas en sentido de las definiciones
examinadas en este parrafo, necesitaremos los tonceptos y las propiedades
de las esperanzas matemadticas condicionales y de las estadisticas sufi-
cientes.

§ 9. Esperanzas matemdticas condicionales

En este pdrrafo recordaremos la definicién de las esperanzas matematicas
condicionales (e.m.) y sus propiedades principales. Véase una exposicion
mds completa en el suplemento I11, asi como en [11], {38[, [30], [61] v [84).
1. Definicién de la em.c. Sean £ y n dos variables aleatorias dadas en
el espacio probabilistico (2, §, P).
La esperanza matemdtica condicional M(£/B) de la variable aleatoria
£ respecto al suceso B, P(B) > 0, se define por la igualdad

M@/B) = MED 0
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donde M(§; B) = }EdP = M(tIp), Ip = In(w) es una variable aleatoria
B
igual al indicador del conjunto B.
Admitamos que ¢ y 7 son independientes, B = {9 = x) y P(B) > 0. En-
tonces, para cualguier funcién medible ¢(x, y) conforme a (1),

o MolE MMin=n _ Mo(§, XM ig=x1 _
Mle(&, 9)/9 = x] Pl = x) = PG = %) = M.(¢ X)) (2)
La iltima igualdad es valida, ya que las variables aleatorias o(£, x) e

Iiy = xy como funciones de £ y #, respectivamente, son independientes y,
por consiguiente,

M(E, Oy = ) = Mg, M1, = = Me(§, X)P(n = X).

Las relaciones (2) muestran que el concepto de em.c. también puede
conservar su significado en el caso cuando la probabilidad de la condicidn
es igual a 0: pues de por si la igualdad

Mp(, 7)/9 = x] = My(£, X)

para £ y n independientes se presenta natural, y con la suposicion de
P(y = x) > 0 no esta relacionada de ningin modo.

Supongamos que ¥ es la g-Algebra de §. Vamos a definir ahora el con-
cepto de e.m.c. de la variable aleatoria £ con respecto a ¥ que designaremos
por M(£/¥). Primero daremos la definicién del caso “discreto”, pero de
modo que se generalice facilmente.

Llamamos “discreto” el caso cuando la o-dlgebra de ¥ estd formada
(generada) no mds que por una sucesién numerable de los sucesos disjuntos
AL, Az, ...0 U A =0 P(A) > 0. Este hecho se escribe en forma de
% = oA, Az, ...) y significa que como elementos de ¥ sirven todas las
uniones posibles de los conjuntos A;, Az, ...

Con ayuda de la variable aleatoria £ y el sistema de sucesos (A, Az,
...} construiremos una nueva variable aleatoria £ = £(w) del modo si-
guiente:

§=ykEM(E/Ag)=%’i cuando w € Ag, k=1, 2, ...

Con otras palabras,

£ _ M(E Ax)
E = - _P‘ (Ak) !Al-s

donde I; es el indicador del comjunto A.
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Definicién 1. La variable aleatoria £ se llama e.m.c. de £ con respecto
a la o-digebra de ¥ y se designa por M(£/Y).

Ahora bien, a distincién de las esperanzas matematicas ordinarias, la
em.c. M(£/¥) es una variable aleatoria. En nuestro caso esta variable es
constante en los conjuntos Ax y equivale, en estos conjuntos, al promedio
de £ en Ax. Si £ y ¥ son independientes (o sea, P(f € B; Ag) = P(t ¢
€ B)P(Ag)), entonces es evidente que M(& Ax) = MEP(Ax) v £ = ME.

Sin embargo, si f = §, entonces § también es “discreta”, £ es constante
en los conjuntos Ay y, por lo tanto, £ = £ Seiialemos las dos propiedades
principales siguientes de la emc.:

1) £ es medible con respecto a .

2) Para cualguier suceso A € ¥

M(£ A) = M(E A).

La primera propiedad es evidente. La segunda se deduce del hecho de
que todo suceso A € es representable en la forma A = U4 vy, por
&

consiguiente,

M(£ A4) =§}M(ﬁ Ay) = ng(A,-o = ;M(e: Ap) = M(& A).

Esta propiedad es bastante clara: tras promediar la variable £ respecto al
conjunto A se obtiene el mismo resultado que al promediar la magnitud
£ ya promediada respecto a Aj,.

Lema 1. Las propiedades 1) y 2) definen univocamente la e.m.c. y son
equivalentes a la definicidn 1.

Demostracién. En una direccién la afirmacién del lema ya estd demos-
trada. Ahora supongamos que se han cumplido las condiciones 1 y 2. La
mensurabilidad de £ con respecto a 91 quiere decir que £ es constante en
los conjuntos Ag. Designemos el valor de £ sobre 4 a través de Ye. Como
Ar € ¥, de la propiedad 2 se deduce que

M(& Ax) = wP(Ax) = M(E Ax)

¥, por lo tanto, para w € Ax

M(E Ax)
P(Ax)

Ahora podemos dar la definicién general de la em.c.

Definicién 2. Supongamos que £ es una variable aleatoria en el espacio
probabilistico (2, §, P) y que % C § es la o-sub4lgebra de §. Lldmase espe-
ranza matemdtica condicional de £ respecto a 9 1a variable aleatoria £ desig-

§=J’A:= .
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nada por M(£/%), la cual posee las dos propiedades siguientes:

1) £ es medible respecto a 1.

2) Para cualquier A € ¥ es vdlida M(§: A) = M(5 A).

En esta definicidn la variable aleatoria £ puede ser tanto escalar como
vectorial.

En seguida surgen las preguntas: ;existe tal variable £7 y ies Unica ésta?
Hemos visto que en el caso “discreto” la respuesta a estas preguntas €§
positiva. En el caso general es vélido

Teorema 1. Si M|¢| es finita, entonces la funcién § = M(£/U) siempre
existe en la definicion 2 y es unica con una exactitud de hasta los valores
en el conjunto de probabilidad cero.

Demostracién. Primero supongamos que £ es escalar, £ = 0. Entonces
la funcién del conjunto

QA) = [&dP = M(§ 4), A€,

A

serd la medida en (@, %), que es absolutamente continua respecto a P, pues-
to que P(4) = 0 conduce a Q(A4) = 0. Por consiguiente, segin el teorema
de Raddn—Nikodym ({11], Suplemento 3) existe la funcién %-medible
£ = M(£/91 ) tinica, con una exactitud de hasta los valores ea el conjunto
de medida cero, tal que
Q) = [&P.
A

En el caso general pongamos £=£%Y — £7, Y = max(0, &) =0,

£ =max(0, —-§€ =0,

§=§+ '-g-,

donde £* es la em.c. para £*. Esto demuestra la existencia de la emc,
ya que £ satisfar4 las condiciénes 1) y 2) de la definicién 2. De-aqui también
resulta la unicidad, ya que la suposicién acerca de la no unicidad de £ signi-
ficara la no unicidad de £* o de £. La demostracién para £ vectoriales
se reduce al caso unidimensional, ya que las propiedades 1) y 2) pertene-
cerdn a las coordenadas de £ cuya existencia y unicidad ya han sido demo-
stradas. <

La esencia de la demostracién citada es bastante clara: pues segun la
condicién 2, para cualquier A € % se da M(§; A) = Sfd'l’, o sea, se dan

A

los valores de las integrales de £ de todos los conjuntos 4 € Y. Es evidente

que esto debe definir univocamente la funcién %-medible £ con una exacti-
tud de hasta los valores en el conjunto de medida 0.



§ 9. ESPERANZAS MATEMATICAS CONDICIONALES 125

El sentido de M(£/% ) queda el mismo y, en términos generales, consti-
tuye el promedio de { en los elementos “indivisibles” de 9L

Si % = §, entonces, evidentemente, § = £ satisface las propiedades 1)
¥ 2) v, por lo tanto, M({/%) = &

Definicién 3. Supongamos que £ y 4 son las variables aleatorias en (2,
& P) ¥y que U = o(n) es la s-dlgebra engendrada por la variable aleatoria
7. Entonces M(£/% ) también se llama esperanza matemética condicional
de la variable ¢ -respecto a #.

A veces, para simplificar la exposicién, en vez de M(£/0(n)) escribiremos
M(¢/n), lo cual no conduce a equivocaciones.

Como, por definicién, M(£/7) es una variable o(y)-medible aleatoria,
esto significa (véase [11], p.65) que existe una funcién medible g(x) para
la cual

M(t/n) = g(n). (€)

Por analogia con el caso discreto, la magnitud g(x) aqui puede ser interpre-
tada como el resultado de la mediacién de £ en el conjunto {5 = x]. Recor-
demos que en el caso discreto g(x) = M(t/n = x)).

Definicién 4. Si ¢ = Ic es el indicador del conjunto C €§, entonces
M(/c/¥) se denominard probabilidad condicional P(C/¥) del suceso C
respecto a 3. Si A = o(y), entonces hablaremos de la probabilidad condicio-
nal P(C/4) del suceso C respecto a 7.

Propiedades de la e.m.c.

1} La eem.c. posee propiedades de esperanzas matemdticas ordinarias
(véase [11], p.75), con la unica diferencia de que las mismas se cumplen
casi con seguridad (con probabilidad 1):

la) M(ct/¥) = cM(E/U )si ¢ = const,

1b) M(&1 + £/%) = M(E/Y + M(£:)/%),

Ic) si & € & .., entonces M(£1/U) < M(E/%).

2) Es vdlida la desigualdad del tipo de Chébishev: si ¢ es real, £= 0,
entonces para cualquier x > 0,

P(zzx/m)s’“—‘ﬁ:ﬂl.

Lo mismo que las igualdades del punto 1, tal relacién entre las em.c.
se cumple casi con seguridad. Este mismo acuerdo serd valido posterior-
mente para todas las relaciones entre las eam.c.

3) Si las o-dlgebras de Uy o(f) son independientes, entonces
M(£/%) = ME.

De aqui se deduce, en particular, que si ¢ y 5 son independientes, enton-
ces M(£/n) = M{. Si la o-dlgebra de ¥ es trivial, entonces, evidentemente,
también obtenemos M(£/% ) = M¢.
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4) Para las e.m.c. son ciertos los teorermas de convergencia, vdlidos para
las esperanzas matemdticas ordinarias, por ejemplo, el teorema de conver-
gencia monétona: si £,T £ & = 0, entonces M(&./%U)TM(E/¥) cs.

5) Si n es escalar y medible respecto a ¥, M|£| < o, M|§,| < «, entonces

M(n&/9) = PME/N).

Con otras palabras, las variables aleatorias Y-medibles se comportan,
respecto a la operacién de e.m.e., como constantes (compararlo con la pro-
piedad la).

6) Para las em.c. quedan vdlidas todas las desigualdades principales
para las esperanzas matemdticas ordinarias, en particular, la desigualdad
de Cauchy — Buniakovski

M((&:5|/%) < IMEH/H)MER /A2

y la desigualdad de Jensen: si M|| < o, entonces para cualquier funcién
g(x) convexa hacia abajo,

eM(£/U)) < M(g(5)/Y).

T) Formula de la probabilidad completa (propiedad 2 de la definicién
2 cuando 4 = Q):

ME = MM(E/90).

8) Promediacion sucesiva (gencralizacid;n de la propiedad 7)) si
9 C U C §F, entonces

M(E/) = M(M(&/%; )/U).

En el Suplemento III se puede hallar la demostracién de estas pro-
piedades.

Es evidente que las propiedades 1), 3), — 5), 7) ¥ 8) son vilidas tanto
para las variables aleatorias { escalares como para las vectoriales. Destaca-
remos especialmente la siguiente propiedad de las emc.

9) Es sabido que la funcién ¢(o) = M(¢ — @)* alcanza su valor minimo
cuando @ = M¢ (véase, por ejemplo, [11]). Esa misma propiedad también
es vélida para la emuc: cuando a(w) = M(E/%) se alcanza el valor minimo
M(t = a(w))* entre todas las funciones a(w) A-medibles.

En efecto, M(¥ — a(w))* = MM((£ — a(w))?/¥, pero a(w) se comporta
como constante respecto a la operacién M(-/¥) (véase la propiedad 5)),
asi que

M((£ — a(w)*/%A) = M((E = ME/A)Y/A) + MME/Y) — a(w)>/A)

y el valor minimo de esta expresién se alcanza cuando a{w) = M(£/%). Esta
propiedad puede considerarse como definicién de la em.c. equivalente a
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la definicion 2. Debido a ella, M(£/9 ) puede interpretarse como la “proyec-
ciéon” de & sobre 9L

La propiedad 9} admite la siguiente generalizacién para el caso multidi-
mensional, cuando ¢ = (§1, ..., &) es un vector aleatorio en R°.

9A) Sea V = vyl una matriz arbitraria, definida no negativamente y
de dimensién s X s, a € RY,

(@ =¢ - o)Vt — o)

(en particular, para V = E obtenemos {(a) = |£ — a|?). Entonces, en la fun-
cidn a(w) = M(&/U) se alcanza el valor minimo mt::a Mi(a) para la clase
a€

A de fodas las funciones U-medibles.
La demostracién de este hecho transcurre ignal que en el caso unidimen-
sional. Designemos o = M(£/%). Entonces M{(a) = MM({(a)/90),

M(f(@)/8) = M((£ — @)V(E — @)/ = M((E — a)V(E — )T/2) +
+ M((e — a)V(E — )T/%) + M((E — &) V(e — a)T/U) + 4)
+ M{(e ~ a)V(x — a)"/%).

Como « — a es el vector ¥-medible, entonces, segin la propiedad 5),

M((x — @)V(E — &)"/A) = (a = Q) VM((E — &)7/%) = 0,
M((¢ - o)V — @)"/U) = [M((t — &)/UN V(e — a)T = 0.

En vista de que el iltimo sumando en (4) no es negativo y equivale a cero
cuando ¢ = o, la afirmacién queda demostrada. <

§ 10. Distribuciones condicionales

A la par con las em.c,, las distribuciones condicionales se pueden examinar
respecto a las o-subdlgebras y respecto a las variables aleatorias. En este
parrafo estudiaremos solamente las distribuciones condicionales respecto
a las variables aleatorias.

Sean £ y 4 dos variables aleatorias en (@, §, P) con valores en R® y
R¥, respectivamente, y sea 8° la o-dlgebra de los conjuntos de Borel de R®.

Definicién 1. La funcién P(B/y) de dos variables y € R*, BEB* se
llama, distribucidn condicional de & a condicion de que 3 = y, si

1) Para cada B P(B/7) es la probabilidad condicional P(¢ € B/y) del
suceso [£ € B] respecto a », 0 sea, P(B/y) es una funcién de Borel de
» tal que para cualquier 4 € B%,

M@®(B/9). 7 € A) = [PB/YP(n € dy) =Pt € B, n € A).
A

2) Para cada y, P(B/y) es la distribucién de las probabilidades sobre B.
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A veces escribiremos la funcién P(B/y) de una “forma mas descodi-
ficada™:

P(B/y) = P(£ € B/n = y).

Sabemos que para cada B € B° existe una funcién de Borel gs(y) tal
que gg(n) = P(£ € B/n). Ahora bien, poniendo P(B/y) = gp(y), satisfare-
mos la condicion 1) de la definicidén. Sin embargo, en este caso la condicion
2) no se deduce de ningiin modo de las propiedades de la em.c. y de ningu-
na manera se ve obligada a ser cumplida: pues la probabilidad condicional
P(£ € B/n) est4 definida para cada B, con una exactitud de hasta los valores
en el conjunto Np de medida cero (ya que existen muchas variantes de
emc,) y este conjunto puede ser propio para cada B. Por eso, si 1a unién

N = |J Nz no tiene probabilidad nula, puede resultar gue, por ejemplo,
Bew®
las igualdades

P(¢ € By U By/y) = P(E € Bu/n) + P& € B/

(aditividad de la probabilidad) a la vez para todos B, B: disjuntos de B*
no se cumplen ni siquiera para un solo @ de N, o sea, en el w-conjunto
de N de una probabilidad positiva, la funcién gs(y) no serd una distribu-
cidén como la funcién B.

No obstante, en nuestro caso, cuando £ es una variable aleatoria con
valores en R® y con g-digebra de los conjuntos de Borel B°, ga(n) = P(fe
€B/7), siempre se puede elegir de tal modo que gp(y) sea una distribucidn
condicional (véase [38), [30]).

Como era de esperar, las distribuciones condicionales poseen la propie-
dad natural consistente en que las em.c. se expresan en forma de integrales
segun las distribuciones condicionales,

Teorema 1. Para toda funcion medible g(x) que aplica R en R, tal que
M|g(§)| < =, es vdlida la igualdad

M(g(®)/n) = {g(x)P(dx/n). )]

Demostracion. Es suficiente examinar el caso cuando g(x) = 0. Si
2(x) = I4(x) es el indicador del conjunto A, entonces la férmula (1) es evi-
dentemente cierta, o sea, es cierta para cualquier funcidn simple g.(x) (es
decir, para una funcién que adopte un nimero finito de valores). Nos queda
tomar la sucesién g,Tg v utilizar la monotonia de ambos miembros en (1)
y la propiedad 4) del § 9. «

En los problemas reales, para calcular las distribuciones condicionales,
a menudo es posible valerse de la siguiente regla simple, que, para eviden-



§ 10. DISTRIBUCIONES CONDICIONALES 129

ciar, podemos escribirla de la forma siguiente:

- PEEB yedy
P(t € B/qp=y) — Paed (2)
Por supuesto que ambas condiciones de la definicién 1 ser&n satisfechas
formalmente.
Si £ y n tienen densidad de distribucién, dicha igualdad adquirird un
sentido exacto.
Definicién 2. Supongamos que la distribucién condicional P(B8/y), para
cada y es absolutamente continua respecto a cierta medida x en R*:
P(¢ € B/y = y) = [flx/y)uax).
B
Entonces la densidad f(x/y) se denomina densidad condicional de £ (respec-
fo a la medida p), a condicion de gque n = y.
En otros términos, la funcidn f(x/y) medible conforme al par de varia-
bles x, y es la densidad condicional de ¢ a condicién de que 5 = ¥, si
1) Para cualesquiera conjuntos de Borel, 4 C R*, B Cc R*

J !ﬂx"’l’)ﬂdx}?(‘? €dy)=P(t € B n € A), 3)
yeA XeR

2) Para cada y la funcién f(x/y) es la densidad de distribucién de las
probabilidades. )
Del teorema 1 se deduce que si existe la densidad condicional, entonces

M(g&)/n) = (g(xMfx/n)uldx).

~ Si suponemos adicionalmente que la distribucién de y tiene una densi-
dad g(») respecto a cierta medida \ en R¥, entonces (3) se puede escribir
de la forma siguiente:

j jﬂx/y)qwa(dx)k(dy) =P(t € B 5 € A), )
yeA XEB

Examinemos ahora el producto directo de los espacios R* yRYy, a
base de él, el producto directo de las medidas EXANGSIC=BxA BC
CR*, A C R, entonces u X MC) = u(B)\MA)). En este espacio la relacién
(4) significa, evidentemente, que la distribucién compatible de £ y 5 en
R* x R* tiene una densidad respecto a u X 1, igual a

S y) = f(x/»)g).
Pero también es vélida la afirmacién inversa.

9—8030
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Teorema 2. Si la distribucidn compatible de £ y n en R x R* tiene una
densidad f(x, ¥) respecto a g X \, entonces la funcidn

fxty) = LEI | donde q0) = Sﬂ(x. PI(ax)
es la densidad condicional de £, a condicidn de que y =y, y la funcion
g(») es la densidad de n respecto a la medida \.

Demostracidén. La afirmacion del teorema respecto a g(y) es evidente,

ya que {g(y)Mdy) = P(y € A). Queda sefialar que f(x7y) = fx ¥)/a(y)
A

satisface todas las condiciones en la definicién 2 de la densidad condicional
(la igualdad (4) equivalente a 3 estd cumplida de un modo evidente). <

Observacién 1. Las variables aleatorias £ y n en el teorema 2 se pueden
cambiar de lugar. Entonces obtendremos que, a la par con f{x/y), existe
la densidad condicional

qom = L5 p = Eﬂx. PINGY)

de la variable aleatoria », a condicién de que ¢ = x. Este simple corolario
del teorema 2 desempefiard un papel muy importante en la exposicién po-
sterior. Con arregle a los problemas de la estadistica, éste corolario nos
permitird obtener, en el parrafo siguiente, la férmula de Bayes que luego
se utilizard con frecuencia a lo largo de todo este curso.

Ejemplo 1. Sea &, la distribucién normal bidimensional de las va-
riables £ y {2, donde o = (a1, ), @1 = Méi, & = joy) oy = M5 — a)
(& — ay), i, j = 1, 2. El determinante de la matriz de segundos momentos
es igual a

|?| = onioz — o2 = ony022(1 — @%)

donde p es el coeficiente de correlacion entre £, y £2. Ahora bien, si |g| # 1,

la matriz de segundos momentos no estd degenerada y para ella existe la
matriz inversa

1 e
- 1 o GG];U;; .
1-g* | _ e $

:011022 a2

Por lo tanto, la densidad compatible de £ vy £ (respecto a la medida
de Lebesgue) es igual a (véase el § 2)

023 =012

a2y =1a_1
st ey Lt
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1
2mone V1 — g?

—o)? = o T
xmp{_ 2(1101) [(x )’ 2ex~a)(y-oa)  (y-—oa) ]}

O51 Vro'] 1022 022

ﬂxl .)') =

Las densidades unidimensionales de £; y £ son, respectivamente, iguales a
1 _Jiz—_nd’_ 1 ._J.E.i—_ﬂ\z}'_
x) = e Tt q(y) = e Lt
Sx) V27an : V27on

Por eso la densidad condicional de &, a condicién de que & = y, esigual a

_ Sy _
Sty = L5

/ 2
= 1 _ 1 gy = 3 :
T ron(l- o) b { 2on( -2 X —eNf == 04 cez)) }

ésta es la densidad de la distribucién normal, con un valor medio
UII

ay + @ U’ — a2)’y la varianza o11(1 — g2). De aqui se deduce,

en particular que la em.c. de £ con respecto a % es igual a

M(E/8) = ar + ¢ ”‘w—an

Ull
J32
£ sobre £;. La misma proporciona la mejor aproximacién estdndar de la
variable £ para una & = y dada.

Ejemplo 2. Examinemos el problema consistente en calcular la densidad
de la variable aleatoria £ = qo(;, n), donde ¢ y 5 son independientes. De
la férmula (3), cuando A = RX, resulta que la densidad S(x) de la distribu-
cién de £ se expresa, medlantc la densidad condicional f(x/y), por la
igualdad

La recta x = oy + g (v — az) se llama linea de regresién de

S) = [flx/y)P(y € dy). )

Con arreglo al problema sujeto a examen, por f(x/y) es necesario entender
la densidad de !a variable aleatoria (¢, y), puesto que P(% ¢ B/ip=y)=
= Ple({, y)e B).

La férmula (5) suele ser muy til al calcular las distribuciones de dife-
rentes estadisticas, Por ejemplo, en el punto 6 del § 2 podriamos escribir
directamente la férmula (2.7) para la densidad de la distribucién de Fisher
sin deducirla de la forma de la funcién de distribucion,

o
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§ 11. Enfoques bayesiano y minimax
de Ia eslimacién de los pardmetros

La esencia del enfoque bayesiano consiste en que el pardmetro desconocido
6 se examina como variable aleatoria con cierta densidad (conocida o des-
conocida) de distribucién g(#), ¢ € 6, respecto a la medida X, la cual, al
igual que la medida ¢ en la condicién (A4,), serd lo mds a menudo la medida
de Lebesgue o la medida de cédlculo. La densidad ¢(#) se llama densidad
a priori, o sea, dada antes del experimento. El enfoque bayesiano supone
que ¢l pardmetro desconocido 8 se ha escogido aleatoriamente de la distri-
bucién de densidad g(¢).

Supongamos a continuacién, que £(x), €9, x € 2™ es la funcién de
verosimilitud introducida por nosotros en ¢l § 6. Como ya hemos sefialado,
Ji(x) es, para cada ¢, la densidad de distribucién en 2™. Por eso la funcién

Sx, ) = fix)q(t)

es la densidad de cierta distribucion en 2™ x © respecto a la medida p" X A
que puede interpretarse como la densidad de distribucidn compatible de
X y 6. Con tal enfoque, en virtud del teorema 10,2, la funcién fi(x), x€ 2™
es la densidad condicional de X a condicién de que 8 = 7:

Silx) = flx/1), Mog(X) = M(g(X)/6).

En estos planteamientos, el aspecto formal del asunto exige que fi(x)
sea una funcién medible en ¢ y x. En lo sucesivo, por doquier donde esto
sea necesario, supondremos que dicha propiedad tiene lugar.

Posteriormente, el pardmetro, como variable aleatoria, siempre serd de-
signado por 6, mientras que para los valores registrados del pardmetro utili-
zaremos las designaciones £, u, etc., asi que

Meg(X) = M(g(X)/8 = 1).

A la par con f(x/t) podemos escribir la densidad condicional g(t/x)
de la variable & a condicidn de gque X = x:

q/0) = LMD | fix) - Sﬁ(x)q(r)udr). W

Esta densidad define la llamada distribucién a posteriori (o sea, después
del experimento) de 6, que designaremos por Q;. La igualdad (1) se denomi-’
na férmula de Bayes para la densidad de la distribucién a posteriori. En
lo sucesivo esta férmula desempefiard un papel muy importante.

Con arreglo al caso bayesiano, la propiedad 9 de la em.c. significa lo
siguiente: entre todas las funciones 8* = ¢(X) la mejor estimacién para #
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(desde el punto de vista de minimizacién de M(# — ¢(X))?) es la funcién
65 = M@E/X) = [ tq(/XNdn) = | Qxdn). 2
Definicién 1.La estimacién 8p definida por las formulas (2) y (1) se
llama bayesiana, correspondiente a la distribucion a priori Q de densidad
aq(f).

Sefialemos una vez mds, que para la estimacién bayesiana, la desviacién
estdndar incondicional
M(8* ~ 8)2 = MM((8" — )*/6 = MM(8* — 0)* =

= [ M(6" - 1Y’q()\d) ©)
adopta el valor minimo posible. La relacidn (3) muestra que la estimacién
bayesiana minimiza el valor medio (con una funcién ponderal dada
q(NdD)) de la magnitud M,(¢" - )%

Con otras palabras, si 0 se escoge al azar, con densidad g(¢), entonces
la estimacidn bayesiana es la mejor desde el punto de vista del enfoque
estdndar. La desviacion estandar (3) de la estimacién bayesiana puede re-
presentarse en la forma (véase (1)):

M5 - 6)* = ([ M:(6g — 1)q(ONdr) =
t — 00)flX)q(tNdty"(dx) = | obf(X)u"(dx) = Mo,

donde o, es la varianza de la distribucién a posteriori Qx:
oo = [ (- 60)q(/XINAN = | (¢ - MO/ X)) Qx(d0). “

El otro enfoque de la comparacién de las estimaciones, que ya hemos
sefialado en el § 8, se basa en la comparacién SulP M(8" — #)*, donde
e

T' € © es un subconjunto dado de ©(I" coincide con © o es igual a aquella
de sus partes respecto a la cual se ha logrado determinar que 8 € T').

Definicién 2, La estimacién §° se denomina minimax si para cualquier
otra estimacién &°

N . _ 1‘
sup M(0 < sup M.(8* — 1

Con otras palabras, para la estimacién minimax se alcanza
inf sup M(6" ~ #)? = sup M,(6" — 1)% )
[ { - 1€T

Establezcamos ciertas relaciones dtiles entre las estimaciones bayesianas
¥ minimax.

Teorema 1. Designemos por 0 la estimacion bayesiana para la distribu-
cidn a priori Q de densidad q. Si existe la estimacidn 87 y la distribucidn
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Q rales que para todos t
M.(61 - 1) < SMu(ﬂb - u)*g(u)Ndu), 6
la estimacion 8} es de tipo minimax.

Demostracién. Sea §° cualquier otra estimacién. Entonces sup M(6" -

t
- 1) > | Md8" — ?q(r)\dr) > ;M.(aa — DPGONMAD = M8} — 2.«
Nétese que casi para todos { pertenecientes al portador Np = (f:
g(f) > 0] de la distribucién Q, en la desigualdad (6) debe cumplirse indis-
pensablemente la igualdad, ya que de lo contrario obtendriamos

§ M@ — 07q(Ndn) < | M8 ~ *a()Mdn)

lo cual contradice la definicién de la estimacion bayesiana.
Esta observacién nos permite enunciar el siguiente criterio del caracter
minimax de la estimacién, equivalente al teorema 1.

Teorema 2. Si la estimacidn 8°

1) es bayesiana para cierta distribucion Q,

2) M(8" — 1)* = ¢ = const para t € Np,

3) M(8° — ¢)* < ¢ para los demds t, entonces 8° es una estimacidn
minimax.

Si 6" = 85 = 8" satisface este criterio, es evidente que

sup Mi(8" = 1) = | Mi(@" ~ n’q(H\dn). )

Ahora bien, la esllmacxén minimax es una estimacion bayesiana que “igua-
1a” los errores M,(B — ¢)* para diferentes t. Esto quiere decir que la distri-
bucién a priori Q, correspondiente a dicha estimacién, obliga a ser
igualmente atentos a todos los valores posibles de 6 sin orientarse, como
lo hacen las estimaciones bayesianas 8 correspondientes a otras distribu-
ciones a priori Q = Q, hacia ciertos valores destacados (mds probables) de
0. En vista de-que en el iiltimo caso utilizamos una informacién comple-
mentaria acerca de 6, es natural que para Q = Q las estimaciones 83 posean
desviaciones estdndar incondicionales de menores valores:

[ML(65 ~ 1)* Q(@r) < | M8 — 0°QUdr).

Por eso la distribucién Q en el teorema 2, la cual corresponde a la estima-
cién minimax 6*, 2 menudo se llama distribucién pésima.

En vista de que tal distribucién pésima Q no siempre existe (eso suele
suceder en los casos cuando © es un conjunto ilimitado), se puede proponer
el siguiente criterio modificado para determinar la estimacién minimax.

Teorema 3. Si existe la estimacidn &1 y la sucesion de distribuciones
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Q% con densidades '’ tales que para todos t
M.(07 - 0* < lim sup | M(63(k) — 1)’q®(Nr),

entonces la estimacidn 0] es minimax.

La demostracién de este teorema es igualmente simple. Para toda esti-
macién 6* es vélida

sup M((8* - 1)* > g M.(®* — )*q"NONd!) = S M {8om — 1)’g®(ON(dr).
r

De aqui se deduce que
sup Md(8* — 0)* > lim sup | Mc(6gw — 1™/ (ONdr) > M8 - )%, <
T k=

Ejemplo 1. Sea X € &,,;. Determinemos qué representa la estimacién
ba¥ iana age del pardmetro o con una distribucién normal a priori
Q® = $ xy. En este caso debemos poner \di) = dt,
2
1 _ ik
q(k)( t) = %

Jank ¢

La distribucién a posteriori Q¥ tendré4 una densidad ¢*(¢/X) propor-
cional (como funcién de ) a g*)(£)£(X) o bien, que es lo mismo, proporcio-

nal a
1
exp[— _ZT—E Z(Xi—!)z]
De la igualdad
- 2
—%lk+n)+im=-%(-‘1€+n)(— i ) - Ei")z
E+n 2(E+n)
se deduce que
B g .
ok ke T

Como la estimacién bayesiana ergw del pardmetro « es igual a la esperan-
za matemdtica de la distribucién a posteriori, de aquf obtenemos

. %nk X
R T ey p
nk

. f e . — k
La-varianza de la distribucién a posteriori Gza:.'ﬂ + k1 depende
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de X. Por consiguiente, en virtud de (4) el error estdndar de la estimacién
bayesiana es igual a

T s
1 + nk n
cuando k — . Por eso para la estimacién «' = X tenemos
M(X — 1) =% = Jm j M, (5w — g (B)dt

y, por lo tanto, segtn el teorema 3, la estimacién o = X es minimax. La
distribucién “pésima” serfa aqui la distribucién uniforme en toda la recta
(distribucién “Iimite” para ®o,4), si tal distribucién existiera *.

En el ejemplo siguiente, el conjunto © es compacto y existe la distribu-
cién “pésima’.

Ejemplo 2. Supongamos que X € By, o sea, quex;, f = 1, ..., nadop-
tan los valores 1 y 0, respectivamente, con probabilidades py 1 = p, p €
€0 = [0, 1]. Como sabemos, €n este caso para la estimacién p* = X e
vélida

M,(X - p)* = p(1 — p)/n,

asi que el criterio del teorema 2 no se ha cumplido. Examinemos la esti-
macién

= 1
X+ ——

prm DA, ®
I+T,E—

Para ella el error
-2
Mp(p' - p)* = (1+Tlrf) M,,(i—p-u-?\lg-%_)l:
. (p(l—p) G u—zp)‘) - 1
@ + Vny n 4n 401 + Vn)

no depende de p. Si ahora nos convencemos de que la estimacion (B) es
bayesiana, determinaremos de este modo su cardcter minimax. Examine-
mos la distribucién a priori Q = By+1,~+1, donde By, ,, es la distribucion

*} Bs interesante anotar que la estimacién «* = ¥ deja de poseer la propiedad menciona-
da, si x ¢s una muestra de una distribucién normal multidimensional cuya di ién consti-
tuye mis de dos (€ RY, € R*, k > 3). Esto se expone més detalladamente en [48].
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beta de densidad (véase el punto § del § 2)
L+ M) i = gy,

TT(A2)
Entonces, como
— g _ pnt1-B _T@N+2) ~y _ N
JHX) = (1 - )" » qlt) TN+ {1 - 07,

la distribucién a posteriori tendrd una densidad g(7/X) que, como funcién
de ¢, serd proporcional a f;(X)q(¢) o bien, que es lo mismo, ser4 proporcio-
nal a

tN'“ﬁ(l ot Ir)N+ A=

Esto significa que la distribucién a posteriori coincide con
Byssn+i,N+nti-n+1. En vista de que el valor medio de la distribucién
By, €s igual a A1/h; + \a) (véase el punto del § 2), la estimacién bayesia-
na po, correspondiente a Q, serd igual a

s _N4+Xn+1l _ X+ WN-+1)/n
RESNTn+2 1+2N+ /n-

Cuando N + 1 = Vn/2, estd estimacién coincidir4 con la estimacion P de-
finida en (8) y, en virtud del teorema 2, ser4 minimax, La distribucién Q
serd la peor (pésima), ya que se concentra o medida que crece n alrededor
del “peor” valor del pardmetro p = 1/2 con el que la varianza de la estima-
cién X, igual a p(1 — p)/n = 1/(4n), serd méxima. La propia estimacién
X no es minimax, ya que

pl=-p) __1 1
P T

Al mismo tiempo es natural que para todos los valores de p que estdn fuera
del entorno estrecho del punto p = 1/2, [a estimacién X sera, sin embargo,
mejor que po, y esto tendré lugar para todos los valores p para los cuales

1
PO =P} <~ I

En el caso general la determinacién de las expresiones exactas (funciones
explicitas de X) para las estimaciones bayesianas y minimax no es siempre
posible. Por eso es natural utilizar también el enfoque asintético.

Antes de introducir las definiciones correspondientes, debemos recordar
que las estimaciones bayesianas y minimas 83 y 8° han sido definidas por
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las desigualdades

M8 - 6) — M(6" — 6> < 0,
. : 9)
sup M:(6* - 1) — sup M@ -1’ <0

para cualquier estimacion 6°. No seria racional determinar el cardcter baye-
siano y minimax de las estimaciones, afiadiendo simplemente a los primeros
miembros el signo del paso limite (lim ), ya que, por regla general, para

las estimaciones a.n. de My(8* — 0)* ~ o*(6)/n, los primeros miembros en
(9) también convergeran hacia el cero. Por eso es natural examinar, diga-
mos, la relacién de los sumandos en (9). Teniendo en cuenta que m4ds ade-
lante se tratard principalmente de las estimaciones para las cuales
My(8" — 6) tiene un orden de pequefiaz igual a 1/n, se puede utilizar de
un modo equivalente la definicidn siguiente.

Definicién 3. La estimacidn 61 se denomina asintdtricamente bayesiana
o asintdticamente minimas, si para cualquier otra estimacién #* se cumple,
respectivamente,

lim_sup [Mn(8i — 6) — Mn(@* — 6)°] <0,

lim sup [sup M.n(87 - ) - sup Mn(@* - 1)?) < 0.
P fe 1€l
Como veremos, la determinacién de las estimaciones asintéticamente baye-
sianas y asintdticamente minimax es posible para suposiciories muy
amplias.
En el caso multidimensional (cuando 6 € R* es un vector) la propiedad
9} de la eem.c., como hemos visto, se conserva, y la estimacién
05 = M(6/X)
minimizari
v(8*) = M(@* — V(@ — 6)" = MM(6* — OV - 8)7 =
= ] M,(8" — V(" - Tq()Md?)
para cualquier matriz ¥ definida no negativamente o, que es lo mismo (véa-
se el § 8), minimizar4 la desviacién estdndar §* — § promediada (con peso
g(1)) en cualquier direccién a € R*.
Definicién 4. La estimacién 05 se llama bayesiana si para cualquier otra
estimacién 6* y para cualquier matriz ¥ definida no negativamente,

v(80) < w(@*).

La estimacién 8 se llama asintdticamente bayesiana si
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lfm sup [nv(67) — nv(83)] < 0.

[ Al -]
Definicién 5. La estimacién F* se denomina minimax si para cualquier
otra estimacién ' y para cualquier matriz V definida no negativamente,

sup M.(8" — HV(@* — )T ~ sup M(@* — V(" — )" 0.
1€l tel*

La estimacién #7 se denomina asinidticamente minimax si
lim sup [su]g Mm(fi - DV - 0T - sup M@ - nV@E* - Hf<o.
E i€

n e H

Concluyendo este parrafo seiialaremos una vez mas que las designacio-
nes MoS, Po(A), fo(x) en el caso bayesiano pueden ser consideradas, si es
necesario, desde un nuevo punto de vista: como esperanzas matematicas,
prebabilidades y densidades condicionales respecto a 8, o sea, como
M({5/8), P(A/8) y f(x/8), respectivamente.

§ 12. Estadisticas suficientes

Enel pdrrafo anterior hemos examinado la cuestién acerca de la cons-
truccién de dos tipos de estimaciones ptimas: bayesianas y miniméx, En
este parrafo introduciremos el concepto de estadistica suficiente, que nos
permitird construir estimaciones eficientes, o sea, otro tipo de estimaciones
6ptimas destacadas en el § 8.

La noci6n de estadistica suficiente desempefia un papel importante en
la estadistica matemdtica en general v en la teoria de las estimaciones en
particular.

Convengamos en designar las estadisticas, o sea, las funciones medibles
arbitrarias (escalares o vectoriales) de X, con el simbolo § = 5(X).

Sea X' € Py, Py € = [Py]. Examinemos la distribucién Ps(X € B/S),
B € Bg; que es condicional respecto a la variable aleatoria § y que ha sido
engendrada por la distribucidon Py en 27,

Definicién 1. La estadistica § = S(X) se llama suficiente para el pard-
metro 8, si existe la variante de la distribucién condicional Po(X € B/S)
que no depende de 4.,

Sabemos que P¢(X € B/S) es, para cada B, la emc. y, por consiguiente,
existe una funcién P(B/s) de Borel en s para cada B, tal que

Po(X € B/S) = P(B/S).

Podemos considerar (véase el § 10) que P(B/s), como funcién de B, es la
distribucion condicional de las probabilidades, a condicidn de que § = .
Esta distribucién puede interpretarse como la distribucién de X en la super-
Sicie §(x) = s.
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Pero si § es una estadistica suficiente , entonces dicha distribucién jno
depende de ! Esto significa que el conocimiento del lugar donde se encuen-
tra el punto muestral X en la superficie $(x) = s no nos comunica ninguna
informacién complementaria acerca del pardmetro 6. (Pues éstd claro que
nadie se dedicard a determinar ¢l pardmetro desconocido en el ¢jemplo
1 de Ia Introduccién, con ayuda del lanzamiento de una moneda, puesto
que la distribucién del nimero de “caras” o *“cruces” con tal lanzamiento
no depende de 8 en absoluto).

Esta circunstancia importante significa, a su vez, que toda la informa-
cién acerca del pardmetro 6 estd contenida en el valor de la estadistica S.
De aqui precisamente procede su nombre: estadistica suficiente. Hablando
en términos generales, el conocimiento de S(X) es suficiente para construir
el pardmetro 8, pero los demds datos contenidos en la muestra X son
inutiles,

Ejemplo 1. Sea X € II.. Demostremos que la estadistica § = nX =

n
= 3, x es suficiente para el pardmetro de la ley de Poisson A. Debemos

ial
converlcernos de que la distribucién de la posicién del punto X en }a super-

ficie 3 x; = s (s es un ntmero entero) no depende de A En vista de que

iml 5 .
P(X = x, EXI =5} = P(X = X) cuando fo = 5, entonces
w1
n
POt =Xi, ..., Xn =Xu__:
= 51 Xii= §,
P(X = x/nX = 5) = P(nx = s5) Z

iml

0 si 2)& # 5.

i=1

Como x; son independientes, f‘,x; € I, el segundo miembro de (1) es

fml
(e—n)\

- n
@) ] ey
s! -ﬁ_l 5 A ’
isl n*TT x!
imy

Ahora bien, la distribucién de X, que es condicional cuando S = s,
coincide con la distribucién polinomial B} (véase ¢l § 2) con n casos, equi-
probables (o sea, con el vector de probabilidades p = (i/n, ..., 1/A)) ¥
con § pruebas independientes. Es evidente que la disribucién no depende
de X, asi que § = nX es una estadistica suficiente para .

igual a
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El concepto de estadistica suficiente fue introducido en 1922 por Fisher.
El siguiente teorema de Neyman — Fisher lleva el nombre de teorema de
factorizacién y establece un criterio elemental de existencia de 1a estadistica
suficiente,

Supongamos que ha sido cumplida la condicién (A4,) de existencia de

la densidad fo(x) = ‘;1;’ ).

Teorema 1 Para que S sea una estadistica suficiente para 6, es necesario
¥ suficiente que la funcidn de verosimilitud fo(x) = ﬁ Jo(x1) sea represen-
table en la Jorma -

Jo(x) = US(x), OR(x) csw™, (2)

donde cada una de las funciones § 2 0y h > 0 depende sdlo de sus propios
argumentos, y(s, 8) es medible en s, y h(x), en x.

Por supuesto que la representacién (2) no es univoca. Sus componentes
han sido determinados con una exactitud de hasta una funcién positiva
arbitraria de S(X).

En el ejemplo anteriormente examinado, con la distribucién de Poisson,

n n n
- AN i b 1 =
J&(x)=]:[ = A H el in.

im] il im1
asi que podemos, para § = sX, poner

WS N =e ™ h@ = ||

i=1

1
i

De aqui, en virtud del teorema I, resultard que § = #X es una estadistica
suficiente.

La demostracién del teorema 1 aqui s6lo se da para dos casos particula-
Tes mds importantes: para el caso discreto y para el caso “suave”. En el
caso general, la demostracién del teorema de Neyman — Fisher se da en
el Suplemento IV.

En el caso discreto, p. es 1a medida de célculo en el conjunto numerable
Zde los posibles valores de x;. y, por lo tanto, fo(x) = Po(x; = x), x € &
Supongamos que al principio ha sido cumplida (2). Entonces, para el punto
registrado x € 2™,

PolX = x/S0X) = S() = LULZ LSO =SW) @
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Como {X = x, S(X) = S(x)] = [X = x], el segundo miembro de (3} es
igual a

PeX=x) _ Sl _
Po(S(X) = S(x)) 2 Ja(y)
¥:5(¥)= Si(x)
WS, 8) h(x) - Ax)
2 WUS(x), ORO) 2 hy)
P8 =5(x) yS(r)y=S(x)

Ahora bien, Po(X = x/5(X) = S(x) no depende de 6.

Al contrario, si el primer miembro de (3) no depende de 8, entonces,
designandolo por A(x), de (3) obtenemos Pa(X = x) = fo(x) = Po(X = x;
S(X) = §(x)) = A(x) Pe(S(X) = §(x)), donde Po(S(X) = S(x)) = ¥S(x),
) depende solamente de S(x) y de 8. <

De un modo algo mas complicado el teorema | también se demuestra
en otro importante caso particular, o sea, en el caso “suave” cuando p
es la medida de Lebesgue en R, y la estadistica S(X) s¢ supone que ¢s fun-
cién suave de X, es decir, una funcién tal que existe la sustitucién de las
variables ¥ = S(x), » = (x), ..., Van = ya(x), resoluble respecto a
xi = xi(p, “es
...y ¥n), con un jacobiano distinto del cero J = I%‘Z—I # 0. En este caso,
como es sabido de las férmulas del andlisis cldsico sobre la sustitucidn de
la variable en la integral, la densidad de la variable aleatoria Y = (S(X),
y2(X)),. .., ¥a(X)) serd igual a

go(y) = foJ], ¥y = Oy« .oy Pn)
La densidad de la variable aleatoria yi(X) = S(X) serd igual a
g0 = | gy ... dya= | fe(@)|ldy: ... dya,

Rr=1 Re-!

v la condicional de ¥, a condicién de que S(X) = s, serd, por consiguiente,
determinada por la relacién
ga(y) _ fo(l]
e(y/s) = =
O 20
Después de estas observaciones preliminares, la demostracién del teorema

1 para el caso ‘‘suave” se desarrolla al igual que para el caso discreto. En
efecto, si se ha cumplido (2), entonces

& s, O]
/5) = .
= U oheolidys - s

R

para »; = 5.
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En esta relacién, (s, ) se reduce. Esto significa que la distribucién de
Y, condicional a condicién de que S(X) = s, v, por lo tanto, también la
distribucién de X no depende de 8,

Al contrario, si ¢(¥/s) no depende de 6, entonces

Jolx) = i"%m cuando s = S(x).

Esto significa que (2) se cumple cuando (s, & = gb’(s), h(x) =
= ely/sy/J]. <

Ejemplo 2. Sea X € &,,2. Aqui el pardmetro 8 = («, o°) es bidimen-
sional. Tenemos

= - -1 et —nr2 Sixi = ) ) _
w0 =11 S e = oen) e { HES oV ] -

iml
2_ = 2
=a_"exp{— 2x! ~ 2anX + na }(2«)-"’2.
n

200

nX, S = Y, xI, obtenemos la representacion
=l

Poniendo § = (51, §2), S
{2), donde

WS, ) = o™ "exp [— L h(X) = @m) 2,

Sz — 205 + ﬂz}
T
Aqui podriamos, desde luego, atribuir el factor (2x) ="’ también a la fun-
¢ién y, poniendo A(X) = 1.

Ahora bien, hemos obtenido que la estadistica (S;, S:) es una estadistica
vectorial suficiente para (e, ¢°). De toda la informacién contenida en la
muestra nos es suficiente saber X y 3x7.

Proponemos al lector hallar las estadisticas suficientes para todas las
familias de distribuciones citadas en el § 2.

Concentraremos la atencidn tan sélo en una de estas familias.

Ejemplo 3. Sea X € Uy, 4. Aqui la condicién (A,) se cumple con respec-
to a la medida de Lebesgue y

_{67"si 0<% <80 cuando todos i =1, ..., n
X = {0 en el caso contrario,

' Sea Xy = min X, X = mAax x;. Entonces, como hemos visto en el
ejemplo 6.5, la funcidn f5(X) puede ser escrita en forma de fo(X) = Y(xen,
§h(X), donde

_{1sixmy=0,
hex) = {0 en el caso contrario,
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6 "paras< b,
Vs, 0) [0 en el caso contrario.

Esto significa que S(X) = X(u) €5 una estadistica suficiente para 0.

Andlogamente el lector puede convencerse de que para la muestra X €
€ Uy, 1 + s, como estadistica suficiente para el pardmetro 6, sirve la estadisti-
ca bidimensional S(X} = Xy, X(m)- Asimismo serd la estadistica suficiente
para el pardmetro bidimensional 8 = (g, b) cuando la muestra ha sido ex-
traida de la distribucion Uy, s.

Citaremos dos corolarios del teorema 1. :

Corolario 1. Si § es una estadistica suficiente para 8, la esnmac:dn de
verosimilitud mdxima depende unicamente de S.

Mejor dicho, la ev.m. §* no depende de X cuando se ha registrado S(X).

Este corolario es evidente, ya que la ev.m. es un valor de § para el cual
se alcanza el maximo de f3(X) = Y(S(X),0)A(X) o bien, que es lo mismo,
el mdximo de ¥(S(X), 6).

Corolario 2. 5i S es una estadistica suficiente y la funcidn ¢ es tal que
la aplicacion u = ¢(v) es biunivoca y medible en ambas direcciones, enton-
ces Si = ¢(S) también serd una estadistica suficiente. '

Este corolario también es evidente, puesto que y(S, ) en (2) puede escri-
birse en forma de ¥(¢~ (S1), 6) = ¥a(S1, 6).

También es vilido un criterio mds de suficiencia de la estadistica S.

Teorema 2. La esiadistica S es suficiente para 8 si y sdlo si para toda
distribucidn a priori Q del pardmetro 8 la distribucion a posteriori Qx de-
pende de X tan sdlo a trdves de S(X) (o sea, permanece invariable en I
superficie de S(X) = 8).

Demostracién. Supongamos que S es una estadistica suficiente y que
q(1) es 1a densidad Q respecto a cualquier medida N\. Entonces, 1a densidad
a posteriori g(¢/X) respecto a dicha medida, segin la férmula de Bayes
serd igual a

d/K) = B80S, Da)
I}&(X)q(u)?\(du) {AS(X), wg()Mdw)
Demostremos ahora la afirmacién inversa del teorema. Escojamos una

distribucién a priori de modo que g(¢) > 0 en todas partes sobre © y para
todos ¢

_ qu/xXnx.
)=

Si g(¢/X) = g(t, S(X)), entonces, poniendo s, ) = g(4 s)/g(®), h(X) =
= f(X), obtenemos la representacién (2). <
Corolario 3. Si S es una estadistica suficiente, todas las estimaciones

S0 = {£00gONu).



§ 13. ESTADISTICAS SUFICIENTES MINIMAS 145

bayesianas y las estimaciones minimax definidas con ayuda del teorema
11.2 dependen dnicamente de S.

En adelante obtendremos muchas otras confirmaciones de que la esta-
distica suficiente S contiene la informacién completa acerca de 6.

§ 137 Estadisticas suficientes minimas

Examinemos ahora la cuestién acerca de la eleccién de las caracteristicas
suficientes. Claro estd que el niimero de éstas puede ser muy grande. Por
ejemplo, la estadistica S(X) = X siempre es evidentemente suficiente. La
misma se llama estadistica suficiente trivigl. Sin embargo, estamos interesa-
dos (posteriormente seré aclarado el porqué) en estadisticas més “econémi-
cas”. Resulta que no siempre, ni micho menos, se pueden construir
estadisticas suficientes que sean mucho mds “econémicas” que la estadisti-
ca suficiente trivial. Volveremos a esta cuestién después que determinemos
més exactamente los conceptos relacionados con la “economia” de las ca-
racteristicas suficiente.. Para esto, introduzcamos en el conjunto de todas
las caracterfsticas suficientes (para cierto parametro 8, un orden parcial.

Definicién 1. Diremos que la caracteristica S, estd subordinada a S;
si 51 es una funcién medible de $;:8; = »(Sy).

Esta relacion significa precisamente que S, es mds “econdmica’ que S.

Definicién 2. Si S, estd subordinada a %, y S estd subordinada a Sy,
las estadisticas S; y S; se denominan eguivalentes.

Evidentemente, S, es equivalente a S; st y 5610 si S; = o(S2) vy @ es una
aplicacién biunivoca medible en ambas direcciones.

Definicién 3. La estadistica suficiente S se denomina mnima si estd
subordinada a cualquier otra estadistica suficiente S.

La estadistica suficiente minima es la més econémica. Si hemos cons-
truido la estadistica suficiente minima S, entonces, siempre que se conserve
la propiedad de suficiencia, serd imposible la reduccién ulterior de los datos
en comparacién con S. Los dem4s datos contenidos en la muestra pueden
considerarse como engendrados por cierto mecanismo aleatorio no depen-
diente de 8, y ellos no proporcionan ninguna informacién acerca de @.

Los conceptos introducidos, al igual que el concepto inicial de estadisti-
ca suficiente, pueden exponerse, de forma ligeramente generalizada, en el
lenguaje de las o-dlgebras, que en una serie de casos resulta mas comodo
y evidente. Al principio —en la definicién 1 del parrafo precedente— la
distribucién condicional Ps(X € B/S) se puede sustituir por la distribucién
condicional Pe(X € B/U) respecto a la g-subdlgebra U B ylal o
digebra se puede llamar suficiente si existe cierta variante Po(X € B/1) que
no depende de 4.

10—8030
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Con tal enfoque, el teorema de factorizacién se conserva si la funcidn
Y(S(X), 6) es sustituida por la funcién (X, §) U-medible en X. La demos-
tracion de este teorema, expuesta en el Suplemento 1V, pricticamente no
se diferencia de la anterior.

La estadistica suficiente ahora puede ser definida como una estadistica
S para la cual la o-dlgebra de o(S) sera suficiente.

En el lenguaje de las o—algebras, la subordinacién de las caracteristicas
suficientes (véase la definicidén 1) no exigedque se introduzcan conceptos
complementarios y coincide simplemente con el encaje de las g-digebras:
S) esta subordinada a S; si 0(S;)Co(S2). Ahora bien, S; es mis econdmica
que S; si la o-dlgebra de o(S1) es mds pobre que o(S2). La equivalencia de
S y 8; significa que ¢(S1) = o(S2).

La o-dlgebra suficiente minima de Uo se define como una o-adlgebra que
se encaja en cuaiquier o-dlgebra suficiente.

La o-dlgebra suficiente minima existe siempre. Para convencerse de ello
sefialaremos previamente que, en virtud del teorema 2 del Suplemento IV,
existe una distribucion Q en © (ademas, discreta), tal que todas Py son
absolutamente continuas respecto a la distribucion Pg = ;?.Q(df}.

Esto significa que fo(X) = | #(X)Q(dr) > 0 para todas X, o que de la
igualdad fp(X) = 0 resulta f3(X) = O para todos 6. En este caso se dice
que Pg domina la familia {Pg], asi que podriamos adoptar Po como medi-
da de p. La densidad de la distribucién P respecto a esta medida es igual a

dPy = Jelx) _
dPg &) Jolx) — s O

Est4 claro (compidrese con el teorema 12.2) que si S es una estadistica sufi-
ciente, r(x, ) depende de x sélo a través de S(x).

Teorema 1. La o-digebra de o = o(r(X, 0); 8 € ©) engendrada por las
variables aleatorias r{(X, 0) = fo(X)/fo(X) para diferentes 0§ € ©, es una
o-dlgebra suficiente minima,

La demostracién del teorema es muy simple. La suficiencia de Up resulta
del teorema de factorizacion y del hecho de que

Jo(X) = r(X, 0Yfp(X), m

donde fo(X) no depende de 6, y r(X, ) es medible respecto a lp.

Sea ahora U cualquier ¢-dlgebra suficiente. Entonces fo(X) = ¥(X,
0)1(X), donde la funcién (X, 6) es U-medible. Examinemos la o-algebra
de Uy = o(Y(X, 6), 8 € ) C 1. De la definicién r(X, 6) se deduce que

w(X, 6)

X, = — —
"% 9 = 15k no@n
y, por lo tanto, Uy C Uy C U. <
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Con este teorema y con el teorema 12.2 estd estrechamente ligada otra
afirmacién itil. Examinemos el planteamiento bayesiano del problema
cuando ¢ es una variable aleatoria con la distribucién a priori Q. Sea
g(t) > 0 la densidad de esta distribucién con respecto a la medida conve-
niente A en ©. Entonces la densidad a posteriori serd igual a

q(t/X) = f'f;:gxg" = r(X, Ng(),

¥, por consiguiente, la o-algebra suficiente minima de U, puede considerarse
como engendrada por la distribucién a posteriori:

Uo = al{g(t/X); t € O).

Por regla general, la determinacién de las distribuciones Q y Pg que
figuran en el teorema 1 no es dificil. Por ejemplo, si el portador Nps de
la distribucién Py no depende de 6, lo que tiene lugar para la mayoria de
las distribuciones citadas en el § 2, se puede tomar Pp = Py, para cual-
quier 8o € ©.

Asi pues, disponemos del teorema de existencia y del método eficaz
para la construccién de las o-dlgebras suficientes minimas *.

No cbstante, las mas de las veces par\a\%(isotros serd mas cémodo exami-
nar las estadisticas. El fin principal de esté-pdrrafo consiste en determinar
las estadisticas suficientes minimas.

Ante todo, jde qué modo podemos comprobar que la estadistica sufi-
ciente dada S; es minima?

Una de las posibilidades consiste en la utilizacién del teorema 1. Si o(So)
coincide con la o-dlgebra engendrada por fo(X)/fo(X), entonces So es la
estadistica suficiente minima.

Ejemplo 1. Hemos visto que la estadistica S = nX es suficiente para
el pardmetro A de la distribucién de Poisson IL.. Ella serd la estadistica
suficiente minima, ya que o(S) coincide, evidentemente, con la o-4lgebra
engendrada por A(X)/fAi(X) = en®: - N(A/A)° (aqui hemos tomado la
distribucién Q concentrada en el punto A;).

Ejemplo 2. Sea X € Uo,s. Entonces la estadistica § = Xy = mix x;
es la estadistica suficiente minima. En efecto, tomemos en calidad de Q
cualquier distribucidn sobre [0, =0)-con desindad g(f) > 0 para todos 7 > 0.
Entonces

foX) = [1’; 1

") La existencia de la o-dlgebra suficiente minima de U, también se puede establecer de
otra manera, demostrando que ‘Uo es la interseccién de todas las o-dlgebras suficientes com-
pletadas.

10"
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JolX) = gﬁ(X)q(r)df = [t""q(ndt > 0
s

para todas X. En este caso § = sup{8fo(X)/fo(X) = 0}, lo cual significa
gue S es medible respecto a la g-dlgebra minima de Uo, o(S) C Ua ¥ que,
por lo tanto, S es la estadistica suficiente minima.

Podemos indicar otro método de determinar las estadisticas suficientes minimas, el cual
1ambién estd relacionado con la funcién de verosimilitud. En efecto, toda estadifstica v, en
particular, la estadistica suficiente S engendra la particién del espacio muesiral en clases de
equivalencia, o sea, en conjuntos de los puntos x con iguales valores de S(x).

i S, estd subordinada a Sz, o sea, $; = «(S:), es evidente queé para §; 1a particién serd
més grande, ya que las clases de equivalencia para Sz se contienen en las de equivalencia
para S;. Ahora bien, a la estadistica suficiente minima le corresponde la “mayor” particién
entre las particiones engendradas por las estadisticas suficientes.

Se pueden examinar simplemente las particiones del espacio en clases de equivatencia
sin relacionarlas directamente con las estadisticas. Designemos por D(x} la clase de equivalen-
cla que contiene el punto x. Cada clase se definé univocamente por un punto cualgquiera,
Liamaremos suficiente la particidn en clases D 5i

Sfolx) = plx, 8)h(x), @

donde ¢(x, § = ¢{xg, 0) es constante para x € D(xs) {0 sea, ¢(x, f) = const dentro de la clase
de equivalencia). Si las clases D(x) son definidas por las relaciones S(x) = 5, del teorema
11.1 se desprende directamente que la estadistica S(x) es suficiente si y sélo si la particién
en clases D es suficiente.

Examinemos ahora la particién construida del modo siguiente: tomemos el punto % y
declaremos que x pertenece a la clase Dix) si la relacidn

Jelx)
Falxo)

no depende de 6. Es evidente que con tal construccién, D{n) = D(x) = D{xs) si X1 € D(xo),
x1 € D(%), asf que la regla (3) engendra la particidn de todo el espacio en clases disjuntas.
Esta particidn corresponde a la engendrada por la estadistica suficiente minima S.
En efecto, sea S la estadistica suficiente mfnima. Tomemos un punto arbitrario xo. Enton-
ces sobre a superficle S(x) = S(x), la relacién fa(x}/f3(x0) €s igual a A(x)/h(x%) y, por consi-
guiente, no depende de ©. Asl pues, la particién en clases D £s no menos grande que la
particién para §.

Por otro lado, esta particion es suficiente, Efectivamente, podemos hacer que a cada super-
ficie D le corresponda un punto cualquiera xp de ella, a partir del cual la misma seré definida
univocamente, Examinemos la funcién x(x) que se define segin la relacién xo(x) = xp si
x € D. Entonces, en virtud de (3), cuando x € D,

Jox) = folxp)h(x, xp) = folxolx)hix:, xo(x]), @

que significa el cumplimiento de (2).

Los planteamientos efectuados no han sido del todo estrictos, ya que ne los hemos rela-
cionado con la cuestidn acerca de la mensurabilidad de las funciones gue forman parie de (4).

Lo dicho se puede resumir del modo siguiente. Supongamos que se da una estadistica
S(X) tal que S(x) = S(xo) si y sélo si la relacién (3) no depende de 6. En este caso S es
la estedistica suficiente i

A distincién de los enfoques relacionados con el teorema 1, donde fueron examinadas
las relaciones fs(x)/fo(x) 0 bien fi(x)/fo,(x) para diferentes 6 y ¢, (denominadas con frecuen-

= h(x. xo} (€]
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cia relaciones de verosimilitud), la regla enunciada mds arriba utiliza la relacién fa(x)/fa(xo)
para iguales valores del pardmetro 8. En el ejemplo 1, por ejemplo, la relacién

Alx)filxe) = NG = Boxgl/x! = A = Rl /x;!

n
no dependerd de A si y solo si ¥ = % -% Exm. donde xo son las coordenadas
im ]
del vector x. Esto es suficiente para sacar la conclusidn de que S{x) = ® es la estadistica
suficiente minima.

Valiéndonos de la regla propuesta, examinemos ahora un ejemplo cuando no existen esta-
disticas suficientes * econdmicas”. Antes que nada sefialaremos que la serie variacional
Sr = (X, Xy - - -, Xem), cOnstruida segiin la muestra X, es siempre, evidentemente, la estadis-

L L

tica suficiente, ya que f(X) = ] fe(x)) = [] fo(xem). Esta estadistica es “un poco mids
im1 kmi

econdmica” que la propia muestra x. De aqui, en particular, se deduce que cualquier estadisti-
ca suficiente minima es invariante con respecto a la permutacién de las coordenadas x; en
la muestra X

Si la densidad fe(x) es simétrica, o sea, fo(—x) = f5(x) para todos 6, cs cvidente que existi-
td,una estadistica suficiente, un poco mds “econémica”, que representa la poblacién (x3, . . .,
#7) ordenada en funcién de su crecimiento ¥ que designaremos por Si.

Ejemplo 3. Si X € Ko,, 0 sea, si x; tiene densidad de distribucién de Cauchy con parame-
o @ = o,

[

x) - —
Ko, o(x) T
la estadistica Si+ serd la estadistica suficiente minima.

En efecto, en este caso

a g
felx) = (;) IT o+,

asi gque

foX) _ xh + o
g -T1 422
-l

¢s Ja relacién de dos polinomios de o2, la cual no depende de o si y 5610 si los coeficientes
de las potencias correspondientes de o coinciden en el numerador y el denominador. Esto,
a su vez, tiene lugar si y sdlo si los conjuntos de “ceros” [—xh] v [ —xf) coinciden. Con
otras palabras, para que (5) sea independiente de o es necesario y suficiente que el punto
x* = (xf, ..., ¥%) tenga coordenadas que se distingan de las de x2 tan sélo por la permutacién
de sus lugares. Esto precisamente significa que S)2 es una estadistica suficiente minima.

De manera completamente andloga se puede demostrar que Sy es una estadistica suficiente
minima para el pardmetro « y, por lo tanto, para ¢l pardmetro 8 = (c, o) de la distribucién
Koo

Otro ejemplo, en el que Sy serd una estadistica sifuciente minima, se obtiene si se examina
la familia

Paoo; = a5 + (1 — )Py, o€ [0, 1],

donde {Pg) es una familia exponencial (véase § 15, en calidad de Pg se puede tomar la distri-
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bucién normal o la distribucidn de Poisson) y donde al menos uno de los pardmetros a,
@y, 82 se desconoce.

Ahora demostremos un teorema que indica un método “estructural”
simple de determinacién de las estadisticas suficientes minimas.

Para simplificar la exposicién examinemos el caso del pardmetro unidi-
mensional 6.

Teorema 2. Supongamos que la funcidn de verosimilitud fy(x), para to-
das x como funcidn de 0, es continua a la derecha (o a la izquierda). Enton-
ces, si la estimacidn de v.m. 0° es unica y la misma es una estadfstica
suficiente, entonces & serd la estadistica suficiente minima.

Demostracién. Sea S una estadistica suficiente arbitraria. Demostrare-
mos ¢l teorema si mostramos que #* es medible respecto a a(S) v, por lo
tanto, §* est4 subordinada a S.

En virtud del teorema de factorizacién,

Jo(x) = YS(x), Oh(x) cs.p], (6)

donde f(x) es la funcién medible en x, y (s, f) es continua (a la derecha
o a la izquierda) en ¢ y medible en 5. Como Py no variar4 si la densidad
Je(x) cambia en el conjunto de la x"-medida 0, podemos considerar que
(6) es valida para todos x.

En virtud de (6), el punto del méximo absoluto de fs(x) también es
el punto del maximo absoluto para J¥(S(x), 6). Por eso, en virtud de la unici-
dad de §*,

("< = fsup Y(S(X) 0) > sup US(X), 6).

En vista de que ¢(S(X), 8), para cada S(.X), es continua en # a la derecha
(0 a la izquierda), existe un conjunto numerable, denso en todas las partes,
O: = [8;)f=1 € © (igual para todos los S(X)) tal que

sup V(S(X), 0) = sup V(S(X), 8)). )]
<t <t
8,68,

Esa misma relacién serd vidlida para la regién de 8 > t. Como (S(X), 6;)
son medibles respecto a o(S), en virtud de (7), los valores de sup y(S, 8
f<r

y :up ¥(S, 6) serdn variables aleatorias también medibles con respecto a
=r

o(S). Por consiguiente, {8* < ¢} € 0(5), y el teorema ya estd demostrado, <

En la condicién de la afirmacién citada, la condicién de suficiencia
de la ev.m. §* es esencial, puesto que la estimacién de verosimilitud maxima
§°, como tal, no es obligatoriamente una estimacion suficiente. Es facil
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obtener un ejemplo respectivo examinando cualquier familia de distribucio-
nes {Pg}, con pardmetro escalar 8 y con estadistica suficiente minima vecto-
rial S(cuya dimensién es mayor que 1). En este caso la estimacién de
verosimilitud méxima §* también serd escalar, asi que la o-dlgebra de o(S)
serd mds rica que o{6") y, por lo tanto, la inclusién de a(S) C o(6*), que
se desprende de la minimalidad de § y de la suficiencia de §*, es imposible.

Ejemplo 4. Sea X € Usg,1+6, O = R. Entonces, como hemos visto en
¢l ejemplo 6.4,

_flpara @ <xp<xm<1+4
JHKY'™ 36 en ol castr contcario;

asi que fp(X) depende de X solamente a través de Xy ¥ X¢n). Esto significa
que S = (xq), X)) €5 una estadistica suficiente. Ni una de las magnitudes
Xqgys Xy por separado es una estadistica suficiente. Eso lo demuestran las
relaciones siguientes:

Pl 2 4, Xy <v) = }-.[ P(xi €[, v) =

=(v—u)'cuando u =6, v<1 +8, v>u

Por consiguiente, la densidad compatible de distribucidn de (xq), X(m) seréd
igual a

glu, v) = "(”— v —uw)""2cuando w20, v<1+6, v>u
: en los demds casos.

Seguidamente, P(xgy 2u) = (1 + 8§ — u)" cuando § < 4 < 1 + 6, asi que
la densidad de x(p es igual a

guw)=n(l +8—-uw)" ' cuando < u<1 +4

De aqui ya es f4cil obtener que la densidad condicional g(v/u) de la magni-
tud X¢ry, a condicién de x¢y = u (¥, por lo tanto, también la distribucién
condicional correspondiente), dependerd de 8. Esto significa que xq) (al
igual que Xx¢,)) por separado no son estadisticas suficientes. Como en cali-
dad de ev.m. §* podemos tomar §* = x(1) (véase el ejemplo 6.4, por lo tanto,
hemos demostrado que para la familia Ug,14+4, la ev.m. §* no es una
estadistica suficiente.

Mediante el teorema 1, el lector puede convencerse personalmente de
que § = (Xqy, Xe) €5 una estadistica suficiente minima para Us,1 5.

La condicién de suficiencia de §* en ¢l teorema 2 serd cumplida automa-
ticamente si suponemos que existe una estadfstica suficiente escalar (para
un # unidimensional) Sp, para la cual la funcién ¢ en la igualdad §* = (o)
ser4 biunivoca (o sea, 8* y Sy serdn equivalentes).
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§ 14. Construccién de estimaciones eficientes
por medio de estadisticas suficientes,
Estadisticas completas

Definicién 1. La estimacidn 6” se denomina suficiente si es una estadistica
suficiente.

1. Caso unidimensional. Supondremos aqui que 8 es un pardmetro esca-
lar. Sea K la clase de todas las estimaciones 6* con desplazamiento b(8),
asi que 8° € Kpp si a(@) = Mg8* = 8 + b(8). Para 6" € K tenemos

Ms(8* — 6)% = Ma(8° — a(0))* + (a(®) — 0)* = Ds6" + b*(6).

En este pdrrafo omitiremos, a veces, el indice # de los simbolos Mg, Ds.
La siguiente afirmacién fue obtenida independientemente por Black-
well, Rao y Kolmogérov.

Teorema 1. Sea S una estadistica suficiente, §* € ky. Entonces la funcidn
65 = Ma(0"/S) es una estimacidn que posee las siguientes propiedades:

1) 85 € Ka, .

2) 05 depende de la muestra tan sdlo a través de S(X),

3) My(05 — 6)* < Mo(8° — 8)* para todos 8.
La iltima desigualdad se transforma en igualdad tan sdlo si 8* = 6% cd.
respecto a Ps.

Con otras palabras, en la clase Kj, la aplicacion de la operacidén My(-/S)
a " mejora uniformemente la estimacidn 6°.

Demostracién. EI hecho de que 65 es una estimacién, significa que 65
no depende de # y que es una funcién medible de X. Su independencia
respecto a ¢ se desprende de las propiedades de las caracteristicas estadisti-
cas, ya que la distribucién de X para una S registrada no depende de 6
(M4(8°/S), para la estadistica arbitraria S, hablando en general, depende
de 6). Al mismo tiempo, en virtud de las propiedades de la em.c., 83 es
una funcién medible de Sy, por lo tanto, también de X. Por consiguiente,
05 es la estimacién que satisface la propiedad 2) del teorema.

La igualdad

M5 = MoMs(87/S) = M,6",
gue demuestra que 85 € K, también se deduce directamente de las propie-
dades de la e.m.c. Seguidamente,
Mo(8” — 6)% = Ms(8° — 8 + 63)% = My(65 - 6)* + Mo(6" — 03)* +
+ 2M(05 — (" ~ 65).
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Utilizando de nuevo las propiedades de la em.c., obtenemos
M(05 — 8)(8* = 05) = MgMoa[(65 — 0)(0" — 05)/S] =
= M[(85 — O)M(6" — 65/5)] =0
y, por consiguiente,
Mo(8" — 6)* — Mo(65 — 8)2 + Mq(8" — 05)%. <

En realidad, la desigualdad 3) del teorema 1 se puede obtener directa-
mente de la propiedad de la e.m.c., (M(¢/5))* < M(£2/S), ya que entonces

65 — 8) = [Mo(8" — 0)/S))* < Myl(8" — 8)*/5),
Mo(63 — )* < Mo(8° — 9)2

El hecho expuesto en el teorema 1 puede interpretarse del modo siguien-
te. Supongamos que S y T son dos estadisticas suficientes, §* = @) y §
esta subordinada a T; entonces Mg(8% — 6) < My(6° — 6)°.

Con otras palabras, cuanto més “econémica” sea la estadistica suficien-
te § (o cuanto més pobre sea la ¢-algébra correspondiente), tanto mejores
serdn las estimaciones 8s. Asf pues, para construir las estimaciones éptimas
debemos buscar las estadisticas suficientes minimas (o las o-algebras mini-
mas). En este caso, en calidad de estimaciones iniciales #* también pueden
figurar estimaciones “malas” que no poseen, por ejemplo, incluso propie-
dad de validez. En este sentido es aleccionador el siguiente

Ejemplo 1, Sea X € II,. La estimacién A" = x,, evidentemente, no estd
desplazada MA* = Mx; = A (bXA = 0) y no es vilida, ya que no depende
de n. La estadistica suficiente minima de A es la estadistica S = nx = 3 x;.
Del ejemplo 12.1 se deduce que la distribucién x; condicional respecto a
S es la distribucién B/, en el esquema de Bernoulli, con una probabilidad
de éxito igual a 1/m:

& 5=k
P(xi = k/S=s) = cf(l) (1 " l) )
n i

Por consiguiente,

2 & S-k
NS = M(xi/S) = ) kCH (%) (l e ‘;) =S.x

k=1

En uno de los ejemplos ulteriores demostraremos que X es una estima-
cién eficiente.

2. Caso multidimensional. Ahora obtendremos los andlogos del teorema
| para el caso muitidimensional cuando @ y ' son vectores de R*.

Al igual que en el caso unidimensional, el vector b(8) = Mgb* ~ 0 sera
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el desplazamiento de la estimacién 8%, y por K, designaremos la clase de
todas las estimaciones con desplazamiento b. :

Teorema 1A. Sea S una estadistica suficiente y 8" € K,,. Entonces la esti-
macidn 65 = My(0°/S) posee las propiedades

1) 63 € K.

2) 85 depende exclusivamente de S(X),

3) la dispersion estdndar de 8% no supera la dispersién estdndar de 0*
o bien, que es lo mismo, para cualguier vector a € R*

Mo(85 — 6, a)* < M(8* — 6, a)’. (63)

Aqui, la igualdad (para todos los valores de a) es posible iinicamente en
el caso de 0° = 03 cd. respecto a P,.

Demostracién. Las primeras dos afirmaciones son evidentes. Las desi-
gualdades (1) se deducen del teorema 1, puesto que todo se reduce al examen
de las estimaciones unidimensionales (8°, a) del pardmetro (4, a), y Me[(8°,
a)/S] = (05, a). Si en (1), para todos los valores de a es vilida esa igualdad,
entonces, para cada @ tendremos (63, a) = (6*, @) c.d. Esto precisamente
significa que 05 = 6* cd. «

Ahora bien, en el caso multidimensional, las estadisticas suficientes de-
sempefian el mismo papel: la forma cuadrética oyaiq), donde o* = |oy]
es la matriz de segundos momentos para 8% — 0, serd tanto menor cuanto
menor sea la o-dlgebra de o(S) engendrada por S. _

3. Estadisticas completas y estimaciones eficientes. Ahora citaremos un
criterio muy simple del inmejoramiento de las estimaciones, basado en el
concepto de plenitud de la caracter{stica S. Designemos por / la dimensién
de la caracteristica S. Esta suele ser mayor que la dimensién & del parame-
tro 8 o igual a ésta.

Para dos funciones medibles fi(s) y f2(s):R'—R* escribiremos
Ji(s) = fa(s) cd. [#], donde FPes la familia de distribuciones en (R', B
si fi(s) = fa(s) en todas las partes excepto el conjunto NV tal que P{N) = 0
para todas P € 22

Definicién 2. La familia de distribuciones &= [Gy} en (R', B'), que
dependen del pardmetro k-dimensional 8 € © C R*, se llama completa si
la igualdad

!,v(s} = Gy(ds) = 0 cuando todos § € O )

conduce a y(s) = 0 c.d. [#]. La ecuacidn (2) se examina en la clase de fun-
ciones y: R'~R* para las cuales existe la integral (2).

Definicién 3. La estadistica S se denomina completa si la familia # de
sus distribuciones Gy, inducidas por la distribucién P en (2, BY), €5
completa.
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La ecuacidén (2) para las estadisticas puede ser escrita en forma de
M;y(S) = 0 para todos 8 € © C R*.

Teorema 2. La estadistica S es completa si y sdlo si para cualquier bo(8),
la o(S)-medible ® estimacidn 8* es inica en la clase de todas las o(S)-
medibles estimaciones de Kp,.

Si la o(S)-medible estimacidn es unica en Ky, entonces las o(S)-
medibles estimaciones también poseerdn la propiedad de unicidad en cual-
quier otra clase Ky.

La demostracidn de esta afirmacion es casi evidente, ya que la existencia
de dos o(S)-medibles estimaciones 87 = ¢1(S) ¥ 62 = 2(S) en Kp, significa
que [ei($)Golds) = bol6), i = 1, 2,

{le1() — ¢2()]1Ga(ds) = 0 para todos 0 € O,

asf que la plenitud de S conduce a ¢1(s) = ¢2(s) cd. [#]. Al contrario,
sea I ¥(5)Ge(ds) = 0 para todos 0 €O, 8 = ¢i(s) € K». Entonces 6} =
= ¢1(s) + ¥(s) € Kb, y la unicidad de la o(S)-medible estimacién significa
que ¥(s) =0 cd. [£]. «

Teorema 3. Si la estadistica syficiente S es completa, y 8* € Ky, entonces
la estimacidn 65 = Me(0°/8) es la estimacidn eficiente tinica en K.

Este teorema nos ofrece criterios suficientemente simples de eficacia de
las estimaciones.

Demostracién. En virtud del teorema (2), la o(S)-medible estimacién
en la clase K, es tinica,

Sea 8°* cualquier otra estimacién de Kp. Entonces 85° = My(8**/S) € K
% por lo tanto, 85 = 65 c.d. []. De aqui y del teorema 1 se desprende que

M85 — 6)* = Ms(65" — 0)* < Mo(8"" — 6)?,

y la igualdad es posible vinicamente para 6** = 83 cs. <
Corolario 1. 5i S es una estadistica suficiente completa, y 68* es una esti-
macidn no desplazada, entonces 85 es una estimacion eficiente y es la iinica.
Ejemplo 2. En el ejemplo 1, con distribucién de Poisson, hemos obteni-
do que para \* = x;
A5 = My(x1/S) = &,

donde S = nX. Mostremos que S es una estadfstica completa y, por consi-
guiente, X es una estimacion suficiente. La ecuacién (2) para la estadistica

”Olm.modiblempectoahu—d.lgebmdba{S)ens:ndmdaporSy.pwlotmm.mpre—
sentable en forma de «(S), donde ¢ es la funcién de Borel.
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S tiene la forma

= &
E :y(k)e“"* % = 0 cuando todos A = 0,

8]
o, que es lo mismo,
k
() = E y(k) % = 0 para todos z > 0. 3)

Es evidente que esto conduce a y(k) = 0, ya que de la convergencia de la
serie (3), digamos, cuando z = 1 se deduce que v(z) es analitica cuando
[zl < 1 y es idénticamente igual a 0. Por consiguiente, los coeficientes y(k)
de su desarrollo en serie son iguales a 0.
Ejemplo 3. Sea X € Up,s. Mostremos que la estadistica S = xum =
= r:-:ax x; es completa. La suficiencia (y minimizacién) de S ha sido estable-
=n

cida en el ejemplo 13.2. La distribucién de S se define por la igualdad
PS<$=(/0), 0<s<8,

asi que S tiene una densidad igual a ns"~'6~" cuando s¢€ [0, 6]. En este
caso la ecuacién (2) tiene la forma

! ns"~!
jy(s) 7 ds = 0 cuando 6 ¢ (0, o).

]
De la igualdad jy(s)s”‘ 'ds = 0 para todos 6 resulta, evidentemente, que

(1]
Y(s)s" "' =0, y(s) = 0 cd.
Le proponemos al lector que verifique si son completas las estadisticas sufi-
cientes para otras familias paramétricas y, en particular, que determine si
a* =% (1 - %) es la estimacién eficiente tinica del pardmetro « de la
familia Ty,; (véase § 2).

Sefialemos ahora que el teorema 3 muestra la existencia de relaciones
entre los conceptos de amplitud y minimizacién. En este aspecto es valida
la afirmacién siguiente, que da, junto con los teoremas del § 13, el criterio
de minimizacién de las estadisticas suficientes.

Teorema 4. Cualquier caracteristica suficiente completa S es una estadis-
tica suficiente minima.

Demostracion, Sea llp una ¢-dlgebra suficiente minima (segtin el teore-
ma 13.1, ésta existe). Supongamos que M, S existe y examinemos la funcién
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¥ =8 — Ms(5/W0o). Como Us C o(S), entonces y serd o(S)-medible, asi que
¥ = ¥(S). Designemos por Gy la distribucién de S. Entonces es evidente
que para todos 8, Mey(S) = 0 o, que es lo mismo,

jMS)Gg(dS) = (0 para todos 0 € ©.

Dé aqui, en virtud de la amplitud de S resulta que ¥(s5) = 0 cs. %),
= [Go}. Esto significa que S = Mu(S/ls) c.d. {#] v, por lo tanto, S es
medlbie respecto a” U, o(S) = Uo.

Si MsS no existe, es necesario, en vez de S, examinar la estadistica
arctg S, la cual es, evidentemente, equivalente a § en cuanto a las propieda-
des de suficiencia, amplitud y minimizacién. <

Seiialemos que la afirmacién inversa no es cierta: la estadistica suficien-
te infnima no es obligatoriamente completa. Los ejemplos respectivos se
obtienen facilmente en los casos en que la dimensién / de la estadistica
es mayor que la dimensién & del pardmetro 8. Por ejemplo, en el § 13 hemos
visto que la densidad compatible de la estadistica suficiente minima
8§ = (X, Xen) para la familia Ug 146 es igual a

_f{n(n-Dv—-w""*cuando u 26, v<1 +6, v>u,
8ol v) = [ en los demds casos.

Si se toma la funcién y(y, v) = ¢(v — ) y se hace la transformacién
ortogonal (v — u}/V2 = (, (v + u)/VZ = z, la integral en (2) por el tridngu-
louzd, v<1+6, v>u) serd igual a

1
[P, v)gs(u, v)dude = n(n = H{e)x""2(1 = x)dx.
]

Es evidente que la integral en el segundo miembro no depende de 6 y es
facil elegir la funcidn ¢(x) # 0 que la reduce a cero.
§ 15. Familia exponencial

Supongamos que 6 = (f1, ..., 0x) esun pardmetro k-dimensional y que
la densidad fp(x) es representable en la forma

k
So(x) = h(x) exp [i);‘,la,(e)uj(x) + V(B)}, )

donde todas las funciones que entran en el segundo miembro son finitas
y medibles.

* Por Uo aqui es necesario entender la g-dlgebra completada por los conjuntos &, para
los cuales Py(N) = 0 para todos 6.
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Definicién 1. Las familias de distribuciones {Ps}, con densidad de este
género, se llaman familias exponenciales y se designan con el simbolo &

Para hacer que la representacién (1) sea, en la medida de lo posible,
univoca, supondremos que las funciones a(6) = 1, a:(9), . . ., ax(0) son li-
nealmente independientes en ©.

Como veremos, las familias exponenciales ocupan un lugar especial en-
tre las familias paramétricas de distribuciones, ya que para ellas muchas
construcciones generales de la estadistica matematica pueden ser realizadas
en forma explicita.

A veces se llaman familias exponenciales las familias de distribuciones
de tipo mds particular ¥, cuando ay(f) = ;.

A las familias exponenciales pertenecen, por ejemplo, las familias de
distribuciones [®..02}, (I){Bp},[Fa.n] ¥ una serie de otras.

Ejemplo 1, Examinemos la distribucién I'e,x. Su densidad v, (x) se
puede representar en la forma

Y
= x"exp{l\ Inx — ax + In —9—}, x>0,

ot Ao
& _ &1 o)

Yar(X) = T

asl que aqui se puede poner

-1
o = 57 28
h

- = = o
Uix) = Inx, Ua(x) = x, Vi, N) =1In oy

afo, )=\ @mfx, )= —a. <

La funcién de verosimilitud para X € P ed& es igual a
S0 = expl (a@), ) + VO] hix,
donde
a@) = (@@, ..., &), S= (5, ..., Sk
S =500 = )
(a, S) es el producto escalar. De aqui y del teorema 12.]1 resulta que S es

una funcién suficiente para 6. Demostremos que S es una estadistica sufi-
ciente minima.

*) En realidad, esto es lo mismo; llegaremos & una forma particular si realizamos la tran-
sformacién biunivoca v = v{0), ¥ = 71, ..., ) sobre ¢l pardmetro 8, poniendo v; = g/f).
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Como las funciones a;(8), Uj(x), ¥(#) son finitas, la exponencial en (1)
es siempre positiva. Esto significa que en calidad de distribucién Qenel
teorema 13.1 (con la que todas las Py son absclutamente continuas respecto
aPp = IP;Q(d:)} se puede tomar la distribucién concentrada en cualquier
punto fijado 8° Por eso, del teorema 13.1 se deduce que la o-dlgebra de
o engendrada por la funcién

%, 0) = FEL = expl(a®) - a@), 5) + n(V©O) - VEY)

es la o-dlgebra suficiente minima.
Teorema 1. La estadistica S és una estadistica suficiente minima.

Demostracién. De la independencia lineal de las funciones 1, & @), ...,
2() en © se deduce la independencia lineal () — ai(6®), ...,
aK(8) = ax(@°). Esto significa que en © hay k puntos 8', ..., §* tales que
los valores a; = a;(8) = a:(6°) forman una matriz A cuya determinante se
distingue del cero. Esto significa, a su vez, que las ecuaciones (a(¢) — a(@®),
S)=Inr(X, &) - n(VE) - v({@%), j=1, ..., k, son solubles unfvoca-
mente respecto a §'y, por lo tanto, o(S) C o(r(X; 8); /= 1, ..., k) C Up. <

En el ¢jemplo 1 hemos examinado la distribucién I' y establecimos que
para ésta es vélida Ia representacién (1) cuando 8 = («, A) con las funciones

Ui(x) = Inx, a(x) = x,
ai(a, A) = A, a2, \) = —a.

Es evidente que las condiciones del teorema 1 se han cumplido y que la
estadistica § = (X Inxy, E.x;) o bien, que es lo mismo, la estadistica (ITx,,
Ex;) es una estadistica suficiente minima.

Si reforzamos un poco las condiciones del teorema 1, entonces la esta-
distica S serd una estad(stica suficiente completa (en este caso la minimiza-
cién de S se podria obtener como consecuencia de la plenitud).

Teorema 2. Sea X € P €& Si la funcidn a y el conjunto © son tales
que a(6) traza un paralelepipedo k-dimensional cuando 8 recorre ©, enton-
ces S es una estadistica suficiente completa.

Es evidente que las condiciones del teorema respecto al paralelepipedo
se cumplirdn si el conjunto © es “sélido”, es decir, si contiene los puntos
interiores. (¥ junto con ellos también las esferas en R*, de radio bastante
pequefio) y si en el entorno de cualquier punto “sélido” 62 las funciones
a;(6) son lincalmente independientes y suaves, Entonces la transformacién
a = a(f) transfiere el entorno del punto ° al conjunto sélido.

Es evidente que el ejemplo 1, con la distribucién T, satisface las condi-
ciones del teorema 2, ya que la estadistica (TIx;, Ix;) es completa.
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De un modo igualmente sencillo, el lector puede comprobar que para
la distribucién normal ®q,.2, la estadistica (2xi, Zx,’) también es una
estadistica suficiente completa.

Demostracién del teorema 2. En nuestro caso las funciones y(s, ) y
h(x) en el teorema de factorizacién de Neyman — Fisher son iguales a

Wis 6) = exp{ (a(f), 5) + nl_/(ﬂn.
h(x) = T h(x).
i=sl
Examinemos en (R*, B*) la medida que no depende de #;

WB) = [ h()"(dx),
5-'(8)

donde $~!(B) es el conjunto de todos los x para los cuales S(x) € B.

Destaquemos en forma de lemas, las dos siguientes afirmaciones auxi-
liares. 3

Lema 1, La distribucion Gs(B) = Po(S(X) € B) de la estadfstica S es
absolutamente continua respecto a v, y en el punto s tiene una densidad '
igual a (s, 0).

La demostracién se deduce de la igualdad

Ge(B) = [ ¥S(x), Oh(x)u"(dx) = j Vs, O)v(ds),
S{x)eh 5€8

la cual es consecuencia de la sustitucién de las variables. <

Lema 2. Sean G, y G2 dos medidas o-finitas en (R*, 9*), En este caso,
si je(""’Gj{du) = (e“*Gy(du) existen para todos los valores de a de cierto
paralelepipedo I en R*, entonces G, = G;.

Demostracion. Para simplificar los razonamientos examinemos el caso
unidimensional & = 1 y supongamos que J = {x:}x] € «). Entonces

hy(a) = Se""Gj(du), i=112

son funciones analfticas cuando |alc o Ademds, para todos b € R estdn
definidas las funciones Axz) = (e *™"G)(du) de la variable compleja
z = a + ib. Naturalmente que #;(Z) serdn analiticas en la franja de |a|< q,
- < b< oo Como hi(z) = ha(z) en el segmento de la recta b = 0,
la| < a, entonces hy(z) = ha(z) para todas z de la franja indicada. Por lo
tanto,

!e“’“G. (du) = je""‘Gz(du). )
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Sefialemos que en vista de que #4{0) = JG;(du) < 0, podemos considerar
que G; son medidas probabilisticas. Del ieorema de la correspondencia biu-
nfvoca entre las funciones caracteristicas y las distribuciones [11], asi como
de (2), resulta que G; = Gs.

Si el paralelepipedo I tiene la forma {x:|x — o] < o], entonces conviene
pasar a las medidas Gj(du) = exoGy(du).

En el caso multidimensional & > 1, la demostracién se realiza exacta-
mente igual. <

Ahora podemos pasar directamente a la demostracion del teorema 2.

Debemos demostrar que si ¢ es una funcién medible en (R*, B*) v existe

Ecp(s)Ga(ds} = 0 para todos 6 €9, 3)

entonces ¢(s) =0 cd. [, £ = [Geleco. Sea ¢ =" — ¢~, donde

¢* = 0. En este caso, de (3) se desprende jgz"(s)Gg{ds) - Iw'(s)Gp(ds)

o bien, en virtud del lema 1,
I¢+(S)!&(s. 8)v(ds)
[10+ (S)e("‘“ﬂ};v(ds

¢ (s, B)v(ds),
@~ ($)e D y(ds).

Si formamos las medidas o-finitas v*(ds) = ¢* (s)»(ds), obtendremos
Se(s.a)v-i- (dS] = se&.d)v o (ds)

para todos los valores de @ de cierto paralelepipedo en R*, Sélo nos queda
hacer uso del lema 2, <

Corolario 1. 5/ X € P € &, 6" € Ky y se cumplen las condiciones del
teorema 2, la estimacidn 03 = M(8"/S) es la estimacidn eficiente en Kp.

§ 16. Desigualdad de Rao — Cramer y
estimaciones R-eficientes

1. Desigualdad de Rao — Cramer y sus corolarios. Los resultados de los
parrafos precedentes nos proporcionaron varios criterios de eficacia de las
estimaciones. Sin embargo, estos criterios tenfan, en cierto sentido, un ca-
racter cualitativo. En este parrafo continuaremos el estudio de la cuestidn
acerca de las estimaciones eficientes, pero desde un punto de vista un poco
diferente. Aclaremos, ante todo, cudl es el valor minimo del error estdndar
que se puede obtener.

Al principio examinaremos el caso unidimensional cuando 6 es un para-
metro escalar. Con respecto al conjunto 6, para precisar vamos a suponer
que eso es un intervalo finito o infinito, cerrado o abierto.

11—8030
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Para responder a la pregunta planteada necesitaremos las condiciones
de regularidad en f3(x). Sea, como antes,

Ix 6) = Infotx), LCX, & = 330k, 6), a(6) = Mob® = 0 + b(©).
fm]

Supongamos que se ha cumplido la condicién (R). Las funciones
Vfel(x) para ct.[y] valores de x son continuamente derivables respecto a
6€©, ylaintegral

— U—ﬁl (X )}1 — ’ 2z
10y = | Ly = Mt 6, 01 m
existe y es positiva y continua segiin 0. (Aqui y en lo sucesivo, la tilde signi-
fica la derivacién respecto a f).

Con arreglo a [a integral (1) es necesario sefialar lo siguiente: Si x, junto
con su entorno, no pertenece al portador Np, = [xife(x) > 0] de la distri-
bucién Ps, entonces la funcién subintegral (f5(x))*/fe(x) se convierte en
indeterminacién de tipo 0/0. Convendremos en considerar esta razon igual
a cero. Seguiremos esa misma regla en cuanto a la derivada ['(x,
& = fi(x)/fe(x), al integrarla. Podriamos no hacer estas restricciones si des-
de el principio eximinaramos las integrales de la forma de Mpe(x;, ) sélo
en la regién de Np,.

La funcién () es conocida con el nombre de informacidn de Fisher
y desempefia un papel muy importante en la matemdtica estadistica, ade-
mas, en lo sucesivo tropezaremos repetidas veces con ella. Algunas propie-
dades de la funcién f(#) se examinan en § 17.

Si el conjunto © es compacto, la continuidad de I(0) en ias condiciones
(R) es equivalente a la condicion

sup Mo([! (x1, O); [I'(x1, 6)]>N) = 0
fe0

cuando N — e, la cual se puede llamar convergencia uniforme de la inte-
gral 7(8) (véase el Suplemento VI).

Tiene lugar la siguiente desigualdad para la varianza de las estimaciones
§* con desplazamiento b.

Teorema 1 (desigualdad de Rao — Cramer), Si 8" € K, y si estd cumplida
la condicidn (R) y Ms(8°)* < ¢ < =, entonces

M)
Db ;W. )}

Si en dicha desigualdad se alcanza igualdad en cierto segmento 8 € [0,
6;] C B, y De8" > 0 en ese segmento, enfonces la funcion de verosimilitud
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Je(X) para 0 € [6:, 0] es representable en la forma
Jo(X) = exp{0°A(8) + B(O) ) h(X), (&)

donde A(#), B(8) no dependen de X.
Al contrario, 5i 8" = const, o si es vdlida la representacidn (3), entonces
en la desigualdad (2) se alcanza igualdad,

Evidentemente, la condici6n (3) significa que la distribucién en -2 con
densidad fo(x) pertenece a la familia exponencial &
Corolario 1. 8i se cumplen las condiciones del teorema I,

.« _ g2 L+ 8@ 2
Mo(8* — 0)% > e+ .

Para cualquier estimacidn no desplazada 8",

1
nl(@) -

Asf pues, en las clases K3, el valor minimo posible de las desviaciones
estdndar es distinto de cero y se define por los segundos miembros de las
desigualdades escritas.

Observacién 1. En cuanto a la condicién M(6*)? < ¢ < o se puede no-
tar que cuando My(8")* = oo se cumple Dyf = y Ja desigualdad (2) se
vuelve trivial. En virtud de (2), la condicién D > 0 se puede sustituir
por (1 + b'(8))* > 0.

Observacién 2. A la par con la condicién (R) se pueden sefialar algunas
otras condiciones que aseguran la afirmacién del teorema 1 ¥ que se distin-
guen muy poco una de otra. Nos hemos detenido en aquellas de ellas que
nos serdn mds comodas en los pdrrafos posteriores. Las condiciones de
tipo algo diferente se citardn en el § 22.

Necesitaremos una afirmacién auxiliar.

Lema 1. Supongamos que se ha cumplido la condicidn (R) v que
§ = S(X) es cualquier estad(stica para la cual MgS* < ¢ < o cuando § €6,
Entonces ia funcidn

My — 6)* =

as(f) = M,S = 5 S(x)a(x)p"(dx) (4
es derivable respecto a 0, ademds
ad(d) = [S(xV§(x)u"(dx) = MoSL’ (X, 6). 5)

Esta afirmacién tiene cardcter técnico y su demostracién dificultaria
considerablemente las investigaciones. Por eso hemos pasado la demostra-
cién del lema 1 al Suplemento VI.

11
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Demostracién del teorema 1. Poniendo en (5) § =1, obtenemos
as@®) = 1,

MyL® =0, Mea(®)L’ = 0. (6)
Volviendo a utilizar (5) para S = 8" y (6), obtenemos
ML’ = a’(8), Ms(0" = a(®)L’ = a’(@). )
Segun la desigualdad de Cauchy — Buniakovski,
(@' (0)* < My(8* — a(8))®Ma(L ) @®)
o bien, que es lo mismo,
Do > LD O 5(31',“;”2 . ©

Como las variables aleatorias §; = /”(x;, 0) son independientes, estin
igualmente distribuidas y tienen, en virtud de (6), una esperanza matemdti-
ca nula, Mal; = 0, entonces Mpll; = 0 cuando i # j,

2
Mo(L') = Mo (g:g) = Mol = iMolt = n®)
o

Junto con (9) esto demuestra la desigualdad (2).

Demostremos ahora la segunda afirmacién del teorema, Para simplifi-
car la demostracién consideraremos que © coincide con [y, 2] ¥ que la
medida p estd concentrada en la unién de los portadores de Py, 6 € ©. El
signo de igualdad en (2) (o en 8)) quiere decir que

. 112
@ - awicona = {@ - aontroconan (LD nax)
Jo(x)

para todos 8 € ©. En vista de que la primera integral en el segundo miembro
es positiva, la igualdad escrita sdlo serd posible si

Fi0)/NFa(x) = c(@)0" — a@)Vfelx) ct.[u"]. (10)
Designemos por A el conjunto de x para los que estd cumplida (10) ¥
|6#*| < eo. Entonces u(A) = 0 (A es el complemento a A). Anotamos x € A.
En virtud de la continuidad fs(x) en 6, tendremos f1{x) > 0 en cierto inter-
valo (f1, ) C ©, y en este intervalo, en virtud de (10),

L'(x, 6) = c(6)(8" — al6)). an

Sefialemos ahora, que de (7), (11) v (2) resulta

¢ — , ST | AT - -, (a!(o))l
a’(®) = Me(@® — @)L’ = c(®)Ds8", Doh A1 12)
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()
‘C(a)i = D'su ]

asi que Dy@" es continua en 8 junto con a’(f), 1(8), y [c(8)] junto con a(f)
estan limitadas uniformemente en [§;, #2]. La derivada L’ (x, §) en (11) posee
esa misma propiedad. Pero esto significa que L(x, ¢) es finita y que
S#(x) > 0 en todas las partes de © = [6;, 02], asi que (11} es vélida para
todos 6. Integrando (11) dentro de los limites de #, y 8, obtendremos

9 [}

L(x, 6) = 6* {c(n)dt - jc(:)a(r)dr + L(x 6),

&y #
que es equivalente a (3) para [x"] c.t. x. Como la variacién f5(x) en el con-
junto de la x"-medida O no tiene importancia, (3) queda demostrada.

Examinemos ahora la iiltima afirmacién del teorema, Si 8* = const, en-

tonces b'(§) = —1 y ambos miembros de la desigualdad (2) se anulan. Su-
pongamos que s¢ ha cumplido (3). Entonces, derivando la funcién L(X,
) respecto a 8, obtendremos

L'(X, ) =6"A"(0) + B'(9).
De (7) se deduce que a(8)4’(6) + B’(#) = 0. Por eso
L(X, 6) = A'(6)0" — a(6)

y, por consiguiente (véase (10)), en (2) se alcanza la igualdad. <

En lo sucesivo excluiremos de las investigaciones el caso trivial
8" = const y supondremos que Dyd* > 0 en todas las partes de ©. Entonces
es vélido el

Corolario 2, Si se cumplen las condiciones (R), para alcanzar la frontera
inferior en la desiguaidad de Rao — Cramer es necesario y suficiente que
la estimacion 0° sea suficiente y que la funcién y(8°, 8) en la igualdad de
Jfactorizacion tenga la forma

¥(0°, 6) = expl8°A(68) + B},

donde A(0) y B(0) son funciones derivables.

Corolario 3. Si se cumplen las condiciones (R), 8" € Ky, y en la desigual-
dad de Rao — Cramer se aicanza igualdad, entonces 8° es una estimacicn
eficiente en Kp.

Esta afirmacidn se deduce de la representacién

M(6* ~ 6)* = Dof" + b*(9).

Sefialemos que, hablando en general, lo contrario no es cierto: la estimacién
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a+b'@)

puede ser eficiente en K, pero la frontera inferior AT @)

para

la varianza puede no alcanzarse. _

Ejemplo 1. Sea X € ', 1. Aqui f.(X) = a"e ™ *", Las condiciones (R)
en la regidn © & [o =8 > 0] estdn cumplidas. Es evidente que S = nX es
una estadistica suficiente completa. Por eso la estimacién
o' = X"1 = M.(X~'/S) es eficiente en la clase K» con un desplazamiento
ba) = Mox~! = a.

Notemos ahora que S € Py, asl que cuando n > 1 (véase el § 2),

n

MX '=nM,S'=—_" _ a
n-—1

Ahora bien, la estimacién o = el =a'(l —%) no estara

nx
desplazada cuando n > 1. Andlogamente, cuando n > 2 hallamos (véase
el § 2 y también ejemplo 4.1)

Mo(@™) = (1 - PMLS 2= 221 o2,

D.o’ = o [-——” 71 l] = ————az

B=Z n—2"

Asi pues, cuando 7 > 2, la estimacién o** es eficiente. Sin embargo, el crite-
rio (3) no se ha cumplido, ya que

S X) = o™ Te-aln-10/ea™,

Por consiguiente, en la desigualdad de Rao — Cramer no se alcanza la
frontera inferior. De esto también podemos convencernos directamente. En
efecto, aqui /(x, a) = ln e —ax, I’'(x, o) = l/a—x ¢

g 1 S .
[(O(] = M.[/"(x1, Q’)]Q:Mq(a_xl) =;T‘;r+?=7-

Por lo tanto, cuando n > 2,

1 Ckz Qz - -
3 7 T T T i e

Ahora bien, el logro de la frontera inferior en (2) es una exigencia mas
severa que €l logro de la eficacia.

2. Estimaciones R-eficientes y asintéticamente R-eficientes. Suponga-
mos que se han cumplido las condiciones (R). En este caso, el logro de
la frontera inferior (exacto o asintético) para la varianza en la desigualdad
de Rao — Cramer puede ser un indice muy importante de la calidad de
las estimaciones, intimamente ligado al concepto de eficacia.
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Definicién 1. La estimacién 6° € K, para la cual

g2
Mo(0® — 812 = (1 + 5/ (0) 29,
o{0 ) ) + b*(0)
se llama R-eficiente (o regularmente eficiente) en la clase K.
La estimacién R-eficiente en la clase Kp de las estimaciones no desplaza-
das se denomina simplemente R-eficienie.
La estimacién 8° se denomina asintdticamente R-eficiente (a.R-e), si

1 -+ ofl)

L] 2
Mgy(6" — &) —---TI—{—a)—.

Vemos que a diferencia de las definiciones del § 8, que tenian un cardc-
ter mds cualitativo, las definiciones de R-eficacia se basan en la compara-
cién con los valores numéricos conocidos, relacionados principalmente con
la informacién de Fisher, mejor dicho, con la cantidad (nf(#)) .

Para la R-eficacia de #* es necesario y suficiente el cumplimiento de (3).

De lo dicho mds arriba se deduce que las estimaciones R-eficientes son
eficientes, pero no al revés; las estimaciones R-eficientes simplemente exis-
ten con menos frecuencia, lo cual no es un defecto de las estimaciones,
sino de la frontera inferior en la desigualdad de Rao — Cramer.

En los actuales manuales de estadistica matemdtica, las estimaciones
R-eficientes se llaman simplemente eficientes. No obstante, creemos que
es mds natural conservar el término «eficacia» para las mejores estimacio-
nes en un sentido mas amplio (véase la definicién 8.1).

Teorema 2. Si se han cumplido las condiciones (R) y existe la estimacion

R-eficiente, entonces esta iiltima coincide con la estimacion de verosimilitud
mdxima.

Demostracién. Ya hemos visto que el cumplimiento de (3) conduce a
la igualdad (véase (11))

L'(X, 8) = (8" ~ 8)c(h).
Ademds, como b(8) = 0, de (12) resulta
c(®) = 1/Ds8* = nl(f) > 0

para cualesquier 8 € 6. Esto quiere decir que L’ (X, 8) < 0 cuando 8 > 8°,
y que L’(X, 8) > 0 cuando # < @*. Por consiguiente, cuando § = 8° se al-
canza el mdximo L(X, #). <«

El ejemplo 1 citado mds arriba muestra que, a diferencia de las estima-
ciones R-eficientes, las estimaciones eficientes pueden no coincidir con las
ev.m. En este ejemplo, la ev.m. es (X) ', mientras que la estimacion eficien-



168 CAP. 2. TEORIA DE ESTIMACION DE PARAMETROS

te es igual a l;i— ) ™. Estas dos estimaciones son, evidentemente, las

estimaciones a.R-e.

Examinemos la clase K, de las estimaciones 8°, para las cuales, cuando
n—roo,

[p®| < e@, my/Vn, |b’ (@) <@, n),
M@ <c< o

para cierta funcién £(8, n) = o(l) cuando n—+co y cuando cada 8 € ©.

Cada una de estas clases es notable por el hecho de que para ella la
frontera inferior en la desigualdad de Rao — Cramer tiene la forma
( + o{1))/[nf(6)]. En el § 20 veremos que en una serie de casos, al hallar
las estimaciones asintticamente éptimas, es posible limitarse al estudio
de las estimaciones 8" de tales clases.

Teorema 3. Supongamos que se han cumplido las condiciones (R). En-
tonces, cualquier estimacion a.R-e. de Ko es la estimacién. ae. en K.

La demostracién del teorema es evidente: si 8] es la estimacién a.R-e,,
entonces

e gz 1+ o)
Ms(ﬂl 0) __ﬂ Ti ( 5) .
Ademas, como ya hemos sefialado, segiin la desigualdad de Rao — Cramer,
para todos 8%€ Ky,
lm inf Men(0* — 6)> = I () = lim Mon(0; — 6)%. <
n=—= n—=w

También estd claro que si existe la estimacion a.R-e., cualquier estima-
cién ae. en Ky serd la estimacién a.R-e.

Mas tarde (véase el § 25) veremos que con ciertas suposiciones adiciona-
les, Ias estimaciones a.R-e. existen siempre ¥, por consiguiente, la afirmacién
del teorema 3 también es valida en direccién inversa: la estimacion a.e. en
Ko es 1a estimacién a.R-e. 0 sea, para ella Ma(8* — 8)* ~|nxe)| ="

Teorema 4. Supongamos que se han cumplido las condiciones (R). Si

63, 83 pertenecen a Ko y son las estimaciones a.R-e., elias son asintéticamen-
te equivalentes en el sentido siguiente:

Vn(@; — 63) = 0.
P
La demostracién de esta afirmacién se efectiia exactamente igual que

en el teorema 8.2. Como 6* = (8] + 05/2 € Ko, entonces, basdéndonos en
(8.11) v en la igualdad de Rao — Cramer, obtenemos
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lim sup Men(f — 65 < 0. <«
n=—+o0
Ejemplo 2. La estimacién a” = X del valor medio « de la poblacién

normal €. .2 para o conocida es la estimacién R-eficiente. Es facil con-
vencerse de esto, comprobando, por ejemplo, la condicién (3). Otra posibili-
dad consiste en comparar D.a® = o*/n con el valor minimo posible
(nl(a)) = ! de las varianzas de las estimaciones no desplazadas. En nuestro
caso,

I(x, o) = —In V2% ¢ — (x — a)*/(26),
(6 @) = (x - a)/d,
I(e) = Mall’ (x1, &))* = Ma(x) — a)*/0* = 1/6%,

asi que Dao” = (nf(a)) ™' = */n.

Ejemplo 3. Examinemos la estimacién 8* = S} =% 23 (it = o)? del pa-
iml
rametro & = o* de la poblacién normal con & conocido. No es dificil calcu-
lar que Def* = Mo(8* — 0*)* = 20*/n. Por otro lado, aqui

_ 2
Vi, 0) = = o+ Bl

1) = Moll" (x1, B = L L

T%-M,[(x, —a) - 0P = [T il o
< Ahora bien, aquf también Dy8° = (nf(8)) "', y la estimacién §* = 5%
es R-eficiente.
La varianza de la estimacién no desplazada S5 = % l i Z(xi - %P
, asf que la misma no es R-eficiente o simplemente no

es igual a 2°

n-1
es la estimacién eficiente de % Al mismo tiempo es evidente que S3 es
la estimacién a.R-e.

Si en calidad de pardmetro desconocido estimamos no o® sino § = o, entonces no abten-
dremos la estimacién R-eficiente. Sin embargo, la estimacién no desplazada de o seré la esti-
macién

r!ﬂ!
"°=’\/%_ 2] S, ya que
n+
5
MS = M, ‘% Zm-a)’-,
n
donde =5

5= UzL 2 :m — o)? tiene la distribucién Ha — Ty/z,q/2, por eso (véase el § 2)
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JI+1

9

Como § es la estimacidn suficiente completa y minima, o es la estimacidn eficiente. Con
avuda de la férmula de Stirling no es dificil convencerse de que ¢* = S{1 + O{1/n)).
Comparemos ahora la magnitud D,¢* con la frontera inferior (n/(¢)) ", Tenemos

p!ﬂ! 2 I"'!n!

D.o* = M, J_ = =gl -1f. a»
n+l 2 afaxl
2

2

M.S Mo =a

i
va

|

Por otro lado, aqui

e g)=— = - + _(3‘,,5.3_.“)1_
o) = Ml (xs, o) = ? M.l(xi — @) — &P = %,

asi que (nf{0)) ™' = */(2n). Pero este valor se distingue de (13). Su relacién, por ejemplo
paran = 3, esigual a 0,936. Ahora bien, aqui no hay estimaciones R-eficientes. Cuando n—+co

¢l coeficiente de o en (13) se comporta asintdticamente como % + 0 Lz , as{ que ¢*
n

es la estimacién a.R-e.

3. Desigualdad de Rao — Cramer en el caso multidimensional. En este
apartado 8 = (¢, ..., 8x) es el vector k-dimensional, al igual que también
la estimacién 6" = (67, ..., #). Como antes, pongamos

a(@) = Mof™ = 8 + b(6), b(f) = (b1(B), ..., be(6))
y examinemos las clases K de las estimaciones con un desplazamiento
registrado b(8).

La generalizacién de las condiciones (R) para el caso multidimensional
tendrd el aspecto siguiente. Designemos

165 6) = log fo(x), I, ) = 0 I(x, 6)

I(6) = Melilx1, (X1, 6)

y supongamos que se ha cumplido la condicién
(R). Las funciones ~N fo(x) son derivables continuamente respecto a §;
para ct. [u) valores de x. La matriz

19) = ;)
Ij(8) = (It 0)lf05 6)fe(x)p(dx)
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es continua en 8%, y su determinanite |I()| es distinto del cero.

Como I(f) es la matriz de segundos momentos Mos//; de las variables
aleatorias & = I{x1, ), ella serd una matriz definida positivamente, ya que
para cualquier vector & = (o, ..., ax) # 0 se cumple

SeioyMelil; = Ma(Zmﬁ)ZB 0,

donde la igualdad a cero se exluye por la condicién |1(8)| = 0.

Como antes, por desigualdad entre las matrices o} > o3 entenderemos
la desigualdad asia” > aola’para cualquier vector fila o = (ay, ...,
ax) # 0. Esto equivale, evidentemente, al hecho de que la matriz o7 - o3
estd definida de forma no negativa. La desigualdad estricta corresponder4
a la definicién positiva, asi que, por ejemplo, /(8) > 0.

Teorema 1A. Si 6° € K, y si se cumple la condicidn (R), entonces para
la matriz de segundos momentos o* = |oy] = Mp(8" — a(8)) (6" — a(6)) de
cualquier estimacidn 0° del vector fila 8 es vdlida la desigualdad

& ;% (E + D)~ YO)E + D)7, (14}
donde E es la matriz unidad, D(®) = by@), by(d) = ag;f’ 3

Sea [of* > 0 (o bien |E + D(8)| > 0) para todos 8. En este caso el signo

de igualdad en (14) se alcanza si y sdio si la distribucion de la muestra

pertenece a una familia exponencial de tipo especial, o sea, cuando para
ciertas jfunciones escalares B(6) y h(X) se cumple

Jo(X) = exp[ (6%, A(®) + B(@®))A(X), {as)
donde el vector A(6) = (A1(6), ..., Ax(8)) tiene una matriz de derivadas
igual a

M = | 24| = iz + piey~ 11

Es evidente que para las estimaciones no desplazadas 6",
o = (nle) ="
¥ la igualdad es posible inicamente cuando se cumple (15), donde
iyl = nKg).

Ahora bien, si logramos hallar la estimacién no desplazada 6* con una
matriz de segundos momentos [#f()] ™, ella serd uita estimacidn eficiente.

*) Para esto es suficiente exigir la gencia uniforme de Jy(0) (véase ¢ Suplemento
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En el caso multidimensional conservan su validez todas las observacio-
nes hechas con arreglo a la desigualdad unidimensional de Rao — Cramer,
asi como la definicién de R-eficacia, en las que deben introducirse tan sélo
las modificaciones evidentes relacionadas con la dimensién de 4.

En particular, llamaremas estimaciones a.R-e. las estimaciones 6° para
las cuales

My(8* — 6)7(8° - 6) = o® + BT(Ob(B) = (nf(®) ™" + o(t/n).
Aqui el andlogo del teorema 2 tendr4d el aspecto siguiente.

Teorema 2A. Supongamos que se cumplen las condiciones (R). Si 6°
es la estimacidn R-eficiente, entonces ésta es la estimacidn de verosimilitud
mdxima.

Demostracién. Para demostrar que la estimacién R-eficiente constituye
el inico punto del mdximo, es suficiente convencerse que L'(X, 8°) =0
y que cuando 8 = 8° + u, u =0,

(grad L(X, 6), u) = (L'(X, 0), § — 6°) < 0.
Pero en el caso de existencia de la estimacién R-eficiente, se cumple (véase
(20)
L'(X, 6) = @* ~ Onl®),

de donde se desprenden inmediatamente las relaciones requeridas. La se-
gunda se deduce del hecho de que

(L*, u) = —unl(®)u”,
donde ul(®)u” es la forma cuadrdtica definida positivamente. <
Ejemplo 4. Examinemos una familia biparamétrica de distribuciones

normales ®,,.2. La misma pertenece a una familia exponencial, ya que
(aqui 8 = (8, 82), 61 = o, 0; = 0?)

Ny -

2 o?
f’(x)_T_" T—ﬂp [——2";1-4'%%——-551-—1110].

2(!(1 -

im1]
(Zx? - SE") es eficiente, puesto que pertenece a Ko, y

La estimacién ¢° = (07, 63), donde 6] = X, 65 = S5 = — 1 :
.h) n

la estadfstica (th Zx?), como hemos visto en el § 15, es la estadistica
suficiente completa (véase el teorema 14.4),
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Seflalemos que
Mo(6” — 8)T(0" — 6) = &* + bT(O)b(B).

Demostracién del teorema 1A, Designemos
n
Li=LAX, 6 = Sz, ), L' = L'(X, & = (Li, ..., L.
im1

Entonces, de un modo completamente andlogo al caso unidimensional,
establecemos que son validas las igualdades
Molf(x1, 8) = 0, MfILAX, 6) = 1 + by(6)

en las cuales by(f) son continuas o bien, que es lo mismo, las igualdades

Mpl' =0, (16)
My(0*)L’ = E + D(6) - an

en las que la matriz D() es continua. De aqui obtenemos
Me(8* — a(@))'L’ = E + D(f). (18)

Demostremos ahora la desigualdad siguiente (vauantc matricial de la desi-
gualdad de Cauchy — Buniakovski).

Lema 2. Supongamos que ¢ y n son matrices' de igual dimension (no
obligatoriamente cuadradas) con elementos aleatorios, y que la matriz
Munn? tiene inversa. Enlonces

MEET > Mg (Mnn ")~ "Mint". a9

En este caso la igualdad es posible dnicamente cugndo £ = zn, 2 =
= Mén (M)~

Demostracién. En vista de que para cualquier matriz 4 es vdlida la
desigualdad AA7 > 0 (4A” est4 definida no negativamente), entonces

0 < M(E — zn)(¢ — zn)” = MEET — zMnE" — M&n"z” + zMiny’z”.
Poniendo z = M&pT(May™) ™!, obtenemos la desigualdad requerida.

La afirmacién con respecto a las condiciones de la igualdad en (19) es
evidente. <

Volvamos a la demostracién del teorema 1A. Pongamos, en (19),
£= (8" — a(®)”, n = (L")". Entonces

MottT = Mo(8” — a(@))"(8" — a(9) = o
De (16) y de la desigualdad de x; obtenemos
Monn? = Me(L’)'L’ = nI(8).

i
'
t
i
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Por iltimo, de (18) hallamos
Moty” = Me(0* — a(@))"L’ = E + D(f).
La desigualdad (14) queda demostrada.

La desigualdad en (14) es posible en virtud del lema 2, si s6lo para los
puntos (x, 6), tales que fp(x) > 0, es vdlida

©" — a@)" = (E + DONnIE) 'L
0, que es lo mismo,
L' = (8" = a®)nl(E + D©)~'116). (20
Nétese ahora que de la desigualdad en (14) resulta
|E + D(B)* = n|d?|- 1B,

¥ la separacién del determinante |o*| de 0 quiere decir lo mismo para
|E + D(8)| y significa la existencia de 1a matriz inversa (E + .D{(6)) ' uni-
formemente limitada. Por eso la derivada L’ en (20) serd limitada, y
Ji(x) > 0 en todas partes de © y la misma igualdad (20) serd valida en
todas partes de ©. Si ahora s es cualquier camino que une los puntos 8;
y 6 en la regién O, entonces

L(X, 6) = {(L’, ds) + L(X, o),

donde ds significa el elemento vectorial del camine s; ((L', ds) = (L,
s'(N)d! es el incremento L(X, & en dicho camino; y /, la «longitud» del
camino recorrido. Por consiguiente, en virtud de (20),

L(X, 6) = 8"A(0) + B() + H(X), (21)

donde B(®) v H(X) son funciones escalares; A(6) = (4:(8), ..., Ac(®)) es
un vector que depende exclusivamente de sus argumentos. Esto significa
la validez de (15).

Si se cumple (21), entonces

L' =84y + B'(®),
donde, en virtud de la igualdad MeL’ = 0, es vélida
B'(6) = - a®]Ay.

Multiplicando ambos mlembros de la igualdad L’ = (8* — a(8))|4y], a la
izquierda en (8° — a(8))”, obtenemos, en virtud de (18), que para el cumpli-
miento de la condicién (20), que significa la igualdad en (14), debe cum-

plirse
Kyl = nl(E + D@®)~"11(9). <
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En el caso multidimensional conservan su validez todas las observacio-
nes hechas con arreglo a la desigualdad unidimensional de Rao — Cramer,
asi como la definicién de R-eficacia, en las que deben introducirse tan sélo
las modificaciones evidentes relacionadas con la dimensién de 6.

En particular, llamaremas estimaciones a.R-e. las estimaciones 6* para
las cuales

Mo(8" — 8)7(@" — 6) = * + bT(B)B(O) = (nI(8)) ™' + o(1/n).
Aquf el andlogo del teorema 2 tendréd el aspecto siguiente.
Teorema 2A. Supongamos que se cumplen las condiciones (R). Si 8*

es la estimacién R-eficiente, entonces ésta es la estimacicn de verosimilitud
mdxima.

Demostracién. Para demostrar que la estimacién R-eficiente constituye
el unico punto del mdximo, es suficiente convencerse que L (X, *)=10
y que cuando 8 = 6" + u, u# 0,

(gred L(X, &), w) = (L' (X, 6), 6 — ") < 0.
Pero en el caso de existencia de la estimacién R-eficiente, se cumple (véase
(20)
L'(X, 6) = (6° — 0)nl(8),

de donde se desprenden inmediatamente las relaciones requeridas. La se-
gunda se deduce del hecho de que

(L', u) = —unl@u’,
donde uf(®)u” es la forma cuadrética definida positivamente. <
Ejemplo 4. Examinemos una familia biparamétrica de distribuciones

normales ¥, ». La misma pertenece a una familia exponencial, ya que
(aqui 8 = (81, 62), b1 = o, 62 = 0*)

x—al

_ 1 1 e B R ot
Gty = “:m"""[ i S & ‘“]'

n
La estimacién §° = (6}, 63), donde 6] =X, 07 = 8§ = ﬁ Z(xi B
2 1 -2 i i=l
— ) - s E I,xf— %° ) es eficiente, puesto que pertenece a Ky, ¥

la estadfstica (Sxi, 2xf), como hemos visto en el § 15, es la estadistica
suficiente completa (véase el teorema 14.4).




¢ 16. DESIGUALDAD DE RAQ — CRAMER 175

La estimacién de verosimilitud maxima (‘,% Z(x.- - i)z) se distin-

gue de 9* sélo por el factor 27— 1

de la segunda coordenada, debido a

lo cual la misma permanece desplazada, Para la estimacién elegida 8°, la
representacién exponencial especial (15) de la funcién f3(X) no se realizara,

ya que
’ 2
Jo(X) = (21-)""zexp{— —2%'—2—2:& + %Zx; - ;‘:2 - nlno} =
= —n/2 o7 ._n—l s+ _ I t;__ﬂ_g'_z___
=@n ep| S 0 - Mo b gr - I iy - 2 nlua}.

Esto significa que en la desigualdad multidimensional de Rac — Cramer
no serd alcanzada la frontera inferior.

El elipsoide de dispersién minimo, definido (segiin el teorema 1.4) por
la matriz 1(6) (o 1~ '(#)), se alcanzar4 sélo asintéticamente cuando 7~ o,
asi que la estimacién 6°, sin ser R-eficiente, ser4 la estimacién a.R-e. Cercio-
rémonos de ello directamente.

Calculemos al principio la matriz 1(6). Tenemos

2
Ii(x, ={x‘a} Hi =(x—ﬂ) _ 1
i(x, 6) B S (% 6) R 7 v
(recordemos que /{ no es derivada respecto a o sino respecto a o%, comparen
esto con el ejemplo 3). Por eso
2
@) = M, &1 —0) ==L
ll( ) & 04 »

—a) .
T2(80) = L{(®) = M,[ (xlzoncx) - x;zaqcr] =0,

ba(0) = —4’? Mel(xs — o) — 0?2 = -2_'4_

De aqui hallamos
(nr(e))~" = [
0 2¢*/n

Calculemos ahora, para comparar, la matriz de segundos momentos
centrales de la estimacién 6*.
Tenemos

a*/n 0
] - (22)

M;s(01 — 8:1)* = Ms(X ~ o)? = % ;
24*

Mo(07 ~ 02)* = Ma(S5 - o*)* = —=* 1

Ms(67 — 81)(83 — 6;) = 0.
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Las dos tltimas ecuaciones se calculan directamente. Examinemos, por
ejemplo, la segunda de ellas. Es suficiente convencernos de que

MsX — )83 = 0. (23)
Pero

3.y 1
Sa —

[Z(xi -a) - X - a)z].
® - 2S5 = -,-,(,,—1:'1)—[2{!&: - o] [Zx = ] - r:(n—l—'l_)_ & - ).

En vista de que
Mo — @)® = Mo(xi — &)® = Ma(xi — 2)(x; = a)* = 0,

(23) queda demostrada.
Ahora bien, la matriz de segundos momentos 8* — @ es igual a

a/n 0
0 2*n-1) Y}’

Por supuesto que la diferencia entre esta matriz y la matriz (nf(6)) ~ ! puede
ser considerable sélo para pequefios valores de n. )

4. Algunas deducciones. Concluyendo este pérrafo, hagamos cierto re-
sumen de las investigaciones realizadas en los seis ltimos pérrafos. Su fina-
lidad principal consistia en buscar los métodos de construir las
estimaciones 6ptimas (en uno u otro sentido) y fijar las fronteras inferiores
para sus desviaciones estdndar. Como resultado se pueden indicar las si-
guientes cuatro tendencias principales de bisqueda de las mejores estima-
ciones.

1. Construccién de las estimaciones bayesianas (si hay una informacién
a priori sobre #) y minimax.

2. Determinacién de las estadisticas suficientes completas (o minimas)
5. Entonces la estimacién 65 = M(f8*/S) sera eficiente en la clase Ks, a
la cual pertenece 8°.

3. Utilizacién de las ev.m. en los casos en que se cumple el criterio
(3) del teorema 1 (o el criterio (15) del teorema 1A). En este caso también
obtendremos las estimaciones eficientes (¢ incluso R-eficientes) en las clases
con un desplazamiento registrado.

4, Enfoque cuantitativo basado en la comparacién de la desviacién
estandar My(8* —~ 8)? de la estimacién 8*, que queremos utilizarla, con la
frontera inferior R definida por la desiguaidad de Rao — Cramer. Si la
relacién My(8" — 6)2/R es préxima a cero, la estimacién 8° puede ser reco-
mendada para el uso. Siguiendo esta tendencia, obtendremos ulteriormente
resultados muy generales relacionados con la construccién de las estimacio-
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nes asintoticamente eficientes, asintéticamente bayesianas y asintéticamen-
te minimax.

Hagamos también la siguiente observacidn. En todas las tendencias se-
fialadas mds arriba, desempefia un papel muy importante la forma en que
la distribucién de la muestra Py depende del pardmetro # que se estima.
Sin embargo, en la prictica a menudo surgen problemas de no estimacién
del propio 8 sino de cierta funcién ¢(8) de éste. Ademds es facil notar (véase
el ejemplo con el esquema de Bernoulli en (8.4) y (8.5)) que la estimacién
¢" = ¢(8") no siempre, ni muche menos, poseeré las propiedades que po-
sela la estimacién 6* (no estar desplazada, ser eficaz, etc., sélo se conserva-
ran las propiedades de eficacia asintdtica si ¢ es una funcién suave). Desde
este punto de vista es natural que al principio se examine el problema de
estimacién de las funciones ¢(8) del pardmetro inicial 8. Pero hemos renun-
ciado a tal enfoque, ya que, manteniendo esta tendencia, muchos resultados
bésicos, obtenidos por nosotros, se complicarfan considerablemente. Por
otro lado, si ¢ realiza una aplicacién biunivoca, el problema de estimacién
de ¢(8) se reducird al problema examinado por nosotros mediante la «repa-
rametrizacién», o sea, la introduccién de un nuevo pardmetro y = ¢(8),
al que le corresponder4 la familia de distribuciones G, = P, — I¢y.

§ 17°. Propiedades de la informacién de Fisher

Ya hemos visto, y nos convenceremos en adelante, que la informacién de
Fisher desempefia un papel muy importante en la estadistica matematica.
Por eso aclaremos algunas propicdades utiles de la misma.

1. Caso unidimensional. La informacién de Fisher,

Solx)
aparecié en las investigaciones del pdrrafo precedente. La magnitud

(6) = MolL" (X, O

16 = S LIV ) = Mo (1, 0,

suele considerarse como la medida de la cantidad de informacidn contenida
en la muestra X respecto al pardmetro 8. En el teorema 16.] hemos demos-
trado la aditividad de la informacién: 1°(8) = nl(), o sea, que I*(0) es igual
a la suma de informaciones 7(8) = M|/’ (x;, 8)]* = I(8) contenidas en las
observaciones independientes xy, ..., X.

Demostremos una propiedad mds de la informacién de Fisher. Sea
§ = S(X) cierta estadistica con valores en R’, y sea go(s) la densidad de
su distribucién inducida por la distribucién Py en (27, 8,") respecto a
cierta medida A en (R’, BY). De acuerdo con las designaciones anteriores,

12—8030
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llamaremos la magnitud
15(0) = Myl(log go(S)'1?

informacién contenida en la estadistica S respecto al parametro 8.
Notemos que el valor de I*(8) no depende de la eleccién de la medida

. En efecto, si X es cualquier otra medida y » = A\ + M Entonces A y X

ser4n absolutamente continuas respecto a », y la densidad g5(s) de la distri-

bucién de S respecto a la medida v serd igual a

£5(s) = ge(s) % = §e(5)—%%‘- =

donde g es la densidad respecto a . Como —gl:—- y % no dependen de
8, las derivadas de los logaritmos de todas las tres expresiones coincidirdn.

Teorema 1. Supongamos que las densidades fo(x) ¥ go(s) satisfacen las
condiciones (R). Entonces

£'(g) < I'0). (U]

Aqgul la igualdad se alcanza si y sdio si S es una estadistica suficiente.

Demostracién. Para cualquier B € B* designemos por §~'(B) € Bh-el
conjunto x € 2™ para el cual S(x) € B. Entonces segin la definicién de la
emdc.,

[ L' 6)Ps(dx) = My[L'(X, 0); XeS™'(B)] =
s
= Mo[Mo(L’(X, 6)/5); SeBl. (2

Por otro lado,
J L 0P = | olonde) = - [als) X
$-4B) $-4B) B

X Nds) = | 2 0(sINds) = Mol(log ge($)); S€Bl. ()
B

Comparando (2) ¥ (3), vemos que cd. [Ps]
Mo(L' (X, 8)/S) = (log g+(S))". )
Luego tenemos
0 < ML’ (X, 6) = (log go(S))']* =
= F(0) + I°(6) - 2M,L’ (X, 6)(log ge(S))',
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donde, en virtud de (4),
ML (X, 6)(loggs(S))’ =
= Mis[(log £6(S))' Me(L (X, 6)/S] = Msl(logge(S)‘]* = I°(8).

Esto demuestra la desigualdad (1).
Sea ahora S una estadistica suficiente para 6. Entonces

Jo(X) = 4(S, O)Ar(X). 5
Tomemos en calidad de A la medida
AMB) = j h(x)p"(dx).
R )]
Entonces, como se muestra en el lema 15.1, la distribucién de S sera absolu-

tamente continua respecto a A y tendrd una densidad ge(s) igual a
go(s) = ¢{s, 6). De aqui, en virtud de (5), obtenemos

F(9) = MIL" (X, 6> = Mg[(log ¥(S, )']* = Y5(0).

Mostremos ahora que de todas las igualdades Y*(8) = Y*(6) para todos

# se deduce que S es éstadistica suficiente. Efectivamente, Y¥(8) es la disper-
sién de L’(X, #), asi que

F(8) = MylL' (X, 0) — Mo(L" (X, 6)/S)]* + Mo[Ms(L' (X, 6)/S1%. (6)
Pero, en virtud de (4), el dltimo sumando es igual a
Mol(log ge(S) I = 1°(6).
Como F*(6) = I°(8), entonces en (6) c.d. [Ps] para todos 6,
L'(X, 0) — Ms(L'(X, 6)/S) = 0.

Por lo tanto, L' {X, #) es medible respecto a o(S) y, por consiguiente, existe
una funcién medible (S, & tal que
L'(X, 6) = ¢S, 8), L(X, 6) = 25, 6) + hy(X),

SilX) = exp[®(S, 6) + I(X)). <
Ya hemos sefialado que las estadfsticas suficientes son el tipo dnico de esta-
disticas que reducen los datos muestrales sin perder la informacién acerca
del pardmetro 6. El teorema 1 confiere a esta afirmacidn el sentido exacto
con arreglo a la informacién de Fisher.

Ejemplo 1. Sea X €B,. Aqui

Sox) = p*(1 — p)' 7,

donde x es igual a 0 6 a 1, y fp(x) es la densidad respecto a la medida
2%
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de célculo. Por eso

Kx, p) = xInp + (1 = X)In(l — p),
1-x
1-p

’ ) 2 1 2“ 1
I(p) = Ml (x1, p)]‘=.0(;) +d _p)(l —p) TP -p)

Ahora bien, la informacién de una observacién en el esquemna de Ber-
noulli es igual a (p{1 — p)) ' y alcanza su valor minimo cuando p = 1/2.
La informacién de toda la muestra constituye n/(p(l — p)). Designe-
mos ahora por » el mimero de «casos favorables» en la muestra X (mimero
de casos unitarios) y hallemos la informacién de esta observacién. Las den-
sidades (otra vez respecto a la medida de cdlculo) para v serdn iguales a

X)) =Cipl -p)" % x=0, ..., m
asi que log gx(x) = xlogp + (n — X)log(l — p) + log Gy,
I'(p) = Mp[(log gp(») ') =

=Z;C’~”'(‘ -p)""‘(% = x) Zoc;p - p)y*x
& - npy L Vi Eor .,
e -py  @0-p) p( - p)

Esta igualdad concuerda por completo con el teorema 1.

Le proponemos al lector que halle, en forma de ejercicios, las informa-
ciones de observaciones para las muestras de las distribuciones que depen-
den del pardmetro unidimensional y que han sido dadas en el § 2.

2. Caso multidimensional. Sea ahora § € R, k > 1. En este caso se trata
de la matriz de informacién de Fisher de la obscrvaclén Xy

16) = W@, 14(®) = Mo 50— ltxs, s)%:(xl, o),

x
[’x' = —
x. p) 5

donde se supone, claro estd, que la funcién fe(x) es derivable.
Si ponemos

eolx, ) = (e1(x 0, ..., exlx 0) =

FTay = 1 afe(x) afp(x)
fﬂ(x) ‘\J"fo(x) 681 3 ey aek »

entonces la matriz /(§) también puede ser escrita en la forma

16) = | ¢"(x B)ols Opudx).
2"
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Ya hemos establecido, en el § 16, que al igual que en el caso unidimen-
sional, la informacién de Fisher es aditiva, o sea, la matriz de informacién
de Fisher de la muestra X es igual a la suma de las matrices de informacién
de distintas observaciones. Si designamos

= = d 3
Ix(e) . Ifﬁ(s)lg 15(8) = M, _W L(){- 0) TOT L(){, 3},

entonces I“(§) = ni(@).

El teorema 1 también es completamente vélido. Sea go(s) la densidad
de cierta estadistica S = S(X) con valores en R' respecto a cierta medida
A. Designemos

1) = U5), 150) = Ms — 108 £(5) —- 108 84(S).

Hemos obtenido la matriz de informacién de la observacién S.

Teorema 1A, Si las densidades fs(x) v ge(s) satisfacen las condiciones
(R) del § 16, entonces

F(®) < F(9), 0

o sea, la matriz I'(§) — I'(8) es definida no negativamente. La igualdad
en (7) tiene lugar si y sdlo si S es una estadistica suficiente.

La demostracién de este teorema es .completamente andloga a la del
teorema 1 y, para abreviar, la omitimos. La misma se puede hallar, por
ejemplo, en [95] v [48].

Ejemplo 2. En el § 16 ya hemos calculado la matriz de informacién
para una distribucién normal. Calculémosla ahora para una familia bipara-
métrica de distribuciones

sy =2 1(222),

donde & = {«, 0), f es una funcién derivable dada, para la cual existen las
integrales

fx)

Aqul I(x) = log fix); la tilde ’ significa la derivacién ordinaria, y a y o
son los parametros de desplazamiento y escala de una distribucién de densi-
dad f{x). Ahora bien, conocemos el tipo de la distribucién, pero sélo con
una exactitud de hasta la transformacién lineal del argumento. Los pardme-
tros o ¥ o de la distribucion normal &, .: son, evidentemente, los pardme-
tros de desplazamiento y escala. Al ser registrado A, el pardmetro \ de la

L= Sx‘ LN gy o M@ x)) i =0, 1, 2.
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distribucion I" es un pardmetro de escala, al igual que el pardmetro ¢ en
la distribucién Uag,e.
‘Tenemos

I(x, 6) = logfo(x) = — loga + ;(*" @
[« 3

= 1lyfx—a
do a o *

De aquf hall o
hjsjq.::"i_ ::Es ("’7;") T_ ;lr S M CA (I

x.z(aynz—ﬂ‘z-mar("';“)[u B rf("';“)] =La,
2
rn(e)=—o‘ym[l y 2o :'("';"‘)] =;‘ruz—11,

X— o f X—a\ dx
puesto que 25 = f( . )a

tanto,

—2jﬂx)dx= —-2. Por lo

16) = ‘:}_

Si f es una funcién simétrica, es evidente que J, = 0.
La degeneracién de la matriz J(f) significa que su determinante se redu-
ce a cero o, que es lo mismo,

Mo,/ )0 + xal' X)) = Mo, @’ %) Mo, {1 + 1/’ (x1)).
Esto es posible unicamente en el caso cuando 1 + xI’(x) = cl’ (x) para
cualquier ¢, o cuando /’(x) = 0. De la primera igualdad se deduce que
- € .

x—c

Iy I
L -1}

x) = —In(x — ¢) + c1, f(x) =

Estd claro que tal funcién f(x) no puede ser la densidad de la distribu-
cién. Andlogamente se examina la posibilidad de que /* (x) = 0. Por lo tan-
to, I(f) estd definida positivamente.
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En particular, para la familia normal [$,, .}, cuando 8 = («, o),

- 5[5 8

puesto que en este caso N(x) = —x2/2 — Inv2m, V'ix)= —x, Ip=
=Mao,pxf = 1, I = Mg, 1x = 0, b = Mg 1x} = 3. Podriamos haber ob-
tenido este mismo resultado con ayuda del ejemplo 16.4, si hubiéramos uti-
lizado los datos del apartado 3 donde hemos mostrado el comportamiento
de la matriz de informacién al sustituir el pardmetro (en el ejemplo 16.4
8 = (&, o), pero no (o, o). Le proponemos al lector que se cerciore de
que, en concordancia con el teorema 1A, la estadistica (X, Zx?) tiene la
matriz de informacién

1 0
0 2

P | s
r@ = i | ni(@).

3. Matriz de Fisher y sustitucién del pardmetro. Examinemos la cuestién
de como se comporta la matriz de informacién al sustituir el pardmetro.
Pongamos 6 = v(8), 8 € R¥, donde v es una funcién vectorial derivable,
y examinemos la familia paramétrica P§” = Py. Con el fin de hallar la
matriz de informacién J(8) para esta familia, debemos hallar las derivadas

.
a9 - d dvi(B)

g ltx1, w(8) = El 25 1o, i) 2580 ®

Si designamos V = a.;gf) ||, i, j=1, ..., k, obtenemos que el vector de

las derivables en (8) /4(x1, v(B)) es representable en la forma /(x;, v(B)W,
as{ que

J(B) = Mallé(x1, vBW) Ui(x1, vBW) = VTI(B)V.

En particular, si 6 = 8C, C = oy} £, j, =1, ..., k, entonces ¥ = CTy
J(B) = CHOYCT. 9)

Obsérvese que si examinamos, en el espacio paramétrico, el elipsoide
(@ ~ 8)IBN0 — 8))" < ¢, (10)

la escritura (10) de este conjunto es invariante con respecto a la transforma-
cion invertible lineal C sobre el pardmetro 6. Asi pues, si ponemos 8 = 8C,
el conjunto (10) en nuevas variables tendr4 la forma

B-B8BB -8 <

donde 8; = 6;C " . Esto se obtienc inmediatamente si se sustituye & = 8C
en (10) y si utilizamos (9).
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8§ 18°. Estimaciones del pardmetro de desplazamiento
y escala. Estimaciones equivariantes eficientes

En los §§ 12—16 hemos visto y nos convenceremos posteriormente hasta
qué punto es 1itil el concepto de estadistica suficiente en general y al cons-
truir las estimaciones eficientes en particular. El circulo de ideas relaciona-
das con la utilizacién de las estadisticas suficientes podria llamarse
principio de suficiencia. Al construir las estimaciones eficientes hermos
combinado el principio de suficiencia con otro principio llamado principio
de no desplazamiento. Este ltimo consiste en separar las clases de estima-
ciones con desplazamento registrado y, en particular, con desplazamiento
nulo. Sin registrar el desplazamiento serfa imposible separar las estimacio-
nes eficientes.

En este parrafo, asi como en el pérrafo siguiente y en el capitulo 3,
examinaremos el tercer principio importante de la estadistica matemdtica,
o sea, el principio de invariacidn,

La introduccién de todos los principios mencionados tiene el mismo
sentido: ellos permiten, de un modo natural, reducir la clase de las estima-
ciones sujetas a estudio, de manera que en las reducciones obtenidas resulte
posible la determinacidén de las estimaciones eficientes.

1. Estimaciones del pardmetro de desplazamiento y escala. Se liama pro-
blema de estimacién del pardmetro de desplazamiento el problema de esti-
macion del pardmetro « en la familia de distribuciones [P.] que poseen
la propiedad

P.(A4) = P(A — o).

Aqui P ¢s cierta distribucién registrada; A —a = {x: x + €. A4} vy se
supone que el conjunto paramétrico © tiene la misma naturaleza gue &
En el caso en que 2= R™ se puede, por supuesto, examinar también los
desplazamientos de # de “menor dimensién”, por ejemplo, escalares, pero
entonces €s necesario registrar la direccién (vector e € £) de desplazamiento
y estudiar P,(4) = P(4 + «€). Para abreviar, examinaremos tan sélo la pri-
mera posibilidad y consideraremos que © = &= R"™,

Seiialemos que la distribucién P, de x; + c{c € R™) coincide con la dis-
tribucién P, .. de la magnitud x,;, o sea, el desplazamiento de todas las
observaciones en ¢ conduce a la muestra de la distribucién P 4. Por eso
es natural que se investiguen Unicamente las estimaciones o* = «”(X) del
parametro « que poseen la propiedad

(X + ¢) = a"(X) + c. )

De aqui en adelante X + c significara el vector con coordenadas (x; + ¢
. .s Xa + ¢€). La violacién de esta igualdad significaria que la estimacién
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o" depende del origen, o sea, de la eleccidn del origen de coordenadas en
el espacio 2°= R"™,

El enfoque andlogo aparece al estimar el pardmetro de escala cuando
se aprecia €l pardmetro ¢ en la familia {P,) que tiene la propiedad
P.(4) = (4/0), o€ (0, «). Agqul suponemos que o es escalar, aunque se
puede examinar también un caso matricial. En este caso la distribucién
P, de los valores xic coincide con la distribucién P, de las magnitudes
xi, 0 sea, la multiplicacién de las observaciones por ¢ conduce a la muestra
de P,. Por consiguiente, en este ¢aso es natural limitarse al examen de
las estimaciones que poseen la propiedad

o*(Xe) = ea"(X), @

donde Xc = (x1¢, ..., XaC), puesto que al variar ¢ veces la escala de obser-
vaciones esa misma cantidad de veces también varia el pardmetro.

El lector, por su propia iniciativa, puede obtener ficilmente las afirma-
ciones siguientes.

Si la familia Py satisface la condicidn (A,), entonces 8 serd de pardmetro
de desplazamiento (de escala) si y sdlo si

fol®) = fix = 0), (fo(x) -3 f(gf) ) .

SiZ’= R = 0, X € P, yaescl paraimetro de desplazamiento, entonces
Y=¢"= (", ..., €™ e Q,, donde, para las distribuciones Q,, ¢ = e*
es ¢l pardmetro de escala Esto se deduce direc‘tamente del hecho de que
la densidad y; = €™ es 13ual a (véase [11], p

n-ooet [s )]

Al contrario, si 2'= (0, ©) = 6, X € P, v ¢ es el pardmetro de escala,
entonces ¥ =In X = (Inxy, ..., Inx,)E Qq, donde o = In o es el pardme-
tro de desplazamiento de las distribuciones Q..

Se puede examinar también el problema de estimacién simultdnea de
los parametros desconocidos « y o en el caso en que P..(4) =
=P A-Z:—a—) . En estas condiciones es natural que en calidad de estima-
cién de ¢ se examinen las funciones que poseen la propiedad

a*(X + ¢) = «"(X), o' (Xc) = ca”(X). 3)
Las estimaciones que en los ejemplos examinados satisfacen las condi-

ciones (1), (2) y (3) se llaman eguivariantes (véase la definicién general en
el § 19). La causa de introduccién de tales estimaciones consiste en la con-
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traccién de todas las estimaciones sometidas a estudio, lo cual simplifica
el problema de buisqueda de las estimaciones dptimas. Asi en el § 8 hemos
establecido que es imposible hallar uniformemente (o sea, para todos los
) las mejores estimaciones en la clase de todas las estimaciones. Resulta
que en la clase de estimaciones equivariantes tales estimaciones uniforme-
mente mejores ya existen y en varios casos pueden ser halladas en forma
explicita. Vamos a ilustrar este hecho citando, a titulo de ejemplo, las esti-
maciones de desplazamiento y escala.

2. Estimacidén eficiente del pardimetro de desplazamiento en la clase de
estimaciones equivariantes. Aqui consideraremos que se cumple la condi-
cién (4,) y, por lo tanto, fo(x) = flx — a) y que p es |a medida de Lebesgue.

Designemos por Sp la estadistica

So = So(X) = (X2 = X1, ...y Xn — X1)

que es, evidentemente, invariante respecto al desplazamiento:
So(X + ¢) = So(X). Designemos por Kz la clase de todas las estimaciones
equivariantes «*, 0 sea, las estimaciones que satisfacen (1), y designemos
por |af* el cuadrado de la norma euclidea o € R™.

Teorema 1. Sea o" = a’(X) cualquier estimacidn equivariante con valor
finito Mpa®. Entonces, la estimacidn

ap = o — Mo(a"/S) “4)

no depende de la eleccidn de " y es la inica estimacidn eficiente en la

clase Kg, 0 sea, Ma|ad — of* = min Ma|e* — of* para todos los a y
a*eKe

Mqlo' — o = Ma|ag — af® si s6lo Mo(a"/So) = 0 c.d. La estimacidn ag
puede ser representada en la forma

[WhX)du  §ufX = w)du
(fuOdu — (AX - wdu

La estimacién o se denomina estimacidn de Pitman. De (4) es facil
deducir que ésta es equivariante y no estd desplazada. La equivariacién
se deduce de la equivariacién de «* y de la invariacion respecto al desplaza-
miento de la funcién F(Se} = Mo(e"/S0) que depende tan sélo de So. El
no desplazamiento se deduce de las igualdades

M.ag = a + Mea"(X — a) — M. V(S), {6)

donde M, V(S5) = My V(5p), Moo’ (X — o) = Mea(X). La iltima relacidn
se deduce del hecho de que X — a € Py si X € P,. Por eso la suma de
los dos ultimos sumandos en (6) constituye

Moa* — Mo[Mola®/So)] = 0; Maad = a.

o =

(5)
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Antes de demostrar el teorema expondremos la siguiente afirmacién au-
xiliar.

Lema 1. Sea X € Po. Para cualguier estadistica S = S(X) con esperanza
matemdtica finita Mo|S| < e, la e.m.c. de S respecto a Sy es igual a

IS(X — u)fu(X)du

M(5/50) = Si(X) =
0 L E,fu(m

@)

Demostracién. Todas las funciones bajo los signos integrales en (7) son
las funciones de X — u. Por consiguiente, después de sustituir X; - & = v,
las mismas serdn las funciones de (v, x; — x1 + v, ..., Xa = x1 + v). Esto
quiere decir que el segundo miembro de (7) depende tnicamente de S,.
En virtud de las propiedades de la e.m.c., para demostrar el lema es suficien-
te convencerse que para cualquier A € o(So)

Mq(Si; A) = Mo(S; A4). ®

Sea Z = Z(So) cualquier estadistica o(Sp)-medible limitada. Entonces

Z(So) | Stx ~ u)ukx)du
MoZS; = S 2 i}umﬁ“ flx)dx =
g 3

a

- Z(S0)S(x — u)f(x — u)fix)
5 j lf(x 0 dx du.

Después de sustituir x — u—x, en el intervalo interior obtenemos {en este
caso Sp(x) se transforma en si mismo)

Z(So)SEV(xM(x + u) _ B
5 S (fix + u — v)dv gt = _[Z(So)s(xlﬂx}dx = MoZS.
a0 a

e

Esto demuestra (8). El cambio del orden de integracién, al cual hemos
acudido dos veces, es justo en virtud de la integrabilidad absoluta de §
y del cardcter limitado de Z. «

Demostracién del teorema 1. Antes que nada es preciso sefialar que para
la estimacién equivariante, Mala® — af* no depende de . En efecto,

M.|a"(X) - of = Mala*(X — @)® = Mola"(X)%

Ahora bien, para determinar la estimacién equivariante uniformemente
éptima es necesario hallar o, que minimiza Mo|a'j2.



188 CAP. 2. TEORIA' DE ESTIMACION DE PARAMETROS

Sea o' cualquier estimacién equivariante c. En virtud de las propieda-
des de la emc.,

Mol = Moja" — Ma(a"/So)? + Mo[Mo(a”/So)f* >
2 Mola® — Mo(e"/So)%. )]

Queda sefialar que, en virtud del lema 1, la estimacién
ad = o — Mpla®/So) es igual a (5) y no depende de la eleccién de o', La
igualdad en (9) es, evidentemente, posible si y sélo si Mo(a*/Sp) = 0 cd. <

De la demostracién del teorema se deduce gue, en la construccién de
la estimacién dptima equivariante, desempefia un papel especial la estadisti-
ca So = (X2 = X1, ..., Xn — X1), Que es invariante respecto a la transforma-
ci6n del desplazamiento. La invariacién de la estadistica es, en cierto
sentido, una cualidad contraria a la suficiencia, y la construccién de la
estimacion 85 = 0 — Mo(8*/S;) a base de la estimacién arbitraria 6°, es
el enfoque del mejoramiento de la estimacién 8°, también, en cierto sentido,
contrario al enfoque con el cual, para ¢l mejoramiento de la estimacidn
0" mediante la estadistica suficiente S, s¢ examina la estimacién
05 = Mo(8°/5). La contrariedad consiste en lo siguiente. La caracteristica
suficiente contiene toda la informacién sobre el pardmetro 6, mientras que
la estadfstica invariante no contiene ninguna. Con el fin de obtener las me-
jores estimaciones, hemos buscado las estadisticas suficientes minimas;
aqui, como veremos, necesitamos las estadisticas invariantes maximas (tal
es la estadistica Sp). La estimacidn 05 es la «proyeccién» de §* sobre S,
mientras que la estimacidn 6 se obtiene sustrayendo de 6° su «proyeccion»
sobre So.

En resumidas cuentas, los resultados obtenidos por estas dos vias coinci-
den a menudo, como se verd de los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 1. Sea &= R, X € &,,1. Entonces

oy — ) .
Ju(X) = W P{ 22(}(1 cz)}-—

= ;lil ex]:l[ 3 2= ')2} J_ ST

v (27

Aqui ¢l segundo factor, como funcién de a, ¢s la funcién de densidad
de la ley normal con pardmetros (X, 1/n7). Como el primer factor no depen-
de de o, es reducido en (5), y la estimacién de Pitman constituird «* = x.
En el caso multidimensional obtendremos este mismo resultado.

Ejemplo 2. Sea 2= R, X € U,,1,¢. Entonces

_ (1 cuando X¢m — 1 €8 < x)s
So(X) = {0 en los demds casos.
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Por eso 3
8* = IE uduf(xqy = Xy + 1) =-;— Xy + X — 1.
Xemy=1

Ahora bien, vemos que en la clase Kr de estimaciones equivariantes
se pueden construir, en forma explicita, las estimaciones eficientes, ademds,
€n este caso no se necesitan ningunas condiciones de suavidad de fu(x),
y la propia eficacia tiene un cardcter exacto (no asintético).

3. Cardicter minimax de la estimacién de Pitman. Ahora prestemos aten-
cién a la forma de estimacién de Pitman. Hablando en términos generales,
ésta es una estimacion bayesiana para la distribucién a priori «uniforme
en todo el ejen. Como tal distribucién no existe, enunciemos mas exacta-
mente la referida afirmacién. Sea 2°= R y Q™ una distribucién uniforme
en [-N, N)], o sea, una distribucién cuya densidad constituye

-1
g™ = {EZN) : Kf fﬁ

La estimacién bayesiana correspondiente a Q“? seré igual a
. jua®enne0d S — Sf -
Ny B el S b u/ " u.
f[e™@nedu ) g
Es evidente que para todos X, la estimacién de Pitman of es el limite

a5 = lim ad(N). Esta circunstancia sugiere que a la vez convergerdn
N=zwm

también los momentos de segundo orden:
M;-.{ﬂ‘Q(m wk, a)z—*Ma(aE = Q‘)z.

Resulta que en la region |a| < NV ~ VN, eso es precisamente asf. Ade-
m4s, la convergencia serd uniforme respecto a « en el referido intervalo
de vanres de o (La demostracién estd relacionada con la estimacién de
M (s = an) , tiene principalmente cardcter técnico y por eso la
omitimos).

Pero en este caso podemos utilizar el criterio del carécter minimax de
las estimaciones en el teorema 11.3; si la estimacidn ' es tal que, para
fodos los valores de «,

Ma(e® — o) < ;\]rfm sup (M(agm — *°Q™(dr) (10)

para cierta sucesion de distribuciones a priori Q" (no ob!rgaton'amenre
unu“armes] ¥ de estimaciones bayesianas correspondientes “Q“"" entonces
o' es una estimacién minimax.
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En nuestro caso, m = Ma(ad — @)? no depende de . Por eso, en virtud
de las propiedades de convergencia anteriormente mencionadas,

lim sup IM'(“-Q“"’ - QW4 >
Noam

> “‘lFi'r’n‘m sup 2—}\‘,— S Mgy = 0dt =

Iff<N=VN

> lim sup—l—?,(N—v'TVJ(m—s)=m—c
N~ 2N
para cualquier & > 0. Esto significa que se ha cumplido Ia propiedad (10).

Asi pues, la estimacion de Pitman es minimax en la clase de todas las
estimaciones del pardmetro de desplazamiento (el hecho de que ella sea mi-
nimax en la clase de estimaciones equivariantes, se desprende, evidentemen-
te, de la eficacia).

Lo dicho también se puede interpretar del modo siguiente: la «peor»
distribucién a priori (véase el § 11) para el pardmetro de desplazamiento
es la distribucién «uniforme en todo el eje».

Como indicacién del cardcter minimax de la estimacién de Pitman tam-
bién podria servir la dependencia (sefialada m4s arriba) Ma(ad — o)’ de
o (compdrese con el teorema 11.2).

4. Acerca de las estimaciones 6ptimas del pardmetro de escala. Como
ya hemos indicado, €l problema de estimacién del pardmetro de escala o
puede reducirse, en cierto sentido, al problema de estimacién del pardmetro
de desplazamiento. Sea, por abreviar, 2"= (0, ) = ©. En este caso, si
X € P,, P,(A) = P(A/0), entonces ¥ =InX = (Inx,, ..., Inx,)€ P,
donde « = In g, y la distribucién P& tiene una densidad y; = Inx; en ¢l

punto y (la condicién (A4,) se cumple, -d%ff)— = f(x)) , igual a (véase
[11}, pag. 53)
)%= e = 10 - o,

o

0 = flene.

Ahora bien, podemos apreciar muy bien el pardmetro « con ayuda de
1a estimacién de Pitman «® = a*(Y), y luego suponer que o°(X) = e="("),
Es facil notar que ¢*(X) serd equivariante, ya que

6" (cX) = ex'(¥tlne) = ga’(V)+ine = ca” (X).

No obstante, aquf es importante seftalar que la estimacién de Pitman mini-
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miza My(a* — @)®. Por lo tanto, la estimacién ¢° obtenida minimizara

M, (]n JT.) an

¥ no la magnitud M,(¢* — ¢)* de la cual se trataba generalmente. Pero en
el problema de estimacidn equivariante del pardmetro ¢ no era racional
examinar la estimacién estdndar, puesto que ella, a distincién de (11), de-
pende de la transformacién de contraccién aplicada simultdneamente a ¢°
y o. Aqui, como andlogo de la estadistica invariante Sp servird la estadistica
(x2/%1, ..., Xa/X1). A la par con (11) también es posible, naturalmente,
examinar otros errores. Si, por ejemplo, minimizamos la magnitud

- 2
M(‘:r -1),

entonces, la mejor estimaciéon equivariante serd

-n=-2
- %0..,,_ ‘X /o)do (12)
o f(X/e)da
(véase [33], p. ).

Ejemplo 3. Deteccién de la fuente de radiacién. Examinemos un ejem-
plo de un problema fisico real, relacionado con las estimaciones de despla-
zamiento y escala.

Supongamos que en cierto punto desconocido z del espacio tridimensio-
nal se encuentra una fuente de radiacién gamma. E! problema consiste en
determinar las coordenadas del punto z utilizando un detector plano (que
coincide con uno de los planos de coordenada) v, fijando en este detector
las trazas de radiacidn, o sea, las trazas de interaccidn de los cuantos gam-
ma, emitidos por el punie z, con la superficie sensible del detector.

Este problema serfa mucho més simple si tuviéramos una fuente de ra-
diacién de particulas cargadas de alta energia. Entonces podriamos poner,
uno tras otro, dos detectores planos paralelos y fijar en ellos los puntos
de paso (o sea, de interaccién con la superficie de la pantalla) tan sélo
de dos partfculas. Esto nos daria las direcciones del vuelo de esas particulas
y junto con ellas las coordenadas del punto z como punto de interseccién
de dichas direcciones. Sin embargo, para una radiacién gamma poco inten-
sa, que se utiliza en roentgenoscopia, esto es irrealizable y tan sélo se puede
introducir un detector.

La direccién de propagacién de los cuantos gamma emitidos es aleatoria
y se distribuye uniformemente en la superficie de la esfera (si dicha direc-
cién se determina por un punto en la esfera con centro en el punto z).

Para simplificar el problema examinemos su variante bidimensional. Su-
pongamos que la fuente se encuentra en el plano de las variables (x, »)
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en un punto desconocido z = (a, ¢), o > 0. El 4ngulo de direccién de la
radiacién, formado con el eje Oy, tiene una distribucién uniforme en [0,
2x]. El detector sensible coincide con el eje de abscisas. Los resultados de
las observaciones serdn los puntos X;, Xz, ..., en los que hemos fijado
la interaccién de los cuantos gamma con el detector (con el eje de abscisas).

La peculiaridad de este problema consiste en que ¢l volumen 7 de la
muestra obtenida durante un tiempo fijo ¢, serd aleatorio: el mimero. de
cuantos gamma emitidos por la fuente en el tiempo ¢ tiene una distribucién
de Poisson, y ¢l nimero de cuantos gamma que alcanzaron el detector tam-
bién esta distribuido con arreglo a la ley de Poisson, ya que cada cuanto
llega al eje de abscisas con una probabilidad igual a 1/2, No obstante, en
nuestro caso, n y las observaciones x,, X2, ... son independientes. Por eso
podemos examinar el mimero » de observaciones que se ha obtenido y con-
siderarlo fijo (para cada uno de tales mimeros n fijos, la distribucién de
x; serd la misma).

Asf pues, supongamos que se han dado las observaciones X = (X1, ...,
Xn). Nuestro problema consiste en estimar las coordenadas («, o). Mostre-
mos que X € K., q, 0 5€a, X tienen una distribucién de Cauchy con parame-
tros de desplazamiento « y de escala o.

En efecto, la distribucién condicional del 4ngulo 8 entre la direccidén
del movimiento del cuanto gamma y el eje (0, —y), a condicién de que

¥ 2= {a,0)
17| —
Wi
s
/’f J’ i
H
o !f’
Vi !f
// !
I, f’
[1] o x
Fig. 2.

el cuanto haya alcanzado el detector (el eje de abscisas), serd uniforme en

el segmento [ - =x/2, 7/2). Como (x — o)/o = tg B (véase la fig. 2), entonces
Po o1 <x) =-;- + 1 arctg L

™

Por consiguiente, la densidad de distribucién de x, serd igual a la densidad
de distribucién de Cauchy (véase el § 2)

L : - "
ku,olx) = e (1 + ((x — a)/0)) o + (x—e)®)




§ 19. PROBLEMA GENERAL DE ESTIMACION EQUIVALENTE 193

Ahora supongamos que o es conocido, por ejemplo, ¢ = 1. Entonces
la mejor estimacidn invariante del pardmetro de desplazamiento o serd la
de Pitman, que se obtiene como el valor medio de a* = jwp(u}du de la
distribucién con una densidad de

Ky 7
o) = plu, X) = ku(%}dv k0 = [ ki,
I=1

1
ku () = k(X)) = ————r————— .
u(xi) w0 1(%i) x( + (4 — xi)z)

Laev.m &" serd un punto en el que se alcagm el méx o(u). M4s adelante
mostraremos (véanse los §§ 24 y 25) que ¢* y o son asintéticamente equiva-
lentes y tienen una distribucién asintéticamente normal con coeficiente

1/F=2 (en el caso sujeto a examen [ = !(kn’)szodx = 41"15.)(2{1 +

+ x*)"3dx = 1/2). De lo dicho resulta que el error de las estimaciones o
y «* para grandes » tiene un orden de pequefiez igual a 1/n.

Es interesante sefialar que en el problema sometido a examen se puede
alcanzar un grado mas alto de exactitud, interviniendo en el experimento.
Esto se puede hacer colocando entre el punto z = («, 1) v el detector una
pantalla paralela al eje de abscisas y provista del orificio H, a través del
cual sélo pueden pasar los cuantos gamma, Las posiciones de la pantalla
y el orificio se eligen segiin el experimentador y, por lo tanto, son co-
nocidas.

En este caso la distribucién de las observaciones en la pantalla serd
discontinua y, si los orificios & son pequefios, serd préxima 2 Uaa,an + 5
para ciertas constantes 4 y b que conocemos. La forma de la estimaciéon
equivariante eficiente oy para tal distribucidén fue hallado en el ejemplo
2. La estimacién o} se determina por los valores extremos de la muestra
y tiene una exactitud del orden de 1/nx, donde ngx < n es el nimero de
elementos de la muestra, los cuales corresponden a los cuantos que han
pasado a través de la ranura (ny, al igual que n, es realmente aleatorio
y estd distribuido de acuerdo con la ley de Poisson). Como, por término
medio, 7y es proporcional a n, con valores de # bastante grandes obtenemos
V/ng < 1/Vn.

§ 19°. Problema general sobre la estimacién equivariante

Examinemos el grupo G de transformaciones medibles g del espacio 2™
en sf, que poseen las propiedades siguientes:

1) cada g aplica Z™ en todo el espacio 2™, o sea, para cada x; € 2™
se encontrarda un x; € 2™ tal que x; = gx;.

13—B030
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2} las aplicaciones g son biunivocas.

La mensurabilidad de g se necesita para que gX sea una variable aleato-
ria. La propiedad de grupo quiere decir que 2221 € Gsi £21€G, g2€G; la
trarllsf'ormacién idéntica e y la inversa g~' pertenecen a G (asi que
g 'g=e).

Definicién 1. La familia de distribuciones {Ps} se llama equivariante
respecto al grupo de transformaciones G(o, para abreviar, simplémente in-
variante) si para cada g € G y 0 € © existe el unico ; € © tal que la relacién
X € Py conduce a gX € Py,.

Designemos por 8, = g6 el valor de 6; definible univocamente por 8
y £. Entonces la definicion significa que

Po(gX € A) = Pgo(X € A).

Como en virtud de la definicién 1 se cumple la condicién (A4o), el con-
junto G de todas las transformaciones g del espacio © en si forma un grupo.
En efecto, la distribucidén g;2, X se da simultdneamente por las distribucio-
nes Pgzio ¥ Prze. De la condicién (Ao) resuita que gag1 = £:81 y_que
g ' € G (es suficiente poner g2 = g '). Las transformaciones Z de G son
automdticamente biunfvocas. Sin embargo, puede no haber isomorfismo
entre G y G. Sea, por ejemplo, X € ®o,,2, 0 € (0, ). En este caso la den-
sidad f5,+(X) (funcién de verosimilitud) depende exclusivamente de Exf
Por consiguiente, si en calidad de  examinamos un grupo de revoluciones
(transformaciones ortogonales de 2™), entonces, las condiciones de la defi-
nicién | serdn cumplidas, pero g = €, y el grupo G se compone del tinico
elemento €, o sea, de la transformacion idéntica de © = (0, oo) en si.

Le proponemos al lector que compruebe, en calidad de ‘ejercicio, que
si [Py es invariante respecto al grupo G, y G, es un subgrupo de G, enton-
ces {Pp] es invariante respecto a Gij.

Cuando examinemos el problema general de estimacién equivariante ne-
cesitaremos un planteamiento m4és general del problema respecto a la com-
paracién de las estimaciones. Hasta ahora lo hemos hecho con ayuda de
las desviaciones estandar, midiendo el error de la estimacién por la magni-
tud (8* — 8)>. Ahora supondremos que la medicién del error de 8* ocurre
con ayuda de la funcién w(g*, 8) y que esta funcién posee propiedad de
“homogeneidad”*):

w(gh, g0*) = w(8, 6*) para todos los valores de 0. (1)

Precisamente esta propiedad es tipica de las funciones w(8, §*) = (8 — 6*)
para el pardmetro de desplazamiento (transformacién de desplazamiento)

*) Esta propiedad no es obligatoria en la teorfa de estimacién equivariante. Sélo se puede
cxigir la existencia de £6” tal que para todos Ow(E6, B0) = wi(#, 8%) (véase [33]).
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2 2
yw{@, 6*) = {In oA [¢] 9 1 ) para el pardmetro de escala (transfor-
o* a*

macién de contraccién).

Hemos visto en ¢l punto 4 del § 18, que el problema de determinacién
de la mejor estimaci6n invariante puede ser muy sensible al elegir la medida
del error w(f, 6*) de la estimacién 6*

Recurramos ahora al problema de estimacién de las familias invariantes
{Ps ). Supongamos que tenemos la muestra X y que basdndonos en ella
hemos construido la estimacién §* = 8*(X) del pardmetro 8. Si examina-
mos la muestra ¥ = gX € Pz, entonces §*(Y) serd la estimaci6n para g0.
En este caso es natural suponer que las estimaciones §*(X) y 8*(Y) estdn
ligadas entre si al igual que los pardmetros sujetos a estimacién 6 y g0,
o sea, mediante la transformacién g:

&*(Y) = g6*(X). (2)

En virtud de (1), la estimacién 8*(Y) del pardmetro g(f) proporciona el
mismo error que la estimacién 6*(X) del parametro 6. Por lo tanto, tenemos
dos problemas de estimacién “iguales”, Las transforraciones realizadas X
y 20 pueden interpretarse como las sustituciones de los sistemas de coorde-
nadas. Entonces (2) significa que la estimacién 6* no depende de la eleccién
del sistema de coordenadas y satisface la relacién

a*(X) = 2~ '8*(gX). 3)
Con otras palabras, si se ha elegido 6* que satisface (2), entonces no impor-
ta cudl de los dos problemas de estimacién mencionados mds arriba ha
de ser resuelto, puesto que, mediante la igualdad (3), las deducciones acerca
de g6 en el segundo problema pueden convertirse en deducciones acerca
de # en el primer problema.

Definicién 2. La estimacién 8* del pardmetro # de la familia invariante
Py que satisface (3) se llama eguivariante®.

Examinemos cualquier punto 6 € © y el conjunto de puntos “equivalen-
tes” 8 = gho, g € G. Tal formacién de clases de puntos “equivalentes” divide
todo el espacio © en subconjuntos [lamados drbitas.

Teorema 1. E! valor de Ma w(f, 8%) para la estimacidn equivariante
8* es constante en la orbita, o sea,

Mow(f, 6%) = Mgow(g8, 6*)
para cualesquiera 660 y g€ G.

*} Tales estimaci se denomi a veces, invariantes. Sin embargo, este término es
menas exacto, Bs mejor dejarlo para las estimaciones que poseen la propiedad *gX) = 0°(X)
(o sea, para el caso cuando = # para todo g).

13*



196 CAP 2. TEORIA DE ESTIMACION DE PARAMETROS

Demostracién.

Msw(8, 0*(X)) = Maw(gh, 26*(X)) =
= Mow(gf, 8*(gX)) = Mzaw(gh, 8%(X)). <

Si la 6rbita {6 6 = g, g € G) coincide con © (como tuvo-lugar para
los parametros de desplazamiento y escala), entonces Mgw(#, §*) = const
en 6. El cumplimiento de esta igualdad es el sintoma caracteristico del
cardcter minimax de 8* (compdrese con el teorema 11,2), asf que las mejores
estimaciones equivariantes a menudo resultan minimax en la clase de todas
las estimaciones (esto se detalla en [33]).

De los teoremas del § 11 se deduce, por ejemplo, el

Teorema 2. Si © es una drbita, y la estimacidn equivariante 0% resultd
bayesiana (0 el limite de estimaciones bayesianas 0% con una convergencia
M;w(f, 0*) = Hm Mew(8, 8%)), entonces 8* es una estimacidn minimax.

N—m

Notese también la siguiente propiedad importante de las estimaciones
equivariantes, Serd comodo designar por r(g, dx)/v(dx) la densidad de la
medida w,, v(B) = »(gB) respecto a la medida » en el punto x€ 2™,

Teorema 3. Supongamos que se cumple la condicion (A y
u"(g dx)/u"(dx) es finito y positivo para cada g € G, y c.t. [u"] valores de
x. Supongamos, ademds, que la ev.m. (% es la iinica para cada X. En este
caso, si la familia Ps es invariante, entonces 6* es la estimacidn equiva-
riante.

Demostracién. Tenemos

_ Poey (dx) _ Po(dx)
==t T T R ®

en el punto x = X. Suponiendo Y = gX, también podemos escribir

o P dd _ . Pelg do)
Jor(n(Y) g dx) ot U

En virtud de la invariacion de Pp y del cardcter finito de
w"(g dx)/u"(dx) > 0, esto equivale a que

Prsbn@) _ . Pgld®) Po(dx)
" (dx) ¢ p'(dx) e p"(dx)

Comparando con {4) y utilizando la unicidad de #*(X), obtenemos

g Ex)y =0*0. <
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§ 20. Desigualdad integral del tipo Rao—Cramer.
Criterios del cardcter asintéticamente
bayesiano y minimax de las estimaciones

Este parrafo también podria titularse “Desigualdad para la desviacién es-
tdndar en el caso bayesiano”. En su mayor parte el mismo se refiere a la
teorfa asintética de la estimacién.

Antes ya hemos tocado las cuestiones relacionadas con ¢l enfoque asin-
tético de la comparacion de las estimaciones. Ahora, y sobre todo en los
§§ 23—29, dichas cuestiones serdn el principal objeto de estudio.

1. Estimaciones eficientes y supereficientes. En el § 16, dedicado a la
desigualdad de Rao—Cramer, quedd sin aclarar la siguiente cuestién im-
portante. Supongamos que se cumple la cuestién (R). Entonces, para las
estimaciones no desplazadas,

1

g
Ms(8 8 = ——-——nfw) :

El segundo miembro de dicha desigualdad se llama, a veces, frontera
de Rao—Cramer, Esta se alcanza para las estimaciones R-eficientes. La
cuestién consiste en si ¢serd posible o no, a costa de elegir el desplazamien-
to, mejorar considerablemente las estimaciones R-eficientes o asintética-
merite R-eficientes? Es la cuestién acerca del cardcter esencial de la frontera
de Rao—Cramer y acerca del papel que desempefia el desplazamiento.

Ya hemos examinado parcialmente el hecho de que en un punto registra-
do 04, el valor de Mg(8* — 8)* puede hacerse mucho menor que la frontera
de Rao—Cramer. Para ello es suficiente tomar 6* = 6. No obstante, en
este caso, tal estimacién en otros puntos serdA muy mala.

Se puede citar otro ejemplo menos trivial, donde el mejoramiento se
alcanza no a expensas de otros puntos. Sea X € ®4,1, « € 8 = [0, «). En-
tonces la estimacidn a* = X es eficiente e incluso R-eficiente, Sin embargo,
en nuestro caso, cuando © = [0, ), la estimacién o** = mdx(0, X) ser4,
evidentemente, mejor, puesto que ella reduce las desviaciones estandar, sus-
tituyendo por 0 los valores negativos inadmisibles, Es evidente que la esti-
macién o** ya serd desplazada: Mqa** > a, pero en el punto o« =0

tenemos I(e) = 1, Mop(a®)? = %. Mo(a**)? = - < En este

1
2n nl(0)
ejemplo, el mejoramiento estd relacionado con el hecho de que hemos redu-
cido el campo de valores de la estimacién o® hasta el conjunto ©. Citemos
un ejemplo mds (pertencciente a Hodges), en el que el mejoramiento de
a* ocurre no a costa de la limitacién de ©.
Sea, como antes, X € &1, 0 € © = (— o, ®). Ademds de la estima-
cién eficiente a* = X examinemos, cuando 8 < 1, la estimacién
e o (Xsi 7] > 0o
Bx si x| < n™4,
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No es dificil ver que, cuando « > 0, segiin el teorema central, del limite,
Po(X| < 2 K PA(Xx ~ aVn < n'* — aVn) =0

cuando » — o, La afirmacién andloga es cierta cuando a < 0. Por eso
«** cuando o = 0 o**, coincide con X en el conjunto de la probabilidad
que converge hacia 1 y, por lo tanto, segin el teorema de continuidad cuan-
do a #0,
(a** - a)Vn & $o,1.
Cuando o« = 0,

Po(|x| < n™"%) = Po(ixVn| < n**) = 1
y a** en el conjunto de la probabilidad convergente hacia 1 coincide con
Bx, asi que («** — e)Vn & & 5. Por consiguiente, para todos los valores
de «, la estimacién «** es asintdticamente normal, (a™* — awne
€ $o,42(a), donde 4 o
cuando a #

oHe) = [B’ 1 cuando o = 0.
Ahora bien, en el punto « = 0, el coeficiente de dispersién ¢*(0) resulté
menor que la frontera inferior de Rao—Cramer, igual a 1.

Las estimaciones asintéticamente normales en los ejemplos citados,
cuando el coeficiente de dispersion para ellas o®(8) < 1™ '(6) es, con algunos
valores de 8, estrictamente menor que I~ '(#), se llaman, a veces, superfi-
cientes.

No obstante, resulté que estos ejemplos cambian poco el cuadro, justo
en general, acerca de la preferencia de las estimaciones eficientes. Precisa-
mente Le Cam demostré que el mejoramiento (ilustrado maés arriba) de

las estimaciones, hablando en general, s6lo se puede lograr en pequeiias
cantidades de puntos.

En este pdrrafo mostraremos que a la par con la relacién
inf M {f* - r)’ =0, vdlida para cada ¢, para la integral respecto a
a.

M;(0* — )? ya existe una frontera inferior positiva que no depende de 6*
y la cual se halla estrechamente relacionada con la integral andloga de la

funcién (al(£)) ~'. Asi mismo obtendremos, en el caso unidimensional
# € R, la desigualdad para

i:l.fIM,{B' = %g(nydt, m

cualquiera que sea la funcién ponderal g(¢) > 0, !q(r)df = 1, cuyo segundo
miembro no depende de §* (incluyendo también el desplazamiento b(¢) pre-

sente en la desigualdad de Rao—Cramer) y es préximo al valor de J/n,
donde

_ [a®
P 5 240 g, @
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2. Desigualdades principales. Antes de enunciar los teoremas respecti-
vos, sefialaremos que la integral en (1) puede considerarse como la esperan-
za matemética incondicional M(@* — §)* en el caso bayesiano, cuando 8
tiene distribucién a priori, con una densidad g(r) respecto a la medida de
Lebesgue. En este caso J = MI™1(6).

Designemos por f(x, {) = fi(x) g(¢) 1a densidad de la distribucién com-
patible de X, mientras que -f{(x), como antes, designara la derivada de
Jfu(x) respecto a .

Seguidamente supongamos que N C © es el portador de la funcidn
h definida en ©: Ny = [ A(?) =2 0], y que N es el portador de f(x, 7) en
2" x 0,

Teorema 1. Suporngamos que fi(x) es derivable respecto a t, y que la
Juncién NI(t) es integrable en cualquier intervalo finito. Entonces para
toda funcidn derivable h(1) finita (o sea, igual a 0 fuera del intervalo finito),
tal que Ny C Ny, es vdlida la desigualdad

. Mk (6)/q(6))
MO =0 nMUO)[RO)/a®)P) + Mk’ O)/a@1
(jrnar)’
n (IR O /g(0ds + (0 () /g)dr
Demostracién. Tenemos, en virtud del caracter finito de i(f),
(R dt = (d(fx)h() = 0,
(R dt = = (fix)h(eydt.
Por consiguiente, para toda 8%
&L 1(3“ = DHUx) h(D)' dtu"(dx) =

= J g JHxXh()dip" (dx) = éh(r}dt. @)

Estas integrales pueden considerarse, en virtud de la condicién N C N,
como integrales respecto a V. Por lo tanto, podemos multiplicar y dividir
por fix, r) la expresién subintegral en (4). Entonces obtenemos

. _ gy Se(XDRHEN ] _ h(8)
M[(a ) —-ﬂx—ﬂ)] % j Wiyt = M 9

L]

De aqui, en virtud de la desigualidad de Cauchy—Buniakovski, resulta

2z
M(6* —6)% > M(h(ﬁ'?/q(@))] -
MUfo(X)B(8)) /(fe(X)g(0))]

(5)
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Sélo queda reducir esta desigualdad a la forma (3). Nétese previamente
que

ML’ (X, 8] < nVI(D)

y que casi para todos* f,
ML'(X, ) =0. ®)

La primera de estas afirmaciones se deduce de las relaciones M;|L’(X,
0| € aM|l’ (x12)] < n (M (x1, 12)*? = nvI(1) , que resulta de la desi-
gualdad de Cauchy—Buniakovski. Para demo_st_rar la segunda afirmacién
tomemos la funcién finita arbitraria g(¢) que en todas partes tiene la deriva-
da continua g’ (7). Entonces
fe(fiXdt = — (g (0fX)dt.
Ademis,
[leIMAL (X, D)ldrt < nfle(IVIQ) dt < .

De aqui resulta que se puede cambiar el orden de integracién en la expresién
siguiente:

oML (X, fdr = | ég(f)ﬁ’(x}dfﬂ“(da\f} =
@

== ;_ ; &' Nfxditp™dx) = — [ g'(dr = — ‘! dg(t) = 0.
&

El cumplimiento de esta igualdad para todos g precisamente significa
la validez de (6).

Ahora podemos transformar el segundo miembro (5). Omitiendo, para
abreviar, los argumentos de las funciones, obtenemos

FoCOh(O)’ I 2
m[Goaw| ~M[r 5] =M ) weer] +

+ zM[_,_” B ML ] + M(——) _nM[(”) ] +M(——-—)
Aqui hemos aprovechado el hecho de que, en virtud de (6),
M[%{’—ML ] j%M,L’dr=0

y que (véase €l § 16) Mo(L’)® = nI(f). <«
En las afirmaciones posteriores siempre supondremos que fi(x) satisface
las condiciones del teorema 1.

“Enel §16h d do que esta igualdad, al cumplirse las condiciones (R}, tiene
lugar para todos f. Aqui nos seré suficiente que la misma se cumpla para casi todos 7.
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Teorema 2. Si la funcidn h(t) = ho(t) = g(£)/ 1) es finita y derivable,
entonces

e_ops(La+-HY 5L, H
mos - 07> (Ja+ 2704 I Q)

o g\ dt
donde H = SI:(W ] 20"

Observacién 1. Las desigualdades dadas en los teoremas 1 y 2 son inte-
grales desde el punto de vista de que pertenecen a las integrales de

M.(6* — )% Desde este punto de vista las desigualdades del § 16 pueden
liamarse locales.

Demostracién. Esta afirmacién se deduce directamente del teorema 1,
ya que el segundo miembro en (3) se transforma, cuando h = g/l en
B/nJ+ H). <«

Por lo tanto, vemos que la frontera inferior de los posibles valores de
M(6* — 6)% con grandes valores de n, se distingue poco de la frontera

%: S %(;%d)j_ que es igual al valor de M(8f — 6)* para la estimacién

R-eficiente 83. Esto muestra que es racional utilizar las estimaciones eficien-

tes, puesto que para ellas, cualquiera que sea la funcién g, casi se alcanza
el valor extremal de M(6* — )%

La estimacién (7) es inmejorable, lo cual es confirmado por el

Ejemplo 1. Sea X € &,,;. Como sabemos, en este caso /(o) = 1. Supon-
gamos, luego, que el pardmetro « se elige aleatoriamente con una densidad
suave de g(#), ¢ € ( — o0, o). Entonces ¢l segundo miembro de (7) se transfor-
ma en (n + H)~!, donde

FEv
H= S‘—";— dt = Mi(In g(@) 1>
Es nuestro caso, la estimacién bayesiana «f, que corresponde a la distribu-

cién a priori Q con densidad g y que minimiza M(a* — «)? es igual a
(véase el § 10)

- jrattfXdt
fawsnde
N jrq(r}mcp(nir ~ £n/2)dt  (tg(t) exp (—n(x — 1)*/2)dr
{a(e) exp (nxt — *n/2)at [g(0) exp (- n(x — 1Y/2)at '

Es fécil hallar la representacién asintdtica de esta relacion y mostrar que

n&=i+7—?’;(:)) +O(;]§«). M(ag - a)z:%“%"' 0(‘}5{‘)

@®
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No obstante, procederemos mds sencillamente, suponiendo que
1 -2
)= e .
=
Entonces es evidente que H = 1, y el segundo miembro en (7) se convier-
te en 1/(n + 1). Pero en el ejemplo 11.1 hemos establecido que

2
Miag = o) =555
De este modo, la inmejorabilidad de las igualdades (7) y (3) queda de-
mostrada.
Teorema 3. Si el intervalo (a — & a + €) se contiene en ©, entonces,
para toda estimacidn 0%,

1
max  M(6* — ¢)? :
tE(a = £,a + £) « b n max I + e 2
téfa — £,0 + £)

Demostracién. Hagamos uso de la desigualdad
mix  MA0* = ' > | Mu(8* — ’q(n)ds,
a=-g

1E(g — @+ E)

valida para toda densidad g(f) que es igual a cero fuera de (@ — & @ + &).
La afirmacién necesaria se deduce del teorema 1 si suponemos en éste

(D = g(t) = é_cosz’r_(f.z.;i)’ It —a| <e.

Entonces
Mi(6* — 0) > L ;
n{I(Da(ndt + (@’ @) */q(t)dt
donde
” T wt wt \?
(q‘(f))z p (—-2?— 2cos 2% sen P [ -
iy i e
! - 008’ e
1
_ 1 2 2 wit e w
——sf Sﬂ’ sen Td‘——ar—. <
-1

Se puede sefialar que en la funcién g(t) = cos® (x£/2) se alcanza el mini-
]
mo de la funcional S (g’ (1))*/q(t)d! en la clase de todas las densidades
-1
derivables g().
Del teorema 3 se deduce, en particular, que el intervalo de valores de

6 para los cuales la estimacién * es supereficiente no puede tener una longi-
tud mayor que O(1/Vn).
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3. Desigualdades en el caso cuando la funcién g(0)/1(6) no es derivable.
Sila funcién #p = g/I no satisface las condiciones del teorema 1, es vélida
la siguiente afirmacidn util que permite estimar la asintética de M(6* —~ 8)?
en el caso general.

Teorema 4. Supongamos que la sucesidén de funciones hy(t), depen-
dientes del pardmetro & > 0, es tal que cada funcidn h satisface las condi-
ciones del teorema 1 y
1) he() < ho(;). )

_ | (@)
2)H(g) S 0] dt < oo,
Entonces, para todo g > 0, 5
e g he(0)dt
MO =0 T e

La demostracién se deduce directamente del teorema 1 si se toma
h = hg.
Del teorema 4 obtenemos el siguiente colorario importante.
Teorema 5. Si la funcion q es integrable segiin Riemann, J < o, en-
fonces

M@* - 07 > a1 + 8,
donde bx = o(1) cuando n — w.
Demostracién. Pongamos §.(1) = Irrl:inq(t + u),
uSE

= {0 si gy =z e,
7). = [o si &) <e,

L() = méxe, (1)),
~ l t+e qz(v)
he() = L 5 20) o < ot

Es evidente que la funcién k. es finita y derivable para cualquier & > 0.

Del hecho de que g(f) es integrable segun Riemann se desprende que
g(f) T g(r) casi en todas las partes cuando & — 0. Para demostrar esto cer-
ciorémonos de que

b
§ [a(?) — ge(dr LO. &)

De la integrabilidad de g(¢) segiin Riemann se deduce la convergencia
3 @(2k6)25 1 {q(0)dr,
k

§J a2k + 1)8)28 1 {g(1ydt
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cuando & — 0. Por eso
b
f @t > 3 g1 Qhe)ze =

m %(qu,(tﬂke)‘lﬁ + D qul@k + z)aHa) -~ S«ﬂr)df-

La relacidn (9), y junto con ella la convergencia de g;(f) T g(¢), quedan de-
mostradas.

Utilizando ahora esta convergencia, obtenemos q;((g 1 Ho(1),
A ;
£
_ | ar ge(t + v) =
ﬁ”*“"“ = 57 S TarnT =
—-&
_ b ( Ge(l) - q:(1)
- Ssdvg 20 dt j_fz(f) drtJ
i C+e) _ at—2) | _ aW
iy — 1 | gt +8)  gelt—e g
the)| = 2 | L + @) It — &) "t

2

reo) < | (4) o~ 0d = .
Ahora podemos hacer uso del teorema 3. Suponiendo & = g(n) = n~ "5
n - o, obtenemos &(n) = 0,

2
M(@* — 6y > —G-@-‘gr =Za+om. <

nJ +n

4. Algunos corolarios. Criterios del cardcter asintéticamente bayesiano
y minimax. Una de las principales conclusiones que pueden sacarse de los
resultados de este parrafo consiste, hablando en general, en lo siguiente.
Si existe la estimacién asintéticamente R-eficiente, cualquiera que sea otra
estimacién que tomemos, no obtendremos “en total” (o “por término me-
dio”) un resultado asintéticamente mejor. Utilicemos este hecho, mds tarde,
en el § 25. Aqui sélo expondremos los criterios del carécter asintticamente
bayesiano y del cardcter asintéticamente minimax que se desprenden direc-
tamente de los teoremas 2 y 5.

Definicién 1. La estimacidn 6f, que posee la propiedad

Mn(@fF - 0)® = J + o(1) (10)
cuando n — oo, se llama R-bayesiana asintdticamente.

Son las estimaciones para las cuales se alcanza asint6ticamente la fron-
tera inferior de las desviaciones estdndar, definida en los teoremas 2.5. Las
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mismas también podrian denominarse estimaciones R-eficientes “en total”
{o “por término medio™).

Recordemos (véase el § 11) que la estimacién 62 se llama asintdticamente
bayesiana (con respecto a la distribucién Q) si para cualquier otra estima-
cién 9%

lim sup [Mn{(6f — 8)* — Mn(8* — )] < 0. an
R=+m

Corolario 1. Supongamos gue se cumplen las condiciones del teorema
1y que la funcidi q(t) es integrable segiin Riemann. Entonces una estima-
cidn asintdticamente R-bayesiana es asintdticamente bayesiana,

Demostracién. Supongamos que 8 es una estimacién asintéticamente
R-bayesiana. En virtud del teorema 5, para toda estimacién 6%,

lim infMn(@* — 0)2 > J
De aqui y de (10) resulta (11).

También estd claro que si existe una estimacién asintéticamente
R-bayesiana, toda estimacién asintéticamente bayesiana sera R-bayesiana
(compérese con las observaciones referentes al teorema 16.3).

Del teorema 5 también se desprende el

Corolario 2. Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema
! y que la funcidn q(t) es integrable segiin Riemann. Si 0} y 62 son dos
estimaciones asintdticamente R-bayesianas, éstas son asintdticamente equi-
valentes desde el punto de vista siguiente:

Mn(0f - 05% = 0, (8F — 89Vn 2+ 0,
donde la convergencia en probabilidad se entiende respecto a la distribu-
cién compatible de X y 6 en 2™ x ©.

La demostracién es completamente anéloga a las demostraciones de los
teoremas 8.2, 16.4. La igualdad inicial (8.11), en virtud del teorema 5, da

KmsupMn(d} — 09* < 0. <«
3 . n=—+w
En los §3 8 y 11 hemos seifialado que para comparar las estimaciones,

a la par con los valores medios jq(r)M,w‘ — 1)%dt, pueden considerarse
los valores méaximos

sup M(68* — DL rce.
1 3
En calidad de I" se toma todo el conjunto © o la parte de éste que, segin

datos previos, contiene el valor desconocido de §. Recordemos que la esti-
macién #* se llama minimax cuando para toda estimacién 8*

sup MB* — 1)* < sup Mi(8* ~ 1)
IE el
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La estimacién @¢ se llama asintdricamente minimax cuando para toda
estimacion 0*
lim sup sup M, [Vr(8* — O < lim inf sup M:[Vr(8* — N
n=ro 1€ m—e €
Corolario 3. Supongamos que la informacidn de Fisher I(6) existe y
es continua. En este caso, si para cualquier segmento T C ©,
Hm sup sup M, [Va(oF — OF < sup I~ Lo, (12)
n=wm (€ i€
entonces la estimacidn 0} es asintdticamente minimax.
Demostracién. Es suficiente convencerse de que para cualquier estima-
cién 6%,
lim inf sup M:[Vn(@* - OF 2 sup I~ Y. (13)
AL oo TE] 13
Para cualquier distribucién Q en I', con una densidad suave g(7) respecto
a la medida de Lebesgue,

sup MVR@* ~ DF > [MdVR@* — 0P g(nat.

Segtin el teorema 2, la integral del segundo miembro es para cualquier esti-
macién 6* no menor que J — H/n. Por eso el primer miembro de (13) ¢s
mayor o igual a

J = {1} @)q(ndr.

Pero g es una densidad suave arbitraria y, para un valor dado de £ > 0,
la misma siempre se puede elegir, en virtud de la continuidad de £~ '(¥),
de modo que

- sup!'l(r) — &
tel’

En vista de que ¢ es arbitrario, (13) queda demostrada. <

En conclusién de este apartado es necesario hacer una observacién im-
portante, que consiste en que, al buscar las estimaciones asintéticamente
6ptimas, es posible limitarse a la clase Ko de estimaciones asintéticamente
no desplazadas, que hemos introducido en el § 16. Esto se deduce de las
consideraciones siguientes.

Ya hemos sefialado que el segundo miembro de la desigualdad del teore-
ma 5, equivalente a J/n + o(1/n), no depende absolutamente del desplaza-
miento 5(8). Al mismo tiempo, si al construir la frontera inferior de
M(§* — 0)* partimos de la desigualdad de Rao—Cramer dada en el § 16,
entonces obtendremos

M(@* - 0 > min gq(r) [-(“;—fm‘-‘l)_z.. + b’(:)] dt.
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Se puede mostrar (compdrese con [47]) que este valor minimo de todos
los desplazamientos b{#) tiene (con ciertas suposiciones acerca de la suavi-
dad de g(#) v I(f)) esa misma forma J/n + o(1/n) y (lo cual es esencial
para nosotros) se alcanza en el desplazamiento b(8) que posee, cuando
n— o, las propiedades

b'(0) = o(l), b(2) = o(1/VR).

La clase de estimaciones 8* con tales desplazamientos es precisamente
Ko (véase el § 16). La salida de 6* de la clase Ko hace inaccesible la frontera
J/n + o(1/n). Ahora bien, en el enfoque asintético, cuando las estimacio-
nes asintdticamente normales se comparan con ayuda de los valores de
M(é* — 6)* cuando son suaves g(f) e I(f), es posible limitarse a examinar
las estimaciones de la clase X = Ka > N Ko (hemos examinado la clase Ky 2
en el § B), puesto que las estimaciones fuera de la clase Ky son “inadmisi-
bles” desde el punto de vista antes indicado.

5. Caso multidimensional. En ¢! caso de § € R* se pueden obtener los
andlogos para todos los teoremas de este parrafo y hacer las mismas deduc-
ciones que hemos obtenido para el caso unidimensional.

En particular, la afirmacién del teorema S, uno de los principales en
este apartado, tendrd la forma

a* = J/n + o(1/n),
donde @ = ldyl, dy = M(@@F— 6:)(@) - 8), J = MI~'(9).

Los razonamientos relacionados con las estimaciones bayesianas y mini-
max también conservan su validez cuando en calidad de error de la estima-
cién se considera el valor

v(6*) = My(6* — ) V(6* — 0)7,
donde V es una matriz definida no negativamente. Deben llamarse estima-
ciones bayesianas o minimax (o asintdticamente bayesianas y minimax) las
estimaciones cuyos errores satisfacen las desigualdades respectivas para
cualquier matriz V definida no negativamente.

§ 21. Distancias de Kullback—Leibler,
de Hellinger v x%. Sus propiedades

Los resultados de este parrafo serdn esenciales para la obtencién de los
resultados principales de la teorfa asintética de estimacién, asi como para
los resultados del cap. 3.

1. Definiciones y propiedades principales de las distancias.

Sean P y G dos distribuciones en (Z; 8;) absolutamente continuas
respecto a la medida . Designemos

Ny ¢s el portador de la distribucién P: N, = (Ve p(x) > 0.
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Definicidn 1. Se llama distancia de Kuliback— Leibler entre las distribu-
ciones P y G la magnitud

- px) N
(P, G) = 5 in 209 () = g In
De hecho ¢1(P, G) no es, por supuesto, una distancia o una métrica
en sentido general, ya que o:i{P, G) no es una funcién simétrica de P y
G. No obstante, veremos que i (P, G) caracteriza en realidad (desde el pun-
to de vista estadistico) la desviacién de G respecto a P.
De la desigualdad In(1 % v) — v < 0 y la representacion

o® G) = - 5['“% 2 (% . l)]p»(dx)

se deduce que siempre g1(P, G) = 0. En el lema 6.1-hemos establecido que
la desigualdad g1(P, G) = 0 s6lo es posible si P = G.

Definicién 2. Llamaremos distancia x* entre las distribuciones P y G
la magnitud

BEY. poyu(a).

- w(x) — gx)y
e G) = Njﬂ S adx).

Casi todas las observaciones hechas para la definicién | se refieren a
esta distancia. La denominacién de x* se explica por razones que serdn
aclaradas mds tarde.

Definicién 3. Se llama distancia de Hellinger entre las distribuciones
P y G la magnitud

2
o® G = [ (Vpx) —Ve®) ) udx)
NUNa

La distancia de Hellinger ya es la funcién simétrica de P y G, y el valor
de Voi(P, G) posee todas las propiedades de la métrica (entre las funciones
Vp(x) v VE(x) en el espacio métrico L:(Z, u)). Es fécil notar que

@@ G) = 21 — {Vpg pdx) € 2. W

Las tres distancias introducidas desempefian un papel importante en
distintos problemas de la estadistica matemdtica. Nos convenceremos de
eilo en cierta medida.

Si mediante estas distancias se caracteriza el grado de proximidad de
las distribuciones, cuando la relacién p/g es préxima a 1, resultard que to-
das ellas se comportan asintéticamente igual, con una exactitud de hasta
los factores constantes. En efecto, valiéndose del desarrollo

egen ()6 4G ol
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obtenemos 5
a® G) = - I‘nﬁ « Pu(a) =%§(§ g 1) putn) =1 @, ©),

(P, G) = 53’—;—%’1 a(dx) = §(vf5 — VP (1 " Jf;: )2#(de -

=4p3(P, G).

De la ultima igualdad también se deduce que g:(P, G) = o3(P, G).
Ademis, g1(P, G) > o3(P, G). En efecto, como In (1 + x) < x, entonces

Inf = 2In + (1 + (\/E—— r)) sz(\/g- 1),
P P P
(P, G) = — iln%pn(dx) = —2(5%;:(:1:) + 1) = o3(P, G).

En lo sucesivo examinaremos el caso paramétrico y consideraremos que
se cumple la condicién (Ax). Nos interesardn las distancias g;, i = 1, 2,
3, entre las distribuciones P = Py, y G = Py, en (2 B;-), asi como entre
las distribuciones muestrales correspondientes (aqui las designaremos por
Py, Py,) en (2™, B5-). (Seiialemos que las distancias tienen sentido para
las distribuciones arbitrarias, y con la naturaleza de los espacios no estdn
relacionadas de ninglin modo). Si Np,, C Np,, podemos escribir

ooy, Py) = Eln—%:—fm(dx} = Mo, In __..;::E:; ,
- | Yo s’ Joi(x1) 2
it Sl S =F. MsMsl eyt o

0:(Ps,, Po;) = S(J?;T - For Y ) = M, (ﬂ fi;:—f% _ ,)‘.

Si no se cumple la condicién Np,, C Nps, entonces g:2(Ps,, Ps,),
o1(Py,, Ps,) serdn mayores que las esperanzas matematicas correspondien-
tes en (2).

Cabe sefialar que a la par con (2) tiene lugar la siguiente igualdad qitil
que se desprende de (1):

Mofos(x)/foi(x1) = [Nfo, C)fo,(x) uidx) =

=1= % 03(Ps,, Pg,). 3)

La relacién entre las distancias gi(Pe,, Ps,) y 0i(Pj,, Pj,) se establece por
la afirmacién siguiente.

14—8030
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Teorema 1.
e1(Ps,, P5,) = nai(Ps,, Pa),
1+ 2(Pj,, P5) = (1 + ez(Ps,, Pg,)" @

1- ‘ll,‘— QS(P:“ P::) = (1 - —-;— Q;(Pg., Pal)) %

La demostracion es casi evidente si se supone, para abreviar, que
Npg, C Npg, (en el caso general los cdleulos conservaran, de hecho, su va-
lidez, pero serdn un poco mds voluminosos). En efecto, en este caso pode-
mos hacer uso de las igualdades (2). Entonces la primera de las relaciones
(4) se deduce directamente del hecho de que

S0 Y fax)
fsz(X) el Jo, (i)

Seguidamente, en virtud de (2),
1+ 2Po,, Po,) = Mo, (fo,(x1)/fo, 1)),
1 - 03(Ps,, Pe;)/2 = MoNJa:(x1)/ for(x1)

y las relaciones de este mismo tipo son vilidas para las distancias entre
P; y P;, (sustituyendo en los segundos miembros x; por X). Como

SulX) \® T ([ foulx) \* _ Su(1) \ ]
Mo\ 7 "M"l;-‘; () = [ (G I

de aqui, cuando « = 2 y o = 1/2, obtenemos (4).

Le recomendamos al lector que demuestre este teorema en el caso gene-
ral (o sea, cuando no se cumple la condicién Npy, C Neg). <

Del teorema 1 se desprende el

Corolario 1.

1

i

o:(P5,, Pg,) < noa(®Ps,, Pg;).
En efecto, 1 — 8" < (1 — f)n para cualquier 8 > 0. Suponiendo
B=1- % 03(Ps,, Ps,), obtenemos de (4),

03(P5,, Pp) = 2(1 — B") < 2(1 — B = ne3(Pe,, Ppy). <

2. Relacién de las distancias de Hellinger y otras con la informacién
de Fisher. Entre las tres distancias introducidas en el apartado anterior,
en lo sucesivo, la distancia de Hellinger tendrd para nosotros, €l mayor
interés, Al mismo tiempo, el caracter de las afirmaciones principales, ex-
puestas mas abajo (ieoremas 2 y 3), y el caricter de las demostraciones
serdn iguales para las tres distancias. Por eso, para abreviar, nos limitare-
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mas, en este apartado, a estudiar la distancia de Hellinger, que designare-
mos (omitiendo el indice del simbolo g3) del siguiente modo:

o(Po,, Pg,) = j(v'fe‘ - Vfe, }z.u(dx}-
Pongamos r(th, 6;) = o(®Ps,, Ps.).
Lema 1. Si fy(x), para c.t. [u] valores de x, es continua respecto a 0,

6 = 0, entonces 45 o
”m l f ( ] [} ) r{sin 62)

gzh 107 =87 T |6 — 6

(5)

Si la funcidn N fo(x) , para c.t. [p]) valores de x, es derivable respecto
a 8, entonces

Jim inf 20 07 5 1O) ©)
Jim,inf
Ademds,
1
8 ’
I’%‘_%’f & S 162 + @ — 8)y)dy. @
0

Aquf se supone, claro estd, que los valores de 87, 8%, 8y, 62, 0 pertenecen
ae.

Demostracién. Para verificar (5) es suficiente utilizar el lema de Fatou
¥ la continuidad de fs(x) en la relacion

hm inf _:-(8’—9')5_; S hm inf (—f-ﬂ;i) w(dx).
[ 6 — 87|
s*—-e; e*—-a;

En vista de que, cuando 61 = 8; = 8, la expresién subintegral en la tltima
integral es igual a (f3)*/(4f), obtenemos (6).
Para demostrar (7) pongamos @ = 8, — 8, y representemos el incremen-

to Vfs, — 7, en la forma

8, 1

1 S _a S, +ay
T S_v’de"i g—r'—“d)’-

fal + @y
6y

En virtud de la designaldad de Cauchy~—Buniakovski,

1 1
- 2 _ a* Jé =+ ay * a? (fé, +U)2
~For =V ¥ = [—4 jww dy] = § Sl

Utilizando la negatividad de la funcién subintegral, podemos cambiar el
14*
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orden de integracién en las relaciones siguientes:
1 1
6, 82) _ 1 (fo.+a)? ol
——52——47{ !‘ ( S—fm-—dy #dx) = I(61 + ay)dy
&
La desigualdad (7) queda demostrada. <
Pongamos r(a) = r(f, 8 + A). Del lema 1 se deduce directamente ¢l

Teorema 2. Si la funcidn ~fs(x) , para ct. [u] valores de x, es derivable
respecto a 6, e I{6) es continua, entonces existe
r(4) 16)
Hm -t = — =, 8
ni-% A 4 @
Observacién 1. Esta afirmacién también serd valida para las distancias
p1 ¥ @2 Si suponemos

r(aA) = % 02(Pa, Posa), r(4) =-;— 01(Ps, Po+a)

En este caso, la relacién (6) se demuestra exactamente igual que en el
lema 1. La demostracién de (8) puede exigir Ia utilizacién de condiciones
adicionales de regularidad (préximas a las condiciones (R)) que aseguren
la validez del paso limite bajo el signo integral.

Asf pues, pi(Ps, Pasa), f = 1, 2, 3, se comportan asintdticamente igual,
e I(8) caractariza la velocidad de su tendencia hacia el cero cuando A — 0

pues —1— I(6) es la segunda derivada de r(v) en el punto v =0].

Si se pone r(A) = (P4, 4, P}), entonces, de los teoremas 1 y 2 re-
sultard ob
r r'"(A) _ nl(9)
A T
Estas mismas relaciones se mantendran para las distancias g1 ¥ @z

3. Existencia de fronteras uniformes para r(A)/AZ En lo sucesivo, la
existencia de tales fronteras nos permitird obtener estimaciones muy ttiles
para los momentos de relacién de verosimilitud.

A fin de simplificar la exposicion o evitar la introduccidn de otras con-
diciones mas voluminosas, en las investigaciones posteriores a menudo esti-
maremos que se cumple la condicién

(Ao): el conjunio © es compacto.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, esta condicién, que significa
el cardcter limitado y cerrado del conjunto paramétrico, por lo general,
no es limitativa.

Mids adelante también utilizaremos la condicién (A4e) que hemos intro-
ducido en el § 6 y que significa que fo # f5, cuando 6, # 6 Con esta
condicién, r(th, 6;) > 0 cuando & # 6.
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Teorema 3. Si se cumplen las condiciones (Ap), (Ac), ¥y 0 < I(H) <
£ 4h < ® para todos 6 € ©, entonces existe una constante g > 0 tal gue
para todos &, 62 € O,

f(a‘l, 81)

61 — 82
Demostracién. La estimacidon superior se deduce directamente de (7).
Mostremos ahora, que
r<8i| 31)

inff ————->g>0. 10
a.6; |6 — 92‘ e D

Supongamos que (10) no es cierta, entonces habrd una sucesién (8", 60"
tal que

g< <h ©)

(e, 68”  _

3 |9|") - ezn ‘ 0 e
cuando n# — <. En virtud de la condicién (A4.) podemos considerar, sin
limitar la generalidad, que 8 — 6, € ©, 8 — 6, € ©. Si 0; = 6,, entonces
(11) contradice (5), ya que, en virtud de la condicién (A4y), r(f6;, &2) > 0.
Pero si 61 = 6, = 8, entonces (11) contradice (6), ya que I(§) > 0. El teorema
queda demostrado.

4. Caso multidimensional. En este apartado obtendremos los andlogos
de las afirmaciones de los puntos 2 y 3 para el pardmetro multidimensional
(el contenido del punto 1 no estd relacionado con la dimensién de 8). Desig-
nemos por ¢{x, §) la funcién vectorial con coordenadas

. 1 afs(x)
wilx, 6) = W —a—é-l——

Entonces la derivada de la funcién v7(x) en el sentido del vector unitario
w= (o ..., w) es igual a (Vfe(®)), w) = (grad vV fo(x) , w) =%(w(x.
6), w). La matriz de Fisher I(f) en estas designaciones es igual a

1) = frpr(x. ), w(x 0)pldx).

Supongamos que |u| significa la norma euclidea ¥ = (uy, ..., u).

En el caso multidimensional tiene lugar la siguiente generalizacién del
lema 1.

Lema 1A. La primera afirmacidn del lema 1 (véase (5)) conserva por
completo su validez cuando k > 1.

Si la funcidn Vfo(x) , cuando c.t. [1] valores de x, es derivable respecto
a8, 80,8 ="+ w"s, 0" »w |w"| = |wl, § 0, entonces

l{m inf-r;i,-e—-’-—-g,,l),- ;-} wl(B)wT. (12)
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Ademds, si w, lw| =1 es un vector colineal a 6. — 6\, de modo que
6y = 0, + aw, a = |6 — 81|, entonces
1

rif, 62) _ 1 T 1
W gz a‘ wl(f) + awy)w’ dy. (13)

Demeostracién. La primera afirmacion del lema 1 no est4 relacionada

con la dimensién. La segunda se deduce del lema de Fatou y de las rela-
ciones

e v 10 O = ~fe- ¥ .

< E«o((x, 0), Wu(dx) = 1 wl(O)u”.

Para demostrar (13) indicaremos que

o =T =3 | ot 004 300, a1y -
o

1
=% § (el 0 + ayw), w)dy;
i}

1

r(o, 62) = %2— S [ S {elx 6 + ayw), w(b']z_p.(dx) <
> B
2 1
< 5 S (o 01 + ayw), w)dyp(dx) =
1 Z ¢ 1
= i:— § 5 (olx, 0 + ayw), w)u(dx)dy = aTz i @l(f; + ayw)w’dy. <
a2

Pongamos, como antes, r(A) = r(f, 6 + A). Del lema 1A se deduce el

Teorema 2A. Si la funcidn N fe(x) es derivable cuando c.t. |u| valores

de x, y la matriz 1(8) es continua, entonces para cualguier vector w de longi-
tud unitaria existe

m TG0 _1 r
Al jgual que en el caso unidimensional, del lema 14 también podemos

obtener el corolario siguiente. Designemos por Sp 7(§) la traza de la matriz
).
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Teorema 3A. Si se cumplen las condiciones (Ag), (Ac), ¥ la matriz I(®
es positivamente definida en ©, 4h = sup Sp I(#) < =, enfonces existe una
constante g > 0 tal que para todos 0,, 62¢€ ©

r(6:, 62)
£——><h (14)
[6: — 82
Demostracién. Designemos por Ai(f) y Ax(6) los niimeros propios, mi-
nimo y maximo, respectivamente, de la matriz /(8), asi que cuando || =
Ai(B) < Wl (@) < Ax(B). (15)
Segin las condicikones del teorema, Ay(f) > 0 siempre en ©. Como
(e, w) < |@|* = 3 ¢} entonces
J=1

| (e @)uldx) = wl(B)o” < Spl(0)
="

¥, por consiguiente, A«(f#) < Spl(f) < 4Ah De la desigualdad (13) obtenemos
1

_!% < 4 S Al + ayw)dy < A
=
b

Demostremos ahora la segunda desigualdad en (14). Supongamos que
ésta no es cierta. Entonces, al igual que en el teorema 3, habr4 una sucesion
P, 6, 87— 6,¢0, 6"~ 6,€0, para la cual serd valida (11). Si
i # 83, esto contradird (5). Si 6; = 6; = 8, entonces, en virtud de la com-
pacticidad de la esfera |w| = 1, se puede considerar, sin limitar la generali-
dad, que 85" = 8 + 0™, W™ = w, [w™) = |w| = 1. Pero en este caso
(11} contradird (12) y (15). <

5* Relacién entre las distancias sujetas a examen y las estimaciones.
Examinemos Ia distancia de Kullback—Leibler entre la distribucién Py y
la distribucién G que no depende de §:

a1(G, Pa)=S ﬁG(ahr) glnfs(x)G(dx).

Aqui solo depende de € el segundo sumando
d(Pg, G} = — | In fo(x)G(dx).
Por otro lado, recordemos que la ev.m. ha sido definida en el § 6 como

valor de 6 con el que se minimiza d(Ps, P?). Si la distribucién de x; es
discreta, ¥ p es la medida de célculo, entorices la expresién

dPr PH=— S In PXdx)

tiene sentido, g1 (P#, Ps) = d(Py P¥) — d(PY, P¥) v, por consiguiente, pode-
mos considerar que la ev.m. minimiza la distancia de Kullback—Leibler
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e1(PY, Py) entre Py y P% En ¢l caso general tal interpretacién puede ser
aceptada sélo convencionalmente.

Para las distribuciones discretas de x; también se pueden examinar las
distancias g:(Ps P2 cuando i = 2, 3, asf como las estimaciones que minimi-
zan estas distancias. Por ejemplo, cuando { = 2 obtenemos

(* - fo(af))
ex(Pe P = T

donde # es el nimero de elememos de la muestra, los cuales han caido
en el punto a, para el cual fo(a) = Pe(la] > 0. Esta es la estadistica x*
(véase los §§ 7 y 8), debido a lo cual también hemos dado tal denominacién
a la distancia ga.

En vista de que las distancias g; poseen propiedades asintdticas seme-
jantes, las estimaciones que las minimizan, como sera aclarado mds tarde,
coincidirdn asintéticamente.

§ 22* Desigualdad de diferencias del tipo Rao—Cramer

Este pérrafo est4 un poco apartado de la exposicion principal. Aqui tratare-
mos de responder, aunque Sea parcialmente, a la pregunta acerca de qué
es lo que ocurre con la frontera inferior admisible para Me(6* — 8)* en

el caso irregular, o sea, en el caso cuando la funcién fy(x) no es derivable
respecto a @ o cuando I(f) = oo.

Comenzaremos por el ejemplo que muestra que, en estas condiciones,
el comportamiento de las desviaciones estdndar (o de sus varianzas) puede
diferenciarse totalmente del segundo miembro de la desigualdad de Rao—
Cramer.

Ejemplo 1. Sea X € Ugs Aqui, la condicién (R) no se cumple, ya que
la funcién f5(x) es discontinua. Como sabemos, para esta familia estadistica
S = max x; es completa y suficiente (véase el ejemplo 14.3). Tomemos la
estimacién no desplazada ¢* = 2x:. Entonces, en virtud de los resultados
obtenidos en el § 14, la estadistica 63 = 2M(x1/S) serd eficiente. Calcule-
mos el valor de My(x,/5). Como Py(S < 2) = (z/6)" z € [0, 6], entonces
S tiene una densidad igual a nz"~'/6" en [0, #] ¢ igual a cero fuera de
ese intervalo. Para hallar la distribucién condicional P(B/s) = Ps(x, €
€ B/S) = 5) de la magnitud x,, a condicién de que S = s, utilizaremos la
regla (10.2):

Po(x1 € dy, S€ds)

P(dy/s) = Peln €dy/S = 8) = —5 s
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Aqui el numerador es igual a

dy (n — l)s""ds
aﬂ

Po(x, €dy, Sedx) = -%—f—-—;,—:r cuando y = 5,
0

cuando y < s,

cuando y > s.

De aqui se deduce que P(dy/s) = M cuando 0<y<s
P({s)/s) = I/n. P?r lo tanto,

n 2n n

o2 = 3(1 + %)
Tenemos

]
Def} = Mo(63)" — 0% = s1(1+' n  ds- =

- (1 _ 1}8% = & )
n{n + 2) n(n +2)°
Como 6% es eficiente, para toda estimaczién no desplazada 6*,

g
L]
De9 ? m (2)
Ahora bien, para grandes valores de n, la desviacién estdndar de
M(0% — 0)° tendréd un orden de pequefiez de 1/ Desde el punto de vista
de [a frontera inferior de la desigualdad de Rao—Cramer, que tiene un
orden de 1/n, la misma constituye una exactitud anormalmente alta*). Se
puede mostrar que &sta es la exactitud con la que, a partir de la muestra,
se determinan cualesquiera puntos de saltos de fs(x) prohibidos por la con-
dicién (R)). En el gjemplo 7.4, dedicado a la estimacién de Ia mediana,
hemos visto que los puntos donde la densidad fa(x) es infinita, se pueden
determinar alin mds exactamente, asi que, en términos generales, cuanto
mayor sea la alteracién de la regularidad en el punto, tanto més exactamente
serd apreciado este punto por la muestra. Digamos, si X € Py, donde

Py = % Uo,o+ -%- T, Yo es la distribucién concentrada en el punto 8, entonces

Mox,/S) = j”“‘“—nn_sl dy+5=30=D  S_ntlg

* Para ¢! pardmetro § también existen estimaciones cuya varianza tiene el orden de 1/n.

Por ejemplo, pnnhcﬂimndénﬂ“ﬂﬂwanG“n&m”u;m-%_
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Po(S # 0) = 27"(§ = méxx;), asi que la varianza de 6* — 6, cuando
0* = S, decrecerd exponencialmente con el aumento de .

¢Serd posible en estas condiciones indicar la frontera inferior para la
varianza de las estimaciones? M4s adelante obtendremos una desigualdad
andloga a la de Rao—Cramer, mediante la cual tales fronteras pueden ser
construidas cuando las condiciones de regularidad son menos rigurosas que
la condicién (R).

Solamente supondremos que se cumple la condicién (A,), aunque tam-
poco eso tiene mucha importancia (véase la observacién al final del
pdrrafo).

Designemos por Ag(f) el incremento de la funcién «(f) en el intervalo
(8, 8 + A); por Np,, el portador en 27 de la distribucion de la muestra:
Np, = [x fo(x) # 0} y pongamos N" = N5, UNP,.,.

Teorema 1. (Desigualdad de Chapman—Robbins). Sea 6¢€8,
6+ A€O, a(f) = Myf* Entonces, para cualquier A # 0,
Ded* = (Aa(O))’ _ __(aa®y’
(Ao (N /folx)p"(dx) @(Py.a Pp)

©)

donde g, es la distancia x* examinada en el § 21, Aqui, para las estimaciones
no desplazadas es necesario sustituir el numerador por A%

En virtud del teorema 211, el denominador en (3) tiene la forma
2P, 4, P3) = (1 + ()" — 1, donde

2
) = oiliin Py = §M

FA) p(dx). )

Ahora bien, cuanto mayor sea la distancia g2(Ps+a Ps) entre Poya
y Ps (al ser registrado A), tanto menor serd la frontera inferior para Dg*
Si Py+a es absolutamente continua respecto a Py entonces
Np,,. © Np, = N* 02(Pp+a Pj) puede escribirse en la forma (véase

(21.2)) )
e2(Pi+a P§) = Ms[—%)%’)—] H

o [ A% T2
andlogamente, r2(4A) Ma[ 750 ] 3

Pero si la distribucién Pg..» no es absolutamente continua respecto a
P, entonces existe un subconjunto de Np,,, de medida positiva Py 4 €n
el que fp(x) = 0, asi que la integral en (4) se vuelve infinita, y la propia
desigualdad (3) se vuelve trivial. Es necesario seflalar otra vez, que en este
caso la expresién Mg[Afs(X)/fo(X)]% entendida como integral respecto a
Np,, puede permanecer finita.
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Demostracidn del teorema 1. De lo dicho anteriormente se deduce que,
sin limitar la generalidad, podemos considerar que Py, 4 es absolutamente
continua respecto a Py, asi que Nb,., C N, = N™. Como fo(x) ¥ fo+ a(x)
es la densidad en 27, entonces

[Afo(x)u"(dx) = 0.
Ademads,
Ie'Afa(x}ﬁ"(dx) = Aa(f).
De aqui se desprende que

[ (6% — a@NAfolx)u™(dx) = Aa(B). ()
N®

En el conjunto N" podemos representar la funcién subintegral de (5) en

forma del producto P
. _ 2./ . slx
(0 a(-?)) fﬂ(x) ':Zf'—(x-)ur.

Aplicando luego la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, obtenemos

2
X
(aa@)* < § (0* — o)™ (dx) 5 LAY rian.
A N

En lo sucesivo, segin las observaciones hechas més arriba, nos limitare-
mos, al igual que en la demostracién del teorema 1, al caso cuando Pa, 4
es absolutamente continua respecto a Ps (de lo contrario la desigualdad
(3) se vuelve trivial).

Corolario 1. 5i se cumplen las condiciones de regularidad gue aseguran
la existencia (véase la observacién 21.1 al teorema 21.2) de
lim r2(A)/ A* = K(§), entonces
A—-0

@%@

Dob* > —al@) (6)

donde a’. (§) = lim sup _d_a(_&l_
A~0 A

Para obtener (6) del teorema 1 sélo es necesario notar que podemos
elegir la sucesién A ~ 0 de modo que ﬁ%ﬁ =ai@). <«

La desigualdad (6) es, segiin su forma, cierta generalizacién de la desi-
gualdad de Rao—Cramer (generalizacién, lo mas probable, ficticia, ya que
las condiciones de regularidad mencionadas conducen, por lo visto, a la
existencia de a’(#8)).
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La desigualdad (3), por supuesto, se denomina desigualdad de diferen-
cias, a distincién de la desigualdad (6) que podria denominarse desigualdad
diferencial.

Ahora bien, si r2(A) ~ I(6)A? (esto corresponde al hecho de que fp es
derivable), entonces de la desigualdad de diferencias de Chapman—
Robbins se deduce la desigualdad diferencial de Rao—Cramer.

Pero si la funcién f3 no es derivable, entonces, al disminuir A, el com-
portamiento de r2(A) serd diferente,

Si, digamos, f; es derivable en todas partes, a excepcién de un nimero
finito de puntos de discontinuidad 6 = 6(x) que dependen de x, entonces
tendremos

r2(4) ~ clal. )

Esto puede ser aclarado de la forma mds sencilla a base de un ejemplo
muy tipico, examinado al principio del pérrafo.

Sea X € Up,s Para que sea cumplida la condicién de continuidad abso-
luta de Py, a respecto a Py en el caso de Py = Ug,s consideraremos que
A <0, |A] < 6. Entonces

1 1
TIE ﬁpamx€[0,0+n],
Afsx) = 4 - 31- para x € [0 + A, 6],

0 para x ¢ [0, 6],

So(x)

L1 [} @

L] 3 f+a i @
n = | O g e s | L oae-

Lo esencial aquf es la existencia del intervalo cuya longitud es compara-
ble con A y en el que |Afz(x)| > ¢ > 0, donde ¢ no depende de A. Esto
asegura precisamente ¢l orden de pequefiez (7) para r2(A).

Volviendo a nuestro ejemplo, vemos que para las estimaciones no des-
plazadas del parimetro 8,

62

& o B AY
(“’ 0 +|9(9+A}) '

D&* > médx
A
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(Cudl es el orden de pequefiez del segundo miembro de esta desigualdad
cuando n — «? Suponiendo |A| = y8/n, obtenemos

2

Dﬂ';—s—;mé.x Y %
S (l+1 +4—H—yi%)"—l
n nin —y)

Esta claro que la expresién con signo mdx es asintéticamente equivalen-
te a h = maxy*/ (¢ — 1) = 0,65, asi que

Do+ > -:;- h + o(1)).

En cuanto al orden de pequeiiez, esta desigualdad tiene el mismo segundo
miembro que la desigualdad inmejorable (2), pero el factor constante de
6%/n* en (2) es “mejor” y es igual a 1.

A la par con (7) pueden aparecer también otras velocidades de conver-
gencia de r2{A) hacia el cero, cuando A — 0. Podemos obtener, por ejemplo,
tanto r2(A) ~ cA%, o < 1, si fa(x) tiene lineas de 8 = #(x) # const, al apro-
ximarse a las cuales f3p{x) = c; como también r(A) ~ cA®, 2> a > |, si
f¢ es continua respecto a & pero no es derivable sino satisface solamente
la condicién de Hélder en el entorno de cierta linea # = #(x) # const. No
es dificil ver que el orden de pequefiez

é?.
T A

para o < 2 serd definido por el valor de A = (3/cn)"/®, asf que

1 yre
Do* > G n-;éx ) (1 + o(1)).

En el caso “regular” o = 2, el mdximo respecto a y se obtiene en el punto
limite ¥ = 0 (A = Q).

Concluyendo este pdrrafo sefialaremos que las estimaciones para D8*
también pueden ser obtenidas, de modo anafogo, para las no absolutamente
bicontinuas Ps y Ps + » Para esto, en {5) es necesario multiplicar y dividir
la funcién subintegral no por Vfe(x), sino por Vfa(x} + fe.a(x) - La
condicion (A4,) tampoco s tan esencial, ya que las medidas de Ps, y Po+a

siempre son absolutamente continuas respecto a % Po + Posa)
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§ 23. Desigualdades auxiliares para la relacién
de verosimilitud. Conciliabilidad de las estimaciones
de 1a verosimilitud méixima

En los §§ 12—16 hemos estudiado las cuestiones relacionadas con la exis-
tencia y la determinacién, en forma explicita, de las estimaciones eficientes
y R-eficientes. Hemos visto que éstas existen no siempre, ni mucho menos,
y pueden ser halladas tan sélo en el caso cuando la funcién de verosimilitud
tiene una forma especial o cuando conocemos, de manera explicita, la esta-
distica suficiente completa (la primera de estas condiciones a menudo con-
duce a la segunda (véase el § 15)).

Pasemos ahora a la construccién de las estimaciones asintéticamente
Optimas. Aqui las condiciones de su existencia serdn mucho m4s amplias.
Los resultados respectivos se apoyan, ante todo, en las propiedades asintdti-
cas de la funcidn

Joru(X)

2M) ==y -

n
donde, como antes, L(X, ) = 2, f(xi 8). Por regla general, el nimero
iml

=exp {L{X, § + u) — LiX, 8)), n

8 en (1) se considerard registrado y representar4 el valor real del parametro,
o sea, tal que X € Pa En este caso Z(u) es la funcién de los variables u
¥ X vy, por lo tanto, junto con la funcién de verosimilitud fo +.(X), serd
la funcidn aleatoria de 1a variable u. Llamaremos relacidn de verosimilitud
la funcién Z(y) que desempefia un papel muy importante en la estadfstica
matemdtica. La tarea principal de este pdrrafo y del p4rrafo siguiente con-
siste en estudiar las propiedades de Z(u).

Ser4 establecido que Z(x) es préxima a cero fuera del entorno del punto
u = 0. En el entorno de este punto, Z(«) se aproxima, desde cierto punto
de vista, a la funcién delta, mejor dicho, Z(v/Vn) se aproxima asintética-
mente, cuando n — oo, a la funcién de densidad de la ley normal.

En los §§ 23—26 examinaremos solo el pardmetro unidimensional. El
caso del pardmetro multidimensional serd investigado separadamente en
el § 28,

En las estimaciones posteriores desempefiar4 un gran papel la distancia
de Hellinger

ru) = ePosu, Po) = [(Viorul — VFolO) ) uld)

entre las distribuciones Py, y Ps. Hemos examinado esta distancia en
el § 21. Recordemos que

0 < r(u) = 2(1 = [Vforul)fo(x) uidx)) <2,
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asi que

Jo+ul(X1)
Ma‘\} o S‘Vfuu(xlfe(x) uldx) = 1 — r(u)/2, (03]
MoZ 3 () = (1 — r(u)/2)". 3)

En lo que se refiere a la familia paramétrica {Ps), supondremos en este
parrafo y en los parrafos siguientes que a la par con (A,) se cumplen las
condiciones (Ao) (fa,(x) # fo,(x) para 6, # 0 y (Ac) (© es un compacto).
El hecho de que la 1ltima condicién es poco importante desde €l punto
de vista de aplicaciones, ha sido mencionado anteriormente. Esto se debe
a que en los problemas reales, de ordinario es posible sefialar las fronteras
de los posibles valores de 8, partiendo de las consideraciones a priori. Para
simplificar la exposicién, alll donde sea necesario, también supondremos
que © es convexo (en ¢l caso unidimensional esto quiere decir que © =
=la b], —w<a<b< )

Ademas, en este parrafo supondremos que la funcién v’ﬁ es derivable
para c.t. [p) valores de x, y que la informacion de Fisher

_ [ fi)? i Six1) \?
1 S Ty e =M fs(m))

es estrictamente positiva y estd limitada en ©. En estas condiciones hemos
demostrado en el teorema 21.3 que para todos € y f + u admisibles (o sea,
tales que 6 € ©, 6 + u € B) para la magnitud r(z) = g(Ps + 4, Ps) es vilida
la desigualdad

inf 74 5 05 0. @)
B u

1. Desigualdades principales. Designemos, para abreviar, p(u) =
= Z¥*(u) y supongamos que se cumplen todas las condiciones anterior-
mente citadas.

Teorema 1.
MQZI/Z(R) = 8-“":"‘2, M&P(H) < e"ll.lld’"/d, (5)
Mylp” W) s%— nI@ + u) e~ s/,

De las investigaciones realizadas en el § 21 se deduce que para los valores

u = o(1) en estas desigualdades, en vez de g se pueden tomar los valores
tan proximos como se quiera a I(f).

Demostracién. En virtud de (3) y (4) tenemos
MeZ'2(1) = (1 — r(u)/2)" < exp [ —nr(u)/2} < exp { — ngu®/2).
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Luego, en virtud de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski,

Mop() < [MoZ'*(u)- Mo Z(w)]'* = [MeZ'2(u)]"/? < e~ %,
Volviendo a utilizar la desigualdad de Cauchy — Buniakovski y la relacién
P =3 LI (X, 8+ Z¥w),

hallamos
Molp’ ()] = 3 MolL’ (X, 8 +)Z@)Zw) <

g% MolL’ (X, 6 + WPZ(u)-MeZ' 2 (u)]"* <

< 3 Morull’ (X, 0+ w))2e "%, q
Teorema 2. Para todos z, n = 1

Po( sup Z(v/Vn) < ce™ e~ Va4,
o e 20/in) 4

donde c =2+ IWrnh/zg., Io= sa\:g 1(0) no dependen de 6.

Para demostrar el teorema necesitaremos el
Lema 1. Para ftodos x = 0,

j e~y < N2 e 72,
x

Demostracién®. La funcién caracteristica de la variable aleatoria
£ € &, es igual a Me™ = e =2 y estd definida en todo el plano. Supo-
niendo ¢ = —ix, obtendremos Me*t = /2. De aqui, con ayuda de la de-
sigualdad de Chébishev, obtenemos

PE>x)=PE®*>e") e *Me¥ =e 2 q
Demostracién del teorema 2. Estimemos la funcidén
H(5) = My |51upn p@).

Si ve[# + & b], entonces
ve=g

b=#
pw-0=p@+ | p'du<p@®+ [ |p'@)du
&

4

*) Para grandes x son mds exactas las desigualdades siguientes;
-

! _-#n Sc""’du <lp-2n
x+1 x

las cuales pueden ser facilmente obtenidas por el lector, comparando las derivadas de las
funciones sujetas a examen (los valores de las propias funciones coinciden cuando x = @),
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Como aqui el segundo miembro no depende de v, entonces
sup p(u) <p® + [ lp'(wldw,
ups

s

H,.8) =M, SI.:]'.: plu) < Mpp(8) + ! Molp‘ (u)|du.
ot und

De aqui, en virtud del teorema 1 obtenemos
Ho(8) e ¥ 4 % vn 5 VI@ + u) e gy,
uad

A base del lema 1,
H.(8) Se " 4+ % Vnly S e~ gy g

2

e M4 4 % ~N2Ih/g 5 e~ "%dy .e""""'(l + % NTho/g )

v 8mg/Z

Est4 claro que una estimacién exactamente igual, serd vdlida para la

funcién
H_(8) = supﬂp(u).
L
Por eso
H() < Hi(8) + H-(8) < 2 + 3 Vxly/g )e~ "#¥/4,
Queda hacer uso de la desigualdad de Chébishev:

Po(sup Z(1) > €°) = Po(supplt) > 3%y < H(Sle 4. «
=3 =8

2. Estimaciones para la distribucién y los momentos de la ev.m. Conci-

liabitidad de la ev.m.
Teorema 3. Existen valores de ¢ < o, g > 0 rales, gue
Po(Vn(f* — 0) > v) < ce™#*
para todos v y n = 1.
Demostracién. Del teorema 2 se desprende que
Po( sup. Z(H) > 1) < ce~#/4,
CEYrEl

Queda hacer uso de la relacién

(6)

(16— 61 > 8) = [sup 2() > sup 2(] < [sup () > 2) = 1} ()

cuando 6 = vWn. <
15—8030
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Corolario 1. Supongamos que un, — < es foda sucesion indefinidamente
creciente. Entonces

@* ~ oWn/u, - 0. ®
No obstante, si u, son tales que para cualquier o > 0
Ye " < e, ©
entonces
(@* — 6Wn/u, = 0. (10)

C.5.

Estas relaciones son, evidentemente, las amplificaciones de la conciliabi-
lidad (6% — @ 2 0)ydela conciliabilidad fuerte (§* — 6 — 0) de la ev.m,,
respectivamente. =

Demostracién. La relacion (8) se deduce directamente de (6) si en esta
iiltima se pone v = du,. La relacién (10) también se desprende de (6), ya
que lIa suma de los segundos miembros en (6), al cumplirse (9), formard
una serie convergente. <

Por ejemplo, incluso una sucesién tan lentamente creciente como
un = Inn satisface la condicién (9), asi que*

(f* — 8Wn/lnn— 0.

5
Corolario 2. Existe un valor ¢y < o, no dependiente de n y 0, tal gue
para todo o < g/5,

M, exp [a(u*)?) < ci, donde u* = Vn(6* — ). 41))
Demostracién. Integrando por partes, obtenemos
Me*¥ = — § e dP(|E 2 v) = 1 + 2| ve“”"P(|E| = v)dv.
0 1]

Por eso, en virtud del teorema 3,
o

Mee® ™ <1 + -25‘; Sve“"m"dv =g <o 4

]

§ 24. Propiedades asintéticas de la relacién de verosimilitud

En el parrafo precedente hemos establecido una serie de desigualdades para
Z(u). Determinemos ahora la distribucién limite para tales funciones ale-
atorias. Esto se hace cuando se cumpla la condicion (R) del § 16. No obs-
tante, para simplificar los razonamientos, introduzcamos ciertas

) De la observacién 25.2 resultard que (10) también es vélida para u, que crecen ain
mas lentamente.
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suposiciones adicionales que no siempre estan relacionadas con la esencia
de la cuestién, pero hacen més breves y mds claras las demostraciones.

Designemos con el simbolo (RR), las condiciones introducidas para in-
dicar asimismo que tales son las condiciones de regularidad y que ellas
intensifican las condiciones (R).

Condiciones (RR):

1) se cumplen las condiciones (Ao), (Ac), (R).

2) la funcidn l(x, 8) para c.t. {u] valores de x es dos veces continuamente
derivable respecto a 6. La funcidn (1" (x, t)| es mayorada por la funcidn
Hx) que no depende de t: [I”(x, 1)] < i(x), para la cual la integral

M l(x1) = [I(x)fi(x)n(dx)

converge uniformemente en t € O,
Por convergencia uniforme de la integral entendemos la convergencia**
sup [ 1 fox)uidx) = 0

) x|x)> N
cuando N — co,

Posteriormente necesitaremos las dos propiedades siguientes, que se de-
ducen de (RR):
1) Validez de ia derivacion doble respecto al pardmetro bajo el signo
de integral en la igualdad
[folx)ui@x) = 1
que significa la validez de las relaciones
[f8u(dx) = 0, [fiudx) = o. M
2) Convergencia uniforme de la integral
10) = [("(x, 8)*fo(x)p(dx).
(esta propiedad se deduce de (R) y se necesitard en el § 29).

* Toda la exposicién ulterior conservara su validez si la condicién y la existencia de la
mayorante se debilitan del modo siguiente: la regién © puede ser cubierta por ¢l nlimero finito
de regiones ©,, ..., 6, de tal modo que cuando ¢ € 9, la funcién 77 (x, #) es mayorada por
Ia funcién {p(x) que no depende de r: 11" (x, 8| < Iy(x), para la coal la integral

Moiin()) = [l 0 (x)nte)
converge uniformemente en €9y, f=1, ..., 5
*) Tal comprensién de la convergencia uniforme se halla en concordancia con la conver-

gencia uniforme utilizada en el teorema 1.5:4. Aquf ella pertenecia a la funcién x)m x, A

su vez, la misma no es la convergencia uniforme {(x, O)u(dx) para w(x, ) = I(x)fs(x) cuando
s supone que, para N =+ oo,

sup I (x, Bpuldx) ~ 0.
O sletn®)>N
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Para descargar la exposicién fundamental, la demostracion de estos co-
rolarios de las condiciones (RR) se da en el Suplemento V1. La exposicion
también se puede simplificar de otra manera: introduciendo en las condicio-
nes (RR) las dos propiedades mencionadas y despreciando el hecho de que
en tal forma ellas seran “redundantes™

En vista de que

e 0y = L) oy, 0y = SO (-#—5,::3) ;

Jelx) '’ JSo(x)
la relacién (1) se puede escribir en la forma
Mol’(x1, 6) = 0, Mo/”(xy, 8) = —Ma(!’ (x1, 8))* = —I(6). @

Ya hemos utilizado la primera de estas igualdades.

Sefialemos un corolario mas de las condiciones (RR). Estas tltimas son
mucho més fuertes que las condiciones utilizadas en los §§ 21 y 23 y, por
consiguiente, tienen lugar todas las afirmaciones de los teoremas del § 23
acerca de las estimaciones para la distribucién sup Z(v/Vn), y acerca de
la conciliabilidad de la ev.m. i :

Lema 1. Si se cumpien las condiciones (RR), tiene lugar la continuidad
1" (x, 8) “por término medio” desde el punto de vista siguiente:

Mpwi (X)) = imi' xX)felx)u(dx) =~ 0 3
para A~ 0, donde wj(x) es el médulo de continuidad de la funcidn
" (x, 0

wi(x)= sup |{"(x, @ + u) — I"(x, 0)|. @)
#€0,0+ 460

€8
luj<a

Demostracién. En virtud del teorema de convergencia mayorable, 1a re-
lacién (3) serd el corolario de la continnidad ordinaria, puesto que en este
caso wi(x)— 0 para ct. [x] valores de x cuando A — 0 y, ademsds,
[wd(x)| < 2[(x). <

Designemos

L(X, 0+0) - L'X 0 , 1ol

Pl = o nv

Lema 2. Supongamos que se cumplen las condiciones (RR), &z > 0,
n=1,2, .., es cualquier sucesidn convergente a cero. Entonces, para cual-
quier € © y para X € Py,

Yn(Bn, 8) = 0, Yuln, 67 2 0.

En estas relaciones, I(8) se puede sustituir por I(§*) y al contrario.
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Demostracién. Demostremos al principio la primera afirmacién. Como
Msl” (X1, ) = —K0), L" (X, 0)/n— —I(8), es suficiente cerciorarse de que
ch

¥aldn) = 0, donde

va(A) = Ssup L(X, 8 +v)~L'(X, 0)  L"(X, 0) |
v & a nv n

Pero

wlbn) = < ISJE:I: % |L"(X, 8 + v) — L"(X, 8)] é;l’- Z wii(X:) = Wi (X),
) . IBI

donde wf(x) significa el médulo de continuidad /" (x, 8), definido en (4).
Es evidente que para cualquier A > 0 registrado, cuando n son bastante
grandes,

wf(X) < O4(X).
Ademis, segin la ley fuerte de los grandes numeros,

wd (X) 73 Mpwi(x1) = wf.
En virtud del lema 1, wi = 0 cuando A — 0. De aquf se deduce que
@i {X) e 0. (5)

La primera afirmaciéon queda demostrada. De (5) y de la definicién de
la convergencia casi segura se desprende que a la par con (5),

@i 49X} 0
(-
para toda sucesién de las variables aleatorias 5, — 0. Nos queda sefialar que

sup | L1 "+ ) - L'(X, 8 _ L"(X. 9
|uf <t nv n

< Biypr_g(X) (6

y hacer uso del corolario 23.1. La posibilidad de sustituir 1(8) por I(§*)

también se deduce del corolario 23.1 (y de la continuidad de I{6)). «
Ahora podemos enunciar las principales afirmaciones acerca del com-

portamiento asintético de la relacidn de verosimilitud Z(¢). Designemos

Y(u) = In Z(u/Vn) = L(X, 8 + u/\n) — L(X, 6)

y convengamos en designar por £,(X, #) (a veces con indices adicionales)
las diferentes sucesiones de variables aleatorias convergentes casi segura-
mente a cero respecto a Py.
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Teorema 1. Supongamos que se cumplen las condiciones (RR), 6, > 0
es una sucesion arbitraria que converge hacia el cero. Entonces para
[/ V| < 8a

2
Y(u) = ugn = = IONL + &nlX, 6, 1)), )
donde
]Eﬂ{-xi 0, “)' < 8"(X! 6) =0, fn = L’(Xl 9)/\!;1_ = QOJE’)'

El punto u” = (§* — 8)Vn, en el que Y{(u) alcanza el valor mdximo, posee
la propiedad

= T&T (1 + ex(X, 8), ®
2
2¥(u*)y=21n Z(§" - 0) = If;) (1 + &n(X, ) € H,. (0

A la par con (7) es vilida la representacion
2
Y(u) = Y(u') — -QLTZ—‘L)—-J(&)(J + a(X, 6, u)), (10)

[en(X, 8, W)} < ealX, 0).
En todas las afirmaciones dadas se puede sustituir 1(8) por I(6°).

En este teorema, al igual que en el lema 2, se supone que 6 + uvn € 0.
Esta relacién serd cumplida autométicamente para n bastante grandes si
6 es el punto interior de ©.

Observacién. 1. Es importante notar que en (7) las variables aleatorias
£. ¥ £4(X, ) no dependen de n. Por eso la primera afirmacidn del teorema
puede ser escrita en la forma

Y1) — uks + “Tz I®)

sup 5 -0,
Ju| & 8av u es.

Si 8x es tal que
Ee—ngﬂim < , {]1}
del teorema 23.2 se deduce que en la region adicional |u| > 6.Vn,

sup Y(u) = —eo.
ol > 84 o

Demostracién del teorema 1. Del lema 2 |v| < 8, obtenemos
L'(X, 0 +v)=L"(X, ) — nul(f)(1 + (X, 6, v)),
fen( X, 8, v)| < en(X, 8).
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Integrando esta igualdad respecto a v dentro de los limites de 0 a u/Vn,
obtendremos

L(X, 0 + u/Nn) — L(X, 8) = uL'(X, 0)/Vn — -‘;i IO)1 + ea( X, 6, u)),

[en(X; 8, u)| < En(X, 8). (i2)

Esto es, evidentemente, el desarrollo en serie de Taylor, donde L “(X, &)/n
ha sido sustituida por I(8), y el término residual admite una estimacién
uniforme, En vista de que

1 1
—L'(X, 0) = — I'(x, 6

- )= DG 0)

es la suma de las variables independientes igualmente distribuidas, que tie-
nen por media 0 y por varianza J(f) (véase (2)), segiin el teorema central
del lfmite £ € o, 1(s. La representacion (7) queda demostrada. Para demo-
strar (8) volvamos al lema (2). Este significa que existe un conjunto A,
Ps(A) = 1 tal que para X. €A, n —+ oo,

sup L'(X,8+v)— L' (X, 86
Jol <8 Ry

b=

+ I(6)| — 0. (13)

Ademds, en virtud del corolario 23.1 existen la sucesién u, — oo,
un/Vh = yn — 0 (u, debe satisfacer (23.9)) y el conjunto B, Pyp(B) = | tal
que para X<€ B8, n— o,

v* = (0"~ 6) = o(ya). (4
Como la sucesién & — 0 en (13) es arbitraria, para X.€ANA,
P#ANB) = 1, en virtud de (14) la relacién (13) resultard justa en el punto

v = v". Recordando que L‘(X, 8 + v*) = L'(X, 8*) = 0, obtenemos para
Xeo€ANB,

_LXxe |,
()] —x—'——n(g. ) 0.

Esto significa que & — I(f)u" = u'e (X, 8), y demuestra (8).
Haciendo uso de los mismos argumentos, se puede sustituir « =

= =vVan=("—-0)Vn= Iﬁ;) (1 + &x(X, 8)) en (12). Esto da
£

L(X, 6 - L(X, 8 = Té (1 + ex(X, 6))

y demuestra la primera parte de la relacién (9). La convergencia de £2/7(6)
hacia la distribucién x* con un grado de libertad se deduce de los teoremas
de continuidad, ya que £,/~I(0) & &o,1.
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La relacién (10) se demuestra de un modo completamente andlogo a
(7) si se hace uso de la segunda afirmacién del lema 2 y, basdndose ¢n
&sta, se halla la representacién para L(X, 0 + uvn) = L(X, §°). «

Observacién 2. En el lenguaje de las distribuciones, la primera afirmacién del teorema
1 puede ser enunciada de la manera siguiente:
Y(u) @ .-N"IWI- iy (15)

Anteriormente hemos sefialado que la segunda condicién (RR) (acerca de la existencia de
{*(x, 8)) no siempre es esencial para las afirmaciones que han de ser demostradas. El cardcter
no esencial de esta condicién para la convergencia (15) se puede mostrar mediante los razona-
mientos siguientes. La magnitud

Y(w) = L(X. 9 +%) - LX, 0) = Z[r(x., 6+ T:"';) - Ix,, s)]

i=

€5 la suma de las itudes independientes igualmente distribuidas, Por eso, segiin el 1eorema
central del [fmite para el esquema de series (los sumandos dependen de » ¥ omitimos la verifi-
cacién de las condiciones de Lindeberg)

Y{u) a oa(u]. oXu)*
donde

a(u) = Um aMgli(x:, 6 + u/¥n) — I(x,, 8)] =

= lim nM, o J00mOD) o @iPesa, P}

Y- |
e Fels) o = a

(véase ¢] teorema 21,2 y la observacion 21,1). Luego
ou) = lLim nMg[lx;, 8 + u/Vn) = Kxi, O =
n==a0

2
wutiin S [t(x. 0+ &) - Ix, a)] preRTIon

a0 a

= u? S (1" (x, O felxdp(dx) = w2I(B).

Si al calcular a(i) y o*(t) se utilizé el desarrolo (x, 8 + w/¥) en seric con dos derivadas,
btendri; ltado. Sin embargo, nos hemos cerciorado de que no es obligatorio

famos el mismo
hacer esto.

Concluyendo este parrafo, del teorema 1 obtendremos otro corolario
util que necesitaremos en adelante y que se refiere al comportamiento de
las integrales de la relacién de verosimilitud.

Teorema 2. Supongamos que se cumplen las condiciones (RR), la fun-
cidn w(t) satisface la condicidn

[w(t)| € cealt’, c< w, o=g/16
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(g > O esta definido en el § 21) y la funcidn g(t) es continua en el punto
t = 0 y estd limitada. Supongamos, ademds, que 1l es cualquier medida
en (R, B), tal que Se*ﬂl‘*l""ﬂ{du) < w, En este caso, si @ es un punto inte-
riorde O y X € Py,

J= Sw(u‘ — w)q(@ + u/Nn)Z(u/Nn)l(du) =

-1 - wrie

- er{u-1q(a)[§w(u* — uYe I(du) + en(X, s)]. @16)

En particular, si Il es la medida de Lebesgue, Yl{du) = du, entonces

J = f% YW Ig@Mw(n) + en( X, 8)),

donde &.(X, 8) iy 0, n € ¥, ;-39

La afirmacién (16) es muy natural, ya que el factor g(d + u/ Vn) es “casi
constante” y la funcién Z(u/Vi) = ¥ se aproxima, con una exactitud
de hasta el factor constante, segiin el teorema 1, con una densidad de distri-
bucién normal.

Demostracién, Para simplificar la notacién nos limitaremos a examinar
el caso cuando I es la medida de Lebesgue. El paso al caso general no
presenta ninguna dificultad.

Estimemos primeramente la parte de la integral (16) en Ia regién |u| > r.
Designémosla por J(r). Como fe(X)/f;-(X) < 1, entonces, suponiendo,
para abreviar, Z = Z(u"/vn) = eY®"), t = § + u/Vn, obtenemos

/4
z—‘lz(_u_) = .ﬁ(X) < (ﬂ(x) sz‘(—-ﬂ—).
vn Jg(X) J#{X) vn
Por eso, en virtud de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski, del teorema
23.1 y del corolario 23.1,

Mew(u* — W)Z ™~ 'Z(u/Vn) <
< MpARE" — OYMZVu/Vm))"? < ce~ w94,
Como méx g(f) < o, de aqui y del lema 23.1 hallamos

MoZ ' J(r) € ce~57/%,

Haciendo uso de la desigualdad de Chébishev, obtenemos las estimaciones
del mismo orden también para Pe(Z~"J(r) > 8). Por eso, si 7 = rx = =,
de modo que

29- reg/4 < oo, an
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entonces, para ¥ 2 ru,
VARS () g (18)
Elijamos 1, = o(¥n) y examinemos la parte restante de la integral
V() = J - J(») cuando y = 2r,. Segin el teorema 1,
z-'ven=2z"? S (@ + uw/\Nmywu® — w)Z(u/Nn)du =
W<
- | @O+ e - x

fu] <2rm
X exp {“ % (u — WYIO)) + &x(X. 6, “))} du,

donde |en(1)] < &, = 0, |en(X, 6, u)| < £a(X, 6) — 0 cuando n —+ . Por
eso, en virtud de (18), es suficiente cerciorarse de la proximidad de las inte-
grales
S w(u' = u) exp [« —% (u = uVIONL + e(X, 6, u))} du,
wj<zr ;

27

1®) Mw(y) = g wiu® — u) exp {— -é— (u - u')zl(ﬂ)} du.

En virtud de (17) y del corolario 23.1 existe un conjunto A, Ps(A4) = 1 tal,
que |u*| € rn para X» € A cuando todos n = n(Xx) son bastante grandes.
Como I(8) > g, |[u — u*[* > u*/2 para |u| > 2, |u*| < rm, entonces, en el
conjunto A (véase el lema 23.1),
§ w(u® — u) exp [_. -;— (u — u')’!(ﬂ)} du < ce=& = (.
ut = 2ry

Por eso nos queda estimar

E w(u' — u)

foel < 2r4

up{_ % (u - u")zl(ﬂ)(l + En(Xv g, H'))} =

—ep [— - u')’r(e)] du < S w(v)

B
exp{ zul(ﬂ)x

— (1 + &a(X, 6, v+ u"))} - exp [—- % uzf(t?)]‘du.
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Pero esta integral converge en el conjunto AB hacia el cero, donde
B = [ Xu: en(X, ) — 0}, Po(B) = 1. Esto resulta de la convergencia a cero
para cada v de la funcién subintegral y del hecho de que ésta es mayorada
por la funcién sometida a integracién., <

§ 25. Propiedades de las estimaciones de verosimilitud msdxima.
Normalidad asintética. Optimacién asintética

Supongamos que X € Py y 6* es la evam, Los resultados de los parrafos
precedentes permiten describir por completo las propiedades asintéticas de
#* cuando el volumen » de la muestra crece indefinidamente. Adem4s, en
este parrafo hemos establecido uno de los resultados centrales del capftulo
presente, que consiste en que la ev.m, al cumplirse las condiciones (RR),
posee todas las propiedades posibles de optimacién asint6tica, que hemos
examinado anteriormente, o sea, la estimacién asintéticamente eficiente es,
a la vez, asintéticamente bayesiana (para toda distribucién a priori que
tiene densidad) y asintGticamente minimax.

En este parrafo siempre supondremos, sin especificarlo complementa-
riamente, que se cumplen las condiciones (RR).

1. Normalidad asintética de la ev.m,

Teorema 1. La ev.m. 6" es una estimacidn asintdticamente normal, con
la particularidad de que la convergencia

ut = (0" - o)Vn e &, ;- )

tiene lugar junto con los momentos de cualquier orden, o sea, junto con
(1), para cualguier k > 0, se cumple

Mo(u')* = Mr*, 1€ &) ;15 (3]

Ademds, para cualquier funcidn continua w(t) tal, que |w(f)| < e8/6 (véa-
se (23.4)),

M; H’(l{-} o MW(?}), nE ‘o' =Yy 3)
Demostracién. En el teorema 24.1 hemos establecido que

- - EH
u'= (" - 8)Vn = T@ (1 + &a(X, ), “)

donde &x(X, 6) — 0, £ = L'(X, 8)/Vn & %o, 1. Esto demuestra (1). Las

relaciones (2} y (3) se obtienen de (1) y del teorema de continuidad para
los momentos (véase el § 1.5), puesto que en virtud del corolario 23.2,

*12
Mw*3(u*) < My exp [—@%‘i} <c<w <«
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Observacién 1. De (1) y (2) se deduce que §° pertenece a la clase de
estimaciones Ks 2, en la que la convergencia de (§* — f)vn & By, 21 tiene
lugar junto con la convergencia de Ms(8* — 8)* = ¢*(8) de los primeros mo-
mentos, Como ya hemos sefialado en el § 8, en esta clase, el enfoque asinto-
tico de la comparacidon de las estimaciones coincide, de hecho, con el
enfoque estdndar.

Observacién 2. La relacién (4) también permite describir exactamente
las “desviaciones méximas” de (6" — #)Vn cuando r — . Pues, se sabe
(véanse [61] y [84]) que las sumas normalizadas &, de las magnitudes inde-
pendientes igualmente distribuidas, que tienen por media el cero y por va-
rianza J(8), satisfacen la ley de logaritmo reiterado, en virtud de la cual

|| )
P l —_ - o
( in:ds_up 2i@)Inln n : !

En vista de que en (4) lim sup en(X, 8) = 0 c.s., obtenemos que
ot

16° — 81VnI(8) _ )= .
Py lirgﬂiup B 1 i

Determinemos ahora, en calidad de corolarios del teorema 2, algunas
propiedades de la ev.m. relacionadas con la optimacién asintética.

2. Eficacia asintética, En el § 16 hemos introducido el estudio de la
clase Ky de estimaciones asintéticamente no desplazadas, o sea, de estima-
ciones §* cuyo desplazamiento b(#) = My6" — 8 posee las propiedades

b(®) = o(1/Vn, b'(8) = o(1). ®)

En el § 20 hemos expuesto las ideas segiin las cuales, en bisqueda de las
estimaciones asintéticamente eficientes “en total”, es posible limitarse a la
clase Xo.

Establezcamos ahora el hecho siguiente,

Corolario 1. 6" € K.

Demostracién. La primera de las relaciones (5) resulta de (2) cuando
k = 1. Para demostrar la segunda sefialemos que (véase el § 16)

1+ b'(8) = Mpf*L'(X, 8) = Mo(f* — O)L'(X, 0) =
2
= Mo((@" — 8) Vi1 &) = Mo —5 (1 + en(X, 6),
F0))
ea(X, 6) = 0.
Si aquf es cierto el teorema de continuidad para los momentos, entonces

obtenemos la relacién requerida 1 + 6'(8) = 1 o, que es lo mismo,
b'(9) =+ 0. Para establecer Ia validez de este teorema en nuestro caso, €s
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suficiente cerciorarse (véase el § 1.5) de que

M|(* — 8) Vn P2 < c < w0, ©)
donde ¢ no depende de n. Hagamos uso de la desigualdad de Hélder
Migal” < (MIE™) " Minf), p>0, g>0, 2+t =1

para r = 3/2, p = 4, g = 4/3. Entonces obtenemos, para el primer miem-
bro de (6), la estimacién (Ms[(§* — 0)VnI1%)'*(M£23)*4, que, en virtud de
(2), nos da la desigualdad deseada. «

El corolario siguiente, debido a su importancia, lo enunciaremos en for-
ma de teorema.

Teorema 2. La ev.mn. 8" es una estimacién asintdéticamente R-eficiente.
Ademds, 0* es asintdticamente eficiente en K.

Demostracién. El hecho de que §* es una estimacién asintéticamente
R-eficiente se desprende directamente de la definicién 16.1 y del hecho de
que

. a2 1+o0(D)
M9 - 6)* = R

La eficacia asintética en Ko se deduce del teorema 16.3. <

El teorema 2, junto con las observaciones referentes al teorema 16.3,
significa que, al cumplirse las condiciones (RR), cualquier estimacién asin-
téticamente eficiente en Ko serd una estimacién asintéticamente R-eficiente,

Anotemos que la contraccién del conjunto de las estimaciones examina-
das, hasta Ky, no es la tnica contraccién, ni mucho menos, con la que
§* se vuelve asintéticamente eficiente,

Indiquemos otra contraccién relacionada en este caso con la propiedad
de # de ser mediana asintética de la distribucién de las estimaciones asinté-
ticamente normales, o sea, con la propiedad

Po(8" > 0) = 172 (@)

cuando n — .

Designemos por K° la clase de estimaciones 8 para las cuales (7) se
cumple uniformemente respecto a 6. La clase K ° podrfa llamarse clase de
estimaciones asintdticamente centrales.

Teorema 3. La ev.m. §* € K ° es precisamente una estimacidn asintdtica-
mente eficiente en la clase K2

Aplazaremos la demostracién de este teorema hasta el § 3.3.

3. Cardcter asintéticamente bayesiano de la ev.m. En este apartado, por
doquier se suponga la existencia de la densidad g{¢) de la distribucién a
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priori Q respecto a la medida de Lebesgue en ©, supondremos también,
sin especificarlo complementariamente, que la densidad es integrable segin
Riemann, asi que se satisfardn las condiciones del tecorema 20.5.

Teorema 4. La ev.m. §* es una estimacion asintdticamente R-bayesiana.
Si Q es una distribucidn arbitraria a priori que tiene una densidad q(f)
respecto a la medida de Lebesgue, enfonces §* también es una estimacion
asinidticamente bayesiana que corresponde a la distribucién Q.

Demeostracién, El caricter asintéticamente R-bayesiano de la ev.m. se
deduce de las relaciones

ffm M[Va(d* — 0 = lim MM, [Vr(* = 8)]% =
= M lim Mo[VR(§* — ) = MI~'(§) = J.

Aqui el paso limite bajo el signo de la esperanza matemdtica es legitimo
segiin el teorema de la convergencia mayorada, ya que, en virtud de 23.2,
el valor de Mg[Vr(8* — #)]* estd uniformemente limitado por la constante
que no depende de n ni de 6.

El caricter asintGticamente bayesiano se deduce del corolario 20.1. <

De las observaciones referentes al corolario 20.1 y del teorema 4 resulta
que cualquier estimacién asint6ticamente bayesiana es asintéticamente R-
bayesiana.

La afirmacién del teorema 4 puede ser amplificada. Resulta que la
ev.m. y la estimaci6n bayesiana “casi” coinciden para cualquier densidad a
priori gq.

Teorema 5.

Mn(f* - 05 =0, (06— 6" Wn 20,
donde 03 es la estimacidn bayesiana que corresponde a la distribucidn Q,

¥ la convergencia en probabilidad se entiende respecto a la distribucidn
compatible de X y 8 en 2™ X ©.

El teorema 5 se desprende directamente del corolario 20.2. Su afirma-
cidén es equivalente a que para casi todos ¢

Mn(6" — 63 = 0. |
Es posible la amplificacién ulterior de la afirmacién enunciada.

Teorema 6. Sea § un punto interior arbitrario ©, X & Py. Sea, luego,
q(t) una densidad arbitraria, continua y positiva dentro de ©, de la distri-
bucién a priori. Entonces Vn(6* — 69 = 0.
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La demostracién de deduce del teorema 2 del parrafo precendente. En
[ ¢ = g fuX)dt
| asix0at

t = 8 + u/Vn y dividiendo por fs(X) el numerador y denominador en esta
expresion, obtenemos

efecto, 05— 6" =

Sustituyendo las variables

e [ = u*)q(0 + u/Nn)yZ(u/Vr)du
¢ T T VR [ 4@ + wNmZ@/Vmyau

Ahora es necesario hacer uso del teorema 24.2 para w(#) = ¢ y w(?) = 1.
Como en el primer caso Mw(y) = My = 0, entonces obtenemos

85— 8° = ea(X, 0)/Vn, euX, 0)ro <

4. Cardcter asintéticamente minimax de la ev.m,

Teorema 7, La ev.m. es una estimacidn asintdticamente minimax.

Este teorema se deduce directamente del corolario 20.3 y de la afirma-
cién siguiente.

Lema 1.

lim sup Mon(8* — 6)* = sup 7~'(9),
n=re fel* g€l

donde T' es cualguier trazado dentro de ©.

El lema 1 se desprende de la convergencia (2) uniforme en 8. La unifor-
midad serd demostrada en el § 29 (véase el apartado 29.3).

§ 26* Cdlculo aproximado de las estimaciones
de verosimilitud m#xima

Hemos visto que en los problemas de estimacién de los pardmetros revisten
¢l maximo interés las estimaciones eficientes y asintéticamente eficientes
y, en particular, las ev.m. Surge la cuestion acerca de la determinacién préc-
tica de tales estimaciones. En los problemas reales, la biisqueda del valor
exacto de la ev.m. §* puede presentar grandes dificultades. Esto se refiere,
sobre todo, a las distribuciones que no tienen estadisticas suficientes relati-
vamente sencillas.

Por otro lado, la determinacion de cualquier estimacién asintéticamente
normal #° no provoca, por regla general, dificultades.

Aqui mostraremos un método de construcciéon de la estimacién 81, asin-
téticamente equivalente a la ev.m. 8* (y, por consiguiente, a la asintética-
mente eficiente), el cual se basa en el método de Newton para célculos



240 CAP. 2. TEDRIA DE ESTIMACION DE PARAMETROS

aproximados y en la utilizacién de la estimacién asintéticamente normal
#*. Pongamos

U() =t - L(X, )-(L"(X, )™, 1€86,
Ui(e) = ¢t + L(X, O-(nd()", teo.
Teorema 1. Supongamos que se cumplen las condiciones (RR), X € P»
y que 8° es cualquier estimacion asintdticamente normal
(0* — 8)Vn & ®; ).
En este caso la estimacién 8] = U(8") (o bien 8] = Ui(6")) serd asintdtica-
mente equivalente a §°, o sea,

0 - 6*wn 7 0.

La demostracién del teorema se apovard en el lema siguiente.

Lema 1. Supongamos que se cumplen las condiciones (RR), X € Py,
y que 8x > 0 es una sucesidn arbitraria convergente a cero. En este caso,
si On es tal que |6n — 6] < &n,

U(Ba) = 0* = (8n — 8*)€alln, 6, X),

donde Ex= méax |ea(fn, 6, X)| — 0.
8ui]0a = 6] G54 Py

Esa misma afirmacidn serd vdlida si en vez de U utilizamos la funcion
U

Con otras palabras, si se hace uso del método de aproximaciones sucesi-
vas hacia §° y se pone 65 = 65, 67 = U(83) (o bien 67 = Ui(63)), entonces
8] — §° = o(8s — "), asi que la aproximacién 6 es mucho mejor que 8;.

Demostracién. De las investigaciones de § 24 y de la continuidad de
L~ se deduce (véase, por ejemplo, el lema 24.1) que

L'(X, 6x) = @ — 6)L"(X, 8), L"(X, 0) = n((©) + &:(6a, 6, X)),

donde f € [6., 6], . I::n_é;tx“. £x(6n, 8, XD ) 0 para cualquier sucesién 8, —
— 0. Luego,
L"(X, 6s) = n(I(#) + &7 ),
@) + e@® + &N =1 + &,
donde &7, &, poseen la misma propiedad que gz. Por consiguiente,
U@n) = 6° = 8 — 6° — L'(X, 6u)(L"(X, 0))""' =
=6n— 6° — (6, — 6°)1 + &n) = 6 = 0)tn.
La demostracién para la funcién U, se realiza exactamente igual. <
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Demostracién del teorema 1. Elijamos cualquier &, — 0 tal, que
8.V — o, y representemos (81 — 6°)Vr en la forma

e - 8 Wn = Vn(8® - 8%)enl8", 8, X g _gj<ey + Tas
donde rp # 0 vinicamente en el conjunto B, = {X: |6 — 8| > 8x]) ¥, en vir-
tud del lema 1,
Ex = mAax Ea(t, 6, X);:U.

[f—8i=da
Como, ademds, Ps(B,) — 0, de aqui se deduce que
|67 — 8°1VA < VR0 — Ofen + VI6" — 6len + 72 2 0. <

El teorema 1 muestra que el método de aproximaciones sucesivas, par-
tiendo de cualquier estimacién asintdticamente normal, nos lleva en 1 paso
al punto 6°, con una exactitud de hasta los valores de o(1/Vn).

Si se exige la exi ia de las derivadas continuas /~ (x, #), entonces también
se puede comenzar de puntos mis lejos, que distan de 8, digamos, a la magnitud de o{n ™ '**).

En este caso, al igual que en las condiciones del teorema 1, en | paso resultaremos en el
o{1/vn)-entorno del punto 6°. En efecto,

LXK, 1) = (¢t — BIL" (X, &) + %

L™(X, 6") =
=@t — YLK O+ %(r — BYL"(X, 87),

donde 8’ y 8” estAn comprendidos entre 7 y §°. Por eso
Uy — 8" = 8y = 0" — L'(X, 0 ML"(X, 8))7" =

= -g. @ = 6VUO) + &), VAUE) — 6920
5|6 — 8 = o(n™ V). @

Ejemplo 1. Clasificacidn de las partfculas. Examinemos una fuente que
emite particulas de dos tipos: con probabilidad p, particulas del tipo 4;
y con probabilidad 1, p particulas del tipo B. La energfa de las particulas
¢s aleatoria y tiene una densidad de fi(x) para las particulas del tipo A,
y de fa{x) para las del tipo B. Las funciones fi(x) son conocidas. Han sido

registradas 7 particulas con energfas X1, ..., X. ;A qué es igual la probabili-
dad p? Aqui la funcién de verosimilitud es igual a

50 = lfI1 @) + (L — PYAEED),

asi que

v = ST i) = £
L', p) = 2] pht) + (0 = pfat) (”

jml

16—8030
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Vemos que la bisqueda de la ev.m. §* conduce a la ecuacién L’ = 0 de
grado n — 1 respecto a p, la cual se resuelve, para grandes n, con mucha
dificultad. Hagamos uso del teorema 1. Para eso necesitamos cualquier esti-

macién a.smtéucameme normal p°. Supongamos que S(F 1 — F)?dx < w,

donde Fi(x) = [ fit)dt, y examinemos el enfoque natural siguiente. Defi-

namos p* com(; °:'aln'.)r que minimiza
[ ) = FoY'dx, F(x) = pFi(x) + (1 — p)Fa(x). [0
Igualando a cero la derivada de (2), obtenemos E(F'.. - FY(Fy — B)dx =0,
S(F; - B)(F — R)dx
[ (A~ F)?ax

P =

Es fécil notar que Mp* = p y que
[(F2 = F)n(F: - Fy)dx

W - pWn=
[(Fr — Fa)’dx

&)

De los resultados de los §§ 1.6—1.8 se deduce que p* es una estimacién
asintéticamente normal y que la distribucién limite (3) coincide con la
distribucién

[ W (FO)(Fi = Fy)dx
(A — FB)dx '

Por lo tanto, en virtud del teorema 1 la estimacién
pi=p"' —L'(X, pYL"(X, p*) ",
donde L’ estd definida en (1),
i (il) — fa(x))?
L" = — <
Z (Bfitx) + (1 — pYa(x))®

serd asintéticamente equivalente a la ev.m. j°. El coeficiente de dispersién
pi serd determinado por la informacién

i(x) = o (x)*
I = d:
@ S 7 + @ = o)
y serd menor que el coeficiente de dispersién p°.

Ejemplo 2. Le proponemos al lector que halie, de ese mismo modo,
la aproximacién para la ev.m. del pardmetro « de la distribucién de Cauchy
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K.,1 que tiene una densidad de

ku,i(x) = m .

En calidad de estimaci6n asint6ticamente normal “previa” se puede tomar
la mediana muestral ¢ (véase el § 2 6 los §§ 1.3 v 1.8 Aqui no se puede
tomar la estimacién o' = X, ya que M,o" no existe). La estimacién

el =~ LYX, YL, 2T

donde LUX, o) = -2 Z Tﬁ;qu' ,
o

z : 1 = (i~ )
¥ o X, =2 L3
5 A+ (x — @)
serd asintSticamente equivalente a la evm. &*. Como
_ [ Ky 4 X 1
o= .(de_?STH_xJ)TdX“T

los coeficientes de dispersidén {* y ai serdn iguales respectivamente (véase
el§2) a

1 _m & _ L3
Ta@ =2 I Y a) = V2, -2->\f:7..

Ejemplo 3. La sangre de cada persona pertenece a uno de los cuatro
grupos que designamos por 0 (cero), A, B y AB. El heredamiento de los
grupos de sangre es controlado por tres genes: A, B y 0, ademds, el gene
0 es “deprimido™. por los genes A y B. Por eso, sip, gyr=1-p —
- g designan las probabilidades de que aparezcan los genes A, B y 0, las
probabilidades de aparicién de los grupos de sangre corresponderén a las
siguientes magnitudes:

Tabla 1 Tabla 2

i{oi- | Gropo Combina- | Probabilidades i

merode ciones que

grupo) ﬁ ;;tc 1 2 3 4
1 0 00 7 pi8) 7 lpp + 20 atg + 2r)|2pg
2 A AA, AO P+ 2pr m -2r 2r —-2q 2q
3 B | BB BO q* + 2gr aap
4 AB AB 2pq .._‘;‘;” 2] -2 2r |2

16*
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Sean v, v2, ¥3, v4 las frecuencias de aparicion de los grupos de sangre
respectivos en la poblacién sujeta a investigacién, con un total de n perso-
nas. §Cémo hallar la ev.m. par p y g? En nuestro caso las probabilidades
pi(®), 8 = (p, ¢) de aparicién del i-ésimo grupo de sangre y sus derivadas
parciales respecto a p y g se muestran en la tabla 2.

ii’or eso para la funcién logaritmica de verosimilitud L(X, @) =

= 2, # In pi(f) obtenemos

Bl S e o B B P
ap pi dp r p(p + 2r) q -+ 2r p @
CLI, R N S . SRS, . S
aq pi dq r p+2r glg + 2r) q

Igualando a cero estas derivadas, llegaremos al sistema de dos ecuaciones
para 8* de cuarto orden. La resolucion de tal sistema presenta dificultades
técnicas. Por eso es mas simple hacer uso del teorema 1. Para esto notemos
que son vélidas las igualdades

p=r, ptm=@+, m+p=(@+nt ¢

Las estimaciones eficientes para p; son iguales a pf = »;/n. Sustituyendo
en (5) estas estimaciones y resolviendo las ecuaciones obtenidas, tenemos

p'=vpi +pi -pi, ¢ =<pi+p; - pi.

Como pi es la estimacién asintdticamente normal de p; (o sea,
(p] = pVn & @,y _py)s €0 virtud de los teoremas del § 1.5, p* y ¢° tam-
bién serdn las estimaciones asintéticamente normales para p y 4.

Para valerse del teorema 1 sélo queda calcular la matriz (L“ (X, 8°)) !
o matriz (rIE*N"", 6° = (p*, ¢°).

Citemos el ejemplo de una muestra real X obtenida como resultado del
examen de n = 353 personas.

La distribucidn de la gente por grupos de sangre se da en la tabla 3.

Tabla 3 Tabla 3A
(1] A B AB Toral 0 A B AR
v 121 120 79 33 353 pd8°) | 0,351 | 0,343 | 0,226 | 0,080
pi 0,343 10,340 ] 0,224 § 0,093 1 PABT) | 0,337 § 0,347 ] 0,231 0,085

De esta tabla se deduce p* = 0,241, ¢* = 0,167, r* = | — p* — ¢" = 0,592,
Con ayuda de la tabla 2, para los elementos de la matriz /(f), cuando
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& = 0*; obtenemos

PO \* 1 _ ar* 32 gomn
Z( w ) p® T B Tgwar tp -0

Z WO L g D e P L AP
Pi(0) q

ap p+2r qg(g + 2r)
opi) opi®) 1 _ ., 4 _  4r — 2585
ap T ) R, s, i
De aqui hallamos |I(6*)] = 130,512.
cognes 0,105 -0,020
o -0,020 0,076¢"
ar aL
De las férmulas para p Vg (véase (4)) obtenemos
L’(8*, X) = (25,443, 34,161), ®

asl que para la segunda aproximacién de 8} tenemos
P =8 +%L'(8'. X)) 10°) = (0,246, 0,173). (7)

Esto nos da, para completar la tabla 3, las estimaciones expuestas en la
tabla 3A.

La aplicacién de una iteracién mds, en forma de (7), ya no modifica
la estimacién 6 (dentro de los limites de la exactitud que utilizamos), ya que

L@, X) = (—-0,076, —0,167)

(compdrese con (6)), asi que la tercera aproximacién para §* y todas las
aproximaciones siguientes coinciderdn con 8}.

§ 27*. Propiedades de las estimaciones de verosimilitud méxima al faltar
las condiciones de regularidad. Conciliabilidad

Este parrafo, al igual que el § 22, no entra en el curso principal de exposi-
cibén y estd dedicado al estudio de un caso irregular. Aqui nos limitaremos
ademostrar la conciliabilidad fuerte de la ev.m. en condiciones muy débiles
respecto a fi(x), las cuales no suponen el cumplimiento de las condiciones
(RR) o (R). Un estudio mas detallado de las propiedades de la ev.m. y
de la relacién de verosimilitud en el caso irregular véase en [48].

En todo el pdrrafo supondremos que se cumplen las condiciones {A,),
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(A:) y (Ao) y designaremos la distancia de Kullback-Leibler g1(Po, P/} por

X
0@, = 51“ S . £, ynax).
Ji(x)
Sabemos que g(f, f) > 0 para ¢ # § si se cumple la condicién (Ao).
Evidentemente, la condicién (Ao) es necesaria para la conciliabilidad
de la evm., o sea, para la convergencia de é';-ﬂ. Si, por ejemplo,

2(0, %) = 0 cuando # # 6, entonces los puntos § y fo serdn simplemente
indistinguibles, las distribuciones Py y Py, coinciderdn y cualquiera que
sea el lugar de convergencia de la ev.m. @°, ésta no podra ser conciliable
siXEPyosi XEP,.

La siguiente variante de la condicién (A4o) se puede llamar uniforme
(¢ ha sido registrado):

(Ao) Para cualguier 6 = g(6) > 0
inf (8, 1)>e¢
T 1]
con cierio 6 > 0.

Es evidente que (A¢) serd el corolario de (Ao}, (Ac) y de la continuidad
de g(8, 1). Por consiguiente, en estas condiciones, la condicion (A4g) también
sera necesaria.

Examinemos ahora la siguiente amplificacién de la condicién {Ao). De-
signemos

JAx) = sup fr+u(X).
klsa
(A8). Para cualquier 8 > 0 existe A = A(8) > 0 tal, que para todos |,

|t = 8] > 8,
f[in £ fucomian) < - 0

con cierto ¢ > 0.

Esta condicién resulta suficiente para la conciliabilidad fuerte de la
ev.m. La misma es parecida a la condicién (Aq) y en este sentido se asemeja
a la condicién necesaria. Una sola condicién (Ao) no es suficiente para
la conciliabilidad de la ev.m. (véase la observacién 1).

Teorema 1. Si se cumple la condicidn (A), entonces la ev.m. §° es fuer
temente conciliable.

Demostracién. La ev.m. §* es el punto ¢ en ¢l que se alcanza el maximo
de la funcién (s, 8, P3), donde

A
w.r,P)—S I p(a).
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Como ¥(8, §*, Py} = {0, 6, P}) = 0, para demostrar el teorema es suficien-
te convencerse de que con Ps-probabilidad igual a 1,

lim sup sup ¥ ¢, Po) < —¢
h—ca [t=d]zd

con cierto £ > 0. (Esto precisamente significard que para ct. Xo € Py, a
partir de cierto n = n{X.) < =, se cumple |§* — §] < 8). Supongamos que
se ha registrado § y que A satisface la condicién (1). Recubramos el conjunto
ON[0—86, O+98 con segmentos Ax=[f: |- f]|<A), k=
=1, .., N< o, donde 1, €9, 1, ¢[0 — 5, 0 + 8. En este caso, segin la
ley fuerte de los grandes numeros,

sup (8, 7, Py < méx Bup ¥, 1, P <
t-6] 28

Jo(xi) - fﬁ(xl) _
<o 35 sp 0 00 o 2200 <

Observacién 1. Como ya hemos sefialado, una sola condicién (Ag) no
¢s suficiente para la conciliabilidad de §*. Para convencerse de esto exami-
nemos el ejemplo siguiente. Sea © = [0, 1], Ps = U149 cuando
0<80<1/2ycuando § = 1. Cuando 1 > # > 1/2, la distribucién Py tiene
una densidad de fs(x) = 1/8 cuando 1 — & < x < 1. Supongamos ahora
que X € Pg = Uo,1. En este caso la condicién (Ap) se cumple, ya que
e(0, #) = — oo cuando ¢ # 0. Al mismo tiempo es facil ver que fi(X) > 1
cuando 7€ (1 — xay, 1) y que 6" =1 — xq =1

Las condiciones (A§) pueden ser representadas de manera equivalente
en una forma algo distinta. Designemos f?(x) = lim sup f,(x).
=l

Teorema 2. La condicidn (A§) es eguivalente al cumplimiento simultd-
neo de las dos condiciones siguientes
(A8). Para rodos t = 0

SP(x)
§ In o™ So(x)u(dx) < 0.

(J). Para todos t y cierto A> 0

{10 £ fucomen < .

La condicién (J), al igual que (A¢), (A8), significa la integrabilidad de
las partes positivas de las funciones subintegrales. Tales funciones es natural
llamarlas integrables superiormente.



248 CAP. 2 TEORIA DE ESTIMACION DE PARAMETROS

En virtud de (A4.), la condicién (J) es, de hecho, equivalente a la limita-
cidn superior de la integral

S n 226

Ty T < e, @

donde f(x) = sup fi(x).
1€9

Demostracién del teorema 2, El hecho de que de (A4} resulte (A48) y
(J) es evidente. Ahora supongamos que se cumplen (43) y (J). Si admiti-
mos que ((A§) no tiene lugar, existirdn sucesiones & — 1€ ©, Ax =0,
& = 0 tales, que

o Sal)
"o (x)
Aqui la funcién subintegral es mayorada, en virtud de la condicién (J),

por la funcién superiormente integrable, por eso, en virtud del lema de
Fatou,

SJo(X)pldx) > —&x.

JE(x)
So(X)

Hemos obtenido la contradiccion que demuestra el teorema. <

Ahora expondremos unas condiciones bastante mdas simples, que de-
muestran el cumplimiento de (A§) y (J) ¥ por lo tanto, la conciliabilidad
fuerte de la ev.m.

Definicién 1. Diremos que fi(x) pertenece a la clase Dy, si para cada
t € © existe un conjunto C;€ B, Po(Cy) = 1 en el que fi(x) es continua
respecto a 1: fr(x) = fi(x) cuando 7 — 1, x€ C..

Ademds de las fi(x) continuas (respecto a £) en €l conjunto C, Ps{C) = |
independiente de ¢, a la clase Dp también pertenecen, por supuesto, otras
funciones, tales, por ejemplo, para las cuales f;(x) en €l plano (¢, x) tiene
lineas de discontinuidad aisladas y desprovistas de partes paralelas al eje
x. Asi serd, en particular, si fi(x), como funcién de x, tiene discontinuidades
aisladas en los puntos xf, x®, ..., que dependen continuamente de 1.

lim sup

k=00

S S

71 Sa()uldx) < S In Je(xX)p(dx) < 0.

Teorema 3. Si fi(x) € Do y se cumple (J), entonces también se cumple
la condicidn (A§) ¥, por lo tanto, la ev.m. §* es fuertemente conciliable,

Demostracién. Si fi(x) € Dy, entonces f7(x) = fi(x) cuando x € C; y, por
lo tanto,

g S (x)

7 SJe(x)uldx) = —e(f, 1) < 0. <
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Corolario 1. Si fi(x) € Dy estd limitada, y la integral
[ Jo(x) In fo(x)u(dx) )

es finita, la ev.m. es fuertemente conciliable.

La afirmacién del corolario 1 se deduce directamente del teorema 3,
va que el cardcter limitado de fi(x) y la finitud de la integral (3) conducen
a (J).

Corolario 2. Si

(8) = | sup |firulx) = Si0)u(dx) = 0 @

cuando A — 0, la ev.m. es fuertemente conciliabie.

Demostracién. Hagamos uso del teorema 3. La pertenencia de f;(x) € Dy
es evidente, ya que (4) puede cumplirse tan sélo en el caso en que
Je+u(x) = fi(x) cuando u — 0 para ct. [u] valores de x.

Luego,

§ S2CIuldx) < 0(8) + [ fixuldx) = o(a) + 1,
vy la condicién (4) también significa la integrabilidad de f*(x). Como
n ) S

n “——— g ——— — 1, de aqui obtenemos que la integral en las condi-
I & ¢ .
ciones (J) no supera

[ Xu(dx) - 1 < o(a). <
En vez de (4) podriamos exigir la convergencia a cero de la magnitud

21(8) = { sup (Vo u0) ~ VTG (e,

va que p(A) se puede estimar con ayuda de w1(A) utilizando la desiguaidad
o(a) < ]3}3 [V s ulx) — NG| sup N+ w0 + NI |(dx) <
/2
< ol | sup, (Frea) = VTG + 2 ViGuan)|” <
SRe1(B)(e1(8) + 4172,
Corolario 3. Si fi(x) es derivable respecto a t para c.t. [1] valores de x, v

[l A)|u@x) < ¢ < =, ®

entonces la ev.m. §° es fuertemente conciliable. La condicidn (5) siempre
se cumple si la informacidn de Fisher I(f) estd limitada.
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Aqui hemos llegado al mismo resultado que podriamos obtener del teo-
rema 23.2. El método de demostracién de este iltimo (véanse los §§ 21,
23) muestra que el cardcter limitado de f(¢) o (5) no son esenciales para
la afirmacién del corolario 3 si la distancia de Hellinger g3(Ps, Ps+a) estd
uniformemente separada del cero cuando |A| = & > 0.

Demostracién. La pertenencia de fi{(x) € Dy es evidente. Para el cumpli-
miento de la condicién (J) es suficiente, como hemos visto en la demostra-
cién del corolario 2, la integrabilidad de f(x). Pero

a
[ ema) < [0+ Ufreutold | ucan) =

=1+ i {ﬂﬂ’n(xﬂ#(dﬂ]du <1+ 24c

Ja

Queda hacer uso del teorema 3. La tltima afirmacién del corolario 3 se
deduce de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski, ya que, en virtud de
esta desigualdad, jif,(x)ln(dx) < P41, «

Corolario 4. Sea & el pardmetro de desplazamiento de la familia
Jo(x) = flx - 0), jﬂx) In fix)dx > —co. Si la funcidn f(x) estd limitada
(de lo contrario el método de verosimilitud mdxima pierde su sentido (véase
el § 26)) y tiene un conjunto B de puntos de discontinuidad, cuya medida
de Lebesgue de clausura p{ B®) es igual a cero, entonces la ev.m. 8" es fuerte-
mente conciliable.

Demostracién. Verifiquemos el cumplimiento de las condiciones del teo-
rema 3. La condicién (/) se cumple de modo evidente. La pertenencia de
Ji(x) € Dy se desprende de la definicién de Dy en que es necesario poner
C: = B — ¢ (este es el desplazamiento del conjunto B en 1, y B es la adi-
cién a la clausura del conjunto B). En vista de que el conjunto B esta
abierto, x ~ 7€ B° — 7 conduce a x — # € B — ¢ para |t — | bastante pe-
quefias. Esto quiere decir que f(x — 1) = fix — 7). El corolario queda de-
mostrado.

Cabe sefialar que en las condiciones del corolario 4 es inutil suponer
que se ha cumplido la condicidn (Ag), puesto gue ésta se cumple automaéti-
camente, Si admitamos que (A§) no tiene lugar, llegaremos a la periodici-
dad de la funcién f{x), lo que es imposible.

En cuanto a las condiciones del corolario 4, sefialaremos que la condi-
cién de “continuidad” de f{x), enunciada en este corolario, es muy débil.
Pero, por lo visto, tampoco esta condicion es esencial. Lo confirma, en
cierta medida, el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 1. Sea f{x) una funcién arbitraria que tiene un portador li-
mitado
(g, b) = [x: f{x) > 0}. Entonces

Po(|6* — 6] > 8) < (1 ~ Fola + 8))" + F3(b - 6), (6)

donde Fe(x) = j Jo(»)dy. La desigualdad (6) significa la conciliabilidad

fuerte de 6°. Esto se deduce de las relaciones que tienen la forma siguiente:

@ -0>8c {1 fstmr>0) ¢ Atzarosa,
i=1

=1
Po(f° = 0>8)<[1 —Fola+ 0+ 8"=[1 — Fola + &))"
Desde cierto punto de vista la condicién de finitud de la integral

] Ax) In f(x) dx en el corolario 4 tampoco es esencial: se puede construir
facilmente un ejemplo cuando esta integral se convierte en — o y la condi-
cién (J) queda cumplida.

De las observaciones del § 2.18 se desprende que todo lo dicho en el
corolario 4 y después de éste conserva por completo su validez para el pars-
metro de escala.

§ 28. Resultados de los §§ 23—27 para el caso
del pardmetro multidimensional

En este pdrrafo trasladaremos al caso multidimensional todos los resultados
principales de los §§ 23—27. Dichos resultados serdn expuestos en el mismo
orden que en los parrafos indicados, con la particularidad de que sélo nos
detendremos en los momentos donde el cardcter multidimensional modifica
la formulacién del resultado o exige la modificacién de los razonamientos.
Asf pues, supongamos § € 8 C R*, ¥ > 1. Las enunciaciones de las con-
diciones (4,), (4Ac) ¥ (Ao). al igual que las definiciones de la relacidn de
verosimilitud
f 0+ II(X )

2w =750

y la distancia de Hellinger

nu) = g(Posn, Pg) = ! (Vo +ulX) = V() p(dx),

no estdn relacionadas de ningin modo con la dimensién.
1, Desigualdades para Ia relacién de verosimilitud (resultados del § 23).
Para estudiar el comportamiento de la funcién Z(x«) en el entorno del cero
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necesitaremos la condici6n siguiente: /a funcidn \fy(x) es derivable respec-
to a 8, y la matriz de informacidn de Fisher

1) = ;0| =

d a
M?ﬂj— I(x1, a)—aw H(x1, 6)“‘ [§)]

para todos 0 € ©, estd limitada y definida positivamente.
Dada esta condicién, del teorema 21.3A resulta que para todos 6,

0<gé—rl—l(:—l‘1)-éh=%5l:p5pf{8}<w. @
Aquf y en lo sucesivo || significa la norma euclidea |u| = Vui + ... + uf

del vector 4 = (U1, ..., Ux).

La primera afirmacién del teorema 23.1 y su demostracién se trasladan
al caso multidimensional sin camios algunos, ya que, de hecho, las mismas
no estdn relacionadas con la dimensién.

Teorema 1. 87 se cumple (2), entonces
MaZ 2 (y) < e—mei™?,

Para generalizar el teorema 23.2 necesitaremos una condicién adicional
que consiste en que

y = sup Ms|l' (%3, )" < o 3
con cierto s > k.

Teorema 2 (andlogo del teorema 23.2). Si se cumplen las condiciones
(2} y (3), entonces, con todos z n 2 1

Pa( sup Z(L) > e‘) Scye ™t + e Vg8 @)
W > w \.‘;
donde ¢ < w0, 8> 0 s6lo dependen de k, g y 5.

Para demostrar esta afirmacidn, en el caso unidimensional hemos utili-
zado la posibilidad de estimar sup p(u) por los valores de p(0) y
wEfpD, 1)

1
S[p’(u)ldu. En el caso multidimensional, tal enfoque choca con dificulta-
o

des, puesto que el valor maximo de p(u) en cierta regién DCR*, k > 1,
no puede ser estimado, hablando en general, por los valores de p(uo),
o € D, y la integral de p’ ()} (p'(u) = grad p(u)), por una curva registrada
cualquiera de . Existen, por lo menos, dos vias para superar esta difi-
cultad.

La primera es absolutamente anéloga al enfoque unidimensional y con-
siste en utilizar la estimacién que tiene la siguiente forma (en esta férmula,
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para simplificar la escritura, nos limitamos al caso bidimensional £ = 2):

1 1
3p((0, u2)) ap((u, ON
i‘-‘xg‘P(“} < |p(0)| + §|T|duz + 5 Tl ®
0

11
3*p(u)
> du'] + 5£|W duy duz,
00

donde u = (w1, u2), Ko,1 es el cubo unitario Koy = {: 051 j =
=1, ..., k}. Sin embargo, para utilizar este enfoque debemos suponer que
existen derivadas de k-ésimo orden de la funcién fe(x) (fe{x)) (véase la defi-
nicién de la funcién p en el parrafo 23) y saber apreciar los valores medios
(que necesitamos) de las derivadas de la funcién p del /-ésimo orden, / < 4.

La segunda via es mas conveniente, ya que utiliza la posibilidad de esti-
mar sup p(u) a través de los valores de p(0) y

MEKs

| lp"@)l*du (p’(4) = grad p(u), u = (1, ... ue))

Ko

con cierto § > k (cuando s = & la estimacidn es imposible). En este caso,
sin duda, debemos disponer de las estimaciones para M;|p’(1)|* cuando
5 > k. La obtencién de todas las estimaciones aqui necesarias presenta cier-
tas dificultades y requiere mucho espacio. Por eso la demostracién del teo-
rema 2 para el caso multidimensional se da en el Suplemento VIIL.

También debemos sefialar que en el libro editado en ruso se utilizé otro
método de demostracién del teorema 2 (véanse las observaciones bibliogra-
ficas referentes al Suplemento VII).

Las demostraciones de las afirmaciones acerca de la conciliabilidad de
la ev.m. y acerca de las estimaciones para los momentos en el punto 2 del
§ 23, no estdn relacionadas con la dimensién. Las propias afirmaciones
se conservardn en la forma siguiente.

Teorema 3 (andlogo del teorema 23.3). Si se cumplen las condiciones
(2) y (4), entonces para cualesquiera z, n = | es vdlida (23.6) sustituyendo
el niimero g/4 por 8 (véase el teorema 2).

Las afirmaciones de los corolarios 23.1 y 23.2 conservan por completo
su validez sustituyendo igualmente g/4 por §.

2. Propiedades asintéticas de la relaciéon de verosimilitud (resultados
del § 24),

En el caso multidimensional, por condiciones (RR) entenderemos el
conjunto de condiciones siguientes:

1) Condiciones (Ao), (Ac), (R).
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2) Derivabilidad continua de segundo orden respecto a 8 dentro de ©,
de la funcidn I(x, t) para c.t. [u] valores de x. En este caso se supone que
las derivadas

= 0Mx, O
e, 0= =530

admiten la mayorante [(x) que no depende de t: |[{{(x, t)| < I(x), para la cual
Mil() = § 1)fi(x)p(dx)

converge uniformemente®) en t € Q.

3) Ademds, supondremos, siempre que sea necesario, que se cumple la
condicidn (3).

Al igual que en el caso unidimensional, necesitaremos las dos propieda-
des siguientes que se deducen de (RR):

1) Posibilidad de derivar dos veces respecto a 8 bajo el signo integral
en la igualdad

[ fo(u(dx) = 1,
que significa la validez de las relaciones

2
[ reconan =0, {2 couan = o ®

2) Convergencia uniforme de la integral I(f):
sup Mo[('(x1, )% |"(x1, 6)] > N1—0 ©)

cuando N — oo,

Estas propiedades se demuestran en el Suplemento V1. Para simplificar
la exposicién, las referidas propiedades pueden ser intoducidas en las condi-
ciones (RR).

En virtud de las igualdades

1 afe(x)
" 0 = 7oy e
Ex, B)—_l-m_ 1 afelx) afe(x)
P fex) 3600, fix) 9 a6,

de las relaciones (5) resulta que
Mel{x,, 8) = 0,
Molj(x1, 0) = —Mell(xy, O)(x1, 6} = —Ly(8).

*) Véase la nota en la pdg. 226, de la convergencia uniforme en el § 24.



§ 26. RESULTADOS DE LOS §§ 23-—17 255

Al igual que en el caso unidimensional, las condiciones (RR) significan
que tendrdn lugar las afirmaciones de los teoremas del § 23 acerca de las
estimaciones para

sup Z(v/Vn) y para Vn(6* — 6).
fulw

Al cumplirse las condiciones (RR), también serdn vilidos los siguientes
andlogos de los lemas 24.1 y 24.2.

Lema 1. Las funciones I{}(x, 6) son continuas “gor término medio":

Mywi(x1) = 0
es uniforme respecto a 8 cuando A — 0, donde wi(x) = mix S;-.Ilp Jg <
4§ Bui<a
X (x, 8 + u) — I{(x, 8)|.

La demostracién repite exactamente los razonamientos del lema 24,1. <
Pongamos

(L'(X, 8 + wd), w) = (L'(X, 8), w)

T
= + (@’ |.

¥a(8, 6) = sup
AZE

[

Lema 2. (andlogo del lema 24.2). Supongamos que se cumplen las con-
diciones (RR) y que 6, > 0 es cualquier sucesidn que converge a cero. En-
fonces, para X € P,

Yn(on, 0) 20, yuldn, 6%) 22 0.

En estas relaciones, los valores de I1(8) e I(§*) pueden sustituirse uno
por otro.

Demostracién. Al igual que en ¢l caso unidimensional, es suficiente con-
vencerse de que y,(6.) —+ 0, donde

a(®) = sup (L'(X, 0 + wd), w) — (L'(X, 0), ¥) _ oL"(X, Ou”

ags na n
Joaf m L

Pero yn(fa) g% Z; wil(X)|wxwy|, donde wf{x) es el médulo miximo
de continuidad de las funciones /j(x, 8). Como

Slwww) < klof* = &,
k.J

entonces

o) <X D ] wtxo. ™
i
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La demostracién ulterior se base en el lema 1 y repite exactamente los razo-
namientos del lema 24.2. <

La generalizacién del teorema 24.1 para el caso multidimensional -aqui
es el

Teorema 4. Supongamos que se cumplen las condiciones (RR) y que
8. > 0, n =1, 2, ..., es cualguier sucesidn convergente a cero. En este caso,
st X € Py, para u tales, que \u/Va| < &a,

Y(u) = In Zu/Nn) = (&, ) - % uI@uT(l + en(X, 6, w)), (8

donde |en(X, 0, u)| <ea(X, 0)—0, E,.=—] grad L( X, 8}=-'!—L’(X, the
= vn vn
€ $o,1¢0)-

Ei valor de u" = Vn(6* - 8) con el que Y(u) alcanza su valor mdximo
es representable en la forma

u* = E T VOUE + (X, 8)), ealX, &) :; 0, %
donde E es la matriz unidad. Ademds,
TYW") = EaI " 0)E5(1 + ea(X, 0)) &

a% EYO)ET € He, £ & o100 (10)

A la par con (8) es vdlida la representacion

Y(u) — Y(u*) =%{u — WO — u")T( + £a(X, 0, t)),

|£H(XJ 6, u)| < en(X, 8).

En todas las afirmaciones mencionadas se puede sustituir I(§) por .

Al igual que en ¢l § 24, en este parrafo, por &,(X, ) entendemos las
distintas sucesiones que poseen la propiedad de e.(X, 8) = 0 respecto a Ps.

También debemos sefialar que el miembro principal en (8) puede ser
escrito de la forma siguiente:

bau” — % ul(@)u” =

= = 3 = G OO — &l HO) + 1 tal T O

Esto corresponde a la densidad de una distribucién normal multidimensio-
nal con media &7 !(f) y con matriz de segundos momentos I~ '(§).
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La demostracién del teorema 4 s completamente andloga & la del teore-
ma 24.1. Del lema 2, cuando A < §,, obtenemos

(L'(X, 6§ + Aw), w) = (L'(X, 8), w) —
= nAsl(®)eT( + &x(X, 8, Aw)), |enX, 6, Aw)| < Ex(X, 0).
Integrando esta igualdad respecto a A de 0 a |u|/vn y poniendo @ = u/|u],
obtenemos
el
L(X, 6 + u/Nn) — I(X, 0) = S (L'(X, 8 + Aw), w)dA =

. J‘;‘__L (L'(X, 8), w) — —I%Iz—w!(ﬂ)wr(l + en(X, 0, u)) =
n

= (bn, 0) = 3 WIOWTA + ea(X, 0, W), [en(X, 0, )] < 6x(X, O).

Aqui, segun el teorema central multidimensional de limite (véase el suple-
mento V),

b= _\f% Z 1'(xi, 0) & &g, 18-

i=1

La representacién (8) queda demostrada, Las demés afirmaciones del teore-
ma se demuestran absolutamente igual que en el teorema 24.1, teniendo
en cuenta tan sélo las modificaciones de mostradas relacionadas con la
multidimensién. La relacién

3 U0 & HL

en (10) se deduce de las propiedades de la distribucién normal (véase el
punto 4 del § 2.2). «

Con arreglo a la relacién (10) también es itil la siguiente
Observacidn 1. La matriz 7~ '(8), junto con £(8), es positivamente definida, y existe una
matriz 7~ '%(8) que es la rafz cuadrada de 7~ '(8), o sea, una matriz que satiface la relacién

I=1730)1= %) = I7'(6).

En efecto, si cierta matriz M > 0 (estd positivamente definida), entonces existe una matriz
crtogonal C para la cual CMC™ = diag (A1, ..., Ax) €5 una matriz diagonal con elementos
positivos As > 0 en la diagonal. Si ponemos ahora MY? = C7 diag (73, ..., N¥H)C, obtene-
mos, evidentemente, la raiz cuadrada de M.

Valiéndonos de esto y de la simetrfa de la matriz 7 !(#), podemos (10) escribir en la forma

3 @™ @) &T - H0).
17—8030
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Aqui el vector nn = E.J~Y3(8) es, cvidentemente, la suma normalizada de los vectores
aleatorios igualmente distribuidos, con una media nula y una matriz de segundos momentos
Me(Eel ™ 2O (£l = V2(B)) = Mol ™ (O)ERELI ~7(8) = E,
puesto que
MsElEn = Ma(l*Ca, ODT( (x, 0)) = I6)-
Esto significa que segin el teorema central multidimensional del limite, £/~ Y2(9) & &g k.

Teorema 5 (andlogo del teorema 24.2). Supongamos que se cumplen
las condiciones del teorema 24.2 para 6 € R* multidimensional y para
o = f3/2 (B estd definido en el teorema 2). En este caso

J= 5 w(t® = u)g(® + u/NmZu/NmIdu) = eY)g(@) x

X [S w(u" — u) exp {— —;— CER () U u')T} M(du) + en(X, 9)]-

an
Si I es la medida de Lebesgue, y II(du) = du, entonces

7= R rurg@)Mwln) + en(X, 0)), )
@

donde e4(X, &) = 0, n € ¥, ;-\ (la sucesidn (X, B) es vectorial si w(f)
es una funcidn vectorial).

El teorema 5 se demuestra igual que el teorema 24.2, puesto que la de-
mostracién de este ultimo no estd relacionada con la dimensién.

3. Propiedades de la ev.m. (resultados del § 25). Aqui siempre supon-
dremos que se cumplen las condiciones (RR).

El andlogo del teorema 25.1 tendrd la forma siguiente.

Teorema 6. La ev.m. 6" es una estimacidn asintdticamente normal, con
la particularided de que la convergencia

H- = (é. — ﬂ)\"i [=] ‘l‘q. I
tiene lugar junto con los momentos de cuaiguier orden. En particular,
Myn(6* = 0)7(8* — 8) - I '(9). (13)

Ademds, para cualquier funcién continua w(t) tal, que |w(£)| < e9"/2 (el
niimero 3 estd definido en el teorema 2),

MQW(H.} - MW('I']), n E Qo_ =gy
La relacién (13) significa que 8* € Ks.2.
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La afirmacién del teorema 6 se desprende del teorema 4 (véase (9)) y
del andlogo multidimensional de corolario 23.2 que se deduce del teorema
3 (comparese con la demostracién del teorema 25.1). <

Definamos la clase Ky como poblacién de las estimaciones * para las
cuales el desplazamiento b(8) = (bi(8), ..., be(f)) = Ma8" — 8 posee las pro-
piedades

|6@®)] = o(1/VR),  bi6) = 3338)
cuando n — co. ;
El andlogo de los teoremas 25.2 y 25.3 aqui tiene la misma forma.

=0

Teorema 7. 8" es una estimacion asintdticamente R-eficiente. Ademds,
§* € Ky también es asintdticamente eficiente en Ko.

El car4cter asintéticamente R-eficiente de §°, equjvalente a (13), tiene
fugar evidentemente, La pertenencia de §* ¢ Ky y la eficacia asintética en
Ko se demuestran completamente igual que en el caso unidimensional.

Pasemos ahora a examinar la propiedad del cardcter asintéticamente
bayesiano. El carécter asintéticamente R-bayesiano de la estimacion 8* sig-
nifica, por definicién, que (compérese con el § 20)

M(8" = 6)7(8" ~ 6) = W/n + o(i/n), T = | IH(H)Qd). (14)
El cardcter asint6ticamente bayesiano de 8" significa
lim sup [Av(8") — mu(Bp)] < 0, (15)

n= e

donde 0% es la estimacién bayesiana que minimiza v(8*) = M(8" — ) X
X V(8" — 8)7 para cualquier matriz ¥V definida no negativamente.

Teorema 8 (andlogo del teorema 25.4). 6° es una estimacion asintdtica-
mente R-bayesiana. Si la distribucidn a priori Q tiene densidad respecto
a la medida de Lebesgue en ©, entonces 8" es una estimacidn asintdtica-
mente bayesiana.

La demostracidn es completamente andloga a la del teorema 25.4. La
relacién (14) para 6* = §* se deduce del hecho de que
lim Mn(§* - 6)7(§" - 8) =

LR

= M lim Mgn(f* — §)T(§* — 6) = MI™'(f) = /.

El paso limite bajo el signo de la esperanza matemdtica (o sea, de la

integral) aquf es legitimo, ya que la magnitud Mpn(8* ~ 0)7(6* - 6) esta

limitada por una constante que no depende ni de » ni de 6 (compérese
con el corolario 23.2).

17%



260 CAP. 2. TEOR(A DE BSTIMACION DE PARAMETROS

Para demostrar (15) notemos que, conforme al § 20, la desigualdad inte-
gral de Rao—Cramer, en el caso cuando Q tiene densidad, reviste el aspecto

Mn(6* — 070" - 8) = J + o(l).
Esto significa que

nu(03) = 3 vyly + of1),
donde ] = J, vyl = V. Por otro lado, en virtud de (14) cuando 9° = ",
av(@*) = 3 vy + o(l).

Es evidente que de estas relaciones se deduce (15) cuando 6°* = §°. <
Los andlogos de los teoremas 25.5 y 25.6 también tendrdn lugar. Por
ejemplo, del teorema 5 se desprende

Teorema 9 (andlogo del teorema 25.6). Supongamos que X € Py y que
0 es un punto interior arbitrario de ©. Si q(t) es la densidad arbitraria
continua y positiva (dentro de ©) de la distribucidn a priori, entonces

Vn(g* - 6y >0,

donde 8p es la estimacidn bayesiana correspondiente a q(1).

El carécter asintdticamente minimax de §* puede ser establecido igual-
mente que en el teorema 25.7, con ayuda del andlogo multidimensional
del criterio asintéticamente minimax en el corolario 20.3:

lim sup M,n(8* — ) V(6* — )" = sup 3 I (O)vy
fET

newm el
77 '@ = 17'@),

y con ayuda del cardcter uniforme de convergencia en (13), la cual se dedu-
cird de los resultados del pérrafo siguiente,

En el caso del pardmetro multidimensional §°*, cuando su dimensién
k es grande, las propiedades de la optimalidad asintética de # deben utilizar-
se con cuidado. Es necesario observar que la relacién n/k sea grande (el
nimero de observaciones para un pardmetro escalar). De lo contrario las
deducciones pueden resultar erréneas.

Ejemplo 1. En el laboratorio se comprueba la concentracién de 7 solu-
ciones. Cada una de las 7 concentraciones desconocidas g1, ..., px s€ verifica
dos veces. Se supone que la varianza o de todas n observaciones
(X1, ¥1) ..y (Xn, yu) es igual, y que las propias observaciones son indepen-
dicntes y estdn distribuidas normalmente, asi que

Jo(X) = -r,rl—*T exp § — ! [(xi — ) + i — w)*1§,
o“"(2w) 20°



$ 29. UNIFORMIDAD RESPECTO A 8 261

donde
6= (ﬂl) weey My Gz)-

Las ev.m. para g; aqui son iguales a
= % i + ¥2)-

Es evidente que estas estimaciones no estan desplazadas y no son concilia-
bles. La ev.m. para o> es igual a

(0% = 7417 Z (xi = yi)* = ¢°/2 cuando n — w.

Esta estimacién proporciona con gran fiabilidad un valor falso para el para-
metro o (dos veces menor).

4. Cdlculo aproximado de la ev.m. El contenido de § 26 conservari por
completo su validez en el caso multidimensional si por [L * (X, #)] ™! enten-
demos la matriz inversa a L”(X, 7).

5. Propiedades de 1a ev.m. al faltar las condiciones de regularidad (re-
sultados de § 27). Las condiciones de conciliabilidad de #, enunciadas en
los teoremas 27.1—27.3, de hecho no estdn relacionadas con la dimensidn,
La demostraciéon de estos teoremas se conserva por completo con una exac-
titud de hasta las modificaciones evidentes debidas al hecho de que el con-
junto © ahora ha de ser recubierto (en virtud de la condicién (A.)) no
por un nimero finito de intervalos, sino por un nimero finito de esferas.
También se puede decir 1o mismo en cuanto a los corolarios 27.1—27.4,

§ 29. Uniformidad respecto a &, de las propiedades asintéticas
de la relacién de verosimilitud y de las estimaciones
de verosimilitud mdxima

En las investigaciones posteriores, principalmente en los §§ 13—15 de capi-
tulo siguiente, serdn utiles las afirmaciones-de los §§ 24, 25 y 28 en su aspec-
to uniforme en cuanto a §. La mayoria de estas afirmaciones {digamos,
las que tratan de la P,-distribucién limite de (8* — 8)Vn) han sido obtenidas
suponiendo gque € es un punto registrado de ©. Ahora nos interesard qué
sucedera si & no ha sido registrado y cambia junto con n. Estd claro que
en este caso junto con n también cambiardn las distribuciones Py, asi que
cada muestra X, tendrd su “propia” distribucién para n = 1, 2, ...

Llegamos, pues, al esquema de series (véase [11]), para el cual las enun-
ciaciones de los principales teoremas del limite serdn algo diferentes. En
particular, la ley fuerte de los grandes miimeros pierde, hablando en general,
su sentido, ya que las variables aleatorias sujetas a investigacién dejan de
ser dadas (para diferentes n) en un espacio probabilistico.
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1. Ley uniforme de los grandes nimeros y teorema central del limite.
Sea X € Pa, qn,0 = na(X, 0).
Definicidn 1. Diremos que la sucesidn nn ¢ converge uniformemente en

probabilidad hacia la constante a(8), si para cualguier € > 0, cuando
n— o,

sup Pollmn, e — a@)| > &) = 0.
[ 1

Esta relacion se escribird en la forma “nu,e = a(8) uniformemente res-
L3

pecto a 8",

Definicién 2. Diremos que ., s converge en distribucidn hacia la va-
riable aleatoria e uniformemente respecto a 0 si para cualquier funcién
continva y limitada ¢, cuando n — o,

sup IMse(nn,6) — Ma(ne)! — 0. 0

Esta relacién es escribird en la forma “n,,¢ = ne uniformemente respecto
a 6. Ese mismo sentido le conferiremos a la relacién “nn,s € Gg uniforme-
mente respecto a 8", donde Gy significa la distribucién ne.

Le proponemos al lector que ¢l mismo compruebe el hecho de que si
las funciones de distribucién s son continuas uniformemente respecto a
0, la relacién (1) es equivalente a

i"p IPs(nne < x) ~ P(ne < x)| = 0.
il 2

Nétese que la convergencia uniforme nu. ¢ ;* a(f) v la convergencia uni-
4

forme en distribucién %0 = a(f) hacia la variable aleatoria degenerada
a(f) son equivalentes,

Nétese también que para la convergencia uniforme conservardn su vali-
dez los principales teoremas de continuidad. Por ejemplo, si A es una fun-
cién continua, de la convergencia uniforme na,e = ne se deduce la
convergencia uniforme

H(qn,0) = H(ns). ()]

Estas afirmaciones se deducen directamente de las definiciones.

En el Suplemento V hemos demostrado los siguientes teoremas “unifor-
mes” del limite.

Supongamos que XEP; y que a(x, §) es una funcién vectorial medible
dada ;: 2% © =+ R'. Examinemos las sumas

sq(6) = Z a(x;, 6)

de los vectores aleatorios independientes que dependen del pardmetro # € ©
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tanto directamente a través de la funcién a(x, ), como también a través
de la distribucién de x; € Pp.

Recordemos que la integral Su'f(x, #)Ps(dx) se llama convergente unifor-
memente respecto a # en la regién O, si

sup 1¥(x, &) Poldx) = 0

e ik BIsN
cuando N — oo,

Teorema 1 (ley uniforme de los grandes nimeros). Si /a integral a(@) =
= Ea{x, )P s(dx) converge uniformemente respecto a 6 € ©, enfonces, cuan-
do n= e,

Sﬂ(e}
— a’
n P G
uniformemente respecto a 0.

Corolario 1. Si la sucesidn (0,) € O, entonces en las condiciones del

feorema 1,
Ps, (

Este hecho serd designado

S—"‘;{?ﬂl— a(a,.)l >e) —0.

Sn{0n) i
2 — aly) % 0.

Al examinar el teorema central del limite, para las sumas s5,(8) serd mds
comodo suponer @(f) = 0. (Esto no es la limitacién de la generalidad, ya
que podemos examinar nuevos sumandos a'(x;, §) = a(x, 8 — a(8)). Pon-
gamos ¢*(8) = Me(a” (x1, fa(x:, 6) y designemos por aj(xi, 8), j =1,
2, ..., { las coordenadas de los vectores a{xy, ).

Teorema 2 (teorema central uniforme del limite). Supongamos que las
integraies i(a}(x, MPsldx), j= 1, ..., | convergen uniformemente en ©.
Entonces

N, 8

Snlf
= —:r%)’ = 70 € By 18

uniformemente respecto a 8.

2. Variantes uniformes de los teoremas de las propledades asintdticas
de la relacién de verosimilitud y de las estimaciones de verosimilitud méxi-
ma, Notese previamente que, al cumplirse las condiciones (RR), los resulta-
dos del § 23 serdn uniformes respecto a # por su propia forma, ya que los
segundos miembros de las desigualdades en los teoremas 23.1 — 23.3 (v en
los teoremas 28.1 — 28.3) no dependen de 8.
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Pasemos a los resultados de los §§ 24 y 28 acerca del comportamiento
asintético de Z{u/vn).

Las afirmaciones de los lemas 24.1, 28.1, 24.2 y 28.2 pueden hacerse
uniformes respecto a 8.

Lema 1. Cuando A— 0

sup Mowi (x1) = 0, 3)

donde wa(X1) es el médulo mdximo de continuidad de las funciones ljj(x, 8).

Demostracién. La validez de (3) para un 6 registrado ha sido demostrada
en el lema 28.1. Si en este caso admitimos la ausencia de uniformidad res-
pecto a &, liegaremos al hecho de que existen £ > 0 y sucesiones f, =+ 8 € 6,
An = 0 tales, que

M, wa, (X1) > &. 1G]
Suponiendo, para abreviar, wi, (X1) = w”, obtenemos

Mow” = Mg, (0"; fo.(0) < 2f6(x1)) + Mg, (0" ; fo,(x1) >
> 2fo(x1), 1(x1) € N) + Ma (@7 fo. (%1) > 2fe(x1), I(x1) > N).

Aqui el primer sumando no excede 2Myw” y converge a cero en virtud
del lema 28.1. El segundo sumando no supera 2NJ,, donde

= | faw@)=1- [ fuu@m—o

Jo, (2> 2fe(x) o, (0)<2/(%)

segun el teorema de la convergencia mayorada. Por fin, el tiltimo sumando
no supera My, (2/(x,); I(x;) > N) y, en virtud de (RR), puede hacerse, es-
cogiendo N, tan pequeiio como se quiera. Hemos obtenido la contradiccién
con (4), lo cual demuestra el lema.

Lema 2. La afirmacién del lema 28.2 se conservard si la convergencia
casi segura en ella se sustituye por la convergencia v.(6x, 0) ;: 0, yu(bn,

% 7 0 uniforme respecto a 6.

Demostracién. Seguiremos la demostracién del lema 28.2, Sefialemos

previamente que, en virtud del teorema 1 y de la convergencia uniforme
de la integral en (RR),

L"(X, §)/n 2= 1)
uniformemente respecto a # (la convergencia de las matrices se entiende
por elementos). Ademds, de los teoremas 23.3 y 28.3 se deduce que §* pi (]

uniformemente respecto a 6. De aquf se desprende que en la relacidn ya(5x,
)]} ;,: 0 (véase el lema 28.2) podemos sustituir I(9) por L " (8)/n y por I(¢").
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En virtud de Ia desigualdad (28.7), el problema de estimacién de va(5n,
) se reduce a la estimacién de

w0 =1 3> e, 0,
i=1

donde w/(x, ) es el mdédulo maximo de continuidad de Ias funciones /3(x,
). De la desigualdad de Chébishev obtenemos

sup Po(isf, () > €) <5 sup Mo (x1, 6).

Pero en virtud del lema 1, st:p Mpgwys (x1, ) = 0 cuando A ~ 0. Esto de-

muestra que
@i (X) 320, a(on, 6) 2 0 )

uniformemente respecto a 6.

Luego, de las desigualdades (24.6) resulta que el problema de estimacién
de ya(dn, 6°) se reduce a la estimacién de wfl, g_g (X). Como 6° ~
-8 = 0 uniformemente respecto a #, de (5) obtenemos que

’

W4 14— 61 (X) = 0, ya(ds, 8% =0

uniformemente respecto a 4. <
Teorema 3 (andlogo del teorema 28.4). A/ cumplirse las condiciones

(RR), las afirmaciones del teorema 28.4 se conservardn en las modifica-
ciones siguientes: es(X, ) 7 0 uniformemente respecto a 0, & € ®o.1s),
L]

2Y(u") @ Hy uniformemente respecto a 8.

La demostracién del teorema se basa por completo en el lema 2, asi
como la demostracién del teorema 28.4 se basa en el lema 28.2. Por eso
la demostracién requerida se obtiene mediante la introduccién de modifica-
ciones evidentes en la demostracién del teorema 28.4, relacionadas con la
sustitucién (que resulta del lema 28.2) de la convergencia ex(X, 6} — 0 por

c.8.

la convergencia uniforme &,(X, &) < 0. Ademds, hay que afadir que
L]
_1 2 :
&= = (xi, 0) & ®o,100)

do]

uniformemente respecto a 6, en virtud del teorema 2 y de la convergencia
uniforme (28.6) de la integral J(6) (ésta es la matriz de segundos momentos
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para !’ (x1, &), la cual se desprende de las condiciones (RR) (véase el Suple-
mento VI). De aquf y de las observaciones referentes a (2) obtenemos la
convergencia uniforme

2Y(uY @ He. 2

Las mismas modificaciones que en el teorema 3 (en comparacién con
el teorema 28.4) pueden ser introducidas en los teoremas 28.5 y 28.6.
Citemos aqui los dos siguientes corolarios del teorema 3.
Teorema 4.
' =va@* -0 & ¥ ()]

uniformemente respecto a 6. En este caso, para cualguier funcién w(x) con-
tinua casi por doguier respecto a la medida de Lebesgue y tal que
Iw(x)| < Cef'¥1%’2 (¢] valor de 8 > 0 ha sido definido en el teorema
28.2), se cumple

sup IMgw(u®) — Mw(ye)l — 0, Q)

donde 10 € ¥, 1-1()-
Demostracién. La primera afirmacién se dedice de las relaciones

u* = g1 HONE + en(X, O,
lea(X, Dl ;: 0, En€ Po.100),

uniformes respecto a § y contenidas en el teorema 3.
Para demostrar la segunda afirmacién admitamos que (7) no es cierta.
Entonces habrd & > 0 y sucesiones f, — 8 € © tales, que

1Mo, w(u®) — Mw(ne)! > & @®

para todos n.

Pero & ;-u(s, = ®o,1-18y ¥» POT consiguiente, en virtud de (6), la Py,-
distribucién u*(w(u")) converge débilmente a la distribucion ne(w(ns)).
Ademds, segin el corolario 23.2 (véase también el § 28),

sup Mew*2(u"y < sup M, exp(3(u*)’B/4) < 1 < oo,

De aqui y de los teoremas de continuidad para los momentos se deduce que

Mo w(u") = Mw(ns).

En vista de que Mw(xys.) = Mw(ns), la relacion obtenida contradice
(8). =
Sea A, C 2™
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Teorema 5. Si Po(A,) — 0, entonces para cualguier N registrado,

sup Py ym(An) — 0.
lulgN
Esta propiedad de las sucesiones de las distribuciones Pg , /5 cuando
n — oo se llama contigualidad (véase [81]). La utilizaremos en el capitulo 3.
Demostracién. Tenemos

Po s urvi(An) = Mo (Z(u/Vn); An} <
< Mo(Zu/Vn); Ax (Y (@) < €}) + Poswyn(Y(@) > ¢) <
< ePo(An) + Poswyi(Y(4) > 0.

Como Ps(A,) — 0, para demostrar el teorema debemos examinar sélo
sup Poyuym(Y(1) > ¢). Segiin el teorema 3,
el g

Y(4) = (6n, 1) — 5 WIBUT( + ex(X, 6+ uN) € B | JUR )

3

uniformemente respecto a u, donde o = ul(f)u” < N?>A(0) cuando
lul € N, y Ae(8) ¢s el mimero mdximo propio de la matriz J(6). Como
L l,‘,:((c' ) < ¥ .((c, =)), entonces, en virtud de la uniformidad en

®),

im  sup Ppiwvi(¥ (1) > ) < sup & (¢, =) = By yap,@((c, o))
== lulgN lwl €

Eligiendo ¢, este valor puede hacerse tan pequefio como se quiera. <

3. Algunos corolarios.

1) En el §25 hemos enunciado el teorema 25.3 en el que se afirma,
en particular, que 6* € K°, donde K° es la clase de estimaciones asintética-
mente centrales, la cual es definida por la relacidn (se examina el caso unidi-
mensional)

Pe(f* > 6)— 172

uniformemente respecto a 8. Del teorema 4 se deduce que la parte men-
cionada del teorema 25.3 es cierta, asf que

Po(d” > 6) = Po(Vn(6* — 0)I~%(8) > 0) = &y, ({0, w)) = 1/2
uniformemente. respecto a 6. <
2) En el § 25 hemos enunciado el teorema 25.7 acerca del caricter asin-

téticamente minimax de §°. Para demostrar este teorema sélo queda es-
tablecer la validez del lema 25.1 de que

Hm sup Men(f* — 6)* = sup I-1(9), (10)
e el gl
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donde I' es cualquier segmento de 9. Pero esta afirmacion es el corolario
directo de la convergencia de Men{§* — 8)* = I~ 1(8), uniforme respecto a
@ €O, la cual hace vilido el paso Limite bajo el signo sup

lim sup Man(6* — 8)* = sup I{m Men(f* — 0)* = sup I"'@®). <
n-sc §¢I e’ n—o
La afirmacién, que es andloga a (10) y asegura el cardcter asintotica-
mente minimax de §°, tendr4 lugar, evidentemente, también en el caso mul-
tidimensional:

Km sup Men(6* — YV(E* - )" = sup Doy I7 ),
L1z @I = 1-'(8)
para cualquier matriz ¥,

§ 30°. Acerca de los problemas estadisticos relacionados con las muestras
de volumen aleatorio. Estimacién sucesiva

El hecho de que las muestras de volumen aleatorio surgen en la préctica
v son naturales, es confirmado por el ejemplo 18.3. Otro ejemplo est4 rela-
cionado con la llamada estimacidn sucesiva (o progresiva), que se emplea
en los casos cuando podemos realizar observaciones sucesivas, es decir, una
tras otra, y cuando estamos interesados en minimizar el mimero de tales
observaciones, digamos, debido a su alto precio. En este caso, ademds de
la regla de estimacién (o sea, de construccién de la estimacién 8°) debemos
establecer la regla de interrupcién del experimento. Estas reglas pueden ser
diferentes: por ejemplo, podemos sumar los precios dados c(x:) de las obser-
vaciones x; hasta agotarse cierta cantidad admisible 7. En este caso el mo-
mento v de interrupcién (nimero de la ultima observacién o volumen de
la muestra) serd determinado como

k
v=m.[n[k.’ > c(x;);!},
fml

esto es “el tiempo del primer del nivel #” en errar con saltos c(x) (véase
[11), capitulo 8). Se pueden sumar las “informaciones” I(xi, ) =
= (I’ (x;, §)* e interrumpir las observaciones cuando sea alcanzado otra
vez cierto nivel dado, etc

En estos ejemplos » es un momento markoviano, o sea, {v > nj €
€ o(Xy, . .., X), que constituye una de las suposiciones principales al exami-
nar los problemas de estimacién sucesiva. Al hacer tal suposicién y al
cumplirse varias condiciones adicionales menos esenciales, la desigualdad
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de Rao— Cramer serd conservada en la forma siguiente:

D" > oMy !(G)M

donde 8* = 8*(x1, ..., Xs) ¢s la estimacién no desplazada de 6, 7(§), es
decir, la informacién de Fisher. La demostracion de esta desigualdad es
andloga a las demostraciones del § 16, para calcular la informacién de
Fisher, contenida en la muestra (xy, ..., %), s6lo se necesita utilizar la
identidad de Wald (véase [11}).

Si » depende de cierto parimetro ¢, como ocurrié en el ejemplo 18.3,
as{ que » — oo casi siempre cuando ¢ — o, entonces es posible construir
las estimaciones asintéticamente éptimas con un error estdndar asintética-
mente equivalente a (J(O)M») ™1,

§ 31. Estimacién por intervalo

1, Definiciones. Hasta ahora hemos estudiado las propiedades y los méto-
dos de bisqueda de las mejores estimaciones puntuales de un parametro
desconocido que determina la distribucién Py de la familia &= [Py},
correspondiente a la muestra X. Las estimaciones puntuales se utilizan en
los casos cuando debemos llamar cierto niumero #* destinado al uso en
vez de @ desconocido.

No obstante, también tiene gran aplicacién otro enfoque de la cuestidn.

Consideraremos # como pardmetro escalar (el caso multidimensional
serd examinado en el punto 6). Como sabemos, no es posible determinar
exactamente § basdndose en una muestra dada. Pero podriamos tratar de
indicar tal intervalo (6=, #*), el cual, con una probabilidad dada bastante
alta, sea capaz de recubrir el valor desconocido de 6, En este caso es indu-
dable que cuanto mds estrecho sea este intervalo tanto mejor serd. En
muchos problemas se exige de antemano, digamos, aumentando el volumen
de la muestra, construir tal intervalo (8 ~, #*) cuya anchura no supere las
dimensiones dadas.

Definicién 1. Supongamos que para € > 0 dado existen variables aleato-
rias #* = 6* (¢, X) tales que

Pe(@ (e, X) <8, 8%, X)>0)>1-e. )

Entonces el intervalo (6™, 6*) se llama intervalo confidencial para 6 de
nivel 1 — &
Es evidente que (1) se puede escribir en la forma

Po(f” <8 <0%)21-e.

El suceso que aqul esta bajo el signo de probabilidad, consiste en que
el intervalo aleatorio (6, 6 ) ha cubierto el valor desconocido de 6. Leer
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este suceso como “f toma un valor perteneciente al intervalo (8, 8*)”
seria un poco menos exacto, ya que &, hablando en general, no es aleatorio.

Los valores de 8* se denominan fronteras de los intervalos confiden-
ciales, y el mimero 1 — g, coeficiente o nivel de confianza.

Por lo tanto, [a diferencia entre la estimacién por intervalo y la estima-
cién puntual consiste en lo siguiente.

1) El intervalo confidencial como estimacién es “menos exacto”, ya que
se sefiala un conjunto entero de posibles valores de 8.

2) Por otro lado, la afirmacién “f€(6~, 6%) con probabilidad
= 1 — g” es real, mientras que el suceso @ = 8° tiene, por lo general, una
probabilidad igual a cero.

En calidad de ¢ sucle escogerse un nlimero pequeiio. Basdndose en éste,
se construyen 8 * (g, X) y luego, basdndose en la muestra, se declara que
0e(8 (e, X), 0" (¢, X)). Procediendo de este modo nos equivocaremos en
una larga serie de experimentos, aproximadamente en el 100 e% de todos
los casos. Por ejemplo, si & = 0,001, el error puede ocurrir una vez en 1000
casos, aproximadamente.

Declarando justa la relacién 8 € (6, 6 ™), utilizamos el hecho de que
si cierto suceso tiene la probabilidad & y este & es pequefio, entonces précti-
camente es imposible que tal suceso se produzca durante un solo experi-
mento. Un pasajero, tomando el avién cree intuitivamente en ello con
seguridad. Le basta saber que la probabilidad de que el vuelo se termine
felizmente es bastante alta (a pesar de que conoce que esta probabilidad
no ¢s igual a 1). Precisamente tal enfoque es la base para construir muchos
procedimientos estad{sticos.

Destaquemos primeramente un caso, cuando la construccién de los in-
tervalos confidenciales es sobre todo natural y puede ser realizada sin gran-
des dificultades. Es el llamado caso bayesiano que ya hemos examinado
en los §§10, 11 v 20.

2. Construccidn de intervalos confidenciales en el caso bayesiano. Aqui
supondremos que el pardmetro @ se escoge aleatoriamente, con una densi-
dad a priori conocida de distribucién ¢(¢) respecto a cierta medida \ en
©. Luego se realiza la muestra X € Py y necesitamos construir el intervalo
confidencial para el valor elegido de 6.

Si se cumple la condicién {A,), en este caso, como sabemos del § 10,
existe una distribucién a posteriori de # (convencional respecto a X) que
tiene una densidad de

Ji(X)q(D)
[fuDg@INdu)

respecto a la medida . Esto quiere decir que en calidad de 6* (g, X) es

qit/x) =
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suficiente tomar dos nimeros cualesquiera 6%, para los cuales
o4
j gla/XNdu) = 1 — ¢
i

]
(obien 2 1 —¢gsi S q(u/Xy\(du) cambia al variar ¢ discretamente). En
-
otros términos, en calidad de 6~ y 6* conviene tomar las cuantilas de
distribucién a posteriori que tienen los érdenes 1 — & y &:, respectivamen-
te, para todos &1 y &z, tales que & + & = &.

Aqui, a distincion del caso no bayesiano, en la relacién 8~ <8 < 6%
son aleatorios todos los tres elementos : las fronteras del intervalo de 8 *
y la propia magnitud 8.

No es dificil ver que en el procedimiento descrito existe cierta arbitra-
riedad relacionada con la eleccién de los niimeros &; y €2. A veces esta
arbitrariedad es eliminada por el propio planteamiento del problema, por
ejemplo, cuando nos es importante establecer Winicamente la frontera confi-
dencial superior o inferior. En este caso conviene poner igual a 0 uno de
los nimeros &3, & y hacer infinita la frontera respectiva. Sin embargo, si
las fronteras desempefian un papel simétrico, es natural escoger & de modo
que ¢l intervalo (6 -, 8*) se haga mds corto en la medida de lo posible.
Para las distribuciones g(¢/X) préximas a las distribuciones simétricas, esto
se alcanza cuando & = & = &/2.

3. Construccién de intervalos confidenciales en el caso general. Interva-
los confidenciales asintéticos, Los principales métodos de construccién de
intervalos confidenciales se basan en la utilizacién de estimaciones pun-
tuales. Examinemos al principio el enfoque asintético de la construccién
de intervalos confidenciales.

Definicién 2. Supongamos que X = [X«]a € Ps y que para £ > 0 es-
tablecido existen variables aleatorias 8 * (e, X) tales que

lim infPe(8~ (e, X)) <0 <8%(, X)) =1—c¢. )
n=+aw
En este caso el intervalo (8 =, 6 *) se llama intervalo asintdtico confidencial
de nivel | — e.

En esta definicién es necesario subrayar que en realidad se trata de la
sucesién de intervalos (8, 8,) determinados para cada n. Formalmente, el
concepto de intervalo asintético confidencial, con arreglo a una muestra
de volumen registrado, es insustancial. No obstante, la relacién (2) se utiliza
con grandes n al igual que se utiliza el teorema central del limite para el
célculo aproximado de las distribuciones de las sumas de un namero finito
de variables aleatorias.
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En los apartados precedentes hemos visto que la mayoria de las estima-
ciones puntuales examinadas eran asintéticamente normales, Mds abajo se
expone la construccién de los intervalos asintéticos confidenciales basados
en tales estimaciones.

Sea #° la estimacion asintéticamente normal:

(0 — 0)Wne ¥ o), )]

y o(f) es una funcién continua. Como #° — 8, la iltima condicién significa
que g(8%) = o(6). De aqui y de (3), segin el segundo teorema de conti-
P

nuidad, resulta que
©" - 8)Vn
o(8%)
Designemos por As la cuantila de distribucién normal de orden 1 = §,
0 sea, un nimero tal que ®o,1((— 2, Ns)) = 1 — §, o bien P(1£] < Xs) =

=1 —255i £ € &,1. Al disponer de & > 0 registrado, para A2 introduz-
camos temporalmente una designacién mds breve, suponiendo

Nerz = B

e &, 1. “@

Entonces de (4) se deduce

6" - oyn

lim Ps ( @)

n—w

dﬂ)=l—s.

Pero esta relacién se puede escribir en la forma
lim Po(8* — 8.0/ Nn <6 < 8* + Bo(8)/Vn =1 — ¢.

Ahora bien, los nimeros
6* =0 x Ba(8*)/Vn ®)

satisfacen la definicién 2 y, por consiguiente, son las fronteras del intervalo
asint6tico confidencial de nivel 1 — &.

Si ahora, para la muestra X dada y registrada, de volumen n, cons-
truimos el intervalo (5), su nivel real se distinguird, hablando en general,
de g, pero se distinguird poco si # es bastante grande. Por eso los intervalos
asintdticos confidenciales deben tratarse con cierto cuidado, aclarando pre-
viamente a partir de qué n la probabilidad del suceso [€ (@™, 67)] es
con bastante exactitud aproximada por el valor limite. Por regla general,
cuanto menor sea € tanto mayor serd la exigencia en cuanto al volumen
de la muestra »n. El volumen necesario también depende de la distribucién
P, y de la estadistica 6°.
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Ejemplo 1. Supongamos que X € Ty 1 y que utilizamos la estimacién
eficiente o = "n_i“ . En los ejemplos 4.1 y 16.1 hemos establecido que

a?.

n—2"
asi que aqui o*(a) = o®. La relacién (5) nos da

M. =a, D,a"=

ai

(6)

(A qué realmente es igual el nivel de este intervalo?
Necesitamos hallar T's,1, 0 sea, Ia proba.bilidad de la desigualdad

BNmy < a <

(l + ﬁ/\f_ n)
o bien, que es lo mismo, la probabilidad de la desigualdad

donde naX & I',». Como a es el pardmetro de escala, entonces 2nax €
€ I'i/2,n = Han. Asi pues, el nivel exacto del intervalo (6) es igual a
2n = 1)(L + B//7)
T1/2,2(X)dx, Q)]
2(n — 1)(1 - B/VR)
donde 3,2, estd definido en el §2%.

Cuardo & = 0,05 y n = 30, tenemos 8 = 1,96, (n — 1)(1 — g/Vn)/n =
= 0,6201, (n — DA + B/¥r)/n = 1,3126,

Ahora bien, el intervalo asintético confidencial de nivel 1 — ¢ = 0,95
con arreglo al caso n = 30, es el intervalo (0,620/%, 1,313/X).

Si hacemos uso de las tablas de distribucién x* con 60 grados de liber-
tad, en virtud de (7) descubriremos que el nivel exacto de significacién de
este intervalo confidencial constituye {con una exactitud de hasta tres sig-
nos) 0,937 = 1 — 0,063. En este caso los “aportes” de los extremos izquier-
do y derecho del referido intervalo no son equivalentes ni mucho menos
(compdrese con la aproximacién normal) y constituyen 0,010 y 0,053, res-
pectivamente.

Para n = 50 el intervalo asintético confidencial de nivel, igual a 0,95,
tendrd la forma (0,708/%, 1,252/X). El nivel real de su significacién serd

* La observacién de que T2, » = Ha, €5 1iti], ya que permite, para el célculo de I'x »
(si 2\ es entero), utilizar las tablas de la distribucién x* dadas en el suplemento, asi como
en muchos otros manuales de estadistica matemdtica.

18—8030
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igual 2 0,942 = 1 ~ 0,058 ( los aportes equivalen a 0,014 y 0,044, respectiva-
mente). Estd claro que si continuamos aumentando n, dichos aportes se
aproximaran con 0,025.

Volvamos 2 examinar el intervalo confidencial (5) que hemos construido
con ayuda de la estimacién asintéticamente normal §*. A distincién del
caso bayesiano, aquf hay una arbitrariedad relacionada con la eleccién de
la estimacién #*. La forma de las fronteras del intervalo muestra que se
pueden obtener las dimensiones dadas del intervalo, tanto aumentando el
volumen de la muestra n (lo que por diferentes causas no siempre es reali-
zable) como disminuyendo posiblemente o(6"). Aqui llegamos a la conclu-
sién importante de que siendo iguales los volimenes de la muestra, la
estimacion de menor dispersién o(f) dard el mejor intervalo confidencial.
Ahora bien, los mejores intervalos asintdticos confidenciales se obtendrdn
al utilizar las estimaciones asintdticamente eficientes.

Siempre que se cumplan las condiciones (RR) y que 8" pertenezca a
la clase Ko N Kg,2 (véanse los §§ 8 y 16) el mejor intervalo asintético confi-
dencial tendrd las siguientes fronteras:

6= = 0* + g/al(@),

donde 8" es cualquier estimacién asintéticamente eficiente, por ejemplo,
la ev.m.

Algunos otros métodos de construccién de intervalos asintéticos confi-
denciales se examinarin en el punto 6.

4. Construccién del intervalo confidencial exacto mediante una estadis-
tica dada. Supongamos que en calidad de estadistica hemos escogido la
estimacién #°. Entonces, mediante esta estimacién, serfa natural buscar el
intervalo confidencial simétrico de nivel 1 — 2 en la forma 6° = A(g, X)
o en la forma 8*(1 = A(g, X)), asi como se hizo en el ejemplo antes exami-
nado. No obstante, si tratamos de realizar estc plan, resultard que la cosa
no es tan simple, ya que ¢n el caso general las fronteras + A(g,, X) depende-
rén del pardmetro desconocido §: pues A(g, X) debe ser elegido de la con-
dicién

Po(0" — Ale, X) <6 <8"+ A, X)=1—¢g,

donde # aqui entra, de manera esencial y muy compleja, antes que nada
a través de la propia distribucién Py.

Por eso, para construir los intervalos confidenciales mediante una esti-
macién dada 8°, se necesita cierta estructura especial.

En la construccién expuesta mds abajo, a la par con la estimacién 6°
puede participar cualquier estadfstica S. Designemos con el simbolo G
la distribucién de S y pongamos Gu(x) = Ge({— o0, x)).
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Definicién 3. Diremos que la estadistica S, en cuanto a su distribucion,
depende mondtonamente de 0 si para todos x, &; < f;

G, ((x, ) < Ga(lx, =)
0 bien, que es lo mismo,
Ga,(x) = Ge,(x). (8

Todas las estimaciones razonables #* suelen poseer esta propiedad.
Si la dependencia monétona Ge(x) de 6 es continua, entonces la
ecuacion

Ge(x) = v

es siempre resoluble respecto a @ para cada « € (0, 1). Designemos por
b(x, v) la solucién de esta ecuacidn.

Teorema 1. Si &, + &2 = g, la estadistica S, en cuanto a su distribucidén,
depende mondtonamente de 8, y la funcidn Ge(x) es continua respecto a
& y x, entonces los valores

6~ =b(S5,1—-¢g), 0% =b(S, &)

Sformardn el intervalo confidencial de nivel 1 — .

La demostracién del teorema es casi evidente. Utilicemos el hecho de
que si la funcién de distribucién F(x) es continua y £ € F, entonces
F(®) € Ug,y (PF(H) <x) =P < F'(x) = F(F~'(x)) = x). En virtud
de esta observaciéon, Gy(S) € Uo,1 y, por lo tanto,

Pole1 < Ga(S) <1 =—-g)=1-c¢,
Po(B(S, 1 — &) <B<BS, e))=1-¢6.

Con frecuencia es comodo realizar en dos etapas la “inversién” de la
funcién Ge(S5), utilizada en el teorema. Primeramente Gg(x) se invierte res-
pecto a x, O sea, se determinan las cuantilas G4 '(v) como soluciones de
las ecuaciones Gp(x) = «, ¥ luego se resuelven, respecto a §, las ecuaciones

Gi'e)=S, Gi'(l-¢g)=S5.

Tales soluciones siempre existirin, ya que, segin los datos del teorema,
Gs '(v) depende monétona y continuamente de 6.

En Ia fig. 3 se muestran las curvas y = G5 "(&1) e ¥ = G5 '(1 — &2) que
definen para cada @ el campo de valores y, cuya probabilidad de entrar
en el mismo, para cierta estimacién S = 6°, e¢s igual a 1| — &. Como ya he-
mos sefialado, el procedimiento de construccién del intervalo confidencial
es la inversién de las funciones

y=Giler), »=0Gs'(l—e,
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O sea, la determinacién de los puntos de interseccion de las curvas de nivel
¥ = 8 que les corresponden. Los puntos de interseccién obtenidos dan pre-
cisamente el intervalo requerido (8™, 8%).

Si la condicién de continuidad de Gp(x) no se cumple, lo cual tendrd
lugar para variables aleatorias discretas S, entonces, en general, el procedi-
miento expuesto y la afirmacién del teorema 1 conservaran su validez, con
la tinica diferencia de que, al definir respectivamente las cuantilas G; Yy,

y=6G' 0= ¢y

y=G,' €)| 6
8- a8
Fig. 3.

es necesario satisfacer la desigualdad Go((Gy "(e1), G5 ' —e))) = 1 — ¢

en vez de la cual antes hemos tenido una igualdad exacta. En consonancia

con esto, la afirmacién del teorema 1 en este caso tendrd la forma
Po(0~" <6<8*)21-¢g,

donde 6* son las soluciones de las ecuaciones Gj '(g;) =S,

Gi'(1 — €2) = 5. Ademds, llamaremos intervalo confidencial de nivel

1 — & el intervalo (60—, 87%).

Si construimos el intervalo confidencial (# ~, 8 *) con ayuda de la esti-
macién 8°, de la fig. 3 se deduce que este intervalo serd tanto mds. estrecho
cuanto mds estrecho sea el intervalo (Gs '(e1), G5 '(1 — £2)) o bien, que
es lo mismo, cuanto mds concentrada sea la distribucién de 6 cerca de
6. Ahora bien, aqui llegamos al mismo problema que en la teorfa de las
estimaciones puntuales, o sea, a la determinacién de las estimaciones 8°
que aprecian ¢ de la forma més exacta.

El problema relacionado con la construccién de los mejores intervalos
confidenciales se examina mds detalladamente en el § 3.8.

En vista de que la forma de las funciones de distribucién Gas(x) suele
ser bastante compleja incluso para las familias simples de distribuciones
citadas en el § 2, el referido procedimiento de inversién de Go(x) en la pric-
tica resulta muy dificil. Por eso el cdlculo de las fronteras confidenciales
estd considerablemente tubulado. En el ejemplo siguiente, donde ilustramos
la construccién de los intervalos confidenciales segiin el esquema deserito
en el teorema 1, para simplificar la exposicién utilizaremos la aproximacién
normal.
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Ejemplo 2. Sea X € B,. En calidad de estimacién para p tomemos la
estimacién eficiente p® = »/n, donde » es el numero de casos favorables
en n pruebas (el nimero » puede designar, por ejemplo, Ia cantidad de
articulos desechados que han sido descubiertos durante la verificacién de
control de # muestras. Es necesario construir el intervalo confidencial para
la percién de articulos defectuosos p).

Tenemos (g = 1 — p)

Go(x) = Pp(p* <) =P, (L=P2 Xn_1P

Conforme al teorema 1 debemos resolver la ecuacién
G =~ 9)

para los valores v iguales a ¢/2 y 1 — &/2. Cuando n son grandes, en virtud
del teorema central del limite, Gp(x) = ®((x — p)n/Vnpg), donde d(y) =

= &,1((— o, »)), ¥, por consiguiente, la ecuacién (9) puede ser sustituida
POr su aproximacion

&(p" - pPn/Nnpg) =, v=¢e/2,1 - /2,
o bien, que es lo mismo, 1(p* — p)n/Vnggl = x,, = B,

" - p) = B8%0 - p)/n.

Esta es la ecuacidén para las fronteras p* del intervalo confidencial, que
no es otra cosa sino la ecuacién de la elipse extendida para grandes n a

lo largo de la bisectriz p* — p = 0. Despejando p en esta ecuacién, ob-
tenemos

p* =p* = gJp (U = pOy/n.

No es dificil comprobar que obtendriamos ese mismo resultado si utilizdra-
mos el enfoque asintético expuesto- en el punto 3.
Si n no es grande, conviene calcular G,(x) por la formula exacta

Gp(x) = kE cr* - py" Tk,

aplicando luego el procedimiento del teorema 1.

Supongamos, por ejemplo, que de n = 10 articulos » = 2 resultaron de-
fectuosos. Entonces, cuando & = 0,05, las fronteras exactas del intervalo
confidencial son iguales a p~ = 0,037, p* = 0,507. La gran anchura del
intervalo se explica por la poca informacién de que disponemos.

No obstante, si n = 100, » = 20, entonces, para ¢ = 0,05,

p~ =0137, p* =0277.
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Hemos tomado estas cifras de tablas especiales que dan la solucién numéri-
ca del problema sobre los intervalos confidenciales para el niimero p, siendo
diferentes n y » (véase [8]).

5. Otros métodos de construccién de imtervalos counfidenciales.

En esite apartado examinaremos ciertas generalizaciones del procedi-
miento antes propuesto, relacionado con la construccién de intervalos con-
fidenciales.

Teorema 2. Admitamos que en @ X ™ existe una funcion G(8, x), tal,
que la distribucidn H(B) = Ps(G(8, X) € B) no depende de 8. Supongamos
también, que G(0, x), para cada x, es continua y monotdna respecto a é.

Admitamos luego, que y~, y* satisfacen la relacion H((y~, y*)) =
= 1 — &. Entonces las estadisticas

8- =G7'(v7, X), 0% =G Y, X), si G, ) 1,
¥
8- =G~'O", X), 8 =G, X), si GO, 1) L,

son las fronteras del intervalo confidencial de nivel | — g. Agui G~'(»,
X) es la solucidn de la ecuacién G{@, X) = y.

Demostracién. En virtud de la monotonia de G(#, x) (supongamos, para
precisar, que G(6, x)} crece respecto a 6), el suceso (G~!(y~, X) <8 <
< G~'(»*, X)} coincide con el suceso 4 = [~ < G(@, X) < y*}.

Por definicién de H(-) e y* tenemos

Pe(0~ <0< )=Po(G™ ', X) <0< G~ (", X)) =
=Ps(A)=H({( ", y*"N=1-€ <«

Observacién 1. En el teorema 1, en calidad de G(9, X) hemos examinado
la funcién G,(S). Ademés se ha cumplido H = Uy, ;.

Observacién 2. Se puede examinar el andlogo asintStico del teorema
2, admitiendo la existencia de la sucesién de funciones { G,(8, x}} continuas
y monétonas respecto a & y tales que, cuando n — co,

Ps(Ga(6, X) € B) - H(B),

donde H(-) no depende de 8. Entonces obtendremos el método de construc-
cion de intervalos asintéticos confidenciales, que generaliza el método de
construccién de intervalos asintéticos confidenciales mediante estimaciones
asintéticamente normales, expuesto en el punto 3.

Ahora proponemos un método mds (a la par con el tcorema 1) de elec-
cioén de la funcién G(@, x) que figura en el teorema 2.

Teorema 3. Sea Fy(x) = Po(x: < x), con la particularidad de que
1) Fo(x) es continua respecto a x para todos 8 € ©,
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2) Fo(x) es continua y mondtona respecto a 8 para cualquier x registra-
do. Entonces la funcidn

GO, 0 = - 3 In(Fo(x)
i=l

satisface las condiciones del teorema 2.
Si los numeros y* son tales que

N
1 =1l_,=x Py i
s 5 T Ty (10)

»

entonces 8* = G~ 'y, X) formardn las fronteras del intervalo confiden-
cigl de nivel 1 — &.

Demostracién. Verifiquemos el cumplimiento de las condiciones del teo-
rema 2. Como, segin la condicién 1), Fe(x)) distribuida uniformemente en
[0, 11, entonces —InFp(x)) €T1,1 ¥ G(f, X) € I'y,». Con otras palabras,
Po(G(8, X) € B) = T'1,,(B) y H =T, no depende de 6. La monotonia y
la continuidad de G(#, x) se deducen, para cada x, de la condicién 2). Ade-
més, en virtud de (10)

H™, y*' =T, y")=1-2 <

También se pueden sefialar algunas otras construcciones de los interva-
los confidenciales. En este caso, al igual que en la teorfa de estimacién
puntual, en seguida surge la pregunta acerca de qué intervalo confidencial
debe considerarse el mejor si se han obtenido varios intervalos. En el § 3.8
trataremos de los enfoques que existen en este caso. Sin embargo, de la
exposicion precedente estd claro que, de hecho, el problema de bisqueda
del intervalo confidencial éptimo es en mucho muy parecido al problema
de estimacién puntual éptima. También estd claro que si construimos los
intervalos confidenciales utilizando las estimaciones puntuales, conviene
dar preferencia a los intervalos confidenciales construidos con ayuda de
las mejores estimaciones.

La semejanza de los problemas de optimacién de las estimaciones pun-
tual y por intervalo puede ser ilustrada citando el ejemplo de la afirmacién
siguiente.

Teorema 4. Examinemos el intervalo asintdtico confidencial (8=, 6™)
de nivel 1 — ¢ y supongamos que la variable aleatoria 8* = (8% + 67)/2
es la estimacién asintdticamente normal y asintdticamente central (véase
el punto 2 del §25), ¥ la magnitud A = (0" —067)/2 es tal, que & =
= lim inf VaA no depende de X. En este caso § = B/I(8).

R
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Esto quiere decir que la anchura del intervalo confidencial (6, 6*)
no puede ser mucho menor que 28/~nI(8), o sea, menor que la anchura
del intervalo de nivel 1 — & construido con ayuda de la ev.m. §°.

Demostracién. Admitamos lo contrario. Entonces habra una subsuce-
si6n de los mimeros [n‘} para los cuales Avn’' — ¢8/VI(6), ¢ < 1. Como
* = 8" x A, entonces
Hm Pe(@~ <80 <0%)= lim Pe(l8" — 81 < A) =

A== A+

lim Po(18° — 01Vn' < cB/NT(B) < lim Po(16* — 81V <

n'=m

1—¢

< cBNT@). (1)

La tltima desigualdad se deduce del hecho de que la ev.m. §* es asintética-
mente eficiente en la clase K° de estimaciones asintéticamente centrales
(véase el teorema 25.4). En vista de que en (11) ¢l segundo miembro es
menor que 1 — &, hemos obtenido la contradiccién que demuestra el teore-
ma. <

6. Caso multidimensional. El concepto de intervalo confidencial se ge-
neraliza en el caso del pardmetro multidimensional 8 € R* en el concepto
de region confidencial o de conjunto confidencial.

Definicién 4. El subconjunto aleatorio™ 8* = 8°(g, X) del espacio pa-
ramétrico © se¢ llama conjunto confidencial de nivel 1 — ¢ si

Ps(0*38) 21 —&. (12)

Con otras palabras, el conjunto. confidencial de nivel 1 — & recubre el
valor real desconocido de # con una probabilidad no menor de 1 — &.

Definicidén 5. Si X = [X<]. € Po, ¥y si el conjunto aleatorio © " satisface
la relacién

lim infPs(®* 36 =21 - ¢,
-]

entonces ©° se llama conjunto asintdtico confidencial de nivel 1 — ¢.

Los conjuntos confidenciales “exactos”, incluso 6ptimos, se estudian en
el §8 del capitulo siguiente.

En lo que se refiere a los conjuntos asintdticos confidenciales, el princi-
pio de su construccidn es el mismo de antes. Teniendo en cuenta el teorema
4, examinaremos a la vez los conjuntos confidenciales construidos con ayu-
da de la ev.m. #*. Como sabemos, al cumplirse las condiciones (RR),
XePbP,,

(@ — OWVnI'3(6) & ®oz.
*) En este contexto diremos que el conjunto 8° (g, X) es aleatorio si para cada f el conjunto

[X: t € ©°(e, X)) es medible y, por lo tanto, también diremos que la probabilidad {12) estd
definida (compdrese con el § 3.8.).
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De aqui se deduce que
n(@* — O)IEXE* - O & H,
n(f* — 0)IG*YE* — )T & Hi.

Con otras palabras, si #. significa la cuantila de orden 1 — & de la distri-
bucién »* con k grados de libertad, entonces
lm Pe(n(@ — 69100 - ) < h) =1 — &. (13)
n=+ow
Hemos construido el conjunto asintético confidencial ©° denivel 1 — ¢
que es un elipsoide cuyo centro se encuentra en el punto #* y cuyos ejes
se definen por la matriz nf(§*)/h.. En este caso no es obligatorio calcular
la matriz I(¢) para la construccién de 8°. Como sabemos, al cumplirse
las condiciones (RR), X € Pq,

L(X, ) = L(X, §) =~ — g- @ — §91(6™8 - 67T,

Por eso el elipsoide © * definido en (13) puede representarse como la pobla-
cién de los valores de # para los cuales

L(X, 8) - L(X, ") = —h./2.

En el § 28 hemos determinado que el limite de la Ps-probabilidad de esta
desigualdad (véase la observacion 28.2) es igual a I — &,

De aqui resulta, en particular, que en el caso unidimensional, las fronte-
ras§ * del intervalo asintético confidencial de nivel 1 — & pueden ser defini-
das como las soluciones de la ecuacién

L(X, 0) — L(X, %)= —h/2 = —B%/2.

§32. Distribuciones muestrales exactas e intervalos
confidenciales exactos para poblaciones normales

Entre todas las distribuciones citadas en el § 2, la distribucién normal tiene
la mayor aplicacién. Por eso en este parrafo examinaremos especialmente
la construccién de los intervalos confidenciales para los pardmetros o y
o* de la distribucién &, ..
1. Distribuciones exactas de las estadisticas X, 53, Supongamos que X &
E®1 yque C=leyl G, j=1, 2, ..., n) es una matriz ortogonal,
Examinemos la distribucién del vector n-dimensional ¥ = XC, Y =

n
=01 -0 Yuh Vi = ;Z. XiCp»

Lema 1. §i C es una matriz ortogonal, entonces Y € &,,,, 0 sea, las
coordenadas yi, ..., ¥» son variables aleatorias independientes, yi € &,
i=1,2, ..., n.
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Demostracién. Sea ¢ un vector (i, ..., {n). La normalidad de la distri-
bucién de X significa que su funcién caracterfstica es igual a

Me**™ = e- % rmr"’
donde m = lmyl es una matriz de segundos momentos, que en nuestro
n
caso es igual a la matriz unidad E para la cual tEf" = 3 £,
J=1

-1¥4
Me* = ¢ J.

La funcién caracteristica de la distribuciéon compatible y;, ..., ¥a (0
de la distribucién del vector Y) tiene la forma

() = M = M,
Sustituyendo las variables f = uC y notando que CCT = E, obtenemos
- % t ul - % by i

SO =Me* T =M = " = "7
Esto quiere decir que ¥ tiene la misma funcién caracteristica y, por lo tanto,
la misma distribucién que X. <
Ahora demostremos una afirmacién llamada lema de Fisher, que es
muy importante para la exposicién ulterior.
Lema 2. Supongamos, como antes, gue X € ¥, que C es una matriz

ortogonal y que Y = (Y1, ..., Ya} = XC. Entonces, la forma cuadrdtica
n
TX) = 3 F-yi-...=v
iwm]
no depende de las variables aleatorias yi, ..., yr ¥ tiene una distribucion

x* con n — r grados de libertad:
La demostracién es casi evidente, ya que después de aplicar la transfor-
macién ortogonal de C, obtenemos

n
T(X)=‘Zly?- yi— =YY+ ... VR

Solamente queda utilizar ¢l lema 1. <
Pasemos ahora al estudio de la distribucién compatible de las estadisti-
"

= 2 _ 1 -

cas X y So = —— g & - %)~
Teoremsa 1. Sea X € &, ... Enionces
) @ — a)Vn/o € &o,1,

2) (n - 1)S§/0e EH,_y,
3) las variables aleatorias X y S% son independientes.
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Demostracién. La afirmacidn 1 es evidente. Ademds estd claro que sin
limitar la generalidad podemos considerar o = 0, ¢ = 1. Tenemos

(n—1)82 = i} x? — nx%
ial

Notemos que

‘\"HX=-\71;X1+ +7];.x,,

y que el vector columna n-dimensional y "G (su norma vale 1) siempre

1/¥n
puede ser completado hasta cualquier matriz ortogonal C. Entonces
1 = VnX es 1a primera coordenada Y = XC'y, en virtud del lema 2, obtene-
mos que

n
(n-DS§= Y xi- y} € Haey
i=1

¥ que las variables aleatorias (n — 1)S% e y; = VX son independicntes, <

Corolario 1. Sea X & ®,,,:. Entonces la variable aleatoria { = (% —
~ a)Wn/Sy & Tn-1, 0 sea, tiene una distribucién de Student con n — 1
grados de libertad,

Esto se deduce del teorema 1 y de la representacién

‘z(i—a)\fr_!_ 1
o

1 (n-1S§
n—=1 az

La afirmacién del teorema 1 acerca de la independencia de S2 y X puede
ser amplificada, Resulta que X no depende del vector X — X (o sea, que
no depende de los sumandos de S3). Esto se deduce de la normalidad de
Xy de X — X, asl como de la no correlatividad de las variables aleatorias
Xy X — X, la cual se desprende de la igualdad (« = 0)

M(x; — X)x = ;15 [(n - DMx} - M (Z x,)i] = 0.

I=2

<

2. Construccién de intervalos confidenciales exactos para los pard-
metros de distribucién normal. Examinemos primeramente dos situaciones
clementales,
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a) Supongamos que X € &, ,;» v que o se conoce. Es preciso cons-
truir el intervalo confidencial de nivel 1 — £ para el pardmetro «. En este
caso la forma del intervalo confidencial se deduce, evidentemente, de las
igualdades

P(IX — a)Vn/ol < ) =P(—oB/Nn<X—a<of/in=1-¢,
donde, como antes, § = hes2, ®o,1((—o0, X)) = 1 — 8, asi que
a*(e, X) =X+ o8/Vn.

Proponemos que el lector, en forma de ejercicio, haga uso de un proce-
dimiento un poco mas formal, expuesto en ¢l teorema 31.2, con la utiliza-
cién de la funcién G(a, X) = X — a)Vn/o € &o,1.

b) Ahora supongamos que se conoce . Es necesario construir el inter-
valo confidencial de nivel 1 — ¢ para 0%

Pongamos
n
z_lz: a2
Sl—” xi — a)”.

fm1
Es evidente que en este caso nS/0”> € Hn v, por consiguiente,

PO, < nSi/a® < y7) = Ba(m yi)) = P(nSi/y < o < nSi/y7).

Ahora bien, las fronteras del intervalo confidencial de nivel 1 — & tendrdn
la forma

(dz)t = ns%fyn*

para todos yitales que Hu((¥: ya ) = 1 — &.

Si se utiliza el procedimiento del teorema 31.2, conviene poner
G(g, X) = nS}/d®> € H,.

Pasemos ahora al caso cuando ambos pardmetros « y o” se desconocen.

¢©) Con el fin de construir el intervalo confidencial para ¢, hagamos
uso de la estadistica Gi(o, X) = (n — 1)82/¢% En virtud del teorema |,
Gi{o, X) € H, . ;. Luego procedemos al igual que en ¢l caso b). [.as fronte-
ras del intervalo confidencial para ¢ tendrdn la forma

(@M * = (n — VSI/yia.

Es facil ver que las estadisticas G(o, X) y Gi{o, X) en los casos b) y
¢) tienen la misma distribucién y, por lo tanto, dan los mismos intervalos
confidenciales para ¢* siempre que en el caso b) tengamos una observacion
m4s que en el caso ¢). Hablando figuradamente, en el caso ¢) “perdemos”
una observacién debido a la existencia de una indeterminacién adicional,



§ 32. DISTRIBUCIONES MUESTRALES EXACTAS 285

o sea, del pardmetro desconocido «. Esta observacién se destina, en cierto
sentido, a estimar el pardmetro “obstaculizante”“q.

d) Construyamos ahora el intervalo confidencial para «. Hagamos uso
de la estadistica Gi(x, X) = (X — a)Vn/So. En virtud del corolario del te-
orema 1,

Gi(a, X) € Tp-.

En vista de que la funcién Gi(«, X) satisface las condiciones del teore-
ma 31.2, los razonamientos ulteriores repiten exactamente los correspon-
dientes razonamientos en los casos a), b) y c). Las fronteras del intervalo
confidencial tienen la forma (para simplificar la exposicién tomames un
intervalo simétrico)

a* =X £ 1,5/Vn.
donde 7. se determina de la igualdad
P(hn-ll < Tc} =Tn-1((=7, Tz)) =1-—e.

Notese que si el valor de Sp es proximo al de o, entonces el intervalo
confidencial obtenido ser4 mas ancho que el dado en a), ya que 7, > 8
(véase la observacién en ¢l § 2). Esto se explica, como antes, por la existen-
cia del pardmetro “obstaculizante” ¢ el cual se conoce en a).

Los niimeros » *, para los cuales en las investigaciones citadas se ha
cumplido la relacién

P(GO X", y"N=1-¢,

en la préctica suelen determinarse con ayuda de las tablas de la estadistica
matemdtica.

En el § 3.8 mostraremos que los intervalos confidenciales construidos
en este pdrrafo son, desde cierto punto de vista, los mejores.

*) Es interesante notar que, a pesar de las ideas intuitivas iniciales, por una observacién
x; € b, 2 €5 posible construir el intervalo confidencial para o%, siendo « desconocido. Los
siguientes razonamientos que muestran esto fueron comunicados a mnosotros por
L. N. Bolshakov,

Escojamos w de modo que $(1/u) ~ &(—1/u4)} = & donde $(x) = &g, 1({— o, X)}. En-
tonces

Plo>ulxl) = P(~o/u < ) < o/ts) = P (-—%—Ecu.(l_f)

NEREE BOMERS



