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PREFACIO

Tradicionalmente, la teoria de homologias desempeiia un papel
fundamental en la exposicién de los principios de la topologia.
A partir de H. Poincaré, quien fundé las bases de la topologia, la
teoria de howmologias se considera como una base inicial de los mé-
todos de la topologia algebraica. En la teoria de homotopias sélo
el grupo fundamental y los cubrimientos se refieren, por tradicion,
a estos principios. Practicamente, todos los manuales clésicos
iniciales de topologia (entee los cuales el mejor es, a juicio de los
autoves, el libro «Lehrbuch der Topologie» de H. Seifort y W. Threl-
fall) comienzan con exponer la Leoria de homologias de una u otra
clase de los complejos. Solo en una elapa posterior (ademés, desde
el punto de vista de la teoria de las homologias), se consideran la
teoria de los espacios fibrados y el problema general sobre la clasi-
ficacion de las clases homotdpicas de aplicaciones (leoria de las
homotopias), Al mismo liempo. los métodos de la topologia de
variedades diferenciables, que comenzaron a desarrollarse intensiva-
mente desde los afios 30 (Whitney y olros}), permiten reconstruir
por completo Ia exposicién de los principios fundamentales de la
topologia moderna. Desde un nuevo punto de vista mds préximo al
anélisis clisico, resulta primaria la teoria elemental de las varie-
dades suaves para basar en ella luego la teoria de las homotopias *)
y de los espacios fibrades suaves. Mas atn, durante los afios 70 se
aclaré que precisamente eslte complejo de las ideas y de los métodos
topolégicos tiene aplicaciones fundamentales en distintas partes
de la fisica moderna. Por eso los antores consideran como necesarios
los materiales diddclicos de topologia en primer lugar, precisamente
los principios de la teoria de las variodades suaves, la teoria de las
homotopias y los espacios fibrados. Estos materiales han sido inclui-

* Por lo visto, las primeras nociones sobre topologis perteneciontes a
Gauss, Riemann y Poincaré. surgieron también sobre esta base. Por en aquel
entonces resulté imposible tal construceién de la topologia. Poincaré descubrié
1a teoria de homologias de los complejos simpliciales qua permitié dar completa-
mente otra construceidn exacta de los fundamentos de la toplologia algebraica,



8 Prelacio

dos en ¢l manual de B. A, Dubrovin, 5, P. Novikov, A. T. Fomenko
«Geomelria moderna», parte II. En este libro, suponemos conocidos
estos maleriales,

La resolucién de problemas mis complejos de la misma topologia
(calculo de los grupos homotépicos. clasificacién de las variedades
suaves, elc.), al igunal que numerosas aplicaciones de la técnica
algebraico-topolégica a los problemas de la geometria algebraica
¥ del analisis complejo, exige un desarrollo de largo alcance, precisa-
mente de los métodos de la teoria de homologias. En la lileratura
especializada actual sobre topolégica no hay libros que posibiliten
el complejo aprendizaje de los métodos de [a Leoria de homologias
en sus aplicaciones intratopolégicas arriba mencionadas. El presente
Tibro tiene por objeto llenar parcialmente esta laguna.

Al exponer la teoria de homologias, los autores han tratado de
evitar, en la medida de lo posible, el lenguaje abstracto del Alge-
bra hemolégica. para que el Yector siempre tenga presente que homo-
logias, ciclos y fronteras son imdagenes geomélricas concretas, En
algunos casos, por ejemplo en la parte dedicada a la sucesién espectral,
esta reslriccion voluntaria lleva a algunos defectos en la exposicion
dificiles de superar, Pero una sucesiva exposicién del lenguaje y
de los métodos del dlgebra homolégica moderna, como demuestra la
experiencia, leva a peores defectos, complicando la compresion del
sentido geométrico de la teoria de las homologias. Algunos métodos
fundamentales de Ia topologia algebraica moderna (la técnica de las
sucesiones especirales y de las operaciones cohomolégicas) se han
expuestos sin explicaciones exhaustivas que llevarian al aumento del
volumen de la obra. Recordemos que el empleo de estos métodos se
basa s6lo en lag propiedades formalmente algebraicas de las magni-
tudes que forman parte de ellos, y no ge utilizan construceiones expli-
citas de estas magnitudes, dadas en el proceso de la argumentacién.
Al final del libro se aplican los métodos de la topologia algehraica
al estudio de las propiedades profundas de clases caracteristicas
y estructuras suaves en las variedades. Segln la idea de los aulores,
esta obra debe permitir e inducir al loctor a recurrir a la literatura
topolégica moderna.



CAPITULO 1

HOMOLOGIAS Y COHOMOLOGIAS
RECETAS DE SU CALCULO

§ 1. Grupos de cohomelogias como clases de formas
diferenciales cerradas. Su invariacién homotépica.

Uno de Iog mis importantes invariantes homotdpicos de varie-
dad son sus grupos de liomologias que ya fueron utilizados en el
§ 19 y §§ 24, 25, parte II del libro [1]. Pasemos aliora a sus defini-
ciones sistemdticas.

Hay varios métodos para determinar los grupos de homologias.
Al principio, examinemos la determinacién de las homologias por
las formas diferenciales (véase [1], parte T, § 25).

Examinemos las formas diferenciales cerradas del grado /& sobre
una variedad M" (recordemos: el indice n» muestra la dimension
de la variedad), que ticnen localmmente la forma:

W= <. @y, f diiv A ..o Ade'e, elin == 1), 1)

Se llama exacta (o cohomoldgica cero) una forma diferencial cerrada,
si w = de’, donde w' es una forma de grado & — 1 (rccordemos que
d (do')y = 0 ([1]. parte T, § 25).

pEriNicioN 1 *), Se llama grupo (espacio lineal) de cohomolo-
gias S/* (A" R) el grupo cociente de todas las formas cerradas del
grupo k por el subgrupo de formas exaclas. En olras palabras,
HE (M R) son clases de equivalencia de las formas cerradas con
exaclilud hasta las exaclas:

W, ~ w, si 0, — w; = da’. (2)

La propiedad mas simple de los grupos de cohomologias es la
siguiente.

ariemacion 1. Para cualguier variedad 1" el grupo IT° (AT": R)
es un espacio lineal de dimensién g, igual al miimero de trozos conexos
(componeniey de lvs cuales consta la variedud,

*} Encontraremos en adelante varias definiciones de grupos de homo-
logias ¥ cohomologias con unos u otros coeficientes, Ya que estas deliniciones
Llevan al mismo resultado (Véase inbs abajo §§ 6, 14). no introducimos cunscien-
temente mingun indice gue muestre el origen de nnas v otras homologias.
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pEMOSTRACION. Las formas del grado O son funciones escalares

f (x) sobre una variedad. Si la forma del grado 0 es cerrada, entonces

df () = 0. Esto significa que la [uncién f (z} es localmente cons-

tante, es decir. es constante en cada trozo comexo de la variedad.

Las formas cerradas de grado 0 son simplemente un conjunto de g

constantes, donde g es el nimero de trozos. La afirmacion queda
demostrada, ya que aqul no hay formas exactas,

Si hay una aplicacién suave de las variedades f: M; - 3.,
entonces estd determinada tal aplicacion de las formas o — f* ()
que d (o) == f* (dw) ([1], parte [, § 25). Por eso estd determinada
la aplicacién de los grupos de cohomolocrlas

¥ ® (M Ry — 1% (W R), (3)

porquo las clasos de equivalencia pasan de uno a otro (por medio
de la aplicacion f* las formas corradas quedan cerradas y las exactas,
exactas). La aplicacidn /* es un homomorfismo de los grupos de coho-
mologias.

Tiene lugar el siguiente

TEOREMA 1. Si son dadas dos aplicaciones suaves

fo 23 == My ¥ fat My M,

y estas aplicaciones son homotdpicas, entonces lus aplicaciones de grupos
de cohomologias f¥y 1% coinciden: f} = fi: H*® (M, R) — H* (M; R).

DEMOSTRAGIGN  Sew dada una horolopia suave 7 M, X I — _.-'I.{,,.
donde F os un segmsnto, L <K M C 2. v Pz, 1) =/ (x), Fz, 2} =
= f, {z). Cualquiera forma diferenciada Q@ de grado k sobre M X [
puede ser escrita asi

QZO)I 4y f\ dt, Q h—'fu =1} (tﬂ)‘ {4)

donde @, es una forma de grado % que no contiene entre las diferen-
ciales df, y @, una forma de grado £ — 1. gne no conticne entre las
diferenciales r?t (las coordenadas locales en My X [ se eligen siempre
en forma (z%. ... x", )= (z. t), donde (z'. ..., 2" son coor-
denadas locales sobre ). Sea ® cualquier forma de grade k sobre
la variedad M,. Entonces, la forma * (o) = & = w, + 0, A 4L
donde tenemos localmente

iy = 2 @i, ..oy (r.ydr A LU A die'n-1,
B a<ldpg

o= 2 by . s (@ 0den A LA dah,

<.y
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Definimos la forma DQ del grado % — 1 por la siguiente férmula
(localmente):

() = 2 (j iy ..y, (2 t)d:) ditv A oo A datret= 2{ W 31,
1 i

(5)

DQ es la forma de grado k — 1 sobre la variedad 37, X I. Tiene
lugar el importante

LEMA i. Es justa la férmula de la chomotopia algebraicar (véase
el § 2):

d (D (F* (@) = D (d (F* (o)) = F} (0) — {7 (). )

nraMosTRACION.  Mosiremos que para cualguiera forma Q sobre
M; % I es justa la I[drmula

aD Q)+ D (dQ) = Q li=s — Q |t=t. )

Caleulemos dD (Q), donde Q = w, -+ w, A di. Tenemos localmente,
por definicién

=3 Z(j——ﬁ-dc)dxAalx‘-}\...f\d;’k-'.

Bty 1

‘Dd@="-7'(fﬁ'11)+13'(dmz A dty=
=D( E E — Rt AL Adet A L A deR

“-.Jh v
dir - ;
+ ;_'..fﬁ_dg Adiain A oo A d‘;:'.k) i
Fieeudp
+D 2 2, :"k'd,cv/\d:.u;\.../\dae"n-u\d:).
i ip—a P

De aqui vemos gue
dDQ - (=AY DdQ=+ X (b, ... 5 (22—

Sile iy

—bj o (8 A AN 27k =Q oz —Q |1y

La formula (7) queda demostrada. Si ahora © = F* (), entonces
Q |jmz = 7% (0), @ |g=1 = f} (w). El lema queda demostrado.
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Volvamos a la demostracion del teorema. Sea dada una forma
cerrada o sobre M, (es decir, do = 0). Entonces tiene lugar la igual-
dad

12 (©) — 1 (0) = ADF* (0) 4= DAF* (o).

Sin embargo, dF* (o) = F* {do) = 0. Por eso tenemos 7§ (@) —
— /1 (w) = dDF* (@), es decir, la diferencia de las formas ¢s exacta.
Eslo significa, por definicién, que Jos homomorfismos

I HN (O R) > HY (M R) oy 5% i HE (M R) -
— H* (My; )

coinculen sohre las clases de equivalencia (de cohomologias). El
teorema queda demostrado.

Recordemos (véase [1], parte II, § 17). que dos variedades se
llaman homolépicas equivalentes, si existen lales aplicaciones
(suaves) f: MW, — M, g: W,— W,. yue ambas superposiciones
fee My— M, y gt My — M, son howmwoldpicas a las aplicaciones
idénticas:

My— My (g —2). MWy— M, (i +>y).
Por ejemplo, ¢l espacio euclideo R* (o el disco D* ==
= {2 (#*)* < R*f) es equivalente homoldpicamente a un punto.
=1

La demostracion consiste en que ®" (o D*) estd deformando por
sl hacia un punto. Esto significa exactamente que una aplicacién
idéntica I: R" + 1", donde & — =z, es homotépica a la aplicacion
constante R" -0 (en un punto).

TEOREMA * Las yariedudes homotdpicas equivalentes tienen iguales
grupos de cohomologias,

DEMOSTRACIGN  Sea que las aplicaciones f: W, — M,, g2 M, — M,
establezcan una equivalencia homotépica. Consideremos las apli-
caciones f*: H* (M,) - H* (M,) v g H* (M,) - H* (M,). Como
las aplicaciones fg v gf son homotépicas a las idénticas, los homo-
morfismos (fg)* = g*f* ¥ (gf)* = f*g* son exactamente homomorfis-
mos idénticos de los grupos de cohomologias, segin el teorema 1:

1= g*p*c 1% (M,) — H* (1],),
= frg*:  H* () — H* (1))

De aqui se deduce, que los mismos homomorfismos j* y g* son
isomorfismos, ademés, reciprocamente inversos: f* — (g*)=*. El
teorema queda probado.

OBSERVACION. Segiin el teorema demostrado, se pueden deter-
minar los grupos de cohomologias para todos los espacios de X,
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para log cuales existe una variedad M > X, que se anuda hacia este
espacio, tomando
H® (X; Ry = H* (M": R). 8)
Por ejemplo, el ocho no es una variedad. pero para él se puede
determinar los mismos grupos de cohomologias, que. por definicidn,
para un campo TN (@, |J @;) (véase la figura 1).

Fig. 1.

COROLARIO 1. Los grupos de cohomologias de un espacio euclideo
R* o de un disco D" son los mismos que los de un punto, es decir,
H* (1") es trivial, si k>0, H* (R") = R es un espacio lineal uni-
dimensional.

De aqui se deduce el Ilamado «lema de Poincarcés: localmente, en
una region cerca de cualquier punto sobre una variedad A", toda
forma cerrada © (do = 0) os exacta: ® = de’, deg w > 0. En
efecto, elijamos an disco D™ en coordenadag locales con centro en

un punto Q: {}j @* — )< s} y empleemos en el disco el coro-
e |

lario 1 de que H* (D™) = 0, para & > 0.
Para &k = 1 el lema de Poincaré es bien conocido del curso de
andlisis mateméatico. Para 1-formas o = f, dz". do = 0. tenemos
"

@ = dF, donde I (P) = \ fr dz", por un camino que va del pun-

Q
to @ al punto P en el disco DT,
Calculemos ahora las cohomologias de wna circunferencia 87,
AFIRMACION 2. Los grupos de cohomologias de la circunferencia S*
507
m* (§4L/R) = 0, k> 1; (%)
H' (SY; R) = R: H° (S R) = R.

DEMOSTRACION. Es evidente, que las cohomologias de S* son tri-
viales (iguales a cero), si k> 1. Luego, H® (S') = R, porque la
circunferencia es conexa. Para calcular un grupo A* (§*) introducimos
una coordenada ¢, donde ¢ ¥ ¢ -~ 2nn representan un punto de la
circunferencia para n enteros. La forma del grado 1 es una forma del
tipo « (y) dp = w, donde a {q) es una funcién periddica a (¢ -+ 2n)=
= g {p), Siempre dow = 0, ya que la dimensién de la circunferencia
es igual a 1. ¢Cudndo es exacta la forma a (@) dyp? Esto significa que
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a (¢} dp = dF, donde F () es una funcién periédica. Es evidente

que F (q) = | a () di 4 const. Asi, la funcién F () es pericdica
i

2

si y sblo si se cumple la condicién \ a i) dp =0, 6 Ym = {.

i

it s,
De esta manera, la forma del grado 10 = a () dp sobre la cir-
cunferencia es exacta si y sblo si sc cumple la condicién 5 o = 0.

5,
Por eso, dos formas oy, = a (p) dy y w, = b (y) dy delerminan la
misma clase de cohomologias cuando y sélo cuando S w; = j wWs.

5, g,

Asi tenemos H!' (S%; R) = 3, La afirmacién estd demosirada.

CorROLARIO  Los grupos de cohomologias de un plano euclideo sin
el punto R*\Q (o sin anillo) son los mismos que tiene la circunferencia
y del tipo

HY(R*N\Q) = 0, k>1; H' (R*\Q) = H° (R*™\\Q) = R. (10)

OBSERVACION. Indiquemos un método mis de cdlculo de coho-
mologias de una circunferencia. A cada forma o (¢) = a () do
le confrontemos una forma «media»

2n

2m
(:):_%j‘ [u(l‘p—i—'r)d‘l::% [j a(p-+T) d‘l:] ay.
o D

AFIRMACION 3. La forma w es cohomolégica a la forma o.

nCmosTRacIoN. La forma o (¢ 4+ 1} es inducida por la aplicacién
¢—@—+t de la circunferencia §!' en si misma. Esta aplicacién es
homotépica a la idéntica. Por eso ® () ~ o (p + 7). La suma

integral para ® se de tipo
1
T 0@+ AL ~0(). o D Au=o@. (1)
i i

1
Por lo tanto, cada suma integral de este tipo es cohomolégica a .
La afirmacién queda demostrada. La forma w es de tipo ©(¢) =« dg,
Zn

donde o= const= "1:: 5 a () dp. En realidad:
o@=5[ | a@+var]dp=
1}

H

2n+q

2n
ﬁ[ | e d'i’]dq‘?:gl;;— E a () dq-] dg.
T
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{(En este caso se dice, que la forma o (q) es invariante respecto a las

rotaciones: ® (g + ¢, = o (¢).)

Asi, a cada clase de cohomologias ® le conirontamos una forma
invariante (respecto a las rotaciones) ®. es decir, un nimero real.
Es evidente, que ésta es una correspondencia biunivoca, y oblenemos
H* (8Y) = 1A,

Mas abajo se mostrard, c6mo se puede generalizar el razonamiento
citado para caleular cohomologias de los espacios homogéneos com-
pactos.

armimaciox . La variedad orientada cerrada de Riemann M™ tiene
un grupo de cohomologias ™ (M™) no trivial.

DEMOSTRACION. Examinemos un elemento de volumen Q. donde
(localmente) tenemos: Q@ =V [g|dat A ... [\ da" Si el con-
junto de los dominios de coordenadas locales se elige segtin la orien-
tacién (es decir, todos los jacobianos de las funciones de la transicién
son positivos), entonces Q es la forma de grade n diferencial, y,
con £s0, tenemos H Q = 0 (es volumen de la variedad 3™), s evi-

M™
dente que dQ@ = 0, porque el grado de forma Q es igual a n. Si fuera
Q = dw, enlonces tendrizmos, segin la férmula de Stokes

[ o= ao=[a=0 (12)
ant™ NP M"
(puesto que WM™ es cerrada y no Liene frontera). Obtenemos una con-
iradiccién. La afirmacién queda demostrada.
oBsErvacioN. Si la variedad cerrada 3™ es no orientable (por
ejemplo, M?® = 3P%), entonces, el grupo A" (3/"; R) es trivial;
esto se demostrard en el § 3. En particular, un elcmento de volumen
=} Jg|ds* A ... /A da" cn el caso del cambio con un jaco-
biano negativo, no se manifiesta como mma forma diferencial.

3
Sea H* (M") = > H* (M™) una suma directa de grupos de coho-
K=D

mologias. Introduzcamos en el grupo H* (M") una estructura de
anillo.

AFIRMACION. 5. Sean w,, w, jormas cerradas, Entonces, las formas
@, \ 0y y (0, + do’) A o, son cerradas y cohomoldgicas.

DEMOSTRACION, Segun la férmula de Leibniz (véase 1], parte I,
§ 25), tenemos:

d(o A o) =do' A w,+ e Ado,=do A w, (13)

Por eso

(0y +da’) A o =a; \ 0, +d (" A o). (14)
La afirmacién queda demostrada.
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Conforme a esta afirmacién, el produclo exterior de las formas
delermina correctamente la multiplicacién en H* (M7"). De csla
manera, obtenemos un anille de cohomologias de la variedad M".
Si @, € H" (M), @, € H?(M"), enionces el productv @, so
encuentra en el espacio I+ (3A"). Este producto tiene la siguientle
propiedad de anticonmutatividad:

@0, = (— 1) wy,. 115)

Aclaremos el sentido geométrico de los grupos de cohomologias;
las definiciones exactas las daremos en los siguientes parrafos.

Si M" es una varicdad acbitraria y @ es una forma de grado &
cerrada, enltonces sus «integrales por ciclos» son determinadas. Esto
so puede comprender, por ejemplo, asi. Sea M* una variedad cerrada
orientable A-dimensional. Como «cicloy en la variedad " compren-
demos. por ahora, una aplicacién suave jf: ME — M™, es decir, el
par (M*, ).

periNicioy 2 Al periodo de la forma w por el ciclo {M*, /) lo deno-

minaremos con la inlegral 5 fFo.

Mk

Sea A"+ una variedad arbitraria orientable con borde W* =
= gN*+1 5] borde es una variedad cerrada orientable {consistente.
posiblemente, en varios trozos). Como ¢pelicular comprendamos una
aplicacién F: N®+! — Af". Tiene lugar el siguiente

TEOWRMA 3 a) Para cualguier ciclo (M",]) el periodo de la jorma
eracta o = do' es iguul a cero.

b) Si el ciclo (M*, f) es una frontera de la pelicula (NE+L, F),
donde M*® es una frontera de N*+* y F |, = |, entonces, el periodo
de cualquier forma cerrada por tal ciclo (A5, f) es igual a cero.

pEMOSTEACION  a) St o = d&’. entonces, segin la formula de
Stokes, tenemos

[ o= ridany = § aueon = { 7* @) =0, (16)

nie e Mk ATk
ya que la variedad M* no tiene frontera.
b) Si M* es una frontera de N*+! (tomando en cuenta las orienta-
ciones) y F |, = f, entonces, segin la formula de Stokes, tenemos

[ o= [ ar* @)= { P* @ =o. (amn

Ak ahrL wh

El teorema queda demostrado.

Mostramos, sin demostrar, un importante hecho: si los periodos
de una forma cerrada por todos los ciclos son iguales a cero, entonces,
la forma es exacta (véase abajo el § 14).
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EJEMPLO.  Si M™ == §™ es una esfera, entonces, H* (§") =0
cuando k550, n. . :

DEMOSTRACION. Si %k >> n, la afirmacién es evidente por defini-
cién. Si 0 << k<< n y (M* f} es un ciclo cualquiera, entonces, por
el teorcma de Sard ([1], parte II, § 10), la imagen f {M*} no cubre
siquiera, un punto ¢ € S*. Por ese, el ciclo (M*, ) se encuentra, de
hecho, en ®" = §*\Q. Ya sabemos (lema de Poincaré) que en
R™ cualquier forma es exacta. Por eso todos los periodos son iguales
a cero, si 0 << &k << n. De ahi que H* (5") = 0, cuando 0 << k< n.

Otra conclusién de este hecho puede ser obtenida del razona=
miento anélogo al cdlculo de cohomologias de la circunferencia S!
(més arriba). Utilizando un grupo de movimientos SO (n + 1)
sobre una esfera §* se puede reducir cualquier clase de cohomologias
a una forma cerrada invariante con relacién a .SO (n + 1) sobre la
esfera §". Laforma invariante ¢ se delermina porel valor en ‘un punto
de la esfera y en este punlo tiene que ser invariante con relacién
a un grupo estacionario SO (n) < SO (n -+ 1). Tales formas de
no existen, excepto las dimensiones cero y n (jcompriébessl).

De manera andloga calculamos las cohomologias de grupos de
Lic y los espacios simétricos.

Recordemos {véase [1], parte {I, § 6), que un espacio homogé-
neo M de un grupo G con un grupo de isotropia A se llama simétrico,
si en ol grupo G es dada una «invaluciony, es docir, un automorfismo
I: G =G, I* =1 tal, que [ | = 1 (los puntos del subgrupo I son
inméviles respecto al automorfismo 7). Con esto, la ecuacién 7 (x) =
= & para los x préximos a 1, da solamente los clementos del sub-
grupo /.

Sobre tal variedad homogénea I se delermina la ssimetria»
sz con relacién a cualquier punto z, donde s% = 1. La aplicacién s,
de la variedad M en si misma so da asi: sea g (z) un punto cnalquiera
de I; hacemos

glr) >3 (g (@) =T (g {r); s, (@ =z (cuando g =1); (18)
donde g es un elemento cnalquicra del grupo G gue actaa en A7,

La aplicacién s, para cualquier punto z se determiné correcta-
mente, al mismo tiempo (s,), es una aplicacion de un espacie tan-
gente en el punto x respecto al origen de las coordenadas (véase [1],
parte IT, § 6). En particular. cada grupo compacto de Lie @ es un
espacio simétrico del grupe G X G. La accién del grupo G X G se
determina asi:

T(g,,.,,{x) = gxk—l. [1 9]
La involucién H tiene la forma: I (g. h) = (k. g). Bl subgrupo H

es una diagonal {(z. g)}. La simetria s, con relacién a ta unidad del
grupo G. z = e, se determina por la férmula

s, (g} = ¢t (19%)

Z=N112¢
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En cualquier espacio homogéneo se eligen tales formnas invarian-
tes diferenciales, que g*o «= w; g es cualquier elemento de G.
La diferencial do de una forma invariante otra vez se representa
como una forma invariante:
g* dw = dg*o = do. (20)
El producto ©, A ®, de dos formas invariantes es invariante
también:
g* (@, N\ 05) = g¥o, N g%o, = oy \ 0n 21
Por eso se determina el anillo de las formas invarianles del espa-
cio homogéneo 3. Resulta que para cualquier espacio homogéneo
de un grupo compacto de Lie conexo el anillo de cohomologias puede
ser calculado sbélo con ayuda de las formas invariantes. Al misme
tiempo, para los espacios simétricos tiene lugar una afirmacién més
fuerte:
TEOREMA & Sea M un espacio compaclo simétrico de un grupe comn-
pacto de Lie G. Entonces:
a) cualquier forma invariante svbre M es cerrada;
b) cualguier jorma cerrada sobre M es cohomoldgica « la inea-
riante;
¢) une jorma invariante (no nula) nunce es cohomolgica a cero,
DEMOSTRACION. a) Sea @ una forma invariante de rango k. Con-
sideremos la forma sie = w. Moslremos que forma o es también
invariante. Por la igualdad (18) tenemos:

Sng = Tro8x (Tu - g) {22y
En realidad, si y = ¥ (), entonces
FrosxTn @) = Trglin (@) = Ligm (x)s

sngTh (2} = 52T gn (®)n
52T gh (2) = Trgny (@) = 8:Tg () = Trgse (1)
Entonces
Tho=Tisio=(5.)* 0 = 3T = (:1,
es decir, la forma © es invariante.
Como s, determina la aplicacién sobre un espacio tangente en un
punto z, entonces, o |, = (—1)*o |,

Como las formas @ ¥ @ son invariantes, la Gltima igualdad es
justa para cualquier punto :

o=(—1*wo (23)
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Por eso do = (—1)* do. Pero las formas do y do de rango

k 4+ 1 son también invariantes, mientras que s% dow = dw.
Por eso

do=(—1)"1do (24)

debido a los mismos razonamieutos expuestos arriba (el rango de
estas formas es igual a /e + 1}. in consecuencia dw = 0; la primera
parte del teorema queda demostrada.

b) Sea cerrada la forma © sobre una variedad M: de = 0.
Sobre el grupo G, debide a la compacidad, existe una métrica inva-
riante (métrica de Killing) (véase {1], parte I, § 24 y parte IT § 8).
Esta métrica delermina un elemento invariante de velumen que:
designemos por dp (g): )

du (hg) = du (g). (25}
Normalicemos un elemento de volumen sobre el grupo @ de tal
mancra que ol volumen de todo el grupe sea igual a 1:

S dp(g) =1 (26)
G

Determinamos por la forma o Ia forma w, haciendo

e i ISodp (g). (27)

Comprobemos que la forma © es invariante y cohomoligica a la
forma @. Calculemos la forma 7TFw. Tendremos

Thor= j Thew du (g} = S Thodu(hg) = | Trodu(g)=o, (28)
G & G

donde hacemos g° = hg, tal sustituciton del variables es suave e in-
verlible.

Asi, la forma @ es invariante. Mostremos que las formas @ ¥ ®
gon coliomolégicas. La aplicacién 7', de la variedad M en si misma
es homotépica a la idéntica. Fn efecto, sea g {£) una curva en un
grupo G. que liga un punto g con wna unidad del grupo (recordemos,
que ¢l grupo & es conexo}. Entonces, T gy, es la homotopia huscada.
Por eso las formas T§w y @ son cohomolbgicas en vietud del teors-
ma 1: T}w ~ w. Por consiguiente,

o | T dp {g) ~ Y wduig)=w ! dwig) =wm. 29
& a i

La segunda parte queda demostrada,
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¢} Vamos a demostrar ahora, que una forma invariante sobre un
espacio compacto simétrico no puede ser cohomoldgica a cero (st
ella es no nula). Recordemos, que sobre la variedad A7 puede ser
introdncida una métrica de Riemann (h; ;) que es invariante con
relacion a la aceidn del grupo G (véase 1], parte I, § 8). La métrica
de Riemann sobre una variedad delermina el producto escalar de las
formas sobre esta variedad. Ll cuadrado escalar de la forma o es
igual a

[T g ) f\ EXTN (30}
M
Este valor siempre es mayor que cero si o5=0. lin efecto, si
o= 2  a,... L AR A dr'e, entonces
bt L aondy

fonso= a5 VEAA . Ad2" >0
(ogui AY vs una matriz inversa a by, b= det {ky). n = dim M)

Seu @ una forma invariante. En vigor de invariacion de la meé-
trica (ki) todos los operadores T§ conmutan con el operador *. lPor
50 1a forma % © es invariante también y. por consiguiente, es cerra-
da: d= o = 0.

Supongamos @ = da’. Entonces, d (o A «+ 0) =du’ A * o =+
4+ @ Nd+*o= o A\ %o Poreso, segin la formula de Stokes,
tenemos

(i, W) == s oA xo= H diw' N\ *w)=0. (3t)
M iyl
Entonces, la forma o es un ecro idéatico. El teorema queda total-
mente demostrado.

Consideremos ahora algunos ejemplos.

ErEMPLO 1. Bl toro 7" = K™, donde I es un reliculo enlero
numérico en R, engendrado por n vectores linealmente indepen-
dientes. El toro es un grupo de Lie abeliano compacto.

Span zt, . ... 2" coordenadas euclideas en R™. Todas las formas
del tipo dz'' A ... A dz'h son las formas invariantes (respecto
alos desplazamientos) sobre R". Por eso ellas determinan las formas
invariantes sobre el toro 7. Si la forma © = ay,..;, () dz't A ...

v\ dz'R gobre el toro es invariante, esto significa que
@iy .. iy @ =ar, L5, (@) (32)
os decir, los coelicientes de 1a forma @ son constantes:

ai, ... 1, =consl. (33)
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Asi, cualquier forma invariante sobre I™ es una combinacién lineal
con los coeficientes constantes de los productos exteriores de las
formas dz?, dz®, . .., da™.

pepuccion,  El anillo de cohomologias del toro H* (7") es un
dlgobra exterior A (g, ..., €,) con las generatrices &, ..., en
de grado 1. Aqui ¢; es una clase de cohomologias de la forma dz'.

EsEMPLO 2. Un grupo de Lie compacto. Las formas invariantes
sobre G son formas bilateralmente invariantes diferenciales sobre un
grupo (respecto a los desplazamientos a la izquierda y a la derecha).
Consideremaos, al principio, las formas invarianies respecto a los
desplazamientos a la izquierda sobre el grupe G. Demos un ejemplo
de una 1-forma invariante respecto a los desplazamientos a la izquier-
da con valores vecloriales que toma valores en el dlgebra de Lic g
del grupo G: w (g) = g~* dg. Para un grupo matricial &, donde g =
= gin)s dg = (dg;;,) es una matriz con elementos dgx, ¢ es también
una matriz de las 1-formas, © = {(W;zp).

Otra construccion de la misma forma o no emplea la realizacion
matricial del grupe y por eso conviene para cualquier grupo G.
Sea ¢l veclor E tangente del grupo G en un punto g. Actuando sobre §
con un desplazamiento a la izquierda (Lg—),, obtenemos un vector
de un espacio tangenie en la nnidad del grupo, es decir, del algebra
de Lie g.

Todo componente de la forma @ es invariante respecto a los des-
plazamientos a la izquierda:

w (hg) = g~'hYd (hg) = pg7'dg = o (g). (34)

Sea 6%, ..., 8~ una base en un espacio de las 1-formas inva-
riantes respecto a los desplazamientos a la izquierda. Para un grupo
matricial en calidad de las formas 8' pueden ser tomados los compo-
nentes de la forma ® = (0;;) = g~'dg escogiendo entre ellos los
lincalmente independientes. Por ejemplo, para un grupo G = SO (n),
donde la matriz (w;;,) es antisiméirica, en calidad de base pueden ser
tomadas las formas w;,, donde { < k.

LEMA 2. El numere N, o sea la dimension del espacio de lus 1-formas
invariantes respecio a los desplazamientos a la izquierda, es igual a la
dimension de un grupo.

pEMOSTRACIGN. Cualguier 1-forma invariante respecto a los des-
plazamientos a la izquierda 0 se determina totalmente por su valor
sobre un espacio tangente en la unidad del grupo, ademas, este valor
puede ser arbilrario, El lema queda demostrado.

conoLanrie. £l espacio de las 1-fermas invariantes respecto a los
desplazamientos a la izquierda, coincide con el espacio g¢* de fodas
lus junciones lineales sobre el dlgebra de Lie g del grupe G.

Aqui el Algebra de Lie se considera como un espacio langento en
la unidad del grupo.
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LEMa 3. Cualgquier k-forma invariante respecto a los desplazamien-
tos a Iln izquierda ® posee la formu

wam Ny BN e A O, (33)

nS LLemiy

donde fiy...ty SOR CONSIENTES.

nemosTractoN.  En virtud del lema 2 la forma @ en la unidad
del grupoe puede ser eserita asi:

wig)= X  an.. ,0"@A ... A\O'(). (36)

<hn Lol <y

Segitn la invariacidén respeclo a los desplazamientos a la izquicrda
de las formas @ y 6%, la igualdad (36) es justa en cualquier punto del
grupo. El lema queda demostrado.

uonouarto. £l dlgebra de las formas invariantes respecto « los des-
plazamientos a la izquierda sobre el grupo de Lie G es isomorfa al dlgebra
exterior A (4*) por encima del espacio g* de las funciones lineales
sobre el dlgebra de Lie g. En otras palabras, esta dlgebra coincide con
g Espac:'o de las funciones antisimétricas polilineales sobre el dlgebra

e g.

Aclaremos qué formas invariantes respecto a los desplazamicn-
tos a la izquierda son, al mismo tiempo, formas invariantes respecto
a los despluzamientos a la derecha. Sefialemos, que con los despla-
zamientos a la derecha por A7', la forma © = g'dg se transforma
do Ia manera siguiente:

o (gh~07'd (gl = hwh™\,

De aqui es justo el

LEMA 4. La funcidn aniisimétrica  polilineal ¢ (X1, . .., X))
de A(g*) responde a la forma invariante respecto a los desplazamientos
& la derecha si, y sélo si, es justa la igualdad:

QX I, oo R =@ (X, . Xy) (37)

para cualguier elemento h del grupo G.

pepuceioN. El anillo de cohomologias de un grupo de Lie com-
pacto conexo G coincide con el anillo Ay, (%) de las funciones
antisimétricas polilineales sobre el 4lgebra de Lie g invariantes
respecto a los automorfismos interiores.

Sea que (, ) significa una forma de Killing sobre el dlgebra de
Lie g del grupo G. Determinemos la funcién 3-lineal Q (X, Y, Z)
sobre ol dlgebra de Lie g, haciendo

Q(X, Y, 2) = (X, Y, Z) (38)
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Esta forma es antisimétrica, debide a la invariacién de la forma de
Killing (véase [1], parte I, § 24). Ademads, en virtud de la igualdad
{hXht, YR = A [X, Y] A", la forma Q es invariante respecto
a los automorfismos interiores del grupo G. Por eso es justa la

AFIRMACION 6. Bl grupo H® (G) es no trivial para cualquier grupo
de Lie compacto G con una forma regular de Killing (es decir, pare un
grupo no abeliano).

EJIMPLO 3. Sea M un espacio simétrico del grupo G; H, un grupo
de isotropia. Fijando un punto z en la variedad Jf, oblenemos una

E

aplicacién G — M, donde un elemento del grupo g pasa a p (g) =

= T, (x). Todo el subgrupo A (y sélo 1) pasa al punto z. Sl ® 68
una l‘arma sobre la variedad 1, cntlonces se determina una forma p*w
sobre ol grupo G. Esta forma se anula sobre -el espacio tangente al
subgrupo /1. Cualquier clase derecha contigua {gif} Jpor el subgrupo
H pasa a un punto, al aplicarse p. Por eso la forma p*® es invariante
respecto a los desplazamicntos a la derecha con ayuda de los ele-
mentos del grupo H,

Sea © una forma invariante sobre la variedad M. Entonces Ia
forma p*® sobre el grupo G es invariante respecto a los desplaza-
mientos a la izquierda.

TEOREMA 6. FEl anillo de lus formas invariantes diferenciales sobre
el espacio homogéneo M del grupo G con el grupo de isotropiu H es
isomorfo al dlgebra exlerior A, ((9'A)*) (aqui h es el dlgebra de Lie
del subgrupo H), es decir, al dlgebra de las funciones antisimélricas
polilineales sobre g, anuladas sobre h, invariantes respectv e los aulo-
morfismos interiores con ayuda de los elementos de H.

peMOsTRACION. A cada forma invariante @ sobre A7 le confronte-
mos la forma p¥*® sobre ¢l grupo G. La forma p*w es invariante res-
pecto a los desplazamienlos a la izquierda y se anula sobre 2, por
eso determina cierto elemento de A ((¢/2)*). La forma p*w es
invariante también respecto a los desplazamientos a la derecha
en los elementos del grupo H. Es suficiente para esto, en virtud de
la invariacién respecto a los desplazamientos a la izquierda, que la
forma p*w sea invariante respecto a los automorfismos interiores
en los clementos del grupo H. El teorema queda demostrado.

gJeMpLo &4 Calculemos el anillo de coliomologias de un espacio
complejo proyeclivo:

CP* = U+ 1YU (1) X U (n). 4

CP*® es un espacio compacto simétrico. El grupo U (rn 4+ 1) también
es conexo y compacto. Por eso, el anillo de cohomologias TP* se
determina por las formas invariantes diferenciales.

Sean (z% ..., ") coordenadas homogénoas sohre CP", es decir,
coordenadas sobre C"+!\ 0, determinadas con exactitud hasta un
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factor complejo no nulo. Consideremos en ™! una 2-forma real
diferencial

Q= D) d* A dz™. (40)
R

A la restriccién de esta forma sobre la esfera S+ 3 | z5 2 = 1
ha=0
también la designemos por Q. La forma £ es invariante respecto al
grupo U7 (n 4 1). Mostremos que csta forma se obtiene de cierta
forma Q sobre CP": Q = p*w, donde p: §*+1 — CP" es una
proyeccion natural.
Hay que verificar que con las transformaciones
st elozh,  dz'—elo (2% L izt dg), (41)
' emiwgh dg > e=1w (dat — 2" dig). 419
La forma © pasa en si misma. Sobre la esfera §2'! donde

o
- S o
> 2fzh =1, tencmos ) z*dz -+ > T dot =0; por eso
#=0

3 2 dt \ dzh > 3 da* \ dB -
+idg A 2) (" da* 43" d) =5 3 dz* A dzt

Asi oblenemos la 2-forma invarianic @ sobre el espacio simétrico
CP™, Todos sus grados exteriores " son distintos de cero cuando
k< n, ya que los grados correspondientes de la forma € también
son distintos de cero (jverifiguesel).

peprcctoX. Kl dlgebra de cohomologias H* (CP®) del espacio
complejo proyectivo CP" contiene en si el &lgebra de polinomios
Clw] de la generatriz @ de dimensién 2, ademas, o™+ = 0.

En el § 4 so mostrard, que no hay otros elementos en H* (CP™).

§ 2. Homologias de los complejos algebraicos

DEPINICION 1. Se llama complejo (complejo de cadenas o co-
cadenas) un grupo abeliano € escrito aditivamente, si:
1) El grupo C se representa como una suma directa € = 2 Cy

=0
de sus subgrupos € de la dimensién o del grado k (se¢ dice q\Te el
grupo € es graduado).

2} Es dado un operador lineal (homomorfismo) &: Cp — Chyy
tal, que 84 == 0; el homomorfismo & aumenta {0 reduce) la dimensién
en 1 simultineamente para todes los k: 4 (Cp) = Chryq0ld (Ch) =
= Cy4). 8i 8Cy <= 3Cy4,y, se trata de un complejo de scocadenass,
8i 4Cy < €y, se trata de un complejo de «cadenasy.
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DEFINICION 2. Bl grupe k-dimensional de homologias H, (C)
del complejo de cadenas C se denomina grupo cociente del grupo de
ciclos k-dimensionales Z, = Ker & (o sea 8Zy, = () por un subgrupo
de fronteras By = Ilm é = 8C, 4, (By = Z,):

Hy (C) = Z,/IB, (1)

Al grupo de cohomologias del complejo de cocadenas se lo Hamard
grupo cociente de los cociclos Z* = Ker d por cofronteras B* =
= EJJC;‘_I:

H* (C) = Z*B". @y

Al grupo completo de homologias 7, (C) o de cohomologias
H#% (C) se lo llamari suma direcla: H, (C) = 2, Hy (C), o H* (C) =

ka0

= 3\ B* (C).
k=D
miEMPLO 1. ] complejo de formas diferenciales € = ) Cy

=0
sobre la variedad A" es conexo con cada variedad M". Aqui Cp
son todas las k-formas (suaves) sobre la variedad M"; el operador
é: Cp = Cpy,y es un operador de la diferenciacidén exterior d = 2.
Las homologias de tal complejo se denominaban en el § 1 cohomolo-
gias de variedad.

EJIEMPLO 2. Se determina un complejo de las formas invariantes
diferenciales sobre un grupo de Lie o sobre un espacio simétrico.
Todas estas formas son cerradas, por eso el operador ¢ == d es trivial,
0 sea, nulo. Del teorema 1.4 se deduce que las homologias de este-
complejo coinciden (para wn espacio simétrico) con las homologias
del complejo de todas las formas diferencinles.

En los parrafos siguientes enconiraremos una serie de ejemplos
de los complejos.

Sean dados dos complejos (€11, gil)), (C®, &),

pEFINICIoN 3. El homomorfismo f: €M — C® que conscrva la
graduacién, se denomina homomorfismo de complejos, si él conmuta
con la operacién de las diferenciales:

fom=af IO =P, k=01, ... (3)
Tiene lugar la sencilla
APIRMACION 1. t/n homomorfismo [ de los complejos algebraicos,
induce un homomorfismo j de los grupos de homelogias:
fe L (CO, o) — H, (C2, 62), k=0, 1, ... {(4)

DEMOSTRACION. [l homomorlismo f traslada los ciclos %4 a los
ciclos Z1’ y las fronleras BY"' a las fronteras B)’ para cualquier A
Por eso €l determina correctamente el homomorfismo de los grupos
de homologias. La afirmacién queda demostrada.
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Por ejemplo, uuna aplicacién suave de variedades f: M - N
determina una aplicacién j* de los complejos de las formas diferen-
ciales sobre estas variodades, que actda al lado inverso:

¥ C (V) — C (M).

Esta aplicacidn es lineal y conmutada con la diferencial: j*dw ==
= df*w para cualquier forma ©. Por eso f* es un homomorfismo de
los complejos de formas diferenciales.

DEFINICGIGN &  Sean f: CM — O, g: € — C*® dos homomor-
fismos do los complejos algebraicos. [stos homomorfismos se llaman
(algebraicamente) homotdpicos, si es dado un homomorfismo D: €1 -

—= C® tal, gquel®

DD - MWD =[—g. 1(5)
Si los operadores 6V, 4 anmentan (reducen) [a grav.uacidn,
entonces la aplicacién D reduce (aumenta) la graduacins?
D(CH =T o DICH =Tl (6)
AFIRMACION 2. Las aplicaciones homaldpiczs de los complejos indu-
«cen iguales homomorfismos de los grupos de homologias:
f=g . Hh (Cu)‘ (‘_-;(1!'] —= T, (2, geny, (7}
DEMOSTRACION. Si ¢, €€’ os un ciclo, &tMe, =0, entonces
f{en)— g (en) = DOWey o= 0¥ Dey = £ 9@ Dey,
0 sea, f(cx) ~ g (ex) en un grupo do homnologias iy (C®, &%),
La afiemacién queda demostrada.
Este ejemplo de la homotopia algebraica [ue dado al demosirar
la invariacién homotdpica ds cohomologias en el teorema 1.1. Olros
ejemplos los encontraremos en los parrafos siguientes.

DEFINICIGN 6.  Sea ;b, un rango del grupo H, (C, 3). La suma
alternada del tipo

K (€, =2, (—1Yby= > (—1)rang I, (8)
hz=0 hz=0

se denomina caracteristica de Euler del complejo (C, 9).
AFIRMACION 8. La caracieristica de Euler del complejo (C, ) es
dgual al nimero siguiente:

X(C, 9= 2 (—1)" rang Cy. )
h=0
DEMOSTRACION. Sea 2z, el rango del grupo de los ciclos Zg; iy, el

rango del grupo de las fronteras B,. Entonces, para estos rangos
tendremos las relaciones:

by = 2 —P, (10)
Pa=rang Cpey—2p+y (11)
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{dondec el operador @ reduce la graduacién). Por eso,

by =z + Zy4y —1ang Copy
2 (— 1) by==gy+ X (—1)"*trang Cpuy.
=0 R=0

La afirmacién queda demostrada, ya que z, = rvang C, (es evidente,
que la demostracidn es justa también cuando el operador aumenta
la graduacidén en 1)

Sea G un grupe abeliano arbitrario (escrito aditivamente). Es

determinado el complejo € @ G = 2, €, ® G, o sea ol complejo

=
de «cadenas con coeficientes en ol gx;';l:upo G». [Recordemos, que el
producto tensorial de dos grupos abelianos 4 ® B se compone de
toda clase de sumas [linitas del Lipo E a; ® b;, a; €4, by €B,
mientras que para el simbolo & deben cumplirsa las siguientes exi-
gencias:

(@, +a,)@b=a,®b+a, @b,
a® by + b)) =a@b +a® b,

De aqut se deduce una relacidén atil: ma ® b = a & mb, donde m es
cualquier niimero entero,

PROBLEMA 1.  Demostrar que para cualquier grupo G es justa
la f6rmula ¢ @ £ = G. Calcular el producto tensorial de los grupos
finitos ciclicos Z, ® Z,. Demostrar que cl produclo teunsorial
de cualquier grupo abaliano finito por un grupo de los nimeros rea-
les (o racionales) es igual a cero.]

121 operador & en las cadenas del tipo ¢, @ g, ¢, €Cy, gEG,
opera del signiente modo: (¢, ® g) = dcp ® g. El continta lineal-
mente sobre todo ¢l grupo € & &. Aqui es evidenle la correlacién
dd = 0. Las homologias del complejo € @ G se llaman también
homologias del complejo C con los coeficientes en el grupo G y se
designan asi:

Hy (C; G) = H, (C B G),

Sean & un grupo abeliano escrito aditivamante y (€, ) un com-
plejo de cadenas. Introduzcamos un complejo conjugado de cocade-
nas, que son las formas lineales (homomorfismos) C* con valor en G,
designado en el dlgebea por Hom (C, G). Tenemos una descompo-
gicion natural en suma

C*= X C} (12)
ko0
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(C% son formas lineales sobre %) y el operador de frontera o* con-
jugado con 4:

PP CE—Chyy. 0:C0,—Cyy.
donde
(Fe,e)=(r.vc); ¢CC. €k, {13y

Tenemos d*0% = 0. Los grupos de cohomologias 1, (C*. %) habi-
tualmente se designan por H* (C; @) y se denominan cohomologias
del complejo € con valor en G.

Sea & =k un campo (por cjemplo, los ndmeros reales k = R,
los complejosk = 1, los racionales & — (y o el campo Tinilo A& = Z,
de p clementlos, donde p es un nimero primo) y sea € un complejo
de los espacios lineales do dimensién finita €, sobre un campo k.
Ticne lugar el

TEOHIEMA 1 Son  mutunmente conjugados los espacios lineales
H* (C; k) v Hy, (€): en particular, ellos tienen la misma dimension,

DEMOSTRACION  Supongamos, gqne ¢l operador 4 reduce la gradua-
cion. Demostremos, gne un elemento ¢ de € os cociclo en el com-
plejo C* si, ¥ sélo si, (¢*, By} = 0. donde By < €y es un subgrupo

de fronleras. En efeclo, para cualquier elemento ¢4, del grupo
Cr+q oblendremos: 0 = (@%c*. ¢y4,) = (%, deyy). Por otro lado,
si {c", deyqy) = 0 para cualguier clemento ¢4, de Cy.;, entonces

8*c* toma valores nulos sobre cualguicr clemento ¢y 4.

Asi obtenemos, que un espacio Z* de cociclos del complejo €%
coincide con un espacio de formas lineales, que se anulan en un
subespacio de fronteras By. En virtud de que cada espacio ' tiene
una dimensién finita. ¢l complejo (C*)* coincide con el complejo C.
Por eso tenemos: un espacio de ciclos Z, que coincide con un espacio
de formas lineales sobre C§, que se anulan en un subespacio de fron-
teras Bf. En otras palabras, B} son todas las formas lincales que se
anulan sobre Z;.

Segin lo demostrado, cada elemento ¢ de €}, donde o*c* = 0,
determina una forma lineal sobre las homologias H, (C). Ademis,
las dimensiones de los espacios H (C; k) y H, (€) coinciden. El
teorema queda demostrado.

Vamos a definir la operacién del producto tensorial € = () &
® C® de dos complejos (CD, W) y (CP, &),

Recordemos, que al valor tensorial 4 ® B e dos espacios linca-
les A y B con bases (ay, . .., ag), (by. .. ., bp) se Je llamard un
espacio con hase a; @ b;, i =1, ..., s, j=1, ..., p, y la con-
dicion (Aay -+ hay) @ b =g, ® b+ 2o, ®D vy a ® (Wb, L
A Robg) = ha @ by 4 h,a ® b, (Aqui A, ¥y A. son escalares.
Posiblemente, se trata de cualesquier grupos abelianos escrilos adi-
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tivamente A y B; cnlonces, A son tlnicamente nimeros enteros
(véase la pag. 27)).
Sea C = 2| Cy, donde

Cr=(CM @ C®),= X (P @CP, (14)
Ptq=h

] (cu\ cta}) pra -a(j)c.\la] @ lf‘““-{-— {___ 1);.» ‘_.;’l'.' a[x}c I)} (15)

Es facil verificar, que 49 = 0.

TEOREMA 2. Sean O y C® complejos de espacios lineales sobre
cualquier campo k. Para las homologias del valor tensorial tenemos la
férmula siguiente

H, (W@ C® = . %:k H,(CY) @ H, (C2) (16)

{serdn tmportuntes los casos cuando k = R, €, @, Z,).

Para demostrar ol teorema probemos, al principio, una afirma-
cién auxiliar.

Lema.  Sea C = E C un complejo de espacios lineales sobre un

campo k. Enlonces, en rada espucio C, se puede elegir una base cané-
nici (Tn.p0 Yo, g Bna)s en la cual la accz&n, del operador § se escribe
asi

0y, i =¥Yn-1,i» Un, =0, 57!-,“;"——0. (17)

premesTRACION.  Jis evidente de las formulas (17) que los veclores
Yn.g son fronteras, los vectores &, son ciclos quo no se represenlan
como fronteras y asi dan una base en las homologns f, (C); por
fin. los veclores x,,; ¢s una base cn un espacio de cadenas, y no son
ciclos. Por eso, la base que necesitamos se construye [Acilmente por
induccién, comenzando por el espacio C,.

DEMOSTRAGION DEL TEoueMA. Elijamos las bdqu-. canbnicas (ay
yp' By v (@@L yi, k) en todos los espacins Cy' y CF (omntlmoq
los indices que numeran log vectores bézicos de un espacm) Cons-
truimos una base canénica parn el espacio Cp= 2 kC“’ @CP-

piLa=

rl:l

E] primer grupo de los vectores (no ciclos):
tog=23" @ & apg=3 (& ® Y+ (— D pds @ 2l
ape=125 @ Wy Pug=(—1Ph3’ @ = (18)

{por doquier en estas formulas y més abajo p 4+ g = k).
La base de fronturas:

byg= .1:‘:;:1—31 ® affi—(— 1 @ ¥

5 (19
Yra=U" @ U vpa—=tn ®BP; 8pe=0P @y

!
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Los vectores (18), (19) son linealmente independientes (jverifiquesel}
Y, para obtener una base cn el espacio 'y, hay que afadir los vectoves
del tipo R ® Y, p + ¢ = k. Calculemos fa accién del opera-
dor @ en la base construida. De las [ormulas (15), (17), obtencmos de
inmediato que

Oxpq=Ubpgers OQpg=Yp aq. O%pg=7Vp_gq. P re= ‘5_,.9—1-
0B g = Y pq = Oypq = 08 g = 0 (W' @ ") = 0.

es decir, la base construida es realmente candnica. De tal manera,
los vectores 4, ® A con p + ¢ = k forman una base en el espa-
cio H, (CW é’cm}. lo que debiamos demostrar.

§ 3. Complejos simpliciales. Sus homologias y cohomologias.
Clasificacién de las superficies bidimensionales cerradas

Formulemos, ahora, otro enfoque de la definicién y del cstudio
de los grupos de homologias y cohomologias, que aumenta mucho
las posibilidades del empleo de los mismos.

Definimos un simplex p-dimcensional (de dimensién »). Un sim-
plex O-dimoensional es un punto {agl; un simplex 1-dimensional es
un segmento feqe,l; un simplex 2-dimensional es un tridngulo
'Ea.,a,a,]; un simplex 3-dimensional ¢s un telraedro [ee,oa00,)
fig. 2).

o,
&) 3) o) m% 2) o
7 %y o, oy o
- o e /
O-dimen- 7-stimen &, ;M
siomal srongd Z-dirmen - &r
sigmad Fetimensional
Fig. 2, Simplex,
Por induccién, si un simplex n-dimensional o™ = [eyey . . - @y,

estd definido y se encuentra en un espacio n-dimensional R”, enton-
ces, para consiruir un simplex (n 4 1)-dimensional, hay que tomar
un vértice nuevo ¢,4, fuera de este hiperplano R* < R"+! y exa-
minar el conjunto de todos los puntos pertenecientes a los segmentos
que ligan este vértice nuevo o,4, con los puntos del simplex
leg - . . e&¢y). El cuerpo obtenido sera un simplex (r -+ 1)-dimensio-
nal leg ... ap4,] = o™+l

En forma mas general, al simplex n-dimensional 1o denominare-
mos cfipsula convexa del (rn + 1) punto (vértice) de un espacio
euclideo,

Lag caras de un simplex n-dimensional [e, . . . @] son los sim-
plex tendidos en los vértices [y . . . ap_y). logey o0 0 cpoge,]y oo
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weodoy ... a,l. Asi, la i-ésima cara se obtiene al separar el
i-8simo vértice o; del conjunto [ery . . . &,l, ¥ ella es opucsta a este
vértice: la i~ésima cara oy’ del simplex o" es

feg oo &: oG] = o0y 1y

(el i-ésimo vértice se ha separado).

Las caras de menor dimensién se obtienen, formalmente, de uns
simplex [o, . .. @,] al separar cierto nimero de cualesquiera vér-
tices.

pePinicionN 1. La frontera orientada del simplex o™ = [eg . . -

. ¢nl es una combinacién lineal formal de sus caras del tipo:

n -~
86" = 0 [¢tg ...a,iln_)_‘,of—n*{ao e O e U] =
=t

=2 (- biofs. (@

f=1

Por ejemplo, para los simplex 0-, 1- y 2-dimensionales tenemos:

@ [og) =0, (3}
d [cx“cal] = [(xll = l%]l (4)
0 [oryy%,) = [myt,] — (ot 0a] - [o0e0tg]. (5)

De la fig. 2 esté claro, que las carag tienen signos regulares.
LFMa 1 Para un simplex n-dimensional tiene lugar la férmula

00 [atg « o Oyl = O. ©)

La demostracién consiste en el cdlculo directo. Por ejemplo,
para n = 2 tenemos

8 [org0y0ty] = [otgeta) — [ergety] + lotyet4l,
80 [og0140t5] = {[erg] — [o£4]} — { [tz) — [eto) } 4 { [ety] — [ } = 0.

El céleulo es analbgico parn todos los n: 880" = a( 2, (— 1) ofi5');
i=0

=
en esta suma la cara ol (los vértices &, o, estdn separados) se
incluye dos veces—en la frontera dofiy' y dofy'— con =ignos opuestos,

peeinNtcion 2. KL complejo simplicial es un conjunto de simplex
de dimensién arbitraria que tiene las siguientes propicdades:

1) junto con cualquier simplex, sus caras de todas las dimen-
siones pertenecen a este conjunto;

2) dos simplex pueden intersecarse (temer puntos comuncs) sélo
por una cara entera de alguna dimensién y, con esto, en no mas de
una cara.

Un complejo simplicial finito se compone de un nimero finito
de simplex.
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Lonumeremos de algin modo lodos los vértices de un complejo
simplicial finito @y, %y, .. ., y. Entonces, los simplex r-dimen-
sional [‘x;nfx.‘ ... o] se doterminan por ciertos subconjuntos de
los vértices en la cnumeracion dada.

Sea G cualquier grupo conmutalive, donde la ley de grupo se
estribo como la adicién (4-). Las cadenas de la dimensién £ en un
complejo simplicial son combinaciones finitas lineales formales del
tipo ¢, = 2 g;0;, donde ¢; son diferenles simplex k-dimensionales

i

esuritos en la numeracion dada de los vérlicos del complejo; g4, son
elemenlos arbitrarios del grupo G. La adicidn de las cadenas se deter-
mina asi: si ¢, = 2, g,0;, cf == E #:0;, oentonces, ¢, -+ ecp =
= ¥ (g; + g9 0. Las cadenas forman un aripo abeliano.

La frontera de la cadena dey, es 1a cadena de la dimensidn k& — 1,
determinada por la formula

ey = N g, da,. (7)
)

Es evidente la formula {segin ¢l lema 1) 22z, = 0. Los ciclos
son tales cadenas ile ¢, quo de, = (. Los ciclos forman también
el grupo Z,. Los ciclos homoldgicos a cere {que son fronteras) son
tales ciclos de ¢4, que ¢, = dey . Estos ciclos forman un grapo de
fronteras 3.

DIFINTCION 3. Al grupo de lhiomologias A, (M, G) de un com-
plejo simplicial M lo denominaremos con un grupo cociente del
grupo Z; de todos los ciclos de la dimensién & por ciclos 8, homold-
gicos a cero (dos ciclos son equivalentes si, y sélo si, e, — cp =
= JCp4q)-

Son interesantos los casos G = [ (nimeros racionales), G = L,
G = Z (ntmeros enteros), G = Z, (residuos por el médulo 2)
y en general, G = Z,, (residuos por ¢l médulo m, en especial, ¢cuan-
do m es un nimero prime y £, es un campo). Cuando G = R,
todos los H; (M, R} son espacios lineales sobre el campo 3. A la
dimensién &, del espacio H; (M, R) se la llama i-ésimo nimero de
Betti del complejo 7.

Para un complejo simplicial finito so determina la caracteristica
de Euler:

si y; es el nimero de simplex de dimensién { en un complejo 7,
entonces la caracteristica de Euler del complejo M es igual a

XM= Z (=1 (8)
i=0

TECOREMA 1 Sean b; las dimensiones de los espacios H, (M; R)
{nitmeros de Betti). Entonces tenemos la igualdad:

x@M)=3F (—0'y= 3 (—1)b, (%)
i=0 =0

B
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DEMOSTRACION.  Un grupo de cadenas i-dimensionales C; es un
espacio lineal de la dimension y,. Por eso la demostracién se deduce
de la afirmacién 2.2,

oBsERVACION.  La caracteristica de Euler % (M) puede ser deter-
minada (véase [{], parte I{, § 15) como una suma de singularidades
de un campo vectorial (o de una fuaciéa suave). Obtenemos la posi-
bilidad de calcular ¥ (M) partiendo de las homologias,

Determinemos ahora los objetos conjugados. Una cocadena
k-dimensional ¢* es una funcién lineal sobre las cadenas %-dimensio-
nales con los coelicientes enteros del complejo M con valores en el
grupo G. De manera que la cocadena c® compara cada simplex k-di-
wensioual a; con un elemento c* (5;) del grupo G, al mismo tiempo

a0y + b0ig) = ac (oy,) - be” (0,,),

a, b, son nimeros enteros. La suma de estas funciones lineales es
otra vez una cocadena, por eso las cocadenas forman un grupo.

Una cofrontera §¢* de cualquier cocadena ¢® os una cocadena
(: 4= 1)-dimensional qus s» dstormine con la igualdad

8c* (0,) = ¢* (90;) (10)

(0 8 = 9* en las connntacionas del § 2), donde o, es cualquier sim-
plex de la dimensién £ 4- 1. Seialemos que §6 = 0. En realidad,

88¢c* (0,) = 8¢* (30,) = c* (3 8a;) = 0.

Los cnciclos son cocadenas ¢* tales, que 8c* = 0. Los cociclos equi-
valentes (cohomoldgicos) a cero son de tipo ¢* = 5oL,

DEFINICIGN 4, Un grupo de cohomologias H* (3 &) os un grupo
cociente de un grupo de cociclos por un subgrupo de cociclos, equi-
valentes a cero (c* ~ ¢, si ¢f — ¢* = §c2-Y),

Un complejo de cocadenas se conjuga con un complejo de coca-
denas simpliciales. Para el caso, cuando & = k es un campo, obte-
nemos del teorema 2.1 el siguiente _

COROLARIO. Las dimensiones de los espacios H; (M; k) y H' (M; k),
donde k es un campo, coinciden.

Consideremos el caso G = Z,, (residuos del mod m), en especial,
si m = p es un nimero primo, cuando G = Z, es un campo. Sea
z €, (M; G) y x una cadena con coeficientes enteros, que da un
ciclo z = z (mod m). Tenemos

ax
nm

dr=mu, o u=

d=01128
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en las cadenas con coeficientes enteros. Si el elemento Z cambia en

la clase de homologias z € H, (M, Zp,), x ~ z + 8y + mz, enton-

ces obtenemos
L0 oy 0

2% v :
e m fils = TOR=oO

Con esto, du = 0.
De¢ manera ¢ue surge el <homomorfismo de Bokshteinv wnivoco
correctamente determinado:

2% donde T (modm) ~ x € Hy(M; Z,), (11)

Ho(M; 2,) = Ho (M; Z).
Anilogamente, en las cohomologias obtendremos un homomorfismo
HY(M; 2,) 35 Hot (A 7). (12)

AFIRMACION t. Para cualquier elemento x € H, (M; Z,,} .z = 0
en Hy_y (M; Z) si, y s6lo si, x se obtiene del elemento y € Hy (M; Z)
con ayuda de la reducciéon (moédulo m):

z =y (mod m) «— g,z = 0.

Andlogamente, en las cohomologins: x = y (mod m) « 8,2 = 0. {4 quf
z € HY (M; Z), y € H* (M; Z).)
DEMOSTRACION. Si x==y(mod m), entonces se puede escoger una
%

cadencia T de manera que dr=0 y Opr=——=0 en Ho_ (M; 7}

Por el contrario, si d,2==0 en H,_, (W; Z), entonces %=az para

cierta cadena z. Supongamos y=x—mz. Tenemos dy=0 e
y(modm)==z. La afirmacién queda demostirada.

Asi, el conocimiento de &, y 8, nos permite reconocer las imi-
genes de las homologias con coeficientes enteros en las homologias
de mod m. Otro empleo: la imagen 9,H, (M, Z,) en los grupos
Hyy (M, Z) escoge los elementos u, u € H,_, (M, Z) tales, que
mu = 0 (torsi6én).

En efecto, @, (mx) = m (942) = 0, por delinicién. Por el con-
trario, si mv = 0 para v € H,_, (ﬁ:_f. Z), entonces mv = dx para
1a cadena con coeficientes enteros z, y tencmos un elemento z =
= xz (mod m) tal, que x € H, (M, Z,,) y dyx = 1.

EieMPLO.  Para M = RP? tenemos =z € H, (RP? Z,)=1Z,,
z <5 0. Al mismo tiempo, d,25= 0 en H, (RP% Z) = Z,.
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PROBLEMA 1. Para tlodas las variedades no orientables hay un
ciclo [M™"] = z en el grupo H, (M™, Z,) tal, que 8,250 y un
elemento G2 € B,y (M™, 2) de orden 2.

Y para las cohomologias, al contrario: tenemos u € A (RP%, Z,),
donde d,u=% 0 y tiene el orden 2 en H® (RP%, Z),

Sea la variedad M" dividida en simplex y transformada en un
complejo simplicial. Entonces, se pueden determinar y calcular los
grupos de homologias ¥ de cohomolegias.

Un simplex suave ¢” de dimensién k, es una inmersién (encaje)
diferenciable de un simplex (junte con algin entorno abierto de um
simplex en o® en un espacio R*) en la variedad M?. Consideremos
una variedad triangulada, si es dividida en un complejo simplicial
con ayuda de los simplex suaves.

Formulemos dos casos importantes (Ia demostracién del punto 4
serd dada en el § 6):

A. Los grupos de homologias y de colomologias no dependen de
la triangulacién de la variedad y son homotépicamente invariantes.

B. Para G = R los grupos de cohomologias coinciden con los
que se definieron por las formas diferenciales (véase el § 14).

Aclaremos la ultima afirmacién. Sean: o, un simplex suave
k-dimensional en la variedad M"; w), una forma difercncial de
grado k. Estid determinada la integral de la forma w, por el sim-
plex o*:

(. M= |y, (13)
ok

Si c,t=2_ r;0} es una cadena con coeficientes reales; enlonces

1
puede zer delerminada la integral de la forma por Ia cadenn e,:
(Op, cp) = Z ] S&}h. ‘_14)
i Uiig
En virtud de la férmula de Stokes (véase |1], parte I, § 26) es correcta
la igualdad:

(dan, €)= (0, 9ey > | do= j o (15%
[ &e

Por eso cualquier forma cerrada @, donde dw = 0, determina
una funcién lineal sobre lag clases de Jas homologias simpliciales:
8i ¢35 g, SOn ciclos homolégicos, ¢, = ¢, + &¢’, entonces

(@, ¢} = {, &3} - (dw, ') = {w, ¢q).

Cualquier forma exacta w, donde © = dw’, se anule en cualquier
ciclo (verifiquese).

L
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vioreeon.  Cada clase de cohomologias H* (M; R) deter-
minadas por formas diferenciales, define una funcién lineal sobre el
grupo de homologias simpliciales H, (M; R).

La afirmacion B formulada més arriba significa que asi se obtiene
cualgquier funcién lineal sobre el grupo H, (M; R) y una forma
cerrada no trivial (no exacta) siempre da una forma no trivial lineal
sobre H, (M; ).

Sea M" una variedad conexa cerrada. Es evidente que su trian-
gulacién cualquiera {particién en simplex) tiene la siguicnte pro-
piedad: cualquier simplex de dimensién r — 1 es una cara justa-
mente de dos simplex n-dimensionales.

TROREMA 2. Tiene lugar la igualdad

Hoy (M™ Zy) =12,

{agui 7, es un grupo de dos elementos, residuos por el médulo 2).
DIMOSTRACION, Consideremos la cadena z = ! o}, donde la
i

adicién se realiza por todos los simplex n-dimensionales, con todo
gso, su orientacién es arbitraria. Sobre el campo Z, es justa la
igualdad de las cadenas:

1

o™= 3, a7, (16)

f=

donde g?~' son caras del simplex ¢*. En la suma dz= 2 da¥ cada
1

simplex (r — 1)-dimensional se encuentra exactamente dos veces.
Por eso 9z = 0. Es evidente que agui no hay otros ciclos no nulos
n-dimensionales. Tl teorema esti demostrada.

Y ahora sca la variedad M" orientada.

AVIRMACION 2,  Para una variedad cerrada conexa orientada un
grupo n-ésimo de homologtas H, (M"; Q) es igual a G (G es un grupo
cualquiera).

pEMosTRACION.  En cada punto de la variedad " es dada una
.clase de orientacién de los repers (jalones) tangentes. Orientemos los
simplex n-dimensionales en concordancia con la orientacién de estos
repers, sea que los simplex of y o3 tengan frontera por un simplex
o™ (véase la fig. 3 para n = 2). Este simplex se incluye e¢n las fron-
teras do} y 80% con signos opuestos. En consecuencia la cadena
(M) = 2:_ o} (la suma por todos los simplex n-dimensionales) es

un ciclo. Es evidente que cualquier otro ciclo n-dimensional se escribe
asi: 2 = g [M™], donde g es un elemento de un grupo G. Ya que no
hay fronteras n-dimensionales, la afirmacién queda demostrada.
AFIRMACION 8. Sea G = Z un grupo de nimeros entercs. Entonces
para una pariedad cerrada conexa no orientada n-dimensional tendremos:

H, (M, Z)=0, H, (M7, Zz)ﬂzl'
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pEMOSTRACION. Cualquier ciclo r-dimensional debe tener el
aspecto z= ?2, a¥, dondo A==0 es un niimero cntero y los simplex

T
o} estin orientados de manera conveniente. Si los simplex o} y of
tienen frontera por el simplex o™, entonces este simplex se incluye
en do7 y dof con los signos opuestos si, y s6lo si, los simplex oF
vy 0% son orientados igualmente en la variedad WM™ (verifiquese).

oz

A (g 06, 8p] =06y 4% ...
d [ecg 63 06,] =-Co0p teg)+...

%y

g

oz
Fig. 3.

Por eso dz=0 si, y sbélo si, en todos los simplex o! puede ser
escogida la 1inica orientacion, es decir, si la variedad M™ es orien-
table. La afirmacién queda demostrada.
coroLARIO, Sea [M"]= 2\ 67} la suma de lodos los simplex n-di-
i

mensionales de la variedad no orientable M"™ (gencrairiz en el
grupo H, (M", Z;)). Entonces

Gy [M,)5=0 en el grupe H,_(M™, Z) y 28, [M"]1=0.

Pasamos ahora a ]a triangulacién de las variedades suaves bidi-
mensionales y a su clasificacién con ayuda de los complejos simpli-
ciales.

Clasifiquemos las variedades bidimensionales suaves compactas
cerradas conexas. De agui en adelante vamos a considerar solo tales
variedades, y por eso no mencionaremos cada vez las restricciones
impuestas a la wvariedad., enumeradas mas arriba.

LEMA 2, Cualguier wvariedad suave bidimensional M?* se puede
iriangular suavemente (es decir, partir con curvas suaves en iridngulos
suaves tales, que dos tridngulos cuelesquiera de esta divisién no se inter-
secan, tienen un vértice comin, ¢ bien un lado comiin).

DEMOSTRACION. Sumergimos (encajamos) M*® en un espacio
euclideo de dimensién finita (véase [1], parte 1I, § 9). Entonces
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sobre M?* surge una métrica de Riemann inducida. Para un ¢ >0
suficientemonte pagueiio dos puntos cualesquiera z, y € M3, para
los cuales p (x, ¥) << & (p es una distancia sobre M* engendrada por
1a métrica de Rismann), se unen por la Gnica geodésica mas corta
Yry Vamos a recubriv M? con un sistema finito de discos de radio <
<< &/2: D, Dy, . ... Dy El disco D, puede ser triangulado sua-
vemsnte con ayuda de las geodésicas. Para difundir la triangulacién
en los discos que tienen una interscccién no vacia con £, (por ejem-
plo, sobre D,). es suficiente notar que la geodésica perteneciente
a D, 1D, construida antes en [2,, también se preseata como una
geoddsica desde el punto de vista del disco D, y por eso la triangu-
lacién pueds sor- prolongada en el disco D, (anteriormonto desme-
nuzando, probablemsente, la triangulacion sobre D). El proceso se
concluye dentro d2 un nimero finito d» pasos. El lema queda de-
moslrado.

Al principio describamos todos los tipos de varicdades bidimen-
sionales. La primara serie es una esfera con g asas MJ; g es ol género

Mies

Fig. 4. Eslera con g asas §* 4 (g) = ‘ifz {en la figura, g = 3).

de la superficie. Por ejemplo, estas variedades aparecen al estudiar
las superficies de Riemann de las funciones algebraicas de tipo
w= :i:VP,, (2} (el polinomio P, no tiene raices miltiples). Recorde-
mos que M3 es igual al conjunto de los ceros de la ecuacién w? —
— Poge1 (2) =0 en CP* (z, w). Estas variedades se puede realizar
suavemente en R® como las superficies mostradas en la fig. 4 (véase
més detalladamente {1], parte II, § 4).

La segunda serie de las variedades (vamos a designarlas por /M})
sa obtiene, si de una esfera S? se excluyen los discos D? no inter-
secados de par en par, ¥ en la frontera de cada agujero recubido se
identifican los puntos opuestos diametralmente (véase la fig. 5, a).
Esta operacién se llama «pegadura de la esfera 8% con p cintas de
Moebiusr.

En particular, si g = 1, la superficie M}, es un plano real proyec-
tivo RP? (fig. 5, b), si p = 2, la superficie M?p se llamard super-
ficie (botella) de Klein. Notemos, que en [1], parte II, § 18, la super-
ficia de Klein fue definida como un factor del plano por algin grupo
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de movimientos discreto, La coincidencia de su realizacién con M.y
es evidente de la fig. 5, .

Apriori tendria derecho a una existencia independiente también
una serie «mezclada»: una esfera S2 a la que estdn unidas g asas y
cintas de Moebius. Paero esta serie «mezclada» se contiene integra-
mente en la serie As. En efccto, consideremos S* a la que estdn
unidas un asa y una cinta de Moebius (véase la fig. 6). Pero para
la superficie de Klein tiene lugar el difeomorfismo representado
en la fig. 7.

De maner a que la pegadura a §2 de un asa y una cinta de Moebius
es equivalente a la pegadura a §* de tres cintas de Moebius (véase
1a fig. 8). Por consiguicnte, en presencia de por lo menos una cinta
de Moehius cada asa puede ser reemplazada difeomorfamente con dos
cintas de Moebins,

Como varaos a demostrarlo rigurosamente ahora, las variedades
M2, en realidad, se escriben integramente con csas dos series infi-
nitas: M; v M.

Considercmos nna A4* arbitraria (véase las restricciones al prin-
cipio de la parte) con una triangulacién suave (véase el lema). Cor-
temos M? a lo largo de todas las aristas de esta triangulacién, ponien-
do, de antemano. en ambos lados de cada cocte las mismas letras
{diferentes para distintos cortes) y fijando la misma orientacién en
ambas orillas del corte (véase la fig. 9).

De manera que homos transformado 172 en un conjunio de tridn-
gulos, cuyns lados ostin designados con letras y esta dada la diree-
cién; cada letra se incluye en este conjunto exactamente dos veces,
ademads, dos letras iguales partenecen a diferentes triingulos. Comen-
cemos un proceso inverso de la pegadura de M?, exigiendo, sin embar-
go, que cada vez dospués de pegar un nuevo tridngulo a una regién
va obtenida, esta ltima permanezca plana. Es evidente que, como
resultado de este procedimiento (v de las propiedades indicadas de la
oumeracién de los lados) obtendremos un poligono plano conexo,
cuyos lados son connotados con letras y poseen orientaciones (cada
letra se encu¢ntra exactamente dos veces). A este poligono lo deno-
minamos poligono fundamental (estd definido por una triangulacién
dada no univocamente). Fijemos una orientacién sobre un poligono W
y confrontémosle una palabra, que apareco naturalmente al rondar
la frontera de W (comenzando desde cualquior vértice): apuntando
consecutivamente lag leteas que numeran los lados de W, al mismo
tiempo, poniendo on la palabra la letra en ¢l grado -+ 1, si la orienta-
cién del lado coincide con la inducida por la orientacion de W, y enel
grado —1. en el caso coatrarin. Véase el ejemplo en la fig. 10.

Asi, hemos confrontade a cada M? (no univocamente) una pa-
labra W = a%65 . .. &%, k es un nimero par de los lados de W;
cada letra a se incluye en IV exaclamente dos veces. Iistas «palabras®
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Fig. 5 a) La variedad Mﬁ = §% 4 (u) (en la figura p = 4), obtenida con la
pegadura de la esfera $% con p peliculas de Moehius;
b) Mﬁ_i = RP?, plano proyectivo real;
c) ;’H’ﬁ,ﬂ superficie (botella) de Klein.

ﬁ@m &)
OO ©-@

Fig. 7. La esfera S% con el asa Fig. B.
svuelta del revéss.
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codifican {M*}; a cada M? le corresponde un conjunto infinito de
tales codigos. Ahora reconstruiremos estos cddigos con operaciones
elementales (generadores de los homeomorfismos de M?), para redu-
cirlos a la forma canénica. Resulta que hay s6lo tres formas cané-
nicas {precisamente ellas dan clasificacién a [M*}).

LeMa 3. La palabra W puede ser reconstruida de tal modo, que
todos los vértices de W (es decir, los vértices del poligono) se peguen en
un soelo punto.

DEMOSTRACION.  Supongamos, que existen por lo menos dos clases
de equivalencia no vacias de los vértices: {P} y {Q}. Es posible

il

= W=zpa 5 e

{F} o 4}
‘ —_—
{r}
4

considerar que existe tal arista a € ¢W, que sus puntos finales perte-
necen a distintas clases: {P} y {QE. Efectuamos la signienle opera-
cién elemental (véase la fig. 11). (Con segmentos en negrilla estan
designadas las aristas de dW que no nos interesan ahora.)

Es evidente, que esta operacién de volver a pegar el poligono W
corresponde a un homeomorfismo de M* Por oira parte, esta recons-
truccién disminuyé el numero de vértices, representantes de la clase
{#}. en uno y aumenté el nmimero de vértices, representantes de la:

v {*} (4}

Fig. 11.
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clase {@}, en uno: ({P}, {O}) — ({P} — 1; {Q}+ 1). De manera
que exterminamos paulatinamente la clase {P}, «pasandor los vér-
tices de esta clase a otras, El ltimo paso sera la operacién del exter-
minio del Gitimo vértice de la clase {£} (véase la fig. 12). (Notemos,
que en el proseso del exterminiv de la clase {P}, las clases {Q},
a los cuales se pasan los vértices de la clase {£}, pueden Lransfor-
marse.) 21 poligono (o la palabra) W que tiene sélo una clase de vér-
tices, se llama, habitualmente, ¢reducido».

{F}
: : “

Fig. 12,
’ ¢ ya
1 Y
% 4 a;\ & &
a1a
L —
Fig, 13.
LEMA 4 Sea que la palabra W tiene la forma W = —aa=! —

Entonces existe un honeimorfismo que transforma la palabra W en una
palabra equivalenie W' = —1—,

peEMOSTRACION.  Véase la fig. 12.

LEMA 5, W=—ag—a— W' =—gq —.

DRMOSTRACION. Véase la fig. 13. Queda volver a designar a ¢
por a. El lema queda demostrado.

LEMA 8. W=—ag—b—a"'— bt — W' = —gha bt —._

DEMOSTRACION. Véase la fig. 14. El lema est4d demostrado.

LEMA 7. Si W=_aZa™ —, donde el conjunto de letras o =% &,
entonces existe un bg o tal, que b~ & o

g h g e B
(-2

DEMOSTRAGION.  Supongamos lo contrario: sea para cualquier
b € o, b~ € @. Pero entonces, en un conjunto de véctices de W apa-
cecen, por lo menos, dos clases de vértices no equivalentes, ya que
los vértices €c, interactiian (pegan) sélo con los vértices €o (véase
lafig. 15). Comox = @ y W {= U e | a~'} £ & (véaseel lema 4),
obtenemos una contradiccién con la afirmacién del lema 3, segiin
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el cual consideramos W un poligono reducido. El lema queda de-
mostrado,

LEMA 8, W=—aba™ b l—ce— W =—a?— b2—c?

DEMOSTRACION. Véase la fig. 16, El lema 8 se deduce definitiva-
mente del lema 5.

Asi hemos demostrado el siguiente teorsma.

TEOREMA 3 (sobre la clasificacién de las superficies bidimensio-
nales). Cualquiera variedad M? bidimensional suave compacta conexo

a a

W,
W= —aba b

Fig. 14,

Fig, 15.
a a
¢
— 5‘
& z .2
Fig. 16.

cerrada es difeomorfe a una de las variedades determinadas con las
sigaientes palabras (c6digos) W:

é} W"aagb 151, ab 13!

) a;bal'b™azbal'byt L oL aghgaztbz's

3) W=cic} ...cp. whed

Cualquier vamedud suave bidimensional conexa compacta con
borde, se obtiene de un disco bidimensional D*® segin las siguientes
operaciones: a} con exclusi6én de un nimero finito do puntos (es decir,
de un namero finito de discos con radios suficientemente pequefios);
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b) con pepadura de un numero finito de asas; ¢) con pegadura de un
numero finito de cintas de Moebius. Con lodo esto, las operaciones
enumeradas no deben tocar la frontera del disco iniecial D2

Describamos mas detallademente Ja esiructura de las variedades
M®? en concordancia con esta clasificacion.

g

a/‘b/r\\aﬂ
\_Je®
T

2
.-"f‘?. 2

Fig. 18.

La variedad del tipo 1) es difcomorfa a la esfera S% (véase la

fig. 17).
' La variedad del tipo 2) es difeomoria a la esfera §% con g asas (las

variedades orientables M%), Véase la fig. 18.

La variedad del tipo 3) es difeomorfa a la esfera S con cintas de
Moehius (las variedades no orientables M%), Véage la fig. 19.

osservacionN 1. Bl calculo de los grupos de homologias de las
variedades del tipo 1), 2), 3) (por ejemplo, con coeficientes enteros)
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es’un ejercicio elemsntal. Bl cdleulo musestra que todas lag formas
candnicas enumeradas no son homeomorfas ontre si.

a 2
2 b 2 @ = ﬁ 54 ()
y L "“ffq =Ro?

Fig. 19,

[

]
)

opsERVACION 2, También hay olros métodos ¢émodos para codi-
ficar {37%}. Cualquier M* pusde ser represontada de la siguiente
forma:

W=aa,...apei 'as’ ...anta% e==+1,

donde & = —1 si, y sélo si, M® = M} es una variedad orientable
{entonces N = 2g es par); ¢ = +1 (para cualquier ) si, y sélo si,
M® = Mj, es no orientable,

DEMOSTRACION. Consideremos el caso Ma:W=a, ...ayai" ...
...axtia3'; N=2g. Con ayuda de transformaciones elementales

2z r ay
= q
1 . .
iz
£ % 7
az
a; q £ a
—_— —
7 a
c 5 c a1aX!
z, A g F
Fig. 20.

{véanse mdis arriba los lemas 3-—8) llevamos W a la forma canénica
M3 (véase el teorema precedente). Esta reduccién la realizamos des-
prendiendo consecutivamente las asas estandarizadas del tipo
aba='b-t, Consideremos
W=aaa, ...ayai 'az'as’ ... a5t
1 - | | e
ab ¢ gtpt P

Luego véase 1a lig. 20.
De manera que destacamos la primera asa en forma explicita:
d='ede—* pero cambiando, al mismo tiempo, los segmentos P y Q.
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Siguiendo la operacién de destacar las asas y rceordando gque N = 2g
es par, obtenemos una palabra W = aLal7" .. . agb0p'by' o~
o~ M;. Asi presenlamos todas lss variedades orientables. Para el
¢caso orientado» el teorema qucda demostrado. Para ¢l «caso ne
orientable» la demostracién es completamente anédloga (véase los
lemas 3—8), y por eso la dejamos a cargo del lector.

§ 4. Operacién de pegadura de célula a un espacio fopoldgico.
Espacios celulares. Teoremas sobre reduccién de los espacios
celulares. Homologias y el grupo fundamental de superficies
y algunas ofras variedades.

Sean: X, un espacie topoligico; D", un disco n-dimensional;
§7-1 = gD", su frontera, una esfera (n — 1)-dimensional. Considera-
mos fijada la orientacion del disco D"; esta oricnlacion induce la
orientacién de la frontera S™*. S¢a dada la aplicacién de esta eslera
en el espacio X:

1; St . X (1»

Construimos un nuevo espacio D* [|; X, identilicando cada punio z
sobre la esfera S™ con un punto f {x) cn el espacio X. Se dice que e}
espacio D® {J; X se obticne del espacio X mediante pegadura de una
célula n-dimensional (D%, f).

La topologia se introduce en el espacio D™ |J; X de la siguiente
manera, Al conjunto K <z D" |J; X' lo llamaremos cerrado. si so
interscecién K 1 X es cerrada vy una preimagen completa K ) D"
es cerrada en el disco D™,

EIEMPLO 1. La esfera 8" =e obliene de un punto * me¢diante la
pegadura de wuna célula n-dimensional: §™ = D" [J*, donde
f: 8"l>-., es una aplicacién en un punio.

ETEMPLO 2. Un espacio real proyectivo RP" puede ser conside-
rado como un disco D™ que tiene pegados los puntos diametralmente
opuestos en la frontera §"~1. Nétese que la esfera "' comn los puntos
identificados diametralmente opuestos, es RP" 1. Por consiguiente,
E‘!‘P“dpuede considerarse como RP™?! con una célula n-dimensional
pegada

RP"=D"|J ,,RP™, (2

Aqui la aplicacién f,:S8%1—RP"! es un cubrimiento estdndar.
Lema 1. Si las aplicaciones f, g:"S§"* — X son homotépicas,
entonces los espacios D™ (J; X y D™ |}, X son equivalentes homotépi-

camente.
DEMOSTRAGION. Que la aplicacién F: S™1 X I — X de la homo-
topia de las aplicaciones f y g, donde 7 es un segmento unidad. Pega-
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mos al espacio X el producto D™ X I porJa aplicacién F de una parte
de su frontera:

X=("xUrX. 3)-
Entonces los espacios D"{J;X y D"|J X se encueniran en X:
DU, X=((D"xOUrX)= X, D'UgX=(D"x1) Usr X)c;f‘;)

Sea ¢; una homotopia, que aprieta D™ X I sobre D™ || 8™t x I
por los rayos trazados dcl punto * (véase la fig. 21). La homotopia

I pE 5 ﬂ'—fxr

o "
Fig. 21.

@ es constante sobre D™ ) 871 X I, por eso delermina wna equiva-

lencia homotdpica X ~ D" {J; X. Anilogamente, X ~ D" Ug X.
El lema queda demosirado.

DEFINICION 1. Al espacio & se lo llamaremos celular, si el mismo.
estd obtenido de un conjunto finito de puntos mediante la iteracion
de la operacién de pegar las células de diferentés dimensiones.

El conjunto inicial de puntos también puede considerarse como
células O-dimensionales.

oBSERVACION. Para los espacios celulares con un nidmero de célu-
las infinito, exigiremos que tengan un nlimero finito de células en
cada dimensién,

DEFINICION 2. Un espacio celular X se denomina complefo celular,
si cada célula estd pegada a células de una dimensién menor.

A la unidn de todas las células de dimensién k < n [a 1lamaremos-
armazén celular r-dimensional del complejo X. Designamos el
armazdén celular r-dimensional del complejo X' mediante X,. Obte-
nemos un sistema de los armazones sumergidos (encajados)

0 R D, CF core M s PRI o 3 (5)

OBSERVACION.  Un complejo simplicial es un caso particular de
un complejo celular. Un armazén n-dimensional de un complejo-
simplicial, es el conjunto de todos sus simplex hasta una dimensién n
inclusive.

TEOREMA 1. Cualguier espacio celular es equivalente homotépica--
mente a un complejo celular.
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DEMOSTRACION.  Basla mostrar que cada aplicacién de una esfera
S* en un complejo celular Y es homotdépica a la aplicacion de S*
en su armazén A-dimensional ¥,. Entonces, en vigor del lema 1,
el resultado de cada pegadura de una célula serd homotépicamente
equivalente a un complejo celular.

Asi, sean: ¥, un complejo celular; f: $* — ¥ una aplicacién.
La imagen de la esfera S* al aplicar f se interseca s6lo con un nimero
finito de células. Si la imagen f (§") se interseca con el interior de
alguna célula O™, donde n > /&, entonces esta parte de la imagen
puede ser desplazada en la frontera. Efcctivaments, la aplicacién f

Fig. 22,

sobro una preimagon entera del interior de la célula f~! (D™) puede
ser sustituida por una aplicacién suave, homotdpica a ella (véase
{11, parte II, § 12), y por el teorema de Sard esta imagen no cubre
por lo menos un punto interier P en D" Al proyectar D"~ P del
punto P en la frontera, desplazamos una parte de la imagen f (S*)
en la frontera, o sea, en el armazén ¥, _, (véase la fig. 22).

Repitiendo este razonamiento para todas las células con una
dimensién mayor que %, al fin y al cabo apretaremos la imagen
f (S*%) en el armazén ¥, del complejo Y. Asi el teorema estd demos-
trado integramente.

peFInicioN 3. Una aplicacién f: X — ¥ de los complejos celu-
lares se llama celular, st traslada un armazén A-dimensional X,
de.un complejo X en un armazén i-dimensional ¥ de un complejo ¥
{para cualquier £).

TeoREMA 2 Cualguier aplicacién continua de los complejos celu-
lares es homotdpica a una aplicacidén celular.

La demostracion de este teorema (teorema sobre la «aproximacién
celulars) es totalmente analoga a la del teorema 1, por eso la dejamos
al lector como ejercicio.

Sean: X, un complejo celular; X,_; y Xp.;, sus armazones
{k — 1)-dimensional y (k — 2)-dimensional. Nétese que el espacio
Xy 4/ Xy _s, donde X, _, estd identificado en un punto, es simplemente
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un ramo de esferas (£ — 1)-dimonsionales (una para cada célula
D™?). A la pegadura de una célula k-dimensional (D*, f) le corres-
ponde la aplicacién

o A T, B )

de la esfera S"! en el ramo de las esferas (k — 1)-dimensionales.

Sean of=(D*, f), af~'=(D"1, {,). células de dimensiones k
y (B—1). Definimos el “coeficiente de incidencia™ o sea el nimero
[*:0Y™"] para el par de células o* y of™*, como el grado de la
aplicacién (6) sobre el i-ésimo sumando del ramo X,_,/X;.. (la
esfera ST-T, correspondiente a la célula o{'"’).

Delinimos ahora un complejo de cadenas celnlares del complejo
X designado por C(X; G)= 2>\ Co(X;6G). Una cadena celular do

=0

la dimensién % es una combinacién de células formal lineal:
te - . .
ey = 2, g,0:, donde o} son células de la dimensién k&, g; son clemen-

i
tos de un grupo G abeliano arhitrario escrito aditivamente. Definimos
un operador de frontera por la férmula

b0t =Nt 1017, 9:0(X; @) > Cri (X3 6). 7

(El operador @ se prolonga linealmente en cualesquiera cadenas.)
OBSERVACION 1. Si X es un complejo simplicial, entonces el ape-
rador ¢ definide aqui coincide con un operador de frontera del § 3
(verifiquese).
OBSFRVACION 2. DPara G = Z (cadenas con coeficientes enteros)
o
tenemos wuna aplicacién iy (X, X)) — Cp (X; Z) sohre todo
el grupo de cadenas.
LEMA 2. J3 = (),
 bemosTRACION. Se puede considerar que cada céluls of: D* — X,
representa un elemento [6%] de un grupo relative =i, {X,, X,.()
(vease [1], parte II, § 21). El operador de frontera & esté engendrado

&or el\ homomorfismo de frontera de la sucesion exacta del par
,?;1 J’h-].)

05y (XN py) ~ T (X)) (&

y por el homomorfismo j: 7,y (Xpoy) = maey (X540 Xy _,) (véase
(1], parte I, § 21). Tenemos para o, que es una cadena de Cy1X; Z):

9(0}) = (jo [0}]) € Cpy (X: Z). (9

=01326
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En vigor de la identidad 4j = 0 obtenemos 99 = 0 para las cadcnas
con coeficicnies enteros. Las células ¢} dan una base también para
las cadenas con cualquier grupo de coeficientes G. El lema gueds

demostrado.
Ahora es posible delerminar las homologias y cohomologias

de un complejo de las cadenas celulares de una manera ordinaria.
Obtendremos las homologias y cohomologias celulares. Para los
complejos simpliciales estas homologias coinciden con las simplicia-

les.
Iijemplos de los complejos cclulares.

EJEMPLO 1. Esfera S%. Ya hemos visto que la estera S™ se obliene
mediante la pegadura de una célula n-dimensional ¢ a otra de
dimensién nula 0. Aqui tenemos: do° = 0, §0™ = 0. Lo &ltimo es
evidente para todos los n > t. Para n = 1 la frontera de una célula
ot es una esfera de dimension nula S° {un par de puntos), ademés,
estos dos puntos son de signo distinto.

Da aqui obtenemos:

Ho(8% G =C, n=1,
Ho{S"; 6)=0, (103
H; (8" 6)=0, k=0, n

8i hay un ramo g de las esferas S n=1.7=1,2. ..., ¢
unidas en un punto, entonces hay un vértice o® y g células n-dimen-
sionales 6}, . . ., 0g, donde doi' = 0. A tal ramo se reduce un domi-
nio obtenido de un espacio euclidco R™'! mediante la exclusién

deun conjunto de g puntos. Designemos a este ramo por X ;. Tenemos:

Hy (Kgs Gy=G,
H, (K§; G)=G-+G+ ...+ G(q piezas) (11}
(K G)=0, 150, n.

pieMpLo 2. La particién celular del toro. Aqui tememos células

o, at, o, o® (véase Ia fig. 23), ademas, d0°® = do} = do} = do® =
= {;

Hy(I%=6G H,(T)=G+6G, H,(TH)=aG (12}

eiEMPLO 3. La superficie (botella) de Klein tiene las siguienles
células: o, o), o3, o° (véase la fig. 24), al mismo tiempo do° =
= goi=2auv} = 0, do® = 20}
Hy (K% 2)=Z, H; (B 2) =0, H(R* Ty =Z + Z,;
Hy (K% Zy) = Z,. (13



§ 4. Homologias celulares By

EJEMPLO &, La superficie proyectiva RP?. Aqui tcnemos
3 células: 0% o, o% J0% = o' = 0, 0% = 20" (véase la fig. 25),
H,(RP% Z) =Z, H,(RP% Z)=1Z, H,(RP% Z)=0. (14)

rjempLo 5. Una superficie orientable del género g: tenemos un
4g-dgono (véage la fig. 26 para g = 2), Las células: o, Oy ey
e« Gbg, 0% Son nulas las fronteras de todas las células. Tenemos

o° a’ ¢? b G; o’
[ 3
d/ d° o7 df o° o/
al 73 67 i gr 0 g
Fig. 23. Toro. Fig. 24, Supertficie de Klein.
o’ o &°
o’ a’ a7
af gy
75 e g% ! i
i ¢ g o
Fig. 25. Plano proyectivo. Fig. 26. Rosquilla.

las homologias (G =Z): Hy=Z Hy=Z+ ... +Z (2g su-
mandos),

EIEMPLO 6. Un espacio proyectivo RP*. Hemos visto més arriba
que RP" = D" [J, RP"™1 donde f,: S"' — RP™1! es un cubri-
miento estdndar. Oblenemos por una célula ¢* = (L';, /) en cada
dimensién k: ¢, ..., ¢". Mostremos que do¥+! =0, gg%* —
= 2¢%-1, La aplicacion de la frontera &™ de una célula ¢™~! en
un armazén m-dimensional de un espacio proyeclive, es un cubri-
miento estdndar §™ -~ RP™. Por eso es necesario calcular el grado
de la aplicacién

8™ 4 RP™ s RP™/RP™ == S™, (15

Esta aplicacidon se representa en la figura 27. Es una suma (en el
sentido del grupo =, (8™)) de dos aplicaciones S™ en S™. Para m
impar estas dos aplicaciones tienen grado -+, por eso dg™+1 == 2g™_
Si m es par, los signos de los grados son opuestos y do™ = (),

It
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Asf obtenemos una forma de homologias del espacio proyective
RP™ para G =Z y G =1Z,

0, n=2k
a) Hy(RP" Z2)=2Z, H, (RP"; Z)= { 2, e Wi,
) 0, k=21 (19)
Hu(RE% 2)= Zg, k=21+1, donde O<<h<n.
b) Hy RO Z) =2, k=0.1, .. . n (17

roeMPLO 7. 131 espacio complejo proyestivo CP™ Sean (zp, ...
.. . 5a) coordenadas homogéneas en CP*. La ecuacién z, =0
-
o

/:)
0O

L/
Fig. 27.

delermina en CP* una subvariedad coincidente con TP La dife-
rencia CP" ~, CP™! es un espacio complejo n-dimensional C* (con
las coordenadas z,/zy, . . .. 3,/5,). Por eso la diferencia TP~ CP™!
determina una célula 2n-dimensional ¢*". Continuando este proceso
obtendremos la particién del espacio complejo proyectivo TP
en las edlulas de dimensidén par o o2, ..., o' Es ovidente que
aqui todas las fronteras son nulas. Por eso H,, (CP"; ) =G,
0 k=l n, Hywyy (OPY G) =0,

Los L.omple]m colulares convienen para calcular homotopias.
Recordemos que a un espacio X lo llamaremos n-conexo, si es
linealmento conexo y todos los grupos m,; (X) = 0, cuando i< n.

TEOREMA 3. Todo complejo celular n-conezo K es equivalenie

‘homotépicamente a un complefo celular K con vértice dénico ¢° y sin
las células de dimensiones 1, 2, . .., n.
Antes de demostrar el teovrema consideremos dos ejemplos.
EJEMPLO 8. Sea n = 0. La roduccién del complejo linealmente

conexo K al K con un vértice os asi: si se tiens una arista ¢} (una
célula onidimensional), cuya front.ara do; = ay; |J 0y; se compone
de dos vértices distintos, o% 5= o};, entonces ponemos la identifi-

cacién, reduciendo toda la arista o} a un punto U” = Uu que sera
un vértice. Las demis células no las cambmmub Se obticne un nuevo
complejo K' con un menor niimero de vértices, etc., hasia que llegue-
mos a un complejo con un vértice. Los complejos K vy K’ son homotd-
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picamente equivalentes (la damnstracmn se da més abajo). Como
resultado, obtenemos el complejo K con un vértice 0°, 1-célula o}
y 2-célula 3’3 El 1-armazoén 1{1 es un ramo de circunferencias
ok K, = S| V ...V Sk donde N es un nimero 1i-célula o,
i=1, ..., N. Un grupo 7, (K,) es libre con generatrices {01} =
== a; (véase [1], parte I, § 19). Las células E% se pegan mediante las
aplicaciones de uma frontera S} = fc??—n— f,‘ que dan algunos ele-

mentos ¥y de un grupo libre m; (K,} con las generatrices a,, . . .
-+ ay. Asi, el grupo m; (K) es dado por las generatrices a,, .. .
<+ . ty y las relaciones V; = 1 para todas las o} 2-celulares en el

complejo K (con un vértice). Pasando a un grupo H, (K; Z) obte-
nemos los ciclos bésicos la,l, ..., [ay] y las relaciones V; =0
{en una escritura aditiva) en un grupo conmutado. De este modo g6
verifica la definicién del grupe de homologias H, (R; )=
= m (K)/[n, (K), =, (K)| dada en [1], parte II, § 19

EJEMPLO 9.  Si n >>0, entonces los grupes H,., (K; 2) ¥y
iy 4y (K) son conmutatives, Ellos son dados por las mismas genera-

trices a;, es decir, por las Py (n -+ 1)-células cn K =1,
» N) v por las relaciones iguales de las fronteras de las o) 12

(ra + 2)-células. Obtenemos el:

COROLARIO (teorema de Hurewicz)., Tiene lugar la igualdad
fingy (K) = Hpoyy (K, Z) para un complejo n-conexo (n = 0).

DEMOSTRACION. Cada aplicacidén de una esfera (n 4 1)-dimen-
sional en un complejo celular K, es homotépica a una aplicacitn
en un armazén (n + 1)-dimensional (véase el teorema 2). Por eso,
cualquiera aplicacién de esle tipo se representa en forma de combi-
nacion lineal con los coeficientes enteros de las células of*! en
K@i =1, ..., N). Cadarelacion > Mt ~ 0 en el grupo m, 4, (K)

i
es una aplicacion de un disco D"+* en un complejo K tal, quo su
restriccién en la frontera S"+' es una combinacion lineal > Aot

Semejante aplicacién es homotdpica a una aplicacioén qule trasla-
da D™* a un armazén de dimensién n + 2; ademdas la homotlopia
es constante en la frontera §™+! (la demostracién es completamente
andloga a la del teorema 1). Por eso, cada relacién de la forma
) Mot es homotdpica a ceror en el grupo 7,4y (K). cs equiva-
lente a la relacidén» 3 A;01** es homolégica a cero» en el grupo

Hy4q (K; Z). El corolario queda demostrado.

PROBLEMA 1. Demuestre la afirmacién inversa. Sea K un com-

plejo celular conexo, simplemente conexo. Si M, (K; 7)) =0,
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euando 0 << k<< n, entonces m, (K) =0 con los mismos & ¥y
n, (K) = H, (K; Z).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Fijomos un vértice o¥ y lo uni-
mos con los demds vértices o} mediante las vias (curvas) . Se
puede eonsiderar que todas estas vias se encuenlran en un armazén
unidimensional del complejo £. Peguemos al complejo K semicircu-

los por cada via y,. Obtendremos un nusvo complejo celular K,
que contiens el complejo K y, ademids, las células o} y o} (véase la
fig. 28). Los interiorss de las células o} no se intersecan, por eso la

Fig. 28. Fig. 20.

unién do ellas esti contraida en K. Asi, un espacio cociente K =
=K = /|J alobtenido mediants eantraccion de todas las células o}
i

en o° es eguivalente homotdpicamente a K. Por otro ladoe, el com-
plejo K se contrae en K (el semicfrculo se contrae en el didmetro),

por eso K ~ K ~ K. El complejo K tiene exactamente una célula
O-dimensional (vértice).

Luggn, sea que ol complejo K liene un vértice y ya no contiens
células de dimansién 1, 2, ..., k — 1, &< n. Entonces un arma-
26n k-dimensional del complejo K es uu ramo de esferas i-dimensio-
nales §*. Cada esfora 3% es homotépica a cero en K en virtud de la
n-conexién, por eso es posible pegarla por un disco D*j! (se puede
considerar quo el disco D*i' so emcuentra on un armazén (k + 1)-
dimensional del complejo K). Peguemos a la aplicacién del disco
D1 un disco D™* (por la mitad de la frontera). De este medo obten-

A
dremos un complejo K equivalente homotépicamente a £, que coun-
tiene por una célula excesiva o*! y o"% en cada célula A-dimen-

sional en K. El conjunto de 1as células o*+! es contraible en K, por
es0 K = K/ |J o™ ~ K ~ K. El complejo K es oquivalente
i

homotépicaments a £ y no tiene células de la dimensién 1, 2w
wvw ho—1, & [l teorema 3 queda demostrado.
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Il teorema de la clasificacién de las superficies cerradas (véase
el § 3) permite indicar una representacién estindar M? en forma
de un conjunto de células: M2 ==0o° |J(U ok) U o?, donde ¢° es un

punto; a ¢l estd pegado un ramo de clrctnferenol'as \ 8L v después

o
a este ramo, en concordancia con una palabra W, se pega el disco
D? (una célula bidimensional o?) (véase la fig. 29).
Un easo especial de M} enando ¢ = 1 se muestra en la fig. 30.

Tig. 30.

De manera gue las citcunferencias {SL)} se pneden numerar con
fas letras a4, @2, .... 0, (n=2g para Wi y n=p para M) y un
poligono fundamenlal W se pucde identificar con una célula bidi-

"
mensional 0% Como un grupo m{ V §t) es hbre con generatrices
=1

@y »».4 @y, la pegaduca de una eélula o por la palabra W=
2. £ - i a -

=d,; ... ;7 introduce una Goica relacién en w, (M2).
Asi, un grupo fundamental nt, (M%) admite Ja siguicnte repre-

p 1 14

sentacién por las generatrices y relaciones:

1 para §%

yy bil esay Og, bg;

W=abol', b7" ... a,baz'by’ =1 para ME,

@y ... ay; We=alai ... ap=1 para M},

(A7) = (18

PROBLEMA 2.  Demostrar el isomorfismo de los siguientes grupos,
correspondientes a diferentes representaciones de =, (3%):

1. a) @y byy -vy agy by W=gaba]'b]! - v aghaag byl
B) G Bya ooy @gbgs W=ay ... aghy ... bea; BT ... a5
2. 8) ay, +..aay; We=ai...ad.
b) @y, By, - - ou dry By W=ﬁﬂz—b;&f'_bi .. .T;J;;é;,'_bk. h=2w/2, pes
par.

¢) p esarbitrario; a;, ..., a, W=gq
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PROBLEMA 3. Demostrar que para diferenles superficies, los
grupes ;, (M?), e incluso (H, (M?) = n,/[n,;, 7,] son no isomorfos.

PROBLEMA 4. Clasificar todas las superficies bidimensionales
suaves conexas {no compactas).

PROBLEMA 6. Demostrar que la igualdad a cero del indice de la
interseccién de cualesquiera dos ciclos unidimensionales es la con-
dicién necesaria y suficiente para la realizacién de una variedad
bidimensional orientable suave conexa /M2 (abierta o con froniera)
en forma de un dominio plano. (La variedad bidimensional plana
es orientable automaticamente).

propLEMA 6. Para que la variedad bidimensional abierta W%
sea homeomorfa a un dominio abierto en una variedad bidimensional
compacta cerrada, es necesario y suficiente que un grupo I, (14% Z)
(0 7, (M?)) tenga un nGmero finito de generatrices. Demuéstrelo.

PROBLEMA 7. Demostrar que cualquiera variedad abierta conexa
bidimensional J7® tiene un grupo fundamental libre, y que tal varie-

.3

dad M* es equivalente homotdpicamenle & un ramo finito \/ S}
i=1

=]
{k<Z o), 0 bien a un ramo infinito de las circunlerencias v\ 8L
1

.

OBSFRVACION,  Se puedo introducir una méirica de Riemann de
curvatura constante sobre cada variedad compacta conexa suave
cerrada bidimensional. Con esto, sobre la esfera S? y el plano proyec-
tivo RP? se puede introducir una métrica de curvatura consiante
positiva (esta afirmacién es evidente); sobre el toro y sobre la super-
ficie de Klein se puede introducir una métrica de curvatura nula.
La existencia de semejante métrica sobre el toro sigue de la repre-
sentacidn: 7 = R¥T, donde el grupo T = Z(a) @ Z(b) ticne
dos generatrices @. b, que aclian sobre R2 como traducciones. Fsli
claro que el grupo T' estd representado por lag isometrias de un plano
euclideo R®. Una situacién apaloga tiene lugar también en el caso
de la superficie de Klein, que admite la representacién de la forma
R%/T, donde un grupo de movimientos I' estd engendrado por las
transformaciones

i@ =G y+ 10 T.@w= (2445 —v)

unidas por la relacién T-17,7,7, = 1.

Sobre todas las demés variedades bidimensionales (conexas com-
pactas suaves cerradas) se puede introducir una métrica de Riemann
de curvatura constante nogativa. Para estas vaviedades M* existe
una representacién: M? = L /T, donde L,es un plano de Lobachevs-
ki (provisto, por comsiguiente, de una métrica de curvatura cons-
tante negativa), I' es un grupo isomorfo a n, (M?) y que actia sobre
L, por las isometrias (movimienlos) (véase [11], parte 11, § 20).
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Realizamos vna acotacién util a propdsilo de las operaciones
antedichas de pegadura de asas y de la cinta de Moebius. Resulta
que estas operaciones son casos particulares de una operacién més
general, llamada ¢suma conexa de dos variedades de igual dimen-
sion», Describamos esa operacién més detalladamente.

Sean M7 y M} dos variedades suaves cerradas de igual dimensién.
Encajemos las variedades M% y M? en un cspacio euclideo RN,
donde N es bastante grande, y coloquemos M7 y MI en RNV de tal
manera que un par de puntos: z € M, e y € M, tengan una distancia
& entre si, donde & > 0 es bastante pequefio, ademss, sus planos
tangentes I', y T, son paralelos entre si. Con esto se puede considerar
que M, y M, no se intersecan en R¥, por ejemplo, se encuentran:
a diferentes lados de un hiperplano RM-!'c< RY (fig. 31).

r

Tz 7

o

(o
£ Asee Torg

\ 5] e
12

Fig. 51
'?ﬂ r
Thbo (=== Ffge
t u
2 4 =
i '\:-
ME iR, T M Mz

Fig. 32. Fig. 33.

En vigor del paralelismo de los planos T, vy T, eslos dos planos
n-dimensionales se pueden incluir en un subespacio euclideo (n + 1)-
dimensional R™' < RY, y se puede considerar que ¢l scgmento
[z, ¥]. que une Jos puntos x ¢ ¥y en R™3, es orlogonal a T, {en el
punto x) y a I', {en el punto y). Ahora podemos examinar un cilindro
de radio suficientemente pequefio & > 0 con uu eje lx, yl, cuyas
bases —esferas §"-1— se encuentran en 7', y 7', (los puntos z e y
son los centros de las esferas). Vamos a construir una nueva variedad
n-dimensional (designémosla por M, 4 M,), al cortar M, v M,
discos de radio e con centro en 2 y con el centro en y, uniendo las
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esferas n-dimensionales obtenidas mediante el cilindro arriba cons-
truido (véase la fig. 32).

Nétese, que la variedad obtenida My 3= M, estd determinada
univocamente (si M; y M, son conexas) en el siguiente sentido: al
cambiar los puntos z, y por otros puntes ' € M,, y* € M,, la varie-
dad M, 2= M, es reemplazada por otra difeomorfa. Claro estd. que
la operacion =k es asociativa: (M4 N)4:Q = M - (N 4 Q)
‘(difeomorfismo). Ademds, la operacién =k es conmutaliva.

Consideremos ahora desde el punto de vista de la operacién de
tomar una suma conexa, las operaciones de pegar el asa y la cinta
.de Moebius, introducidas antes. Es evidente que la operacién de
pegar un asa estindar aba~16-" es equivalente a la toma de una suma
conexa de la variedad inicial M? y del toro 7. Luego, la operacién
de pegar la cinta de Moebins os equivalente a la toma de una suma
conexa de la variedad inicial M* y un plano proyectivo RP?* (véase
la fig. 33)

Es evidente que M?® = §2 &~ M? (difeomorfismo); ME, += My,

2

Qe

2 MG ns AME M MG = M M e Mo = Mia
& P 4 Mizs.

Asi, por ejemplo, la superficie de Klein es una suma conexa de
dos planos proyectivos RP? (véase mds arriba).

De manera que un conjunto de clases de las variedades difeo-
morfas M? (las variedades se suponen compactas cerradas conexas)
se transforma en un semigrupo abeliano P con dos generatrices:
a {el toro 7%) y b (el planoc proyectivo RP?) entre las cuales existe
sélo la relacién: ¢ 2= b = b 3k & 4k b. (Demuestre que no hay otras
relaciones.) Como elemento nulo en el semigrupo P aclia una esfera
bidimensional.

Utilizando particiones celulares de las superficies arriba obte-
nidas, es facil caleular las homologias de todas las superficies bidi-
wensionales cerradas y también el grupo fundamental:

¢ esFeRA 8 Sus homologias ya fueron calculadas: I, (8% Z) =
= H,(S% Z) =2, H,=0. Luego, sabemos que g, (S} =20
Y Ty (8%) = 74 (8%) = Z.

2 SUPERFICIES ORIENTABLES M} En vigor de la orientabilidad
tenemos: H, (M}, Z) = H, (M Z)= Z. En este caso un grupo
fundamental se da por 2g generafrices a,, . .., ag by .. .y by,
y por la relacién aba~b™f ... aghga~)t b7p = 1. Esta relacion
«desaparece on el grupo conmutade H, (M3; Z) = mny/ln,, w,] y obte-
nemos H, (M§ Z)=Z+ ...+ Z (2g sumandos).

1 SUPERFICIES NO ORIENTABLES  ;  En virtud de no orientabili-
dad (véase § 3), Hy (M3 Z)=Z, Hy (Mi: Z) = 0. En un grupo
fundamental n, (M3) se tiemen | generatrices @y, . . ., @y, unidas
por la relacién a¥a . . . al = 1. En las homologias H, (M} Z) =
= m,/[n,, m,] las generatrices a,, . . ., @, conmutan y estan unidas
‘mediante la relacion 2 (a, + .. . + a,) = 0. Poreso H, (Mj; Z)=
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= Z+ ...+ Z 4 Z,. Aqui las generatrices en los grupos Z,
Sl S
=1
SON dyy . - -» Quoqps 12 generatriz en ol grupo Z, esa, + . . + a,
Consideremos alora el llamado «espacio lenticular» L, que se
obtiene de la esfora §% |z, |* + | 2, |[* = 1 mediante la factoriza-
cién por la accién del grupo Z,:

i
(24s za)"“’(ziep v Zge )°

(19)
Cuando p = 2, obtenemos un espacio tridimensional proyectivo
R P2,
Para construir la particién celular del espacio lenticular Lp
partamos, primeramente, la esfera §3 de la manera siguiente: sea
g=0, ..., p—1. Las células o3 son tales puntos (z, z3), que

7, = pe'®, p>0,g:—q<tp<£“:}—+“; o}, son tales puntoes (2, zj),
que z,=pe?, p =0, qw:z_:f; of, son tales puntos (zq, 0), que

o 2nig
z=e'v, i:—q << &’;tﬂ; a3, son puntos( e P, 0).

Estd particién celular estd representada esquemdlicamente en la
fig. 34, donde la esfera S se identifica con un espacio tridimensional,
compactado por un punto infinitamente alejado (p = 3).

Tig. 34.

Con wuna orientaciéon necosaria de estas células obtendremos:
3 2 2 2 1 1 1 ] 0
03 =0h41—0p, 003 =034 ... +0p, Bog=0,1—0g (20)

{Aqui (g + 1) se reduce por ¢l médulo p). Despuds de la identifi-
cacién por la accién del geupn Zj,, las células of, of, of, o con
diferentes g se pegardn cn una sola. Obtendremos la particign celular
de la lents L,, compuesta de cuatro ¢élulas: a2, o, o', a% ademas,
de las férmulas (20) se deduce gue do® = 0, da* = pa?, do* = 0.
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De aqui se deduce:
Ho(Lp; Z) =2 = Hy (Lpi Z), H.(Lp; 2) =0,

Hy(Lp; Z) = Zy. (21)
Para los coeficientes Z, tendremos:
H Ly Zp) =2, i=0,1,2 3. ... (22)

pROBLEMA 8. Hallar los grupos de cohomologias H* (Lp; Z).

La variedad general de lente de dimensién 2rn — 1 se denomina
factor de la ecsfera S™-! por la accién de un grupe Z,, donde la
accién de la generatriz tiene la forma

(2_“_3 Sigy 2tday, g )
(2 coosZyy=>=\E™ 38 P 2y oo ™ zpl” (23)
Con esto, todos los nameros ¢y, . . -y gn-1 deben ser reciprocamento

primos con m, para gue un espacio cociente sea una variedad (veri-
fiquese). Esta variedad se designa asi:

§P YL, o= L2 (ys e es Gnr)- (24)

Evidentemente, tenemos s, (L¥-") = Zn.

PROBLEMA 9, Construya sobre la esfera $2"-! una particion celular
para que el grupo Z, actia trasladando libremente las células (es
decir, engendra la particién celular de la lente). Calcule las homolo~
pias de las variedades lenticulares.

PROBLEMA 10.  Muestre, que Ppara ¢ = g, = ... = @p-1 =
=1 un espacio lenticular es un espacio fibrado suave con base

Cp"™! y con fibra, que es la eircunferencia §*
L=, ..., 1) —— CP*"1,  F=38\ (25)

proBiEMA 1. Calcule el anillo de cohomologias de los espacios
lenticulares (con los coeficientes en el grupo G = Z,,).

Es interesante la particién de una serie de espacios fibrados sua-
ves. Considercmos aqui los casos més simples, cuande una fibra
es la esfera §™1 partida en las células o} |J oF* = 8" Un ejem-
plo importante es una variedad de los elementos lineales:

M=t Py, la fibra  F=8"1

Si la base M™ estd partida en las células o}, entonces Jas células
en un espacio fibrado M3** 1 se delerminan de la condicién

pred)=0lx F=ol x (0¥ UoF "), (26)

va que el espacio fibrado sobre un disco es trivial (producto directo),
véase [1], parte 11, § 24. Asi, tenemos en 3*™? las células

oix oy olxor?, (27)



§ 4. Homologias celulares 61

donde o} es una célula arbitraria (de dimensién g) en la base M™.
Pero es dificil calcular un operador de la frontera de estas células,
Consideremos ua ejemplo: un espacio M? de los elementos lineales
hacia una superficie cerrada M} del género g >0, con una particién
celular estdndar (véase més arriba):

t=0otJ {0}, ...pj=1, ..., 28}U0% (28)

En ¢l espacio M® obtendremos las células de dimensién 0, 1, 2, 3
o< 0¥, ©}xch, 0% x0h,

o X ok, o}x ok, O2Xok

Un vértice es una o® X o¥, todas las células vnidimensionales son
giclos. La variedad M? es orientable. Por eso la célula tridimensional
o* X ob es un ciclo. Verifiquese que Ia célula ¢ X ok en una fibra
es también un ciclo en las homologias; pero en m, (M?) la frontera

4 (o; X o) da un conmutador de las curvas oj y op. La célula
o? X 6% no es un ciclo. Tiene lugar la férmula

(29)

3 (02 X o) = [(Fa?) X o¥] | [0° X (ok)2~%8]. (30)

El simbolo (oF)*-2# significa que en la frontera de la célula
a® X o% se incluye el ciclo unidimensional ob repetido 2 — Zg
veces (con una orientacidn conveniente). Eligiendo una de las parti-
ciones en la base M3, tenemos para do*:

&
sor= || @bty =W (@, b), (31)

donde las curvas a; ostin represeutadas poc las células o, y las
curvas b, por las células of,, en la base Afg.

PROBLEMA 12. Demuesire la férmula (30) para la [rontera de la
célula o X of, utilizando un campo vectorial sobre M, que tiene
exactamente un punto sinzular con el grado 2 — 2g (véase [il,
pacte II, § 15).

Para el grupo m, (47 lenemos las ygeneratrices a;, ..., a4

&1y ..oy bg. v (agui v es una fibra £ = S') y las relaciones
lags ¥] arvai'y'=1. [by]=bybi’v =1, (32)
8 g
V=W, h)= || @baiti)= |l la:, bi)- (33)
= =1

Verificar que las homologias M, (M?) ticnen la forma:
H =2, 0 =74 . 4242y, Hy=Z+.. +Z, Hy=2 (34

Ly piera< Zg plezax
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§ 5. Homologlas y cohomologias singulares. Invariacién
homotépica de ellas. Sucesién exacta del par.
Hemologias relativas.

El método mas general para la delerminacién homotdpicamente
invariante de las homologias y coliomologins, que vamos a utilizar
aqui, no exige la estructura de variedad. ni del complejo simplicial
o del cclulac

Sea X cualquier espacio topolégico.

perINieioN . Un simplex singular k-dimensional se denomina
par (o®, f). donde f: ¢® — X es una aplicacién continua de un sini-
plex estindar A-dimensional ¢ = je, . .. @3] en un espacio X.
Cadena singular k-dimenstonal sc¢ denomina la operacién formalk
finita lineal ¢, = 3 g) (0%, /,). donde g, son clementos de un grupo

1
abeliano escrito aditivamente G, y (6%, f;) son simplex regulares de
dimension k.
A la frontera de un simplex singular se la llama combinacién
formal lineal del tipo

00" ) =Z (=105, flgh-1),

donde ::’.;;'"’=[oq3 Exq -.. o] o8 la g-nésima cara de un simplex
estdndar, ffuh_i es la restriccién de la aplicaciébn f sobre la cara

q
o~ (la cara de un simplex singular, es también un simplex
singular). La frontera de una cadena singular tiene, por defini-
eidn, la forma:

6c,,=2 279 (aff, 1)

Del Jema 3.1 se deduce que ddec, = 0. Un ciclo singular es una
cadena ¢ tal, quo d¢, = 0. Una frontera singular es una cadena cy
tal, que ¢y = 8¢y 4. La frontera singular es un ciclo. Los grupos de
homologias singulares (simpliciales) H, (X; G) son clases de equi-
valencia de los ciclos A-dimensionales con exactilud hasta las fron-
teras.

Los grupos de cohomologias singulares H* (X; G) se determinan
como en el § 2: las cocadenas son formaslineales en Jas cadenas y un
operador & estd conjugado a ¢. La comodidad en la utilizacién de las
homologfas singulares consiste en que para cualquiera aplicacion
continua de los espacios @: X — ¥ los homomaorfismos inducidos @,
y 9* de los grupos de homologias y cohomologias singulares

0 Hy (X3 G)— Hy (Y3 G), (1)
¢* H* (Y3 G)— H*(X; G) (1%
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se conctruyen de una manera evidente. Aqui la cadena singular
ey = ) 8 (0% fi) pasa a ser una cadena singvlar gy (ex) =
= 3 g (o}, @o fo) Las cohomologias se aplican en ¢l lado opuesto:
g*: H% (Y; G) —~ H* (X; G}, donde la cocadena c¢" pasa a ser

@* (¢"), ademias (¢* (c"), ex) = (", ¢4 (cz)) por definicién. Las
aplicaciones ¢, y ¢* sobre las cadenas y cocadenas son conmutali-
vas con un operador de frontera y por eso son definidas sobre las-
clases de homologias y cohomologias.

De la definicién de las homologias singulares (cochomologias),
se deduce con evidencia que los espacios equivalentes topolégica-
mente (homeomorfos) ticnen iguales homologias y cohomologias,
Demostremos una afirmacién mas fuerte: la invariacién homotopicar
de las homologias singulares (para las cohomologias todos los razo-
namientos son los mismos).

TEOREMA 1. Sean g X — Y, ¢: X — ¥, aplicaciones homotd-
picas. Entonces, los homomorfismos inducides de los grupos de homo-
logias @os, @ys: Hy (X5 G) — Hy, (Y; G) coinciden: (o= = @y» (pare-
las cohomologias ©F = 7).

DEMOSTRACIGN.  Sean: J, un segmento [0, 1]; ®, una homotopia,
que une las aplicaciones g, ¥ @y

(D(I, f.):XXI—?Y. q’]|=u=¢g, CDI;,:;-——tpi. Gﬂf%j, xEX.
()

Para cualquier simplex singular (o, f) estd determinada la aplica-
cién de un cilindro o X / en un espacio Y:

DFXD(, )=®(flo), t): o X I +X XI->Y. @

Partimos el cilindro ¢ X I en simplex: si 6 = [ctg . .. apl, los
vértices en el cilindro o X [ tendran una forma o} (base inferior)
y «f (base superior). Los simplex del cilindro o X [ tienen la forma

Og =[] ...aga;a;_'_l coead]ly g=0, ..k (4)

(véase la fig. 35 para & = 1, 2), La aplicaciéon @ (f X 1) = ?deter—
mina una (k -+ 1)-cadena singular simplicial D (o, f):

A &
Do, p=(—1*t I (—1%(oy: 1) (5)
Qbtenemos un homomorfismo de los grupos de las cadenas singulares:
DGy (X) = Couy (V). (6)-
LEMA 1. Tiene lugar la identidad:
Dnﬁ;’—'—l_-i}"“”’?o D:q}t.—{pu., (7Y
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DEMOSTRAGIGN.  Designemos por d {2y . .. o] a la suma de los
simplex del tipo (4):

k
dlag ... op] = (—1)* qgoc—dma% coooged ookl (8)

Ademis,
&
Olon - . anl =2 (=D fag vov oo al. @)

Entonces,

difag ... gl +{—1)*1od [ay ... o] ={a ... al]—[e ... af].
(10)

Esta ignaldad es geomdétricamente evidente: la frontera del cilindro

leg . .. =gl X I consta de un cilindro sobre la frontera del sim-

plex @ l%y . . . @] v de las bases inferior y superior tomando en
cuenta el signo. De esta igualdad se deduce la afirmaci6én del Tema,

]

bad

CZ &, &
&y

Fig. 35. Particién de cilindros en simplex.

Del lema rosulta (véase el § 2), que los homomorfismos de los
grupos de homologias @,s, @ = 0, 1 coinciden (para cualquier ciclo
%y tenemos (o,2Zp — @y#2p = 903,). El teorema queda demostrado.

COROLARIO, Los espacios homotépicamente equivalentes tienen los
grupos isomorfos de homelogias (cohomologias) singulares (simpliciales).

EJEMPLO 1. Cualquier espacio contractable (por si mismo) X es
equivalente homotépicamente a un punto. Determinemos las homo-
logias singulares simpliciales do un punto (X = *):

Los k-simplex singulares del punto * = X:

fiot—*; (11)
tenemos un simplex singular para cada dimensién k (ya que hay sélo

una aplicacidén f). La frontera de un simplex (o) tiene la forma:
k.

a(a") =2 (—1)7 (5. (12)

=0
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Por eso tenemos:
0, si k& es impar 0 k=0;

d{on. )= (a1, f), si k os par.

13)

De aqui: H, (*; G) =G, Hy (*; &) = 0 5i k>0 (el ciclo a*1, §)
si k son pares, es la frontera de la cadena (c*, f)).

EJEMPLO 2. Si el espacio X es linealmente conexo, entonces
Hy (X; G) = G. En efecto, todas las cadenas (-dimensionales son
ciclos. La cadena del tipo > 8 (0% fu)y fi (6°) =z, € X es una fron-

7

tera si, y sélo si, 3 g; = 0. Dos simplex cualesquiera 0-dimensio=
nales (g% f) v (0% g), f (0°) ==, g (0% = z,, son homoldgicos:
si @: [0, 1] > X es una curva quo une los puntos z, y z,, entonces

(0% g) — (0% f) = 8 (", o). (14)

Por eso el ciclo 3} g (o4 /1) es homolégico al ciclo (3] gi) (¢ /)
por comsiguiente, A, (X; G} = G.

De modo andlogo se demuestra que para el espacio X que consta
de » componentes de conexidn lineal, el grupo H, (X; @) es una suma
directa de n ejemplares del grupo G.

Para algunos objelivos convienen més las homologias y coho-
mologias singulares ciibicas. Demos su definicién

Un cubo n-dimensional estindar unidad /* es un conjunto de

puntos {(zy, ..., £,) en un ospacio R*, que salisface la relacién
0<<z, << 1. Sin =0, entonces /* es un punto. La cara del cubo
1" (i =1, avow 2y, £ =0, 1) es un cubo /"1, donde z; = e.

En total, el cubo tiene 2r caras AS/™,

Un n-cubo singular en el espacio X, es un par (I, f}, donde
fo I" — X es una aplicacién continua.

Las caras del cuhe singular (/?, f) tienen, por definicidon, la
forma

MU Hh=087 6,  i=1, ..,n, e=0, 1, (15)

Ellas se denominan caras éi-inforior (¢ = 0) e i-superior del cubo
singular (I, f). Cuando i <<C j, tiens lugar una identidad simple:

AD=RY_ke, e, n=0, I. (16)

Sea €, (X; &) un grupo de cadenas singulares clibicaz de dimen-

sién n con coeficientes en un grupo G, es decir, un grupo de combi-
naciones formales finitas lineales de forma

n= o g, (I", 7))y 2,€0. (47
5—=n1i26
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La frontera del cubo singular es de Lipo
"

g, fJ— (""1) (A H—aI Dl (18)

Ll operador @ se ]Jrolunga en todas las cadenas linealmente.
De la identidad (16) se deduce, que g4 (I*, f) = 0. Un n-cubo sin-
gular (", f) se denomina degerwrado si la ap]lcacwn fiI"—=X
se descompone en la superposiciéon dp la proyeccion sobre una cars
I — [*-1 y las aplicaciones g: 7!

Las combinaciones lineales de los cubo.s n~d1mens1onales singu-

lares forman un subgrupo D, (X; G) en un grupo de cadenas C_,, (X; G).
Puesto que un operador translorma un cubo degenerado de nueve
en un cubo degenerade, es posible, [actorizando por los cubos dege-
nerados singulares, determinar un grupo de cadenas ciibicas singu-
lares «normalizadasy C, (X; G), suponiendo

Ca(X; G)= Co (X; GYD, (X; G), (19)

y el operador de fromtera d: C, (X; G) — C,_, {(X; G) (que sera
designado también por la letra @). Como antes, 99 = 0. Por eso es
posible definir un grupo de homologias singulares cabicas como un
grupo de ciclos normalizados con exactitud hasta los ciclos homold-
gicos a cero (de forma andloga se delinen las cohomologias).

Mostremos, que los grupos de homologias construidos son también
homotdépicamente invariantes.

TEOREMA 2. Las aplicaciones homotdpicas @q, @2 X — Y de los
espacios topolégicos, inducen iguales homomorfismos qge, et H, (X;
G) - H, (Y; G) de los grupus de homologias singulares ciibicas e igua-
les homomorfismos de los grupos de cohomologias cibicas ¢ = .

La demostracién de este leorema es igual a la demostracion del
teorema andlogo para un caso simplicial (més arriba). Es necesario
construir un operador D de homotopia algebraica, que confronta
a cada cubo n-dimensional singular en el espacio X un cubo (n + 1)-
dimensional singular en el espacio Y. SiM: J X X — ¥ es una homo-
topia entre las aplicaciones g,, ¢,. entonces el operador D se deter-
mina asi:

D" f) =™ @1 XM,

ya que
M= xI* 1 X ™>T XX,

El operador D iransforma los cubos degenerados una vez mds en
degenerados (verifiquese), Por eso estd definido también sobre un
grupo de cadenas normalizadas.
a igunaldad
Di o 0D = @ra—ipge
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se demuestra integramente por analogia al lema 1. La demostracion
se concluye lo mismo que en el caso de las homologias singulares
simpliciales.

wiEmPLO 3. Calculemos homologias singulares caibicas del punto
X = s+ (y, de este modo, de la homologia de cualquier espacio con-
fractable).

En cada dimensién n tencmos exactamente por wun cubo (I*, f,),
donde f, (/") = «. Si n >0 tlodos estos cubos son degenecrados.
Por eso los grupos de las cadenas normalizadas cdbicas tienen la
forma

Co(X: G)=G=H(X;G), C,(X;6)=0 si n>0

Quiere decir que las homologias ciibicas de un punto son las mismag
que las homologias simpliciales arriba construidas.

opsknvacion, Si se construye las homologias 1},, (X; Gl' partion-
do de los grupos complelos de cadenas singulares cﬁ]?icas C, (X; G).
entonces, las homologias de un punto en esta teoria seran no tri-
viales. N

PROBLEMA 1. a) Determinar un grupo M, (*; Z); b) demostrar
que I;’,,{X; ‘r::)ﬁ;,;.-.ﬂ"‘"" (X, f}k (*, Z)) para cvalquier espacio X,

Definamos aliora las homologios relativas singulares. Las defi-
niciones aqui son iguales que para Jas variantes simplicial y cibica.

Sean: X, un espacio topolégico; ¥, su subespacio. Entonces, los
grupos de cadenas singulares Cj (¥) se encuentran en los grupos
Cy (X). Consideremos un grupo de cadenas relativas ¢, (X, ¥) =
= C;, (X)/Cy (Y) (no escribimos explicitamente aqui los coeficientes
de G, el grupo G es arhitrario). El operador de fronlera @ transforma
Ci (Y) en C'g -1 (¥), por eso él determina cierto operador de frontera

Cy (X, Y) > Chy (X, Y) para los grupos cocientes. Este homomor-
fismo lo designamos también con 4. Tenemos un complejo de cadenas
relalivas ¥y un complejo conjugade de cocadenas.

Como antes, definimos los ciclos relativos Z, (X, Y), para los
cuales oy = 0. Las jronteras relativas B, (X, ¥) < Z, (X, Y)
tenen la forma e, = deyyy. Al grupe cocicnte H, (X, Y) ==
= Z, (X, Y)B, (X, ¥) se le llamard grupo de homologins relativas
(de dimension £).

Un grupo de homologias H; (X) tiene una aplicacién natural en
un grupo de homologfias relativas: cada ciclo de /7, (X) se puede
considerar como relativo. Obtenemos los homomorfismos

Hy (X) —2= [1,(X,Y), H'(X,¥) —— H'(X). (20)
L L
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i
Ademaés, la inmersién (el encajo) de los espacios ¥ — X designado
por la letra i determina un chomomorfismo de inmersion»

H(Y) =% Hy (X), H*(X)—=+ H*(Y) (1)

Conslruimos ahora un homomorfismo de frontera 4., que aplica
el grupo Hy, (X, Y) en un grupo H,_, (¥) (para las cohomologias un
homomorfismo §,, que aplica H*1(Y)—~ H* (X, YV)). Sea ¢ €
€ Cp (X, Y), un ciclo relativo. Es posible considerarlo como una
cadena ordinaria (o «absoluta»), es deeir, como un elemento de
Cy (X), determinada con exactitud hasta una cadena arbitravia de
Cy (Y). La frontera ¢y, = dc; es un ciclo (£ — 1)-dimensional en Y.
Entonces 3, (c;) corresponde a una clase de homologias del ciclo

Ly

)

Fig. 30,

X

¢y = Jey por definicién (véase la Fig. 36). La clase de homologias
d.cx no depende de la eleccién del representante en la clase ¢, (veri-
fiquese). Obtenemos un homomorfismo definido correctamente

Byt Hi (X, ¥) > Hy (V) (22)

Combinando homomorfismos i,, ] ¥ &, obtenemos una sucesién
de homomorfismos

LR EO S @S I YD S
wen > Hy (V) o> Hy(X) = Ho (X, V) >0 (23)

TROREMA 8. La sucesidn (23) es exacle, es decir a) Ker i, = Im dy,
b) Kerj = Imi,, ¢) Kerd, = Im j.

pEMOSTRACION.  a) Veriliguemos que ¢l niicleo Ker i, coincide
con la imagen Im 8,. Sea cxy € Cr—y (V) un ciclo tal, que iy (cx-y) =
= (. Esto significa que en el espacio X se encontrard una cadena
ex € €y, (X) tal, que de, = c4-;- La cadena ¢, es un ciclo relativo
v 1a clase do homologias del ciclo ¢4 ., coincide con 3, (¢x) por defi-
nicién. El punto a) queda demostrado.
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b) Sea ¢, un ciclo en el espacio X tal, que j (¢} = 0. Esto signi-
fica que dey, = 0 y se encontrarin una cadena ¢4, en el espacio X

¥y una cadena ¢, en el espacio Y tales, que
Cp ~ 0C) 4y = Cp.

Entonces, dcg = dc, = 0, por eso ¢ es un ciclo en el espacio Y
homalégico al ciclo ¢,. Hemos mostrade que la clase de homologia
del ciclo ¢, tiene un representante en el espacio Y, o sea, ¢, € Im i,.

c) Sea ¢, un ciclo relative en Cp (X, Y), ademds, d,cn =0 en
un grupo Hy_; (Y). Esto significa, que el ciclo dc, es homolégico

a cero en el espacio Y: de, = dey; ¢p oS una cadena en Cj (¥). Enton-

ces, la cadena ¢, — ¢y, es un ciclo «absoluto» en el espacio X y da un
elemento equivalente al ciclo ¢, en un grupe relative M, (X, ¥).

De mancra que el ciclo ¢ ~ €, — c; se encuentra en una imagen del
homomorfismo j. Veriflique la exactitud en el término H, (X, Y).
El teorema queda demostrado integramente. Para las cohomologias
son andlogas la secuencia de los razonamientos y la verificacidn
de la exactitud.

La sucesién (23) se denomina sucesién exacta (homolégica) del
par (X, V).

Observemos que si ¥ es un subcomplejo simplicial (celular) en
un complejo simplicial (celular) X, entonces los homomorfismos de la
sucesion homolégica (y cohomolégica) del par para las homologias
simpliciales y celulares se determinan de una manera evidente. Le
dejamos como ejercicio al lector la verificacion de la exactitud de las
sucesiones obtenidas, que es tolalmente apalogn a la demostracidn
del teorema 3.

conoLanto, De la sucesiin exacta del par se deduce la igualdad

H (X, )=H,(X), k=0,
Hg(X. *)=0, k=0,
donde X es un espacio linealmente conexo.
peMosTRACION.  Realmente, si & >0 lenemos:
Hy (%)~ H, (X) > H, (X, )= Hy_ 4 (%) (X)— ...
Sik — 1 = 0, la inmersion H, (*¥) — H, (X) es un isomorlismo, como

se mostraba antes. Por eso para todo & = 0 tenemos una succsion
exacta

(24)

O (X e T X W) 0: (25)

Esto da de inmediato un 1somorfismo de estos grupos, ya que Ker j =
=0 c¢ Imj= H, (X, #).
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Para & = 0 tenemos la sucesidbn exacta

Ho (%) —» Ho(X)— Ho (X, #)—0, (26)
| I
é G

donde i, vs un isomocfismo. Por eso el corolario queda demostrado.

Una propicdad cxtraordinariamente importante da las homolo-
gias relativas es su «naturalidad» con las aplicaciones continuag de
los pares

o I S L L 27)

donde X' = X, Y <=V y f{X')= 1", lenemos las aplicaciones
Foi Hy(X)—=d (¥), 1% H*(Y)— H* (X)), (28)
foiHW (Xo X)) Hy (Y. Y, 72000 (V, Y)—=H" (X, X'), (29)
Fo t I (XY > H (Y'Y, %Yy — U (X"). (30)

Todas las construcciones de los homomorfismos de la sucesion exacta
eran «naturaless: conmutaban con las aplicaciones continuas, Por
50 se tiene un homomorfismo de succsiones exactas

fi*

B HX) S B (X)) 2 Hy (X, X)) = Hpq(X) =
b L#e I L1 (31)
5 HWY) S I, BV YY) B H (V)
Para las cohomologias lenemos analogamente:
8 orx xS o) S o) S, Xy—
te i " - (32)
LMY, YY) S HNY) S HA YY) SHMNYL YY) >
Esta propiedad es muy ttil. Por e¢jemplo, tiena lugar tal
AFIRMACION ¢ Que se tenga la aplicacidn de los pares
fr (X, Xy = (Y, Y'), (33)
donde el homomorfismo f, es vun isomorfismo para

3 L] fe
Hy(X) S H,() v H(X) SH(Y) (39
Entonces, los grupos relativos Hy (X, X') y H, (Y, Y} son isomorfos
también y f, dz su isomorfismo (analdgicamente para las cohomologias).

DEMOSTRACION. Consideremos el diagrama (31). Si = € I, {X, X')
¥ f+ = 0, entonces, tenemos

fada® = Oyfyn = 0. (35)
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Por eso f, (3,2) =0, donded, « € Hy_, (X'). De la condici6n
(sabemos, que f,: Hj., (X') = Hy., (Y') es un isomorfismo) obte-
nemos f, (@) =0 == d,a = 0. Por eso « = j (B). Piesto que
fe (@) =0, tenemos f.j(B) =j (f, (B)) =0 y por eso f, (B) =
= 1, (y). Consideremos & = f1 (y) € H, (X'). Entonces f = i, (8)
¥y o = ji, (8) = 0. Por eso, & =0, si f, (2) = 0.

Demostremos que cualquier elemento y del grupo H, (¥, ¥')
tiene la forma y = /, (6). Si 9,y = 0, entonces y = j (B). Considere-
mos un elemento jf~, (B) = «. Tenomos f, (x) = y. Si d,y5~ 0,
entonces, introducimos el elemento f~1d, (y) = &,p. Entonces, la
imagen f, (B) serd tal, que @, (f, (B) — y) = 0. Do esta manera la
afirmacion queda demostrada. ; ; _

OBSERVACION.  La afirmacién y su demostracién siguen siendo
correctas en la siguiente forma: si se exige un isomorfismo de apli-
caciones en las homologias en cualquier par de los tres grupos H, (X),
H, (X'), H, (X, X'), entonces, la tercora aplicacién en las homolo-
gias también serd un isomorfismo. Para las cohomologias todo esto
es andlogo.

Mais adelante se demostrard que las homologias singulares coin-
ciden con las celulares y simpliciales para los complejos celulares
y simpliciales, utilizando las propiedades formales de las homolo-
gias, demostradas mas arriba, y una importante propiedad que ahora
vamos a demostrar.

Tiene lugar el siguiente

TEOREMA 4. Sean: K, un complejo celular; L, su subcomplejo.
Entonrves, es correcta la igualdad

Hy (K, L)y = H, (K/L), k>=>0. (36)

Con K/L designamos un espacio cociente, obtenido mediante contraccion
de todo L en un punto. Notemos, que K/L es equivalente homotépica-

Flg, 37. K U CL.

mente a un complejo celular K ) CL (véase la fig. 37), donde CL es
un cono sobre L, obtenido de L % I mediante la contraccion de la base
superior en un punio.

Damos la demostracién para las homologias simpliciales (singu-
lares). Iniroducimos un operador de subparticién baricéntrica,
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Delinimos la subparticién de un simplex [a, ... o] = ok
A la subparticién de un simplex unidimensional se la llama su parti-
cién en dos con un vértice nuevo en el centro. Para subpartir un
simplex bidimensional [mga,¢5] (lridngulo), vamos a subpartir,
primeramente, todas las caras unidiroensionales. Después tomamos
el vértice nuevo en el centro del tridngulo y lo unimos con todos los
vértices en las caras, los antiguos y los nuevos (véase la fig. 38).

&

@y &; &y o
Fig, 38,

Luego obramos analogamente: tomemos un punto en el centro de un
simplex k-dimensional; las caras ya eslan subpartidas, El conjunto
de rayos que unen este vérlice nuevo con un simplex ¢*7! en la
frontera, da nuevos simplex 0% en una subparticién baricéntrica.

Sea (¢*, f) un simplex singular en el espacio X. Sean ok, . ..
++ ., 0% todos los simplex k-dimensionales de una subdivisién bari-
céntrica de un simplex o*. Designamos por B (c*, ) a una cadena de
forma

N
B N=2 (o}, 11°}) @7

(se toma la suma por todos los simplex de la subparticién o*). El
operador B se prolonga linealmente en todo el grupo de las cadenas
singulares simpliciales ) (X):

B:Cy(X)—>Ch(X), k=0, 1, ... (38)

Tiene lugar

LEMaA 2 El operador f conmula con el homomorfismo de frontera
dy es homotdpico al%vbmz'mmente a un operador idéntico.

DEMOSTRACION. a igualdad dp = P& es evidente (caras ¢interio-
resy de la subparticién del simplex se incluyen en la cadena dp dos
veces con diferentes signos). Construiremos una homotopia algebrai-
ca D tal, que @D == D3 = B — 1. Determinamos para esto una trian-
gulacién del producto directo o* X I del simplex o* sobro un
segmento / tal, que 6* X 0 es un simplex ¥ 6* X 1 es una subparti-
¢ién baricéntrica o*. Para k =0, 1, 2 la triangulacién o* x I se
indica en la fig. 39. En el caso general, la triangulacién o* > [ se
construye asi: sea construida la triangulacién de un simplex o*1 x [;
de esta manera, las caras laterales en o® X I ya estan trianguladas.
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La base inferior de ¢ x [ la dejamos sin cambios; en la base supe-
rior tomamos una subparticiénu baricéntrica. Aliora ya esta triangu-
lada toda la frontera ¢ (o > I). Uniendo el centro de la base supe-
rior con todos los vértices de la triangulacion de la fronlera d (6" x I)
obtenemos la triangulacién o* x 7.

Sea (c*, 7) un simplex singular en el espacio X. Est4 definida una
aplicacién etrivials:

frotxI>X. f(z. ty=7 (). (39)
Designamos por D (o*, f)la cadena (k -+ 1)-dimensional (o* x [/, i;) =2
= D (o*, f), donde o" > I estd triangulado asi, como se indica més

o1

k=0 650
ket

Fig. 39

arriba, El operador D, por construccidn, da una homotopia bhuscada.
El lema queda demostrado.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA LEn virtud de la invariacién homo-
tépica de homologias, tenemos la igualdad:

Hp‘ (K UCL. CL) o= Hk {K UCL. ‘)n
puesto que el cono CL se contrae en un punto. Ademds,
Hy (K JCL, *) = Hy (K UCL) = Hy (K/L)

cuando & >> 0 (véase el corolario del teorema 3). Es suficiente con
demostrar, gque

Hy (K UCL, CL) = Hy (K, L). (4v)

Sea ¢* cualquier ciclo k-dimensional relativo en H, (K U CL. CL).
Construimos un ciclo homolégico a ¢* que se encuentra en un grupo
H, (K, L).

Partimos el cono CL en dos mitades C,L y C,L (véase la [ig. 40).
En virtud del lema 2 se pucde reemplazar el ciclo ¢ par un ciclo
B¥c® homolégico a él, con simplex pequefios. Aumentando N (ite-
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rando la subparticién), obtenemos que el simplex que se interseca
con €, sa encuentra integramonte en ol cono CL. Excluyamos todos
los simplex, que so intersecan con €,L. Con esto no cambiamos la
clase de las homologias relativas (modulo CL) del ciclo BN ¢t~ ek,

Elciclo obtenido ¢* ya se encuentra en el grupo M, (K Y C.L, C,L) =
= H, (K, L) (ya que C,L se contracta en L). Por lo tanto se ha cons-

truido un ciclo ¢ en el grope &, (K. L), homoldgico al ciclo o*,
Si el ciclo ¢* para el par (K, L) vs homolégico a cero en el grupo
Hy (K |JCL, CL), entonces el razonamienlo idéntico se utiliza
para «quitar® una cadena limitante do véctice superior del cono, sub-
partiendn * v la cadena quo lo limita.
El teorsma queda demostrado.

§ 6. Homologias singulares de complejos celulares,
Coincidencia de ellas con las homologias celulares.
Dualidad de Poincaré para las homologias simpliciales

Calenlemos las homologias sinzulares de las esfevas S°, n =
=1, 2, . .. Por doquicr en este parralo vamos a tomar en calidad
de grapo de coelicientes al grupo de los nimeros enteros,

IROREMA 1. Pare n >0 tiene lngar la igualdad

Ty b=l iy

By (3 Z}m[ ¢, i=0, n,

(1)

DEMOSTRACION. Sea n = 1. Calculemos homologias de una circun-
ferencia S do una sucesion exacta del par (DY, ¢D?), donde aD?! = S°
son dos puntos, con esto Hy (D!, 8% = /[, (§) en virtud del teo-
rema 5.4. Tenemos:

H (DY) = H (D), 89— H,(8") — Ho(D') =0 2)
Pero H, (D) =0, H, (DY) =2, I[,($") =Z & Z, porque S°

consta de dos componentes conexos. or eso la sucesion (2) obtiene
la forma

0> H (SY>ZPZ —-Z->0, (3)
de donde /4, (§*) = Z. Si &> 1, tencmos
Hy (DY) — Hy (DY, 8°) — Hy., (59, (4)

donde Iy, (DY) = H;_, (§°) = 0, eso es, H; (DY, 8% = H, (§) = 0.
Las homologias de la circunferencia estidn calculadas.

Ya ha sido demostrado el teoreina para las homologias de una
esfera § “-1. De la sucesi6n exactia del par (D", §"-1) obtendremos

eo = Hy (D") = Hy (D", 8" ) > Hy_y (S™1) > Hy oy (D) = oue ()
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Si k= 1 obtenemos una sucesion exacta de forma

0= Hy (8" = Iy (S™1) =0, (6)

de donde H, (S = Ty (8™ Y, k> 1. 8i k=1, obtenemos una
sucesion

H (D7) > H (D", $™) — Hy (§") = Hy (D") -0,

0—H, (D", 8™ >Z — L—0.

En virtud de la exactitud de esta sucesién, el homomortismo Z — Z
s un isomorfismo por eso H, (D", §"*') = H(§") = 0. De aqui
se desprende la correccién de la afirmacién del teorema también
para la esfera S". El teorema queda domostrado.

opsprvacion. Identifiquernos un simplex n-dimensional ¢” con
un disco D"; entonces, la aplicacién idéntica o — " detot_:mina un
ciclo relativo singular en el grupo H, (D", S"') = H, (§"). Este
ciclo es una generatriz en un grupo de homologias singulares H (87).

PROBLEMA 1. Sean a” = [ty . . . nl un simplice n-dimensional;
P es una permutacion de los vértices ay . . . &, £ determina la
aplicacién 0" — ¢". Calcular un elemento correspondiente en el
grupo I, (S"). ,

COROLARIO 1. Las homologias singulares de un ramo de esferas n-di-
menswnales ST, . .., 8% tienen la forma:

Hy(V SN=0, k5=0, n, Hy(VSH=Z, H,(VSH=1® ...®ZL.
i 1 b \-—-."-—-’

N veoes
povostRacion.  Consuleremos vl pars (U Df =K, | oDT=L).
{ 1

Evidentemente tenemos I, (K, 1)= > H,(D". aD"). 8i ;>0,
seglin el teorema, tenemos H; (D", oD") = H,(8"). El corolario
queda demostrado.

coroLario 2. La aplicacion f1 S" — 8" del grado deg f delermina
un homomorfismo fu: H, (S7) — IT, (S"), que es multiplicacion por
el rizmero deg f.

DUMOSTRACION.  La aplicacidn f del grado &k = deg f de la esfera
S" en si misma, es posible coustruirla det modo sciialado en la fig. 41
{cualquier otra aplicacién de grado & es homotdpica a ésta). Aqui
todas las esferas del ramo se aplican en una sola, idénticamente en
cada sumando. La aplicacién de esfera en el ramo de & esferas trans-
forma la generatriz del grupo H, (S*) = Z en la suma de lodas las
generatrices del ramo. La aplicacién del ramo de esferas ¢n una esfera
transforma cada generatriz d@ homologias n-dimensionales del ramo
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¢n una generatriz del grupo I, (8"). Por eso 1a aplicacién pasanle
H, (8") = — H, (8%) multiplica la generalriz del grupo 1/, (S7) =
=Z en k= degf. De agui sc deduce el corolario requerido.

57
g N
0 — K= - <D
T
S
Flg, 41,

COROLARIO 2. Para un complejo celular K fenemos
) { 0!’ j:,é R‘
Tl ze...0Z, j=n,

donde el nimero de sumandos es igual al niimero de células n-dimen-
sivnales.

La demostracién se deduce immediatamonte del corolario 1 v el
teorema 1.

TeonEMA 2 Las hemologias singulares de un complejo celular coin-
ciden con lus homologlas celulares.

CoRovaRlo. Las homologias celulares son homotdpicamente invorian-
tes. Las homologias simpliciales son un caso particular de lus celulares
Y por eso colnciden también con las singulares, y son homolépicamente
invariantes.

Primero demostraremos el teorema para los complejos simplicia-
les, que se deduce muy simplemente de hechos ya demostrados. Cada
simplex puede ser considerado como un simplex singular (¢*, f).
Eslo da un encaje (inmersién) de un complejo de cadenas simpliciales
en las singulares

Hy (KK (7

Csimul (K} (N (K). (8)
que, evidentemente, conmuta con un operador de frontera ¢. Por
eso tenemos la aplicacién de homologias

HE™ (1) —~ B (K). (9)
St L es un subcomplejo simplicial en A, entonces tenemos la apli-
cacién de grupos relativos

HY™ (K, L)~ Hi™ (K, L) (10)

v de toda la sucesitn exacta del par (K, L}. Sea que estd demostrado,
por induccidn, el teorema para los complejos de dimensién<<n — 1.
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Para los complejos n-dimensionales K, tenemos la aplicacién de
sucesiones exactas

HEEP (BT, K1) 2 HY<PH (R0 S HY™P (R —
f } }
— I (KR, K1) — H "% (K" — H™ (K*) —

&

_’H:;lm[rl (K"| Kn-l) _:_ f[;lflﬁl'(af{"‘l)—’
' V
4 k) e
— H"S (K™, K™Y = H0E (K1) = (11)
Sabemos lo {(siguiente: a) ,por induccién APmel (K" )=
~ Hne (K™);

j#_n,
+Z, j=n
(el nimero de los sumandos es igual al nGmero de los simplex de
dimensién n), como se muestra mas arriba. Por consiguiente, teniendo

la aplicacién de sucesionos cxactas (11), concluimos, que la apli-
cacion

simpl n Timy sing n =1 0'
b) Hi™® (K", K'=)we H}™ (K", K™ = o'

H3™P (K™) > H3"™ (K") (12)

es un isomorfismo para todas las j (véase la afirmacién 5.1),
El teorema gqueda demostrado para los complejos simpliciales.
DEMOSTRACION,  Sean: K, un complejo celular general; K*, su
armazén n-dimensional, fo sea, la rcunién de todas las células de
dimensién no superior a n. Entonces, K/ K**! es un ramo de esferas
n-dimensionales, con una esfera en cada c¢élula r-dimensional. De
lostaorama 5.4 y 1 obtsnamoss

H, (K", K™ =C, (K), A (K" K" =0, iiz=n (13)

(cocficientes enteros), dondas €, (A) ©s un grapo da cadenas celu-
lares.
Queda determinado el homomorfismo 4 = j-d,

Co(RK) = Ho (K™ R 2 H, (R, K" 25 Co_y (K)  (14)
como una superpesicidn
H, (R™, K™Y 3 [, (K™ 2 H,_ (B*, K"2)

tema v, Eljoperador 30 C, (K} - Cp o (K), dado por la férmula
a lu-—.. JP4. coincide con un operador de frontera en un complejo de cadenas
celulares,
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DEMOSTRACION.  Sea ¢ una célula n-dimensional en el complejo A,
Ella es gencratriz en el grupo 4, (o, do"1) < H, (K", K" =
= C, (K). Con un homomorfismo de frontera [I (o™, 96") —
= Ho n-p (871}, la o™ pasara a ser la generatriz del grupo i, _, (S™1).
Su imagen en el grupo H, (K™Y, K" = ¢, (K) es de Torma

2‘ [a“ n—i ||—1 {10)

(G‘-umd por todas las células <le dimension n — 1), en virtud del coro-
lario 2 del teorema 1, Aqui [¢" : ¢! | es un coeficiente de incidencia
de células, calculable como grado de la aplicacion do”* — K'Y K2
en el i-ésimo sumando. (véase el § 5). La formula (15) coincide con
un operador de frontora en las cadenas celulares, determinado antes
en el § 4. Il lema queda demosirada.

Las homologias celulares poscen las siguientes propiedades:

a) son iguales & cero en dimensziones mayores que la dimensidn
del complejo H¥! (K") =0, j > n.

b) el grupo ! (K") es isomorfo a un grupo de ciclos Z¢! =
< ¢, (K"), ya que uno hay fronteras.

c) el grupo Hg! (K"} depende solo del armazén K+, o sea, os
el mismo grupo para K+, K2, K-t K2,

Sea que estd demostrada, por iml.ucci(m. la coincidencia de homo-
logias celulares y singulares para los complejos de dimensién<Cn — 1.
Consi(luremoq el par (K%, K"")'

’ﬁmg (K“ 1) Hslng (KHJ __’_
D H (R, K7 =5 B (K —. (16)

Tenemos HI"® (K", K" ) =0 si js=n. Por eso, de (16} dedu-
cimos que
HI"8 (K= HY"8 (K™Y si jstn—1, n (17
Be aqui ‘tenemos
0, j=n+1,
g ooy
.H, (A }—- { I{smg (ﬁ"'-l) Ijrel (K"'l), J{R s

(Quedan las dimensgiones j=n, n— 1.
De (16) lencmos:
0— ™8 (K") — HEM (K™, Kn-t) 53 g5 (k-1 5
! { I
s }_Jqlllg ([cu)_‘rcael (.K“] _* /'?:.’li {Kn-g) 2’
— H™ (K") = HR2G (K", K™Y)

|| N
HEM8 (K7 — 0.

(18)
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De aqui, utilizando el lema 1 sobre la coincidencia de un Lomomor-
fismo ¢ en las cadenas celulures con el homomorfismo

j0u: HY™ (K", K-ty D g (Rn-y O g (gn gy,
llegamos a la conclusién de que:
a) el grupo H;"®(K") se halla en C¥'(K™) como un nicles

de d o sea, coincide con HY'(K™).

b) el grupo H,"§ (K") coincide con Z&'\/Ima y por cso coin-

cide con HEI, (K").

El teorema queda demaostrado.

La demostracién del teorema para las cohomologias es total-
mente anéloga.

OBSERVACION IMPORTANTE. PFara la demostracién dada aqui det
teorema de coincidencia de Ias homologias celulares con las singu-
lares simpliciales la construccién explicita de eslas homologias no
es esencial. Son importantes sélo las propiedades formales de estas
teorias de homologias. La separacién de estas propiedades puras per-
mite dar una definicién «axiomiticas a la teoria de homologias
(Steenrod—Eulenberg). Esta delinicién es la signiente.

a) Se llamard teoria de homologias a una «funciémr (de otro,
modo: «functors), que confronta a cada complejo celular K (o a cada
par (K. L}, donde L — K es un snbcomplejo) un surtido de grupos
abelianos W, (K) (o H; (K. L)), i =0, 1, 2, ..., y a cada apli-
cacién continwa (puede considerirsela celular) de complejos
[t E—K' (o f: (K, L)+~ (K', L), donde (L) L'y es un sur-
tido de homomorfismos

j': H!(K)—)—H;(K'), i=10, 1.. 2,...
fo: Hy (K, L)y~ H, (K", L),

Se requiere que a la superposicién de aplicaciones le corresponda la
superposiciéon de homomorfismos

Ug)e = Ts8a3 (19)

a la aplicacién idéntica le debe corresponder el homomorfismo idén-
tico: 1, = 1.

b) La teoria de homologias introducida debe tener las siquientes
propiedades (saxiomas de la teoria de homologiasn):

1. Invariacién homotépica. Si las aplicaciones f y g son homotd-
picas, entonces los homomorfismos f, v g, coinciden:

I ~g= [e = g
2. Estan determinados los operadores de fronter
00 Hp (K, LY~ Hpo (L), m=1,2, ...,
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donde L vs un subcomplejo en el complejo K, que conmuta con las
aplicaciones continuas de pares de complejos, o sea,

df, = fudi [ (K, L) (K", L), f(Ly=L'.
3. Ezactitud, Designemos por i, j los encajes evidentes

i . F
e kKo (K‘ L]o
Se requiere que sea exacta la sucesién de los grupos y homomorfismos

. _"Hmﬂ {A" L) _5" I:'{m {,‘) ":"* I{m (K) 'i."
B (s L) g i (B =vis.

4. Corte. H,, (K, L) = II,, (K/L, *), doande L es un subcom-
plejo on K; K/L es un complejo cociente, donde L esti contraide en
un punto *.

5. Normacion. I, (*) =0 s1t m > 0 (aqui * es un punto).

PROBLEMA 2. Demostrar (ue la teoria de homologias estd deter-
minada por las propiedades enumeradas univocamente, si H, (¥) =
= (3 es un grupo dado.

Para las homologias celulares y singilares todas estas propiedades
se cumplen (véanse los §§ 4, 5); precisamento por eso coinciden entre
si. En el § 5 también se examind un vjemplo de homologias singn-
lares ciibicas (no reducidas), donde no se cumple ¢l axioma de nor-
macidén (las homologias del punto son no triviales en las dimensio-
nes positivas).

Si se excloye de la teocia de homolozias la condicién de norma-
cidén, entonces obtoudremos la definicidn de la teoriaz exiraordinaria
de las homologins. Las homologias sinzulares clbicas es un ejemplo
«trivial» de la teoria oxtraordinaria d» las homologias (véase el pro-
blema en el § 5). Otro ejemplo mdis complicado (y mds importante)
de la teoria extraordinaria de las homologias (la teoria de los bordia-
mos) se encoatrard en el capitulo 3.

Por analogia con la definicién de la teoria de homologias se da
una definicidn axiomdtica de la teoria de cohomologias una formu-
lacién exacta de los axiomas y la demostracion del teorema de uni-
cidad dae la teoria d2 cohomologias se las dejamos al lector en calidad
de ejercicios). En ests camino es posible obtener la demostracién
de la coincidancia de las cohomaologias, definidas en el § 1 mediante
formas 'diferenciales, con otros tipos de cohomologias. Sélo hay que
transformar cualquier complejo en una variedad, tomando un peque-
fio entorno de sn cncaje en un espacio euclideo. No damos aqui tales
consideraciones, ya qus on el § 14 serd indicado otro camino mds cons-
tructivo de la demostracién de coincidencia de cohomologias, defi-
nidas por las formas, con otros Lipos de cohomologias.
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Indiquemos otra aplicaci6n del operador de la subparticién bari-
céntrica del complejo simplicial en el caso de variedades («dualidad
de Poincaré»), véase también el § 18. Sea triangulada una aplicacién
suave, ¢s decir, transformada en un complejo simplicial compuesto
por simplex suaves. Supongamos que la subparticién es bastante
pequefia (si es necesario, efectuamos repetidas subparticiones bari-
céntricas). Sea 6& un simplex en M™. Definimoes los poliedros duales
D (o%) = 0™3*, que son células de dimensién n — k.

a) a un simplex n-dimensional o3 le es dual un vértice Dol de
una subparticion baricéntrica, que se encuentra en el centro de un
simplex o7;

b) a un simplex O-dimensional 0§ le es dual una célula n-dimen-
sional (poliedro) Do}, que es la suma de todos los simplex de una

P+

i

T

]
ZA‘\

Fig. 42, Triangulacidn inicial de M* indicada con lineas continuas; la particién
dual, con lineas de trazos discontinuos.

suhpa2rtici6n baricéntrica con un vértice of (véase la fig. 42 para
n=2)

c) a una arista o} en M", le corresponde una célula (n — 1)-di-
mensional Do}, que es la suma de todos log simplex de la dimensién
n — 1 de una subparticiébn baricéntrica, que tienen el centro de la
arista o} como su vértice y que son adyacentes transversalmente
a esta arista;

d) a una cara o";! en M™, le corresponde una célula 1-dimensio-
nal Do™7!, que se compone de todos los simplices 1-dimensionales
(en el caso dado, de dos) de una subparticién baricéntrica, que tienen
el centro 0™;1 como su vértice y que son adyacentes transversalmente
a o";! (véase la fig. 42).

€) Es evidente la generalizacién sucesiva: a un simplex o* en
M™ le es dual una célula Da* de dimensién n — %, que es la suma
de todos Tos simplex que tiemen el centro o como su vértice y son

6=01126
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adyacentes transversalmente a esle cenlro. Las células Dok parten
a M" en un complejo (de poliedros).

Propiedades del operador D.

1) La interseccién o Dal es un punto (el cenlro o't).

2) Si no sc toman en cuenta los signos es justa la igualdad

(90F) N Dot = ok ) (8Do} 1) (mod 2). (20)

Las propiedades 1) y 2) son evidentes directamente para las di-
mensiones n = 1, 2, 3. Es fdcil comprender, que son justas para
todas las » > 3.

La propiedad 1) nos permite definir el produeto bilineal escalar
dob. donde a€C;(M") es una cadena, b€ChH 7 (M") es una coca-
dena sobre wn complejo dual de las células Dol,. a=E l;o’:. b=

=l:_j w,Doh. (En la dltima igualdad se sobreentiende que a Ju

célula Doy se le confronta una cocadena designada por el mismoe
simbolo, que tiene el valor 1 en esta célula y 0 en las demas.
Tales cocadenas Dof forman una base en ¢l grupo 5 %)

Sean A& y p residvuos médulo 2. Supongamos

al = Dof = 8, (mod 2), {21y

ao b= f’_‘ 2o, 22y

De la propiedad 2) se deduce, por definicion,

(da) o b = w o (ah), (23)

es decir, los operadores de [rontera son conjugados. De (23) se de-
duce:

n .
Hy (M™ Zy) = H"3 (M"™; Z,), (24

ya que ambos complejos son Jas particiones celulares de la misma
variedad M"™ y ticnen iguales homologins en cada dimensién. Este
es corolario del teorema sobre la invariacién homotdpica de las homo-
logias celulares. Al isomorfismo (24) se lo Hama «dualidad de Poin-
caré», Para las variedades orientables las igualdades (23) y (24) se
cumplen sobre Z. Mids abajo (véase el § 18) la dualidad de Poincaré
se dedwncird de una manera algo distinta.

Utilizamos varias veces, antes de definir exaclamente log grupos
de homologias, los términos «ciclo #i-dimensionaly y «pelicula
(k 4 1)-dimensional» en la variedad M", comprendiendo lo siguiente:



§ 6. Coincidencia de distintos tipos de homologias B3

eciclor se da como (M*, j). dondo M" es una variedad orientada
corrada y su aplicacion f: M* — W™,

apeliculay (W#*1, /) se da como una variedad orientada compucta
W1 ¢on borde ¥ la aplicacién f: W**1 — A" La «peliculas tiens
la frontera

d (W )= (W 1, flonsss (25)

«El grupo de ciclos» son las sumas formales de «ciclog»
2 (M1, 1). (26)

Factorizando por los ciclos equivalentes a cero, o sea, por las fronte-
ras (25), oblendremos grupos a manera de bomologins, Namados
«bordismosy y designados por Q,, (MW", Es posible definir los hordis-
mos para cualquier complejo ©Q, (X), naturalmente se introducen los
«bordismos relativosy Q, (X, V). Para los bordismos es justo el
teorema sobre la invariacién hometépica, ticne lugar la sucesién
exacla del par (X, Y) vy hasta la propiedad Q, (X, Y) - Ry (X/1),
Pero para los espacios conlractables (por ejemplo, ol punte ) los
bordismos resultan no trivinles en las dimensiones positivas, La causa
es muy simple: no cadn variedad cerrada M*. ni mucho menos. es
frontera de una variedad con borde (k + 1)-dimensional. Por cjem-
plo. si la variedad M es un borde de la cinta W%, enlonces la clase
py () =0, En particular, CP2 no es un borde {(véanse los detalles
en el § 27).

De forma andloga se definen los «bordismos por ¢l médalo 2»
o «bordismos no orientabless, donde los ciclos (1", f) son las apli-

i

caciones MW" — X de lodas las variedades cerradas (1o s6lo orien-
tadas), y las peliculas se toman también no orientadas. Fllos se de-
signan por N, (X)

PeosLeMA 3 Demostrar que BP% no es horde de ninguna varie-
dad tridimensional. Demostrar gne lodos sus producios dircclos en
si mismos P% x| X P tampoco son bordes.

PRORNENA & Demostrar, que si la variedad 37 cs un horde, o sea.
ME = oWhH | enlonces la caracleristica de Fuler ¥ (%) es par.

Se Lienen los homomorfismos naturales

£y (X) = I, (X, Z)— Hy (X; R), N (X) = Hy, (X1 7,). 27)

Se dice, que la clase de homologins de In imagen de estos homo-
morfismos son ¢ciclos yealizables como wuna imagen conlinua de la
varicdad», es decir, lo mismo gue hemos comprendido anles como
ciclo, Pero el estudio de los mismos bordismos v de los prohlemas
donde se utilizan, es mas diffeil (véase ol § 27)

ﬁ'
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§ 7. Homologias del producio directo. Multiplicacién
en las cohomologias. Cohomologias de los H-espacios
y de los grupos de Lie. Cohomologias del grupo unitario.

Sean K, y K, complejos celulares. El producto directo de los
mismos K, X K, es también un complejo celular, sus células son
produclos de las células de los complejos K, y K,. Por eso, el grupo

de las cadenas con coeficienles enteros celulares €, (K X Ky 2
es del tipo

Cu(KiKyi Z) = 3 Ca(Kyi 2) @ €y (Kyi 2).

La [rontera del producto de dos células ¢* X of se obtiene por la for-
maula

3 (o' % o) = (90") x &7 | (—1)'c" X (807)

(el signo (—1)f tiene en cuenta la orientacién). De aqui oblenemos:
AFIRMACION 1. El complejo de las cadenas con coeficientes enteros
del producte directo K, X K, de los complejos celulares, es el producto
tensorial de los complejos C (Ky; Z) y C (Ky Z):
C(K,x Ky, Z)=C(Ky; Z) ® C(Ky L)
(véase el § 2).

Evidentemente, este hecho es correcto también en el caso cuando
en vez de los niimeros enteros, en calidad de coeficientes, se Loma un
anillo conmutativo arbitrario con unidad, en particular, un campo.
Aplicando el teorema 2.2, obtenemos:

corOLARIO. Para las homologias con coeficientes en un campo k es
justa la igualdad

Ho (K X Ky3 k) = X Hp(Kys k) @ Hi(Kg; k).
mi=n

En general, para cualquier anillo & esté definido el homomorfismo
(no isomorfismo), dado por la multiplicacién tensorial de los ciclos

Y Hu (K G) ® H (Kgy G)—>Hy, (Ky X Hy; G). )

h+1l=m
Aqui los cielos ¢,= Eajoi‘, ce =2 bo se transforman en el ciclo
i T
e ®cs= 2, a.b, (0" ~ oj). Tenemos:
—
d(c, ® €)= dey @ ca+(—1)'e; @ dc,
Por eso la cadena ¢, @ ¢, es un ciclo. Al cambiar ¢, por ¢, + de,

sustituimos el ciclo ¢; @ ¢, por el homolégico (¢y -+ dc) @ ¢y, =
=¢ @ ¢y, + 2lc ®c,). La aplicacién construida (1) es correcta.
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8i G = k es un campo, entonces, la multiplicacién tensorial da un
isomorfismo.

De forma avaloga se define la multiplicacidn tensorial en las co-
homologias con los coeficientes en ¢l anille:

. 3 HMKg G) @ H' (Ky; G)—H" (K, % K2 G)
i=m
f{isomorfismo, st & = &k es un campo).
La aplicacién diagonal A: K — K X K, donde x se transforma
en {(z, z), induce el homomorfismo de cohomologias:

H* (K % K3 G) = H*(K; G).

TEOREMA | Sea G un anillo asociativo conmutativo con unidad.
Entonces, la oplicacidn pasanie

A (a@ b)=ab: H'"(K; G)@ ' (K: G)—
—~ HM* (K x K3 6) 2> H* (K; )

da en la suma directe de los grupos de cohomologias H* {K; C) =
=3 H' (K; G) una estructura del anillo asociative anticonmutativo

izl
con unidad, 1 € H® (K; &), ba = (—1)¥ab.

DEMOSTRACION.  La asociatividad y la anticonmutatividad se
deducen de las siguienles propicdadesevidentes del producto ten-
sorial:

a) Asociatividad. Si ¢, € H* (Ky; 6), ¢, € H' (K, G), ¢3 €
€ H™(Kg: G), entonces los elementos (¢, @ ¢;) @ ¢g, 6, @ (s @ &)
en el grupe H™M" (K, ® K, @ K4 G) coinciden,

b) Anticonmutatividad. Si ¢ € H* (K),¢' € H' (K) v/ K X K—
— K X K es una aplicacién j (z, y) = (y. z), que permuta los
factores, entonces, f* (¢ @ ¢') = (—1)*' & c. Hay que aprovechar
el hecho que al permutar las células 0% X o — ¢! X of, la oricnta-
ci6n del producte cambia por ¢l factor {(—1)*'.

Como la vnidad en el anillo H* (K; G) serd un elemento 1 £ G =
= H" (*; G). Realmente, la proyeccién de la diagonal A en un factor

KA KxKL K, pay=2

es una aplicacién idéntica. Por eso A¥ (¢ ® 1) = a. L] teorema queda
demostrado.

OBSERVACION 1 Para las formas diferenciales sobre las varie-
dades M, y M, todo es andlogo: si estan dados dos formas v=

b i K i = 1 I} L J.
=2ty eeig @A o ANdED, =gy A A
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entonces =u produclo tensorial o @ w esti definido como una forma
sobre M,  M,,

0= @ W= 4l [@) A (@) =
=Sl @A A A (B, 5 WA A,

donde p;: M, X My — My, py: My > A, — M, son proyecciones.
Cualguier forma suave sobre M, > M, puede ser desarrollada en una
serie convergente de los productos de formas sobre los factores M,
y M. El producto tensorial de dos formas cerradas estd cerrado en
M, X M,; el producto tensorial de una [orma cerrada en la exacta
es und forma exacta. La definicion de ia muitiplicacién exterior de
las formas se puede comprender asi: si M, = .M,. entonces, tenemos

una diagonal A = {(z, )} = W, = M, X M; y nna acolacion
en La diagonal A% (0@ a) = 0 AwEn),o A o= (—1)0wA
AG:

onsenvacion 2. Para los complejos finitos simpliciales K la
multiplicacion de las cocadenas simpliciales se puede delinir asi:
ordenemos todos los vértices del complejo K: g, oy, Ggr - .+ .0 Sy.
Cualquier simplox o" < K se escribe, por esv, en forma de un juego
ordenado de los vértices

o"‘=(o:_;o coegg), donde fo<T i< ... << e

Sean: o, una cocadena de dimension k; p, una cocadena de dimen-
sion I (o sea, las funciones numéricas de los simplex de dimensionesg
k y I, correspondientemente). Se define la cocadena de dimensién
k+ L d: la manera siguiente:

(@B, o**)=(a, of) (. ob), @)
donde o*'= (o a; ... ).
of=(aj 0, ... %y ), b= (o, ool )

La unidad de esta multiplicacién de cocadenas o |J p es una coca-
dena, que tiene el valor 1 € G en cada vértice (G es un anille con-
mutativo con unidad). Evidentemente, esto es un cociclo. La multi-
plicacion de las cocadenas no cs anticonmutativa.

PROBLEMA 1 Verifiquese la ignaldad (férmula de Leibniz):

§ (e B) = (8a) U B+ (— 1)IF Fa L (8B).

rronckya 2 Demuestren, que la siguiente diferencia de dos pro-
ductos es cohomolégica a cero, si o y [} son cociclos:

o —(—1P = by, k=dega, I=degPh, Odaz=~060=0.
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Por eso obtenemos un anillo anticonmutativo de coliwmologias (con
unidad 1 € H® (K; G) = G) H¥(K; G) = 3| H" (K; G).

)

PROBLEMA 3.  Demostrar, que esta nfultip]iuacién en las coho-
mologias coincide con la introducida mds arriba.

La multiplicacién de las cadenas con coeficientes enteros permite
definir una operaciéon importante, de tallado (o corte). Si zy4; es
una cadena de Cyy; (K; 7), @ y P son cocadenas correspondientes
de C* (K; Z) y C' (K; Z), ontonces hacemos por definicidn,

(2 U By mpe) = (& M zpags B9 (3

La férmula (3) para todos los B! con los a® y 2,4, dados, define una
cocadena de dimensidn {:

Ay =a* Zhey ECI [K: Z)

PROBLEMA 4 Demostrar, que la operacién de tallado m del
ciclo 2, 4; por un cociclo o* es correctamente definida sobre los gru-
pos de homologias

HY K, 2y H o (K 2y H (K Z).
rRODLEMA 5. Demostrar, que con las aplicaciones continuas de los
complejos K = L tenemos {en homologias)
fe (@) mz)=am fy(2).

PROBLEMA 6. Demostrar, que ¢l operador D (véase el § 6) se da
por tallado oo —a ) [W"]. donde [A/"] = z es la suma de todos los
simplex n-dimensionales.

En el caso cuando un grupo de cocficientes G es un campo, los
espacios " y H, son conjugados y la operacion de tnllado se repre-
senta como una multiplicacién cen las homologias. Pero para las
homologias con coeficientos enleros ésta es il

waempLo.  Calculemos un anillo de cohomologias de un espacio
complejo proyectivo CP" con coelicientes reales. Las homologias
LP" ya las conocemos (véase el § 1), por eso tenemos:

H¥H = Hypyy =0,

H¥ (CP", R)=Ha (CP", R)=R, k<n. (%)
En el § 1 fue indicada una 2-forma ¢;, gue engendra un anillo de
polinomios de una genervatriz ¢, € H* (CP", R) con una relacién
¢";t = . En virtud de (4) este subanillo coincide con todo el anillo
H* {CP", R). Asl obtencmos: para CP" el anillo H* (TP, R)
son 4¢polinomios Lruncados» de una generatriz ¢, de dimension 2

HE (OGP, R) = Rie lief™? =0, degey=2. (%)
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Sea f: K -» L una aplicacién coutinua, La misma puede ser con-
siderada como celular, en virtud del leorema 4.2. Ella engendra la
aplicacion de los produclos directos

F=fxfi KX K~LxL,

suponiendo ¥ (x, y) = (f (), f (y)). La aplicacién F conserva la
diagonal /" (A) = A y transforma un producto tensorial de las clases
de homologias (cohomologias) en un producto icnsorial de sus imé-
genes. De aqui se deduce una conclusion importante: como la multi-
plicacién en las cohomologias estd delinida por la férmula ab =
= A* (@ ® b) en ambos complejos K y L, entonces la aplicacion
continua f conmuta con la operacién de la mnltiplicacién de las clases
de cohomologias, o sea
*(ab) = f* (@) f* ().

De manera que f*: H* (L) — H* (K) es un lomomorfiismo de los
anillos de cohomologias.

Apliquemos este resultado al cstudio de Jos anilles de cohomolo-
gias de los grupos de Lie (y, de modo més general, de H-espacios).
Recordemos (véase [1], parte II, § 22), que un H-espacio general X
tiene una multiplicacién continua zey =iz, y) € X (o §: X X
X X — X) con ¢unidad homotépica», es decir, con un elemento
destacado r, € X tal, que las aplicaciones del producto sobre z,

Y (zg, z): X — X,
P(z, 2g): X =X

ambas son homotdpicas a una aplicacién idéntica. Introduzcamos
definiciones algebraicas ttiles.
DEFINICION {. Sea H= >, H" un 4lgebra graduada anticonmu-
=31
tativa con unidad H*H'c H**, ya=(—1)"zy, donde z¢H",
yEH'. A H se la denomina “dlgebra de Hopf", si es dado un
homomorfismo, que conserva la dimensién

MH->H@H AMn=2@1+1Q02+4, @ iyt veet+1x @ ¥y,

donde 0 << deg =;, deg y; << deg x. Este homomorfismo A se deno-
mina frecuentemente la «diagonaly de Algebra H.

EJEMPLO 1. Sea H = R E{'] un algebra de polinomios con coefi-
cientes reales de la generatriz z. Consideremos que la dimension
del elemento x es par y positiva. Obtenemos un &lgebra graduada
que, evidentemente, cumple la condicién de anticonmutatividad.
Damos sobre H una estructura del dlgebra de Haopf, tomando A (z) =
=z ®1-+4+ 1z Enionces, es ohvio qne

h-1
Ma)=2*® 1+1®;"‘+_2.l @ P
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eyEmMpLo 2. Sea H = A [yl un algebra exterior de una gene-
ratriz ¥, donde la dimensién y es impar y positiva. Esta también
¢s un Algebra graduada anticonmutativa. La estructura del algebra
de Hopf es dada por la férmula A () =y @1+ 1@ y.

EJEMPLO 3, Se llama dlgebra anticonmutativa libre aquella,
donde en una base conveniente no existen relaciones no triviales;
tales son los ejemplos 1 y 2 del Algebra de polinomios y del ilgebra
exterior. Un algebra general libre anticonmutativa graduvada H =
=3 Hy. donde todos los H) son espacios lineales de dimensién.

(=1

finita y H, es un campo de coeficientes (H, = R), tiene la forma

Rz ooy Thp oo @ NIl soes Yoy o)y
donde las dimensiones deg z; de las generatrices x; son pares, y las
dimensiones deg y; son impares. O sea, tenemos sencillamente las
gemeratrices (z;, ¥q) ¥ ninguna relacién no trivial execepto la anti-
conmutatividad, de donde se deduce que

¥; = —yy =0,

Uiy = — Y, Yi%; = Tl Tix; = Tik;.
Es necesario, gque sea finito ¢l nimero de las generatrices de dimen-
si6bn dada. En semejante dlgebra {7 se puede determinar la estruc-
tura del élgebra de Hopf con auyda de muchos procedimientos *):
tomamos para las generatrices

Ma)—2;@1+1 @ xy+ 24;‘ uy? ® o),

AMyd =¥ @141 @ ug+2 ug’ @ vy,
i
donde deg E}“._ deg?f;",_degzg"’, degvl? >0 y deguy’+degs, =
=deg z;, deguy’ +degvl’'=degy, (vor lo demias, los elementos
w2 o0, ulP, ui? son arbitrarios). Ya que el dlgebra M es libre,
entonces, de las condiciones de mulliplicatividad y aditividad del
homomorfismo A, se deduce que los elementos A (2}, & (y)} defincn
el homomorfismo H -~ H ® H.
TEOREMA 2 (de Hopf). Un digebra de cohomologius del H-espacio K
es dlgebra de Hopf, o sea, se liene un homomorfismo
h: H¥ (K, R) — II* (K, R) @ H*(K, R),
donde
AMa)=x@1+1® 2+ 2d @ y,
i

deg 2™, degyt? =0
*) Recordemos, gque no exigimos la sasociatividade Jde ln aplicacién dia-

gonal A.
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para cualquier elemento x € H* (K, 1), ¢ > 0. (Consideramos que
un {l-espacio es un complejo celular.)

DEMOSTRACION. Puesto que H* (K X K R) ~ H* (K; R) @
@ H* (K; R), entoneces, ta multiplicacion y: K X K — K define
un homomorfismo

i HY (K R) - H*(K; R) @ H* (K; R).

Tomamos A = * y verificamos sus propiedades. Tenemos p*z =
=20 @14+ 1@ y®» + H Y ® y, donde deg 2, dog y? >
= 0. Consideremos el encaje 1 X it K X zp= K X K. Como
Y (z, £,) es homotdépica a una aplicacién idéntica, entonces,
{1 X i)* p*z = z = &9 @ 1. Por consiguiente, »'® = x; por ana-
logia, ¥ = x. Ll teorema queda demostrado.

La aplicacién de este teorema esti basada en la siguiente afir-
macién algebraica, que describe la estructura de las dlgebras de Hopf
sobre los nlimeros reales.

TROREMA 3. Cualguier dlgebra de Hopf sobre un campo de caracte-
ristica nulu, es decir, de nilmeros racionales comnplejos reales, es un
dlgebra lLibre anticonmutativa (véase el ejemplo 3 mas arriba).

COROLARIO. K[ dlgebra de cohomologias de cualgquier grupo de Lie
{de dimensidn finita) es una digebra exterior Alyy .. .. Yol

DEMOSTRACION DEL coRoLARrIo. Consideremos lus generatrices libres
(. yg). Si se tiene aunque sea una sola de dimansidén par, entonces,
en el dlgebra hay elementos d» dimensién tan grande como se quiera.
Esto no puede suceder en Jas cohomologiag de un complejo de dimen-
gién finita (de una variedad). El corolario queda demostrado.

ereMPLO . La circunferencia S' es un grupo de Lie. Tenemos:

H*(SY, R)=Aly), degy,=1

eiemMpLO 2. -Caloulemos cohomologias de un grupo unitario
U (n). Mostremos que tiene lugar la igualdad

H¥{U(n)y R)== AlYsr Ysr «-v1 Yony)l-  degyi=i

pEMOSTRAGION. Un grupo unilavio es equivalente {como una varie-

dad) a un producte directo {7 (n) = §' X 87 (n) (véase {1], par II,
§ 22), por eso es suficiente demostrar, que
H*(SU (n)y R) = Al¥ss ++ s Yan-tl- (0)

Cuando n = 2, el grupo SU (2) como una variedad, coincide con

una esfera S§%, por eso en este caso es evidente la igualdad (6).
SUin—2)
Tenemos un espacio fibrado estandar SU (n) —— S**-L, donde
1a cslera §**! es un espacio homogéneo del grupo SU (n) y la fibra
SU (n — 1) es un grupo de isotropia.
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Conslruimos una particién celular del espacio SU (r), basando
en la particién de la esfera S*"* y de la fibva ST (o — 1). Al prin-
cipio, consideremos el caso n = 3. Tenemos un espacio fibrado

S

SU(3) —r—j S3. Fijemos un vértice ¢° sobre la esfera S% LEn la prei-
magen entera de oste punto, la fibra SU (2) = §*, tomamos las
células estandares 87 == o [j 6% KEs trivial el espacio fibrado sobre
el complemento de este punto S5~.c” (véase [1], parie 1L § 24), o8
decir, se puede introducir sobre &l las coordenadas del producto direc-
to: p=t (§3\0% = (§5~.0) X SU {2). Pero S5\.0" es un disco 5-di~
mensional D2, por eso p~! (S5\0% = D% x §% Este producio se
parte en células de la siguiente manera: D% X §% = ¢° |J o®. donde
0% = D& x D3 Asi, la particion celular del grupo SU (3) consiste
de cnatro células: SU (3) = a® {J ¢* |J o |J 68, Por eso ienemos en
las cohomologias de este espacio: I° (SU (3), R) = H® = H® =
= [I® = R, las demds cohomélogas son nulas.

Segtn el teorema de Ilopl, es posible escoger las generatrices
¥y € HE (SU (3), R), ys € £ (SU (3), M) Llales, que y, =y =
€ iy = —Ysia 7= O son gencratrices en el grupo /7* (§U (3), R).

Ahora consideremos un caso general. Sea que estd ya demostrada
la igualdad (6) para las homologias A*(SL" (n — 1), R). La parti-
cion celular del grupo SU (n) estd engendrada por un espacio fibrado
SU (n) — §*1 con una fibra F = SU (n — (), partida en células

P

0% con un vértice o% en la fibra, Las células en la base sona” y -1
Ya que p~t (%) = F y p=' (e*'"") = o**"1 X F, Lenemos las célu-
las en ST (n)

0% <o, oF g™\, (7)

Tenemos por induceion: el mimero de células en SU (n — 1) es
igual al nimero de los cociclos linealmente independicnles, y Lam-
bién:

He (8U (n — 1. R) == A [ya. - - o1 ¥gnaal

Mostremos, que las células 6% x ¥ y 0F X 0%l son todos los coci-
clos. Para (0% X ¢ ).que representan los elementos y; en la fibra, es
obvio. ya que una célula nueva aparece en la dimensién 2Zn — 1.
Las demas células en la fibra representan sus productos {por induc-
ciomn).

Sea Wap-y = (0F > o*"7%) una cocadena. concentrada cn esta
nueva céluba, Si 8y,, oy == U en C* (SU (1)), catonces, en el dlgebra
H* (ST (n), ®) obtendviamos una coreelucién no trivial entre las
generilrices exteriores yu. . . .. Yan-g. 1slo contradice el teorema
de HopE. Por consiguiente. en virtud de este teorema, el dlgebra
H* (S8 (n), R) contiene un dlgebra exterior Alya - - o #anal
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El rango de esta algebra en cada dimension coincide con el nidmero
de Jas células (7). Por eso H* (ST (), R)) = Alys, - - o2 Yzaaake
DEMOSTRACION DEL TEOREMA & Seapn &, T, ... elementos ho-
mogéneos del dlgebra H., z € Hw, donde 0 << degy, <
<< deg#y, i< j; {v;) sea un sistema minimal de generatrices del
algebra de Hopf H. Esto significa, que cualquier elemento del
4lgebra H se represeuta en forma de un polinomio P (z,. 2 - . )
de las generatrices (es posible, que no univocamente), al mismo
tiempo, ninguno de los elementos z, no puede ser representado en
forma de un polinomio de los menorves x;: @y % P (25, .. o0 i)
Para up elemenlo constituyente z; consideremos sus grados =,

Sea s; un nimero minimal tal, que z;'= 0. Por ejemplo, para
cualquier clemento de dimensién tmpar z; tenemos: s, = 2. Si
cualquicr grado del z; constituyente vs distinto de cero, considerare-
MOS que §; = oo,

Primero demostremos gue cn el algebra de Hopf no pucden haber
otras relaciones, excepto las de forma 2z '= O y correlaciones, dedu-
cidas de la anticonmutatividad,

Lema  Los monomios de forma xy"r)' ...z, donde (1 <
< ry << s;, son- independientes linealnente y forman una base de un
espucio vectortal H.

pEMOSTRACION. Hs posible reducir cualquier monomio a la forma
indicada en el Iema, en virtud de anticonmutatividad. A estos mo-
pnomios se los denominaremos con normales. El grado (dimensidn)
de un monomio normal se define por la expresién n = ry deg & + ...
e.. + rydega,.

A la combinacién lineal de los monomios normales se la Hama-
remos un polinomio normal. Es necesario demostrar, que un poli-
niomio normal no trivial no es igual a cero. La demostracién la vamos
a realizar mediante la induccién por ¢l grado de polinomios. S8upon-
gamos, que para los grados <In ya estd demostrada la afirmacion
sobre la independencia de los monomios normales en H. De anqui se
deduce, en particular, que log productos tensoriales de forma a @ &
en el dlgebra I @ H, donde @ y b son monomios normales del grado
menor que n, son también linealmente independientes.

Sea P (zg, . . .. &) un polinomio normal del grado n. Recolecte
mos juntos los términos con el mayor grado de la variable zy y saque-
mos este grado del paréntesis. (Obtendremos:

Py voey 29) =2RQ (Zga -0y T+ R {2y .0y 2y, (&

donde en el polinomio R la variable x, se contiene ya en un grady
menor.

Supongamos, que tencmos una relacién de forma P (oy. ...
cv o &)= 0, donde r es ¢l minimo posible. Demostremos que
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re=1, ¢ = constL, Sea J,_, un ideal eu el dlgebra H, cngendrado
por los elementos z,, ..., ¥x,. Lntonces, lenemos:

,'{I;Q (.xk-l! DR | 3’1]) =
=1 .
=400+ __j,_“.o (Cirh @ G H (L ® Q) (mod Iy, @ H),

al mismo tiempo X (R (zx. . - .. x,)) no contiene términos de forma
zha @ zib, donde i 4 j = r. Si deg @ > 0, entonces deg =} y deg Q
son menores que n, por eso las expresiones, que se contienen en
A(P (xp, . ... x;)), son linealmente independientes segln por su-
puesto de induccién. Asi, deg @ = O; es posible considerar, gque
Q=1 rdegz, = n. Si r>>1, entonces en la expresién .

A(ah) = -21 Ciai @ &5 (mod Iy @ H)

se incluyen términos linealmente independientes, gque no pueden
ahreviarse con nada en A (B (x4, ..., 3y)). Asi, r =1, y la rela-
cién (8) tiene la forma zy, = —R (T4, - . .+ 1) 0 que no es po-
gible en virtud de la condicién de minimal del sistema de genera-
trices. £l lema queda demostrado.

Ahora mostremos que si el grado deg x;, es par, entonces rjf == 0
para cualquier s. Realmente, si ya estd demostrado, que z'3' == 0,
entonces, en la expresién A (z) se incluyen términos de la forma
Cizi @ 241, distintos de cero, para 0 << [ << s. Estos términos son
independientes y no pueden abreviarse junto con los demas sumnan-
dos en A (x}i) (verifiquese).

Asi,hemos demostrado que para el sistema minimal de genera-
trices en el algebra de Hopf H no hay otras relaciones, excepto la
anticonmutatividad. Las generatrices de dimensién par engendran
en H una subilgebra de polinomios R [z;, z,, . ..]; las impares
a una subéalgebra exterior Alz), =i, ...l Toda el dlgebra H, evi-
dentemente, es su producto tensorial. El teoroma estd demostrado.

Indiquemos otros cjemplos de H-espacios.

riEMPLO i, Si K es un complejo, entonces es posible definir un
espacio de curvas @ (K, z,) = X, que comienzan y lerminan en un
punto x, (véase [1], parte II, § 22). Aqui se tiene la multiplicacion
de curvas, una unidad homolépica z,. Es mds, esta multiplicacion
es «asociativa homotépicamente»r y tiene un «clemento homotdpica-
mente inverso» x —- &;

a) aplicaciones (zoy)loz: X X X X X = X yxro(yoz) X X
X X % X — X son homotépicas; b) aplicacién z -~ zez: X - X
es homotdépica a una aplicacién constante X --- z,.
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mICMPLO 2. Ademads de los grupos de Lice, la ley de multiplicacién
con unidad se puede introducir sobre una esfera hepta-dimensional §7,
partiendo de los llamados niameros de Caley: un espacio ™® cs un
dlgebra con divisién (pero no asocialiva). La multiplicacién bili-
neal se da asi: si (¢;, g,) es un par de cuaternios, (g, ¢:) es otro par,
entonees, supongamos

(@12 @2)- (@0 02} = (@40 — 2 04171 729,),

‘all ‘_{!2}
lgal® 4 {gal® *
Ademas de los grnpos de Lie G v los produclos & % S7 ¥ :
-+ . > 87 no son conocidos otros ejemplos de los H-espacios simple-
mente conexos de dimension finita., Por cjemplo, si se tiene una

multiplicacion en la esfera §"-* con unidad z € 8", entonces iene-
mos una aplicacién de multiplicacién:

(g g2t =

G158 X S P e 0.

Suecesivamente,
Szu-j Lo (DN 3 Srr—j] |.I (Su-i g Dn)

{la pegadwra por una frontera comin St » §"1). La aplicacion
es posible prolongarla hasta la aplieacién

)r(.q” . Sg‘n-( — (Dn e S"_‘) U (Sﬂ-—i ~ Dn) —_— Sll,

domde 8"t es un cenador en 8 (electiio esta r.iperacién_).
Consideretnos un complegn

Ky,=8"1 j, D"
con célnlas o, o, o2, Por eso
0, j==0, n, 2n,
Z, j=0,n, 2n.

Sean u, € H"(K,, Z;), u,, € H*"(K,,), clases bésicas de coho-
mologins (mod 2).

PROELEMA T Mostrar, que uj= u,,, si la multiplicacién 1tiene
unidad, o sea, p: 8" x 8§91 s §"71 tjenc el geado -1 en cada
factor.

Conocemos ejemplos de multiplicacidén sobre las esferas §°-1
para n = 1, 2, 4, 8 (mimeros reales H, complejos L, cualernios M
y nitmeros de Caley ). Se tiene un teorema dificil (Adams) de que
para otros n =& 1, 2, 4, 8 tales complejos K, no existen y (K, =
= R8P K, =P K,=UWP% K, = <P3.

Demos un empleo méds de Ja multiplicacién cohomoldgica. De-
moslremos, que un grupo Mgy, . (8") es infinito para n pores.

k=
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Consideremos 8" > S§% donde n es par. En el anillo /f* (8" X
X .8") escogemos una base 1, 1 @ u, u ® 1, u ® u, donde u €
g H" (8") es un elemento basico. Consideremos una aplicacién de
un ramo @:

S St 8™ x 8, SV S™= (8" x 29} U (o ¥ ST,
@8\ St — 8n
de grado A en el primer sumando y de grado u en el segundo.

Tenemos ¢* () =A@ 1) + (1 ® w) p.

Como u® 5= 0, obtenemos, que con p. As= 0 la aplicacién ¢ no
se prolonga hasta Ja aplicacién ¢: §" X 8" — §", ya que de la
condicién u® = 0 se deduciria ¢* (u*) = 0. Pero @* (u?) = 2 uu &
@ u== 0, La particién celular §" ¢ S" es la siguiente:

Sﬂ b4 Su — (Gg U Cl'" U g" U D.zn) i (S”VS“) U 1 gn.

Y s i ® .
[La aplicacién S =adD%™ — S"\/ 8" — 5" no es homotdpica a cero
con cualesquiera pu, A<= U, ya que, de olra forma, la aplicacidn
se prolongarix sobre un disco D" y, de este modo, sobre todos los
8% x 87

prRoBIEMA 5. Demostrar, que el ndmero A es un invariante adi-
tivo de una clase homotopica de uwna aplicacién construida S¥'—! —

-+ 8™ para cualesquiera n pares.
rroptEMA 0. Construir una aplicacion §: 8"« §%1 - 81 para
cualesquiera n pares con A== 2, u== —1
b
PROBLEMA 14 Sea 2771 = §" eg correcto en los punlos @,

T € 8" (véage [1], parte T, § 10} ¥ M} '=/f"1(ry). M '=["1(x)
son subvariedades cerradas, Sea (M7, M7} =u cocficiente de
enganche (véuse [1]. parte 11, § 15) ™. Supongamos

v={ M7, M7}

Demostrar, que para las aplicaciones arriba construidas f =
= f (4) tiene lugar la igualdad y —= 2hp.

Demostrar, que para un complejo K = 8" J D%, donde la
pegadura estd hecha por la aplicacién f: §2°-' — §", Llenemos
ul = yu,, en el anillo H* (K, Z).

PRORLEMA 11.  Demostrar, que para cualquier espacio fibrado
suave

gzi-1 L sn
el coeficiente y = -+1.

*} El coeficionto de enganche en [1] fue definido s6lo para las curvas cerra-
das en K*. Pero do modo andlogo se define un coeficiente de enganche pura las
subvariedades M"‘. M‘E en F2EH (o gn S*A*) como un indico de interseccidn
de unn de ellas con una pelicnls, que estd tendidu sobre la otru.
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§ 8. Homologias de producios oblicuos [espacios fibrados)

La rotacifin de las homologias de [ibra. base y espacio para los
espacios fibrados es inconmensurablemente mdés compleja que para
un producto directo. Consideremos los coeficientes como un campo,
sin mencionarlo on adelante. Supongamos que se tieme un espacio

{ibrado E -:;-B con una fibra F, donda todos los £, B, F son com-
plejos celulares o son homotépicamente squivalentes a ellos. La
particion celular del espacio £ ya fue indicado més arriba (§ 7):

si oF son células de la fibra # y of son células de hase,

entonces, una preimagen p~*(c}) es un producto directo of X F,
y tenemos las células en E
o5 =03 - oh.

D¢ manera que una particion celular formalmente es la misma, que
en un producto directo. Pero ¢l operador de frontera esti arreglado
con mayor complejidad. Ya hemos dado un ejemplo (véase § 4)
de un espacio de elementos lineales hacia una superficie de género g,
donde son evidentes estas complejidades. Vamos a enumerar las
propiedades simples del operador de frontera en E.

1) Si o} es un vértice en la base, entonces para las células

oL = 0% % of tenemos una igualdad evidente:

0k =o% X (90%).
2) S8i o =o% % oh, entonces, la frontera es de forma
do%H = o x (90}) 4-A, (1)

donde A son células de una preimagen entera pt {55@), ademds,
bajo d0% se entiende la clausura topolégica de la imagen de la
esfera S9! que es la frontera dof en la base B. En todo caso,
A pt(B%Y), donde B! es un armazén de la base de dimen-
gidn q‘-..-..i,

PROPLEMA 1, Sea que la base B simplemente conexa, tiene un
vértice 0% y no tenga células de dimensién 1. Entornices, es correc-
ta la férmula

d0% =a% x (90%) -+ (— 1)? (90%) X o+ Ay, (2)

donde A, p~t(BT2).

Vamos a suponer en adelante, gue se consideran los espacios
fibrados £ s B, donde es correcta la férmula (2). Por ejemplo, esta
f6rmula es correcta, evidentemente, en el caso cuando la base no
tiene células de dimensién ¢ — 1. Esto es correcto para B =
= $" (n>1), B = CP" B = HP", y también, si B es una varie-
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dad compleja de Grassmann, ramo de esferas, producto directo de
esferas y una serie de olros.

oBsERVACION. En realidad, los razonamientos que hacemos y las
deducciones que se formulan serdn correctos (después de algunas com-
plicaciones) en un caso mas general: un grupo =, (B) debe actuar
trivialmente en los grupos H, (F). Para los espacios fibrados de ele-
nientos lineales esto significa, por ejemplo, que la base esuna varie-
dad orientable (la fibra es una esfera). Si la fibra es una esfera, enton-
ces esta condicidn siompre serd cumplida para H, (F, Z,) sin de-
pender de la orientabilidad de la base y del espacio [ibrado, ya que
H, (S*, Z,) nunca tiene automorfismos no triviales. Las correccio-
nes surgidas en el caso cuando n, (B) actiia no trivialmente en i, (F)},
serdn indicadas on el § 11 (més abajo).

Asf, estudiamos una clase de espacios [ibrados para los cuales
es correcta la férmula (2).

Desarrollemos en serie la frontera respecto a los armazones de
base:

0%t = 0% X (90§) + (—1) (00%) X 0k + 5+ 034 .+
donde 8= A 0% % x oF%!, (3, son nldmeros) so compone de
-3
productos de células (g — k)-dimensionales de base por célulag
{J + &k — 1)-dimensionales de fibra. Por definicién, tenemos:
661‘+}=an+61+62+ veay
dg=0% X (J0%), @4 ==(doh) X oF.

Para un complejo de cadenas tenemos

CalE)=_ 2, Ca(B)®Cy(F).

gti=n

El operador de frontera es de forma

03{a®b)=a®5pb:|:(65£€)®b+5‘3(a®5)+---. (3)
donde
O (@@ b)ECG 4 (B) @ Cpipn (F)

para a€Cq (B), bEC;(F).

Prestemos atencion a quo los operadores d, y @, son los mismos
que en el producto directo £, = B X F. Los operadores 3, con k > 2
en el producto directo son iguales a cero. Ellos caracterizan los gra-
dos de ¢deformacion» del operador de frontera en un complejo C (£)
en comparacién con el producto directo E, =B X F.

Para estudiar las homologias H, (£) se utiliza el «método de
cernido» o «método de aproximaciones sucesivas» sucesivamente por

T~01120
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k=0,1, 2, 3, ... (llamado sucesién espectral de Leray). La
esencia de este método consiste en lo siguiente:

PAS0 0. Puesto gue ¢2 = 0, podemos calcular ¢homologias de
aproximacién nula» respecto s6lo a esto «operador de frontera en
aproximacién nulas &,. Oblenemos:

Iy (C(E), 9= 2 Co(B)®H,(F)= 3 L.

De este modo, H, (C, do} son cadenas en la base B con valor en las

homologias de fibra 7 By = Cq (B, H; (F)).
Paso 1. En los dy-ciclos por médulo de fronteras Im d, (o sea,

en los grupos If, (C, do}) estd determinado correctamente el opera-
dor d,, que tiene la propiedad d} = 0. Tenemos un complejo

1)
EO=3 B dyi By~ By
En nuestras hipotesis las homologias en una primera aproximacién,

es decir para un complejo (£'V, d,), coinciden con las homelogias
del produclo directo (véanse las formas g, y o,):

H,(E®, dy= 3 Hy(B, H;(F))=
g+i=n
=2 Hy(B) @ Hy(F)=H,(B® F).

El operador d, es un operador de frontera en las cadenas en la base 8

con coeficientes en H, (F)
Se tiene una descomposicion directa evidente

H o (E®, d)=_ E H,(B) ® H,(F),
4 j=n

donde los sumandos estin ‘L‘L]]I'ESBT!T..{LIO& por los dy-ciclos z € Ef} =
= Cy (B, H; (F)) con exactilud hasta las d,-fronteras Im d,. Los
grupos de d-homologias H, (EM, d,) se de51gnan por

EP= 3 EPy=31Hy(B)® H;(F)=H,(B®F).
q+i=n

Para un producto directo £, = B X F todo el procedimiento se
tormina aqui. Para un producto oblicuo aparecen los siguientes
pasos, que utilizan 85, @5 . . .

raso 2. El operador &, engendra un operador de [rontera d,
en las homologias de la «primera aproximaciomy E® = H, (EM, d)
y tiene la propiedad d; = 0. Aparecen las homologias de ¢segunda
aproximacions

Efte=H, (E®, dy= 2 H, ;(E?, dy),
q+i=n
E®) — 2 ) EP = "5‘ Eﬁ;

nz=0 g--j=n
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Tenemos
dy: B~ B i1, Egy=Hq(B) @ H;(F).

Los elementos de los grupos Eg ;= H, ;(E'®, d,) estan represen-
tados por los elementos (dy-ciclos) z€ Eg’;=H,(B) ® Hy(F) con
exactitud hasta las d,-fronteras.

Esta sucesién de “cernidos” se prolonga en adelante: aparecem.

complejos EM =3 E; con un operador de frontera
dp: Eg:]i = qur. jere1 ¥ EC=3 E:}T_'}n= Hy (BN, dp).

Es obvio, que todos los grupoes Ey’; con g << 0 0 con j << 0 son igua-
les a cero para todos los r == 0. Por eso el operador d, = 0 en los
grupos EY%, si g<<r. En cste caso tenemos

) ir 1) L it (oo}
.Eg._;:Eq_j qufj _...EEQ.J, g‘:l".

Estos grupos se designan por Ey~).

Teorema (de Leray) *.

1) Todas las diferenciales d, estdn definidas correciamente
y di==0,

2) La suma directa EyZ= 2 Ey} es isomorfe al grupo

q+i=n
H,(E) para un campo de coeficientes.

3) Los grupos E; son isomorfos a los grupos H,(B) @ H;(F).

Asi, como resultado de «pasar por estos filtros» hemos obienido
los ciclos en un espacio I (como nicleos de todos los homomorfismos
d, por el médulo de las imigenes precedenles), con exactitud hasta
las fronteras.

COROLARIO. En un producto oblicuo los rangos de grupos de homolo-
gias, hablando en general, son menores, que en ¢l direcio (o sea, los
nimeros de Betti by (i) =< by, (E,) para todos los k, Ey, = B X F).
Esto se deduce del hecho de que ya B = H, (E,); después se realiza
wel filtrado» de una parte de los ciclos mediante los operadores d,, dy., . . .,
escogiendo s6lo sus nucleos (d,-ciclos), factorizando por d.-fronieras,
pasando después a dpyq, ele.

Damos la definicion de Jos operadores d, en los grupes E¢.
Como g = dy =+ Gy + 03 =+ . . . y d5dg = 0. obiencmos la igual-
dad

0 = o} = 8 + (840, + 010p) + (¢} + 9405 + 828,) +
4 (8,0, + 820, + 8,05 + 039,) +
+ (82 4 090y + 0393 + 0903 + 0430) + ... (4
*) De todos los materiales utilizados en este libro, este tevrcina nos da

un {mmer caso importante, cuando es imposible la demostracién sin recurric
al lenguaje riguroso del dlgehra homolégica.

qe
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Aplicando la igualdad general (4) a los grupos Cq ; (E) por separado,
obtendremos upa cadena de igualdades

0 =75 Coy—>Coyonr
0 = 840y + 8,0t Cgq,5 = Caopogers
0 = 8t + 848, + 9201 Caqy— Coq_aps )
0 = 3,8, + 8,0, + 9403 4 390,
0 =854 d; + 8,0, + 9,04 + 38,
1) Consideremos un operador 9, en dy-ciclos (3, = d,) mod dy

fronteras, es decir, en las dy-homologias ¥}
Si @z = 0, entoncos tencmos

Ay (2 + 052) = Bz + 8y0,F = thx — B, (0,2).
De esla manera, d; esta definido correctamente en dy-ciclos mod dy
fronteras. Por consiguiente, tenemos de (5)
dix = —5052z i 6260:5 == —“‘aoagx,
va que dpr = 0. Por eso obtenemos
dize=0mod (Imdy), di=0 en EP,

Asi, d, estd definido correctamente, y di = 0 en los grupos
. (BN, dy).

2) Construir un operador d, en los grupos H, (EM, d,) = E®,

Consideremos en las cadenas €, (£) un representante = de un ele-
mento de £ tal, que

dox = 0, dyz = 0 mod (Im a,)
ora
8 = By (8}
La cadena dyz puede no temer la propiedad (B). Tenemos
0p057 = —0p00% — 310, = —3 8y = 8,0,¥s
01058 = —8,0,% — 803% — 0307 =
= 8,90y + Im 8, = G0,y + Fy + Im g, ]
{830,z = 0). De las correlaciones (7) se deduce, que un elemento
Q9 — Oy = dyT
wva satisface las condiciones (6). Asi obtenemos;
dyx = 9z — 8,9,z -+ [Im 3, + 3, (Ker )],
Con esto
810 = 8y (925 — F57).
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Correccion de la delinicion de djz:
que & —z + oz + K =7z {@or = 0); entonces

0at — B OTT = 0,2 - 0,0,7 + 00,0 =
= (Gyx — 0,0;'017) — 0405 — Fjz — 00 —
— 030 — 94800 -+ O3z + Oy (05'000,0 + 87'0,000) =
= (f,2 — 0,0;'0,x) + Im 9, -+ 3, (Ker a5}

(0300 = 8,0;'9,8v = 0). De manera que d; estd definido correcta=
mente en E‘” Verifiquemos la igualdad d,d, =0 en EJ}. Si
Ggx = 0, @y = 0,z. entonces tenemos

dyx = O,z — 0,8;'9,x,
Tz = 8, (9,7 — 0,0,'007) = 6,570, (0y7 — 0,57'0,7) =
m= — 04k — 94003 — 8,0, — 0405y — 0,00y — &y (Gy — O42) =
= —d (047 + Fpy) = Tm 9,

(0,002 = 0). De esle modo, ¢l operador d, = d, — ,0;'6, estd defi-
nido corrcctamente en los grupos £y tiene la propledad dody = 0.

3) El operador dgz en los grupos EJY; = lg, (E®, d,) se define
de la misma manera, parliendo del operador d; en tales cadenas
23 Cq;(E), donde 8y = 0, &y = Gy, dx — G4y = dyz + 0w
y donde 3y = 0 (d,-ciclos), con exactitud hasta la unificacién de
las imégenes d;, 1 =< 2, de las fronteras de todos los anteriores ope-
radores d;. Sin calcular, apuntamos que todos los operadores d,
pueden ser definidos correctamente, corrigiendo el operador Brs
que actita de C4; en Cg_p y4,-4, ¢n las adiciones de las imégenes

845 61. v i 6,_,, por analogia con d,. Con esto tendremos d,d, = 0
yde E j-x-E;, ,.I_,” y por definicién. No nos imporia Ja forma
exacta c‘lze] operador d

Aclaremos la ldea de demoslracién del teorema de Leray {(dado
més arriba) para un caso particular, cuando todos los &; con i 2= 3
son triviales. Aqui se puede verificar todo hasta el fin sin recurrir
al longuaje del &lgebra hemolégica, mediante célculo directo. Ya
se ha comprobado 1a correccién del operador d,. Hay que demostrar
que las homologias H, (E®, d,) = H$' = E® coincidirdn con
las homologias H, (E) sobre un campo de coeficientes.

Sea « un elemento de I, (£), represeniado por un ciclo que es

la cadena z € C, (E) = }j, Cas (E). Llamaremos «filtracions dek

elemento z € H, (£) a tal mflmero minimal g, que z puede ser rea-
lizado por un ciclo x de una preimagen completa p~* (5% de un arma-
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z6n g-dimensional de base y no puede ser realizado por nna cadena
de p=t (B9
e ZgtToqt oo Fxg=uy+ A, A€ pH(BY),
donde
%€Cq 0 %y €Cqy sty «-r TECy ns

Como gz = 0, tenemos la (dg = 6, + d, + 9,) descomposicién
de dgz respecto a los grupos Cg 5

gz = dyxq + (0,2q + g%qmy) +
4 (03xg + 9,2g + Go2g-p) +
+ (Fg7qy + A17gz + FoTg-g) + ... =0

De la condicién dgr = 0 nos queda

Gozg =0, dy2q = —Qyayoyy doxg = —0Tgoy — FgTgoyg.
De aqui deducimos, que la cadena z,, os un ciclo de las diferenciales
dy, d,, d,, ya que

dy = dy (zq) = 0, d=aq, (-"‘q] = 8y (Tg-1)s

dypg = Optg — 6,070,y = 0y2q + A Tq_y = =0yTq_s.
Asi, al ciclo x de la filtracion ¢ le corresponde la cadena .r:q E Cq.1 (E),
que define el ciclo de todas las dlferenmales ey 1 = 5
Por eso «,; queda en los grupos Z _J ' (en nuestro caso L"”' = El"?).
Moslremos, que z; no es frontera de ninguna de las diferenciales
d, (r =0, 1, 2), y por lo tanto, da un elemento no nulo en E{Y.
Si zq = dyz = dyz para z € Cy 4y (E), entonces la filtracién Jel

elemento z =z — dgz s menor que g, ya que
# = (zqg — 903) + (7gog — 012) + . . .,

ademds, x4, — 9z = 0. Por eso x, 7= doz, ya que, por condicién,
g es minimal, y el ciclo z no es posible sucarlo del armazén BY, Sea
Zq = d, donde g =0 y v € Cgyy,5. Se verifica facilmente, que
un ciclo z — dgv tendria hltraclén <<q. Por eso rq 5 d, (Ker d,)
Luego, si 2y = dyw = 0w — 8,0;"9,w _para w € Cq4n,yy (donde
3..,w = 0, d,w = d,u), entonces, sacamos & 7 del armazén g-dimensional
z -~ — dgw. Bsta contradiccién muestra, que el ciclo de todas las
dl.ferencmles 2, € Cyyy (£) pasa a sor ESY y os distinta de cero en
ESY, sila filtracién de la clase de homologias z € Hyy; (E) es
exactamente g.
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Tenemos el encaje
Iy (E) — ; Egh.
g4j=n

Por el contrario, que se dé un ciclo de todas las diferenciales dy: z4 €
€ Cyq,y (E), mo igual a cero en EYY. Conocimos lo siguiente (que
todos los 9; = 0 con i = 3):
Gyg = 0, d1xq = gy,
6g$q - oy = dyz2 + hw, 601&’ =,
ZECqun, j+2r YECqaq, j+1s wE€ Cquu, jr1-
Tomemeos

:=Ie+7q«l+“‘q-z+*‘q—s+ T
donde x4y = —(y + w), Tq_0 = —%
Ist = By + {Ostq — Ogy — dqit) +
- (Dprq — By7 — Oy — Jw) + A = A,

donde A € p-! (B%-?). Cambiando al representante z,, y también
ay, w, z, obtenemos, en virtud de las relaciones (4) y (5), un ciclo

z de filtracién ¢, con la condicién de que 6, =0, i == 3.
Asi, cada elemento de los grupos Ey~'= 2} Ey°) representa
g+i=n
un elemento de 1, (E).

Complementos (fin demostracion)

1) Los clementos de filtracion ¢ = O siempre son ciclos de todos
los d,, r > 1; los grupos £{), sou isomorfos a /I, (£). Los grupos
Ef3) son grupos cocientes; el homomortisme H, (F)— EfS) <
< H, (£)coincide con el homomorfismo de encaje de fibra i: ¥ — E,

2) Los elementos de filtracién » (f = 0) no pueden ser fronteras;
aqui By = H, (B) v B0 < H, (B).

E] homomorfismo de proyeccion en un sumando j = 0

2 BNl =My () > B < Ho (B)
q+Jj=n
coincide con la proyeccion en la base

Py Hy (£) - I, (B).
3) Para las cohomologias todo es andlogo: se ticue una sucesidn
(E2J, &,), donde
) &, : E¥? o prtroimril 58, =0, Er=H*(E, &)
b) 3 EY —H(Bx )= H(B)® I’ (F);

g+j=n
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c) E_Eq.,;j=ﬂ* (£) (como un grupo);
a3

d) todos los grupos L% y los operadores &, son conjugados con
(EY), d.) en las homologias. Pero agui se tienen una nueva propie-
dad importante:

e} todos los B =2 E?7 son anillos anticonmutativos, ademis,
H*(Bx F)=E3 como un anillo; si @€ EH7, BEE™’ entonces,
ap € BV It g (— 1) g pare 8, tiene lugar la férmula
de Leibniz

8, (of) = (6,2) p = @ (8,:B)

(notemos, que el anillo £% no es isomorfo al anillo H* (), hablando
en general; ]a excepcidn es un caso, cuando E% es un algebra libre
anticonmulaliva; enlonces, esto es juslo también para II* (E)).

Estos hechos no los demostraremos, aunque los utilizaremos (en
especial, el e)) mé4s abajo, en los cilculos.

Consideremos algunos ejemplos de la aplicacion del {eorema de
Leray. Como sera visto, la construccién de los operadores d,, r = 2,
no tiene importancia alguna en los cilculos, son importantes solo
sus propiedades formales.

EJEMPLO .  Sea E = S§*+' — (P" = B con fibra /' = §' un
espacio fibrado estdndar (véase [1], parte 11, § 24). Calculemos un
anillo H* (CP"), utilizando informacién sobre H* (S%) y f* (§*'+!)
y condicion 5, (B) = 0.

I ¢ 7 Vi 7 7 7 7
7 a\\ g zzeQ\ 7 devi| 4 u eud »
Fid
S e pier e n|iesT e )| Hies

a1 7 7 T N
v | v | g [ud
7 7 z 7 7 7 3
Fig. 43.

En el término E* = H* (B) ® H¥* (F), véase la fig. 43 (todas
las células no nulas de £2¢ las tenemos paraj = 0, 1). Aqui H¥(S§*) =
= Alul, u* =0, degu =1 y H* (B) es incdgnita, salvo la con-
dicién n; = 0. Los grupos X9J son no triviales sb6lo cuando j =
= 0, 1. Por eso s6lo 8, 5= 0; cuando i >> 3 todos los §, = 0 por
razonamientos de dimensién, puesto que &, F0F s EgtrdoTH,
Los grupos E%Y son ciclos de todos los &, r == 2. El elemento

8, (u) € H* (CP™) = E2° cngendra un grupe I% (CP™); de otro
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modo, tendriamos H! (E) = H! (51) 5= 0, o bien H* (E) # 0, lo que-
es imposible. Sea v = §, (#) 7= 0. Para uv tenemos

8, (uv) =v?, &, (uh) =0viL

De la condicién H'(E)=0 con i<.2n, deducimos: H** (CP")=0
H2J (CP") es un espacio unidimensional, engendrado por un ele-
ento v’ para j << n. Aqui utilizamos la estructura circular de la,
iferencial &, (véase la fig. 43). "
piEMPLO 2. Sea E — S un espacio fibrado de Serre con fibra,
= Q (8™, z,) (nudos en la esfera). Aqui £ es contraible y H, (E) =
— 0. Para la hase B = S™ tenemos, que H, (S™) y H, (S") son espa-
cios unidimensionales; los demés Hy (8"} = 0, j %= 0, n. Las homo--
logias de la fibra F por ahora son incégnitas.

J
Zn-2| U | 7 z 7 ey

g\|aqd| 7 7 \|a
EEr#0
-7 " S
Z a""h..‘? 4 A e i &hio cuande
. q:&. 4

A "”(@1 g\l & 7| Y| —-— E‘fg SO LOROCIHDS Y O
triyigles cuanas g=4,7

a 7 o with

Fig. 44.

En el términe EP; = H, (B) ® H; (F) (véase la lig. 44} tene-
mos una diferencial no trivial Gnica

dp v — uy,

dy v ® uy, — Ug, ®

dy 10 ® Up_y = Uy

La forma de diferencial d,, (véase (8)) se obtiene inmediatamente del
teorema de Leray junto con condicion H, (E) = 0 y una forma de
homologias de la bage B == S". Por eso las homologias I, (F) tie-
nen la forma:

Hyugn-p (F), que es un espacio unidimensional,

Hy(F)=0, j&=kn—1.
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prosrEMa 2. Demostrar, utilizando la multiplicacién cohomolé-
gica (los coeficientes, es un campo R, £,0) ) que:

a) H* (QS")) es un anillo de los polinomios de una generatriz u
de dimensién n — 1, si n es impar;

h) £* (Q(S") = A lul @ Rv]l, degu=n—1, degv=
= 2n — 2, n es par.

PROBLEMA 8. Demostrar, que si en la triada de espacios (£, F, B)
cualesquiera dos tienen una de las siguientes propiedades, entonces,

el tercero también la ticne (se supone, que un espacio fibrado £ —» B
satisface las condiciones del teorema de Leray):

a) los grupos de homologias /. con coeficientes en algiin campo,
son iguales a cero;

b} los grupos de homologias H, tiemen un namero finito de
generatrices an cada dimensién;

¢) todos los grupos de homologias con coeficientes enteros son
grupos finitos (es decir, las homologias con coeficientes en R, @
o T son iguales a cero);

d) todos los grupos de homologias con coeficientes enleros son
finitos y no tienen elomentos de orden p, donde p es un nimero primo
(es decir, las homologias con coeficientes en un campo Z, son iguales
a cero}.

PROBLEMA 4. Estudiar las diferenciules d,, §, en los cspacios fi-
'brados:

a) RP#7 o 0P (la fibra S§1 con coeficientes en los campos
Zoo 2y p=>2, R 0 @

b) SU(n) — §2*-1 (fibra SU (n—1));

¢) 8O (n) — 8" (fibra SO (n—1)):

d) S8 o HP™ (fibra §%);

e) Vo, == 8"t (fibra Vy_y 0y);

£) V5 4GS 4 (tibra U (k));

g) V& u =~ Gy 1 (fibra SO (k).

Utilice la estructura circular en las cohomologias para los ejemplos
b} —g).

PROBLEMA 5. Demostrar los siguientes hechos:

a) 5i todas las homologias de un complejo simplemente conexo K
son finitas (es decir, si H, (K, R) = 0 para ¢ > 0), entonces, todos
los grupos homotépicos son finitos;

b) todos los grupos m,+; (5"} son finitos (excepto i =0 e i =
=n-—1, si n es par).

iNpicactoy. Considere un espacio fibrado de Serre £ 2~ K con
una fibra Q (K, k), donde E es contractable. Itere este espacio fi-

thrado. Para estudiar los grupos m; (K) utilice la igualdad n; (K) =
=13, (R(K)) = ... Para el primer grupo no trivial homots-
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pico utilice la igualdad: si =, (X) = 0. g << i, entonces iy (X) =
= H; (X, Z). Pase al cubrimiento universal, si se encuentra un
grupo @, (véase el problema 7 mas abajo).
Se tiens un procesamiento de «transformacién de la aplicacién
&t un espacio fibrado», que conserva tipos homotépicos:
" a) si K = L es un encaje, entonces se toma un espacio E(K, L)
de las curvas (rutas) que se comienzan en K y se terminan donde se
quiera en L. Evidentemente, E (K, L) ~ K (se contrae a K). Tene-

mos una aplicacién (E (K, L) 2 L, que confronta a la curva su
extremo. Esto es el espacio fibrado de Serre (demuéstrelo);

b) para una aplicacién general K — L es necesario considerar
un ccilindro» C; = (K X I (0, 1)) UL, donde (z, 1) == f (). Es
evidente, que ¢, ~ L. Luego, C;> K X 0 = K. Aplicando al par
€5 K x 0) la construccién a), obtendremos un espacio fibrade

K~E(K,L) &> G~L,

Es facil ver, que p es homotépico a f. Utilizando estas conslrucciones,
resuelva los problemas siguientes.

PROBLEMA 6. Demoslrar, que si la aplicacién f de los complejos
simplemeinte conexos induce un homomorfismo de los grupos de
homologias H, (K, R) XH, (L, R), entonces, la aplicacion f
induce un isomorfismo de grupos de homotopias

K @ Ry my (L) @ Re

Aplicarlo al caso, cuande K = 8% X §8 X ... X Sk Li=
= SU (n). Construya la aplicacion K — L, utilizando la roultipli-
cacién en SU (n).

PRODLEMA 7. Si X es un H-espacio (por ejemplo, X = Q (K)),
entonces para todo ¢ >0 demostrar la igualdad

Ho(X, R)=Hq (X, R),

donde X es un cubrimiento universal. Sea D = m, (X) vy K (D, 1)
= B un espacio tal, que iy (B) =D y n; (B) = 0, i > 1 (véase

§ 10 mds abajo). Considerar una aplicacién X-—ru-B, 1ty (X)
a2 n, (B) = D.
Transformarla en ua espacio [ibrado. Hallar la libra.

PROELEMA 8. Considerar un encaje (inmersidn) natural S" V/
\/ 8% §* X S*. ‘I'ransformarla en un espacio fibrado. Hallar
las homologias de Ia fibra £, Hallar los grupos homotdpicos mt; (GRS
VvV SHMOR =1

PRODLEMA 8. Sean: X, simplemente conexo, y H* (X, R), un
dlgebra libre (anticonmutativa). Hallar los grupos m (X) ® R

PROBLEMA 10. Sea m; (X) =0 con i< n — 1. Demostrar la
igualdad H; (X, R) = n; (X) ® R para j<<2rn — 1L

& el
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§ 9. Problema de prolongacién de aplicaciones, homofopias
y secciones. Clase obstaculizadora de cohomologias.

A. Planteamos el siguiente problema: sean dados un complejo
celular X y su subcomplejo L < K (por ejemplo, L = K1 s un

armazén del complejo X). Sea dadauna aplicacién L — X. Para sim-
plificar la parte algebraica, suponemos que X es un espacio simple~
mente conexo (u homotépicamente sirople, tal, quo m, (X) es un gru-
po abeliano y actda trivialmente en todos los grupoes =; (X)).

cEs posible prolongar la aplicacién f: L — X hasta la aplica-
ciéon F: K — X?

Sea o' una célula en X tal, gue dc* < L. En la frontera do' ya
tenemos una aplicacién j: L — X. lista aplicacién define un ele-
mento o {o', f) € M., (X):

8™ > o' 2 X.

Es evidente gue la aplicacién f se puede prolongar en una célula
of si, v sélo si, o (¢}, f) = 0 en el grupo n,_; (X). En particular,
siempre es posible prolengarla, si m; , (X) == 0. 8i a (¢f, )= 0,
entonces es imposible prolongar la aplicacién f en la célula ot (x es
un «ohstaculor).

En el caso general, habiendo comenzando a prolongar una apli-
cacién con primera dimensién tal, que se tienen células en K, que
no se encuentran en L, para un cierto ¢ tropezaremos con un «obsta-
culor no ftrivial.

of — a (0!, )€ m s (X).

Esto es una cocadena en (K, L) o en un grupo de cocadenas
CY(K, Ly (X)). Designemos a esta cocadena por oy .

Tiene lugar el

LEMA 1. La cocadena o, es un cociclo.

NEMOSTRAGISN  Por delinicién, tenemos: da{, (0™1) = a; (Fo™1).
Demostremos que la cocadena o4 se anula en 8o+, Recordemos, que
ay (07) fue definido por una apficacién dc' —~ X. Para simplificar,
sean K y L complejos simpliciales; entonces, do+! y da? son esferas,
que se encuentran en X, donde ¢? es un simplex de dimensidn g.
Sarge la siguiente situacién universal: para un simplex o*! hay una
aplicacién de su armazén (i — l)-dimensional en X {7, (X) =0
© f; Do actda en los grupos mi;.,). Sea representado o € 713, (X) por
una aplicacién de la frontera de la cara con el ntmero j: si g1 =
= (0, ..., i 4 1), entonces, la cara j-ésima es (0. 1, ..., f, ...

. w» =+ 1) (el nimero j esta borrado).
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PROBLEMA 1. Demostrar la igualdad
t1
,Eo ay(— 1) =0¢m._(X) (1)
J
para cualquier z.
" En efecto, el hecho es que cada cara de dimensién i — 1 se in-
cluye dos veces en la suma (1) y, ademés, con signos opuestos (el
grupo 1y, (X) es abeliano). Al mismo tiempo, de nuestras condicio-
nes se deduce que el punto inicial en la definicién de n;_; (X) es
insignificante. Por eso o es un cociclo.

LEMA 2. Si oy = 8P para cierta cocadena p € C*™1 (K, L, m,_4 (X)),
entonces es posible transformar una aplicacion f en un armazdén (i — 1)-
dimensional K™, no transformdndola en un armazén (i ~ 2)-dimen-
sional K2 y en todo el L de tal modo, que para una nueva aplicacién f
tendrd lugar op==0.

peMosTRACIGN. Con las condiciones del lema, sustituimos la apli-

<cacién f en la célula 6™ por una nueva aplicacién f: o' — X, de
manera que ellas coinciden cn d6*'; con esto, un par de aplicaciones

f.fde la célula ¢i-! definen juntas una aplicacién §i-! —= X, que da
un elemento —p (o) en el grupo m;_, (X). Después de semejante
transformacién de la aplicacion f obtendremos para la nueva apli-

cacién 7, el hecho que O = 0L = 6f = 0.

El lema gueda demostrado.

Como resultado de los lemas 1 y 2 obtenamos

concLustioN: Estad definido «el primer obsticulo» para prolongar
{a aplicacién oty € H' (K, L; 71, (X)) al intentar la prolongacién
de 1a aplicacion f del subcomplejo L |J K*-! en el complejo L |J K.
Su igualdad a cero es suficiente para la prolongacién (véase el lema 2).
Evidentemente, es posible la prolongacién, si m;_, (X) = 0.

PROBLEMA 2. Sean: 7, (X) =0 con i<Igq, v f: K?— X, una
aplicacién de un armazén g-dimensional. Sea que X no tiene células
de dimensiones 0 << p << ¢ — 1 (un complejo reducido, véase § 4).
Entonces, cualquiera célula o7 del complejo K define el elemento
f (a9 €y (X) mediante la aplicacién o? — X. Demostrar que el
obstdculo para prolongar esta aplicacién cn el armazén K%' es una
cocadena o; = §B. Ln particular, la aplicacién f se prolonga en
K, si B es un cociclo.

B. Consideremos un sobstdculo para la homotopia» de dos apli-
caciones f vy g: K — X, que ya coinciden en el armazén K91 En
cualquiera célula ¢? <= K7 del armazén K9 tenemos dos aplicacio-
nes f, g: 07— X, que coinciden en la [rontera: [ |ssq= g |svq.
Conjuntamente f y g dan una aplicacion de la esfera S? — X. Este
es un «elemento distintivor « (6%, 1, g) € n, (X). Asi, tenemos una
scocadeona distintivas

& (04, /1 8) € g (X).
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PROBLEMA 3, Moslrar, que &% = (1. Mostrar que para un caso
o = Off es posible cambiar 1a homotopia entre f ¥ g en un armazén
K91, sin tomar el armazén K% y después tendremos o = 0. Por
eso la distintiva se encuentra en 9 (K, n, (X)).

PRODLEMA &.  Sea que tememos un par (K, L}, L < K y sea dada
una aplicacién f: L — T™ en un toro n-dimensional. La condicion
necesaria de la prolengacién de la aplicacién f de L sobre K es la
signiente: si y €y (L) ¥ el encaje i L — I iransforma este ele-
mento en la umdad. i, (y) = 1, entonces debe ser f, (y) = 1 en el
toro I'". Demosirar que esta condicion ¢s suficiente para la prolon-
gacién, Demostrar que para prolongar la aplicacién es también suli-
ciente una condicidn analoga en las homologias, o sca para y€ Hy (L).
Tal situacion surge, por ¢jemplo, en la teoria de nudos (véase [1],
parte 11, § 26).

PROBLEMA 5. Hallar un conjunte s (K, 7"y de clases homoto-
picas de aplicaciones K — T (particularmente, para n =- 1 en 8').
Con mayor generalidad: sea X = K (D, ») un cspacio tal (¢«complejo
de Eulenberg-MacLanc»), que 7i; (X) = 0, is=n, ¥y a, (X) = D es
un grupe abelinno. Demostrar que = (K, X) = H" (K, D). Veri-
ficar para n = 1, gue H* (K. D) y n (K, X) se determinan por los
homomorfismos sy (K) — D. Este resullado sobre zt (K, X) es juste
para los grupos no abelianos 22 con n = 1. Ejemplos:
n=1:D=2%, [f{i?.. 1) == 81,

D=Zx ...XE, K(b, ))=1",
D=n, (M%), K (D, 1) =M} (superficie del género g>1),
D=Z,, K(D, 1)=8%/Z, (para m=2 tenemos K (Z,, 1)=
=RP™ 0 RPY. N - c0),
D=F (grupo libre), K (F, 1)= 8V ...V &' (ramo de
circunferencias).

1lay muchisimos ejemples de espacios K (D, 1) con distintos gru~
pos D = m; (X). El unico espacio, que se construye simplemente,
K@D, 2) esel caso n =2, D=2Z, KD, 2) =CP> = §7/§*
(véase [1], p. II, § 24).

PROBLEMA 6. Sea X" un complejo de dimensién n. Hallar las cla-
ses homotopicas de aplicaciones K" — S§*. Demostrar la igualdad
n (K, §") = H™ (K™, ).

C. Es completamentie andlogo el problema de construccién y de
homotopia de secciones de espacios fibrados £ 2 B con fibra F,
donde la hase B estd representada en forma de un complejo simplicial
o celular. Otra vez, para hacerlo més ficil, suponemos que la base B
¢s simplemenie conexa (o, més débilmente. m, (B) no actia en los
grupos m, (F) mediante traslaciones) y la fibra F es también sim-
plemente conexa u homotidpicamente simple.



§ ?. Teoria de los obstéculos 11

Sea dada una seccién ¢ en un armazon B%! < B. Sobre un sim-
plex of < B? se tieme un producto directo p~? (0%) = o? X F,
En la frontera do? = 8971 se tiene una seccion g: do? — do? X F,
donde py = 1. Por eso estd definida la aplicacién §o% = §%-! — F,
que da un elemento o (0% @) € n,, (F) (cocadena obstaculizadora).

PROBLEMA 7. Demostrar que 6, =

PROBLEMA 8. Demosirar que para o == 8@ es posible transformar
la seccién en el armazén B%!, no tocindola en B2, que o = 0.
De manera que « € H? (B, ng, (F)).

PrOBLEMA 9 Sea gue la fibra os una esfera §%1 = F, Mostrar
que el obstaculo « € HY (B, m,., (F)) es una «lase de Eulers de
espacio fibrade, (véase [1]. parle 11, § 25), definida con ayuda de
conexién en un espacio fibrado con impares ¢ — 1 para los espacios-
librados con un grupo G = SO {g) como un elemento de H9 (B, R).

proeLEMA 19.  Consideremos un obstdculo para la homotopia de-
dos secciones ¢; ¥ 42 B — L. donde py, == pG, = 1. Sea que coin-
ciden las secciones en un armazén Bi-1 < B. Determinar el ohsta-
culo para la homotopia y estudiar sus propiedades

o {F1, w2} € H? (B, Ty (F)}.

EJEMPLO | Sea contractable la fibra, n, (F) = 0 para todo i;
entonces, siempre existe la seceidén, y lodas las secciones son homo-
tépicas. Por ejemplo:

a} I es un conjunto de métricas de Riemann posilivas (en un pun-
to dado) sobre una variedad /™. Sabemos (véase [1], parte II, § 8),
que siempre existe la seccidén (métrica) v que dos sceciones (dos mé-
tricas positivas) son homolépicas, y entonces es posible unirlas con
una curva., Sila métrica es indefinida (por cjemplo, de forma (p. g)),
entonces, este resultado no es correcto. ¢Cuéles son los grupos m; (F):
para esle caso? Netemos, que F = GL (n, RY(O (p, ). p + g = n.

b) I es un conjunto de ¢superficies horizontales» en un punto-
dado de espacio £ — B o de conexiones (véase [1], parte II, § 24),
donde fue demostrada la existencia de la conexion).

rizmrLo 2 Sea £ 2> B un espacio fibrado con un grupo G =
= O (n} y una fibra . Consideremos un espacio fibrado nscciade
de k-jalones (ortonormalizados): F, I, B,1a fibra Fy = V¥V, (varie-
dad de Stiefel de k-jalones en &"). En particular, para k = »n, Le-
nemos F, = O (n), y para k = 1, tenemos F; = S$™1, Los conoci-
mientos sobre los grupos homotépicos de fibra los obtenemaos de [1],
parto 11, § 24:

7ty (Vin) =0, i<<n—£k,
Z, n—Fk es impar,
Tt (V. "}'_[ Zy, n-—Fk es par.
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La clase obstaculizadora de cohomologias para consiruir secciones
de estos espacios fibrados tiene forma («el primer obsticulon»)

ay € H" (B, npop (V. s))

para todo £ =0,1,2, ..., n— 1.
DEFINICION 1. La clase «) (mod 2) se denomina «clase de Stiefel —
Witney» de espacio fibrado y se designa por

Wo=tp_gsy (mod 2) € HY(B, Zy), gq=1, ..., n.

Por definicién, se supone W, = 1 y se forma un ¢«polinomio de Stie-
fel —Witney»

W) o W s B

donde ¢ es una variable formal. A lasclases de Stiefel =Whitney de
una variedad suave /™ las llamaremos clases de espacio fibrado tan-
gente.

PROBLEMA t1. Demostrar, que la igualdad W; = 0 es necesaria
y suficiente para orientabilidad de la variedad M. Mostrar, que
W, es una caracteristica de Euler (mod 2).

PROBLEMA 12.  Demostrar, que para los productos directos de
variedades (o para los productos directos de espacios fibrados) te-
nemaos

W ()= W (1) W (2)

(el producto en un anillo de cohomologias #* (, Z,) y W, W son
polinomios de Stiefel —Whitney de los factores).

PROBLEMA 13, Demostrar, que para un espacio fibrado no trivial
unidimensional estiandar 1 sobre RP" («cinta de Moebius», véase [1],
parte II, § 24) tenemos

W(t)=14+Wit, W,cH' (RP", Z)=2Z,;, W 0.

‘Calcular un polinomio de Stiefel —Whitney de un espacio fibrado tan-
gente T sobre RP", utilizando el siguiente resultado: v @& 1 =
=7 @® ... @n (véase ol problema 1 de [1], parte II, § 24).

PROBLEMA (4. Examinar k& campos vectoriales 1y, . . -1 my sobre
una variedad M™ (en posicién general). Surge un «iclo de singulari-
-dades», donde los campos son linealmente dependientes. Mostrar,
«que esto es un ciclo (mod 2) en un grupo H,_, (M™, Z,), dual, segin
Poincaré, a una clase de Stiefel —Whitney W, _p44.

eEtEMpLO 8. Consideremos un espacio fibrado complejo E i
-con fibra C" v un grupo G = U (n), y los espacios fibrados asociados

de k-jalones unitarios (complejos) en él E, -~ B, fibra F) = VE_,,.
‘Conocemos los grupos homotdpicos (véase [1], parte II, § 24):

(VS =0, I1<2(n—Fk), nam-nts (Ve 2)=2.
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El primer obsticulo para construir la seccién del espacio fibrado
Ey, 2~ B es un clemento de cohomologias con coeficientes enteros

Cnopat € HE242(B, qyn ey (VE ) = H*(B. Z).

peEPiNtcioN 2. La clase ¢, se denomina «clase de Cherns (g =

=1, . ...) del espacio fibrado £ -~ B. 5i B = M ¢3 una variedad
compleja, entonces, las clases de Chern del espacio fibrado tangente
se llaman clases de esta variedad. Se introduce el «polinomio de
Chern»

c@ =14t + ... +egt9+ ...,

donde ¢ es una variable formal.
PROBLEMA 15.  Demoslrar que para el producto de espacios fibra-
dos (o variedades) es justa ia Idrmula

¢ () = ¢ () c (v,

donde ¢, ¢ son polinomios de Chern de faclores.
PROBLEMA 6. Mostrar, gue para un U -espacio fibrado estindar
1 sobre CP™ tenemos

c(t) =1 4 ¢,

donde ¢, € H® (CP", Z) es un elemenly béasico.

{J Hallar el polinomio de Chern de un espacio fibrado langente %
sobre CP", utilizando el hecho de que t® 1 =n® ... & n
(idemuéstrelo!, véase [1]. parte Il, § 24).

PROBLEMA 17.  Mostrar que para variedades complejos A2 la
clase ¢, coincide con la caracteristica de Euler. Iallac los polino-
mios de Chern de las superficies de Riemann.

PRODLEMA 18. Mostrar que es posible reducir nn grupo estructural
del U (n)-espacio fibrado a SU (n) si. y sélo si, ¢, = 0,

ProbLEMA 19, Para un espacio fibrado complejo-conjugado E
aun espacio fibrado E con base B (véase [1], parte 1I, § 24) demostrar
la igualdad

eft, —c(—1t, %)

0 car (£) = cos (B)s
€549 (B} = — €344y fg'f

PROBLEMA 20. Demostrar que las clases de Chern c. consideradas
en el grupo A% (B, R), coinciden con las definidas medianle cone-
xiones en los espacios fibrados (véase [1], parte I1, § 25) Bsto resulta,
especialmente ficil para la clase ¢;. De manera que las ¢lases, ante-
riormenle definidas como expresiones del tensor de curvatura (des-

E—ni126
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pués de normacién) tienen siempre integrales con coeficientes enteros
por ciclos en cualquier espacio fibrado.

PROBELEMA 21 Demostrar, que el polinomio de Chern (mod 2)
de un espacio fibrado complejo & define el polinomio de Stielel —
Witney del mismo espacio fibrado como real, 0 como espacio fibrado
#E, donde r s una operacién de ¢materializaciéns — véase [1],
parte 11, § 24.

piEaeLo 4. Consideremos uwn O (n)-espacio fibrado real m. Es
posible «complexificar» este espacio fibrado (véase [1], p. II. § 24)

m —en = &

El espacio fibrado & = cn tiene un grupe G = U (n) y_c-sté
«autoconjugador. Esto significa que los espacios fibrados E y E son
isomorfos: § = €& (comprobarlo). )

pErINIciox 3 Las clases de Chern de (—1)'c,; espacio fibrado
complejo E = e sc denominan elases caracteristicas (de Pontriaguin)
de un cspacio fibrado real n ¥ se designan por p; {n) € 4 (B. 7).

Del isomorfismo & = E obtenemos

a1 (E) = €25 (8) = pr (M),
Careq (B} = — €214 (),
y. debido a ello, 2¢4;4; = 0. Por eso, no se consideran las clases
Coi+1 en el caso real.

PrROBLEMA 22, Calcular las clases p; (Cp™).

proBLEMA 23, Hallar la clase p, (M&,) para una variedad no
singular M#, dada en CP® por una ecuacion (en un dominio finito
C* <= CP?) de grado n.

PROBLEMA 26, Demostrar la coincidencia dec las clases p; con las
clases, delinidas mediante conexiones en los espacios fibrados (véase
[1), parte IT. § 25).

PROBLEMA 25. Demostrar que si una variedad orientable MM,
¢s un borde de una variedad orientable, o sea, M, = W5, entonces
py (M%) = 0. En forma general: si M" = @¢W™*!, entonces cada poli-
nomio de dimensién n de las clases W, y p, es trivial (para un caso
rlm orientable, sélo de W,). Expresar las clases p, (mod 2) mediante

V.

§ 10. Homologlas y métodos de célculo de los grupos
homoiépicos. Teoremas de Carfan-Serre. Operaciones
cohomolégicas. Espacios fibrados vectoriales.

I. Noci6én de operacion cohomoldgica. Ejemplos

Es muy dificil el problema de célculo de los grupos homoto-
picos de variedades y de complcjos finitos. Este problema es inso-
Tuble algoritmicamente en el mas fuerte sentido de la légica mate-
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midtica para los complejos no conexos simplemente, donde un grupo
f; actia sobre lodos los m;. Incluso para un case mdis importante
y simple de los complejos simplemente conexos {por ejemplo, esfe-
rag) el cdleulo concreto de los grupos homotépicos resulta un pro-
blemu muy dificil, no resuelto. Los métodos geométricos directos
permiten obtener algunos resultados sobre los grupos homotépicos
(véase |11, parte 11) en cierlos casos particulares. Se consigne formular
métodos regulares de cdleulo de grupos homotdpicos basdndose en la
teoria homolégica de los espacios fibrados junto con la teoria de las
homotopias, formuladas m4s arriba. Mostraremos aqui un modo de
optener informacién sobre las partes infinitas de grupos homoté-
picog n; (K) ® @), donde & es ¢l campo de los nimeros racionales
para los complejos simplementle conexos, logue ya [ue examinado
parcialmente en los problemos del § 8. Notemos que el cileulo de la
parte finita {torsion} de los grupoes homotépicos m; (K}, como se verd
més abajo, exige desarrollar métodos incomparablemente mas com-
plejos. La base de todos los métodos algebraicos para caleunlar los
grupns homotdpicos. salvo ya formulada teoria de Jax homologias,
son las llamadas, «operaciones vohomoldgicasy, es decir, aplicacio-
nes 8 HY(K, L. G))— H" (K. L; G,). que tienen las siguienles
propiedades:

a) La aplicacién 0 estia definida para todos los complejos K. I
¥ 08 homoldépicamente invariante;

by la aplicacidn 08 es wmalurals (olros términos son «funclorials
o wovariantes): eslo significa que ella conmuta con aplicaciones con-
tinvas f: (K, L) - (K", L")

% = f*o.

EIEMPIO . 8 (x) = o™, donde x € H? (K, L; G). Aqui p — mgq.
Para Gy = G, == Z,, donde m = p es un nitmero primo, lenemos
0(x 4+ y) — 2 + y*, 0 (ha} = 20 {(x). ya que A’ = L. En esle caso
0 es nna aplicacidon lineal. Para el campo racional § = @, = G,
la aplicacién 8 no es un homomorfismo.

EJEMPLO 2. O () == G, (x). donde x € H? (K, L; Z,). §, (x) €
CH™ (K., L; Z,).

La definicién del homomorfismo §, fue dada en el § 3: si ¢l ele-
mento & se vepresenta por una cocadena con coeficientes enleros
TEC" (K. L; Z), # = z mod p. entonces 8,3 = (%63) médulo p.

Se tiene una generalizacién natural 8,. S, .. .. &, de un hamo-
morfismo §; = 8,1 51 & € Ker 8,. 0 sea, la cocadena (% ﬁ"::-} muod p

es cohomoldgica & cero, enloncues, -:—lh} = py ¢ bz Por oeso esti
definida la relacion
" - 1 § i ;
yimod p) = &, (x) = - (—’7 B —-t"_\z} .
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pPROBLEMA 1. Verificar que &, es un homomorfismo correctamente
deflinido

A%(K, L; Z,) = Ker 6, H*\ (K, L; Z,)/Imb,,

que conmuta con las aplicaciones countinuas, o sea, f*8, = 8,f*.
Construir, por analogia, homomorfismos superiores
8p: N Ker §; = A% () Tm 6;.
i<h ik

Los homomorfismos 8, si & 22 2, no estan definidos por doquier
y son multiformes. Por eso a ellos se los llama operaciones cohomols-
gicas «superioresr o ¢parcialess. El valor de los homomorfismos &y
es el siguiente: si conocemos la estructura de H* (K, L; £p) y la
aceion de los operadores §,, entonces podemos reconslruir un grupo
de cohomologias con coeficientes enteros /¥ (K, L; Z)/T,. donde
I'p es una parte periodica del orden. primos entre si con p.

PROBLEMA 2. L5 nicleo de todos los &, sobre H* (K; Z,) es el
resultado de la reduccién del mod p de un grupo con coelicienles
enleros H* (K; Z).

PROBLEMA 3. Si o = &,y y & % 847 cuando ¢ << K, enlonces el
clemento & representa un eclemento generatriz x € H* (K; Z) de
orden p*.

De este modo, el conocimiento de los operadores §, para Lodos
los p en las cohomologias H* (K; Z ) (0 en las homologias I, (K; Z ).
donde estan conjugadas a las cohomolégicas) permite reconstruir las
homologias y cohomologias con coeficientes enteros.

Los operadores 8, tienen las siguientos propiedades:

a) es<lan definidos en todos los grupos H? para todoes los g {0 en
sus subgrupos) y son homomorfismos;

b) conmutan con un homomorfismo & de la sucesién exacta del
par (icomprobarlo})

&
HY(K, Ly Z,)— HW (K, L; Zy), 88, =0848.

8i k= 1, la operacién 8, = 8, estd definida por doquier y es uni-
voca.
DEFINICIGN . Las operaciones 8, que tienen las propicdades a)
y b) se llaman cestables».

La causa principal, que facilita los cdlculos de los grupos homo-
tépicos ny (k) & @), es la ausencia de operaciones cohomoldgicas no
triviales {que no se reducon a una operacién de elevacién a potencia)
en las cohomologias racionales M7* (; @) (esto serd demostrado mas
abajo). La finica operacién cohomolégica ¢establer en las cohomolo-
glas racionales (reales, complejas) es la de multipkicacién por un
ntamero (escalar):

0 (x)=ha: I — Hga
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~ El ejemplo del operador &, muestra, gque las  cohomologias
H* (; Z,) tienen operaciones cohomologicas estables po triviales.
Sin demostracion, indiguemos gue hay muchas operaciones estables
po triviales en las cohomologing de médulo p {véase [45]).

TEoREMA 1 (Steencod). 1) Sea p = 2. Para cualquier numero
i>= 0 se tiene una operacivn cohomoldgica esiuble 0. designade por
8¢, que da un homomorfismo

Sq': HU(K, L1 £,) —H%™ (K, L; Z,)
para todos los q. La operacion Sq' tiene las siguientes propiedades
a} Sg' () = 0. si g<< is
b) §¢° = 1;

c) Sg'(x) 2, g=1i; _
d) Sqplzny= > S¢(2) Sg* (y);
5 =i

e) Sqt (x) = O,z.

2y Sea p==2. Para cualquier i = 0 estin definidas las opera-
ciones estables St

Sty HO(K, L33 £y — HB2TO-0 (K, L} Z,)

tales, que

ay Stp(r)==0, g<I 2§

b} 61‘;, =1;

c) Sipix) = a¥, q=21

1 i oY i k
d) Sty (2y)= 2 Sty () Sty ().
L apdet

Todas las operaciones estables se expresan por medio de productos
(superposicion) de operaciones de Steenrod (es un teorema dificil).
Hay entre cllas relaciones algebraicas no triviales: como se aclarmd
mas adelante, toda esla estruciura crea un proceso complicado para
calcular la parte finita de Jos grupos homotdpicos. Notemos, que Ja
mas simple ilustracién de tal empleo es la estructura de un complejo
bicelular: el elementn z € my 2, (87) define un complejo bicelular

K= D4 a+s U xsfl'
tal. yue
HU (K ; ()= Gy, H"395 (R0 Gy =G,
(que forman, correspondicntemenle, z y w). Para ¢l caso ¢ = n,
kg -+ 1= 2n, este complejo se examind en ¢l § 7.
LEMA L. Si se halla una operacidn colwmoligica no  trivial

6: H (; Gy) — HWher {2 Gy tal, que® (z) 5= 0, enlonces el elementa
== 0, donde & €1y .y (S,
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pEMosTRAION, El tipo Lomotdpico de un complejo K, para
&=1 liene forma de ramo K, ~ §T7-4y §9 Consideremos la apii-

n
vacion K, — 8% idéntico en un svmando S$7 y que proyvecta ol
segundo §H+9+1 en un punio. Puesto que S$7< K,, tlenemos una

proyeccidn K, e K, tal, que
%= = A%, n¥ = (O HUCL o gl

Puesto que 8 {n*,) = n*d (z), por detictdn de operacion cohomold-
gica, tenemos gque 0 = 0 (a%,) = 0 (z). Il lema gueda demosirade.
Un cjemplo teivial: ¢ = n. 2. es la multiplicacion por 2° ¢ Z ==
= (S 0 = 8 WY (K Zy) - 1" (K7 Ly).
11. Complejos de Eulenberg—MacLane y operaciones.

Ya introdujimos sccomplejox de Bulenberg— MacLanes K (D n) =
-= K tales. que

A, (K) =D, m(k)y=0. j==n

(vfase el § 9). Tomemos como un hecho que tales complejos existen
{véase [43]) para todos los (0. r) ¥ que son celnlares o homoldopica-
menle equivalentes a ellos.

s evideale lo siguiente:

KDy X Dy n) = K (Dy. 0) X K Dy, n),
Q(K(D, n)y =K (D, n—1).

Efectivamentle, ulilicemos la siguiente igualdad (véase {1l
parte 11, § 24): m; (Q (X)) = 15, (X).

Tiene lugar el siguiente

TooreMa 2. Para cualquier complejo celular X lu clase homoiépica
de la aplicacidn f: X — K (D). n)es definidu completamente por cterty
elemento de un grupo de cohomulogius & € H" (X; D); es justo el iso-
morfismo candnico [X; K (D, n)l =~ H" (X: D).

peMosTRACION.  a) Sea dada una cocadena & € € (X7 D). Damos
1a aplicacién del armazén X" en un punlo. Demos la aplicacion en
el apmazén X asi: a una célula ¢" < X" le corresponde un elomento
x (0") € m,, (K (D, n)) = D. La [rontera oo™ ya estd aplicada en up
punto. Apliquemos la célula " — K (D, ») en concordancia con el
elemente z (o) de n, (K (D, n)). Prolonguemos la aplicacién ep
un armazén X"*1. Este es posible si, y sélo si, 8z = 0 (véasc el § 9).
in adelanle, suponemos por induccidn. que en el armazdn X
ya estd construida la aplicacién fi X™™ — K (D, r). Ya que
n; (K (D, n)) =0 cuando j== n, el obstéculo para prolongar la
aplicacién f es igual a cero, y prolongamos las aplicaciones por los
armazones sobre Lodos los X.
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b) Sean dadas dos aplicaciones f: X — K, g: X — K, construi-

drs por dos ciclos cohomolégicos x, z, ¥ — z = Oy; es posible, en
concordancia con el § 9 transformar la aplicacién f en el armazén

de dimensién n — 1 de tal modo, que x —~ z — 8y. Después obten-

dremos & = x. Se deduce de la igualdad de todos los grupes my (K)
para j = n, que las aplicaciones son homolépicas.

El teorema 2 queda demostrado.

TEOREMA 3. El conjunto de todas las operaciores cohomoldgicas
& H" (U, L; D)— H? (M, L; @) estd en correspondencia natural
reciprocamente univoca con los elementos del grupo H? (K; ) =
= H? (K (D. n); G). _'

DEMOSTRACION. Consideremos un elemento «candnicor u €-
€H" (K (D, n); D). que se define asi: por ¢l teorema de Hurewicz
tenemos que A, (K (D, n), Z) = n, = D. Luego, H" (K; G,) =
= Hom (2, G,). donde Hom (. G,) son homomorfismos de un
grupo abeliano D en G,. Si D) = (G,, entonces en un conjunto
Hom (D, D) se tiene un elemenlo «unidadr © € Hom (D, D) o sea,
un homomorfismo idénlico. De Ja demostracién del teorema 2, vemos,
gue la correspondencia H" (X. D) =~ {X, K] se establece asi: si estd
dada la aplicacién f, enlonces

[f) <= /* () e H" (X5 D).

Demostremos ¢l teorema 3. Si se da la operacién cohomoldgica 8,
-enfonces queda definido el clemento 8 (u) € £7 (K; G). Tenemos la
correspondencia 8 — 8 (u).

Sean dados el elemento B (u) € [P (K; G) y cualquier comple-
jo X. Fijamos el elemento & € " (X; D). En virtud del teorema 2
tenemos una aplicacién j: X — K, donde f*u = z. Suponemos, que
@ (z) = 8 (ffu) = %0 (u). El teorema 3 queda demostrado.

TEOREMA 4. Para cualquier grupo abeliano finitamente engendrado
D el anille de cohomologias H*(K (D, n); @) es un dglgebra anticon-
mutativa, engendrada por las generatrvices de un espacio lineal D¥ =
= Hom (D, B) = H" (K; L).

pEMOSTRACION. El geupo D es una suma directa de los grupos cieli-
s D = Z X ... X E X Zp, X ZLp, X ... Demostremos
shora para D =7, que HT (K (D, n); ) = 0. g>0. Para
K = K (D; 1) esto fuc establecido en el § 9, ya gue

K(D, 1) =8%/Z,,=L~'(1, ..., 1), ~N-—>co.

Sea que esto ya estid demostrado para p << n.
Consideremos el espacio fibrado de Serre.

E-~ K@D, n), F=K@D n—1),
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n;(E) =0, 7> 0. De la sucesién espectral en las cohomologias

H* (; @) tenemos £29 = 0, si q>0 E30 = HU (B; (). Por
eso todos losdy= O conr 22 y Fd® = B30 = HY(E; () = 0.
Por eso £4° = HY (B) = H (K (D, n)} = 0. Para D = Z,, y por
eso paraD =Zy, X ... X Zm, tenemos A% (K (D, n); §)) =0

para todos los g>0

Sea D = Z. Considercmos un espacio fibrado de Serre, supo-
niendoe por induccién, que el teorema eslé demostrado para todos
los p =< n. Tenemos dos casos:

a) n e¢s par, H* (K (D, n —1); Q) =A lu,4l;

b) n es impar, H* (K (D, n —1); ®) = © (u, 4]
Deberaos deducir de esto y de la condicion H? (E; ) = 0 con
g > 0, que la sucesioén espectral tiene una de las dos formas siguien-
tes:

(a
dy=0, 122, iskn;
n—1| u 0 up 0 uy® dn (u)}=vw; dn¥)=0,
0 0
i 1 0 v 0 v2
] n
b)
di=0, i=2, iskn;
2n—2 u® u®v dy (w)=v, dnv}=0.
0
n—1 u up
i] 1 u

Aqui se utiliza sustancialmente la multiplicacién cohomolégica en
la sucesién espectral. Después el resultado necesario ya casi estd
evidente de las tablas indicadas, ya que en ambos casos tenemos
Egg = ( para todos los p, ¢.
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Como D=ZX ... XEZXZy, % ... X Lm,, el teorema 4 queda
demostrado.

H1. Caleulo de los grupos homotépicos m; @ &

TEOREMA 5. (Carlan—Serrc), Sea que un anillo de cohomologias
de un espacio simplemente conexo (uw homotdpicamente simple) X sobre
@ hasta la dimensién k es tsomorjo a un dlgebra libre anticonmutativa
con generatrices libres z; € I1=j (X: @), donde c; << k. Entonces. son
justas las siguientes afirmaciones:

a) el homomorfismo de Hurewics

H: (X))@ Q—H (X; Q)

tiene un nicleo nulo parn todos los i <<k — 1.

b) la imagen H (e, (X) @ ) tiene un producto escalar nule cor
todos los elementos z € H¥ (X; G}, los que se descomponen no frivial-
mente en los producios * = yz. degy > 0, deg 3 > 0.

c) el grupe m,; (X) @ L es isomorfo (conjugado) a un factor
HY (X; D)T, donde I se compone exaclamente de todos los elemenios
descomponibles no trivialmentle en el producto, v << It — 1.

DEMOSTRAGION. En virfud del leorema 4 ex jusln nuestra afirma-
cién para los complejos A (D, nr), y por lo tanlo, para cualesquiera
productos direclos (aqui /L == o0):

K = K(Dy o) ¥ KDy o) X K(Dgomy) ¥ -0 . (%)
Qg < Glg <L Gy < ...

Demos una aplicacién X ~i K. donde K esta construido en for-
ma (*) para un juego de les gyrupos abelianos libres 12; de los rangos,
iguales al ntimero de generatrices libros z; en la dimension oy En
virtud del teorema 2 tomanios una aplicacidu j tal, gue j*: % X
X (K; ) = H* (X; 1) es un isomorlismo hasta la dimension L.
segin condiciones del teorema. En concordancia con el procedimivnlo
indicado cn el § 8. transformemos la aplicacién § cn un esgpacio  Ti-

bradoj; X — K, la [ibra . donde X es homotépicamenle equiva-
lente a X.

Puesto que f* es un isomorflismo en dimensiones menor que A.
se deduce de Ja sucesidn espectral de este espacio filirado nmediala-
mente: H¥ (F; @) — 0 en dimensiones menores, que & — 1. Para
X simplemente conexos es posible considerar. que el grupo Dy ne
es abeliano libre, sino que coineide exactamente con el primer grupo
homotopico no Lrivial del complejo X. Por eso 7, es un isomorlismeo
en un grupo @, (X)) — sty (K). Asi, tendremos my (F) = 0, de la suce-
siom eaacta de espacio fibrado (véase [1], parte 11, § 22).
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LeMA. S las eohomologios HT (F; 4) de un espacio simplemente
conexo I son iriviales von g <<k — 1, entonces m; (F) ® © —= 0
con e <<k —1

DEMOSTRACION DEL LEMA. Por el teorema de Hurewicz el primer
grupo no Lrivial m,, (F) es finito. Consideremos una aplicacidén
{espacio fibrado) f: F — K (ng, (#). 2) con libra F,; Pueslo que
H* (K {m,, (F). 2); §) =0, de la sucesion espoctral resulla que
H* (Fg: §) = I (FF; ). Con esto, el espacio Fy ya tiene un grupo
nilo m,, (Fg) = 0, a; (Fy) =0, j= o, Por induecidn, reducimos
el lema sl Leorena corriente de Hurewicz. Ellema gqueda demos-
trado.

DEMOSIIACION DEL TEOREMA DE GARTAN — SERRE  Del lema obte-
nemos. que 1y (F) ® 0 = 0 para todoes los ¢ = & — 1. Bl teorema
sobre el isomorfismo de los grupos o, (X) @ @ =~ ; (K) @ 1 sc
dednee shora de la sucesidn exacta de fos grupos homotdpicos de un
espicio fibrado.

COROLARIO 1, Paracualquier grupo de Lie son no (riviales los grupos
homotdpicos n, (G) @ @ sdlo con v - 2q — ) impares. y corresponden
eractamenle a los generatrices libres del anillo HW* (G, Q) =
= A [qu- - e xikl-

CORDLARIO 2. Para una esfera 8" tenemos

n=2 n, (8@ O =Q, To,4 (8" QL =10
L8R =1, j#=n, 2n — L
ne—2k-H1:im, (S @ Q=>0,
(SR G—=0, j==n.
De la demostracidn del corolario 2 se dednee del siguiente hecho

{(véase ol § Th

Rlrpy), n=2k4-1,

A[xn-i] @ \]_:' ]'rin-?.‘t n=2k.

COROLARIO 3. Si X es un complejo (n— 1)-conexo (o sea, iy (X) = 0
para j << n), entonces pare todos los grupos n, (X) para g < 2n — 1,
lenemos el isomorfismo

H: 2y (X) ® Q — H, (X) ® Q.

La demostracién se reduce al hecho de que los productos de coho-
mologias pueden surgir sélo en la dimension 2n. Por cso el anillo
H* {X; ©) para un complejo (» — 1)-conexo es siempre libre, hasta
la dimensién 27 — 1.

PROBLEMA &4, Calcular los grupos homotédpicos de los ramos de
esferas 8* \/ 89, n, (S*\ 8% ®@ Q.

IEn todos los casos, el cdleulo de los grupos n; (X) & @) para los
complejos simplemente conexos se reduce al cdlculo de las homolo-

Q8" B)=
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gias racionales II* (Q (X); §). ya gue este anillo es un algebra anti-
conmutativa libre, en virwud del § 7.

CconOLARIO 4. Si X tiene un tipo homotépico de un H-espacio hasta
la dimensién N, entonces {1% (X ©) en un dlgebra libre hasta la di-
mensién N — 1 y tiene Iugar el isomorfismo

(X mie®)'= 2 H (X QIT,
P -8 i=N-2

donde T consta de todos los elementos descomponibles en productos no
triviafes y M* es un espacio conjugado a M.

IV. Aplicacion a los espacios [ibrados vectoriales. Clases
caracteristicas.

W
Consideremos una  aplicacion  natural G 4 X Gray —
&
— Gy 41, x4 engendrada pov una suma directa de los espacios
lineales. Aqui Gy, y 03 una de las variedades de Grassmann reales,
complejas y cuaternias. Cnando V — oo. 37 — oo, oblendremos la
aplicacion

W
GI!.N = Gn'.m_" Gh—l’, o
o (véase [1], parte TT, §24)

L
BG, % BG,— B (Gg ),

donde G, cs un espacio clasificador (universal) del girupo G, v Gy
es uno de los grupos O (). SO (n). L7 (n). Sp 17). Ahora notemos, que,
segtin los resultados [11, parte 11, § 24, con encajes O (1) = O (n + 1),
SO (n) = 8O (n 1), Uln)= L {n+ 1}, Sp(n)= 8p (n | 1), ¢l
tipo homotdpico ese estabilizas: exactamente esto signiltca, gque para
cualquier complejo X de dimension <<V hay un isomociismo de
clases homotépicas de aplicaciones [X, BG|

[X, Gk o —X: Gigs. s
donde N ==k para G = O (n), SO (n),
N =2k para G = U(n), S (0.
N = 4k para G = Sp (n).
Hablando en rigor, en [1]. parte LI, § 24, esto [ue demostrado para

(X, G Pueslo que ity (G} = 71,4 (BG). de la igualdad n; (G, G,) =
= ) para un encaje (de grnpo) G, = 7, se deduce

T4y (BGy, BGy)=0

para los mismos valores de i. Por cso el encaje BG, — BG, para los
pares indicados (G, G.) eslabiliza el tipo homotépico.
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Es posible introducir un elimites G, = . SO, U, 8L, Sp.
0=£i_11:a0(1}: 0@R2)c ...cOiN)c .
S0 = ;]\'in:aSO(I) SO R v SN ey
U::\I,fn:o{:“) S o NS vom

SU_Jim SUM) = SU(2) = ... SUN)= .. .,

Nwoa

Sp =\l‘im_ SphycSpi2)ye ... = SpiN)= ...

Para los grupos G~ los espacios universales IiG ., ya son H-espacios
Geo < Goo =l (sima directa),
BO . BO S BO,
BS0 % BSOS Bso,
BU « BU - BT,
BSU « BSU 5 BSC,
By s S0 B8,

donde el papel de sunidad de Hf-espacioy &, € GG lo desempeia
cualguier punto fijado (jverifiquese!). I9s posible decir de olra ma-
nera: ¢l BO (#) tiene un tipo homoldpico de F-espacio hasta la di-
mension N = n, el BSO (n). hasta V = n; el BU (n) y el BSU (n),
hasta ]a dimensién N = 2n; el BSp(n), husta la dimensgién N = 4n. Mas
adelante (véase § 25) so mostrara, que U = Q (U), BSp =
= Q (Q (2 (SO))), FS0 = Q (L (Q (Sm))).

Conocemos los anillos H* (G, {,) para G = 8O, U, SU, Sp,
véase § 7. De manera que, en virtud del teorema de Cartan — Serre,
conocemos los grupes s, (G) @ @', véase el corolario 1 mas arriba.
De este modo, los grupos m; 4 (£G) ® @ =~ a; (G} ® § son también
conocidos para nosotros. Al mismo tiempo, la base de los espacios
conjugados (m; (#G) @ @)* hasta la dimensidon IV, coincide con la
base multiplicativa del anitlo A* (BG, @) hasla la dimension &
(véase mds arriba), ya que BG ticne un tipo homotépico de Fff-espacio
en estas dimensiones.

Ademas, los anillos I* (BG; £ ) siempre y en Lodas las dimen-
siones son algebras anticonmutativas libres, incluso si BG no es un
H-espacio. Esto so deduce del siguiente problema (leorema de Borel):
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vROBLEMA 5 Sea dado un espacio fibrado de Serre £ — B, la

fibra F = Q (B). donde I es conlractable y B es simp!amenfe cone-
x0. 8i H* (F; Q) es un 4lgebra exterior, entonces H* (B; {) es
un dlgebra de polinomios. Para el caso H* (F; §Q) = A [z} este
teorema fue demostrado mds arriba. Demostrar, al principio, este
hecho para H* (F; §) = A [z, 2], después para A lz,, .. x5l
ete.

Para los grupos G tenemos:

H*(BSO (2k); Q) =0 (P1s -+ » Pr-gr %y deg py=4i,

deg y, = 2k,

Pr=%%

H*(BSO (2k4+1); () =0 [pyy -.-y pxl,  degp; =45
H*(BU (k); @) =0, [es -5 als dege; =24;
H* (BSU (k); ) =Q [czs -y €l deg c; = 2i;
H*(BSp(k); ©)=Q Vi, ---+ V& deg y, = 4i.

Con eslo, de una construceidén explicita de clases caracteristicas de
Chern ¢, (y la construccion explicita de todas las demas clases que
de ella se deduce, véase el § 9) sabemos, que las clases ¢ % Pro Vi
tienen coeficientes enteros, es decir, pertenccen a una imagen
H* (BG; Z) — H* (BG; ). Siguiendo el andlogo homot6pico do la
téenica ordinaria de la teoria de grupos de Liv, ligada a un subgrupo
de Cartan (maximal conmutativa), consideremos también el caso

de toro maximal 7" — G:
T é SO (2k),
T = SO (2k + 1),
T = U (K,
1 = SU (),

1 = Sp (k).

Para &, == T" tenemos, segiin los resultados del § 7 (inds arriba):
BG; i BrY = CP% s waun M ERSy HY {BT™; )=
= Qe -0 L]y b€ A2(BT"; E).
proBLEMa v Demostrar que la aplicacion

H* (RG; ©) — H* (BT"; )
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no tiene nicleo (homomorfismo) v la imagen 1o i* ge compone exac-
Ltamente de polinomios invariantes respecto al grupo de Weyl, Para
L7 (n) ¢l gropo de Weyl se compone de lodas lag permutaciones de
las generatrices t;. Para SO (2r) el grupo de Weyl también conliene
reflexiones de los pares (4. t5) — (—1;, —1;). Para SO (2n 4 1} el
grupo de Weyl contiene también todas las refloxiones ¢ «— £;.

Para Sp (1) el grupo de Weyl es el mismo que para SO (2n + 1).

Asi, la imagen Im ¢* (H* (BG; ) < I* (BT Q) es do la
forma:

a) SO (2&),5*{‘00)"— }_‘._ [ R ﬂqr Pl =1 ...t
igetl.. < '.q
by SO2k-+1), *(p)= 3 ... &
1'4-"..-(.7(}
ey U (B, & (e~ 2 bt i 0=
| PR (I}

—
L]

d) SpR), B (v)=_ X 4, ...4,

Comparar estas férmulas con [1]. parte 11, § 25, donde =e escogid

la base de los «polinomios de Newtomws: 31 (T'= ¢y
proBLEMA 7. Deducir las férmulas de la relacién entre las clases

¢i ¥ ¢ Hallar Yas férmulas para las clases p; (rE) para hacer real un
U-gspacio fibrado & mediante las clases c, (E).

PRORLEMA 8. Deducir los hechos indicados sobre las cohomol ogias
H* (BG; ) de las sucesiones especirales, escogiendo los espacios
fibrados necesarios.

PROVLEMA 9. Demostrar, que para un complejo X de dimensitn
<CN, las clases homotdpicas de las aplicaciones [X, BG,]. o las cla-
ses de equivalencia de los espacios fibrados vectoriales cestabless
con fibra R", €*, H"* (los H son cuaternios), forman grupos abe-
lianos. puesto que BG es un H-espacio (N = » para O, SO, N = 2n
para U. SU; N = 4n para Sp). La adicién de las aplicaciones
X — BG se engendra mediante la multiplicacion 1 en BG (o mediante
la suma direcia de espacios fibrados, véase mds arriba).

Demostrar Jas ignaldades

[X. BG,] ® Qa~Hom (J* (BG,: Q). H* (X; Q)

{se tiemen en cuenta los homomorfismos de los anillos) o, lo que es
lo mismo: en un grupo [X, BG,| Ins espacios fibrados vectoriales gon
definidos completamente por las clases caracteristicas, con exactitud
Liasta los elementos de orden finito.

La suma directa de espacios fibrados so define por el encaje de
bloque {analdgicamente para @, SO, SU, Sp):

Ufm) x Uln) e U (m L n).
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Con esto los toros maximales se mulliplican directamente. Los juegos
de las generatrices £, . ... I € H* (BT™; @) para U (m)y t;. ...
ce o In € HA(BT; b] para U (n) forman un juego de generatrices
By e - s bman € HR(BT™" @) para el grupo U (m -+ n). Aqui
b=t para 1<Cisimy tj4m = & para 1 < j<T m.

Descomponiendo un polinomio simétrico elemental e (£, . ..
c oo tnam) medianie c; {t;, .. . tm) =65 ¥ g =c¢cg (L. . . .. L3}
obtenemos las férmulas de adicion, indicadas en el § 9 sin demosira-
cion:

Cp== | Eita
Jtg=i

0, para Ja magnitud c{z)=2, ¢;z¢, ¢ (=2 327, & (3=
ez, ¢p=1, tenemos:

e(z)=c' (z) " (2). (1}
Ahora consideremos ¢l «cardicter de Chern» (G = U (n)):
" Tt =3
chi= z oxp {zf;) = 2 ( E tz—:-:i) g
=1 ] mei)
Para la suma E @ 7 tenemos
ch(E -1) =ch & 4 chy. (2)

vROBLEMA 10, Deducir formalmente (2) de (1) y viceversa, sin
recurrir a las generatrices #; en un loro maximal.
El producto tensorial de espacios fibrados § @ v se determina
mediante el encaje (andlogamente que para O, S0O)
U (m) x U (n) - U (mn).
Con eslo, los toros maximales estdn relacionados de una forma més
compleja: se tiene una aplicacién de toros

_?‘m w Tn _q;_ Tmnl
RT™ » BT" -~ BT™

tal, gue

G (t) = L5 4- ;. (3
donde

by € HE(BT™ G, € H2(BT™; Q)

thE H2(BT™, ©).
La {6rmula (3) se deduce inmediatamente de la férmula explicita
para la aplicacién ¢ en Jas matrices diagonales (jverifiquese!).
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De la férmula (3) se deduce que
ch(E®@m)=chichy, (4)
por cuanlo

R T

chgchy= (Z et[l_{ze‘.i}) (2]1 ox] (zt})) u=

=D explz ity 1)) =¢* ():',_exp {ztu) ,
1 i

Para los expacios proyeclivos complejos CP* lenemos (véase el pro-
Dlema en [1]. parte 11, § 24)

T(CP) @1=m& ... Dy (n+ 1 sumandos), (5)

donde ¢y (n) = t € 4* (CP" Z). v (CP"), e¢s un espacio fibrado

tangente. De la [6rmula (5) junto con {1) obtenemos
c(z)={(1+z)* ' =14ez+ ... 42",
pA=(—2 M =1+p4 ...+ pu2?+ ... (6)

Aqui b, ==, = ... = ly4, == ¢ para un espacio fibrado v & 1
y po () = (=i, (1 @ T); por definicién de clases p, (v) =
= (—1)! ey (ey); pero para 7 =r§ tenemos cy = ccE=EDE
{véasc (4], parte 11, § 24). Como ¢, (E) = (—1)' ¢; (E}, obtenemos:
prl)=—c,@®n) =2 pl)=0 i>1
De aqui se deduce que
p(D=(—1eu(r @7,
(142 py (1) 22°) = (1 — 222"+ = p (CP7), (7)
vropiEmA 11.  Hallar el cardcter de Cliern de los grados simétricos
S't v de los grados oxteriores A'E del {7-espacio fibrado .
pROBLEMA 12. Hallar las clases y el cardcter de Chern para los
productos directos CP™ @ ... @ CL™
PROBLEMA {3, Examinar la clase ¢, para variedades X357, dadas
en CP" por una ecuaci6n algebraica (no singular) de grado k. De-
mostrar que la condicién ¢, (X)) = 0 es equivalente a k = n + 1.
PROBLEMA 1i. Hallar la caracteristica de Euler (X3 ™hH y el
niimero [¢f ™!, {X37']).
PROBLEMA 15, Investigar los casos & = 4, & = 3. Hallar las ho-
mologias X7.

PROBLEMA 10. Demostrar que las hipersuperficies dadas por la
ecuacion no singular en CP™, son simplemente conexas.
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¥. Clasificacién de las operaciones de Steenrod en las di-
mensiones pequeias
Trataremos de mostrar un método de célculo de los grupos
homotépicos de esferas, basado en el hecho de la existencia de la
sucesidn espectral con sus propiedades formales (véase el teorema de
Leray), 1a existencia y las propiedades formales de las operaciones de
Steenrod S¢* y Sti. y también de los complejos de Eulenberg —
MacLane K (n, n) para s = Z, Z,n (y de este modo para todos
los grupos abelianos con un nimero finito de generatrices). Para esto
es necesario calcular, al principio, todas las operaciones cohomolé-
gicas de mod p. Construimos un complejo K = K (m, n) para cual-
quier grupo abeliano, segiin el siguiente esquema:
a) se tiene s6lo una célula ¢ € K (n, n);
b) no hay células de dimensién i, donde 1 < i<Cn — 1;
¢) las células o} estdn en correspondencia biunivoca con las ge-
neratrices z; € xt;
d) las células of+! se pegan al armazén K™ ya construido con-
forme a las relaciones y, entre las generatrices z; de un grupo mn,

K+l — (g G:+l) .L.] Kn.
k

ta= (2 4jnz; =0, Ay, son nimeros enteros}, p,:d0h"t — K". Para
7
ol armazén K"+t obtenemos
ay (K™ =0, j<n,
T, (K'Y =m.

Escogemos alguna hase de las generatrices a;€m,+q X (K™*!) ¥
hagamos pegadura de célula (véase el § 4)

(U a;}+2) UK +i= K"H-z'
H @y
@y dghtE— KL,

Obtendremos un armazén K™2. De los teoremas generales de la
aproximacién celular tenemos, segiin el § 4:

Ay (KM =q (K™+Y),  j<n,
0=“n+l (K“+?)= Tn+y (Kn.,i){(a“ O, -o.)-

Iterando esta construccién, «matamos» los grupos s, ., (K™9),
pasando & K™3, después matamos i, (K™*?), pasando a K™,
etc. En el limite n + g — co obtendremos un complejo celular in-
finito K (n, n).

0—01128
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Pero la misma construccién K (x. n») no nos importa, lo impor-
tante, es que este complejo existe. Sabemos lo siguiente:

a) K(Z, 2)=CP=, H*(CP=,Z,)=Zp[t] 1€ H2(CP>; Z,) para to~
dos los p = 2.
by K (Zyny =82 p=Nim LE (L1, ... 1)
Tonemos ¢l espacio fibrado (véase el § 4)
LM (4, 4y 2oey TP, (5)
£ »

que se obtiene de ua espacio fibrado generalizado de Hopf ([1],
parte LI, § 2)

o
SN+t S opv
n

mediante factorizacion de la esfera SE*7 = {z4, . v oy Sy 2 e =
=1} por un grupo Zph: (35, . ... ay) ~ (exp (2xi/ph] 24, - . .
.. .. exp [2rilp"] zy). Calculando las cohomologias de un espacie
fibrado (8) de la sucesién espectral sobre Z. tenemos

deiu—=phy, p—0, up— pho®,

i} . ) . [ - SR
ok = niliphtl,

1 u o uy 0| wt

Por eso
HY(Ky Z)y=Z 4 g=1,2, J v
a2 (K, Zy=0, q>0.
Tenemos sobre un campo Z ;:
=0, dw=0, EP!=EPI'= ER"
Tenemos:
H* (K (Zgn 1), Zy)= Alu] @ Zp W],
un slgebra libre (puesio que el lgebra adjunta EZ, es libre, entonces

la propia H* (K, Zp) es libre). Segin la informacién sobre las coho-
mologias con coeficientes enteros, tememos en H* (K; Z,):

8, w)=0, j<<h, 8,(")=0 (para todos los al.
Spu=v, O (uh)=1"+1
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A propdsito, notemos la propiedad
8y (uv) = (8pu) v = u (§,0),

si ambos 8, (u), 8, (v) estdn determinados. Esta propiedad se deduce
inmediatamente de la definicién de §, mediante un operador de-
frontera sobre las cocadenas con coeficientes enteros,

sROBLEMA 17. Utilizando la informacién arriba mencionada de-
mostrar, que H* (K (Z," n) Zg) = 0, p y ¢ son primog entre si.

En una sucesion espectral de cualquier espacio fibrado con la
base simplemente conexa (véase el § 8) en las cohomologias, tenemos

EP°=H1(B), EY?=HI(F).
Tenemos las aplicaciones p: £ — B, it F - E,

p*: HY(B)—> HY(E, F) es una “proyeccién”,
i*: H?(E)— HY(F) es una “restricciém’.

Es posible definir una aplicacién multiforme: la transgresién

T={p*)~16

HY(F) > A" —— H#1(B),
donde
8: HI(F)—H1(E, F) y A==~ (p*H™ (B)1Tm &)

2s el dominio de definicién de un homomorfismo multiforme, ne
definido por doquier. Es evidente, que 49> Im i* y, con esto,
+(Im i*) = 0. La definicién de transgresién mediante diferenciales
d, es la siguiente:

A=  Ker d, = E}% < HI(F),
r=q

T=dg+y en el grupo A9,

Puesto que todas las operaciones Sg', Sti, §, 6, conmutan con las
aplicaciones continuas p*@ = Op*, y también con el homomorfismo-
§: H9 (F) ~~ H%! (E, F) en las Z p-cohomologias, tenemos que
todas las operaciones estables 8, 8,, Sg*, St} conmutan con la trans-
gresién 10 = 61. Esto significa, que para los elementos z ¢ A9,
donde estad definida la transgresién (para los elementos «transgresi-
vos»), sus imégenes se encuentran también en el dominio de definicién
de la transgresién {(son «¢iransgresivos»), y con esto es justa la igual-
dad:

GT=‘ZB, 0=2§, 6‘1” Sgi, St;_ (9)—
Calculemos ahora algunas cohomologias «estables»_de los comple-
jos K(Z, n) y K (Zyn, n).
B
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El caso K = K (Z, n), p = 2. Para n =1, 2 es conocida la
respuesta, H* (K (Z, 2); Z,) = Z,lul, degu = 2. Consideremos
una sucesién espectral del espacio fibrado ¥ — K (Z, 3), F =
=Q(B)=K(Z,2). En el término E%? tenemos E} =
= H* (F; Z,) sabemos, que un elemento u € H* (F; Z,) es trang-
gresivo por causas triviales y, al mismo tiempo, T (1) = ds (u) =
= v € H*(B; Z,) =1Z, En virtud de las propiedades de las ope-
raciones §g* (véase el punto I de este pardgrafo y las propiedades de
la transgresidn) los clementos Sg* (1) = u®, Sg*Sq® (u) = (u®)? = ut
son transgresivos, y con esto

T (ut) = Sq* (v) € H* (B3 Zy),
T (u¥) = Sg* S¢* (v} € H* (B, Z,) (10)

Se deduce inmediatamente de aqui, que el dlgebra H* (B; Z,) tiens
forma de un 4lgebra de polinomios de las generatrices T (uet):

H*(B; Zy)=Z,[v, Sq%, 8¢*5¢°V, ...,]
By=B=K(Z, 3), dpw= 0, Sq*v=v,.
Ahora pasemos a los siguientes espacios fibrados:
E->Bpny, F=K(@& n—=1), Ban=K(Z n).
Al pasarde F = K (Z, 3) aB = By = K (Z. 4) obtendremos par
analogia, los viejos elementos transgresivos en EH? = H? (F: Zy):
v, Sq%, ..., Sg* Sq2'™" ... Sq%,

y también los nuevos, lo%rados mediante la potenciacién de forma
2t 2 = S¢Pv, v* = §¢8Sqtu, - .. Iterando este procedimiento obten-
dremos las primeras cohomologias H™9 (K (Z, n); Z,) parag<<n
(las generatrices estan indicadas)

g=0 1 2 3 4
u 0 Sq®u Squ Sqiu
g=5 [ T 8 9
Sg®u Squ Squ Sqn
Sqbu Sq¢7Sq%u
SqiSqiu S¢iSq%e Sq*Sqiu Sg*Sqtu
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Para K = K (Z,, n) el razonamicnto es completamente andlogo,
pero comienza con el espacio fibrado

E—B =K (Z, 2),F = K (Zy 1) = RP~.
Aqui son transgresivos los elementos
ue H'(F; Z,), Squ=96u=u?
8q? Sqtu== (122, ..., Sq?'S¢*'"™" ... S¢*Sg'u=((ud?...)"2.

Iterando este razonamiento obtendremos una tabla de los grupos
westablesy H™9 (K (Z, n); Z,)h g<<n

g= 0 1 2 3 4 5 &
Sgn Sqiu Sgtu Sqtu
u | Sqe'u| Sq¢u SqbSqlu
SqiSqiu Sq¢Sqtu SqsSqiu SqiSqiu

OBSERVACIoN: Dn los calculos sucesivos utilizaremos s6lo los
grupos H™9? (K; Z,)} con pequefios ¢ << 7, por eso no necesitamos
las demostraciones de los detalles de las afirmaciones efectuadas;
para pequefios ¢ << 7 lodas estas afirmaciones se verifican por una
consideracion elemental de las sucesiones espectrales (véase mas

arriba).
También indiquemos H™9 (K (Z,5, n); Z.), g < n:

(&2
(1]
=y

g==0 i

bpe | Sq*u| Sgu Sqiu
Sq*6hu Sq%0hu

No efectuameos el anélisis completo del caso andlogo K = K (Zph, n)
y de las cohomologias H* (K; Z,). Las soluciones son las siguicntes:
Para K = K (£, n) tenoemos H™? (K; Zp), q<<n

g=0[1]2|...] 2p—2 2p—1

1
>

0 \ 0| Stpu SaStpu
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Para K = K (Z,', n) tenemos H™? (K; Z,), g<<n

g="0 1 21|...0 2p=—2 2p—1

[ Spe [O | O Si};u 6;3‘;&

Stpbpu

{para & = 4 tememos §, = &%).

Asi vemos, que todas las operaciones cohomoldgicas «estables
8 en dimensiones indicadas se reducen a la iteracién de cuadradoes
y grados S¢', St§, 6,, donde

0:H" (K, Ly Z,) - H'" (K, L; Zp),]

vy conmutian con un homomorfismo de cofrontera. En cuanto a las
operaciones estables de forma
0: (K, L; Z)y>H"I (K, L; Z,),
0: H"(K, L; Z,h) > H" (K, Ly Z,),
todas ellas se reducen a las operaciones Sti, S¢', 6, (después de la
reduccién seglin el médulo p) v, ademds, a las operamonaa de la
misma forma efectuadas con el elcmento §yu.
La operacién estable 6: A" (X; Zp) — H™™ (X; Zp) tiene,
como se dice, una ¢dimensién» gq:
deg 8 = q.
Todas las operaciones estables forman un «ilgebra de Steenrods
graduada 4,
Ap=A=2 A2
q=10
donde 4° son escalares y A7 se compone de todas las operaciones db
grado g.
De nuestros resultados (véanse las tablas mds arriba) obtenemoy
una base de las dlgebras 4, = A en las dimensiones pequefias ¢

p=2
g=0 | 1 I 2 l 3 | 4 | 5 | 6 | 7
Sg Sq* Sqt Sq° Sq
1 Sq' | Sq* Sgdsqt SgSgt

S¢S | Sg3Sqt | Sgisgt | SqASgr | Sgsq
SgiSqtSq
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p>2
g=0 {1 2|| 2_p-—2t 2p—1
1 |6el0|0| S 8.5tp
Stpba

|

Prestemos, atenciéon a un corolario curiose de los resultados obte-
nidos, esencial para p = 2: la base de operaciones es menor que
todos los posibles productos (superposiciones) de operaciones de
Steenrod Sgh, Sg*s ... Sg'. Esto significa que hay relaciones no
triviales entre los produclos de las operaciones Sg*. La idea del
hallazgo de estas rclaciones es la siguiente: consideremos los pro-

ductos RP¥ x ... X RPY y un elemento

u=1y ...ty €H" (RPT X ... xRPY: Zy),
Ot € HV(RPT, L) =1,

Para el elemento ¢; tenemos S¢'t; == i}, S¢%; = t;, S¢’t; = 0 para
js= 0, 1. De aqui se deduce gque cualguier operacién de forma
Sg't ... S¢'r (u) puede ser calculada, partiendo sélo de las pro-
piedades formales de las operaciones de Steenrod S¢' (zy) =
=J+$ . Sgi{z) S¢* (y). Al mismo tiempo resuliard, que todas las
operaciones basicas 8 & "7 (K (Z,, n); Z,), para g << n, actdan
no trivialmente en el elemento w: 0 (u) == 0, si 0 5% 0.
Comprobamos esto directamente para g << 9:

n
g=1: Sqlu= (El tl) u;
g=2: Sgu= (‘}3} itf:) u;
g=23: S¢u= (1<?-I:n t,t,t;.) u;

Sq% Sq'lu= (g t;) (@: t,t:) U= 0,0,u.



138 Cap. 1. Recelas del célcule de hemologias
(Sea o,= D By G ti, un polinomio simétrico elemental.)

g=4: Sgu= (,2:‘ i t,t,:htl) u o

Sq® Sqlu= 00,13
q=5: Sglu==ou, Sq¢ S¢'u=o0,0u;
=6: S¢*u=ozu, 8¢ Squ=o,0,u,
SqPu = 0,0,u; (11)
g=T7 Sgu=o.u, 8q¢°S¢u= o400,
St Sg*u=usou  Sg* Sq® Sq'u = 0,0.6,4;
g=8: Sgtu=osu, 8¢ Sqlu=o0,0u,
Sq¢® Sqlu=ogo,u;  Sqb Sq* Sglu=0,0,0,u.
Como se ve de la tabla presentada todas las operaciones basicas

0 € A9 = A9 con ¢ = 8 actian independiente y linealmente en un
elemento u:

B(u) =0+-0=0
Vemos, que para una base en el dlgebra de Steenrod 4 = A, son
suficientes los productos de forma
Sq'r ... Squ (12)

donde i = zl-h_” Th-g 2 Qik_z, sy by o= 251.

Todos los productos de forma (12) son independienles linealmente
y dan una base aditiva completa on el dlgebra A,.

Vamos a buscar las relaciones de forma

S¢tSg = X A4 8¢ S¢°,
a=2b O
donde a = 25, 0<<i<<2j.
PROBLEMA 18, Hallar los coeficientes 7\!{,{, para todos los g¢.
Para ¢<C8, mediante cilculo directo de la tabla (11) obtenemos
Al =8Iz | (esto siempre es justo). Asi, tenemos la tabla de
relaciones
Sqt Sq' == 62=0.
Sq' Sg* =S¢,
Sq¢'S¢ =0 S8qiSq2?= Sg2i+! (13)
Sq2 8¢ =8q* Sqt. Sq? Sq¢*=Sg° S¢'.
S¢® S¢° = Sg* S¢
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VI. Céleulo de los primeros] grupos homotépicos estables no
triviales de esferas. /

Consideremos la aplicacién 8" — K (Z, n) = K. Transforme-
mos esta aplicacién en un espacio fibrado, sin cambiar los tipos ho-
motépicos; aqui f* es un isomorfismo entre H™ (S™; Z) ¥y
H* (K (Z, n); Z) = Z. Para lafibra F = F, obtenemos de la suce-
sién exacta: my (F) =0, i<nm, m; (F) = 7, (5"), i=nr <+ 1. En
la dimensién n + ¢ << 2n la sucesién espectral del espacio fibrado-
se reduce a la sucesi6n exacta (1 es una transgresion)

0 — H™9(F)— H™+9+3 (K3 Z,)=0, si g=0,

puesto que ) EPI=EF" L E}™ para p+g<<2n y H™$(S") =
+g=m
=0. cuandg g0, H" (8) = H" (K).

Asi tenemos:

g>0

H™S(F; Z,) ~ H"91 (K3 Z,),
donde 1S8¢'= S¢'r,
18, = 81, TSY:,.: St;,‘t, HIi(F; Z,)=0, j< n.

De la tabla de grupes H"+7(K; Z,) se deduce el resultado para
Hr+8(F; Z )

p>2

coxcLusion.  Para todos los p > 2 en los grupos an,., (F) =
= Jln.q (87) con 0 <Cg<C2p — 3 <n no hay p-componentes no
triviales; el grupo
P 2p-3 (F)=allzp-3 (S™) 70,
va que d,v =5 0; en la dimensién 2p — 3 tenemos

HP oy 3(Fy 2)=2Z,=nF0,_3(59).
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Para p = 2 este razonamiento actia de la misma mancra, con
esto, 6, = Sg* (2p —3 =1 para p = Z):

MRS =Ty = Tpay (™), 71 =0, p>2.

Obtenemos cohomologias H* (F; Z;) junto con la accifn de opera
ciones de Steenrod:

| pr=2
™9 (Fy Bg)=H™7* (K (g, n); 2g)=Ao%
g= [ i | 2 3 & ’ 5 6
- 4
i Sq'p w Sqlw= Sqlv Sqtw
Sgte=0 =SgiSqly Sqtw Sqtv

Aqui v (v) = S¢%u, 7 (w) = Sq¢'u. En virtud de la relacién S¢Sq* —
= S¢*°Sq¢' tenemos junto con la condicién Sglu = 0;

Sg*vr = 0. (15)
Como S¢*Sq* = S¢*Sq' + S¢f, es justa la correlacidn
Sqg*w = Sqbu. (16)
De la igualdad S¢*S¢® = S¢® + S¢'Sq' se deduce que
Sgluw = Sq* Sqlv {17

Pasamos al signiente paso. Consideremos una aplicacién (espacio
fibrado)

Fy=F 2K (Zy, n+1),

donde {5, 4y (F)5tn (K (Za, n-+ 1)) es un isomorfismo. Obtenemos
n(F) =0, j<<rn+1,
wy (Fo)=my (F)=mn;(8"),  j=>n+1

‘En el caso estable es c6modo representar como una sucesién exacta
la sucesién espectral y la transgresion T
-

i= T
B (F; Z,) o> H™(Fy; Z,) - 475
fe =
L Hrea (B Ty S et (B ),



§.10. Calculo de grupos homotdpicos 138

ademas, §* y T conmutan con las operaciones de Steenrod, A7==
= g1 (K (Zy, n+1); Z;). Con la aplicacion f* la clase funda-
mental u€ H'"* (K (Z,, n4-1). Z;) pasa a v,
* ) =v

Por eso la imagen f*4 se compone de las operaciones de Steenrod
empleadas para un elemento v

247 = 49 (v)
Junto con la tabla de A* (F; Z,) (véase mas arriba) obteneros la
tabla de homologias H¥ (Fy; Z,)

g= | 2 3 4 5 | 6
2 | » | soo=0 | Sew |Sew (9
Sgrz | Sq*z=0w |S¢Pz=0} Sqgiz

Aqui W o= i*(w), y =11 (Sg°u), ya que teniamos Sg*v =0
y v = f* (u), entonces f* (Sg°) = 0. Por eso Sg®u = 1 (z}, = €
€ IP"* (F,; Z,). Por consiguiente S¢® (Sq*u) = S¢*Sg'u 5= 0. Por
850

1% (S Sqtu) =T (Sq?x),  Sgrx € A4 (Fy Zy)

La relacién S?lw = 0 apareci6 en la tabla (18) como resultado de
correlacién Sg'w = S¢°S¢'v en Ja tabla (14), puesto que S¢*Sg'v =
= j* (Sq*Sq'u).
Sean: a = S¢'Sqtv = Sg'w = 8,w; b = S¢*z = 1! (S¢*Sq%u) =
= t-18¢! (8¢2Sq'u). Tienc lugar la siguiente afirmacién general:
LEMA 2, Si a=f%(a)="08,w y b="1"'8,(a), entonces los elemen-

tos b, w=1*w en H*(F,; Z,) son lales, que b=28,.40.

La demostracién del lema se deduce de las propiedades elemen-
tales de un homomorfismo de cofrontera en un complejo de cadenas
C* (E; Z). Los detalles se los dejamos al lector.

Basédndonos en el lema 2, obtenemos: Sq¢'=8,=3§,, a=Sg'w,
be=Sq%z, Sqz==0,w. Por eso, en pariicular, tlenemos Sgz=
= 8,8,w==0.

concLusIOoN, Como Sglr = 8,2 5= 0. obtenemos el resultado (5, 4 %
X (Fo) =Hpag(Fas Z)):

Tz (S =i, (S)=ni) (Fo) =2,

LU
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Ahora pasemos al tercer paso. Consideremos una aplicacion (el
espacio fibrado)
Fy—> K (Zy. n+2), fibra F,.
La aplicacién f, | mp,e (F2) es un isomorfismo., Para F,, de la
sucesidn exacta de los grupos homotdpicos; se deduce:
7y (Fy) =0, j<n+t2,
ay{fg)=mny(Fo)e=m;(S") jZ=n-+3
En el caso estable g << r la sucesion espectral otra vez se reducira a la
exacla

H™ (Fyy Zy) —> H™9(Fa; Zg) = As=t Do gmoons (1, 2,) 55
donde A9 = H™ (K (Z,, n + 2); )
Por definicién, 2 = * (u), donde © es una clase fundamental en

las cohomologias H"* (K (Z,. n - 2); Z,). Por consiguiente,
obtenemos

1% (A7) = 493 (2).
Para las cohomologias H"*9(F,; Z,) obtenemos Ja tabla

g= 12| 8 | 4 | &

~ ~ A~
-~ —~
w

G A qi;

Aqui s i*w v 63i;=1‘-'625 segin el lema 2 (véase'mds arriba).
DEDUCCION. El grupo
(2) g ==,.[|2I‘ ¥ =Ht2) Fo T\==TF
s (8") = Ny (Fa) = Hiis (Fgs Z)=1Zs,

puesto que 8,ww=0. Como 7l (8%)=2,, n)s (S")=0 para p=>>3,
.obtenemos definitivamente el siguiente teorema

TEOREMA 6. Los grupes homotépicos estables si,,, (S), pare g <<
<< n — 1, tienen los siguientes valores {para g = 2 véase también (1],
parte II, § 23):

A (S =Z, npaq(S") =Lz, Tpsg (§") =Ly, Tpes (S7) =2y,

PROBLEMA 19 Calenlar los grupos sin,q (S") para g=C 9. Si
g == 10 surgen dificultades mas serias. La superacién de estas difi-
cultades cuesta mucho {rabajo. Esto permile calcular todos los gru-
Pos T,a,o (S") para g << 30 (aproximadamente). Pero es dudoso, que
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sea posible una solucién general aceptable para todos los ¢, aungue
actualmente es probable hallar en la bibliografia especializada mucha
informacién valiosa sobre grupos homotdpicos superiores.

VII. Clases homot6picas estables de las aplicaciones de com-
plejos celulares.

Con frecuencia surge la siguiente situacién: se ha dado un com-
pleio {(n — 1)-conexo celular K. Sea que el complejo K no tiene
células de dimensiones 1 = { <C n — 1; se dice. que hay que cal-
cular clases homotépicas estables de aplicaciones del complejo X
en K, si dim X <7 2n — 1.

He agqui otra cuestién: examinar el obsticulo o (f) para la pro-
longacién de la aplicacién f: X™9 — K sobre un armazén (n - g -+
-+ 1)-dimensional con g << n — 2. Ya hemos visto, que para los

]

espacios fibrados E — B, donde la fibra F y la base B son (n — 1)-
-conexas, la sucesion espectral en las homologias hasta la dimensidén
2n — 2 se reduce a la exacta

H* (BE) S H* 7y 5 % (B) 25 B (E).

Vemos que la complejidad de la teoria de homologias del pro-
ducto oblicuo en las dimensiones establesy es la misma, que para
los grupos de homotopias. Se puede decir, que en las dimensiones

k< 2n — 2 la teorfa de homologias del espacio fibrado E—':-B
es la misma que la del par (£, F), ademéis, B ~ E/F, porque las
células no triviales en £, que no se encuentran en B o en ¥, pueden
aparecer por primera vez en la dimensién 2n (producto de células
de base y de fibra). Asi, todo se simplifica en las dimensiones esta-
bles.

LEMA 8. Las clases homotdpicas estables de aplicaciones forman
un grupo abeliano (X, K].

pEMoSTRACION. Consideremos dos aplicaciones f, g

T+ X—-K, g XK,
v el producto directo de las mismas
fxg X > K XK,

donde [f % gl (z) = (f (x), g ().

El complejo A X K es (n — 1)-conexo; no tiene células de di-
mensiones 1 <{ i <Cn — 1 y la imagen (f X g) (X) se encuentra en
el armazdén de dimension & << dim X, con aplicacién celular. Cuando
k<2n — 2, la imagen (f X g) (X) pasa a pertenecer al ramo
K\ K= K X K porque las células ¢sobrantes» en K X K, que
no se encuentran en K \/ K, aparecen en la dimensién 2n. Esto
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se relaciona a la imagen en X X K de cualquiera homotopia de apli-
caciones: ésta se encuentra en K \/ K. Se tiene la evidente aplica-
cién de «pliegues

» K\ K- K,

idéntica en cada sumando.
Definimos la suma de clases homotépicas

fregcelX, KEl, f+eg==(FXxa),

considerando f y g como clases celulares y la dim X <€ 2n — 2. Las
propiedades de grupo y la conmutatividad de esta operacién son
obvias (verifiquense).

LEMA 4. Sean dados la aplicacién estable f: X" — K y el obstdcu-
lo para prolongar la aplicacion o (f) € C*%1 (X™¢1, 5, . (K))
(véuse el § ) sobre el armasén X™9'. Entonces, el obstdculo « (i}
depende aditivamente del elemento f € |X, K] y a (Af) = A (f).

pEMosTRACION. El obsticulo o (f) tiene significado en o™,
definido mediante la aplicacién

Fo"tIH = S 5 K,

Al sumar las aplicaciones f + g = = (f X g). las clases homotépicas
de aplicaciones go™%! — K, enpendradas por f y g, también se
suman, por definicién de adicién, en grupos m; (agui. en situacién
estable, no es necesario inquietarse por un punte inicial y por la

accién de ).
an—-4i

Ya hemos construido la aplicacién f: K— H K (D), ny), que
ny=n

epgendra un isomorfismo de  -cohomologias y "grupas de homoto-~
pias mi; (K)®@0) hasta la dimensién 2rn—2, véase més arriba, p. I1L
Agui los grupos Dy son abelianos libres.

Construimos aplicacién «inversa» de armazon

n—1q 2n=-2
g (RJQRK(D,, n)) =K,

asi que /g, = A 5= 0 en C-cohomologias ¥ en la Lhemotopias t; @)
conj << 2n — 2, es decit, fog, (&) = Az, g,f. (y) = Ay. Vamos a cons-
truir tal aplicacién «inversa» g mediante induccidon por el armazon.
Formulamos una hipétesis inductiva. fue un obsticulo aparecido
para prolongacién de ya construida aplicacién g,,, de un armazén
(n + g)-dimensional sobre un armazén (n L g - f)-dimensiona] es
una clase de cohemologias de orden finito p. Luego, utilizando los
lemas 3 y 4, pasemos a una aplicacién ugn,, ¥, cambidndolo en un
armazén (n + g)-dimensional, llegaremos a un obsticulo nulo (véase
el §9). Prolongando la aplicacién de la clase (1tgn,4) sobre el arma-
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z6n de dimensién n 4 g + 1, obtendremos la aplicacién gn,qun
gte. Al fin de cuentas, llegaremos a la aplicacién g. Vamos a demos-
trar, que el orden de clase de cohomologias de obsticulo sobrej el
armazén n - ¢ para la aplicacién g,,, es finito. El armazén
( K (Dj, ns))*™* es homotbpicamente equivalente al armazém

nje=n
i ramo V(K (D n))™2. Cada complejo (K (Dj, n))™™* tiene
n

J o - . .
slementos de orden infinito sélo en las cohomologias de la primera
dimensién no trivial n; segiin los resultados del p. V sobre cohomolo-
gias racionales de los complejos de forma K (n, n). Al formar una
aplicacién inversa g4, construimos todo separadamente en cada
sumando del ramo \/ (K (Dy. ng))* " Por eso encontraremos sjlo.

7
un obstdculo de orden finito.

De aqui se deduce la siguiente afirmacion.

TEOREMA 7. Para cualquier complejo X las clases homolépicas
estables de las aplicaciones X en un complejo (n — 1)-conexo
K (dim X <C 2n — 2) forman un grupoe abeliano [X, K, para el que
tiene lugar la igualdad. B

[X, K1 ® Q) ~ Hom (H* (K; ) —=H* (X, Q))

Esto sigmifica lo siguiente: la clase homotépica se define por um
homomorfismo de @-cohomologias con exactitud hasta los elementos.
de orden finito; con esto cualquier homomorfismo puramente alge-
braico a*: H* (K; Z) — H* (X; Z)oa,: Hy (X; Z) — Hy (K, Z)
s posible multiplicarlo per un nimero no nulo A %= 0. a* — Aa*,
@, = Ady, asi que cl homomorfismo ha* (o Aa,) se realiza mediante
una aplicacién continua f: X — K.

§ 11. Homologias y grupe fundamental

Sea que tenemos un complejo no simplemente conexo (celular
¢ incluso simplicial) £ con un grupo fundamental D = n,; (X).
Consideremos un cubrimiento universal

)‘% — K
donde ol grupo D aclia libre y discretamente en K, transformando-
los simplex (las células) uno on otro. A cadacélula ) en K le corres-
ponde un juego de células
pt(oy) =01y U 035U . ..

en un nimero, igual al nimero de elementos de D=mn, (K}. El gru-
po D actuando en p~* (a}) define la permutacién de células ogy. Es-
¢ojamos una célula en la preimagen p~t {o{,) v la designemos por cf,h
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Todas las células de K se obticnen en forma
Ohy =8(03),  gED=mn,(K),

al mismo tiempo, todas las células g(a-i,} son diferentes  Cual-
quiera cadena en K tiene la forma

a=D hpgs (o)), a€C'(K), 1)

donde &;,, son niimeros enteros. ,

Un operador de frontera @ en K conmuta con la accién del grupo D
en células y con la multiplicacién por los nimeros A;; es natural
introducir un «anillo de grupo» I' = Z [D], cuyos elementos son
sumas finitas 3] A,g;, &) son nimeros, g; € D, y la multiplicacién
tiene forma

(3 2ie) (2 righ) =2 mMbigigis

Es evidente de la forma de cadenas (1)} en el complejo K, que éstas
son cadenas con coeficientes en un anillo I' (posiblemente, no con-
mutativo, si el grupo D es no conmutativo).

Un homomorfismo p: T' — I'' en cualquier anillo ' permite exa-

minar un complejo de cadenas con coeficientes en I'" para KX:
@)= 2p(Xhm gn) oy a€C(K),

es una cadena con coeficientes en I, Luego, se permite multiplicar
las cadenas p (a) por cualesquiera clementos de I''; esta multipli-
cacién conmuta con 8. A las homologias de este complejo las lla-
maremos homologias con coeficientes en la representacién p: I' — I,
I' = Z Iz, (K)] y las designemos por H¥ (K).

esemPro 1. Si I¥ = I' y p == 1, entonces, tenemos por definicién

HY (K)=H(K).
BIEMPLO 2. Si Z=T" y p:I'>Z tiene la forma
p (2 Agy) =2 My,
tendremos
HY(K)=H; (K).

Verificar esta igualdad.
EJEMPLO 3. Si es una variedad no orientable, K = AM?*, enton:
ces ge tiene nocidén de «orientacién de curva», o sea, un homomorfismo
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@
ny (K) —Z, = {1} (véase [1], parte II, § 17); surge un homo-
‘morfismo

pl' =7,
donde

p (2 higs) =2 M (82)-

Alas homologias A} (K} las llamaremos ¢homologias con coeficientes
localess. Se definen de manera evidente las cohomologias HE (K)
mediante un complejo conjugado.

PROBLEMA 1. Demostrar, que lenemos HE (M") == Z para una
variedad cerrada M™.

Sea que tememos un espacio fibrado E—p»ﬂ con fibra /7 y que
m (B) = D actile respecto a un grupo H, (F) mediante las traslacio-
nes g: H, (F) — (F), g € D. De manera que introduciuios la
accién (operacidn) 33 un anillo I’ == Z |D) en I, (F) = M, Mas
generalmente: sea que los clementos del anillo T actiien como opera-
dores en un espacio lineal A/ (o sea, dada la representacion p del
anillo en forma de transformaciones lineales A/ — 7). Definimos
las homologias H? (B, M). Sea B = K y sea dado un complejo de

T-cadenas K (véase més arriba). Formalmente se definen las cadenas
con valor en M:

ﬂ———z mjﬂ;. m,E M,
g

¥ la operacién del anillo I' en estas cadenas
g(@) =2 g(my) aj,

donde g (m) estd definido en virtud de la represenlacién p. Esta
actuacion conmuta con una frontera &, que se define naluralmente.

Surgen las homologias, designadas por H% (B, M), donde T
actha en M mediante la representacién p (o, como se dice, M es un
I<médule). Las cohomologias H; (B, M) se definen, como siempre,
mediante un complejo de cocadenas conjugado.

Hay Imédulos para los espacios fibrados fi'-:f} con fibra F
del grupo Iy (F) en virtud de actuacién de m; () en una [ibra me-
diante traslaciones paralelas. Tenemos las homologias e (B, H; (F)).

OBSERVACION. [n el teorema de Loray (véase el § 8) para una base
no simplemente conexa BY: == H, (B, #H; (F)). Es necesario cam-
biar esta por una base E2; = Hp (B, H, (I')). La representacién p
mide la «deformacién» de operador d,. Todo lo demés permancce
cierto.

1001126
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n
esemeLo.  Para el cubrimiento E — £ con fibra de /. puntos
F=2PF ..« UPy tenemos
Hy(F)=0. g¢+0,
H, (F) = M tiene un rango k.
L) grupo m, (B) actiia en la fibra F y en los grapos W = Hy (F).
PROBLEMA 2. Demostrar las igualdades

HY (B, Hy(F)=Ho(E), HL(B. HO(F)=H(E).

pronLEMa 3. Calcular los grupos /8 (B, M) y H{ (B, ), donde
p es cualquiera representacién de I' en automorfismos de un espacie

lineal.
prOBLEMA 4. Calcular las homologias de un espaeio lenticular

(véase ¢l § 4) L (gy, . - -+ @n—y) para una representacién p: m; X
X (L) = Z, — (raices del grado m de la unidad. gue actlan en
C = Af).
Construir tales representaciones lineales
0:Zp—+GL (K, )y
que
HY {L-:z:‘l (710 -« Gap) =0

para todos los g =0, 1, 2. . .. Al principio. efectuarlo para
n = 2 (lentes tridimensionales).

PROBLEMA 5.  Hallar la particién explicitamente celular de una
esfora §*-1, invariante respecto a la acluacién de un grapo Zpy.
donde una transformaci6n bédsica 7' actia asi:

T 2mi 2migy 2mign_q
{8y v ZR) e ez e ™ gy o s8R g

(alP+ .. +1z12=1)
(véase el § 4). Esta particién celular tiene para n = 2 las células.
Tige, Tia\, Tic?, Tg% j=0,1, ..., m—1
v un operador de frontera
800 =0, @dot==(1—T)a?,
0t =(14T4 .. +T™Yhgt, do%=(1—T77) 0%

Utilizando tales representaciones lineales del grupo my, que todos
los He (M , L") =0, construyamos un interesante invariante
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topolégico, la «torsién de Reidemeister» conzideremos un complejo
de cadenas de 1a representacion p. Los grupos de cadenas son espacios

lineales complejos con bases marcadas (células Sg) En virtud de la
condicién H¢ =0, ¢ = 0, tenemos la sucesién exacta de cadenas

0-4-6‘5—‘?’6,':4—» ...—arcg—pol

donde en cada €4 hay una base marcada ef’={07}. El arbitrio em

.- - - ol e
la eleccién deo.{, vs el sigujente: crf,—rig(a-f.). g€mn,. Efectuamos
el siguiente procesamiento: escojomos en C§_; otra base: su primera

parte es una base en un grupo @C%, obtenido de 3:,3. La segunda
parte se escoge arbitrariamenic en un espacio Cf_,/Ima.
Designemos a una base nueva en Ch_; por e"1. Hay un determi-
nante de paso det (¢, ¢’) de una base a la otra. La base & en la
segunda parte de C4_»/Im@ pas aen Ch4_2 con ayuda de &; alli esta
base se completa hasta una base completa en C5., mediante laelec-
cién de base en C%_»/Imd. Aparece una hase "2 en C%_s. Tene-
mos un determinante de paso det (e™2, ¢/) de una base vieja en
Ch-2 a una nueva (la base “vieja” en €% estd fijada por células).
Luego, pasamos a Cf_j;, etc. Obtenemos,bases ¢* en todos los Cf

¥ un juego de ntimeros det (&*, e).
Consideremos el ntmero

R (C, p)=det (e"1, &™) det ("2, e"2y1 . ..

eewdet (@M, geRer Tt gey (g0, goy-nnH!

A esle ndmero lo denominaremos «torsién de Reidemeister» K.
El arbitrio en la eleccién de las células bésicas y sus oricntaciones
Neva al cambio R~ AR, donde A = ==det p (m,).

Resulla. que este nimero (con exactitud hasta las multiplica-
ciones R —~ AR, A = =4det p (n;) no depende de la triangulacion
yes un invariante topolégico {lineal a trozos) del complejo invariante
de difeomorfismo de una variedad. No lo demostramos (véase [63)).

PROBLEMA ¢.  Calcular la torsion R para Jas lentes tridimensio-
nales Ly (g), donde ¢ es un residuo (mod p), si p: Zy, -~ V1 =
= € con actvacién de Z, en forma de multiplicacién por /1.
ige
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Anillo de cohomulogias de la lente L} (g) con p impar y cualquier
g tiene dos generalrices u € . v e %
HY (L, Z,)=L1,,
HY (L, Z,) =2, (u),
H (L, Z,)=Z, (v=>0, v mod p),
(L, LZ)=2, (w)
(= 1w es una generatriz reducida mod p del grupo H* (L, Z) = Z).
propLEMA 7 Ddemastrar que el producto en H* (L, Zp) tiene la
forma:
UL = (i (2)
Recordemos. que la lente L = Lj (g) se conslruia asi: L = SYZ p,
donde la generatriz g € Z, actia en la esfera S% asi (véase el § 4):
2xi LGP ]
(24, Zp— (e Pane® zl. |52+ |5P=1
Como 8,1 = v y w estd definido univocamente con exactitud hasta
en un signo, ¢l arbitrio en la eleccién del ndmero g surge a causa de

transformaciones 1 — Au, w — +=w (L es reciprocamenie simple
con p). Al mismo tiempo. obtenemos de (2):

w—rtu, v—iv, w4 w, uv—>4 Aqu.

concrrsion: Como el anillo de coliomologias y operadores 8y, d
son homotépicamente invariantes, los residuos g y g = =+i°g son
equivalentes, si se consideran los invariantes homotépicos de las
lentes. Por ejemplo: _

a) p=3.¢ =16 g = 2. Los residuos de forma +itson 1y 2
en Z, (h=s=0).

b)p=25 g=1,2, 3 4 A= (1, 4 9x4 42 = 16 = 1).

Residuos de forma -=2* (1, 4) en Z,.

Por eso L) (1) y L2 (2) son homotépicamente no equivalentes.

c]p-—_—7, gﬂ1.2,3v4v596|
=1, 4 2 2, 4 1,
—22 =06, 3, 5, 5, 3, 6.

Agui un invariante homotépico (2=22) no da nada, ya que (3%
son todos los residuos (mod 7)., distinlos de cero.

PROBLEMA 8. Aclarar, cudles lentes son topolégicamente distintas
para p = T, utilizando la torsién R. (Iis interesante, que aqui apa-
recen por primera vez topolégicamente distintas variedades corradas,
homotépicamente equivalentes. Para las variedades simplemente
conexas esta cueslién es més compleja.)
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Las homologias ¥ cohomologias con coeficientes en la representa-
cién p para I' = Z [m,] también aparecen en los problemas sobre
la prolongacién de aplicaciones del subcomplejo L — X sobre el
complejo K = L, si o, (X) actda en m, (X) y con prolongacién de
las secciones de espacios fibrados, véase el § 9, donde estos problemas
fueron considerados en un caso simplemente conexo.

Consideremos en calidad de ejemplo interesante la cuestién sobre
la construccién en una variedad n-dimensional (por c¢jemplo, en una
variedad 4-dimensional M?®) de una métrica de signatura (+ — — —).
Ya que el interior de un cono de Tuz en el espacio de Minkowski
Ri, s se contrae homotépicamente a un eje unidimensional tompo-
ral mediante deformacidn canénica, entonces un conjunto de ¢onos
de luz posibles (es decir, de formas g, de tipo (+ —~ — —)) en R*
es equivalente homotdpicamente a un conjunto de dirccciones RP3?
(para R™ tenemos RP"?). Por eso, nuestro problema es equivalente
al de construccién de un campo de direcciones unidimensionales
en A4, es decir, de seccién de un espacio fibrado tangente

E-Z M3, fibra F=RPS,

Pueslo que las particularidades de un campo vectorial tipico estam
concentradas en puntos aislados (o sea, para los campos vectoriales
el obstdculo surge s6lo al prolongar el campo en un armazon 4-di-
mensional del 3-dimensional), lo mismo es justo para los campos de
direcciones. Tenemos una cocadena obstaculizadora « (véase el § 9),
@ € CY (M2 5y (F)) = C* (M3, Z), puesto que =y, (ZP%) =
= Ty (8%) = Z. Sin embargo es correcto considerar esta cocadena
como una clase de cohomologias del grupo H§ (M* n,; (F)). donde
my (A4) actha en =y (F).

PROBLEMA 9. Mostrar, que si @ ~ 0 en un grupe H} (W4, n, (F)y
es posible cambiar la seceidon (campo de direcciones) en un 3-armazoén
de base, de tal modo que o = 0 y es posible construir Ia seccién
en toda la A74,

Por consiguiente, ienemos dos casos.

1) La variedad 174 es oricntable y compacta. Aqui la accién de
1y (A7) en ;g (RP?) = Z  es trivial, H (M4, Z) = Z.

pProBLEMA 10.  Demostrar que o = y (W% es una caracteristica
de Euler (al igual que para los campos vectoriales).

2) La variedad A7 cs no orientable. Aqui tenemos « € Hi =
X (M*, Z) = Z, donde p es una representacién no trivial m;, (/)
en mg (F) = Z.

PROBLEMA {t.  Demostrar que en este caso o = »y {(M*). Asi en
ambos casos la construccién del campo de direcciones (de métrica
de signatura 4+ — — —) equivale a la condicién 5 (M%) = 0.

Para las variedades no cerradas es interesantc constrnir en M4
una métrica gq5, 1a cual fuera de un conjunto compaclo se aproxima
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a la métrica de Minkowski. De mancra gque la variedad abierta A4
(topoligicamente) permite su compaclacién mediante un punte oo
hasta la variedad 4> MYyEn el mismo punto co € M9, en virtud
de propiedades de la métrica de Minkowski, tenemos un punto sin-
gular de grado 2 del campo de direcciones buscado (jdemostrarlol)
4Es posible construir en H* un campo de direcciones con un solo
punto singular de grade 2? El problema se reduce al anterior, pero
es necesario_que ¥ () =2 6 o (W) = 1.

PROBLEMA 12, Demostrar que ias clases homoldpicas de campos
de direcciones (o de métricas de forma (%, 1) en la variedad A"
son definidas por los homomorfismos s, (A™*) — Z, = (4=1) (cur-
vas cerradas, cuya circunvalacién cambia la direccién de las [lechas,
v dan —1), y también por una clase de cohomologias

YE HY (M™1, 5, (RPM).

LIEMPLO.  Scan excluidos de R® una recta y un punto. El dominio
restante {7 < R% tiene un tipo homotdépico §%\/ §' (un ramo).
Sea dado un campo de direcciones en el dominio U

v ape,
Una clase homotépica [f] es determinada por un homomorlismo

ny (U)=Z 5 Z,=x,(RP? y también por una clase de cohomolo-
gias (£ 7)
=Y EHU, iy (RPY)=HL(SPV S, T) = Z,

donde 5, (U) = Z actiajen . (RP2) en virtud de que £, (7, (U)) =
< m; (RP?%). En el caso dado, ocurre la inversién do la orientacién

(la accibn de p es no trivial). Tl cubrimiento X sobre X — S® Vv St

‘5'3 ‘5-.? 53

7 7 z z

Fig. 45. La accidn: z — = 4+ 1,

tiene la forma mostrada en la fig. 45. Todas las 2-cocadenas son co-
ciclos no cohomoldgicos a cero. CF (K) = If3 (K) = Z (verilicarlo).

Consideremos’como un ejemplo itil €l problema sobre las clases
Ju;)r'gotépicas de aplicaciones de un toro 7* en un plano proyectivo

725 jp2,
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El invariante mas simple de una aplicacién f es el homomorfismo
inducido de grupos fundamentales

faim (T8 =Z +Z 2 (RP?) =Z,.

Si el homomorfismo f, es trivial, la aplicacién f sobre un armazén
unidimensional puede ser contraido en un punto. Clases homoté-
picas de tales aplicaciones (dende fy () = 0) se reducen a clases
homotdpicas de aplicaciones de una esfera S* en RP? y son determi-
nadas univocamente por un grado de aplicacién (verificarlo). Es
més interesante el caso cuando el homomorfismo f, es no trivial. Sin
restringir la generalidad es posible considerar, que f, (2} = 4,
f. (b) = 0, donde a y b son el paralelo y meridiano de un toro. Con-
sideremos dos aplicaciones 7 y g: T® — RP? tales, que f, = g,.
Considerando el toro partido en la particién celular estidndar

6%, o,=a, oy=b 0%

de la condicién f, = g4. mediante una homotopia Hevamos las apli-
caciones f y g a coincidir en un armaz6n unidimensional. Un par de
aplicaciones f y g sobre una ¢élula o® que coinciden pn la frontera
do?, define un «elemento distintivos» del gmpo m, (RP*) = Z, desig-
nado por & = « (0% f, @) £ Z — m, (RP?), que so representa un
elemento de grupo de cohomologias

H3(T?% 7y (Rp?). ®3)

Aqui p = f, = gy

PROBLEMA 43, Demostrar que el grupo (3) es igual a Z,, sip
es no trivial.

De manera que tenemos ne mis de dos diferentes clases homoté-
picas de aplicaciones f: 7% - RP? con un homomorfismo fijado f,
de grupos fundamentales.

§ 12. Cohomologias de las superficies de Riemann
hiperelipticas. Toros de Jacobi. Geodésicas en los elipsoides
poliaxiales. Relacién con los potenciales de zonas finitas

Una superficie de Riemann hipereliptica de género g es dada
por la ecuacién

WE—Pyyy (5)=0 & wi—DPygug(2)=0,

donde P,z {2), Pogie (2) son polinomios sin raices mualtiples (véase
{11, parte II, § 4).

En cualguier superficio de Riemann R estin deiinidas las dife-
renciales holomorfas o {diferenciales de primer género), que en coor-
denadas locales 3 = w - w tienen la forma

w = [ (z) dz,
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donde f (z) es una funcién complejo-analitica de z. Aclararemos ma
abajo la forma posible de f (z).

En un ejemplo importanle de las superflicies de Riemann R
de género g = () las diferenciales holomorfas tienen la forma

zh=1 gh=1
o, dz=——___:-[lz, kzi‘ 2. = 5 (t
T V Pagn (3) e 4

donde la superficie ostd dada por un polinomio Pogeg(2) =

2g+1
= ?ll (z-—2z;) de grado 2g 4 1.
i

Veritiquemos que estas diferenciales son holomorfas. Es evidente
que son holomorfas fuera de los puntos z = z; (los ceros del polino
mio Pyg4q) ¥y 2 = oo, En el entorno del punto z = 3; es posible tomal
como parametro local § = }/z — z,. Intonces z = £ + z,, dz =
= 2t df, y las expresiones (1) toman la forma

(24 2~ @

WEEEL

(Lrt2i—2p
V i %
por eso las difcrenciales w, conz=z; son tnmbién lLolomorfas. En
un punto infinitamente alejado z= oo sirve de pardmetro local
t= z=ar, dz=—-2%  do donde

vz’
2LRE-RY
7 28+1

V il a—tw

is=|

dt, (3)

Wy = —

¥ © son también holomorfas para & < g

Cualquiera diferencial holomorfa @ cs localmente exacta: o =
= f (z) dz = df (z), donde [ (z) es una funcién primitiva y f (z)
es también una funcidén complejo-analitica. Por eso, la 1-forma o
en la superficie R es cerrada: do = 0. Una forma no nula © nunca
es exacta, porgue no hay funciones holomorfas no triviales en una
superficie compacta R (véase [1], parte I, § 4). Por analogia. la
forma @ =7 (z) dz también es cerrada y no exacta.

Las formas w;, ..., , para una superficie hipereliptica R,
son linealmente independientes (sobre los nfimeros complejos). Por

eso, las formas Rew, = -é—(coh + o), lm @, = —-,i_—(mk — wy) com-

ponen la base en un grupo de cohomologias H' (R R) =R - . ..
--. -+ R (2g sumandos).

oersgrvacioN. El grupo de cohomologias ' (R; R) de cualquiera
superficie de Riemann R se define medianie diferenciales holomor-
fas. Su existencia es un teorema dificil (véase [19]).
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PROBLEMA 1. Demostrar que cualesquiera g + 1 diferenciales
holomorfas sobre una superficie de Riemann de género g, son lineal-
mente dependientes.

Escojamos una base de ciclos a;, b;, i = 1, .. ., g en las homo-
logias H, (R, Z) tal, que sus indices de intersecciones dos a dos
tengan la forma (véasc [1], parte II, § 15):

a,Oa,:b,Db,:U a,ob,=6¢,, i, jwl, vy (4}
Cortando la superficie R, por estos ciclos, la transformamos en un
4g-dgono ;?-, (véase el § 3).

Quedan definidos les perfodos de cualquiera diferencial cerrada

por los ciclos a;, b;:
@m:A,, -.S)m:B,, [ - (5)
o by
Sean: ©', otra diferencial cerrada; Ai, Bi. sus A-y B-periodos.
LEMA 1. F's justa la relacién:

g

J o Ao’ = (4,Bj—B,4)). 6y
g =t

DEMOSTRACISN. En el 4g-adgono ¢, la forma cerrada es exacia:

@ =df. Por eso ® A = d(fo’), y en virtud de la [érmula de

Stokes

S w Ao = S fo.

it kg ~
Sean Q y Q' puntos en las aristas a; y aj' del 4g;zigono R, que se
juntan en uno en la superficie R, Entonces, QQ° es un ciclo en la

ay
b, G b
R
R
Rg I ai
Fig. 46.

superficie B g homolégico al ciclo b; (véase la fig. 46), por eso tene-
mos:
} 0=1(0)—1(@=|o=5:

(7 &y
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Andlogamente, para los puntos R, R’, que se pegan en los bordes
by, 7', obtendremos:

F(R) —f () = —A4,.

De aqui se deduce igualdad

fo'=
340y a7t b7

= [to'4 [ for—{ ¢+ By v — | (f— 400’ = 4Bi— B, 45,
at b" ai by
lo que demuestra el lema.

TREOREMA L. Para los periodos (A;, B;) v (A%, B}) de las diferenciales
holomorfas @, @' se cumplen las siguientes relaciones (relaciones bili-
neales de Riemann):

4
2 (AxBi— B, 43)=0. 0]

=

1

(ApBy— By d) =0, (8)

1

Mo

si la diferencial w es distinta de cero.

pemosTracionN. Si (localmente) o == f (z) dz, " = g (z) dz son
diferenciales holomorfas, entonces, @ A o' = fgdz A\ dz = 0. Por
eso, en virtud del lema

Ed

>} (AxBi— Bydi) =0.

h=1

La primera relacién queda demostrada.

Consideremos ahora la integral — — sm/\c'ﬁ. Puesto que

2,
n

—- g

@ A w=—2if|2dx A dy, donde o ={f(z)dz, esta integral es posi-

tiva Euando w==0. Por eso tendremos, utilizando el lema al caso

w' = w:

1 " — — —

5 ) @ A= { f12dz A dy=——; D\ (ABy—AnBy).

Ry Ry

0<—

Il teorema queda demostrado,
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Sea @, ..., @, una base de diferenciales holomorfas sobre la
superficie hipereliptica de Riemann R, Sea

Ajj= &ﬁ“‘ £. )=1., caay e (9)
a3

Del teorema demostrado so deduce

COROLARIO 1, La matriz A;; es no degenerada.

pEMosTRACION. De la férmula (8) se deduce, que una diferencial
holomorfa con los A-periodos nulos, es idénticamente igual a cero.
8i la matriz 4;; hubiese sido degenerada, cntonces se podria cons-
truir una diferencial holomorfa no nula con los periodos nulos.
El corolario queda demostrado.

Septn el corolario 1, es posihle escoger una base nueva

&
Qre= St oh g B gy =1, ..., & (10)

VP @ “i

tal, que los A-periodos tengan la forma

f&"‘f’iﬂ‘sm i, Je=te o W (11)
ay

Sea By = 5 @; una matriz do DB-periodos, construida por esta
b

base. Del te’orema 1 se deduce el siguiente corolario.

COROLARIO 2, La matriz B es simétrica y tiene una parie imaginaria
definida positiva.

pEMosTRACION. La simelria de 55 se deduce de (7), para @ = ¢y,
@’ = q;. Apliquemos ahora la designaldad (8) a una diferencial
holomorfa ® = x4y + . . . + 2@, donde x, Son nimeros reales.
Para esta diferencial los periodos 4, tienen forma 4, = z,. y los
periodos By la forma B, = .8, + ... + ,84, De aqui se
deduce la desigualdad

g
0< ‘i‘ E [ (2 B+ o -+ 2B — 2 (2Bp+ .. .+ 3,80} =

k=]

8
== 2 Xyl Ill'IBﬁ-
k,j=1
lo que demuestra la definiciéon positiva de la matriz Im By, El
corolario gueda demostrado.
Construimos por la maltriz (B,;) en un espacio C¥%, un reticulo T
sobre ndmeros enteros, engendrado por los vectores linealmente
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independientes ey, . . ., €4, donde (e,)' = 8y, (egin) = By k=
=1, 2, ... g

El reticulo I' define un toro 2g-diwensional 7% = C&/T (véase
[1], parte IT, § 4), llamado foro de Jacobi (o variedad de Jacoli) de la
superficic de Riemann R,.

concLusion. El toro de Jacobi T* es abeliano (véase [1], parte 11,
§ 4). Examinemos, como un ejemplo, un caso de superficies de género 1
(ccurvas elipticasy): w® = P, (3) = (2 — 2,) {z — ) (z — z5)- En
este caso hay dos ciclos a,, by {(véase la fig, 47).

Fig. 47. Ciclos en la superficie eliptica de Riemann Ry w? = (z — 3)
{z — z3) (z — z4).

Con la linea punteada se designa la j:»arte del ciclo b, que descansa sobre la
segunda hoja.

Aqui se tiene una diferencial holomorfa ¢ = ¢ dz/} P, (z), don-

de el niimero ¢ se escoge de la condicién &q::'l. Tomemos T =
a‘l
=B = 5 ¢, donde Im © > 0. Los veclores 1, © determinan un tore

b
bidimensional de Jacobi 72 de la superficie de Riemann R;. La mis-
ma superficie R, es equivalenie al toro (como una variedad; véase
[1], parte II, § 4).
Esta equivalencia se construye asi. TFijamos un punto P, sobre
la superficie R,. Para un punto arbitrario P en R, definamos la
magnitud 4 (P), suponiendo

» P
\ ¢z
A(P)_ﬁ,.q}: j o R (12)

La curva (el camino) de integracién, que conduce cn la super-
ficie de Riemann del punio P, en ¢l punto P, estd definida ne uni-
vocamente, con exactitud hasta afiadir cualquier ciclo. Por eso
A (P) estd definida s6lo con exactitud hasta Ja combinacién lineal
con coeficientes enteros de los A- y B-periodos de la diferencial q:

A(P)~A4(P)+n1+ m1, n, m son enteros. {13}

De manera que estd definida la aplicacién 4 (P) de la superficie
eliptica de Riemann R, en su toro de Jacobi T2
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AFIRMACION 1. La aplicacidn A (P) es regular por doguier, o sea
su diferencial en ninguna parte se anula.

La demostracidn es evidenle.

coroLARIO. La aplicacin A (P) es un isomorfismo (complejo-
analitico).

DEMOSTRAGION. De la anterior afirmacién se deduce, que 4 (P)
es un cubrimiento. Fsta claro, que A (P) transforma las generatrices
a,. by del grupo m, (R,) en las generatrices del grupo m:, (T%). Por
eso ¢l cubrimiento A (P) es trivial (véase [1], parte IT, § 19). El
corolario queda demostrado.

OBSERVACION. En la teoria de funciones complejo-analiticas se
demuestra que cualquier tore complejo 7% es un loro de Jacobi de la
superficie eliptica de Riemann.

Para el caso de superficies hiperelipticas R ,, donde g > 1, para
cualquior juego de puntos Q. . . ., Q4 de la superficie R, estd defi-
nido el vector 4 (Q,. ..., Qp) = (% .., A%), donde

Qi

o+ T @g;=dj

{]

1, i

Q

{p;‘—i—...—l-ggfﬁp k=1, ..., g (14
Qﬂ

Aqui @y, . - ., @4 es una basc estindar de las diferenciales holo-
morfas, normalizadas por la condicién Ecpﬁ = 8;3. Las curvas de

a
i
integracién desde un punto fijado @, hasta los puntos @y, . . ., Qg
se eligen convencionalmente. Estas curvas estan definidas sélo con
exactitud hasta las combinaciones con coeficientes cnteros de los
ciclos

& g &
QyQn ~ Q@+ }_‘.11 mya; + 21 nyby. (15)
i= Fu=

Por eso las magnitudes A* (Qy, . . .. Q,) estdn definidas con exacti-
tud hasta los periodos de diferenciales holomorfas:

ANOys 0 00 O ~H Qe oy Q) 2 M8y 4 2 738y (16)

0 bien

fa
A@1 ooy Q) ~AQu vees O+, m:fs+§l Piery (A7)

donde ey, . . ., &;, son vectores construidos mas arriba y generatrices
del reticnlo I'. Por eso el voctor-funcién A (@, . . .. Q) toma valores
en el toro de Jacobi 7% = C#/T de la superficie de Riemann R,.
Esta aplicacién se llama aplicacion de Abel.

AFIRMACION 2. La aplicacidn de Abel es invertible, si no hay coinci-
dentes entre los puntos Q. ..., Qg
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DEMOsTRACION Para simplificar los caleulos. considereraos, que
entre los puntos @y, . . ., @, no hay puntos de ramificacién. Entonces.
en cl entorno de un punto @, es posible tomar la coordenada z = z
en calidad de un pardmetro loeal. Calenlemos jacobiano de nuna trans-
formacién 4 (@4, ..., Qg o sea, det (047 (Qy, - ... @ 9z,)). El
cdlculo es cémodo hacerlo en la base wy, . . ., w, (férmula (1)). Enten-
ces obtendremos

943
ek R ——
dzp IV Pogsa (22}

Obtendremos de aqui para el jacobiano buscado:

i1
Zk

jy k=19 caes B

; % ol
det (‘;—‘:}‘:-) = — g det -
h” V Page1 (i) il 2§-’
=1

[T zi—2p
i<j

3
” V PrgaaGa)
k=1

(Hemos utilizado la expresién conocida del dlgebra para un edelermi-
nante de Vandermonde».) Estd claro, que este jacobiano es distinto
de cero, si los nameros z;, . . ., 2, son diferentes de par cn par. La
afirmacién queda demostrada.

OBSERVACION. El problema de inversidn de la aplicacion de Abel
es conocido en la geometrfa de las superficies de Riemann como el
sproblema de inversidn do Jacobiv. Este problema admite una solu-
cion explicita: cualquiera funcién simélrica de las coordenadas
23, . . .. Zg de los puntos Q,, . . .. @ se expresa mediante una O-fun-
cion de Jacobi—Riemann (véasge 117. parte II, § 4), construida por
un toro (abeliano) de Jacobi 7°%. Danios una formula para calcular
la suma de las coordenadas z, + .. + z, delor puntos @y, . . ., Qg
sin brindar aqui férmulas generales:

Bt Fa=rlnb(y, ... )+, (18)

donde el operador-diz tiene Ia forma

[ = 3 @ :
-E—V,E,T—]"‘"'—FV 3 (19%

& aﬂ’g
ademas,

Ve=ci. k=1, ..., g (20y

(las magnitudes c;, estdn determinadas por las férmulas (10)), ¢ es
una constante,
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Los propios puntos @y, . . ., @ se determinan a partir de las ecua-
ciones A (Q;. ..., @,) = y. univocamente, con exactitud hasta la-
permutacion.

Utilicemos la transformacién de Abel a la integracién de Jas
ecuaciones de Kovalévskaya para el movimiento de un cuerpo sélido-
pesado con un punto fijado. Las ecuaciones del problema de Kova-
lévskaya tiemen la forma (véase {31])

2r=gqr, Vi =TV2—49¥a
2g= —pr—ny; Y= PYs—7s, (21)
=Y, V3= 4V~ DV2s
p=const.

Las ecuaciones (21) pueden ser escriias en furm_a de Hamilton,
pero no la damos (véase mds abajo Suplemento 1). Estas ecunciones-
tienen las siguientes integrales:

H =2 (p* + ¢®) 4 r* — 2py, (energia), (22)

L =2 (py; + gv2) + rys (momento), (23~

K = (p® — ¢ + n7)® + (2pg -+ py.)® (integral de Kovalévskaya),
(24)-

Ademas, se cumple la condicién de conexién y? + y% 4 2 = 1.

Consideremos una superficie compatible del nivel de estas inte-
grales: H = 6k, L = 21, K = }*, donde k, I, k* son constantes.

Si se cumple la condicién de conexién 2 + 2 4 v =1 las-
ecuaciones (22) — (24) dan una superficie bidimensional (variedad.-
invariante de un sistema dindmico (21)).

Introducimos las coordenadas s, s, en esta superficie (variables.
de Kovalévskaya)}, suponiendo

84,0==8h+ R {zy, 73) F V R (21) R (22}

(r1—z9)® ’
donde iz, o= pig, R (2) = —z* 4 6hz* + 4plz 4 n? — k2
R (zy, x,) = —ata} 4 Ghzyx, + 20l (2 + ) -+ p® — A2

PROGLEMA 2. Demostrar, que en las variables s,, s, las ecuaciones.
(21) se escribirdn en forma

> iV B - 1V D (s0)
8=k ra—w 0 2T T (25}

donde @ (z) es un polinomio de quinto grado, que tiene la forma
D (2) = {z[(z — 3R)* + p® — K] — 2%} X
X (22— 3k — k) (2 — 3h 4 k). (26)-
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oBSERVACION. La ecuacién (25) coincide con la ecuacién de conmu-
tatividad en la superficie de nivel de dos integrales, indicada en [1],
parte II, § 30.

Los segundos miembros de las ecuaciones (23) son funciones univo-
.cas en una superficio hipereliptica de Riemann de género 2, dada
por la ecuacién w® = @ (z). Por eso oblenemos movimientos de un
par de puntos (P, P,) por esta superficie de lliemann.

Por ejemplo, sean todas las raices del polinomio @ (z) reales y
distintas. Designémoslas por ¢y << &, < a, << a5 << ag. 3i los datos
iniciales para ol sistema (25) se oscogen reales y lales, que a) =5 8 <<
< @y @y << 8, << @y, onlonces en cualquier instante ¢ log ndwmeros
5; (1) serdn reales y satisfardn las mismas designaldades. Los puntos
P, = P, (1), Py = P, (t) se moverdn on la superlicie de Ricmann
por los ciclos encontrados sobre los segmentos [y, agl ¥ lag, a,l

(s

~
C

i JECAN 1
g l E,Uaz a5 Jr 2. Z
~

Fig, 48.

(véase la fig. 48). Estos ciclos estin pegados de dos ejumplares
{ay: a51* v lay, @517, [25. a,)* ¥ [ag. a,]- porlos extremos de los segmen-
tos correspondientes. Un «punto de fase» (Py. P,} se mueve por un
toro bidimensional (real). Para integrar las ecuaciones (25). aplique-
mos a ellas la transformacién de Abel, construida por una curva
hipereliptica de género 2, dada por la ecuacién w® = @ (z). Aqui

tenemos dos diferenciales holomorfas independientes -————-V?;U
z
242 Hacemos
/® {z)
Py Py P
(P, Py)= S =
AL(Py, Py) 1_5' " mm"'t’ VoE
p. 4 @27)
2P, P)—= zdz L zdz
APy, Py) !50 VoW é. 1V @)

{P, es cualquier punto de la superficic de Riemann).
AFIRMACION 3. Después de la transformacién (27), las ecuaciones de
Kovaldvskaya (25) pasan a un sistema lineal con los coeficientes cons-
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tantes de la siguiente forma:

£ AL(Py(8). Py(t) =0,

d 20 i (28)
S AR (Pt} Pa(t)=— .

DEMOSTRACION. Supongamos que los puntos P, (2), P, (f) se dis-
tinguen de los puntos de ramificacién a,, . . ., a,. Entonces los para-
metros locales en el entorno de estos puntos son s, 8. Por eso, en
virtud de las ecuaciones (25) tendremos:

._d i7 y L3 1 &a
: f)) = —— .
a APy (8), Pa(t) Vo = Vo
_L¥VOGE) i VB _
2 V) 2 Vs 3
d 3 ‘;'6‘ ;s ']
L AP, (@), Po(t))= 20t 8%
dt ( !.(t 2( )) l, CD(&':[) .‘J, (Dﬂ(s 3

La afirmacién queda demostrada.
PROBLEMA 3. Demostrar, que un sistema de la forma
dsy _ s ¥ D (s dsy _ 5 V@D

dt s3—sy ' dt — s553—a& (29

con una transformacién de Abel también pasa a ser un sistema con
los coeficientes constantes,

En vigor de la afirmacién 3 tenemos:
AP (8), Py (1) = A1 (Py (), Pa(t),
AN(P (D), Py(t) = AP, (to), Pyt + & (t—t). OO

De manera que después del paso a la variedad de Jacobi, el sistema
de ecuaciones de Kovalévskaya se resuelve completamente. Para
obtener una dependencia explicita del tiempo ¢ de las variables
8y, S5, es necesario invertir ol cambio de variables (27), o sea, solu-
cionar el problema de inversién de Jacobi.

concLusion. La variedad invariante {H = Gh, L = 21, K = I*,
¥* = 1} del problema de Kovalévskaya (al prolongarse en un domi-
?iol comq}))l;ej}o}}, es un toro de Jacobi 7% de la superficie de Riemann
ut = z)}.

Ahora demos otros ejemplos de los sistemas de Hamilton, que
admiten la integracién con ayuda de la transformacién de Abel, es
decir, de tales sistemas. cuyos toros invariantes, al prolongarse en
un dominio complejo, son toros de Jacobi de las superficies de Hie-
mann.

i1~-01128
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weMrLo 1. Recordemos, que la gecuacién de conmulatividads
(véase 11]. parte JI, § 30).

[, Ay 4 034, + 2zl =0, (31)

donde # = —d®da?® + u (z) es un operador de Sturm—Liouville;
Ag, Ay A, son operadores diferenciales respecto a z, de los érdenes
primero, tercero y quinto; ¢;. ¢a, son constantes. Esta ecuacion puede
ser escrita en forma de Lagrange
8L

—_— = ()

On () ¢ (32)
con lagrangiano

e i
L=1L(u u', u~)=12__.§u»uz+;;_m+

+ey (—“;;4- w") Ut 4eal;  ey= const.  (33)

Las soluciones del sistema (32) son potenciales periddicos con zonas
finitas (bizonales)y casi periédicos del operador ¥ (véase {11, parte 11,
§ 30). Ll sistema de Hamilton correspondiente, con dos grados de
libertad, tiene dos integrales independientes Jy, J, en involucidn,
o sea, es inlegtable completamente. Las coordenadas explicitas
Y1+ Vs en las superficies de nivel de estas integrales tienc forma (para
el caso ¢ = 0)

=—2{y+%)
1 - 1
+ (Bur—u) =y — 5 2 Wby, (34)
i<j
donde Ag, . . ., & son rafces del polinomio, Py (&) = 0; la expresién

de los coeficientes del polinomio P, (i) por medio de las constantes
¢y €4y Cg ¥ de log integrales Jy, J, es dada en las férmulas (30.30)
de.la parte II del libro [1]. En estas coordenadas la ecuaci6n (32)
se gscribe en una forma coincidente con (25) después de volver a
designar s; — ¥i, t = 2 ([1), parte I1, ecuaciones (30, 33)) y por eso
también se integra por el cambio de Abel. (Lia superficie de Riemann
de género 2 es dada, en este caso, por el polinomio Py (A).)
Prestemos atencién a gque las férmulas (29) describen la depen-

dencia temporal u (z, t) de las soluciones de la ecuacién de K dV
(véase [1], parte II, § 30), donde s, — y; (jveriliguesel).

OBSERVACION. Las ecudciones de conmutatividad de ordenes supe-
riores sé integran también por la transformacion de Abel y por eso
tienen, como variedades invariantes (en un dominio complejo);
los toros de JYacobi de las superficies hiperelipticas de Rivmann de
géneros superiores.
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rieMpLO 2. En el problema de Neumann sobre el movimiento de
una particula en una esfera bidimensional

at= 3 zj=1 (85)
=0
bajo la influencia de un potencial cunadratico
2
b 3
Ua)=—5 2\ a@l,  ay=oconst, (36)
1=t

las ecuaciones de movimienlo tienen la forma
Ty == x4 A () 14, i=0,1, 2, (37)

37)

donde % () es un multiplicador de Lagrange, que surge o causa do la
superposicién de la conexién (33). El sisterma (37), (37') puede ser
oblenido de un flujo de Hamilton en R® con hamiltoniano

1< N .
H=— E ﬂiit'f+7(3'2yz“"(~ry)z) (38)
=0
por una acotacién en la esfera 2 = 1.
rropLEMa & Dewostrar que las funciones

(W= Tilix) -
Fy (z, y)=xk+ Zkﬂ_’ kil 4y % BD)
i

son un sistema de integrales independientes en la involucién para
un sistema con hamiltopiano (38).
El propio hamiltoniano H tiene la forma

H=5 3 aF;. (40)

=1

rropLEMA 5. Comprobar que fa transformacidn

=y, yY=—zx. II'=2 ai'F; 41y

gz==1b

transforma un flujo de lHamillon construido en un flnjo geodésico,

en un elipsoide triaxial (sproblema de Jacohi»)
4 - =1 42
P s}
i)
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(las geodésicas en un elipsoide triaxial fueron halladas por Jacobi).

Mostremos que el problema de Neumann (y., por consiguiente,
¢l problema de Jacobi) se integra por la tramsformacién de Abel.
Reducimos ¢l problema de Neumann. siguiendo los trabajos moder-
nos. al ya considerado problema sobre los potenciales hizonales
(¢«ecuaciones de conmutatividadr (32)).

Sean g, . P, funciones propias de un operador £ = —d*'dz® +
+ u () con propios valores a4, «,, a,, correspondientemente. o sea,
soluciones de ccuaciones diferenciales

xlk'; = &, i =0, 1. 2. (—13}

Las ecuaciones (43) vuelven a escribirse en forma

P = —anp + u (@) P, i=0,1, 2, (44)

que coincide con las ecuaciones (37) del problema de Neumann des-
pués de volver a designar z — ¢, P — 2, u (@) =>4 (1) (multiplica-
dor de Lagrange). Queda por satisfacer la ecuacién de conexidn

3 23 = 1. Escojamos para esto un potencial bizonal u (z), de tal

manera, que log ceros Ag . ... Ag del polinomio correspondieate
Py () (véase mas arriba) tengan Ja forma:

o=y <hy T hg==ay<Thy <Ry =ay,
4
Py = [ (—2)

(sextremos derechos de lagunasr en el espectro del operador ¥ véase
{1}, parte II, § 30). Resulta que las soluciones que necesitamos de las
ecuaciones (43) se expresan simplemente por las variables y;. Vs
determinadas por las igualdades (34).

PROBLEMA 6, Demostrar que las funciones de forma

(45)

Py (7) =0y 'V-f"%'-'\’i (xh) {&i — V2 ()4 i=0,1, 2, (46)
donde a; son constantes y satisfacen las ecunaciones (43),
4
siu= =2 +v2)+ 2 Ao

Y, =2 VP, (0 / v —va).  ¥i=2iV Pg(ma)/(v2—7y).

PROBLEMA 7. Demostrar, que si se escogen constantes o, oy, oy
en forma

a,:['g (ar—ap]~"3, 1=0.1, 2, (47)
1%=1
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entonces, para las funciones y; de forma (46) se cumple la condicidn
de conexidn

P =1. (48)

Las férmulas (46), (47) dan una completa reduccién del problema
de Neumann (y. por consiguiente, del problema de Jacobi} al pro-
blema de inversién de Jacobi para la superficie de Riemann de géne-
ro 2 con puntos de ramificacion (45).

Es curioso notar gue, a pesar de la coincidencia de los toros
invariantes y los flujos en ellos (jhasta en un dominio complejol)
para la ecuacién (32) de potenciales bizonales, asi como también para
los problemas de Neumann y Jacobi, todos estos sistemas de Hamil-
ton mo son candnicamente equivalentes (|verifiquesel).

Los sistemas de Neumann y Jacobi con dos grados de libertad.
considerados en delalle por nosotros, casi automaticamente vuelven
a escribirse para las dimensiones grandes. La integracién de estos
sisternas siempre punede ser reducida a potenciales de zonas finilas.

§ 13. Propiedades mas simples de las variedades de Kahler.
Toros abelianos

LETINICION 1. A una variedad complejn M?" con una métrica
hermitiana ds?® = g,; dz* /2P, donde g.p= gpoy S¢ la llamard de

Kahler, si una 2-forma real correspondiente § = ~I‘,— 2 Eapdz™ N dzf
. ) . a<p

es cerrada: 4Q= 10, Tiene lugar la afirmacién (véase [1], parte I,

§27): para una métrica de Kahler Ia forma Q"=Q A ... A Q(n fac-

tores) es un elemento de volnmen no nulo maltiple:

Q= edV =c Vet gapda! A ... Adz" Ndzt A ... Adz", e~
1)

GOROLARIO. Las formas Q%, i = 1, . . ., n en una variedad compacta
de Kaller no son cohomoldgicas a nulo. Por eso, los grupos H¥(M*", 3)
son no triviales.

DEMOSTRACION. Si la forma @ es exacla, @ = dw, entonces la
forma Q" es exacta, Q" =d{o AQ A ... A Q). Pero en una
variedad compacta tenemos:

5 QP i dV == 0.
}Hln n:‘?.ﬂ

Esto significa gque la forma © no es exacta. El corolario queda de-
mostrada.

EJEMPLO 1 Cualquiera superficie de Riemann es una variedad de
Kahler por razonamientios de dimensién.
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eTEMpLO 2 Una métrica hermitiana en CP" se obtiene de la
forma

- B . _ o,
ds? — _,;:__j_-‘o Azt dak — (E‘f.—, 2 d’z"‘] (;}'n z cZzJJ (2)

en un espacio TP, a la cual consideramos como una forma en la
esfern §2'1: |z0|24- ... |z"|2=1. Verifiguemos que Ja forma ds?
08 invariante respecto a las transformaciones

Je

Z* e oi®zh,  ZF s emioZh,

Con Ja transformacion indicada obtendremos:
dz* e e1® (d2* + iz dp), dT* — e~ '0 (dF" —iZ* dy),
asi que
$ dz" dz" — ;d:’;“ dz* + ii— ? (2" d2"— 2" dz”‘}] dip + dq?,
D iz e 3 P dT—idg, O 2 2 D P A2 idp
[ 3 3 3
Por consigniente:
Y, dzt dzF— (E z" d?‘) (5‘. z dz’) —
k h

f— };; dzt d_z."-—(T. 2t c{'_z") (})_‘ 2’ dzj) )

De manera que es posible considerar 1a forma ds* como una métrica
en CP" La forma Q, definida por esta métrica, es del tipo:

sa-_—.—;-Zc?z";\c?E"—fT(E 2t dz') ;\(25"&"). 3)

En la esfera S+ tenemos D) z°2* = 1, de donde 3 z* dz*4- 2} 2" dz* =
=0. Por eso la acotacién de la forma € en la esfera da

=L 3 a2t A\ dz- 4)

Esta forma es cerrada (ha sido considerada en el § 1 al examinar un
anillo de cohomologias del espacio CP"), por eso Ja variedad {P"
es de Kahler.

parmpLo 5 Ahora demos un ejemplo de una variedad compleja
compacta, que no admite una estractura de Kahler, o sea la variedad
de Hopf. Designemos por I' a un grupo, que actia en el espacio
£\ 0, engendrado por la transformacién z — 2z. Estd claro, que un
factor (C"~ 0)/D por-esta aecién es una variedad compleja compacta,
homeomorfa a un producto directo S' x §*~L  Entonces,
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H®(§' % 8§*-1, R) =0 (n>1). y no es posible introducir una
estructura de Kahler en esta variedad si n > 4.

Estan definidas en la variedad de Kahler los periodos de la forma
£ que son sus integrales por los ciclos bidimensionales de H, (M2", Z).
Se dice que la variedad es.de Hodge, si Lodes los periodos de la forma
©Q son enteros (o se hacen enteros después de multiplicarse por un
mismeo nimero, £ — AL2).

Por ejemplo, para la variedad CP™ sabemos que H,y (CP?, Z) =
= 7, por eso es posible multiplicar una métrica ds® por un nimero
conveniente, para que ol tnico perfodo de la forma & se vuelva un
nitmero entlero.

PROBLEMA 1. La generatriz en el gropo H,(CP", Z) es una sub-
variedad CP!, dada en CP" por las ecuaciones z?= ...=z"==0.

n

Calcular gl periodo de la forma §»2=Tt > dz* A\ dz*por este ciclo
k=0
(mulliplicador normalizante).

AFIRMACION . Una subveriedad complejo-analitica N®*™ de la
variedad de Kahler M®™, es de Kahler. Si M* es de Hodge. enfonces
N* también es de Hodge.

DEMoOSTRACION. Sean: [ : N®™ — M*, una inmersidn; ds?, una
métrica hermitiana, que da en M?" una estructura de Kahler; Q, una
forma cerrada, conexa con ella. Entonges, ds® induce una métrica
hermitiana f* ds? en N*™ y la forma conexa con ella es igual a j*Q
y también cerrada. Por eso, la variedad N*" es de Kahler. Si ¢ es
cualgnier ciclo bidimensional en la variedad /V*™, entonces es justa
la ignaldad

{re={a
e fee
Para un ciclo con coeficientes enteros c, el ciclo juc es también con
coeficientes enteros, por eso j € es un numero enlero para la varie-
fac
dad de Hodge M*". De aqui se deduce, que A*™ cs de Hodge. La
afirmacién estd demostrada.
En la variedad CP™ se destacan subvaricdades complejas com-

pacias y algebraicas. La clase mas simple de eslas varicdades se da
por un juege de ecuaciones (e¢intersecciones co_mp]etasu)

Fyizg. . 1 2a)=0,

(3)

donde todas las funciones Fy, . . ., F) son polinomios homogéncos:
Fy(ezg, « . onc2n)=c*F (24, - ..\ 2g).
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coroLario. Todas las subvariaciones complejas regulares en CP"
son variedades de Hodge.

OBSERVACION. Cada subvariedad de este tipo define un ciclo
N®™™ — CP". Para las subvariedades algebraicas compactas este
ciclo nunca es cohomolégico a nulo. Realmente, sean: f: N —
— CP", una inmersién (un encaje); £, vna forma estdndar en CP",
Entonces, f*Q es una 2-forma en N*™, conexa con una métrica indu-
cida de Kahler. Por eso. (f*Q)™ es un maltiplo no nulo de un elemento
de volumen en N*®. En virtud de compactidad, tendremos:

S (FFQ)™ 5= 0,

NEm

do donde | ©m=£0. El ciclo f,N®" no es fronters en CP"

falv
porque la forma Q™ es cerrada y su integral por cualquiera frontera
es igual a cero, en virtud de la férmula de Stokes.

Ahora consideremos el caso, cuando los toros complejos ™" =
= T son de Hodge, donde cl reticulo I' esti engendrado por 2n
vectores lincalmente independientes e, ..., €,,. La métrica de
Kahler en el toro T%" se obtiene, si tomamos en C* cualquiera métrica
hermitiana con coeficientes constantes. Si en el toro 7*" esta dada
alguna métrica de Kahler, entonces. es posible hacerla media (inte-
grarla) por el toro I*" y obtener una métrica con coeficientes cons-
tantes,

PRODLEMA 2. Demostrar que si una mélrica inicial es de Hodge,
entonces, después de hacerla media, obtendremos una métrica de
Hodge con los mismos periodos (consideramos, que el volumen del
toro 7'*" es igual a 1).

Asi, es suficiente con examinar un caso de métricas con coefi-
cientes constantes. Cada tal métrica es definida por cierto producte
escalar hermitiano en C" = R*™:

H@y)= 3 hoptish 2=0D y=6h) hpa=hop O
H (z, y) puede ser considerada como una funcién bilineal de valor

complejo en R®*® X R®, que satisface las relaciomes:

H(y.2)=H(z,y), H(iz, y)=1H (=, y). (7)

Si H (z, y) = F (z, y) -+ G (2. y), donde F (z, y) y G (z, y) son
reales, entonces de las ignaldades (7) se deduce, que F (z, y) =
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= F(y, z), Gz y) = —G(y, =), F (z, y) = G (iz. y). Por eso, la
forma F (z, y) es definida como positiva y toda la forma se deline
por una parte imaginaria de G (z, ).

AFIRMACIGN 2. Bl toro T* = CMT es de Hodge si, y sélo si, existe
una forma antisimétrica real G (z, y) = —G (y. z) tal, que:

1) la forma F (z, y) = G (iz, y) es simétrica y definida positiva,

2) G (eq, ep) es un nimero entero para cualesquiera dos vectores del
reticulo.

A estas condiciones se las llaman relaciones de Frobenius.

pEMosTRACION. En virtud de los razonamientos arriba menciona-
dos es suficiente con demostrar que la condicién 2) es squivalente
a que la métrica en el toro 7", definida por una forma hermitiana
H (2, y) = G (iz, y) + iG (z, y), es do Hodge. Sabemos que el rango-
del grupo H, (7%, Z) es igual aC?, = n (2r — 1) (nlimero de combi-
naciones), donde la base de los ciclos bidimensionales en 72" tiene
la forma c,5 = {heq + peg}. 0T, n<C1(x<<f). La forma &
es conexa con la métrica de Kahler, por eso el Loro T*" es de Hodge
si, v sélo si, las integrales de la forma G por todos los ciclos ¢qp som
enteras.

La acotacién de la forma G en el ciclo c,q es igual a G (e, eg)
X dh A du. y la integral por este ciclo es igual a G (e,. eg). La
afirmacién queda demostrada.

En el § 4 de la parte II del Tibro [1] fue introducida una impor-
tante clase de toros ahelianos complejos. Si deflinimos una matriz

(Br;) con las igualdades e,y == 2 Byse; 1< k< n, entonces,

para ¢l toro abeliano la malriz {B,{j) debe ser simélrica y tener una
parte imaginaria positiva. En particular, en el parigrafo anterior
se mostré que los toros de Jacobi de las superficies de Riemann son
abelianos. Tiene lugar la siguiente afirmacion.
AFIRMACTON 3. Cualgquier toro abeliano es de Hodge.
DEMOSTRACIGN. Dlamos una forma hermitiana X (z, y) con la
igualdad

H(z, y)=pustizh, z==(z}, ....20), y=1(32 -..35)- (8)

Aqui la matriz (B;) es inversa a la matriz positiva definida
Im B. La parte imaginaria de la forma H (x. y) es del tipo

G (2, y)=Im H (2, y) = o Bay (2155 —2320) (o

en virtud de la simetria de la matriz (f,;). Comprobemos, quc lin
forma antisimétrica G (z. y) toma valores enteros en la base ¢, . .
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. €4y del reliculo T. Tenemos, para m. L= n:
v . i I g k
G (erai . 0= ‘ﬁ? .ﬁh_!' (B'rrnb; E= b‘;élﬂj =0,

) 1 B 3
G {80 €y H} =" 2 '-‘T; r’h} (Gﬁ\BIJ '_-BFJ{’T“'} —

]

— t‘.\:n E ﬁh_‘f(]nl B)ﬂ_ T — 6:;6};;*- '_'f‘mi = — G (€n+1) Cmh
fl

¥ 1 51 I
-G (Cn+ms Euvt) = 2 -2_; Eihj (Bth” = ijljnrh‘} 7

b

=S Bu, Wianlih, —Dinndis) = Vi —bimp=0,

Yo, g

donde se lan introducido las designaciones by = Re By, bip =
= lm B;,. Asi, la forma G (z, ¥) es con voeficientes enteros en et
toro 1% = %[. Es evidente que }a mélrica hermitiana (8) e
definida positivamente. La afirmacién queda demostrada.

prOELEMA 3. Demostrar la correccion de una afirmacién inverss
cualguier toro de liodge es abeliano.

Notemos, en conclusion, que la importancia de la clase de toros
de Hodge (o abelianos) consiste en que cualguier toro abeliano pueds
ser realizado explicitamente con ayuda de ‘B-funciones como unt
subvariacién algebraica regular en un espacie proyectivo complej
{Lefshetz). Hste teorema es justo para lodas las vaviedades de Hodge
(Kodaira; véase [21]).

§ 14. Homologias con coeficientes en los haces

Ks conveniente deseribir un tipo mas de homologias, que tiem
una importancia esencial en diferentes dominios de las matemétions
{pero no en los limites de los materiales de este libro).

$ea X un espacio recubierto con los dominios abiertos Uy,
li v,=X.

Exigimos que el recubrimiento {{.} sea «localmente finite
{es deeir, s6lo juegos finitos de los dominios U, pueden intersecarse).

pEFINICIGN 1. a) Se llama prehaz F a la correspondencia quea
cada dominio &/ = X le confroata un grupo abeliano (anillo, campo)
Fy; se exige, que a un encaje (inmersién) U= V le corresponda ug
homomorfisme de erestriccidn»

iyy: Fy — Fgp. )

8i U Vo W, entonees ipy = ipvivw. Bl prehaz F defipe.el
prehaz F |, en cualquier dominie ' < X,
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b) El prehaz F se llama haz, si tiene las siguientes propiedades;
1) Sea que un dominio U7 se representa en forma de union de
domninios U,:

2z U Lra_

Entonces, si i,y (/) = 0 parva todos los ¢, un elemento f € Fy, debe
ser nulo,

2) Cualquier punto tiene un entorno bastanle pequeiio T tal,
que un juego de elementos ¢«coordinados» f, € Fy;, se representa como
un conjunto de restricciones de un elemento comiln f € Fp. Aqui

U=U Uy Upp=Uy N Up=Upas

ty g0, fo=1ug,0,fu (ccoordinaciény),
ty_uf = fa-

A un conjunto vacio & le corvesponde siempre un cero: Fgu = 0.

Con el recubrimiento {L-’,!‘} se relaciona un cowmplejo simplicial,
amervio de recubrimientos, designado por N {U,}:

1) los vértices of, corresponden a dominios U,

2} las aristas olg corresponden a pares (U,. Uy). si la inter-
seccion es mo vacia, U, N Uy 5= @

3) los triangulos ok, corresponden al trio (L, U7, Uy), donde
la interseccién es no vacia. 7, L7 N UL == &)

4) ¢l simplex Uf;o.um% corresponde a un  juego de dominios
Uags - - -+ Uq,) tales, que la interseceidn Ugg N ... ) Ug, es no
vacia,

Ayparecen «ohomologias de recubrimientos con cocficientes en el
prehaz F: cocadenas A-dimensionales que son funciones lineales en
los simplex Ugo‘ ..ag de dimensidn & en el nervio N {Ug} con valor
enlos gropos 7 ([T, 1. .. (1Ugq,). Aqui las cocadenag tienen su
dominio de valores en cada simplex. A una cocadena e le corresponde
su cofrontera

fi=1
ek, 851 . Y= 3 (— ) ipp, (k. on . )
( o,y .‘_n[‘( L PR P .
donde
T
(T ) s¢ encuentra on un grupo Fy .
e T q

U=Usgy N ... N Usy, s
UcUp=Ug ) ... N i—'uqn sl

tel dominio {."aq estd borrado de la inlerseccion).
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A las cohomologias de recubrimicnto se las llamarin grupos
cocientes de los cociclos por las cofronteras:

HY (N {Ug}. F) = Ker 8/Im & = Z9B9.

Sea que un recubrimiento {V,} estd «inserito» en {U.}: sida
interseccion Vy 1 U, es no vacia, entonces V' se encuentra integra:
mente en {7,. Iis fcil de verificar que surge una aplicacién simplicial
(un simplex pasa a ser simplex) de los nervios de estos recubrimien
tos:

e it "
N{g}—— N}

De manera que. utilizando (1), lenemos una aplicacién de cocu
denas y cohiomologias:

H* (N {UL). F) =L i+ (N (v}, F).

Joda esta estructura (para los recubrimientos bastante «pegue
fioss) describe Jas cohomologias con coelicientes en el haz: H* (X, F)
es un ¢imite de espectroy (gfy) de tedos los recubrimientos dél
espacio X.

Los elementos & de este «timite del espectron estdn representados
por todos los elementos posibles z,. € H1 (N {U/,}, F) para todos
los recubrimientos posibles (U}

Los elementos x- € H (N {Ug} F) y ay €T (N {W,}, F) s
representan con un mismao clemento de 7?7 (X, F) si. y sélo si. tenw
mos para cierlo recubrimienlo mas pequefio V. inserito en L7y W

QtvEy = Plrvaw = oy € HI (N {Vg}, I).

eyemMpLo 1. Haz conslante. Sean Fy = G (un grupo abeliane.
el mismo para todos los {7 5= ) aplicaciones iyy idénticas

v =1:G=G.

Si X = M™es una variedad. y un recubrimiento es tal, gue todes
los conjuntos Ug, M. .. N ¥,, son contractables (por ejemple,
U, son figuras convexas, pequefias por su tamafioc en una métrica
M™), entonces es justa la igualdad

H*(N{U,}, Gy=H*(M", G).

PROBLEMA 1. Demostrar que en este caso el nervio es un complejo
equivalente homolbgicamente a M™.

EJEMPLO 2. Haces continuos (funcionates). Aqui F, es un anillo
(espacio lineal) de las funciones de alguna clase: continuas, suaves
holomorfas, algebraicas, etc. en el dominio U X
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pronLEMA 2. Demostrar que //° (X. F) son funciones de la misma
cdlase. delinidas globalmente cn toda la variedad X = MW" y Iy =
=H"{U. F |y).

DUFINICION GENERAL. A un haz F, definido por un prehaz F. se le

llamara rueve prehaz tal, que Fp = H* (U, F |y) para cualquier
dominio I

‘El grupe H' (X. ) aparvece, por ejemplo, en el siguiente pro-
blema: soa dado un jucgo de las «partes principales» f, de una funcién
f en los dominios U,. donde |J U, = X. Aqui X = M es una

o«

variedad compleja. Las partes principales f, son, por ejemplo,
partes de Laurent de una funcién incdgnita 7 cerca de los polos. Es
necesario hallar una funcién meromorfa f en X tal, que las funciones
{(f — /) son holomorfas en los domintos &/,. Est4 claro, que es nece-
saria la «coordinacién» o sea, f, — fp = g, son holomorfas en las
intersecciones &/, [] Uy. Indicar la velacion de oste problemacon las
cohomologias H?(X‘ /) en un haz. donde F (U) = H°(U. F) es
un espacio lineal de las funciones holomorfas en el dominio U.
Demostrar gue ¢l problema es resoluble, si H*' (X, /) = 0.

f
EJEMPLO 3. Un ejemplo mds de un haz: sea X — ¥ wvna aplica-
¢ién continua. A nn dominio & = ¥ le corresponde j~! (7 =) = X.
Hagamos

Fiy=H’ (1 (U)).
Aparecen las cohomologias H? (Y, 7}, j = 0, ¢ == 0. En la variante
mds general del teorema de Leray (véase el § 8) es necesario cambiar

P
E% ¥ por H (Y, F9). Todo lo demés sigue siendo correcto. 8i X — ¥
es un espacio fibrado, donde Ia base es un complejo celular y simple-
menile conexa, entonces tenemos

HU(Y, Fiy=H(Y, H (F)),

donde F = p=! (y) es una fibra. Demostrarlo.

EseMpLo 4. I8l problema sobre la clasificacién de un espacio
fibrado con una base X y un grupo estructural G. que fue considerado
en el § 25 de la parte II del libro [1] desde otro punto de vista, da
un ejemplo de haz (hablando en general, de los grupos no conmuta-

P
tivos). Sea dado un espacio fibrado £ — X con un grupo G y una

fibra 7. Si {Uy)} es un recubrimiento X, donde p=* (U,) = U, X F,
entonces la estructura de un espacio fibrado es definida por las
saplicaciones de pegadura» (véase [1], parte II, § 24)

Ash=rhpa i Uy | Up = G (2)



174 Cap. 1. Recetas de! célculo de homologies

Al misno liempo para U, N Uy () L', tenemos
raphpyhya = 1. (3}

La condicidn (3) significa, que el juego (k,p) es un cociclo unidimen-
sional en el recubrimiento {€', ) con valor en el haz FF, y & (/) son
funciones continuas sobre ', con valor en G. 5i un espacio fibrade
es directo. enlonces tendremos (es posible, que al principio haya que’
desmenuzar ol rembrlmlento} un juego de funciones ¢g : U, — @G
tal. que Ay == ¢i'qy. De manera que las clases del espacio fibrado
gon elementos de HY (X, F). Esto no es un grupo. si & e no abeliano.

vroeLEMA 3 Calenlar Y (X, F). si G es un grupo abeliano.

proELEMA & Demostrar que un haz F sohre una variedad suvave,
donde F, es un espacio lineal de las funciones snaves en un dominio U7
(m#as exactamente, suaves en un dominio cerrado 7 > Uf), Liene
cohomologias triviales con ¢g=0: Hi(M", F)=0. ¢=0
He (M, F) = C* ((d*) ex un anillo de funciones sobre A™. Sobre
las varicdades complejas se tiene un haz holomorfo, para el que no
es cierlo este hecho.

PROBLEMA 5 Ior analogia, si es dado un espacio fibrado vectorial
con base B = M™: sean Fy secciones suaves de un espacio fibrado
sobre un dominin /. Demostrar la igualdad (no serd cierto esto ¢n
una variante holomorfa):

HY (M, Fy = 0, g =0,
H® (", F) es un espacio de secciones de un espacio fibrado.
inpicacton, Aprovechar el hecho de gque es posible prolongar una
funcién suave del dominio L sobre toda la variedad MW"

PROBLEMA ¢ Sean F@, Fa), JF) Lpres haces, donde para todo IF
do forma esférica lo suficientemente pequeiio, tengamos una sucesién
exacla de los grupos:

0 — F['f’ = F"’—+ Fg' — 0,

con esto, todos los wy y Py conmutan con las aplicaciones
iy FYt e PP, k=0,1, 2. Construir una sueesion exacta de
cohomologias

0 = Ho O, #O e HO(M", FW) -E»
L g, peny S (e, Py S
2 ogoar, Fay 2

— H! (M, Fen —F-
2 orr, poy S L

EiEwI1.0 {. Sean: Fy, funciones suaves reales en ¢l dominie U
F{ un haz constante de forma F{¥’=Z y F{' funciones con valer
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en G=S'=R/Z. Calcolar Hi(M", £1®); clasificar los espacios fi-
brados con ¢l grupo G'=S*, utilizando Jos problemas dados arriba.

BJEMPLO 2. Sean: F{’, un cspacio lineal de las funciones holo-

morfas en el dominio U; Fif'=Z, un lraz constante; F{f’ un grupo
con operacién de multiplicacion de las funciones holomorfas en U,
que no se anulan. La aplicacién a:Z -+ F{}' es una inmersién (un

encaje) de las constanles, la aplicacién ﬁ:l:;{}' — FP{?’ ticne la for-
ma ;‘-Er exp (2nif), la inscripecién del haz F® es multiplicaliva.

PROBLEMA 7. Demostrar gque ¢l grupo H' (M7, F@) clasifica los
{-gspacios fibrados holomorfos (véase [1], parte 11, § 25). ¢Cudl es

lairelacién del grupo HE (M*: F) con la clasificacién de los espacios
fibrados holomorfos. gue son productos lopolégicamente directos
{es decir. sin estructura compleja)?

BieMpLo 8. Por definicidon, son tensores las secciones de diferentes
potencias temsoriales de wn espacio fibrado tangente de log vectores
y covectores. Con los tensores estin relacionados los haces, donde
Fy son campos tensoriales suaves sobre el dominie &' = " en la
hase M™. En el caso cunando =e toman tensores antisimétiicos (con los
indices inferiores), o sea, formas diferenciales, podemos definir los
haces Fi, donds Fi; son formas sobre el dominio U <= ™. Surge una
¢sucesion exacta de los hacess (es decir, de los grupos /i para todos
los pequeiios dominios de forma eslérica U < A

DR S g% 5% P %)

Aqui R es un haz constantc (constantes) y el operador d en cualguier
dominio [/ transforma las formas del grado i en las formas del grado
i + 1. La exactitud de la sucesion de los haces (4) se deduce del
corolario 1 del teorems 1.2, que afirma gue para los dominios peque-
fios de forma esférica U cada forma cerrada w con deg w >0 es
localmente exacta, o sea do do = 0y deg © = 0 se deduce 0 = do’.
Escojamos un haz de formasg cerradas Z};, — Il;, donde Z} — Ker d
{1-formas cerradas en el dominio U <= A"). Tenemos una sucesiéon
exacta de haces, por definicion:

0-—+}?—-»F‘“’—dv-z’—r(l.

Consideremos la sucesién exacta de las cohomologius de ostos haces:

d &
0= 1Y (37", J) = 40 (AT, FO) — HY R, 20— HY (M@, B — v, P
l 3 [ I Il I

|
= c* (M™ fun- 1-tormas
{eeanstantessy citmes sahire I-'*'I‘Fi\dagn
M™ snhie M

cohomologing

ardlnarias L
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[tilizando el resultado del problema 4 (véase mis arriba), tene-
mos H' (A", F*) = 0. Por eso tenemos una aplicacion sobre («epi-
‘morlismorj;

Ho(M*, 2% 2 B (M, R) — 0.

El nicleo de Ia aplicacidén & tiene lorma df, f es una funcién suave.
De aqui concluimos

HY(M", R)=TKerd/Imd=H°(M", ZY)/ (df)

(o sca. clases do formas cerradas por las exactas).

Complicando este razonamiento, es posible obtener ya mencionado
«teorema de Rham» (véase § 6): los grupos de cohomologiag determi-
nados mediante las formas difevenciales coineiden con los simpliciales
HT (A", R) para todo g. Mostremos eslo para g <C 2.

Consideramos los haces

a) FR/R=FY; b) ZE=d(Fk)
son 2-formas cerradas.

Tenomos dos sucesiones de haces

a) 0 > R - F' - FY/R — 0

b) 0 > FYR & Pt > 22 > 0.
De la sucesion exacta de cohomologias para a) concluimos, utilizando
el resultado del problema 4 (véase mds arriba):

ay H* (M, FYR) == H* (M™, R).
De la sucesién exacta b) tenemos:

by H® {(M™, Z3/(dfy = H* (MW", FY/R).
Puesto que H" (M", Z%) son formas cerradas, tenemos definitiva-
mente:

7 (MM)/(df) = IT* (M7, T,



