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Prologo

E! manual estd destinado para las escuelas de ensefianza
media y los centros docentes medios especializados y con-
tiene conceptos, definiciones, formulas, teoremas y métodos
de resolucién de los problemas gue se incluyen on los cursos
de mateméticas para la ensefianza media. Algunos de los
apartados que integran este libro no [orman parte actual-
mente del programa escolar, pero sou imprescindibles para
una mejor comprension de Jos fundamentos de las matemati-
cas. Entre ellos cabe sefialar: la divisibilidad de los nimeros
enteros y polinomios, los algoritmos de Huclides, los ni-
meros complejos y el teorema fundamental del idlgebra, las
curvas de segundo orden, etc.

En una seric de parrafos la exposicion del material se
distingue de la exposicién que se usa actnalmenic en los
manuales de escuela. Por ejemplo, el material de geomelria
se expone en base a ta axiomatica de Hilbert, con el empleo
de la terminologia tradicional. Ademés, se delinen de
otra manera el vector, la sucesion numérica y la integral
definida.

En el manual se da una exposiciéon sistemitica de la
teoria de los némeros reales, que finaliza con un capitulo
sobre tos ntmeros complejos.

Se ha ampliado el circulo de cuestiones referidas al cal-
culo aproximado. Junto con los conocimientoes elementales
que tienen caracter gemeral, en el manual se examinan las
propiedades aproximadas de las fracciones conlinuas y so
da uno de los mas simples ¥ conocidos métedos del cdleulo
aproximado, el mélodo de tangentes de Newten. Las desig-
naciones en el manual, 4 rara excepeion, coinciden con las
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designaciones quo suelen utilizarse en los manuales de

escueia.

El manual tiene fundamentalmente un caricter tedrico
y puede servir no sélo como guia, sine que también como
un libro de repaso y para sistematizar los econocimientos,
siendo muy atil para la preparacién de los exdmenes de
ingreso en los centros de ensefianza superior.



CAPITULO 1

Elementos de la teoria de conjuntos

La teoria de conjuntos es la parte de las matematicas
que estudia las propiedades generales de los conjuntos
(principalmente infinitos). La separacion de la teoria de
conjuntos en una parte auténoma de las mateméaticas se
produjo hace comparativamente. poco tiempo, en el tope
de los siglos XIX y XX. La tcoria de conjuntos ejercié
una gran influencia sobre ¢l desarrollo de las matemdaticas
contemporanecas, sirvié de base para la aparicion de una
serie de partes nuevas de esta ciencia, permitié enfocar de
una manera nueva las matemdaticas clasicas y entender mas
profundamente esta asignatura.

§ 1. Conjuntos y operaciones con ellos

1. 1. Conjuntos y subconjuntos. Ciertos conceptos de la
matematicas son primarios, indefinibles. Jstos conceptos
son: el nimere natural, el punto, la recta, etc.

Uno de estos conceptos indefinibles ¢s el concepto «con-
junto». A este concepto no puede dérsele una definicidn
formal que no se convierta en un simple cambio de la pala~
bra «conjunto» por sus sinénimos: «poblacién», «lista de
elementos», etc. Los conjuntos se¢ pueden componer sobre
la base de distintos criterios de los mdas diferentes objetos
(a los que en adelante vamos a denominar como elementos
dé un conjunto). Se pueden examinar no sélo los conjuntos,
elementos de los cuales son los objetos materiales, sino
también los conjuntos, elomentos de los cuales son ciertes
conceptos abstractos (nameros, figuras geométricas, simbo-
los, etc.).
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Acordemos de antemano (ue el concepto «conjunto»
no puede comprenderse literalmente e interpretarse como
un conjunto de «muchos» elementos. Por conjunto se entien-
de también un grupo de objetos que puede estar compuesto,
por ejemplo, do uno, dos y muchos més elementos. Ademads,
resulta muy cdémodo por conjunto entender también un
conjunto vacio, es decir, un conjunto que no contiene ni un
86lo clemento.

Los conjuntos suelen designarse con las letras mayfscu-~
las del alfabeto latino A, B, ..., X, y sug elementos, con
las mindasculas: @, b, . .., z. El conjunto vacio se designa
con el simbolo 3.

Si el conjunto A se compone de » elementos a,, a,, . ..
.« vy @n, €nlonces se escribe

A = Loy wstra § Ay

Se dice que «l elemento a perlenece al conjunto A»
y se esceibe: @ € A6 A ) a (A contiene a); la inscripeidén a ¢
§ A4 6 Ada significa que el elemento a no pertenece al
conjunto 4 {4 no contiene a).

El conjunto B se llama subconjunto del conjunto A, si
todos los clementos del conjunto £ pertenecen al conjunto
A, y se escribe

B4,

Por ejemplo, sea A un conjunto de nimeros racionales;
B, un conjunto de nimerocs naturales. En este caso B < A.
Cualquier conjunto A tiene como subconjuntos un con-
junio vacio y el propio conjunto 4.
Si para dos conjuntos A y B son vilidas al mismo tiem-
po las afirmaciones
neaB B,

cutonces los conjuntos 4 vy B se componen de los mismos
elementos. Los conjuntos A v B se llaman iguales (o coinci-
dentes) ¥ se escriben

A =205,

El subconjunto no vacio B del conjunto A se llama propio,
st 11 no coincide con 4.

1.2. Operaciones ¢on los conjuntos. Con los conjuntos se
pucden electuar distintos operaciones, de Jas cuales las mas
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simples son: la union, la interseccién y el complemento. Pa-
ra mayor ¢laridad representemos los conjuntos en forma de
figuras geométricas; por ejemplo, los elementos del conjun-
to, representado en la fig. 1.1, son los puntos de la parte
rayada del plano,

Se llama uniér de dos conjuntos, al conjunto compuesto
de todos los elementos, que pertenecen, por lo menos, a uno

Fig. 1.1,

de estos conjuntos. La union de los conjuntos A y B se desig-
na 4 1) B. En la fig. 1.2 ¢l conjunto 4 |J & estd indicado
con un rayado doble.

Un conjunto compuesto de todos los elementos que per-
tenecen al mismo tiempo a dos conjuntos, se lama intersec-

Fig. 1.3. Fig. 1.4.

c¢idn de estos conjuntos. La interseccion de los conjuntos A
y B sc anota A 1 B. En la fig. 1.3 el conjunto ¢ = A N B
esti representado con un rayado deble.

Los conjuntos A y I pueden ser tales que su interseceion
serd un conjunto vacio: A B = & (fig. 1.4).

Las propiedades de las operaciones de unién e interseccién
son:

1) conmutatividad:
AU B =28l 4,
AN&=1BN 4;

I

2—014917
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2) asociatividad;
Ay By ¢
Aansnc
3) distributivided.
AUBNeC=Anciyu &BnC),
AnBY C=EuUeN&BUY ).

Se llama ;,-gmplementa del conjunto B hasta el conjunto
A, que conlicne B, al conjunto de todos los elementos de 4,
' i que no pertenecen a f7. Bl complemento
"..:::::;27:} del conjunte B hasta el conjunto 4 se
RRXEA  designa A N B. En la fig. 1.5 ¢l comple-
A mento 4 \\ B esti representado con un

rayado doble.

Aclaremos el sentido de estas defini-
ciones con el siguiente ejemplo. Sea A el
conjunto de todos los nillmeros naturales,
muitiplos de dos, y #, el conjunto de to-

Fig. 1.5. dos los ntimeros naturales mdaltiplos de

tres. La unidén de estos conjuntos es el

conjunto de tcdos los mimeros naturales miltiplos de 2 6

de 3. Su interseccidén es el conjunto de todos los nimeros

naturales moltiplos tanto de 2 como de 3, es decir, malti-
plos de G,

Sea ahora A ¢l conjunto de todos los niimeros naturales
muiltiplos de 2 y B el conjunto de todos los niimeros natura-
les maltiplos de 6 (es decir, maltiplos tanto de 2 como de
3). El conjunto # es un subeconjunto del conjunte A. El con-
junto de todos los niimeros naturales mdltiplos de 2, pero
que no son miltiples de 3, es el complemento del conjunto B
hasta el conjunto A.

Observemos que las nociones de unidad e interseccion
dadas para el caso de dos conjuntos pueden ser vilidas tam-
hién para ¢l caso de cualguicr admero finito de conjuntos.

Pues bien, el conjunto compuesto de elementos, cada
uno de los cunles pertenece, por lo raenos, a uno de los con-
juntos A;, se llama union del namero finite de conjuntos
A; v se escribe

f

AU (BU ),
ANGBney
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§ 2. Correspondencia entre los conjuntos
y aplicacién de los mismos

2.1. Correspondencia y aplicacion. A veces se puede de-
mostrar la corréspondencia entre dos conjuntos, es decir, se
puede introducir una regla, segin la cual a cada elemento de
un conjunto se asigna un elemento definido o un conjunto
de elementos de otro conjunto, Al mismo tiempo se admite
que a ciertos elementos del primer conjunto les puede co-
rresponder un conjunto vacio,

Sobre la base del concepto de correspondencia entre con-
juntos se introduce el concepto de aplicacién de los conjun-
tos. Al mismo tiempo se distinguen la aplicacion «en» el
conjunto y la aplicacién del conjunto «sobre» el conjunto.

La correspondencia, para la cual a cada elemento del
. conjunto A le corresponde el tinico elemento del conjunto B,
- se llama aplicacidn del conjunto A en el conjunto B,

La .correspondencia, para la cual a cada elemento del
conjunto A le corresponde el inico elemento del conjunto B
¥, ademas, a cada elemento del conjunto B le corresponde,
por lo menos, un elemento del conjunto 4 se Yama aplicacidn
del conjuntio A «sobre» el conjunto B. _

A las aplicaciones de conjuntos se les asignan las letras
fy & &, ... y se escribe

i 7 i
d By deeB Aesd

1 A—-B g A—>B h 4—B,

Si en la aplicacién f al elemento 2 € 4 le corresponde
el elemento b € B, entonces al elemento & se le llama imagen

del elemento a y al elemento a, preimagen del elemento b y
se escribe

b = f(a).

El conjunto de todas las preimégenes del elemento b se lla-
ma preimagen completa del mismo, En el caso do la aplica-
cién del conjunto A «sobre» el conjunto B se escribe tam-
bién

B = f (A).
an
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2.2. Aplicacion biunivoca. La aplicacion del conjunto
A sobre el coujunto #, para la cual a cada elemento del con-
junto B le corresponde el dnico elemento del conjunto 4,
sc lama aplicacion biunivoca del conjunto A sobre el conjun-
to B, A la aplicacién biunivoca entre los dos conjuntos la
llaman también biyeccidn.

Sea que el conjunto A se aplica biunivocamente sobre el
conjunto 5

A B,
es decir, & cada elemento ¢ €4 le corresponde el unico
clemento b del conjunto B y a cada elemento b € B le co-
rresponde el Gnico elemento a € A. La aplicacién -1 que
pone en la correspondencia a cada elemento b € B su prei-
magen a € A, Ja llaman aplicacidn inversa a ia aplicacion f y
se escribe
BS540 F:BA.

Si f es una aplicacién biunivoca, entonces la aplicacién
inversa f-! serd una aplicacién también biunivoca; la apli-
cacién imicial f sera inversa a la aplicacion f-1.

2.3. Equivalencia de conjuntos. Si el conjunto A se aplica
biunivecamente sobre el conjunto B, entonces los conjun-
tos A y B se llaman equivalentes. La equivalencia de los
conjuntos se escribe mediante el signo:

A~ R

(se Jee: A es equivalente a B).

De los conjuntos equivalentes A y 5 se dice también que
entre ellos esta establecida una relacién de equivalencia.

La relacién de equivalencia de los conjuntos tiene las
propiedades siguicntes:

1) rejlexividad: A~ A (cualquier conjunio es cquiva-
lente a si mismo):

2) simetria: A ~ B> B~ A (si el conjunto A es equi-
valente al conjunto B, entonces el conjunto B es equivalente
al conjunto A, y a la inversa);

3) transitivided: A~ By B~ C = A ~ C (si el conjun-
to A es equivalente al conjunto B, y el conjunto B es equiva-
lente al conjunte C, entonces y el conjunto A es equivalente
al conjunto C).
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2.4. Clasificacién de conjuntos. Los conjuntos se dividen on con-
juntos finitos e infinitos.

Un conjunto equivalente a un segmenlo de una serie natural*)
se 1llama conjunto finito {cl conjunto vacio también se considera como
conjunto finito). En otras palabras, el conjunto finito (si no es vacio)
es un conjunte, cuyes elementos se pueden ¢calcular» por un niimero
finito de pasos. Si para cso damos un numero natural cunalquicra desde
1 hasta n, de tal manera que todos los nimeros desde la unidad hasta r
sean utilizados y los distintos elementos del conjunto reciban estos
plimeros, cntonces el niimero » indica la cantidad de elementos en el
conjunto A dadn.

La cantidad de elementos en el conjunto finito 4 se llama poten-
cla de éste.

Para los conjuntos finitos es vélida el teorema llamado teorema
principal de los conjuntos finitos:

Cualquier conjunto finito no es cguivalente a ninguno de sus
propios subconjuntos,

Del teorema citado més arriba, en particnlar, se deduce lambién
que cada conjunto finito, no vacio, es equivalente a uno y s6lo a uno
de fos segmentos de una serie natural.

Un conjunte no finito se llama infinito. Como «patréns para la
¢omparacion de los conjuntos infinitos se puede escoger el conjunto
inlinito mas simple, e conjunto de todos los nimeros naturales N.
Con todo eso, para la comparacién de conjuntos nuevamente utiliza-
remos el concepto de la equivalencia de conjuntos.

Si realizamos la comparacién de cvalesquicra conjuntos infinitos
con el conjunto de todns los nimeros naturales N, resulta que todos
los conjuntos infinitos se dividen en dos clases: la clase de conjuntos
equivalentes al conjunto de todos los niimeros naturales (tales con-
juntos se llaman numerables) y la clase de conjuntos no equivalentes
al conjunto de los nimeros naturales (tales conjuntos se llaman inau-
merables).

De esla manera, ¢l conjunte numerable es el conjunto infinito,
cuyos elementos pueden «enumerarses con ayuda del conjunto de nime-
ros paturales, es decir, se puede indicar tal via de numeracién de ele-
mentos del conjunto, para la cual cada elemenlo del conjunto reciba
su Gnico nimero.

T.os conjuntos numerables son, per ejemplo, el conjunto de todos
10s numeros naturales pares, el conjunto de tedos los nimeros enteros,
el conjunto de todos los nimcros racionales, ete.

Los ejemplos citados mas arriba de los distintos conjuntos nume-
rables parecen ser, a primera vista, un poco extraiios: es evidente que
el conjunto de todns Ios niimeres naturales pares os el subconjuntoe del
conjunto de todos los nimeros naturales y, al mismo tiempo, el con-
junio de los niimeros pares es equivalente al conjunta de los nitmerss
naturales, Esta paradoja es imaginaria y surge porgue estamns acos-
tumbradns a considerar los conjuntos [initos, es decir, los conjuntos

#) El conjunto de todos los numeros naturales iguales o mernos
gue cierto niimero natural n se llama segmento de una serie nwlural y

so designa |1, n| 6 1, n
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que se componen de un niimero finito de elementos, para los cuales 1a

sustraccién, por lo menos de un sélo elemento, produce la disminucién

de su nimero. De resultas de tal sustraccién ohtenemos un conjunto

finito nueve que ya no es equivalente al inicial, porque los conjuntos

finitos son equivalentes s6lo en el caso de igualdad del namero de sus

elementos. Todo lo contrario sucede con los conjuntos numerables,

La sustraccién de un conjunto numerable de un némero finjto {a veces
incluso infinito) de elementos sigue dejando al conjunto par.

Mostremos que el conjunto de todos los nimeros naturales y el

conjurito de todos los niimeros naturales pares son equivalentes entre

si. Tracemos dos ejes numéri-

0 i 2 3 cos Paralelcs Or y O«

A ! +—a  (fig. 1.6), escogiendo los seg-

£ ’ €  mentos de unidad y de escala

; % / de tal manera que el segmen-

] g 4 to de unidad del eje Oz sea

/ / s dos veces mids grande que el

i — r—= segmento de unidad del eje

1 2 3 4 55 7 X ot Bl conjunto de ndmeros

naturales vamos a represen-

Fig. 1.0, tarlo mediante los puntos

’ en los ejes nuwméricos Or y

; B O'z’. Pongamos en corres-
pondencia a1 ndmero 2 del eje numérico O'z', el numero 1 del

eje numérico Ox; al nimero 4 del eje numérico O'z’, el nimero 2 del
eje numérico Oz; al numero 6, el namero 3, etc. Con todo esto resulta
que a cualquier niimero natural par le corresponde un Gnico namero
natural ¥, a la inversa, cualquier nimero natural correspende a un
Unico nimero patural par, es decir, entre el conjunto de todos los
niimeros naturales pares y el conjunto de todas los nimeros naturales
8¢ establece una correspondencia biunivoca, y, por consiguiente, estos
conjuntos son equivalentes.

El ejemplo, recién citado, muestra que el conjunto de niimeros
naturales contiene un subconjunto propio equivalente a él {el conjunto
de nimeros pares). Tal propiedad de contener un subconjunto propio
equivalente al mismo conjunto, la tienen todos los conjun’ns infinitos.
La propiedad indicada puede tomarse como definicidn del conpjunte
infinito.

Propiedades de los conjuntos infinitos:

1) Cualquicr subconjunto del conjunto numerable es finite o nu-

merable.

2) La suma de cuanlquier conjunto, finito o numerable, de los

conjuntos numerables es wn conjunte nurnerable.

3) Cu[:i‘lquier conjunto infinito contiene un subconjunto nume-

rable.

La dltima propiedad dice que entre los conjuntos infinitos los
conjuntos numerables son «os més pequedioss.

Existen conjuntos infinites que no son numerables; estos cor-
funtos son innumeragbles. Observemos que esta «definiciony del conjunto
innumerable no puede considerarse suficientemente satisfactoria por
la causa siguiente: introduciendo el concepto del conjunto infinito,
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estabamos seguros de que por lo menos existe tal conjunto. Este con-
junto es el conjunto de nimeros naturalcs. Para «la definicién» dada del
conjunto innumerable ya tenemos que demostrar, en calidad de teo-
rema, que existen tales conjuntos. Este teorema S¢ enuncia del modo
signiente:

El conjunto de los nimeros reales comprendidos entre 0 y 1 es
innumerable.

No vamos a demostrar este teorema fundamental de la teoria de
conjuntos, pero obhservemos, que la demosiracién se basa en la repre-
gentacién de los numeros reales en forma de fracciones decimales
infinitas. La esencia de la demostra-

cibn consiste en que, de cualquier M
manera que numeremos los nimeros FANN
situados entre el cero y la unidad, Vi N
utilizande todos los niimeros natura- ) ‘l 2
les, siempre se halla tal nimero real, o IS rg
mayor que cero y menor que la uni- S Bl
dad, que puede ser omitido. DA \ i

Si un conjunto es eguivalente al e or E
conjunto de todos los nimeros reales, 4 Ty x
mayores (ue cero y Imenores que la Fig. 1.7

unidad, se dice que el primero fiene
potencia' de conilnuo.

El conjunto de todes los puntos de cualquier scgmento de una
recta, ¢l conjunto de todos los puntos de la recta, el conjunto de todas
las rectas en el plano, etc., sirven de ejemplo a Tos conjuntos equiva-
lentes al de los nimercs reales comprendidos entre cero v la unidad,
es decir, los que tiemen potencia de continuo.

Es muy fdeil observar que los ejemplos citados crean la misma
gituacién «paradojas que surge también en el caso dc los conjuntos
numerables, es decir, el conjunto de nineros que sc encuentran entre
0.y 1 resulta equivalente al conjunto de todos los niimeros mayores
que cero y menores, por ejemplo, que dos. En el caso de los conjuntos
innumerables «la paradojas se explica de la misma manera que en el
caso de los conjuntos numerables, por eso no vamos a examinarlo de-
talladamente. Aqui mostraremos solamente la manera ¢n que se puede
demostrar la correspondencia biunivoca entre un conjunto de niimeros
mayores que cero y menores que la unidad, y entre el conjunto de
nlimeros mayores que ccro y menores que dos, y al mismo tiempo
demostrar su eguivalencia, Tracemos dos ejes paralelos numéricos
Oz y 0’z’, escogiendo en cllos segmentos de escala iguales (fig. 1.7).
Ahora deseribamos el procedimiento que permite demostrar la corres-
pondencia biunivoca entre los puntos pertenecientes al segmento [0; 1]
del eje Oz v los puntos que pertenecen al segmento [0; 2] del eje O'2’.
Tracemos a través de los puntos @ y O' y de los puntos t y 2, unas rec-
ias que se intersecan en cierto punte M. Tomemes un punto cualquiera
z, € [0; 1] en el eje Oz y tracemos una recta que pase por los puntos
M y z,. Esta recta se criza con el eje O'z’ en cierto punto x;, el cual
representa la imagen del punto x, para la aplicacion del intervalo
[0; 1] del eje Ox sobre el intervalo [0; 2] del eje O'z’. Eg evidente
que tal punto z; cs el Gnico punto de interseccion, debido a lo cual lag
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recias Mz, y 0'z' no son paralelas. Y a la inversa, tomando un punto
cualquiera z] € [0; 2] en el eje O'z’ y trazando una recta que pase
por el punto M y el punto x| que pertenece al eje 0z’ obtendremos el
tinico punte de interseccion de la recta dada con el eje Oz, el cual
designamos z,. El punto x; es la imagen del punto z{ para la a licacion
del conjunto {O; 29 del eje O’z sobre el conjunto [0; 1] del eje Oz.
De esta manera hemoes demostrado la correspondencia biunivoca entre
i:uestms conjuntos vy al mismo tiempo hemns demustrado su equiva-
encia.

§ 3. Conjuntos ordenados

3.1. Concepto del conjunto ordenado. Introduciendo las
operaciones con los cenjuntos y clasificando los distintos
conjuntos, no tenjamas en cuenta que los conjuntos mismos
pueden tener una estructura interior, propia a ellos, es de-
cir, suponiamos que todos los elementos del conjunto son
tiguales»., Pero en matemaética estos conjuntos «puros» re-
sultan poco interesantes y més a menudo se estudian los
conjuntos, entre cuyos elementos existen unas u otras rela-
ciones. Una de Jas relaciones mads importantes cntre los
elementos del conjunto es la relacién de orden. Supengamos
que A es cierto conjunto. El conjunto 4 sc llama corjunito
ordenado, si para cualesquiera de sus dos elementos @ y b
existe una de las siguientes relaciones de orden:

bien a<C b (a no supera a b),

o bien »<Z a (b no supera a a),
que tienen las propiedades siguientes:

1) reflezividad: cualquier elemento no se supera a si
mismo;

2) antisimetria: si a no supera a b y b no supera a a,
entonces los elementos @ y b coinciden:

3) transitividad: si a no supera a b y b no supera a ¢,
entonces & no supera a c.

Hemos considerado al conjunto vacio como ordenado.

Dos conjuntos compuestos de unos mismos elementos,
pero con distintas relaciones de orden, se consideran conjun-
tos ordenados diferentes; por eso, para la representacién del
conjunto ordenado a través de sus elementos es necesario
también representar su orden, es decir, indicar la regla,
conforme a la cnal respecto a cualquier par de elementos @,b
se puede decir, cual de los elementos del par dado no supera
a tal elemento, con el cumplimiento posterior de las propic-
dades 1)—3).
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Observemos, que el mismo conjunto se puede ordenar
por los distintos procedimientos, obleniendoe al mismo
tiempo distintos conjuntos ordepados. Por ciemplo, exa-
minemos un conjunte, Jos elementos del cual son distinlos
poligonos convexos: un triangulo, cuadrilitero, pentdgono,
hexagono, etc. Un procedimiento de la formacién de wn
conjunto ordenado a partir del conjunto desordenado dado
consiste en que como primer elemento del conjunto ordenado
tomamos el triangulo; como segundo, el cuadrilitero; como
tercero, el pentégono, etc., es decir, disponemos el conjunto
on orden de crecimicnto del nimero de dngulos interiores de
los poligonos. El otro procedimiento de ordenacidén del
conjunto de poligonos puede ser su enumeracion en el orden
de crecimiento de sus arcas, es decir, como primero toma-
mos el poligono con un 4rea mas pequefia, como segundo,
un poligono con un area que no supera la de los demds, menos
el elegido, etc.

Los conjuntos ordenados (finitos o numerables) se escri-
ben muy a menudo situando sus elementos segin el orden
dado entre paréntesis. Por ejemplo, las inscripciones

(1: 2: 3) y (2: 1; 3) (1)

representan distintos conjuntos ordenados, los cuales se
puede obtener del mismo conjunto {1; 2; 3}, ordenandolo
mediante los dos distintos procedimientos. Para escribir
un conjunto numerable ordenado en forma aniloga a la
(1), es necesario indicar el primer elemento del conjunto
ordenado y sefialar el orden (la regla) de la posicion de los
elementos sucesivos.

3.2. Reordenaciones. Sea dado cierlo conjunto finito A
compuesto de n elementos distintos:

A=={a; ay ag ... ; Gy}
Formemos de los elementos de] conjunto A conjuntos
ordenados. Tomemos como primer conjunto ordenado uno,

cuya totalidad de elementos estd dispuesta cn orden de
crecimiento de sus miimeros:

(s @yt Aol 5 oy Wyl

El segundo conjunto ordenado se puede formar cambian-
do de sitios los elementos a, y a, y dejando todos los demas
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elementos del primer conjunto en sus sitios:
(@25 @y% Byl v w0 Bn)

Cambiando de sitio los elementos a; y a; y dejando en
sus sitios todos los demas elementos, en el primer conjunto
ordenado, obtenemos un conjunto ordenado que se distingue
tanto del primer, como también del segundo conjunto orde-
nade. Andlogamente a los elementos del conjunto A se
pueden construir también otros conjuntos ordenados.

Los conjuntos finitos ordenados de toda clase que con-
tienen n elementos distintos, los cuales se puede obtener
de cierto conjunto desordenado, compuesto de n elementos
distintos, se llaman reordenaciones de n elementos.

De tal manera, la reordenacién no es otra cosa que el
procedimiento de ordenacién de elementos de cierto conjun-
to finito. Al mismo tiempo, dos reordenaciones distintas
cualesquiera representan por si mismas dos procedimientos
distintos de formacién de un conjunto ordenado (del con-
junto desordenado dado).

Surge el problema de cudntos conjuntos ordenados distin~
tos se pueden formar del conjunto finito A dado que contie-
ne n elementos distintos, es decir, a qué es igual el nfimero
de reordenaciones de los elementos del conjunto

A={ag as a5 ...5 @,).

Cualquier conjunto ordenado, obtenide del conjunte A,
se puede representar condicionalmente en la forma de:

G5 B vany B oo B
donde cada uno de los elementos iy es uno de los elementos
@y, &5, G35 . .., Gy; 8] mismo tiempo ningunc de los ele-
mentos &@;, @,, ..., &, s¢ encuentra m4s de una sola vez.

Como i, se puede tomar cualquiera de los elementos g,
a,, @3, ..., @ lo que proporciona posibilidades distintas.
Ahora, cuando ya hemos eligido i;, como i, se puede tomar
cualquiera de los n — 1 de elementos restantes del conjunto
A, es decir, el mimero de procedimientos distintos de elec-
ci6n de los elementos i, {, serd igual a (n — 1)-n. Conti-
nuando el proceso indicado, de resultas obtendremos que el
iltimo elemento restante i, puede ser eligido sélo mediante
un procedimiento,
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El ndmero P, de reordenaciones de n elementos es igual
al preducto de los r nimeros naturales sucesivos, comenzan-
do por la unidad. Este producto tiene una denominacién
especial n (se lee: n factorial). De tal manera,

P,=12.3...(n—1)n=nl

Para el conjunto vacio se acuerda lo siguiente: el con-
junto vacio se puede ordenar sélo mediante un procedi-
miento; por eso se considera que

0 = 1,

Si en la reordenacién duda cambiamos de sitios dos elementos
cualesquiera, el resto dec los elementos los dejaremos en sus sitios,
entonces se obticne una reordenacibn nueva.

Tal transformacidon de reordenacién se denomina transposicién.

Todas nl reordenaciones de z elementos se pueden ordenar en tal
orden que cada reordenacién siguiente se obhtenga de la precedente
mediaute nna sela transposicién; al mismo tiempo, en calidad de
reordenacion inicinl, se puede eligir cualquiera de las nl reordenacio-
nes. En particular, de cualquier reordenacidn de » clementos se puede
pasar a cualquiera otra reordenacién de estos mismos clementos me-
diante algunas transposiciones.

La reordenacidn (iy; iy . . .; i) se llama par, 8i se obtiene de Ia
reordenacion (a;; ao; . - .7 4,) mediante wn namero par de transpo-
siciones e impar en e] caso comtrario.

Ejemplo. Sea A = {1; 2; 3; 4). Segln la definicién, la reorde-
nacién {15 2; 3; 4} es par. La reordemacidén {4; 2; 1; 3) es par tam-
bién, por lo que ella puede ser obtenida de la reordenaci6n (1; 2; 3; 4)
mediante un niumero par de transposiciones: cambiamos de sitios en
la reordenacién (4; 2; 1; 3) ¢l primer y el cuarto elementos:

(fz, 1, 3) = (3 2 1, 4)
—_——

én la reordenacién obtenida cambiamos de sitios el primer y lercer
elementos:

«— —
(35 20 15 &) — (4 21 3; 4).
— —

De tal manera, la reordenacion dada se transforma en la inicial
como resultado de dos transposiciones y, por consiguiente, es par. Por
analogia podemos convencernos de que la reordepacién (4; 1; 2; 3)
es impar, élla se transforma en la reordenacion (; 2; 3; 4) despuss
de tres transposiciones:

«— < <
GLZY>WEHEL N> (G2 63~ 2 34,
—_— —r e
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Cualquier transposicién cambia la paridad de la reordenacidn:
¢ nitrero de reordenaciones pares de » elementos (r = 2) es jgual a un
nimero impar, es decir, es igual a nl/2.

3.3. Sustituciones. Sea que A cs un conjunto Tinito, compuesto
de a2 elementos distintos. Para mayer simplicidad considercmos que
é3t0s son los primerog a2 nimeros naturales, es decir,

A={1; 2, 3 ... n}.
Cualquier aplicacién biunivoca ¥ del conjunto 4 sobre si se denomina

sustituctdn de polencia n,
Para denominar la sustitucién F se usa la inscripcifn

iy By iy mus in)
F'.'T
G el @
donde {i;; &5 i . .05 i) (ks - - 21 k) son las dos reordenaciones

de » elementos del conjunto A (&, %y, kg, . . ., Kk, son las imdgenes
de los elementos i, iy, i5, ..., i, para la aplicacidn F).

La misma sustitucion puede ser escrita de distintas maneras.
Pues bien, la sustitucion (2) también puede ser escrita en forma de

(iz By Ty ... in) (sn T wae dan s iy )
fo Ky kg o0s Rn

B Roisy oo Ry kg By
En particular, cualquier sustitucién de potencia n puede ser escrita
er la forma siguiente:

fE 2 8 s
F_(:l Is W e z“)’

es deeir, en el orden de crecimiento de los niimeros naturales en la
linea superior. Para tal inseripeidn las distintas sustituciones se dis-
tinguen la una de la otra por las reordenaciones que se encwentran en
1a linea inferior ¥ por eso el ndmere de sustituciones de la potencia n
es igual al de reordenaciones de r elementos, es decir, es igual a nl.

La susiilucion
z ok 1 2edee W
1"'_”( 123 ... n )

se llama sustitucidin idéntica de la potencia n.
Examinemos aliora una sustitueién arbitraria de la potencia n!

Pe (51 is dy ... "N)
ky ky ky ... kn/"

Las vreordenaciones de » clementos que forman las lineas superior
¢ inferior de la sastitucién #, o tienen paridades iguales (es decir,
ambas son pareg, o tmpaves) o lienen paridades contrarias (es decir,
una es par, y la otra, impar), al mismo tiempo, la coincidencia o no

coincidencia de pa.idades de las reordcnaciones ro depende de la
manera de escribir la sustitucién dada, '
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Si las paridades de las lineas superior ¢ inferior de 1a sustitucion F
coinciden, entonces la sustitucién se llama par; si son opuestas, la
sustitueién se llama impar.

El nimero de sustituciones pares de la potencia n es ignal al de
sustituciones impares, es decir, es igual a nl/2.

Multiplicacicn de sustituciones. Segin la definicién, la suslitucién
de la potencia » es la aplicacién biupivoca £ del conjunto finito de n
elementos distintos sobre si. La realizacién sucesiva (e las dos susti-
tuciones de Ia potencia » nuevamente eg la aplicacidn biunivoca del
conjunto 4 sobre si y provoca una tercera sustitucién, en sumo grado
definida, de la potencia n tﬁ:e ge llama producto de la primera de las
sustituciones dadas sobre segunda.

Se sabe también que cl producto de dos sustituciones dadas ¥ y G
se obtiene como resultado de la multiplicacién de la sustitucién #
por la sustitucién G.

Sean dadas dos sustituciones de cuarta potencia

P=(4321) ¢=(1i33).

El producto de las sustituciones F y & es la sustilucidn
¥ 1234
FG_( 2413 ) .

Efectivamente, en la sustitucién F el simbolo 1 pasa al 4, y en Ia
sustitucién G el simbolo 4 pasa al 2, por vso para la aplicaciéon FG
el simbolo 1 pasa al 2, ete.

La multipgicacién de las sustituciones estd definida sélo para las
sustituciones de igual potencia y tienc las propiedades siguientes:

1) La multiplicacién de las sustituciones de I potencia n para
n 2 3 no es conmutativa, es decir, la sustitucién FG no siempre es
igual a la sustitucién GF.

2) La multiplicacién de las sustituciones cs asociativa, es decir,
F (GH) == (FG) H; por eso podemos hablar del producto de cualquier
nimero finito de sustituciones de la polencia rn.

3} El producto de cualquier sustitucién # por una suslitucién
idéntica £, asi como el producto de £ por F es igual a F:

EF = FE - F.

Se denomina sustitucion inversa a la sustitucion de la n-ésima
potencia de F tal sustitucién de la z-ésima potencia e ¢ para la cual

FG@ = GF == E,

La sustitucién, inversa a la sustitucion #, se escribe por lo comin #'-1;
asi pues

FP<l = PIF — L,
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La sustitucién obtenida de F mediante el cambio de sitios de lineas

F~1=( ky ko kg ...kn)

i ig i3 - .. iy

es wna sustitucidén inversa a la sustitucidn

F_( i x',i,...;,,)
=N KRk aeaky

3.4. Variaciones. Sea gue cierto conjunto finito 4, es-
t4 compuesto de n elementos distintos. Elijamos de cierta
manera de entre estos n elementos, m elementos distintos
y compongamos de ellos distintos conjuntos ordenados.

Las variaciones de n elementos a m elementos en cada
una se Haman subconjuntos ordenados finitos que contie-
nen m elementos cada uno, eligidos de n elementos del
conjunto principal. El nimero de variaciones posibles de n
elomentos a razén de m elementos en ¢ada una se denomi-
na A7.

Es muy facil convencerse de que

A} = n,

es decir, un elemento de n se puede elegir mediante n proce-
dimientos, y de un elemento se puede formar sélo un con-
junte ordenado.

Hallemos a que es igual el nimero de variaciones de n
elementos a razon de m elementes en cada una, Para distri-
buir m -- 1 elementos, tomados de n elementos por m - 1
sitios, se pueden eligir primero m elementos y distribuirlos
por las m posiciones primeras. Esto se puede efectuar me-
diante A7 procedimientos. Para cada eleccién de m elementos
de n quedan «libres» n — m elementos, cualguiera de los
cuales se puede pomer en la posicién (m -+ 1) libre. De
esta manera, de cada A™ ocupaciones de las m posiciones
primeras obiendremos n — m ocupaciones posibles de la
(m + 1)-6sima posicién. Por consiguiente, el nimero de
variaciones tomadas por m -+ 1 elementos, eligidos de
entre los n elementos dados se relaciona con el nimero de
variaciones de 7 elementos por m mediante la igualdad

me o (n—m) AT
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Teniendo en cuenta que A% = n, escribimos sucesiva-
mente

Al =n,
Ay =n(n—1),
Ai=n(n—1) (n—2),

F T T T S T T

A =n(n—1}Y(n—2) ... (n—m—+1).

La ultima igualdad se puede eseribir en una forma mas
comoda:

nl
{(n—m)!"”

AT =

Para m = (0 obtenemos Ap = 1, es decir, de cualgquier
conjunto se puede extracr un conjunto vacio mediante un
Gnico procedimiento, el cual, segiin la definicién, se puede
ordenar mediante un Gnico procedimiento.

El nGmero de variaciones y el namero de reordenaciones
se relacionan por medio de ta férmula

::Pn.en!

3.5. Combinaciones. Los conjuntos desordenados finitos
quo contienen m clementos distintos, eligidos de entre n ele-
mentos del conjunte dado se Ulaman combinaciones de n
elementos por m. El niimero de combinaciones de n clementos
por m elementos se designa C} o (ﬁ—) ‘

Hallemos a que es igual el nimero de combinaciones de n
elementos por m. Dehido a la definicion de variaciones del
conjunto dado que conticne n elementos se pucden formar
Ay diferentes conjuntos ordenados que conticnen m elemen-
tos distintos. Del conjunto que contienc m clementos dife-
rentes se pueden formar P, distintos conjunlos ordenados,
por eso el nimero € de distintos conjunlos desordenados,
que contienen m elementos distintes cada uno, eligidos de
entre n elementos, serd calculado segin la formula
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Utilizando ta [ormula para el cédlculo del nimero de reor-
denaciones P, y del nimero de variaciones A%, obtendremos

m nl

BT (n—m)! *

PPara el ndmero de combinaciones son vilidas las igualdades

Cp=Ca-m, ;
i R M )

y también
CobCr+Ch+ ..o +CR7' 4-CR =27

La @ltima propiedad se formula a veces en forma del
teorema signiente sobre los conjuntos finitos:

El namero total de subconjuntos de un conjunto, com-
puesto de n elementos, es igual a 22,

Citemos aqui una labla de valores €7 para rn = 10
v m<C n. Esta tabla sc¢ lama tridngulo de Pascel. Anote-

Tabla 1
™
Q 1 2 K] A 5 G 7 8 9 10
n
(1] i
1 1 1
2 1 2 1
3 i 3 3 i
4 1 4 6 4 1
5 i 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 (] i
T i 7 121 351 30| 21 7 i
8 1 & |28 51 70| 56| 28 3 i
9 1 G 136 84| 126 §126 3 84 | 26 9 1
10 1 1 | 45 120 | 210 | 252 240 |120 § 45| 10 | 1

mos que la segunda de las formulas (3) permite seguir com-
pletando sucesivamente las lineas del tridngulo de Pascal,
utilizando el hecho de que al principio y al final de cada
linea se encuentran unidades. Calculemos, por ejemplo,
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¢ no citado en la tabla:
G, =€} Ch, =120+ 210 =330,

3.6. Binomio de Newton. La potencia natural de la suma
de dos variables se calcula segun la formula

{a +b n - Cirltaﬂ_*_c:‘aﬂ—ib + oo __;_ :-.::an-mbm _|_ . _I_ C:}Jn,

que se llama binomio de Newton. Los coelicientes CT que
son iguales al nimere de combinaciones de n elementos
por m se llaman coeficientes binomiales.

Propiedades de los coeficientes binomiales:

1) El ntmero de los coeficientes binomiales (y, por
consiguiente, el nimero de sumandos en el desarrollo de
la potencia binomial) es igual a n - 1.

2) Los coeficientes de los términos equidistantes del
principio y del final del binomio son iguales entre si (pues-
to que CT =€ ™)

3) La suma de los coeficientes binomniales es igual a 27,

4) La suma de los coeficientes binomiales que se encuen-
tran en los lugares impares es igual a la suma de los coefi-
cientes que se encuentran en los lugares pares.

La potencia natural de diferencia de dos variables se
calcula por una férmula, aniloga al binomio de Newton:

(a—b)" = Cha" — Cha™"b+ ..
vew ( - 1)m c:l:an—mbm iy s {2 (__ 'l)ﬂcjl,:t‘)“.

§ 4. Método de induccion matemética

Muchas afirmaciones mateméaticas se demuestran por ¢l
método de induccion matemdtica, el cual se basa en el prin-
cipio de la induccidon matemdtica:

Supongamos que A () es cierta alirmacion que tiene
sentido para los niineros naturales z. Y sea que esta afu-
macién es auténtica para n .= 1. Entences, si de la auten:
ticidad de esta alirmacion para n == & (£ es cualquier nidme-
ro natural mayor que uno) se desprende la autenticidad de
la afirmacion para n = k -+ 1, ka aflicmacion 4 (n}) es autén-
tica para cualquier nimero natural n,

La demostracion mediante el mctode de la induccion
matemdtica consiste en lo siguiente:

3~014717
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1) se demuestra que la afirmacién A (1) es auténtica;

2) s¢ presupone que la afirmacién A (n) es auténtica
para n =k y se demuestra su equidad para n =k - 1.

Después, sobre la base del principio de la induccién
matematica, s¢ deduce que la afirmaciéon A (n) es auténtica
para cualquier » natural,

Como ilustracion de la aplicacién del método de la
induceion matemética demostremos que para cualquier
nitmero natural » y cualquier nimero real @ >> —1 tiene
lugar una desigualdad que se llama desigualdad de Bernoulli:

1+ a*" =1 + an. (1)

Si n = 1, entonces cs evidenie que la desigualdad (1)
es cierta
(14+a)=14a,
Supongamos que la desigualdad (1) es vilida para
=k
(1 + o) =1 -+ ak.

Multipliquemos amhbos miembros de la (ltima desigual-
dad por el nGmero positive 1 4 a; de resultas obtenemos

(1 + a)**'>=1 4 ak + a + a*k. 2)
Omitiendo el nitimo sumando en el miembro segundo

de la desigualdad (2), disminuimos el miembro segundo de
esta desigualdad, y por eso

1+ay"'=1+ak+1).

El resultado obtenido muestra que la desigualdad (1)
¢s vilida también para n =k - 1,

Hemos efectuado amnbas partes de la demostracién por
el método de la induccion matemadtica y, por consiguiente,
ia desigunaldad (1) es védlida para cualquier n natural.

Ilustremos Ja aplicacion del métodn de induccion mate-
watica, examinando una propiedad do los niimeros que
forman la sucesion de Fibonacei. La sucesién de los nime-
ros Fy, Fy, ¥y, ..., Ky, .. .,donde Fy =0, F, = 1 ycada
término siguiente es la suma de los dos antecedentes se
llama la sucesién de Fibonacei, es decir, la sucesién indicada
tiene la forma de O, 4, 1, 2, 3, 5, 8,

La sucesién citada plesenta la solucton del problema
que primeramenie propuso en el afio 1202 Leonardo Fibo-
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nacci y se formulaba de la mancra signiente: «Cuédntos
pares de conejos da una pareja durante un afio? Al mismo
tiempo se presupone gue cada par da un par de concjos
cada mes, cada nuevo pm puede dar conejitos a la edad de
un mes y, ademas, estos conejos no se mueren anuncan,

Demostremos que si designamos el namero (1 4 J/5)/2
por medio de ®*), entonces

F < O @)

para todos n naturales.

Si n =1, entonces F, =1 = M@ es decir, se cumple
una desigualdad no riguresa (3).

Supongamos que para cualquier & > 1 natural se cum-
plen las desigualdades

F,LPt, Fo<@?, ..., FySOM 1,

Demostremos que cntonces la desigualdad (3) es véalida
también para n = %t -+ 1.

Realmente, Fypy = Fpoy ++ By < DE-2 . DAL =
= k-2 (1 4 D).

Observando que 1 - @ = @2, delinitivamente obtone-
mos

Fipy < OF-2D% = O*,

De esta manera, de la presuposicion de que la desigual-
dad (3) es valida para n = k se desprende que la misma es
vilida también para n =k <4 1.

Estan efectuadas ambas partes de la demostracion por
el método de la induccién mateméatica y, por consiguiente,
dicha afirmacién es vélida para cualquicr n natural,

Mediante ¢l método de la induccion matemélica se puede
demostrar también que son validos todos n naturaies de
Jas relaciones siguientes:

1) Fpp 2z @'Y

) Pty Foey — Fh = (=AY

*) Al nimero @ lo Naman relacitn de un extremal y un medio, puesto
que se define por medio de la condicién: si @ == 4 : B, entonces
A B ={4 + B): A. Son conocidas también ctras denvminaciones
de éste ndmero: propercién diving, proporeibn juste. La misma designa-
¢ibén @ procede de la primera leira del nombre del escultor griego

Fidias, el cual utilizaba frecuentemente la proporcidn justa en las
propurciones de sus esculturas.

3&
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3) Fyqm == Lo Lysy + Fpos Fy para cualquier m na-
tural.

En una serie de casos puede suceder que la afirmacién
A (n) para cierlos valores naturales n < m (m es un nitmero
natural fijo) sea lalsa o no tenga ningin sentido. Por otra
parte, en una serie de casos resulta posible demostrar que
cieria alirmacién A (n) es cierta no sélo para los valores
natarales », sino también para ciertos valores negativos n.
En estos casos se vsa la generalizacion siguiente del principio
de la induccion matemitica:

Si la afirmacion A (n), en la cual 7 es un namero entero,
es cierla para » == m y si de la veracidad de esta afirma-
cion para el ndmero n = k, donde k e¢s cualquier nimero
enlero mayor ¢ igual a m, se desprende que ella es cierta
para el nimero siguiente n = k +- 1, enionces la atirma-
¢ion 4 (n) sera cierta también para cualquier valor ente-
TO n_Zz=m.

§ 5. Conjuntos con operaciones binarias

5.1, Opevaciones binarias en los vonjuntos. Para los nmiuneros
enlerns estin delinidas las operaciones de adicién y multiplicaci6n.
Operaciones andlogas se pueden introducir lambién en conjuntos con
elementos de naturaleza arbitraria.

Sea-d cierto conjunto finito o infinito con los e¢lementos

@ by e, d, ...

La aplicacién del conjunto 4 en si, la cual a cada par de ele-
mentos a, b del conjunto A asigna respectivamente cierto tercer ele-
mento (la imagen de los clementos ¢ y &) del mismo conjunio 4, se
llama operacidn binaric (0 simplemente operacidn).

En algunoes casoz a la operacién binaria la llaman multiplicacidn,
y a Ja imugen de los elementos ¢ y & la llaman producto de ésta y la
designan ab o a-4. Kl producto puede depender del orden de la sucesion
de factures, es decir, no ¢s obligatlorio que a-b = b-a.

En otros cazos a la operacidn binaria la llaman adiciing a la ima-
gen de clementos a y & la Baman suma y la designan a 4 0. La suma
de clementos e ¥ & puede depender lambién del orden de la sucesion
de sumandos, es deciv, no es obligatorio que ¢ - & = b 4~ a.

El producto de tres elemmentos a, b, ¢ € A se puede hacer mediante
dos procedimientos distintos:

feby e y a (be).

Sial mismo tiempo (ab) e = a [bc)."E{. dice que la operacion
binaria es asociativa,
El clemento ¢ € A ¢s Llal que

e = € = &
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para cualquier z € A se llama elemento unidad del conjunto 4 respecto
a la operacién binaria elegida. (Cuando la operacién binaria es una
adicién, entonces el clemente unidad se designa con el simbolo 0
v se llama elemento nulo.)

5.2. Isomorfismo de conjuntos. Sean dados dos conjuntos 4 y 4’
y cada uno de ellos esta definido por una operacién binaria. Los con-
juntos A y A’ se llaman isomorfos, 8i entre los elcmentos de estos con-
juntos se puede demostrar la aplicacién biunivoca f que conserva la
operacién binaria, es decir:

8i los elementos o’ y b del conjunto A’ son las imdgenes de los
elementos ¢ ¥ b del conjunto 4 para la aplicacién f, entonces a’'d’
es la imagen del elemento ab.

Por ejemplo, examinemos dos conjuntoz de niimeros naturales:
el conjunto de todos los niimeros pares y el conjunto de todos los nitme-
ros maltiples al mimero 5. La suma de dos nimeros pares cualesguiera
es un. nimero par, y la suma de dos nitmeros cualesquiera miiltiplos
de 5 es un nimero multiplo de cinco. Asignemos al nimero par 2n
el nimero 5n (n € N). Esta correspondencia entre el conjunto de todos
los niimeros pares y el conjunto de todos los ndmercs miltiplos de 5
e3 la aplicacion biunivoca que posee todas las propiedades enumeradas
mds arriba y, por consiguienie, los conjuntos dados son isomorfos
respecto a la operacién de adicién.

Los conjuntos isomorfos con las operaciones binarias pueden dife-
renciarse uno del otro tanto por la naturaleza de¢ sus elementos, como
también por el nombre de la operacién binaria.

Por ejemplo, examinemos dos conjuntns de nimeros: el conjunto-
de todos los nimeros reales R r el conjunto de todos los nimeros rea-
los positives R,.. Asignemos al niimero positivo o € R, su logaritmo
patural In e, El conjunto de los logaritmas naturales de todos los
niimeros reales positivas forma el conjunto de todos los niimoros
reales R. De acuerdo con las propiedades de la funcién logaritmica, la
correspondencia demostrada es ll; aplicacién biunivoca del cenjunto
de los nfmeros reales positivos Ry sobre el conjunto de todos los
nimeros reales R.

La igualdad

In{a:b) =Ina 4 In b,
donde a, b € R, muestra que el conjunto de nimeros reales positivos
con la operacién de multiplicacién es isomorfo al conjunto de todos
los mfimeros reales con la cperacién de adicidn.

Anotemos que los conjuntos isomorfos son indistinguibles desde
el punto de vista de las propiedades de las operaciones; todo lo que
puede ser demostrado para un conjunto con cierta operacién binaria,
sobre la base de las propiedades de esta operacion, pero sin la utiliza-
cion de la naturaleza de los elementos del conjunto, se traslada auto-
maéticamente a todos los conjuntos isomorfos. De tal manera el con-
cepto de isomorfismo permite abstraerse de la naturaleza de los ele-
mentos de los conjuntos, prestando mayor atencifn al estudio de las
propias operaciones binarias.

9.3. Grupos. Un conjunto no vacfo G = {a; 4; ¢; . ..} se llama
grupe, si en 8l estd definida la operacién binaria (la cual suele lla-
marse multiplicacién), pues bien
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1) la operacign binaria en el conjunto G es asociativa, es decir,
a (be) = (ab) ¢;

62) el conjunto G coentiene tal elemento e que para cada eleinento
S f

ea = a;

el elemento e se llama unidad izquierda;
3} para cada elemento a € G en el conjunto & existe tal elemen-
to » que "
G == ¢,

cl elemento b se llama elemento inverso izquierdo y se designa a=1:
a“la = e.

La operacién en ¢l grupo & no debe ser obligatoriamente conmu-
tatliva. Si cs conmutativa, entonces el grupo G se llama cenmuiafive
{0 abeliana).

De la definicivon del grupo se deducen sus propiedades més simples:

i} Cada grupo & tiene una sola unidad izquierda y ura sola uni-
dad derecha y estas unidades son iguales:

€@ == df == a

2) Cada elemente del grupo & ticme un solo clemento inverso
izquierdo y un solo clemento inverso derecho y estos elementos son
iguales:

aig — ga=! = e,

De la dltima propiedad se deducen las reglas llamadas leyes de
abreviacidn: para tres elementos cualesquiera 4, b, ¢ del grupe &
de ca = ¢b, asi como también de ac = be, se desprende que a = b,

St el grupo G se compone de ur nimero finite de elementos,

_entonces esté grupo se llama grupo firite y la cantidad de elementos
en gste grupo se llama orden del grupo; en case coniravio el grupo se
llama ‘infinite. El grupo infinito puede ser numerable ¢ inmumerable.

Si a la operacién hinaria ge grupe la llaman multiplicacién
(lo que ‘aceptamos més arriba), entonces el grupo sé llama también
mulitiplicativo.:Si.a la operacién de grupo la llaman adicién, entonces

el-grupo: se:llama aeditivo. En este caso, en vez de la unidad del grupo
se habla dél ¢ Pot¥ Yo designan c¢on el simbolo 0; al elemento,
inverso. 1 o llaman opuesto y lo designan — a.

J _ni!’:_nto de todos los nimeros enteros forma un
grupo de opéerici de ieidn, es decir, un grupo aditivo de niimeros
enteres.” Este ‘grupo abeliano debido a la conmutatividad de la
operacidn de adicidn de los nimeros enteros. El nliimero cero desem-
pefia aquf un papel de unidad.

Los conjuntos de nimeros racionales, reales y complejos de la

operacién de adicién tamhién forman grupos aditivos abelianos.

2. El conjunto de todos los niimeros reales positivos de la multi-

plicacién forma un grupo abeliano.
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3. En el p. 3.3 ya hemos introducido el concepto de suslituciones
do n-ésima potencia, es decir, las aplicaciones del conjunto de n cle-
mentos diferentes sobre si, Todas las sustituciones de »-ésima potencia
con la multiplicacién definida de sustituciones en calidad de la ope-
racién de grupo forman un grupo no conmutativo, Esto es muy facil
de demostrar, verificando ef‘cnmplimimto de las propiedades 1}--3)
que definen el grupo: el producto de las sustituciones sera de nuevo
una -sustitucion: el pa\};le}‘7 de unidad lo desempefia una sustituciin
idéntica; para cualquier sustitucién de n-ésima potencia existe una
sustitucién inversa; la multiplicacién de las sustituciones es asocia-
tiva. En el ejemplo de sustituciones de cuarta potencia podemos con-
vencernos de que la multiplicacién de sustituciones no vs conmutativa.
Sean a y b dos sustituciones de cuarta polencia:

a———-(i 234)’ b.—'—'—({ 23-’1)_

24143 3424
Entonces
{1234 [t 234
ab=(y3552) ba={3513)-

Comparando las sustituciones ab y ba, es muy facil ver que ab == ba,
es decir, la multiplicacién de sustituciones no es conmutativa.

El grupo de sustituciones de n-ésima potencin s¢c llama grupe
siméfrico de la potencia n. Es el grupo finito del orden n! y se desig-

na Sp.

8. Anillos. El conjunto R se Ilama anillo, si estin definidas en
¢l la adicién y multiplicacién que satisfacen las condiciones:

1) el conjunto R es un grupo conmutative por adicibn, cs decir,

a+b=bta at+@®+c=@++e
a+0=a, e+ (—a) = 0;
2) para cualesquiera a, b, c€ AR
a {(be) = (ab) c;

3) la adicién y multiplicacién se velacienan por medio de las
leyes de distributividad:

a(b+ ¢} =ab-+ac, (b-rc)a=Dba-ca,

El conjunto R se llama anillo conmutativo, si a estas condicionss
le afiadimos Ia de conmutatividad de multiplicacion.
El anillo que contiene un clemento e (unidad mujtiplicaliva) en
el cual
€2 — &

para todas & € R se llama anille con unidad. Si R es un anillo con
unidad puede suceder que el elemento dado a del anillo / puede tener
o no el elemento inverso multiplicativo a-1.

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los nimeros enteros, conjunto
de todos los nimeros reales, conjunto de todos los néimeros compliejos
son anillos.
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2. El conjunto de nikmeros enteros pares es un anillo sin unidad,
pero el conjunto de nimeros impares no es nn anillo, puesio que la
suma de dos nimeros impares es un niimero par {no cerrado respecto
a Ia operacion de adicién).

5.5. Campos. Un anillo con unidad, compuesto no sélo de un
cero, ¥y el cual para cada elemento a suyo, diferente de cero, contiene
también su elemento inverso multiplicative a2, se llama campo.

Ahora, sabiendo las definiciones de los conceptos de anillo y de
campo, aclaremos como desde el punto de vista de estos concepies
se clasifican los eonjuntos numéricos més frecuentes.

El conjunte de todos los nimeros naturales con operaciones bina-
rias de adicién y de multiplicacién definidas en él no es ni un anillo,
ni un campo.

El conjunto de todos los nimeros enteres es un anillo conmutativo
con unidad.

El conjunto de todos los niimeros racionales, obtenido mediante
la extension del conjunto de nimeros enteros y asociacién al conjunto
de los cocientes de la divisién de dos niimeros emteros cualesquiera
entre si (a excepcién de la divisién entre cero), es un campo,

1 conjunto de todos los nimeros reales, obtenido mediante la
extensién del conjunto de niimeros racionales y asociacién al conjunto
de elementps nuevos, nimeros irracionales, también es un campo.

El conjunto de niimeros complejos que forman un campo repre-
senta de si una extensién del campo de nimeros reales, obtenida me-
diante la asociacién al campo de los nimeros reales de la raiz de la
ecuacién

z22 4+ 1 = 0.

Observemos que de todos los campos numéricos, el campo de
niimeros racionales es «l mis ]pequeﬁo», puesto que no existen campos
numéricos que se distingan del de niimeros racionales y que se encuen~
tren enteramente en este campo, y, ademds, el campo de los niimeros
racionales se halla en cualquier campo nimerico,

§ 6. Mairices. Determinantes
La tabla rectangular

11 21z 813 --- fGin

dgy oo Hgg -« &

21 @29 fog sm 1y
ag1 Pgz 833 -.. fdgn

compuesta por z.s nimeros, se llama matriz de s filas v de = columnas
o matriz de dimensidn s X n, v también s X n — matriz.

Los niimeros a;; (i =1, 2, ..., s j =1, 2, ..., n) se llaman
elementos de Ia maitriz; el primer indice 1 del elemento de la matriz
indica el nimero de fila, en la cual se encuentra el elemento, y el
segundo indice j indica el nitmero correspondiente de la columna.

La matriz (1) puede designarse también

H“‘f” (i==1, 2, ey 8 J=1, 2, .00y n)h
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Ademas, para las mitrices se atilizan las designaciones

211 Sy g3 --- 1
Qgr 822 223 ««- G2 I

@53 @5y As3 -+ dsn
431 @13 gy ++« @1n
@1 Qg3 d23 +«r Oqn] 4 [B;j].

Q51 gy Ggg «++ Ogn
S5i una matriz tiene » filas y r columnas, entonces ella se llama
matriz cuadrada de orden n.
Formemos los productos de todo género por n elementos de esta
matriz que se encuentran en distintas filas y en distintas columnas, es
decir, los productos dcl tipo

alii a!l‘z Qs al‘lfr” (2)

donde los indices i, ig, . .., f, forman cierta permutacién de los
nimeros 1, 2, 3, ..., n. El nimero de iales femutaciones {y, por
consiguiente, de los productos de todo géncro del tipo (2)) es igual a nl

La suma algebraica de los distintos productos dv todo género

D (—Pay, o5ty -0 8u1,,

donde p = 1, se llama deferminante de la mutriz cuadrada de z-ésimo
orden,

243 a” ess Q1N

3«31 Qgg «++ 8gn

any @ng --- 8nn
si la sustitucién
(1 ol D n)
T P
es impar, ¥ p = 2, si la sustitucién indicada es par.
El determinanie de la matriz cuadrada de n-ésimo orden se de-
nomina
ftyy @19 o @n
Oaq s s ; ;
21 %2z En ) o det Nag; I ¢, 7=1, 2, ..., n)

Zny ng ++- Enn
En particular, el determinante de la matriz cuadrada de segundo
orden
@13 @12
Gz1 @33

5 0 Uﬂij“ (i=j=i:2}!
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esigual @ D = 44,0y ~— @yqdqy; €] determinante de la malriz cuadrada
de tercer orden

@1y @y A19
ayy @yg dggfl. © eyl G, j=1, 2, 3),
gy 33 @ag

es jgual a
D = ay184,853+ 012825051 + d218530 13— T1a@z2831 — G1gP21lsy— I3p@za@11-

La regla de cdleulo del determinante de la matriz de tercer orden
se puede representar esquemdticamente de la manera siguienie: én
la fig. 1.8 los elementos de wna matriz de tercer orden ge conectan ¢on

%y a4 a3
A 1 a.’? a, 3
22 a3 i
a
23
931 @32 a3 931 d35 P33
Fig. 1.8. Fig. 1.9.

ayuda de unas rectas, y su producto forma parte del determinante
con el signo positivo, y en la fig. 1.9 con ayuda de las rectas se enlazan
los clementos de esta matriz, el producto de los cuales forma parte
del determinante con el signo negativo.

En conclusién, baséndose en los ejemplos sobre los determinantes
de tercer orden, formulamos una serie de propiedades muy simples
de los determinantes.

1) Un determinante no cambia, si sustituimos sus filas por las
columnag con el mismo némero y, a la inversa, si cambiamos sus
columnas por las filas cor el mismo niimero, por ejemplo;

@1y 2y 813 d11 @91 83
Qyy Ay Ggg | =|@ga Gag Byaj-
@Gy A3y 233 Q13 @ps Og3

2) Un determinante es jgual a cero, si todos los elementos de una
de sus filas (v columna) sou iguales a cero.
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3) Un determinante es igual a cero, si los elementos de dos de
sus filas (o columnas) son iguales o proporcicnales, por ejemplo:
@1, a4y O3
kﬁu ka“_ kﬁ]__-; =().
@31 Uya  Bgy
4) Ll faclor comtn a todos los elementos de una fila (o columzna)
se puede sacar del signo del determinante, por ejemplo:
kayy kayg kayg @11 @)p 81y
A1 @gs  Agg|=F-[ays Gag dag|.
43, @3z gy 231 @3 Gss
5) Si dos filas (o dos ¢olumnas) de un determinante son inter-
cambiados de lugar, el determinante cambiara el signo per el opuesto.
6} El determinante no cambia, si afiadimos a los elementos de
una de sus filas (una de las columnas) las elementos respectivos de otra
fila (otra columna) multiplicados por un mismo nimero, por ejemplo:
Gyy dyp G113 ayykag Giget-Kagy 0yz-bkags
29y OS2z Ga23
a3 dag 433 %31 T3 233

= 221 Gg3 Qg3 |«



CAPITULO 2

Numeros reales

E} ntimero es el concepto matematico mas importante.
El surgimiento del concepto de nimero natural se refiere
a la sociedad primitiva y fue acondicionado a la necesidad
de caleular la actividad prictica del hombre. Primeramente
el concepto de niimero abstracto no existia, el nimero fue
satado» a aguellos sujetos que calculaban, y en la lengua
de los pueblos primitivos existian unas expresiones verba-
les para designar los niimeros de los distintos objetos. El
concepto abstracto del niimero natural (es decir, del niimero
no asociado al cdlculo de objetos concretos) surgié junto
a la aparicion do la lengua escrita v a la introduccidn,
para la designaoién de nﬁmeros, de determinados simbolos,

La aparicién de los nimeros fraccionarios (positivos
racionales) fue acondicionada a la necesidad de efectuar
mediciones, es decir, procesos, en los cuales un valor se
compara con otro del mismo género, eligido como patrén
de referencia (de unidad de medicién). Pero puesto que la
unidad de medicién no siempre se contenia un nimero entero
de veces en la magnitud que median, y en muchos casos
resultaba imposible despreciar esta circunstancia, enton-
ces surgié la necesidad préactica de introducir nimeros.
«mas pequefios» que los naturales. Esto sirvid de base para
el surgimiento de las fracciones maéas «simples», tales como
la mitad, el tercio, el cuarto, etc. Kl desarrollo ulierior
del concepto de ntimero fue acondicionado ya no sélo por la
actividad practica directa del hombre, sino también como
consecuencia del desarrolle de las matemdéticas.

La introduccién de los niimeros negativos fue provocada
por el desarrollo del ilgebra como ciencia que da los pro-



§ 1. Numeros naturales 45

cedimientos generales de solucidn de los problemas aritmé-
ticos, independientemente de su contenido concreto y de
sus datos numéricos iniciales. Los niimeros negativos eran
utilizados sistemdticamente por los matemdélicos de la
India ya en los siglos VI—XI. En la ciencia curopea los
nimeros negativos definitivamente empezaron a utilizarse
sélo después de los trabajos de R. Descartes en el siglo
XVII el cual dio su represenlacion geométrica.

El conjunto de nimeros racionales es suficiente para
satisfacer la mayoria de las necesidades pricticas; mediante
los nimeros racionales sc pueden realizar mediciones con
cualquier grado de precisidn.

E} desarrollo ulterior del conceplo de namero se produjo
en el siglo XVII en ¢l periodo del nacimiento de las mate-
maticas modernas cuando surgié la necesidad de introdu-
cir una definicién clara del concepto de nimero. Tal defini-
cién fue dada por uno de los fundadores del anslisis mate-
matico, I. Newton, cn «La aritmética universal»: «Por nGime-
ro entendemos no tanto un conjunto de unidades, como la
relacién abstracta entre una magnitud cualquiera y olra
del mismo género tomada por nosotros como unidad». Esta
formulacién da una definicién Gnica del nfimero real, tanto
racional, como irracional. (Los sabios de la Grecia Antigua
ya sabian de la existencia de los segmentos inconmensura-
bles, la relacién de los cuales es un nimero irracional.) Mds
tarde en los afios 70 del siglo X1X, fue desarrollada una
teoria rigurosa del nimero rcal en los trabajos de R. Dedc-
kind, G. Cantor y K. Weierstrass.

§ 1. Numeros naturales

1.1. Conjunto de widmeros naturales. Los wimeros nalu-
rales son los que sc utilizan para el calculo:

DBl 0 M sy Wi ()

De. dos ntmeros vecinos cualesquiera on la inscripeion (1)
el nimero que se encuentra a la derecha se llama sucesivo
" respecto al que sc encuentra a la izquicrda.

Los nimeros naturales (1) forman un conjunto que se
llama conjunto de nidmeros naturales. El conjunto de todos
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los nimeros naturales se designa con ¢l simbolo N:
N & flp 2038 v assmd Sone

El conjunto de nimeios naturales es un conjunto orde-
nado, es decir, para dos numeros naturales cualesquiera
m y n tiene lugar una do las relaciones siguientes:

6 m = n (m es igual a n),

6 m << n (;m es menor que n),

6 n<-m (n es menor que m).

El nimero natural mas pequefio es 1 (unidad).

En el conjunto de nimeros naturales se introducen dos
operaciones aritméticas principales: la adicién y la mulli-
plicaciéon, Para la designacién de estas operaciones se uti-
lizan respectivamente los simbolos 4 y + 6 X.

Adicibn de niimeros naturales. A cada par de ndmeros
naturales (n; p) se le asigna el nimero natural s que se lla-
ma suma de éstog. La suma s se compone de tantas unidades
cuantas conticnen 1os nimeros n y p. Del numero s se diee
que se obtuvo como resultado de la adicién de los niimeros
ny p, y se escribe

s =n -4 p. (2)

Los niimeros n y p en la expresién (2) se laman sumandos.
La operacion de adicién de los ndmeros naturales sc somete
a las reglas de

- 1) conmutatividad: n 4 p- = p + n;

. 2) asociatividad: (n 4+ p) + k= n - (p + k).

Multiplicacién de niimeros naturales. A cada par ordenado

de niimeros naturalas {n; p) se le asigna el ndmero natural m
que se llama producto de éstos. El producto m se compone
de tantas unidades, cuantds contiene el niimere n, tomadas
tantas veces, cuantas unidades contiene el mimero p. Del
niimero m se dice que es el resultado do la multiplicacion
de los nimeros » y p, ¥y st escribe '

m=np bé6m=nXxXp. (3)

Los ntimeros » v p en la expresion (3) se llaman factores

La multiplicacion de los nimeros naturales se somete a
las reglas siguientes:

1) conmutatividad: n:p = p-n;

2) asociatividad: (n-p)-k == n-(p-k).



§ 1, Nimeros nalurales 417

Las operaciones de adicién y mnltiplicacién de los
nlimeros naturales se relacionan con la ley de lu disiributividad
de multiplicacidn respecto a la adicién:

(n 4 py-k=nk+ p-k.

De esta manera, la suma y el producto de dos niimeros naturales
cualesquicra son dos nimeros naturales. Por eso se dice que el conjunto
de todos los niimeros naturales estd cerrado respecto a las operaciones
de adicién y multiplicacién.

Sustraccion de nimeros naturales. I.a sustraccion de nu-
meros naturales es 1a operacién inversa a la adicion, es decir,
la correspondencia que a un par de niimeros naturales (n; p}
le asigna tal nlimero natural r que

n=mp-r

Del niimero r se dice que se ha obtenido como resultado de
la sustraceion de p del namero n, v se oseribe

r==n—p.

El nimero r se llama diferencia de los mimeros n y p;
el nimero n en la expresion se llama minuendo, y el nime-
ro p se llama substraendo.

En el conjunto de niimeros naturales la diferencia de dos nimeros
naturales r = n — p cxiste cuando y sbélo cuando n > p; por eso sc
dice que el conjunto de nimeros maturales no estd cerrado respecto
a la sustraccibn.

Ejemplo. El nlmero natural 5 es wids que el niimero
natural 3. Su diferencia existe y es igual al nimero nata-
ral 2:

9—3 =2

El ntmero natural 6 es menos que el niimera natural 8.
Su diferencia H—8 ya no es ol namero natoral,

Division de nimeros naturales. La division de nimeros
naturales es la operacion inversa a ia muliiplicacion, es
decir, la correspondencia que a nn par ordenado de niime-
ros naturales (n; p) lec asigna tal niamero natural ¢ que

n == p-q.
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Del niimero ¢ se dice que se ha obtenido como resultado
de la divisién del nfimero n entre el narhero p y se escribe

q . n
P ?
] nimero ¢ se llama cociente de los numeros naturales

n 'y p; el namero n se Ylama dividendo y el ntmero p se llama
divisor.

o g=nlp, 0qg=n:p.

En el conjunto du nimeros naturales cl cociente estd definido
no para cualquicr par de némeros paturales (z; p), es decir, el con-
jnnto de ndmeros naturales no estd cerrado respecio a la operacién
de division. Pat ejemplo, supongamos que n = 7 y p = 2. Para cste
par de nimezos naturales cs imposible elegir tal namero natural g,
que se cumpla la igualdad

T o= 2'(_{.

Potencia natural de un mimero. La propiedad de asocia-
tividad de la multiplicacion de los niimeros nalurales per-
mite introducir ¢l conceplto de potencia natural de un ni-
mero natueal: la n-6sima potencia del ndmero natural m
es ol ndmero natucal & obtenido como resultado de la mul-
Liplicacién del nitmero m por si n veces:

k=m-m-m:+ ... -n.
n facteres

En general se utiliza la expresién mds corta:
k = m*.

El nGmero m se llama base de la potencia y el nlimero n
so llama exponente de la potencia.

1.2. Construcecién axiomdtica de un conjunto de niumeros natu-
rales. Ya hemos citado mis arriba ciertag propiedades de los nimeros
naturales y hemes expuesto ya las operaciones con nimeros naturales
gue se sumeten a las reglas de la conmutatividad, asocialividad y dis-
wribulividad.

Es muy fdeil observar que, expresando todos estos conocimientos
sobre Jos numeros naturales y las operaciones con ellus, nos dirigiamos
haeia la comprension inluitiva de wmuchos de los conceplos que uli-
lizamos, porque utilizamos estos conceptos en la practica diaria y obte-
nemos asi resultados correctos, Tal, por ejemplo, parece ser muy
natural que 3 4- 2 = 2 -+ 3 y no surge ninguna duda acerca de la
procedencia de esta propicdad de la adicién de nimeros naturales.

in las malematicas, naturalmente, surge la pregunta acerca de cuantas
y cudles precisauiente afirmaciones primarias (axivmas) sobre los
nUmeros naturales es necesario usar para que de estos axiomas en
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lforma de teoremas se puedun obtener tudas las propiedades de los
nameros naturales y opevaciones con ellos que sabemos de nuesira
experiencia practica.

Resulta ser que todas las propiedades de los nimeros naturales
ueden ser introducidas como teoremas de cincn axiomas y férmulas,
vs cuales definen las operaciones de adicién y multiplicacién de los

nimeres naturales. '

Axiomas de los ndmeros naturales (ariomas de Peano);

1.1 (unidad) es un ndmero natural.

II. Para cada nimero natural » existe precisamente un namero
natural gue se llama sucesiva de aquél y que se designa S (n).

1L, Siempre & (r} = 1.

IV. De la igualdad § (n) = § () se deduce que n — m.

V. Principio de induccién completa. El conjunto de nimercs na-
turales, que ¢ontiene {1 v para cada uno de n elementos, el elemento

sucesivo § (#), contiene todos los nimergs maturales.

La adiciéon y multiplicacién de nameros naturales se define por
las f6rmulas H

n--1 = 8 (n),
m-=- 8@ =38 @m an),
-l = n,
eSS (m) o= nwem oo on

De los axiomas de Peano y de la definicién de las operuciones de
adicién y multiplicacion de los niimeros naturales como teorema se
deducen las leyes de conmmutalividad y asocintividad de la adicidn
y. multiplicacion, la propiedad de distributividad de la multiplica-
cién respecto a la adicién.

De los axiomas de Peano y de la definiciéon de la operacién de
adicién tamnbién se deduce la propiedad de ordenaciin del conjunto
de los nimeres nalurales: para dos nimeres nalurales cunlesquiera
moy n:

0 m = n (m es igual a n);

6 m < n {(m 03 1MeDOT que a);

6 n<<m (p e3 MmenoT gue md.

La erdenacion del cenjunle de nameros nalurales se demuesira
de la manera gigukente, 1En primer hugar, como teorena se demuestra
que paracm v o nadurales cuadesqguiera fiene lugar ung de los tres easos
siguienles:

0 m = n
¢ existe un nimero natural & dnico que satisface la condicién
n=m--k,
o existe un nimero natural p Gnico tal que
m=n-+ p.
£—01477
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ke segundo Jugar, se inlroduce fa definicion del signo > {mayor)
y del sigmo << (menord.

Al ndmere natural m lo consideran mayor que el mimero natural »
{y se eseriber m > n), sioexisle tal pimero natural & para el cual

m — n -} k.

Al ntmern natural w lo consideran senor quae of wimere satural 2
(v se eseribes < n), <ioeaisle tal ninnere mataeal popara el cual

m |-p .on

D¢ las delniciones dadas v del tenrema Toemuolado mds arriba se
despreade L prapivdal de ordenacion del conjunto de los nimeros
naturales.

Puesto gue ol conjunto de ptmerns naturales ¢s un conjunto ordes
nado, entonces paga los nimeros naturales resebta valida una serie de
alirmaciones que se relacionan con fos concepilos «mavors y ¢menops.
A lales alirmaciones pertenceen, por ejemplo, los teoremas siguientes:

1Y Do m = 0, para cuzlquier & se deduce que m | k> n |- &5

de a, para enalquier & se deduee que m - & - 2 3 K
de < o, para caalquicr & se dedwce que m 3 & << 2 - ke

2y Do~ ow, para ewalquier & ose deduce gue w -k = n-k;

de m o para cualquer & ose deduce gque w ko ek
e omowl 2, pava vualgquive £ seodedoce que oo ko<2on k.

A Enocada conjnunto no vaelo de ngmeros mourales existe un

nimera mas pequedio.

1.3. Nimeros primos. Teorema principal de la aritmética,
Si para unos niimeros naturales dados 7 y p se halla un na-
mere natural ¢ tal, que n = p-gq, entonces se dice que el
niimero n se divide enterammente enire el nimero p. Kl name-
ro p se llama divisor del nimero n, y sobre ¢l nimero natu-
ral n se dice que es miltiplo de p. Si el niimero natural p
es el divisor del nmumero natural », entonees ¢! nimero na-
tural g también serd divisor del ndmero n.

21 mimero natural, enyos tnicos divisores son ¢l mismo
vl umidad, se Hama niimero prime. Todos Tos demis niime-
rox naturales se tlaman compuestos. EL nimero nataral |
ne s considera ndimero primo.

La presestacion del ammers nataeal # oen forma det pro-
ducto de dog ufimeros padneales peg se tlama descomposicion
e facfores. AV mismo tiempo se considera que =i ek name-
ro 2 s primo. entonees tiene una descomposicion en faclores
que consta solo del ndmeros . Por cjemplo, eb miimero pri-
mo 37 tiene unp descomposicion en factores que consta solo
del Tactor 37 (v no la descomposicion 1.37).
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Sea que el numero natural n es compuesto, es decir,
n=p-.yq,

donde p <= 1 y g5~ 1. Entonces son posibles los casos si-
guientes:

1) 5i los ntmeros naturales p y ¢ son primos, el nimero
n se representa como el producto de dos nlimeros primos
PYa

2) 8i, por lo menos, uno de log nimeros naturales PYY
03 compuesto, entonces el niimero compuesto (o los dos nii-
meros compuestos p y ¢) lo descomponen en un producto de
nimeros naturales alin menores, para los cuales son posibles
las mismas variantes. Puesto que existe sélo un conjunto
finito de plimeros naturales que son menores que 7, enton-
ces el proceso indicado de descomposicion termina deutro
de un ndmero finito de pasos. De resultas obtenemos la
descomposicion del niimero » en factores, cada upo de los
cuales es un nimero primo. La presentacién del niimero n
en forma del producto de los niimeros primos se llama des-
'composicitn en factores primos.

Debido a la descomposicién examinada del ntmero
natural en factores primos surge la pregunta si existe o no
cualquier otra descomposicién, distinta de Ja obtenida, del
niimero natural en factores primos. El teorema llamado
teorema principal de la aritmética nos da Ia respuesta:

Cada nimero natural, distinto de 1, puede ser descom-
puesto en factores primos, y al mismo tiempo, mediante
un unico procedimiento (si vamos a identificar las descom-
posiciones p-¢ y ¢-p, donde p y ¢ son los nimeros primos).
Uniendo en la descomposicién del nimero n los fachores

primos idénticos py, p,, . .., ps, obtenemos la asi Hamada
descomposicion eandnica del namero n:

n :p?l-pglc Sle % -piﬂ'

(ks gy « .., k; — son nimeros naturales).

Un nimero natural se llama par, si entre sus factores
primos existe el nimero 2, y es impar, si entre sus factores
primos el nimero 2 no existe.

1.4. Ciertos criterios de divisibilidad de los némeros
naturales.

,‘t
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Criterio de divisibilidad entre 2. Un ntmero se divide
enbre 2, si su Oltima cifra es un nimero pay o cero.

Criterio de divisibilidad entre 4., Ur ntunero se divide
entre 4, si sus dos ultimas cifras son ceros o forman un
nismero que se divide entre 4,

Criterio de divisibilidad entre 8. Un numero se divide en-
tre 8, si sus tres Gltimas cifras son ceros o forman un nimero
que sc divide entre 8.

Criterios de divisibilidad entre 3 y entre . Un nimero se
divide entre 3, si la suma de cifras del ndwero se¢ divide
cntre 3. Un nhmero se divide entre 9, si la suma de sus c¢i-
fris se divide entre 9.

Criterio de divisibilidad entre 5. Un ntmero se divide
¢ntre 5, si termina 6 en cero 6 en D

Criterios de divisibilidad entre 25, Un nlmero se divide
entre 25, =i sus dos dltimas cifras son ceros o forman un
nimero que se divide entre 25.

Criterio de divisibilidad entre 1I. Un nuimero se divide
entre 11, si la suma de sus cifras que ocupan los lugares
pares es igual a la suma de las cifras que ocupan los luga-
res impares, o se distingue de la misma en un nimero (que
se divide en 11. .

1.5. Minimo comin miltiplo. Miximoe comin divisor.
Algoritmo de Euclides. Un nimero natural que es multi-
plo de cada uno de una serie de niuneros naturales se llama
comiin miltiplo de los mismos. Si existen varios miltiplos,
entonces el minimo de ellos se Hama minimo comiin miltiplo
(en forma abreviada: MCM)*)

Para hallar ¢} minimo comén multiplo de varios niimeros
es necesario:

1) copiar las descomnposiciones candnicas de los name-
ros dados;

2) enumerar todos los factoves primos que entran, por
lo menos, en una de las descomposiciones candnicas de los
nimeros dados:

3Y elovar eada uno de los factores primos enumerados
a la mAxima potencia, con la cual esie factor primo entra
en fa descomposicion candnica de los nimeros dados.

*) 13l minitmo comin miltiplo de dos niumeros m y n se designa
también mediante laves: {m, n}. :



§ 1. Numeros naturales 53

El producto de las polencias obtenidas de los factores
primos da el nimero que ¢s el minimo comun maltiplo de
fos nimeros dados.

Ejemplo 1. Hallar el MCM de los niimeros 49 896 y 26 460.

1} Escribimos las descomposiciones &andnicas de los
nimeros dados

49 896 = 24.3%.7-11, 26 460 = 22.3*.5-7%

2) copiamos los factores primos que entran, por lo inenos,
en una descomposicion candnica:

23 85:8; % AL

3) la potencia mdxima, con la cual el factor 2 entra
en las descomnposiciones canénicas de fos ndmeros dados,
es igual a 3; escribimos el nimero 2%

La potencia mixima, con la cual el factor 3 enlra en
las descomposiciones candnicas, es jgual a 4; escribimaos
el niimero 34,

Anilogamente, las polencias miximas, con las cuales
los factores 2, 7 y 11 entran en las descomposiciones cand-
nicas de los niimeros dados, son respectivamente iguales a
1, 2 v 1; escribimos los nimeros &' = 5, 72 v 117 — {1,

El producto 28-3%.5.7%-41 = 1 746 360 es el minimo
comGn multiplo de los ndmeros dados.

Un nimero que es divisor de cada uno de los nimeros
dados se llama divisor comin de varios nlimeros naturales.
En caso de que existan varios divisores comunes, ¢l miximo
de ellos se [lama mdximo comiin divisor (en forma abreviada:
MCD)*).

Si el maximo comin divisor de varios niimeros naturades
es igual a Ja unidad, entonces cstos nimeros se llaman
reciprocamente simples.

Para hallar el miaximo comdn divisor de varios nitmeros
es necesario:

1) capiar las descomposicienes candnicas de los nitme-
ros dadaos:

2) enumerar todos los Jactores comunes primos que
entran en las descomposiciones candnicas de cada uno de los
numeros dados;

*) El miaxime coman divisor de dog ndmieros m oy n se designa
también mediante paréotesis: (m, r).
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3) elevar cada uno de los factores primos enumerados a
Ia potencia minima, con la cual este factor primo entra en
las descomposiciones candnicas de los ntmeros dados.

El producto de las potencias obtenidas de los factores
primos da un nimero que es el mdximo coman divisor de
los nimeres dados.

Ejemplo 2. Hallar el MCD de los nilmeros 49 896 ¥y
26 460.

1) Escribimos las descomposiciones canénicas de los
numeros dados:

49 896 == 28-3%.7.11 y 26 460 = 22.3%.5.7%

2) copiamos los factores primos que entran en ambas
descomposiciones candnicas.

e

2) la potencia mas pequefia, con la cual el factor 2 entra
en las descomposiciones candnicas de los niimeros dados, es
igual a 2; escribimos el namero 22

La potencia mas pequefia, con la cual el factor 3 entra
en las descomposiciones candnicas, es igual a 3; escribimos
el nimero 3%

La potencia mds pequefia, con la cual el niimero 7 entra
en las descomposiciones canénicas, es igual a 1; escribimos
el ntmero 7' = 7.

El producto 22-3%.7 = 756 es el maximo coman divisor
de Ios dos nimeros naturales dados.

Propiedad del MCD, El méaximo comun divisor de dos
nlimeros se divide entre cualesquiera de los comunes divi-
sores de estos nimeros.

El maximo comin divisor (m, n) de los ntuneros m y n,
v el minimo comin miltiplo {m, n} se relacionan mediante
la igualdad

m-n = (m, n). {m, n}.

Algoritmo de Euclides para la obtencién del MCD. Hallar el maxi-
mo comin divisor de des nimeros naturales suficientcmente grandes
es bastanle dificil. Sin embargo, existe un procedimiento para la
obtencién del MCD que no requiere el conocimiento de todos los fac-
tores primos de estos nomeros. Este procedimiento se llama aelgeritmo
de Euclides.

Antes de pasar a la demostracion del algoritmo de Euclides,
introduzcamos }f: operacibn de divisién con restn,
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Dividir un ndmers natural m entre un miimero nalueal 0 {m = n)
con resto, significa obtencr tal nimere natural k y 1al nimero entera
no negalive r << n, gque

m = nk - r.

Los mmeros & y r se llaman respectivamente cociente y resto
de la division del nimero m entre el niimero a.

En case de que ¢ 0, tambidn se dice que el resta de {a division
es ignal a cero v que ¢l ndinero m se divide entre el ndmero ».

Pasamos ahora a la demostracién del algoritmo de Buelides,

Sean m y # dos nineros naturales y sea m > 6. Designemos me-
diante m, y r, vegpectivamente el cociente v el resto de la division
de m enlre n:

m o= nemy -y, Bl < {4)

St resulta que v = O, entonees dividiimos  eplee £y, designando ne-

diante my vy r, respeclivitmente ¢l cociente y ol resto de ta division:

oo orpemy i, O <. ()

8i ry ik no es cero, dividamos vy entee vy y oblenemos andlogamente

ryo== rprtitg o Ty, VK rg <oy {0)

Pueslo que n, ry, rg, ... 800 mnneros naturales y o > r, >

> ry g > ... onlonces el proceso de division despuds de oun

nimera finite e pasos debe cesarse, ex decir, debemos obtener un

resto ignal a cero. Supungamos que tal resto sea Feei - U, puesto que

-

Fp=g = Fp-iy+g- *

El ntmero netural r, es el maxime comin divigor de los ndme-

ros m ¥ n. Para convencerse de esto, mostremos que m y # se dividen

entre ry,. En vigor de la igualdad (*) r, ., se divide entre r,, Enlonees
de la igualdad

Frag = Py mliy =1 Ty,

que o5 anterior a la igualdad S‘), se deduce que ry, _, se divide enlye ry,

Siguiendo la cadena de las igualdades construidas (desde abajo
hacia arriba), podemos convencernos de que entee ry, se dividen tambien
Fo—ay Fregy » + = Fob Ty ¥ de vesuliag, en vigor de las igualdades ()
y (4), los nimeros m y a. Queda convencernos séla de que cualquier
divisor eomin & de dos nlumeros m y n es también el divisor del na-
mero 7, {por lo que evidentemente serd demosirade quie & ¢s el miximo
comin divisor de Ios ntdmeros m y n). Para estir lendremes que pasar
de mueve toda la cadena de ipualdades, pero esia vez desde arvriba
hacia abajo. Primero reeseribiremos la eadlena de las igunlilades del
algoritme  de  Euclides en Torma de

Py o—om — nmy,
Py = B — rymg,
Fq == Py — Falllg,

.I".n = Fp-q ~— Ty,
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De la primera igualdad se deduce gue ry se divide entre el comin
divisor & de los nfimeros m y a. Pero de la seginda igualdad se des-
prende gue puesto que r, se divide entre & y » se divide entre &, enton-
ces r, lambién se divide entre k. Siguiendo adelante este proceso, ob-
tendremos que lambién r, _,, ¥ 1, 8¢ dividen cntre k. Pero entonces,
en vigor de la ultima iguagiclad. rp se divide también entre k.

El procedimiento de obtepcién del mixime comin divisor de
dos nitmeros mediante el algoritmo de Euclides en la mayoria de los
casos resulta el mas corto y por cso es el mas venlajoso en la practica.

Podemos observar que on el razonamicnto citado mds arriba se
demuestra, al mismo tiempo, Ja propiedad del maximo comin divisor.

Ejemplo 3. Mediante el algoritmo de Euclides hallar e] mdximo
comiin divisor de los nimeros 13 172 y 261.

Dividimes ¢l nomero 13 172 entre 261:

13172 | 261
74305 | 750
122

Sepiin el algoritme de Eaclides dividimos el nimero 261 entre cl
resto de la divisién (el n{imero 122}

261|122
24|73
17
Dividimos el ndmero 122 entre el resto (el nimero 17}
_1241
119 7
3

Continuando dividiendo sucesivamente cada resto anterior entre
cada resto posterior, de resultas obtendremos un resto igual a cero:

_Aris a2 w4
16 5 211 111
2 1 0

El pentltimo resto es igual a la unidad. Por consiguiente, la
unidad es el miximo com(n divisor de los dos nlimeros dados, es decir,
los n@meros 13172 y 261 sen reciprocamente primos.

§ 2. NGmeros enteros

2.4. Conjunto de nimeros enteres. El conjunto de nime-
ros enteros ¢s un conjunie obtenido como resultado de la
adicién al conjunlo de todos los niimeros naturales de los
objetos nuevos {(a los cuales en lo posterior les vamos a de-
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signar los nimeros) del nlimeros cero y de los niimeros nega-
tivos enteros.

El ntmero cero que se designa por medio del simbolo 0
y los niimeros negativos enteros se introducen del modo si-
guiente,

La suma de cualquier nimere natural 7 y ¢l nfimero 0 da
el mimero n:

n+ 0 =n.

A cualquier namero natural z le corresponde el dnico
niimero entero negalivo r tal que la suma de los ndmeros
n y —n resulta igual a cero:

n -k (—n) == 0.

_ Bl ntunero —n se llama opuesto al nimero n. El nimero
opuesto al ndmere —n es el nimero n: —(—n) = n. Los
ntmeros naturales en el conjunto de numeros enteros se
laman ntmeros enteros positivos*). El conjunto de todos los
niimeros enteros frecuentemente sc designa por Z.

El conjunto de los nimeros naturales N esta cerrado respecto a la
adicién y multiplicacién, pero no esta cerrado respecto a la sustrac-
cién: la suma y el producto de dos niimeros naturales cualesquiera es
un ndmero natural, mientras que la diferencia r — p de dos nimeros
naturales en el conjunto de numeros naturales se define sélo cuando
n > p. El conjunto de nimeros enteros se obtiene como una extensién
del conjunto de niimeros maturales hasta el conjunto Z, en el cual

1) el conjunto N es un subcomjunto propio:

2) la adicién y multiplicacién de nimeros naturales en Z coincide
con las operaciones idénticas en N;

3) la sustraccién en Z sicmpre es posible, es decir, la diferencia
de dos elementos cualesquiera de nimeros de Z es un elemento (nd-
mero) de Z; '

4) el conjunto extendido Z es minimo en el sentido que no posee
subconjunte propio que satisfaga las condiciones 1)—3).

El conjunto de niimeros enteros es un conjunto ordena-
do, es decir, para dos nimeros enteros cualesquiera m y n
es vilida una y solo una relacién de las siguientes:

om=n,
6 m<n,
o n<m.

_*) A continuacién denominaremos los niimeros enteros con letras
latipas mintsculas m, =, &, ..,
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Para los niimeros positivos # se eseribe » > 0, para los
nimeros negativos se eseribe 7 << 0. Si se quiere indicar
que el nlinero puede ser positivo o nulo, se escribe n32 0 y se
dice que es no negativo; andlogamente la inscripeion n<C 0
significa que n es negativo o es igual a cero.

2.2, Operaciones malemiticas con nimeros enteros. El
nitmero [a | que se calcula segin la regla siguiente

n, si n>0,
ln|-- 0, si n-0,
—n, si n< (),

se Hlama valor absoluto (o médule) del namero n.

El valor absoluto del niimero n cs positivo para n posi-
Livos y para n negativos y es igual a cero solo para o - ().

Ejemplo 1. Hallar los valores absolutos de ndmeros 4
y —3.

Puiesto que el nidmero 4 es natural, entonces I
Puesto que —3 es un nimero negativo, entonces segin la
regla de cdilcalo del valor absoluto del niimero | —3 [
= e () = 3,

Adicién de ndmeros enteros. Un nimero entero s que se
calenla segin la regla:

sin>0,yp>0, entonces s = n - ;;;

<

sin<0y p<<0, entonces s = —(fr |- |p);

sin>0,yp<<0 y |n|>|p]), cntonces s ==
= n e ;

Li ri)(l),py! p<<0y|n|=]pl| eutonces § == (;
sin>0,yp<<0 y |n|<|pl|, entonces 5 =
=={pl=1Inly

Sin<C0, p>0 y |n|>|pl, cntonces ¢ .=
ot | —'p [

»
sin<<0, p>0y |n|l:- |pl, entonves s — (;
sin<0, p>0y|n|<<|pl cntonces s=|p]—

sl n =0, entonces s = p;

8i p = (), entonces s := n, se llama suma de los nimeros
enteros n y p.

La suma s de los niimeros enteros n y p se escribe median-
te el simbolo }:

s =n -+ p.
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La regla de calculo de la suma de dos nimeros enteros,
citada mas arriba, se basa en el célculo de la suma o de
diferencia de dos niimeros naturales.

E}éEmpEo 2. Caleular la suma de los nimeros enteros 6
y —8.

El par de niimeros dado satisface la quinta condicion de
la regla de adicién de dos nimeros enteros (6 > 0, —8 < 0,
|6 }<< | —81). La suma de estos niimeros es igual a

s=—(-—81—16D)=~—(@8—6=—2

La adicién de nimeros cnteros, asi como también la de
nimeros naturales, posee las propiedades de conmutatividad
v de asociatividad.

Multiplicacién de nimeros enteros. EUn nimero entero m
que se calcula segin la regla:

si n>0y p >0, entonces m = n-p;

sin< 0y p<0, cntonces m = |n||pl

sin<<0,yp>00sin>0yp<<0, entonces m =
=—(|nilpih

sin=006p =0, entonces m = 0,
se llama preducto de los nimeros enteros n y p.

El producto de los nimeros enteros n y p se escribe
mediante el simbolo - & X:

m=n-p {(6nxp.

El cileulo del producto de dos nttmeros enteros se basa
en el de dos niimeros naturales.

Ejemplo 3. Calcular ¢} producto de los nimeros enteros
-2y —=T7.

El par dado satisface la segunda condicién de la regla
de multiplicacién de dos nameros enteros. Los valores ab-
solutos de estos nimeros son iguales a 2 y 7, y su preducto
es igual a 14.

La multiplicacién de nimeros enteros, asi como también
Ja de niimeros naturales, posee las propiedades de conmuta-
tividad y de asociatividad.

Ademds, las operaciones de adicién y mulliplicacion
de ntimeros enteros, como también en el caso de ndmeros
naturales, estan relacionadas por la ley de distributividad
de Ia multiplicacién respecto a la adicidn,
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Sustraccién de niémeros enteros. Un niimero enlero r que
se calcula segiin la rogla:

r=n - (—p), (1)

se llama diferencia de los nimeros enteros n y p, es decir,
Ja diferencia de los niimeros enteros n y p es la suma del
nlimero entero 2 y el niinero opuesto al nimero p. Por con-
siguiente, ta diferencia se calcula segiin la regla de cilculo
de la suma de dos nfimeros enteros.

Del ntimero r ge dice que ha sido obtenido como resultado
de la sustraccion del nvimero p a partiv del ntimero n y se
escribe

r=n—p, (2)

En la expresion (2) el wimero n se ilama minuendo, y el
nimero p se Hawma sustraendo.

Ejemplo 4. Calcular la diferencia de los ufimeros ente-
ros 2 y —7. El nitmero opuesto al nimero —7 es igual a 7,
¥ por eso segiin la regla (1) la diferencia de estos nineros
es r=2-L7=09.

Ll conjunto de nmeros enleros estd cerrado respeeto a las opera-
ciones de adicidn, multiplicacién y sestraccién, os decir, para dos
niimeros enterns dudos ealesquicra existe un solo néimero entero, el
tercero que representa In suma de los dos nimeros enteros dados:
existe un selo nimero entero que es su diferencia y, por fin, un solo
nimero entero que es su producto.

Division de nimeros enteros. Un niimero entero p que
satisface Ja igualdad
m = n.p, (3)

se llama cociente de la divisién del nimero entero m entre
el nimero entero n.

La division entre el niimero cero estd prohibida. Del
numero p se dice que ha sido obtenido como resultado de la
divisién del niimero m entre el nlimero n y se escribe

p=m:n, 6 p==%', 6 p=min.

En el conjunto de ndmeros enterns, asi como en el conjunto de
los nimeros nalurales, Ja divisién no siempre es posible, porque no
para cualquier par e nimeros culeros m y » existe un cociente. Por
es0 se dice que ¢l conjunto de nimeros enteros no esta cerrado respecto
a la operacién de division. Sin embargo, entre las operaciones de divi-
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sidn en el conjunte de nlmeros nalovales y en el conjunto de nidmeros
enteros existe una diferencia esencial: si en up conjunte Je wdmeros
naturiales exislin el cociente de ddog mumeros natorales, entonces esle
cocicnle era ol finico, En el conjunto de niameros interos sacede otro
proceso; sta moun nhmero entero arbitrario y o« - (5 entonces a igual-
dad (3) obliene la [orma

M= Uep {(4)

- Tratemos de hallar tal ndmera p que satisloga la igualdad (4).
Existen dos posibilidades:

si m 5= (0, entonees no existe lal wnners entero p, para el cual
se cumple esla ipualdad;

si m = (0, enlonces p puede ser cualquier nimeero entero.

De osta manera, ol cociente de la division e un ndmero entero
enire cero o no exisle, o s¢ define por mis de una lorma. Para evitar
tal indeterminacién, cs nceesario prohibir la division de un ndmero
entero entre ecro,

§ 3. Nimeros racionales

3.1. Fracciones racionales. Un par ordenado de nime-
vos enteros (m; n), doude el nlimero r se distingue de cero,
se Jlama fraccidn ractoral. La fraccidn racional se designa

= s n. r E -
por medio del simbolo = 6 m/n. El wimerc m se llama
"

numerador de la fraceion, y el nlimero n se llama denominador

i . - e "y -
de la misma. Dos fracciones racionales —— y —~ son equi-
1"y s :
1 o sepi fib1 A
valentes, si my-ny = 2y Mg, ¥ sC esCribe —t ~ L,
iz mny Ty

1) Cualquier fraccion racional es equivalente a si misma:

i ..’:_‘ (reflexividad).
1

fy
M e . "t i
2} Si la fraccion racional —=~ es equivalente a la Trac-
n
- . Fi ) .- - Mo
cién  raciomal == | ecatonces la fraceion eacional —2 s
fa o
b N .. Fi a
Lambién equivalente a la fraccion —=%):
1)
m £t Ly " ' I3
e B e O L (gimelria),
Hy ny Ry "y

*) Los simbolos =5 ¥ «= signilican esiguer y sigue a ambas
partesy respeclivamente.
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l‘“l

3) Si la fraceién raciona es equivalente a la frac-

cion racional

2,y la fraceién racmnal 2z gy equivalente
2 fig

- . s .
a Ia fraccion TS- , entonces y la fraccién ZL es equivalente
3 LS|
a la fraccién —Z ;
R

1

m m m m m m S
S SIEPLL 1 iy TP RO ITRLLL) PO (transitividad).
ny na ny g ny Hy

De la definicion de la equivalencia de fracciones se
deduce que la [raccién racional —% es equivalente a la
1
ml-k

fraccién
ﬂ.]_‘k

m -k
3] nrk ’

donde % es cualquier nimero entero, distinto de rcro. El
s .3
paso de la fraccidn ‘:” 7 @ la fraceion equivalente T~ se
1’

llama simplificacién de la fracciéon en el n{imero k. Esta
propiedad de la equivalencia de fracciones racionales per-
mite dar otra definicién de la fraccién racional.

Un par de niimeros (m; n) que se designa con el simbolo

, donde mesun nimero entero, ¥ » s un numero natural

se llama fraccién racional. En este parrafo vamos a utilizar
precisamente esta definicién, es decir, considerar n como
un namero natural,

- ' m .
La fraccién racional — se considera mayor que lo frac-
1

¢cién racional % :
2

81 myng > nymy.



§ 3 Nimeros racionales 63

. & m .
La fraccion racional —= se considern menor que la frac-

n

78 - ms

cién racional L

"y

iy nty
ny ny ?

Siomygag <oy,
Un conjunto de fracciones racionales o8 un conjunto orde-

s - e L
nado para las dos fracciones cualesquicra —- y —%
n na
Tt ] m n m iy
m L S 0 i Bltif 7 1] Lot _..“"_‘
ny Hy ? ny Hy ? "y ty

Al mismo tiempo se cumplen las condiciones siguientes:
1) Cualquier fraceion racional es menor o equivalente a
si misima:

i .om % g
ZL o — (reflexividad).
Ha "y
. » Lo i
2) Su lafraceidon =~ ¢s menor o equivalente a i frac-
My :
. Ity ' Ha -
cion 22y la fraccion —2 es menor o cquivalente a la
Ty f
.. ey . A
fraccion —L | entonces estas fracerones son equivalentes:
M
i H i - 3
U 22 (anlistindirica),
Hy o
- o - - " - -
3) Silafraccion —= ¢s menor o equivalente a la Traccion
ry

m .. e . e
L2y la fraccion =2 e menor o equivalente a da fraccion
Ha Hy

1y A m :
2 entonees In fraceion == ex menor o eguaalente a la
Hy g

: e i
fraceinn —
My
my ", it tiy ey 1ty

(Lransjtividad),

LS Y ~
Hy My Hy ty Hy ry

s . § - b L T £ T LY
Adicion de Jracciones., La  [raceidn R S oL, S B
Hy-Hy
n Hi iy ' ]
Hama suma de Yax fracciones racionates -4 y =% Se dice (que
Ty Hy

esta fraceion ha sido oblenida como resultado de 1a adicion
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dé - fracciones -;-{-—‘— y—}-}—’; y se escribe
I 2

mi L - ng -ty ny (.1)
n; np rytlig *
En la expresion (1) las fracciones ":T‘._y -? se llaman suman-
1 1

dos.

Multiplicacién de fracciones. La fraccion =122 se Hama
2
producto de las fracciones racionales = .;_, y ~=2., Se dice que
1

esta fraccion ha sido obtenida como resultado de la multi-
plicacion de la fraccion = T por la fraccion % ¥ se escribe
1

2
my My mycitg (2)
ny Ry Rysng

miq My

En la expresion (2) las fracciones T e Haman
1

factores.

Las operaciones de adicion y multiplicacion de fraccio-
nes racionales poseen las propiedades de conmutatividad
y asociatividad; las operaciones de adicion y multiplicacion
se relacionan mediante la ley de dlbl.!‘lhllh\'ldad de la
multiplicacion respecto a la adicién.

Sustraccién de fracciones. La adicién de fracciones tienc
una operacion inversa que se lama sustraccion. La fraccion

Mi-He—HHa-N a . . .
— 22" g llama diferencia de dos fracciones raciona-

nyng
m Hig . r . M1-Ha—Ma"N =
les n‘ y— De la fraccion racional ‘*—n" se dice
1

que ha mdo oblenida como resultado de Ia sustraceitn de
fa fraccion - _:L i partie de la feace mn;—’ v ose escribe
it "y
my M, Hyrda—aeny

My #a Myt

Division de fraceiones. La multiplicacion de fracciones
tiene una operacién inversa que se llama division. La frac-

.y iy h r . .

cion —2—=% ge llama cociente de dos fracciones racionales
ny-mg

n e nRy-n

~Ly -2 (m, = (). Se dice que la fraccion racional ===

ny iy Mg
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es el resultade de la divisién de la fraceién f?—‘ entre la frac-
ty

s m i
cibn —%= y se escribe
g
v .
&;iﬁ_~.:"l_e((, L T o, MK X
ny Ny Ry-mg ny ny MyHg

ar ”n -
La fraccion =y donde m es un nimero entero v n, un

nimero natural, se llama positiva, si m es positiveo, y nega-
tiva, si m es negativo.

La fraccion racional nega!.iva% (m es un nimero entero
negativo; n, un niimero natural) se suele escribir en la

forma — ﬂ!_
n

= e ’ . -—5 1
Por ejemplo, la fraccién racional negativa — se escribe

en la forma —

H‘t{ o

s . e T . .
La fraccion racional positiva -’—n- se denomina propia,

si su numerador es menor que su denominador (m << n),
y es impropia, i su numerador es mayor o igual a su deno-~
minader (m>= n),

Si la fraccidn racional positiva es impropia, su numera-
dor se expresard en la forma m = n-k + r, donde k es un
niimero natural y r, un namero entero no negatlivo que

. i e . m
satisface la condicion r << n. Entonces la fraccion <= 80
escribe en Ia forma

n T
El namero & se denomipa la parte entera de la fraccién,
St resulta gque rs% 0, entonces la fraccion racional im-
- m i - . .
propia  — a veces se escribe en la siguiente forma:
kL. (3)

i

La expresion (3) se denomina expresion de una [raccion
impropia en forina de una fraccidn mizta.,

d=0 47T
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Por ejemplo, la fraccién racional impropia 1—3? puede

; .. . A
ser escrita en forma de la fraccion mixta .3.—3 :

Una fraccion se Nlama irreductible, si su numerador y de-
nominador son ntmeros reciprocamente primos.

Cualguier fraccién racional se puede escribir en forma
de una fracciéon irreductible.

Ejemplo. Escribir la fraccion racional % en forma de
fraccion irreductible.

Desarrollemos los n(ueros 15 y 75 en el producto de
los factores primos: 15 = 3.5, 75 = 3-5.3.

; 3-5

= puede ser escrita en forma de e
Simplificando los mismos factores en el numerador y deno-

La fraccion

: . ssr acp 15
minador, obtenemos la inscripeién do la fraccién —= en la

e 4 . 1
forma de una fraccion jrreductible -

3.2. Nameros racionales. El conjunto de todas las frac-
ciones racionales equivalentes entre sf se llama ridmero ra-
cional. En vigor de la definicion de) mimero racional las
fracciones distintas cquivalentes entre si representan sola-
mente distintas expresiones de un mismo nimero racional.
Asi, por ejemplo, tres fracciones racionales equivalentes
distantas.

T S
i
tienen diferentes expresiones de un mismo niumero racional.

Se puede dar también otra definicién del nimere racio-
nal, identificindolo no con el conjunto de todas las fraccio-
nes racionales equivalentes entre si, sino con cierta fracciom
fija del mismo conjunto. Uno de los procedimicntos posibles
de separacion de tal fraccion {ija consiste en lo siguiente.

e A v rt . .
Lomemos cualguier fraccion % del conjunto de fraccio-

nes, equivalentes entre si (aqui m es un nimero entero, dis-
tinto de cero y n, un nimero natural). Si los nimeros | m |
y n son reciprocamente primos, entonces consideremos que la

v m . s .
fraccion — es precisamente la fraccion fija que buscamos.
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Si los ndmeres | m | ¥y » no son rvespectivamenle nimeros
primos, entouces dividimos el numerador y denominador
~de la fraccién entre el maximo comimn divisior de los nime-
ros |m | y n. Como resultado de la divisiéon obtenemos la

fraccion % , el numerador y denominador de la cual son
1

s 4 ' T - m
reciprocamente niimeros primos. La fraccion obtenida .—R-J—

1
y es la fraccion fija que pecesitamos*).

Ahora se puede dar la definicién siguiente de un (distin-
to del cero} nimero:
Un nidmero racional cs tal nlmero que pucde ser repre-

sentado en la forma -’}:- , donde | m | ¥ n son reciprocamente

ndmeros primos (irreducibles) naturales.

Introduzcames el concepto de igualdad de dos nlmeros
racionales. 8i usamos }a definicidén de nimero racional como
conjunio de fracciones racionales equivalentes, fa defini-
¢ion de igualdad de dos niimero$ racinnales tendrd la forma
siguienie,

A dos nimeros racionales « y f# los Haman iguales:

a = 3,
si los dos conjuntos de fracciones racionales yue proporcio-
nan estos nimeros coinciden.

La ordenacion del conjunto de nimeros racionales, del
concepto de suma, del producto, de la diferencia y del co-
ciente de dos nimeros racienales se introducen de la misma
manera que los respectivos conceptos para las fraceiones
racionales. La expresion matematica de la ordenacion del
conjunto de niimeros racionales, de operaciones de adicidn,
de multiplicaeion, de sustraccion y de division de dos an-
meros racionales es Ta misma que la expresion de las opera-
ciones respeclivas con fracciones racionales, solo gue ca
vez del signo de equivalencia se debe escribir el signo de
igualdad.

La propiedad de asociatividad de la multiplicacion de
nimeros racionales permite introducir el concepto de poten-
cia natural de un nimero racional:

. i i . i
*) El niimero racional —2 puede ser considerado también como ol

1
resultado de la divigién del nimero m, entre el ndmero ;.
5*
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- P ] - - -
wil ndinero racional —";— se llama pelencia k del niimero racio-
b/ - 1 [ s
nal %, obtenido como resultado de la multiplicacién del

- i1 - -
nimero —= por si mismo E veces:

k tuctores

De costumbre se wtiliza una expresion mas corla:

1:(.’1)}‘_ (4)

] n

= ‘e - n

En la expresion (4) el nGimero Tf- se llama base de una
potencia y ¢} nlumero k, exponente de la potencii.

Un nmmero denominado

I -
——l y caleulado segin la regla:
I3

’T”- , som >,
",i;— . 0, 81 m=0; (n es natural}.
wollt, 8 e

n *
5 5 i m
se llama ealor absolulo (médulo) del nlunero racional —.

3.3. Niumeros enteros y racionales. Un nimero racional »
se Nama enters, si en el eonjunto de todas las fracciones
equivalenles que dan esle nimero existe una fraccién que

. 2]
tiene la forma de .

Para calentar la sama, diferencia, producto y cociente
de un nimero racional ¥ entero n es suficiente eseribir este
nimero cntero en forni de mna fraceion, cuye denominador

- . . - i - -
es igual a la nnidad, es deeir, en fora de ¥ despuds uti-

lizar Ias definiciones de la suma, dilerencia, produclo ¥ co-
cienle de dos nameros racionales.

Bs muy ficil convencerse de gue estas operaciones de
adicion, sustraccién, multiplicacion y division coinciden
con Yas mismas operaciones para los nimeros enleros escritos
en formn Je fracciones racionales con denominadores igua-
les a Ia wunidad.
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3.4.Conjunto de nidmeros racionales como extension del conjunto
de nimeros enteros. 1l conjunto de todos los nameros enteros Z fue
obtenido como una extensién del conjunto de niumeros naturales
mediante la adicion al mismo de nuevos objetos mumnéricos: del na-
mero 0 y los niimeros negativos enteros. Ll conjunto de nimeros enle-
ros obtenido estd cerrado respecto a las operaciones de adicidn, multi-
plicacién y sustraccién, pero no estd cerrado respecto a la divisién.
El conjunto de todos los ntimeros racionales punede ser obtenido tam-
bién como una extensién natural de un conjunto de nitmeros enteros
mediante la adicién de elementlos nuevos, tales, que:

1) el conjunto extendido contenga como subconjunto propio el
conjunte de todos los numerns emteros;

2) las operaciones aritméticas, definidas para los nimeros enle-
ros sean deflinidas también para los elecmentos de un conjunto exten-
dido; al mismo tiempo el signo de estas pperaciones para los nimeros
enteros, que examinamos ¢como elementos de un conjunto extendido,
debe coincidir con el signo de los mismos en el conjunto de nimeros
enteros antes de la extension;

3) en el conjunto extendido sea posible realizar wna operacién
de divisién {(menos la divisién entre cero), la cual en un conjunto de
nameros enteros no siempre es realizable, es decir, el cociente de dos
elementos del conjunto exfendido debe ser un elemento de este con-
junio;

4} ¢l conjunto extendido sea el menor en sentido de que él mismo
ne debe contener un subeonjunlo propio que salisfaga las condiciones
1) —3.

Exisle un sblo conjunlo que satisface las condiciones 1}—4):
el conjunte ordenado de todos los nimeros racionales con operaciones
aritméticas introducidas en él. El conjunlo de todos les nimeros
racionales Irecuentementie se designa por Q.

Es muy ficil wverificar que el conjunte de ndmerves racionales
es un campo. Un campo de numeros racionales o5 Je Arquimerdes, es
decir, para cualesquiera @ y B, donde p > 0, existe tal nimero natu-
ral n, que »-f > o.

§ 4. NOmeros reales

4.1. Conjunto de nimeros reales como extensién dec un conjunto
de niimeros racionales, En los 8§ 2, 3 fue congecutivamenle electuada
la extension del eonjunto de nimeros nalurales hasta el conjunto de
numeros enteros y la extensién del conjunto de nimeros enteros hasta
el conjunto de numeros racionales. El conjunto de todos Ios mimeros
racionales representa por i mismo un conjunlo cerrado respecio a las
operaciones de adicién, multiplicacién, sustraccién y divisién (menos
la divisién entre cero); la suma, preducto, diferencia y cociente de dos
nimeros racionales igualmente es un nime. » racienal.

Sin embargo, existen problemas algebraicos y geométricos que
no tienen solucién dentro de conjumto de nimeros racionales. Asi,
el problema que muy a menude no tienc selucién en el conjunto de
nameros racionales es la extraccién de una raiz de un nimero entero
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positivo. Por cjemplo, el nimero ¥ 2 (véase p. 4.6) no es un namero
. : ‘ L
racional, es decir, no se puede escribir en forma de —, dondem y n
son ndmeros enteros y a 5= 0. Es muy facil también citar aqui olros
. - m
ejemplos de mimeros que no pueden ser representados en [orma de —
es deciy, que no son miimeros racionales.
- m
Al niimero que no puede representarse en forma de —, donde m y n
n

son nameros enleros y r 5= 0, lo llaman ndmere irracional.

El conjunto de todos los niimeros reales también puede ser obte-
nido como la extension natural del eonjunte de todos los mimeros
racionales. Sin embargo, a diferencia de los procedimientos relativa-
mente simples de las extensiones del conjunto de nimeros naturales
hasta el conjunto de aumeros enteros y el conjunte de nimeros enteros
hasta el conjunto de nimeros racionales, el método de extensién
(o de completacién) del conjunto de todos los nimeros racionales
hasta el conjunto de nimeros reales es més complicado. Una rigurosa
teoria, desde el punto de vista mateméatico, de los nlimeros reuﬁ:s fue
desarrollada sélo a mediados del siglo pasado en las obras de R. De-
dekind y G. Cantor y para su desarrollo fue utilizada una serie de
resultados bastante finos del andlisis. matematico.

Uno de los métodos de completacién del conjunto de nimeros
racionales hasta un conjunto de nimeros reales se basa en el concepto
de lu sucesion fundamental de los nimeros racionales. Mostrfmos esque-~
méaticamente cn que consiste el contenido de este método,

La sucesion {z,) de los nmeros racionales z,, se llama fundamental,
si para cualquier racional e >> 0 existe tal n, que

III)...xqi{:B

para todos p vy g mayores que ng. Cualquier sucesién convergente es
[undamentaf. Por otra parte, cualgtier sucesién fundamental de nd-
meros racionales tiene un limite, pero puede resultar que este limite
1o sea un niimeroe racional. La sucesién de nimeros racionales positivos
(rn), cuyos cuadrados pueden aproximarse tanto como se guiera a 2:

;

|T?—2|<1—0. Ir§—21<
puede servir de ejemplo de tal sucesién. De la representacién de la
sucesioén (r,) se deduce que su limite es un ndmero no perteneciente al

conjunto de nimeros racionales; éste es el némero irracional ¥ 2.
El conjunto de todos los niimeros reales se obticne mediante la
completacién del conjunto de nimeros racionales por ndmeros irra-
cionales que son los limites de cualesquiera sucesiones fundamentales
de nimeros racionales y que de costumbre se designa con la letra R.

Ir%—2l-=:--1—-:

L s
e = o

4.2, Construecién axiomitica de un conjunté de nime-
ros reales. El conjunto de todos log nimeros reales puede
ser representado como un conjunto, cuyos elementos satis-
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facen las propiedades citadas més abajo T—VI. A los cle-
mentos de este conjunto, aunque ésto no esté hien adecuado,
vamos a designarlos como niimeros.

1. Propiedad de ordenacién.

Para dos nimeros cualesquiera a y b estd definida la
relacién del orden, es decir, para dos niimeros reales cuales-
quiera a vy b

6 a = b {a es igual a b),

6 a << b (n es menor que b),

6 b << a (b es menor que a};
al mismo tiempo, si a << by b < ¢, entonees a < c.

I1. Propiedades de la operacién de adicidn.

En un conjunto de nimero reales estd definida la ope-
racion binaria de adicién, es decir, a cualguier par ordenado
de nameros (a; b) se le asigna un dnico ndmero que se Ha-
ma suma de los nimeros a y b y que se designa a + b; al
mismo tiempo

1} para cualquiera terna a, b, ¢

(@ +b) +¢=a-+ (b+c) (ley asociativa de la adi-
ciond;

2) para cualquier par de nimeros & ¥ b

¢ + b = b + a (ley conmutativa de la adicion);

3) existe un niimero gue se designa con el simbolo (b ¥
se llama cero, tal que para cualquier ndmero a

a -+ 0 =a,
4) para cualquier ndmero @ existe un ndmero gue se de-
signa —a, tal que
a + (—a) = 0;
el nimero —a se llama opuesto al nimero a;
5) si a << b, entonces para cualquier namero ¢

a+t+c=<<b+rc

El ndmero a > 0 se llama positivo, y el nimero ¢ < 0,
negative.
Para cualquier par ordenado de nameros (a; b) el numero

e + (—b)
se llama diferencia de Jos nimeros @ y b, y se designa a — b:
d 3 i b (B
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11L. Propiedades de la operacién de multiplicacién.

En un conjunto de nimeros reales estd definida una
operacion binaria Ylamada multiplicacién, e¢s decir, a cnal-
quier par ordenado de niimeros (g; b) se le asigna un fnico
nimero que se llama producto de éstos y que se designa
a-b, al mismo tiempo

1) para cualquier terna de nimeros a, b, ¢

(a-b).c = a-(b-¢) {asociatividad);

2) para cualquier par de numeros a, &

ab = h.a (conmutatividad);

3) existe un nimero que se designa con el simbolio 1 y
que se Hlama unidad, tal que para cualquier nimero a
a1 = a;
4) para cualquier nQmero a, distinto del cero, cxisie
un nimero que se designa --% , tal gue

a~-1-=1;
a

al nimero % lo llaman inverso del nimero a;

D) si a<<b y ¢ >0, entonces a-¢c < b-¢c; si a<<b ¥y
¢ < 0, entonces a-¢ > b-c.

Para cualquier par ordenado de nimero a y & (b es distinto

de cero) el namero a»% se 1lama cociente de la division de ¢

entre b y se designa —-E— -

[}
B it
[ T

IV. Conexién de las operaciones de adicidn y multiplica-
cibn.

Para cualguier terna de niimeros a, b y ¢

{a + b)c = a-¢c -+ b-c

{(distributividad de la multiplicacién respecto a 1a adiciém).
V. Propiedad de Arquimedes.
Para cualgquier nimero @ existe tal nimero entero n que

n>a.
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De esta propicdad se desprende, en particular, que para
cualesquiera niimeros a y b si a > 0 existe un nimero natu-
ral n tal que

n-a>b.

V1. Preopiedad de continuidad.

Las propiedades enumeradas més arriba [---V son propias
también para algunos otros conjuntos numéricos (por ejem-
plo, para ¢} conjunto de todos los nimeros racionales).
Un conjunto de niimeros reales, a diferencia de un conjunto
de nameros racionales, tiene una propiedad mas, esencial-
mente nueva, la continuidad.

Existen diferentes definiciones de la propiedad de con-
tinuidad del conjunto de nimeros reales. Una de ellas serd
citada a continuacién y se denomina principio de segmentos
encajados o axioma de continuidad del conjunto de nimeros
reales (segin Cantor).

Si se dan dos niimeros a v b, ¢ << b, entonces el conjunto
de todos los nlimeros z para los cuales a<C x<{ b, se llama
segmento numérico y se designa la; bl. El numero b — a
se llama longitud del segmento numérico.

Un sistema de segmentos numéricos

[El; h;l, [ag; bg]v ey [an; bnl
se llama sistema de segmentos encajados, si

I I N U N A R T

Respecto al sistema de segmentos encajados [a,; bal, n =
=1, 2, 3, ...sedice que la longitud de los mismos tiende
a cero con el crecimiento de n, si para cualquier nimero
e > 0 existe tal nimero n, que para todos los n(imeros
rn>> n, se cumple la desigualdad

b, — a, < €.

Principio de segmentos encajados. Para cualquier sistema
de segmentos encajados existe por 1o menos un ndmero que
pertenece a todos los segmentos del sistema dado.

Del principioc de segmentos encajados se deduce, en
particular, que para cualquier sistema de segmentos en-
cajados que tiende a cero en la longitud tiene un tnico ni-
mero que pertenece a todos los segmentos del sistema dado.
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4.3. Representacién de nameros reales por fracciones
decimales. En vigor de la propiedad de Arquimedes para
cualquier nimero no negativo a se halla un nimero entero
noe negative N tal que

N<a<< N + 1.

Partamos un segmento numérico [N; ¥ + 1] en diez

partes iguales y examinemos los segmentos

[N; N, 1, [N, 1; N, 2, ..., [N, 9; N + 1.

Existen dos casos: ¢ no coincide con ninguno de los
puntos de la divisién o « coincide con uno de los puntos de
la divisién. En el primer caso a pertenece s6lo a uno de los
segmentos enumerados, que designaremos [;:

I‘l = [N! oY N; ny + "ﬂv
donde n, es una de las cifras 0, 1, 2, ..., 9. Si a es un
punto de divisién, entonces como segmento [, eligiremos
aquél, para el cual a es el extremo izquierdo.

Partamos el segmento I, en diez partes iguales y escoja-
mos de los diez segmentos obtenidos aquél que contiene
el punto ¢ y para el cual ¢ no es e} extremo derecho. Desig-
nemos el segmento elegido por F,. Continuando este pro-
ceso, obtenemos un sistema de segmentos encajados

In=IN, myng...nes N, mny...(ny + 1),
donde n; (i =1, 2, 3, ..., k) es una de las cifras 0, 1,
2, ..., 9. Cada uno de los segmentos [ contiene el punto a
y para ninguno de estos segmentos el punto a es el extremo
derecho.

A las expresiones

N,nng...npy N, myng ... (ng 4 1)
lag llaman respectivamente fracciones decimales convenientes
inferior y superior del orden % y las designan ay y aj. Lstas
fracciones satisfacen las relaciones
Eh'(ahr
Ek gglﬂ'ir
Ek.};ki-tl (1)

1

- a3
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Las sucesiones (a;) y (a;), formadas respectivamente por

las fracciones convenientes inferiores y superiores, tienen
los limiltes a y @

im N, nyny . . . ry, = ;.  Mim N, nng . Lo, + 1) =,

koo =t Y

En vigor de la dltima de las relaciones (1) las fracciones
decimales 2 v @ son iguales, es decir, representan una rhisma
fraccion decimal.

De otra parte, a es ¢l @inico punto que perienece a todos
los segmentos [, con longitudes que tienden a cero.

De tal manera, al niimero a le estd asignada la frac-
cién decimal N, nn, . .. ny .. ., la cual se llama inscrip-
cién decimal (o represenlacidn decimal) del nimero a y se
escribe

a==N,nng...ng...

La correspondencia entre el conjunto de todos los niime-
ros reales y el conjunto de todas jas fracciones decimales
no es una corrospondencia hiunivoca: a distintas fracciones
decimales les puede corresponder un sélo niimero, es decir,
a fracciones con la forma

N,mn,...nn Oy N, nng... (6 +1) (O
les corresponde un mismo numero racional. Por ejemplo,
el nlimero racional —}' admite la inscripcién en forma de dos

fracciones decimales distintas: 0,25 y 0,24(9), de lo que
es muy facil convencerse, utilizando el algoritmo de 'la
conversién de una fracciéon periddica infinita a una fraccién
racional {véase p. 5.5 del capitulo presente).

Si examinamos el conjunto de fracciones decimales cuye
periodo se compone no sélo de la cifra 9 (a tales fracciones
les-llaman admisibles), entonces entre el conjunto de todos
los nimeros reales y el conjunto de todas las fracciones
decimales admisibles se puede establecer una corresponden-
cia biunivoca, en vigor de la cual se puede identificar el
mismo ntimero y su representacion decimal.

Partiendo de la definicion de la suma, diferencia, pro-
ducto y cociente de los niimeros racionales, se puede intro-
ducir el concepto de suma, del producto, de la diferencia
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y del cociente de dos nimeros reales cialesquiera (menos
la divisién entre cero), y el concepto del valor absoluto
del ntmero real,

Sean a y b dos nimeros reales:

(I:j\rn,nlnz...nh-.-; b:Mu,mlmg--.mh-..

Los nimeros
lim(a, +&6,)=a+b,

koo "t

lim (apby) =a-b,
heroo ™ =

Yim (ap—by)=a —b.
koo ™ T

s¢ llaman respectivamente suma, producto y diferencia de
los nGmeros reales ¢ y b,
El nimero
. A
lim = :%
koo YR

se llama cociente de los ntimeros ¢ v b si b =% 0.

Para tal definicion del cociente de dos nimeros reales
puede resultar que para cicertos kb, = 0. Pero en vigor de la
condicion b =%~ 0 siempre se halla tal nimero &, que by % 0
para k> k, y entonces la sucesidn a,/b, debe ser examinada
no para todos k € N, sino para k = kg, ko 41, ko -+ 2, . ..

El nimero no negativo

|a|=1im |a,|.
k=00
se llama valor absoluto (médulo) del nimero real a.

4.4. Representacién geométrica de un conjunte de name-
ros reales. Examinemos una linea recta {que vamos a lla-
mar eje) con un punto arbitrario elegido en ella, que desig-
naremos con la letra O {por ahora precisamente con la letra
y no con ¢l niimero cero). Elijamos cualquier otro punto £
que se encuentre en la recta a la izquierda del punto O.
El punto O parle la recta en dos rayos: un rayo, al cual
pertenece el punto I, se llama semieje positivo y un segundo
rayo que se llama semieje negativo. Kxaminemos ahora el seg-
mento de la recta con los extremos O y E (fig. 2.1).
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Tomemos como unidad (al segmento O/ también lo
llaman segmento de escala) la longitud del segmento OF
que designaremos | OF |. Demostremos aliora la correspon-
dencia entre los nameros 0 y 1 y los puntos O y ¥, supo-
niendo que el punto designado con la letra () corresponde
al nimero cero vy el punto designado con la letra £ corres-
ponde al ndmero 1 (al punto O lo llaman también origen de
las coordenadas). Ahora es muy facil demostrar la correspon-
dencia entre cualguier ndmero natural jijo y cierto punto

2 E

Fig. 2.1.

de 1a reeta, hien determinado. Por ejemplo un punto que
corresponde al nfdmero 5 se¢ encuentra a da derecha del origen
de las coordenadas a una distancia igual a cinco longitudes
del segmento OF; al namero negativo entero n le asignamos
el punto que se encuentra a la izquierda del puntio O a una
distancia ignal a » longitudes del segmento OF: n. | OF |.
Por ejemplo, el punto «ue corresponide al niunero H se en-
cuentra a ja izquierda del punto O a una dislancia cinco
veces mayor que }a unidad de longitud.

Asi sucesivamente, si tomamos el segmento unidad OF.
lo partimos en n parles iguales y trazamos a la derecha del
puito O la parle n del segmento OF, entonces el punto,
cual es et extremo derechio del segmento Leazado, se consi-

. i .
dera como cl punte que representa el nimero —. Si traza-
T

mos a la derecha del punto O la suma m de segmenlos de
longitud | Q& | entonces, cb extremo derecho de la suma

- - L - m
serd un punto que represenla el ndmero posilivo racional —=.

Andlogamente se pueden construir los puntos que correspon-
den a los nlmeros racionales negativos.

‘Queda por sefialar ¢) procedimiento de correspondencia
de los nimeros irracionales a los puntos de la recta. Supon-
gamos que ¢l nimero positivo a es irracional. Construyamos
las sucesiones de [racciones decimales convenientes para
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el nbmero irracional «a:

Ry Was A5y & 5 0% QY SE YR B8 By v K0

Los términos de cstas sucesiones son los ndmeros raciona-
les, a los cuales corresponden los puntns adecuados de la

recta. Construyamos un sistéma de segmentos [a,; a,l;

las; a,l; ... Tay; ai); ..., encajados uno en otro. La

tongitud de estos segmentos tiende a cero con el crecimiento
de k. Lstos segmentos tienen un sélo punto comin, precisa-
mente e} punto correspondiente al nimero irracional a.

De 1al manera se puede aplicar el conjunte de todos los
nameros reales R sobre el conjunlo de los puntos de la
recta. Es vidlido también lo inverse: a cada punto de la
recta se puede asignar un nico nimero real.

Entre ¢l conjunto de nimeros reales y el conjunto de
puntos de la recta existe una correspondencia hiwnivoca
y con frecuencia no tlisl.ingnon ostos dos conjunlos, diciendo
simplemente «la recta numérica.

4.5. Representaciones decimales de los nimeros raciona-
les e irracionales. Un niimero racional se deline como un
namero que puede ser escrilo en la forma m/n, donde m y n
son nameros enteras y n > (.

Examinemos tres cjemplos de representacion de los dis-
tintos ndmeros racionales en forma de fracciones decimales,

Ljemple 1. Escribir el nGmero racional 1/4 en forma de
fracecion decimal:

De los calenlos citados mas arriba se ve que el proceso
de division termina después de un ndmero finito de pasos
y el ndmero 1/4 puede ser escrito en forma de la fraccién
decimal 0,25,



§ 4 Nimeros reales 7

Ejemplo 2. Escribir ¢l numero racional 5/41 en forma
de fraccion decimal:

*3 14
50 0,4545
44

60
55
* 50
44
60
55
¥ 5

Al examinar los calculos citados mds arriba, es muy fa-
cil observar que si continuamos e} proceso de divisién,
seguiremos obteniendo en el resto los numeros 6 y b sucesiva-
mente y cada vez, obteniendo como resto el nimero 5, empe-
zamos de nuevo el ciclo de divisién (en el ejemplo citado
mas arriba marcamos con estrellitas el comienzo de los tres
primeros de estos ciclos). En este ejempio el proceso de
division no termina nunca, por consiguiente, el nimero racio-
nal 5/11 se eseribe como fraccién periédica decimal infinita
0,(45). -

Ejemplo 3. Escribir el nlimero racional 131/990 en forma
de una fraccién decimal:

131 990
1310 0,132
990
= 3000
2970

~ 2300
4980
320

En este ejemplo, al igual que en el anterior el proceso
de divisién no termina nunca. Pero aqui la reiteracion del
ciclo de divisién comienza con un namero, distinto al niime-
ro del comienzo de la divisién (agui son los niimeros 320),
este numero aparecié en uno de los restos. Por consiguiente,
el ntmero racional 131/990 se escribe en forma de fraccion
decimal periddica mixta 0,1(32).
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Los tres ejemplos recién citados deseriben todos los
casos posibles con los que tropezamos al eseribir un nimero
racional en forma de fracciéon decimal. Examinemos un
nimero racional positivo arbitrario m/n, donde m y n son
nimeros enteros positivos (el caso de una fraccidén racional
negativa puede ser examinado andlogamente). Durante la
division del namero natural m entre el namero natural zen el
resto pueden aparecer sélo los niimeros siguientes:

0. L B ooy BT

St durante el proceso de divisién en el resto aparece el ni-
mero 0, el proceso de division se termina y, por cousigniente,
el nimero racional m/n se represenia como wna fraccion
decimal finita. Si eu el proceso de division el nlunero cero
en el resto no aparece, eutonces por lo menos en el Lrans-
curso de n — 1 paso surge inevilablemente la reiteracion
del resto; a partir de este momento comienza un ciclo nueva.
La fraceion decinal periddica infinita (mejor decir, una
fraccion decimal periodica admisible) es el resnltado de Ia
division.

De tal manera, cualquier niimero racional m/n es repre-
sentable tanto en forma de una fraceion finita eomo infini-
ta periddica; y a la inversa, cualquier fraccion finita y tam-
bién cualguier fraccion decimal periddica infinita es la
expresion de cierto nimero racional.

El niimero racional m/n (m, n son nimeros enteros reci-
procamente simples y n = 1) puede ser eserito en forma de
fraceciéon decimal finita cuando y sélo cuando el nimero n
tiene como divisores simples suyos s¢lo los niimeros 2 y 0.
Ademis el niimero # no debe obligaloriamente tener entre
sus divisores simples amhbos nimeros (2 y 5); este nttmero
puede dividirse s6lo enlre uno de ellos. 8i n = 1, enlonces

v mn i . s
la fraccion = también se escribe en forma de una fraccion
decimal finita. Por ejemplo, los niimeros racionales 1/25,
1/46 y 7/1, donde n es ignal respeclivamente a 25, 16 y 1, se
representan en forma de fracciones decinales finitas:

o= 0,04  =00625 —=7.

16

-LI -1
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Puesto que cualquier niumero real puede ser escrito en
forma de fraccion decimal y cualguier niimere racional, o en
forma de una fraccion decimal finita, o en forma de una frac-
ci6n decimal peridgdica infinita, entonces cualquier niimero
irracional puede ser escrito en forma de fraccién decimal
aperiddica infinita.

Esta propiedad de los nadmeros irracionales a veces es
considerada como definicién de los nimeros irracionales:

Un nidmero real, cuya inscripeién decimal es una frac-
cién decimal aperiédica infinita, se llama nidmero irracional.

Propiedades de los numeros irracionales. A diferencia
del conjunto de niimeros racionales que era cerrado respecto
a las operacicnes de adicién, sustraccién, multiplicacién
y division (menos la division entre cero) el conjunto de
nlmeros irracionales no iiene caricter cerrado para ninguna
de las operaciones citadas. Para convencerse de gue los con-
juntos de nimeros irracionales no iienen caracter cerrado,
por cjemplo, respecto a la operacién de adicién, es suliciente
indicar un s6lo par de nimereos irracionales, la suma de los
cuales es racional. Como par de tales nitmeros pueden ser
tomados, por ejemplo, los nimeros 0,4010010001 ... vy
0,0101101110..., el primero de los cuales se forma mediante
la sucesion de unidades, separadas respectivamente por un
cero, des ceros, ires ceros, ete., el segundo, mediante la
sucesion de ceros, entre los cuales se encuentran una uni-
dad, dos unidades, tres unidades, etc. Cada uno de estos ni-
meros 8 un namero irracional, mientras que su suma es un
niimero racional, cuya representacién decimal tiene la forma

1

7 1 1) (O, O - {{=-5"

La suma, diferencia, producto y resto el niumero irracio-
nal a y del ndmero racional £ son ndmeros irracionales.

De esta propiedad de Jos nlumeros irvacionales, en par-
ticular, =¢ deduce que, teniendo s6lo un nimero irracional,
se puede construir mediante ndmeros racionales una canti-
dad infinita de n@meros irracionules.

4.6. Algunos modos de demostracién de la irracionalidad
de los numeros.

Demostracién de la irracionalidad de los nimeros basada
en la definicién del niimero racional. l.a irracionalidad de

6=01477
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cicrtos nlimeros puede ser demostrada mediante el método
de demostracion por reduccién «al absurdo».

Supongamos que, por ejemplo, necesitamos demostrar la
irracionalidad del nimero )/ 2. Supongawmos gue )/ 2 es un
namero racional, es decir, es un nimero gne puede ser repre-
sentado en forma de ' ;

PRl (2)

donde m y n — son nfuneros naturales reciprocamente pri-
mos. Para demostrar la imposibilidad de la representacion

del nimero ¥ 2 en forma (2) utilicemos la simplicidad reci-
proca de los niimeros my n. O, mejor dicho, utilicemos el que
log nlimeros m y n no son pares, en caso contrario la fraccion

-—’3— seria reducible. Elevando los dos miembros de la igual-
dad (2) al cuadrado, obtendremos

m? 2 2
&= < 2-nt=m?

El niimero 2-r? es par. Por eso m?* y, por consiguiente, m
también debe ser par. Suponiendo = 2.k, la igualdad
2.n® = m? se puede escribir en la siguiente forma

2:n% = (2:k)* <> 2-n* = 4k <> n® = 2.k

De la ultima igualdad vemos que el nimero n? es también
par; por consiguiente, n es par también. Llegamos a la con-
clusién que tanto m como n son nameros pares, mientras
que la fraccién m/n segin la suposicién es irreducible. La
contradiceién obienida demuestra que el ntimero ¥ 2 no se
pnede representar en forma de m/r, y, por consiguieitle, cs
irracional.

Andlogamente puede ser demostrada la irracionalidad
del namero V3. Pero, a diferencia det caso antesior, el
factor decisivo aqui es que los nimeros m y n no se dividen
al mismo tiempo entre 3.

Demostracidn de la irracionalided de los niimeros mediante
el teorema principal de la aritmética. La irracionalidad de
ciertos nfimeros se puede demostrar mediante el teorema
principal de la aritmética (véase p. 1.3). Segiin el teorema
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principal de la aritmétiea cualguier ntmero natural ftnica-
mente se descompone en el produclo de factores primos.
Por ¢jenplo, demostremos que el ndmero lg 2 es irracio-
nal. Snpengamos que esto no es asi, es decir, que existen
tales m y n naturales para los cuales
m
lg2="2-, 6 2=107,
Elevando ambos miembros de la Gltima igualdad a la poten-
cia n, oblenemos

2" = 0™ = 2" = 2™.5™.

Segin ¢l ieorema principal de aritmética la 1gualdad 2" =
== 2™.5™ es imposible, puesto que 2" es un nitmero natural
que para ningdn valor de n se divide entre 5, puesto que m es
nimero natural. Por consiguiente, el nimero lg 2 es irra-
cional,

Un métado general de demastracién de la irracionalidad de una serie
de nimeros (incluso la irracionalidad de ciertos valores de funciones
trigonométricas)., Un métedo bastante general de demostracién de la
irracionslidad de los nlmeros s¢ basa en el teorema siguicnte;

Si la ccuacién algebraica

Rnxk + ula:k'l + - "‘i" Ry + Ny = 0
i . . . . fm
cuyos coeficientes son nimeros enteros tiene una raiz racional —
n

(los némaeros m y » son reciprocamente primes), entonces el nkmero m
es divisor del ntmere ny y el nlimero » es divisor del nimero #,.
Examinemos ahora la ccuacién que tiene la forma

ah 4 ekt o LAz, =0

cuyos coelicienles son nimeros enteros y el mayor de los coeficientes
es igual a 1, Si esia ecwacién tiene una raiz racienal, entonces segiin
el teorema citado esta raiz es entera y es divisor del niimero n,. El

nlimero J;/a, donde k y a son nlimeros positivos enteros, o es irracional,
0 es entero. En el Gltimo caso el niimero a es la potencia & de un na-
mere entevo.

La demostracion de la irracionalidad de los ndmeros mediante
el teorema formulado se realiza de Ia manera siguiente®):

1) Se escribe una ecuacion algebraica de la potencia natural mids
peguefia con coeficientes expresados ¢con numeros enteros, upa de las

) El mélodo que exponemos a continuacidn puede ulilizarse
56lo para demostrar la irracionalidad de los ndmeros algebraicos
{véase p. 4.7).

o%
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raices de esta ecuncidn es conocida de antemano, el namero a, caya
irracivnalidad hay que demostrar.

2) se hallan los divisores primos del primer coeficiente ng e Ta
ceuacion obtenida ¥ del Brmino libre ng. De los nimeros enteros obte-
nidos se componen Lodos los niumeros racionales posibles cityo nume-
rador es el divisor del ndmero ny, y el denominador es el divisor del
namero ng. Entonees, segin el teorema formulado mds arriba, sélo
estos niimeros racionales pweden ser las raices racionales de la ceua-
cién dada.

3) Comvparando estas raices ¢potencialesn con el nimero dado a,
muestran que ninguno de los nimeres racionales construido$ es igual
al nimero a, lo que demuestra que ¢l nimero a es irracional.

Ijemplos. 1. Demastrenos que el nimero ¥ — 3/3 es irracional.

Supongamos que z == /2 — V'3, Entonces z-} 3 % = i’/‘2.
Elevando ambos miembros de la igualdad al cubo, después de unas
transformaciones no complicadas obiendremos la ecuacion

29— 2 = 3 V32 4 1.

Elevando ambos miembros de Ja Gltima ecuacién al cuadrado, después
de la reduceién de términos semejantes oblendremos la ecunacidon

28— Gad — 4% - 2722 — 36z — 23 = 0.

Del procedimiento de construecion de esta ecuacidon se desprendo
gue el niniero 372 — 13 es su raiz. Por otra parle, las anicas raices
racionales posibles de esta ecuacién son los nimeros — dividores ente-
ros del niimero —23, es deeir, +14, —1, 23, —23. La sustitucion
directa de estos niimeros en la ecuacién muestra que éstos no son sus
rafces. De esla manera, nuesira ecuacidén no tiene raices racionales
y el nimero 372 — /3 es de antemano irracional.

2. Demostremos que cos 20° es un nimero irracional,

Scgin In férmula del argumento triple cos 60" == 1/2, cos 20°
se relaciona con la férmula

cos 60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°.
Al denominar cns 20° = x, escribiremos la tltima igualdad cn

la signiente forma
B — e — 1 =0, (3

1l sihmero » — cos 20° es la raiz de esla ecuacion. Aplicando a esta
ceuacion el teorema lormulido mas areiba, vemos que sus unicas raices
racionales posibles son los nameros -=1, +=1/2, ==1/4, +=1/8, Susli-
tuyendo estog miuneros en la ecuacion (3), podemos convencernos que
pninguno e ellos es raiz de esta ecuacién., Por consiguiente, nuestra
ecuacidn nu tiene raices racionales y por eso el numero cos 20° es
itracional, s nocesario subrayar gue el procedimiento de la utilizacién
directa de la fémmula del argumento triple no sirve para la demostra-
etén, por ejemplo, de la irracionalidad del niimero cos 10°, puesto
gue fa ecu.cion algebraica de la tercera potencia, cuya raiz es » =
= cos 11°, tiene los coeficientes irracionales. La irracionalidad de
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cos 10° se puede demostrar en dos etapas: primeramenie demostrar
que cos 20° es un nimere irracional, después, utilizando la férmnla

1 -} cos 20° = 2 cos? 10°,

mostrar, haciendo uso del método de la demostracién por reduccién
al absurdo que cos 10° no puede ser un pimero racional.

Indiguemos ademds un principio simple que permite demostrar
la irracionalidad de muchas funciones trigonométricas:

Si el dngulo 8 es tal que el namero cos 20 es nn valor irracional,
entonces cos O, sen 8, tg 8 también son irracionales.

Para convencerse de que esta afirmacién es vdlida cs suficiente
utilizar el método de la demostracién por reduceidn al absurdo, uti-
lizando previamente las {érmulas del argumento medio y la identidad
trigonométrica conocida

1

T e L
Itghi cos? @ °

Asi pues, supongamos que sen 0 ¢s un nimero racional; entonces

2 sen® @ es también un nimero racional. Puesto que sen® & y cos 20
se relacionan por la igualdad

1 — cos 20 = 2 sen® (3,

de la raciopalidad de 2 sen® 0 se dedwee la racionalidad de cos 20.
La contradiceién obtenida demuestra que Lanto sen [}, como cos 20,
son irracionales.

4.7. NGmeros algebraicog y trasecendentes. Un conjunto de niime-
ros reales, ademés de estar dividide en un conjunto de nimeros racio-
nales y un conjunto de nimeros irracionales, puede ser dividide en
oiros dos conjuntos: en un conjunto de nameros algebraicos y nn con-
junto de nimeros trascendentes.

Un niumero real que es raiz de cieria ecuacion algebraica con los
coeficienles enteros ng, ny, ..., "y, A, cuya forma s

ngr +omgERl b oL S oo oy = 0

s¢ llama nmimero algebraico.

Un niimero real que no es raiz de ninguna ecnacidn algebraica
con cociicientes enteros se llama ndmero irascendente.

El conjunte de todos los nimeroes racionales ¢s un subconjunto
del conjunto Jde mimeros algebraicos, puesto que cualquier ndmero

. m . . .
racional = e la raiz de la ecuacién de primer grado

nr — m = 0.

] De aqui se deduce también que cualgquier nimero trascendente os
irraciopal,



86 Nimeros reales Cap. 2.

_La particién de vn conjunto de nimeros reales en distintos sub-
conjuntos puede ser representada esquemdticamente como sigue:

Racionales (todos ellos son algebraicos)

Irracionales — [Algebraicos

Nameros reales — [
Trascendentes

[ Racionales
Irracionales

Trascendentes (todos ellos son irracionales)

Algebrhicos —
Numeros reales —

Ciertos ndmeros trascendentes. En el p, 1.6 fue demostrada la irra-
cionalidad de ciertos nitrneros, en particular, la irracionalidad dellg 2.
Al mismo tiempo el lg 2 es nimero trascendente. Por primera vez la
suposicién acerca de la trascendencia del nimero 1g 2 fue mencionada
por L. Euler en el siglo XVI1I. La demostracién de la trascendencia
del piimero Ig 2 es mds complicada que la demostracifén de su irracio-
nalidad y sc basa en métedos mucho méis genéricos y profundas que
aquellos que se utilizan para la demostracién de su irracionalidad.
La Lra;sccndencia del nimero lg 2 se desprende del siguiente tesrema
general;

El ntmero ab es trascendente, si los nimeros a y b son algebraicos
(los casos @ = 0, @ == 1 y el caso de b racional eslin eliminados).

Los bien conocidos ntmeros e y n son también trascendentes, su
trascendencia fue demostrada a fines del siglo diecinueve, Anotemos
que el problema de algebraided o de trascendencia del nimero = se
relaciona estrechamente con la solucién de un probhlema geométrico
formulado algunos siglog antes de nuestra era. Este problema se Hama
problema de la cuadralura del cireulo y se formula de la manera siguien~
te:

Es posible construir un cuadrado cuya drea sea igual a la de un
circulo con un radio igual a la unidad utilizando para ello sélo un
compés y una regla?

Se sabe que mediante un compés y una regla se pueden construir
s6lo tales figuras geométricas, cuyas areas se expresan mediante un
nimero algebraicn. Por eso la trascendencia del ndimero minuestra la
imlposibilidad de solucion del problema sobre la cundratura del cie-
C14).

Y a la inversa, los valores de las fupciones trigonométricas para
ciertns valores del argumento {(por ejemplo, los valoves de eos20° v
sen 107, la irracionalidad de los cunles fue demostrada en el p. 4.6)
son munteros nlgebraicos, lo que se desprende del teorema siguicnte:

Para cualguier nomero racional r los numeros sen (90°-r),
cos {90°-r) ¥y g (90°.r) son algebraicos. La iinica restriccion que es
necesario tener en cuenta consiste en lo siguiemte: en el ‘caso de
1g (38°.r) el nimero r debe ser tal que el nimero tg (30°-7) exista.

Anotemos en conclusién que el conjunto de todos los nimeros
algebraicos forma un conjunto numerable y ¢l conjunto de todos los
nameros trascendentes forma un conjunto innumerable,
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4.8. Potencias y raices. La propiedad de asociatividad
de la multiplicacién de niimeros reales permite introducir el
concepto de potencia natural de cualguier nimero real:

el nimero real b que se obtiene como resultado de la
muliiplicacién del miimero a por si mismo n veees:

: b=a-a-a- ... @

Tw factores

se llama potencia natural n.
La potencia n del némero a se denota a" y se escribe

bo=a®.

El nimero ¢ se llama base de una potencia y cl nimero n,
exponenie de wna polencia.

Para a = 0, seghn la definicién a® == 1; 0% no estd defi-
nido. 2
: " s s 1 ]
Para g == 0, segiin la definicién a-* = — (n es un no-
all

mero natural).

La tnica solucién positiva de la ecuacién * = ase llama
raiz de n-ésima potencia (o rafz aritmética de n-ésima poten-
cia) del nimero real positive a.

La raiz de n-ésima potencia del nimero ¢ se designa con
1 [

{’/a_() a™ . La raiz de segunda potencia (raiz cuadrada)
suele designarse simplemente V a.

1
Para @ =0, Y0 =06 07 = 0.

Si un nhmero real a es negativo, Ia raiz de n-ésima poten-
cia de! nimero a se halla sélo para n impar como solucién
anica real negativa de la ecuacién z”* = a.

La raiz de n-ésima potencia del nimero real negativo a

se designa con el mismo simbolo Va (n cs impar).
f Vi 5 N m
El ntmero (/@)™ se llama potencia mcwnaln;;— (m es
entero, n es natural) dcl nlmero real positivo a.

*) El simbolo '/~ también se Hlama radical de n-ésima potencia.
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La potencia racional del niimero @ tamnbién se escribe de
la siguiente forma:

1 W w

u i
Fam i WY et 1 g
(Va)y" . (@ (3 LB P, wtl B L

De la definicidn de Ta potencia racional de un niimero
positivo se deducen lus igualdades

™ i

¢ m.y
Valiaaymen,

L

’i/;f_& Va.

n s !l_ Hf‘“
Vab=VaVo,
“//'E._._ T;/‘:;
1 b ’; T

Una potencia con cualquier valor real del exponente pue-
de ser introducida,por ejemple, de la manera siguiente,

Supoengamos que b es un ndmero real eserito en forma de
fraccion decinal infinita:

b = N Mgy R 5w sy Wie o

y sea (by) una sucesién de fracciones decimales convenienles
inferiores del orden % para el niumero &, es decir,

b =N, s by = N, ny, ng;s oG by =N, 1y, 1. .

. WHES

Para cualquier nimero positive ¢ se puede formar una
sucesion inlinita

abes ig¥y .o nldy

Bl Himite de esta sucesién se denota a” y representa una
potencia real del namero a.
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De la definicion del ndmero @ se dedueen las iguakdades
artf o _at.al

4.9, Logaritmos. Sea a un otimero veal postlive que
se distingue de tawnidad y M, cuadquier ndimero real positivo.
El nimero designado log, M, tal que

ahsad o AT

se Dama logariimo del niimero M respecto a la base a.

Bl logaritmo Yog, W del ndmero positivo M para la base
positiva a distinta de la unidad se puede definir Lambién
comaoa 1a solucion de la ecuacion

“'1' ,s:”..

Las propiedades principales de los logarilnos:

logea 1 {a>10, as=1);
log, (@") -k (a>0, az=1);
Yog, (M M,) = log, M, -+ log, M, (M >0, M, = U);

log, () = clog, &,

Togg, e i

fog e - 2 O e
Ea fogra ° log, ¢ log. « -~

Los Logaritmos decimales (logaritmos respecio a fa base 10)
log,,@ suelen denotarse g e.

Los logaritmos naturales (es decir, los logarilmos respecto
A dla base e .= 2, 718281828 ...} log,a suclen designarse In g,
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Los logaritmos decimales y naturales se relacionan por
las siguientes igualdades

Ina= };j —1n10-Ige=(2,30259 ...)1ga,
lgo=—20 ~lge.Ina=(0,43429 ...) Ina.

§ 5. Fracciones decimales

5.1. Sistema decimal posicional de numeracién, El modo
mas difundido para escribir los nGimeros es el empleado en el
sistema decimal posicional de numeracién )*. La esencia de
este modo de escribir los nimeros consiste en lo siguiente:

1. Todos los niimeros raturales desde la unidad hasta el
nueve se designan con los siguientes simholos individuales:

1,2,3,495,6, 7, 89

A estos simholos se une adicionalmente el décimo signo 0,
que es ¢l simbolo del cero. Los diez simbolos enumerados se
llaman cifras del sistema decimal de numeracién, ;

2. Una misma cifra tiene distinto sentido segiin Ia posi-
“cién de esta cifra respecto a las demds en la escritura del
nimero (en esto consiste el cardcter posicional del sistema
de numeracién). Asi, por ejemplo, en el sistema decimal
posicional de numeracién las combinaciones 4521 y 4125 de
cuatro cifras distintas 1, 2, 4, 5 dan la expresion de dos
numeros naturales distintos.

La cifra que se encuentra en el primer lugar a la derecha
en la expresion del nimero natural indica la cantidad de
unidades que contiene el nimero dado; la cifra que se en-
cuentra en e] segundo lugar indica la cantidad de decenas;
en ¢l tercer lugar, 1a cantidad de centenas; en el cuarto lu-
gar, la cantidad de millares, etc.

Para escribir un nitmero natural en el sistema decimal
posicional de numeracién se dice de la primera cifra situada
a ]a derecha, que ella se encuentra en el orden de unidades,
de ]la segunda se dice, que se encuentra en el orden de decenas;
de la tercera, que se encuentra en el orden de centenas, etc,

*) En Ja préctica se sucle omitir la palabra «posicionaly y se
dice sblo «sistema decimal de numeracidne,



§ 5. Fracciones decimales H

En el sistema decimal de numeracién la expresién
A e e R SN

donde na, 72y oyy Mg g, -« . By, By Son cifras, es la expresion
condicional del ndimero

nk-ﬂ)k —{" nh._l-iof"l + nk_z'iok-ﬂ '+‘ -
oo "‘;' nl-.10 + nn- (1)

Para escribir un ntunero natural en el sistema decimal
de numeracion sucle emplearse también la regla siguiente:
cualesquiera de las diez cifras, menos el cero, puede ser la
Gltima cifra a la izquierda de la inscripcién. Asi, por ejem-
plo, se suele escribir el nimero doce en forma de 12 y no
012 6 0012. Gracias a esta regla desapacece la posible mul-
tiformidad en la escritura de un mismo nimero.

EI sistema decimal de numeracion es uno de los muchos
sistemas posicionales de numeracion posibles. Asi pues, todos
los calculos realizados por las computadoras electronicas se
efectian mediante el asi llamado sistema posicional binario
de numeracién, Los nimeros en el sistema posicional binario
de numeracion se cscriben mediante dos cifras: el cero (0)
y la unidad (1).

En el sistema posicional binarie de numeracion la escri-
tura

Anlp 1l —g. . Ay,

donde @r, ¢n_y, g, - - - 4y, &, o0 cifras del sistema binario
de numeracion que representan [a escritura abreviada del
namero

O

I L S TS L L L SR

91 “p
e a2V o g0 {2}
IZiemplo. B el sistema posicional binario de numeracitn

el nimere 9 se eseribe como 1001,

. Es muy {icil convencerse en esto, si eseribimos ¢l niimero
1001 en forma de (2):

1.2% 4 0-22 4 0.2 4+ 1.20 = 9,

5.2, Concepto de fraccion decimal. La fraccién decimal
es una forma de escribir el nimero real en el sistema decimal

-
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pesicional de numeracidn. La fraccion decimal
Ny B eay Mgy s v Tige v 54 (3)

donde N es un niimero entero y ny, ny, Ry, . . ., 2y, . . ., cifras
del sistema decimal de numeracién, os la expresién condi-
cional del namero real

LNy n Naq g
Negmrtmrtpt et

El niimero entero N se llama parte entera de la fraccion
decimal (3). De la cifra n,, que se encuentra en la fraccién
decimal {3) en el primer lugar después del punto, se dice
que se encuentra en el orden de décimas partes de la unidad;
de la cifra n,, que sc¢ encuentra en el segundo lugar, se dice
que se encuentra en el orden de centésimas partes de la
unidad; de la cifra n; que se encuentra en el orden de milé-
gimas partes, efc.

Conforme a la definicién de fraccion decimal dada mis
arriba, en caso quo N sea un namero entero negativo, el sig-
no menos no se escribe delante de toda la fraccidn, sino
sobre el nimero | ¥ |. Por ejemplo, una fraccién decimal
2, 135... es ta expresion condicional del nimero real

—2 .- 0,135, ..

Debemos subrayar que para N negativo tal expresion de
la fraccion decimal en una serie de casos (por ejemplo, para
efectuar acciones aritméticas) es bastante incdémnda. Por
eso, muy a menndo, se nsa otra forma de inseripcién:

Sea @ un namero real positivo que tiene la representacion
decimal

a = 3,521.

El niimero —a inverso del niimero a, conforme a la de-
signacion citada més arriba tendrd la representacién decimal

—a = 4,479,

Para evitar la lesconformidad en las designaciones de
los nameros reales y sus representaciones decimales, tam-
bién se eseribe el wdmero —a en la forma siguiente:

5 2 1
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La fraccion decimal N, ny, n,, 1y, . 1. . .se llama infini-
ta, si para cualquier & natural existe un ndmero ! >%
tal que ng %= 0.

La fraccion decimal N, nn,ny ... ny .. se llama
finita, si existe tal nlimero natural & que 2, =0 y n; =0
para todos ! > k. Las cifras N, ny, n,, ..., n, se Haman
cifras significativas.

En la escritura de una fraccion finita suelen omitir los
ceros que se encuentran después de la &ltima cifra significa-
tiva, es decir, la fraccion

N, ngngng. . . 000, 0., .,

donde rj = 0, se escribe en la forma siguiente:
I
N, agnang. . g,

Fracciones decimaeles periddicas. Una [raccion decimal
N, mngng. . .n, ... se llama periédica, si existen tales
nameros naturales p, g que ry4, = ny para todos k > q.
Para la designacién de una fraccién decimal periddica in-
finita se usa la expresion N, mn, ... 0y (Rg41lig4a- - Rg+p),
donde un conjunto de cifras egi ng4q. - ng+p Se llama
periodo de la fraccion.

Aveceslasfracciones periodicas suelen dividirse en frac-
ciones peridodicas puras, las cuales se escviben

N, (ngny. . .ny),

y las fracciones periddicas miztas que se cseriben

N, nyny. oy (M aafpty - ptp) (B2 1),

Por ejemplo, 2,131313. . . = 2,{13} es una fraccion pe-
ridgdica pura y 2,41313. . . = 2,4(13), una Iraccion periodica
mixta.

La particion de un conjunto de fracciones decinmules cn
subeconjuntos de fracciones finitas ¢ infinitas es bastante con-
dicional, puesto que cualquier fraccion decimal finita
(menos ¢l nitmero cero) puede ser escrita como una fraccién
peridédica infinita. Iisto sc puede hacer con un procedimiento
evidente, por ejemplo, representando una fraccion decimal
finita 0,25 como 0,25000, . .0. . . == 0,25(0), es decir aiia-
diendo a la fraccién finita una cantidad infinita de ceros.
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Las fracciones decimales infinitas, cuyo periodo consta
no solo de una cifra 9, se llaman fracciones decimales admi-
sibles.

En un conjunto de fracciones decimalos admisibles puede
ser introducida la relacién del orden, es decir, el conjunto
de todas las fracciones decimales admisibles es un conjunto
ordenado.

Las dos fracciones decimales infinitas admisibles

N, ningnyg. . Rge o ¥y M, mgngmg. . .00y . ..

se consideran iguales, si la parte entera de la primera {rac-
cién esigual a la parte entera dela segunda fraccién (V = M)
y las cifras que so encuentran en las mismas posiciones de
estas fracciones son iguales:

n, = Mg, Ry = Mgy ¢4y Ry = Mgy oo

La fraccién decimal infinita admisible O, nyngns. . .
.. .7y . . se considera menor que la fraccion decimal infinita
admisible 0, mymngmg. . Mg, . -

0, nlnang .o -nk. . o < 0,_ mlmg?ﬂﬂ- » .mﬁ .
si se halla tal ndmero k& para el cual
R, = My, Ry = My, + » oy Mgy = Mgy, PETO Ry < My,

es decir, la comparacién de las fracciones decimales se efec-
tia por el primer par de cifras desiguales. Por ejemplo, la
fraccién 0,72159. .. es menor que la fraccién 0,72160. . .,
puesto que las tres primeras cifras que se encuentran después
del punto coinciden en ambas fracciones y la cuarta cifra de
la primera fraccion es menor que la cuarta cifra de la segun-
da fraccion,

La fraccion decimal admisible N, rynong. . .ng. .. Se
considera menor que la fraccion decimal admisible
M, mymgmy. ..M. .., Si la parte entera de la primera
fraccién es menor que la parte entera de la segunda fraccién
(N << M), o, si las partes enteras de estas dos fracciones son
iguales (N = M), la fraceién decimal 0, mngn,. . .2y -
es menor que la fraccién decimal 0, mymamg. . My . .

La comparacién de dos fracciones finitas y también de
una fracci6n finita y una fraccién decimal infinita admisible
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se efectia por las mismas reglas que la comparacion de dos
fracciones decimales infinitas admisibles.

5.3. Operaciones aritmélicas con las fracciones deci-
males finitas. Antes de empezar la deseripcion do las re-
glas de las operaciones aritméticas con las fracciones decimna-
les es necesario hacer una advertencia. Vamos a escribir las
fracciones decimales negativas en la forma que liemos acep-
tado en el p. 4.3, es decir, vamos a considerar que Si un
namero positive @ puede ser escrito en forma de una fraccion
decimal finita

Ny, nngo o - gy

entonces el niimero negativo a s escribe en forma de fraccién
decimal negativa

—Ny, Blig. o Ny

Por ejemplo, un nimero negativo — ?353 escribe —1,48

25
v no 2,52,

La utilizacion de tal forma para escribir las fracciones
decimales negativas permite realizar operaciones aritméticas
con las fracciones negativas en muchos casos andlogamente
a las operaciones aritméticas con los nitineros enteros nega-
tivos,

La adicién y sustraccion de fracciones decimales finitas
se efectda segln las mismas reglas tjue la adicién y sustrac-
cion de nlmeros enteros; sblo es necesario escribir cada
orden de una fraccion bajo el orden de la misma denomina-
cién de la sepunda fraccion y en Jugar de los ordenes que
faltan escribir ceros.

Ejemplo 1. Sumar las fracciones 2,14 y 0,151,

Eseribamos Ja fraccion 2,14 en la Torma 2,140 y realice-
mos la adicion de ndwmeros enteros 2140 y 151;

2140 - 151 = 2201,

separando a la derecha del nioero entero 2291 el mismo name-
ro de signos que fue separado en las lracciones 2,140 y 0,151
{precisamente Lres signos), de resullag oblendremos la frac-
cion 2,2, la cual es la suma de las fracciones dadas.

La multiplicacion de las fracciones decinmales finilas
se efectia de la manera siguiente: sin fijar la alencidn en
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las comas, las fracciones finitas se multlplu,'m como los
nameros enteros; on el producté obtenido separan a partir
de la derecha un nimero de signos igual a la suma del nime-
ro de signos después de la coma para todes los factores.

Ejemplo 2. Hallar el producto de los fracciones decima-
les finitas 2,1 y 0,27. i

Multipllcando los nimeros enteros 21 y 27 (se puede des-
preciar el cero en el nmero 0,27), obtendremos el nimero 567.
Separando de la derecha tres signos, obtendremos que el
producto de las dos fraceiones dadas es igual a 0,567.

La division de una fraccién decimal finita entre un na-
mero entero se efeclita de la manera siguiente:

1) 5i el dividendo e¢s menor que el divisor, escribimos
en la parie entera del cociente un cero y dt,spues la coma.
A continuacidn, sin fijar la atencidon ea la coma del dividendo
afnadimos a la parte entera del dividendo la primera cifra de
su parte fraccionaria; si después de tal adicidn se obtiene un
numero que es menor que el divisor, esribimos en el cociente
después de la coma on cero y afadimos al nlmero anterior
obtenido la cifra siguicnte del dividendo; si después de esla
accion obtenesnos un ndmero menor que el divisor, coloca-
mos oiro cero mis, cte,, hasta obtener uu niimero mayor que
el divisor. En adelante la division se efecliia de la misma
manera que con los niumeros enteros, al mismo tiempo, el
dividendo se puede «@xtender» infinitamente hacia 1a derecha
del punte, escribiendo ceros al final,

Ejemplo 3. Dividir la fraceién decimal 0,525 entre 2.

Segin Ja regla citada el célculo del cocienle va a tener
el siguente aspecto:

4,035 2
D 0, 2625
=, O
14
4w
o
=y
1)
o

I'uede suceder que el proceso de division no termine nunca,
Bn tal caso el cocienle no se pucde expresar mediante una
fraccidon decimal finita.
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2) Si el dividendo e¢s mayor que el divisor, dividimos
primeramente la parte entera, escribimos en el cociente el
resultado de la divisién y penemos el punto. Después conti-
nuamos la division como en el caso anterior.

La division de una fraccidon decimal finita entre una
fraccién decimal finita se efectia segin la regla siguiente:

Para dividir una fraccién decimal (0 un numero entero)
entre una fraccién decimal, omitimos la coma en el divisor;
pasamos del dividendo hacia la derecha en tantos signos,
cuantos contiene Ja parte fraccional del divisor (en caso de ne-
cesidad afiadimos al dividendo algunos ceros al final). Des-
pués realizamos la divisién de una fraccion decimal entre un
mimero entero de la manera descerita anteriormente.

Asi, por ejemplo, la division de la fraccién decimal
(1,525 entre la fraccion 0,2 se reduce a la division de la frac-
cion decimal 5,25 entre 2,

Las operaciones aritméticas con las [racciones decima-
les periodicas infinitas son bastante complicadas y volumi-
nosas, por eso e inucho mas cémodo hacer lo siguiente: trans-
formar las fracciones decimales periddicas infinitas, con las
cuales tenemos que realizar operaciones aritméticas, en frac-
ciones racionales; cfectuar con éstas las oporaciones necesa-
rias; si es necesario, transformar en decimal la fraccién ob-
tenida como resultado de los cilculos,

5.4. Conversién de una fraceion decimal finita en fraccién
racional. Sea N. n, n, ... ny una fraccién decimal finita;
N, Ia parte entera de esta feaccion y n,, n,, ..., ny, sus
cifras significativas, Construyamos una fraceion raciopal,
cuyo nunierador es el namero syn,. . .ny *) v el denomina-
dor, ol nimero 10", es decir, la fraccion

Nyl oos HE
11k
Afindimos a ésta la parte catera de la [raccion decinal dada.
De resultas obtencmos fa Traccidn racional buscada.

Ejemplo, La fraccion decimal finita 2,135 se escribe on
forma de la siguiente fraccién racional:

9 425 LY ar 135 s 2135
243542 U’H')'__Q—l"ﬁff” - 00

*) Aqui {enemos una cscritura, y no una multiplicacion,
T—-01477
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vy la fraccion decimal finita 1,091, en la forma de

909
1000°

5.5. Conversiéon de una fraceién periédica infinita en
fraccién racional.

1) Representemos la fraccién decimal periodica infinita
0, nyfg. . Ry (Mg4y . - - Natp) COmo la suma de una fraccién
decimal finita y otra periédica infinita:

1,091 = —14-0,091 = —-1+-3‘F=

0, nytg ..o g (Rpag o o Rp+p) =
=0, Ny ...nk«l—O, 0 ...O(HH,... nhﬂ,).
k

2) Representemos la fraccion periédica infinita 0, 0...0
[————

k
(Rp41- + -Ma+p) e forma del producto:

0, 00...0 (Ppaq oo e n,,+p) == —1- 'D, (n;ﬂnhﬂ ‘e an). (4)
k -

3) Escribamos la fraccién periodica pura 0, (Rp+1n4g. « -
e -nh-]np):

NReiMhea +»» Thep

0, (PrsrBheg -~ AP T -+
Ahe1Phea -+ Bhep NRy1Mhas -+ Rhaep
" T ——————
102p G 10»

4) Calculemos la suma de los términos de la progresion
geométrica decrcciente infinita que se encuenfran entre cor-
chetes. La suma es igual a

ior
10P —1

¥, por consiguiente, la fraccion periddica pura 0, (7 41fr+e. -
- . .ny+p) s escribe en forma de la fraccion racional giguien-
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te:
0 RRetfheg « o RRap
s (PgayPipap oo Rpap) =———o5——
00 ReyiPReg -+« Blipp
A== =1 -

Ahora, teniendo en cuenta la iguaidad (4), es muy facil
escribir la fraccién decimal 0, nnm,. . .ny (R 417845 - -
. - .24,y en forma de fraceidn racional:

0, myny ... 1y (RpaPasz - -« Bagp) =
i nh+1ﬂk+s vee RRap
=0, ngy ... B F——r——————— ==
12 2 0% 1P —1
Ryfg oo RENR g fREsg <o REpp— R Mg .. B
10k (102 —1)

De tal manera, la regla de conversion de una fraccién
decimal periddica mixta en una fraccién racional se puede
formular asi:

Para convertir una fraccion decimal periédica mixta en
otra racional, es necesario del niimero formado por las cifras
que se encuentran detrds de la coma antes del comienzo del
segundo periodo restar el nimero formado por las cifras que
se encuentran detras de la coma y delante del primer periodo;
tomar la diferencia obtenida como nominador de la fraccion
v en el denominador escribir la cifra nueve tantas veces,
cuantas cifras haya en el periodo y con tantos ceros, cuantas
cifras haya entre el punto y el periodo.

Ejemplos, 1. Escribir la fraccién periédica pura 2, (13}
en forma de f{raccién racional.

Representemos esta fraccién en la forma

2, (13) =240, (13) =2+ ot ... =

13 1.,
-—2-1—10, ' 104+"'”2+W(1+W+“{0_4'T"')'

Entre paréntesis se encuentra la suma de los términos de una
progresion geométrica decreciente infintta con el primer

Z . i 1
término igual a 1 y el denominador g = 0
»

T*
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Si utilizamos la féormula para la suma de los términos de
la progresion geomélrica decrecienle infinita, obtenemos

: 13 1 o . 13 102 3 211

B e e e A e W BN B Ble s

2, (13) =2+ 1 2407 " JoE—T +t5=9"
102

De gsta manera, la fraccion decimal periodica 2, {13) puede
241
N

2. Escribir la fraccién periédica mixta 2,5 (13} en forma
de una fraccion racional,

Representemos la fraccion 2,0 (13) en 1a forma siguiente:

ser oscrita en forma de la fraccién racional

2,5 (13) =2 +0,540,0(13) =2+ 0,5 + -0, (13).

Después es necesario escribir la fraccién periddica pura
0, {13) en forma de fraccion racional andlogamnente a como
s¢ hizo en el ejemplo 1 y efectuar la adicion.

§ 6. Fracciones continuas

¥l algoritmo de Euclides (véase p. 1.5) por el que se halla el |
méximo comun divisor de dos nimeros naturales conduce a un pro-
cedimiento bastanle interesante de representaciém de los mimeros
racionales.

Por cjemplo, fa aplicacién del algoritmo de Euclides a los niine-
ros 8B40 y 614 da )a siguiente serie de igualdades:

840 = 1-611 + 229,

611 - 2.229 4+ 153,
239 .. 1-153 -+ 76,
153 = 2.76 -+ 1

40 224 1 229 76 1
mrt -t te sttt
229 706
611 153 1 193 e e
w2t —ttmy, T2V

153
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Combinando las ultimas igualdades, llegamos a Ja re-
=¥ - N #! 2 .
presentacién del ntimero racional — en la forma siguiente:

611
2 sms—
1+ ——
2+§'5

Examinemos ahora la cadena de igualdades del algoritmo de
Euclides para la obtencién del méximo comin divisor de [osnimeros
naturales m y ~n:

m = nmy -+ ry,

n = ryrmg + Ty,
ry = ryemg - 1y,
Th-o = Tpey*my + 7y,
The1 = Fp ' Mty

donde R >ry >r>ry>... > >0
Reescribimos esta cadena de igualdades en la forma

m Ty
—_— = N —
n 1 n ?
i) | T2
— kit
= =m, 42,
B T
Ll | ]
Ty Ty

Cada una de las igualdades citadas (a excepcién de Ia nltima)
describe la eliminacién de una parte entera de una fraccién impropia,
es decir, representa una fraccién impropia en forma de la suma de un
nimero natural y de cierta fraccién propia. Anotando que el miembro
primero de cada ignaldad es una magnitud inversa al segundo sumando
del miembro segundo de la igualdad anterior, se puede escribir el

. ; m ax G
numero racional —, utilizando séle los nimeros my, my, mg, .. .
i
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. - mk, mh_i.l:
m 1
T (1)
my 4 1
ma +
A my ‘+‘ '
s
Mhyr®
donde mg, my, M4, . .-, M3y 80D nUmeros naturales y m,, un ni-

mero natural o cero. i
La expresibn gue tiene la forma (1) se llama freccién continua
finita (o fraccién de cadena).

- - . m =
Si un nimero racional: — es negativo (m << 0, n > 0}, entonces
n

o - m ; ; o
para eseribir ¢l nimero — en forma de [raceién continua se utiliza
el método siguiente.

5 , " & m
Representan el nimero racional megativo — en la forma
n
m k
e L
r + n?
donde M es un mimero negativo y &, un nimero natural. Se escribe

: H S k ; .
la fraccifn racional positiva — en forma de fraccién continua:

. L S
- —
"
o

.

Y

B i . . 3 m .
Entonees Ya  Iraccién  racional negativa e se escribe en forma de

m 1
ey 1
'!1+ 1
Wb
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La [raceidon continua que se encuentra en el miembro segundo
de 1a igualdad (1) se designa

[mﬁ flg, Mgy « » « mh-i—l]l (2)
donde el punto ¥ coma separa la parte cnlera del niémero racional de

su parte fraccional.
La fraccién conlinua

Iml; Mg, Mgy « « oy ms] (s gk + 1)
se llama fraccidn conveniente de s-ésimo orden para la fraccién con-

tinua (2} y se designa brevemente Ls,

s
Una fraccién continua conveniente se llama Iraccién par, si s
es par, € impar, si s es impar. :

Todas las fracciones del orden par son menores gue _r_:_ y su valor
crece con el crecimiento del arden; todas las fracciones convenientes
del orden impar szon mayores que;? ¥ su valor decrece con ¢l creci-
miento del orden:

o B g TAGE {s es par).
s " Tss1
L1 médulo de diferencia enire las fracciones convenientes g-‘ ¥ {;-[’3-'-
3 3+l

: i : ; sa ;
es igual a ;—-—{—;— y por eso la diferencia entre la [raccién conveniente
2 " Y531

e p m : :
de s-ésimo orden y el niimero e estima por la desigualdad

m 1
e et 3)
r ds LIPS )

La teoria de las fraceiones continuas histdricamente surgié de
la necesidad de representar aproximadamente una fraccién racional,
el numerador y el denominador de la cual son inmensamente grandes,
mediante otra fraccién racional considerablemeate menor, asi como
de estimar el error de esla aproximacién, Scan m y n unos nimeros
grandes iguales, por ejemplo, a 1355 v %46, Bs necesario suslituir la

.. 13565 5 3 }
fraccion 6 de manera aproximada, por la fraceidn ‘%, donde gy,

H ] h F
debe ser menos de 100 vy también estimar el errer de esta aproxima-
1355
. 946
tinua y calculemos las fracciomes comvenienies. Al efectnar este,
vemos que

¢ién. Representemes ln fraccién en forma de una fraceién con-

72——.={1: P L
py 53 Py 434

qs  37°* q, 303"
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A nuestra condicién (el denominador < 100) satisface la [rac-
cién 2.

La desigualdad (3) permite simplemenle estimar el error absolute
entre la fraccién dada y la fra cidn conveniente de tercer orden:
1355 53 1
T e Ty e

En la teorfa de las fracciones comtinuas se iniroduce también
el coneepto de fraccién continua infinita y se demuestra que cualguier
nimero real puede ser escrito Unicamente en forma de fraccién con-
tinua. Para esto los niimeros racionales se escriben en forma de frac-
ciones finitas ¥ los niimeros irracionales se escriben en forma de frac-
ciones continuas infinitas. _

Observemos que tanto en el caso de e racional, como tambien
en el caso de ¢ irracional, las fracciones continuas convenientes tionen
tal propiedad gue proporcionan unawmejor» aproximacion de cualquicr
nimero real a un numero racional, es degir:

Para cualquicr fraceién conveniente Eq—k- de k-¢simo ordenes im-
k

yposible hallar una fraccidn racional conun denominader menor que
gy, tal que ella dé una mayor aproximacidn del nimere real a que la

- 2 n
fraccién conveniente T'E .
. dn

§ 7. Procedimientos de calculos

7.1. Valor aproximado de un ndmero y errores. Para
efectuar los cdlculos es muy comaodo escribir los nlimeros rea-
les en forma de fracciones decimales. Sin embargo, no cual-
quier nimero racional y tanto mas un nimero real pueden
ser escritos en forma de fraccién finita, con la cual es muy
cémodo efectuar los calculos necesarios. Por eso muy a menu-
do nos vemos obligados a interrumpir la fraccién decimal
infinita, que representa la escritura del ntmero real dado, en
cierta cifra detris de la coma y operar con la fraccién decimal
finita obtenida. E! nimero representado por Ia fraccién
decimal finita que obtuvimos como resultado de la inte-
rrupcién de una fraccién decimal infinita se llama wvalor
aprozimade del nimero dado. Por ejemplo, diversos valo-
res aproximadas del ntimero n = 3,14159. . . son los nime-
ros 3,14; 3,1415, ete.; se pueden tomar como valores apro-
ximados del niimero ¢ = 2,71828. . . los ndmeros 2,7; 2,71;
2,7182, e«c. Los valores aproximados de los niimeros pueden
aparecer no sélo de resultas de la interrupcion de la escritura
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del ntimero como fraccion decimal. Para la solucién de cual-
quier problema prictico utilizamos los nimeros obtenidos
como resultado de ciertas mediciones. Sin embargo, durante
cualesquiera mediciones surge un error debido a la imper-
feccion de nuestros instrumentos de medicion, forma inco-
rrecta geométrica del objeto gue medimos, etc.

Designemos ¢l valor aproximado del niimero @ 2 través
de a*.

El valor abseoluto de la diferencia entre el nGmero a y su
valor aproximado a*

le —a* |

se denomina error absoluto del valor aproximado a*.

El error absolulo es una de las caracteristicas del valor
aproximado de un numero. Muy a menudo este error repre-
senta s6lo interés tedrico, puesto que en la mayoria de los
casos no conocemos el nimero a. En una serie de casos se
pueden indicar los limites, dentro de los cuales varia el
error absoluto. Estos limites suelen definirse mediante el
procedimiento de obtencién del valor aproximado del nime-
ro. Por ejemplo, efectuando las mediciones de una longitud
mediante una regla con una graduacién de 1 mm, podemos
garantizar que el error absoluto de las mediciones no va
a superar 0,5 mm.

La posibilidad de estimar los limites de la variacion del
error absoluto de un valor aproximado de un niimero es la cau-
sa de la introduccién de una estimacién més comoda del va-
lor aproximado de un numero, del error limite absoluto.

El nimero 4 tal que

ja—a* | <A

se llama error Limite absoluto del valor aproximado de un ni-
mero. Segin su definicion, el error absoluto puede ser poli-
digito. Asi, en el caso examinado mis arriba, en el ejemplo
de la medicién de longitudes con una regla, podemos tomar
el error absoluto igual a 1 mm, 1,5 mm, ete.

Observemos que ni el error absoluto ni el error limite
absoluto caracterizan por si mismo la precisién del resultado,
si no esti indicado el resultado mismo. Por ejemplo, sea
el error limite ahsoluto del resultado de cierta medicién
ignal a 10 km. Si medimos la distancia entre dos ciudades,
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tal precisiéon no es satisfactoria. Si medimos la distancia
entre los polos de la Tierra, entonces la precisién indicada
es muy buena,

Los valores llamados error relativo y errvor limite rela-
tivo son unas caracteristicas de la precisiéon de! resultado
de la medicién, en lag cuales junto con el error participa
también el resultado de la medicidn.

La relacién entre el error absoluto y la magnitud abso-
luta del valor aproximado del nimero:

|a—a* |
0= {a* |

se llama error relativo,
La relacion entre el error limite absoluto y la magnitud
absoluta del valor aproximado del nitmero
O I

|a*}

se lbama error limite relative del valor aproximado de un
uiintero,

Por ejemplo, el nimero 3,14 s un valor aproximado del
numero n. La magnitud absoluta de este valor aproximado
¢s igual a 0,001%. ..; el error limite absoluto podemos
estimarlo igual a 0,0016 y el error limite relativo

0,06
W—O,{JOOﬁOQ e
podemos suponerlo igual a 0,00051.
7.2, Anotacion decimal de los valorez aproximados de
un némero, Cualquier nlmero real positivo z puede ser
escrilo en forma de fraccién decimal finita o infinita:

a= A0S ny A0V 10
donde n; son las cifras del nimero a (n, =0, 1, 2, . . ., 9),

al mismo tiempo n; =0 y I es cierto nimero entero. Por
ejenplo,

523,14. . . = 5-10% + 2-10* 4- 3.10° 4 4.10-" +
+ 4'10‘2 + ..

Se puede obtenor el valor aproximado e* del nimero a, inte-
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rrumpiendo la anotacién decimal del ntmero a:
a* = ny- 10[ + My 10t_‘ A e "‘}‘ Mgty 10!-—}'{-&1.

Para escribir ¢l nimero a* en el sistema posicional de-
cimal de numeracion a veces tenemos que introducir ceres que
sobran en el comienzo o en el final del nimero. Cualquier
cifra de la anotacién decimal del cero que se diferencia de
éste vy el cero si se encuentra entre las cifras significativas
o si es un representante del orden decimal conservado, se
llama cifra significativa del valor aproximado de un niimero.
Por ejemplo, como valor aproximado del nimero

b = 2.10-* + 4-10-* 4 0-10-4 4 910" + . ..
se puede tomar el nimero
b* =0,1012409
y como valor aproximado del namero
¢ =1:10% + 0.10* + 7-10% -} 3-10% 4- . ..
se puede tomar

grumme g

e* = 1073 100} .

El cero que se encuentra delante de la coma en la escri-
tura del nimero b* y los ceros que se encuentran al final del
niimero ¢* no se consideran cifrag significativas {en la es-
critura de los niimeros b* y ¢* los ceros indicades se encuen-
tran dentro de los cuadrados).

Sea, por ejemplo, el niimero 0,002080 un valor aproxima-
do de cierto niimero. Los tres primeros cero$ no son cifras
significativas, puesto que sirven sélo para indicar el orden
decimal de otras cifras. Los otros dos ceros son cifras sig-
nificativas, puesto gue el primero de ellos se encuentra en-
tre las cifras significativas 2 y 8 y ¢l segundo indica que
el valor aproximado del nimero fue obtenido mediante la
interrupcién de la escritura decimal del namero, conservando
el sexto orden detras de la coma. En el caso, si en el valor
aproximado 0,002080 la iltima cifra no es significativa,
este valor debe ser escrito en forma de 0,20208. De esta ma-
nera, los valores aproximados 0,00208 y 0,00208 no son
equivalentes, puesto que el primero de ellos contiene cua-
tro cifras significativas y el segundo, tros,
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Para la anotacién de valores aproximados de nimeros en-
teros, los ceros al final de la escritura decimal de un niimero
pueden servir tanto para la designaciéon de cifras significa~
tivas como también para la indicacién del orden de las
otras cifras. Por eso la inscripcién comin de los valores
aproximados de nimeros enteros puede enienderse polidigi-
tamente. Por ejemplo, sea el nimero 134 000 un valor
aproximadeo de cierto numero. A primera vista no se puede
definir cuantas cifras significativas contiene este nlimero
(aunque si se puede decir que son no menos de tres). Para
evitar tal indeterminaciéon, el nfimero entero se escribe
mediante fracciones decimales y potencias del nimero 10.
Por ejemplo, si se quiere indicar que el nimero 134000 tiene
tres cifras significativas, entonces se escribe en forma de
1,34-10°% (6 13,4-10%, 6 134-10°). Si se quiere indicar que el
nimero 134000 tiene cinco cifras significativas, entonces
se escribe en forma de 1,3400-10°% (6 13,400- 104, 134,00. 10%
respectivamente).

Es conocido que las primeras n cifras significativas del
valor aproximado de un niimero son justas, si el error absp-
luto del valor aproximado del nlimero no supera la mitad de
Ja unidad del orden de la n-ésima cifra significativa, con-
tando log érdenes de izquierda a derecha.

De esta manera, si para el valor aproximado a* del
nimero

a=np 10" -1y A0 4= L R 10RHL 4L

se sabe que
|a—a* | <<0,5- 1012+

entonces las primeras k cifras ny, 7y, ..., Bpop4q del
valor aproximado «* son justas.

Por ejemplo, para 121,57 el namero 122,00 es un valor
aproximado con tres cifras justas, puesto que

| 121,57—122 | = 0,43 << 0,5-10°.

El resultado de las operaciones aritméticas con valores
aproximados de nimeros representa también un valor apro-
ximado de cierto nimero. El error del resultado obtenido
se estima mediante las reglas siguientes:
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1) El-error limite absolute de uma suma algebraica de
los valores aproximados de nimeros no es mayor que la suma
de los errores limites absolutos de los sumandos.

2) El error relativo de una suma de valores aproximados
de niimeros se encuentra entre el error miximo y minimo de
los errores relativos de los sumandos.

Conforme a las reglas formuladas, con el fin de evitar
calculos excesivos, antes de calcular 1a suma de los valores
aproximados de nameros se efectiia un redondeo previo de los
sumandos. (véase p. 7.3). Para esto el sumando que tenga el
numero minimo de signos exactos se deja sin redondear y en
los demas casos dejan uno o dos signos més que en el nimero
no redondeade.

7.3. Redondeo de niitmeros. Para redondear un niimero
hasta ]a cantidad n de cifras significativas se omiten todas
las cifras que se encuentran detris del n-ésimo orden, o, si
esto es necesario para conservar los ordenes, se sustituyen
por ceros. Para esto:

1) Si a la dltima cifra que conservamos le sigue la cifra
0,1, 2, 3 6 4, entonces para el redondeo se conservan {odas
las cifras, inclusive la ultima que conservamos. Tal redon-
deo se llama redondeo por defecto.

2) Si a la dltima cifra que conservamos le sigue 9, 8, 7,
6 0 5, entonces a la Gltima cifra que conservamos se le afiade
una unidad. Tal redondeo se llama redondec por exceso.

Ejemplos. 1. El redondeo del niimero 219,364 hasta tres
cifras significativas da el nimero 219,4. La titima cifra
del niimero redondeado se aumenta en una unidad, puesto que
la primera cifra que omitimos es mayor que cinco.

2. El redondeo del nlimero 6,4502 hasta dos cifras sig-
nificativas da el namero 6,5. La ultima cifra del nimero
redondeado fue aumentada en una unidad, puesto que la
primera cifra que omitimos es igual a b.

3. EI redondeo del nimero 1836 hasta tres cifras sig-
nificativas da ¢l nomere 1,84.10%.

Utilizando las reglas del redondeo vemos que un error
absoluto de redondeo no supera la mitad de la unidad del or-
den de la Gltima cifra significativa que dejamos, es decir,
todas las cifras significativas de un valor aproximado del
niimero, obtenido mediante las reglas del redondeo, son
cifras exactas.
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. 74. Método de las tangentes (método de Newton). ElI método
de Jas taugentés es uno de los métodes numericos més efectivos para
la resvlucién de la ecuacién.

Supongamos se sabe que cierta funcién f (x) tiene su raiz en un
intervalo [a; &} (la funcién f (x) es diferenciable en {2; b} y su deri-
vada no se anula en [a; b]). Se puede hallar esta raiz mediante el
siguiente procedimiente. Tomemos un ;;unto arbitrario z; € [a; 3]
y escribamos la ecuacién de la tangente a la gréfica de la funcién f (z)
en el punto cuya ashscisa*) es z,:

yo=f(z) 1 (=) & — ).
Resolviendo la ecuacién
flae) 4 F (=) (2 —2y) =0,

hallemos el punto de interseccién de la tangente con el eje Oz:

- f (z1)
TR Gy
Designemos el punto hallado a través de x,:
_ f{z1)
Tg ==& — fr ($1> .

Escribamos la ecuacion de la tangente a la grafica de la funcién £ ()
en el punto cuya ahscisa es r,:

y=f(za) T 1 (wa) (& — 25},

¥ hallemos el punto de interseccién de esta tangente con el eje Oux;

| ! (za)
)

Siguiendo este proceso, obtendremos la sucesiébn (z,), que se
representa mediante la férmula recurrente

In+1=xn-—7{'§é‘%“p ngN, (1)

Si la funcién j (z) satisface algunas condiciones adicionales (por
ejemplo, la segunda derivada de f (x) es positiva (0 negativa) en todos
log puntos interiores [a; ] y la raiz de la ecuacién f (x) = 0 estd situa-
da dentro de [¢; 2]}, entonces la sucesién (1) converge en el niimero
coincidente con la raiz de la ecuacibén f (z) = 0.

El método de las tangentes gmede ser utilizado para la resolu-
cién del problema de la extraceién de la rafz de un nimero positivo

*) Es npecesario gue el punto z, sea ubicado lo suficieniemente
cerca de la raiz de la ecuacién f (x}) = 0, por eso para eligir el punto z,
a veces es necesario efectuar upa investigacién previa de la funcién

f @)-
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arbitrario a. Vamos a buscar el valor ¥ a como solucion de Ja ecuacién
f@ =ux®—a = 0.
La férmula recurrente (1) en el caso dado adquiere la forma

1 , a
sma=g (mtsr).

Aqui como primer término de la sucesién (x,) se puede Lomar cualgyier
namero z, € {0; -+oo).

Los crrores absolutos 8, de los valores aproximados z, del ni-
mero Va

Bn, =In— ]/;
se relacionan mediante la desigualdad

8%
Oni1 € —=. 2)
N4 2 Vﬂ« {
Esta estimacién recurrente del error absoluto confirma la alta
velocidad de convergencia de la sucesién de valores aproximados x,.
Por ejemplo, calculemos mediante ¢l método de las tangentes

v/ 33530. Por x, tomemos el nimero 200. Este es el valor de la raiz
dada con exceso. El error absolute 8, no es8 mayor que 20. Entonces
segin la férmula (2)
400 2,25 ;
By < ST 1,5; B8, 5180 < 0,003,
Aqui, para simplificar las estimaciones, Va en la férmula (2) estd
sustituido por un némero menor: 18¢. De esta manera, para caleular
el valor J/33 520 ya después del tercer paso se obtiene un valor apro-
{x);cr)%aado e la raiz que se diferencia de su valor exacto menos gue én
,003.

7.5 Algoritmo de la extracién de la raiz cuadrada de un nimero
vatural. Con mucha frecuencia para Ja resolucién de las ecuaciones
cuadradas es necesario extraer la rajz cuadrada de un nimero natural.
Pongamos como ejemplo el algoritmo de la extraccién de la raiz
cuadrada para el caso, cuando el nimero gque se encuentra hajo cl
signo de la raiz es el cuadrado de un niimero natural. Supongamos que

es necesario calcular /38 489. El namero 33 489 lu partimos en gru-
pos de cifras {de dos en dos), de derecha a izquierda:

3 34 89.

Buscamos el nimero mas grande, cuyo cuadrado ne supere el
nimero 3 gue es el que se encuentra en el primer grupo de cifras. Esle
ntmero es el nimero 4. Lo escribimos en la respuesta. Elevamos la
unidad al cvadrado y lo sustraemos del mdimero 3. A la diferencia
obtenidaaéle afiadimos el segundo grupo de cifras, Obtenemos e} ni-
mero 234.
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Doblarnos el nimero escrito en la respuesta (en nuestro caso el
1) y afladimos a la derecha del nimero obtenido la cilra mixima euyo
producto de la multiplicacién del nimero de dos signos obtenido
por esta cifra no supere 234. En nuestro caso esta cifra es la cifra 8;

28-8 = 224 < 234.

Escribimos la cifra 8 detrds de la cifra 1 en la respuesta. Del
nimero 234 susiraemos el ndmero 224 y a la diferencia. obtenida Ie
afiadimos el Gltimo grupo de cifras. Obtenemos el nimero 1089.

Doblamos el nimero escrito en la respuesta (en nuestro caso 18}
¥ abadimos a la derecha del nimero obtenido (em nuestro caso el
niimero 36) la cifra maxima cuyo producte de ta multliplicacion del
nimero de Lres cifras obtenido por la cifra afiadida no supere ¢l ni-
mero 1089. En nuestro caso ésta es la cifra 3:

363-3 = 1089.

Escribimos Ia eifra 3 en la respuesia. El procese de extracecidn
de la raiz cuadrada estd terminado:

V33480 —=183.

Ll proceso que describimos suele escribivse en la Tarma expuesta
en el esgoema signientes

VS8 34 80 = 183

1
28|
%8| T a24
224
\:EG:? 1089
% 3 1089
1080
0




CAPITULO 3

Numeros complejos

Histéricamente la introduccién de niimeros complejos se reluciona
con la obtencidn de 1a férmula aunalitica para las raices de la ecuacién
cubica:

£ = pz - q. (1}

En ¢l primer tercio del siglo XVI el matemitico italiano N. Tar-
taglia mostrd que la raiz de esta ecuscidn 3o representn siempre por la
expresion

=Y U+, (2
donde u y v son Jas soluciones del sistema de ccuaciones
n--r=g,
py3 ;
= | =— 3
) {%) : )

Asi, por ejemplo, si s necesario hallar la raiz de la ecuacién cibica
a% = 9r - 28,

componiendo el sistema (3} para la ecwacién dada y resolviéndola,
obtenemos dos soluciones del sistema: v = 27, 2 = 1 vuw = 1, v = 27.

Utilizando la relacién (2), obtememos r — 4, es decir, el mi-
mero 4 es la raiz de la ecuacién dada.

Sin crubargo, resulté que existen ecuaciones cabicas, para las
cuales el sistema (3) no tiene soluciones en e} conjunto de numeros
reales, mienlras gque es conocide que la ccuacién enbiea Uone una raiz
veil. Por ejemplo, la ccuacitn

o 150 i‘ 4

tiene la raiz real = — 4, de bo que es muy fdcil convencerse, susti-
tuyendo en la ecuacién dada = por el nimero 4, Si para la ccuacién
dada escribimos el sistema (3), entonces resulta gue este sisiema no
ticne soluciones en el c¢onjunto de nimeros reales.

Este hecho incomprensible en aquellos tiempos lo explicdé por
primers vez el matemadtico italiano R. Bombelly en el afo de 1572

8§=01477
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v su explicacién, en lo esencial, fue basada en la introduccidn del
conceple de namero complejo y de Jas rc%las de operaciones con los
nimeros complejos. ero hasta el siglo X1X, a pesar de que los nii-
meros complejus permitieron obtener muchos hechos importantes gue
se refteren lambién a los ndmeros reales, la misma existencia de los
nimeros compiejos parecia bastante dudosa para muchos matematicos.
&6l en el sigho XIX después de la aparicién de las obras de K. Gauss,
en las cuales se daba una representacién geométrica muy clara de los
iimeros eomplejus (como puntos y vectores en ¢l pluno}, la existencia
do los nimercs complejos 1legé a ser un hecho universalmente reco-
nacido.

Vamos a mencienar aqui un hecho mas, ¢l cual también provoca
iz idea sobre la necesidad de la extension de un conjumto de nimeros
rcales hasla un conjunto de nimeros complejos.

Como es conocido, la potencia natural de cualquier nimero real
de nuevo es un numers real. Sin embargo, la operacién de extraceién
de una raiz (operacién inversa a la potenciacién) mo siempre es reali-
zable en un conjunto de nimeros reales; ne existe un nimero real a
cuyn potencia par sea un nimero negativo. Con otras palabras, en e
conjunto de ndmeros reales no existe un nimero, el cual sea la raiz
de la ecuacion

ah = b,
donde » es un plmere par ¥ b, un numero real negativo.

Siguiendo el plan general de la extensién de dominios numéricos,
como ya se ha hecho muchas veces (por ¢jemple, para la introduccion
Jde numeros negativos ¥ numeros racionales), el conjunto de nimeros
reales se puede extender hasta un conjunto de nimeros, ¢l cual esta
cerrado respecto a la operacién de extraccidn de la raiz. De ante-
mane poderaos decir que al mismo tiempo obtendremos un resultundo
esencialmente nueve y para aquellos casos, cuando la operacién de
extraceién de la raiz es vealizable en el conjunto de nimeros reales,

Uno de los procedimientos de construccién de un conjunto de
niimeros complejos consiste cn que un conjunto de niémeros reales se
extiende mediante la adicién a'] conjunto de naimeros reales de un
objeto numérico nuevo, lu raiz de la ecuacién

224+1 =0,

El conjuntn «extendidos obtenido se llama conjunto de nimeros com-
prlejos.

§ 1. Conjunio de nimeros complejos

f.1. Construccién axiométiea de up eonjunto de nimeros com-
plejos. Los nlimeros complejos no son nimeros en el sentido elemental
de esta palabra, que se usan para los caleulos y mediciones, sino que
representan objetos matemdticos, los cuales se caracterizan por las
propiedades citudas mas abajo.

El nimere complejo se designa por el simbolo a <4~ bi, donde
a y b son nhmeros reales que se ﬁgman respectivamente la parte real
y la parte imaginaria del ndmero cum1plejo a -+ bi, y el simbolo i,
que se define por la condicién i? = —1, se llama unidad imaginaria.
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El nimero complejo @ -+ bi suele designarse por una letra (mas
a menudo por z),

z=a+bi.

Las partes real e imaginaria del ndmero complejo z — a <4 bi
se designan por Rez y Im z respectivamente®):

G=Re;. b = Im 2.

Dos numeros complejos z; = a, 4 b,i y iy = ay =} b,i se con-
sideran iguales (5; = z,), si sus partes reales e imaginarias (a; = ag;
b, = by) son iguales. il namero complejo s = a 3— bi se considera
igual a cero (z = 0), si sus partes real ¢ imaginaria son iguales u cero
(@ = & = 0). El nimero cmnpleio z = a - bi para b = 0 se considera
coincidente con el nimero real a (a + i = o).

El ndmero complejo 2 = a + bi para a = 0 se llama puro ima-
ginario y se designa bi (0 4 bi = bi).

El niimero complejo z, cuya parte real es igual a Ia suma de las
partes reales de los néimeros z, y z,, y la parte imaginaria es igual a la
suma de las parles imaginarias de los ndmeros z, y z,. es decir,

2= (g -+ ay) + (b, | by} §,

se llama suma de los nimeros complejos 2, — a, - byi ¥ z, = ay
 byi.

Sobre ¢l numero z se dice que estd obtenide como resultade de la
adicién de los nitmeros complejos z; y 2, y se cseribe

Z = % § 24.

Los nimeros z, ¥ 2, Se llaman sumandos.

Las propledades de adicidn de los nimeros compliejos son:

1) la asociatividad: (z + 2z} & z5 = 2z; + (7 |- zg);

2) la commutatividad: z; | z; = 2z, + 7.

El nimero complejo —a — bi se llama opueste al nitmero com-
plejo a - bi.

El nimero complejo que es opuesto al nimero complejo z se
designa —z,

La suma de los mimeros complejos z y —z es igual a cero (z 4-
+ (--z} = 0). F , .

El uwimere complejo z, el cual es la suma del wamera z y el nf-
mero que es opuesto a z,

2 =2 - (—2) = (&, — ay) + (&, - by i,

es decir, ¢l nlimero complejo, las partes real e imaginaria del cual
son iguales respectivamente a la diferencia de las partes real ¢ ima-
ginaria del minuendo y sustraendo, es la diferencia de los mbmeros
complejos z; = a; + byi ¥ 2, = ag + byi.

*) Re viene de la palabra réel (francés), real, Im, de la palabra
imaginaire (francés), imaginario.
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Del niimere z se dice que estd obtenido eemo resultado de la sus-
traccign del namero complejo z, del niwere complejo 2, ¥ se escribe

I ==& — %3~

1 némero complejo z; se Hama minuends y el numero z, se ilama
susiraendo. ]
El ndmero complejo

se llama producto de los numeros complejos z — a; + b ¥ 22 =
s Gy b bl .

Sobre ¢l namero z se dice que estd obtenide como resultado de la
multiplicacién del nimero complejo z, por el nimere complejo z,
y se ¢scribe

i = 31‘22.

Los nimeros z; ¥ 2z, se llaman factores.

Fas propiedades de multiplicacibn de los nimeros complejos son:
1} Ia asociatividad: (z,-3,) -2z = 2y +(23-23);

2} L conmutatividad: z;+2zy = 2y-2).

‘Tal nitmero complejo z que

I = Z-Zy

se llnma coclenie de los nimeros complejos z; ¥ 24 (24 5= 0).
Ll cociente de Ins nimeros complejos z, = a, -+ bl ¥ 2, — a3 -+

- byi se caleula segan la [érmula 5

:“i'“z“Fbl'bs+“z‘bl”‘“al‘bzi
EERY EEE R

L3]

Sabre el niitmero z se dice que estd obtenido como resultado de In
divisién del namero coinplejo z; entre el nimero complejo 2, ¥ 8¢
escribe

La adicion y multiplicacién de los ndmeros complejos se rela-
ciona por la regla gue se Hawma ley de distributicided de In mullipli-
cactdn sespeclo a la adicion:

(z1 + 2z} 23 = z;-23 + %3-23-

El nmamero Va® - 62 se llama mddulo del nidmero complejo
z = a 3 bi. El médule del nimero complejo se designa | z |.
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Los médulos de dos nimeres complejos cualesquicra z, y z, (on
el caso del cociente se supene gque z, = 0) satisfucen a las relaciones

[ETS of- 0 I I P L I N
lzy—z | 2 M2 | — 12211,
12e2 | =2y |-z ],
& _— iz
22 2,1 ?

lan =]z |"=]2|"

El niamero complejo a — bt se llama conjugade complejamente

con el nimero a - bi y se designa 2.
Las propiedades de los niimeros conjugudos complejamente son:
1) El producto del ndmero complejo z =. « -I- ¥i y el ninero con-

jugado complejamente con el z = ¢ — bi es un nimero real:
z2+Z2 = a® -}~ b2,

2) Si z es un ntmero conjugado complejamente con el nitmero z,

entonces ‘el nimero conjugado complejamente con el nimero z es el
namero z:

E_-S]=S.

3) Si 2y, 7, ¥ 25, 7y son dos pares de nimeros conjugados comple-
jamente, entonces la suma, el producto, la diferencia y el cociente o

1os niimeros z, ¥ z, son niimeros conjugados complejamente a la suma, al
producto, a la dif

erencia y al cocienle de los nlwmeros z; y z, respecli-
vamente:
g+ 2g = (81 + 25},
2129 =(3124),

2p =3y = (21— 129),

.T(E_l.) (2, # O).

2g

n\lul
-

4 Siz=a-+ biyz — a — bisonun par de nimeros conjugados
complejamente, entonces

-9

e=Rez= 25 , b=Imz= T

1.2. Conjunte de pares ordenados de Jos niinieros reales ¥ conjunto
de nameros complejos. Para el procedimiento axiomdtico de intro-
duccién de némerns complejos como objetos malemiticos abstractng
que satisfacen las propiedades enumeradas maés arriba s necesario
aclarar el sentido de los signos 4 y — cn la expresién a -} b, los
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cuales antes se utilizaban para designar la suma y el producto de los
nimeros reales. Para aclarar esta cuestién realicemos otra construceién
de un conjunte de mameres complejos, distinta de la construccién
citada aunleriormente.

Examinemos un conjunto de pares (a; &), donde a, & son niimeros
reales. Dos pares {(a;; b;) = {(ag; b,) los consideraremos iguales, si
a; = ay ¥ b, = by, y escribiremes {a;; b)) = (24; 84}

Al par (@ + ¢; b -+ &) lo vamos a llamar sume de los pares (a; b)
¥ (c; d). Diremos que el par esti obtenido como resultado de la adi-
cion de los pares (a; ) ¥ {¢; 4} y escribiremos

(2 4 ey b 4-d} = (a5 B 1+ {5 d).

Al par (ac — bd; ad - be) lo llamaremos producto de los pares
(a: b) ¥ (c; d). Diremos que este par estd obtenido como resultado de
Ia muttiplicacién del par (a; b) por el par (¢c; d} y escribiremos

{uc -—— bd; ad 4 be) = (a; b)+(c; d).

Las propiedades de la adicién y multiplicaciin de pares son:
1) la asociatividad de adicion:

[(a; ) + (o3 )] + (ps q) = (a; &) + le; @) + (p5 D]
2) la conmutatividad de adicidn:
{a; B)it (e3 d) = {(e5 d) + (a5 B);
3) la asociatividad de multiplicacién:
l(a; b)-(c; D)-(pi @) = (a; b)-I(c; d)-(p3 D];
4) la conmutatividad de multiplicacién:
(a; B)-(; d) = (¢; d)-(a5 b);
5) la distributividad de multiplicacién respecto a la adicitn
[(a; ) 4 (&5 )-(ps @ = (& B)-(pi @)+ (& D)-(pi @
Al par nulo lo lMtamaremos el par (0; 0) que satisface la con-
dicion
{a; b) -+ (0; 0} = (a; b).
__ Al par de unidad lo llamaremos el par (1; 0) que satisface la con-
ISHE {a; B)-(1; 0) = (a; b}.
La diferencia de los pares (a; b) ¥ {c; d) llamaremos al par
' (@—e b—d) = (a; b) — (c; d).
El eociente de pares {a; b} y (c; d) llamarcemos al par
( a.c-+b-d : be—an-d )x (a; B) ‘
cﬂ+dl CS_I_dS (C; d)
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El cociente de dos pares estd determinuado para cualesquiera pares
(cf; b) y{o(c;od) menos el caso, cuando el par (e; d) es nulo (es decir,
el par (0;

Entre el conjunto de todos los pares que ticnen la forma de (a; 0)
¥ el conjunto. de todos los nitmeros reales existe una cerrespondencia
biunivoca, si consideramos que al par {a; 0) le correspende el nimero
real ¢ y, a la inversa, a cualquier niimero real b le corresponde el par
(p; 0). Es muy fécil convencerse que para tal correspondencia a la suma
de los pares (a; 0) y (b; 0) le corresponde la suma de los nimeros reales
a y b, y al producto de pares, el producto de los nimeros reales a v b,
Debido a tal correspondencia biunivoca entre el conjunio de tedos los
pares (a; 0) y el conjunto de todos los niumeros reales se puede no dis-
tinguir estos dos conjuntos y designar al par (a; 0) por una sola letra a.

Tomemos ahora el par (0; Sny segun la regla de multiplicacién
de pares lo multiplicamos por si mismo:

(0; 1)+(0; 1) = (—1; 0).

Designemos al par {0; 1) por el simbelo i, Puesto que no distinguimos
el par {(—1; 0) ¥ el nlimero —1, podemos escribir
=t 0 =24,
I.a simple verificacion muestra que enalquier par {a; &) de nime-
ros reales puede ser represenlade eu la forma

(a; b) = (a; 0) 4 (&; 0Y-(0; 1)
o, en otras designaciones, en la forma
a-+bi o a- bi.

De tal manera, la inscri&d);ién a -i- bi, la cual antes (véase p. 4.1}
se consideraba como un simbolo, ahora adquierc un coucreto sentide
aritmetico,

§ 2. Representacién geométrica y forma frigonométrica
de expresién de los nimeros complejos

2.1, Representacién geométrica del nimero complejo. Lo mismo
que los niimeros reales se Emeden representar por puntos en la recta
numérica, el nimero complejo puede representarse por puntos en el
plano, La posibilidad de tal representacion se basa en la identifica-
cién del conjunto de los niimeros complejos @ -+ bi ¥ el conjunte de
pares de 1os nimeros reales (g; &), los cuaies en el sistema rectangular
de coordenadas Oxy pueden ser interpretados como coordenadas de los
puntes del plano.

Con cads punto A del plano de coordenadas Oxy se puede rols-

. —p - s
cionar el veclor 04 que sale del origen de coordenadas y termina en
el punto A. Por cso los niimeros complejos admiten también otra
interpretacién geométrica mas: cada ndmero complejo a - bi se puede
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—_—
interpretar geométricamente como el vector 04 con las coordenadas

(a; &) (fig. 3.1). Al mismo tiempo las coordenadas del vector 04 son loss
mismos que las coordenadas del punto A4, es decir, (a; b).

2.2. Representacion geométrica de l1a suma y de la diferencia
de los niimeros complejos. La interpretacién geométrica de los niime-
ros complejos permite interpretar mas claro la suma y la diferencia
de dos nimeros complejos.

Sean dados dos niimeros complejos z; == a; -+ byi ¥ 2, = a, 4~ byi,
E1 numero complejo & + 2, = (e + a,) + (&, 4 b,) ¢ es su suma,

¥

Bla,+ 0,3 bythy)

Fig. 3.1.

Por oira parle es sabido que para la adicioén de vectores sus respectivas
e
coordenadas se suman. Por ¢so, si ¢l vector 04, Liene las coordenadas
B
(a3 b)) (fig. 3.2}, y el vector 34, tliene las coordenadas {ay; &,),

entonces su suma {el veclor Oﬁ tiene las coordenadas {a, |- a5 b +
- By)- sy

El vector OB ¢s la representacién geométrica de la suma de los
nameros complejos z; ¥ z,.

Puesto que ia diferencia de dos nimeros complejos z, = a, - b;i
Y 2, = ag -+ byies la suma del nimero complejo z, y el nimero npuesto
al mimero complejo z,, entonces, geométricamente, puede ser repre-

——
sentada como la suma del vector OA,; con las coordenadas (a;; by)
—_
y el vector OA, con las coordenadas {(—ay; —1y) ([ig. 3.3), es decir,

e
como ¢l vector OB con las coordenadas {a; — a,; &y — by).
2,3. Forma trigonométirica de expresién del numero complejo.
—

Sea que el nimero complejo z = a -+ bi se representa por el vector 04
con las coordenadas (a; b) (fig. 3.4). Designemos la longitud del vee-

tor DA por la letra r:
r—| 041,

v el angulo, que el vector forma con la direceién positiva del eje Oz,
por @ (el dngulo ¢ se considera medido ¢n radianes).
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Utilizando las deliniciones de las funciones sem v y cos g:
0N @ = b 08 P — —
i q}"' r 1 Sq}—_;"

se puede escribir ¢} nimero complejo z = a 4 bi en la forma

z = r.(cos ¢ -} i sen @), (1)
donde r = ]/tz2 - 52 y el dngulo ¢ se definc de las condiciones
b a

(2

senfp—=———-, CO8 P =—rr—
Vai+bt ¢ V’az -2

~ La expresién del ndmero complejo en la forma (1) se llama forma
trigonométrica de cxpresion del nimero complejo.

g4

bz""‘;{AZ

by lorlul gt

0L LT | ! e
.a;.i //02 ay T o

B Blay-ay; by=by) x
Az ’.---bz
Fig. 3.3, IFig, 3.4.

El nimero real r se llama médulo del nimero complejo y se de-
signa | z |, y el dngnlo @, medido en radianes, argumento del namero
complejo 2. El argumento ¢ del nimero complejo z se designa Arg 2.

Si el nimero complejo no es igual a cero, entonces su modulo es
positivo; si z = 0, es decir, a = b = 0, entonces también sn médulo
es igual a cero. E1 médulo de enalquier nimero complejo estd definido
univocamente.

Si el nimero complejo z = e -+ bi no es igual a cero, entonces
su argumento se define por las f6rmulas (2) con una precisién de hasta
el angulo multiple a 2m, Si z = 0, entonces r = 0 y de la férmula (1)
se ve que como argumento @ se puede eligir cualquier dngulo. Por eso
el argumento del niimero complejo jgual & cero no estd definido.

Por lo general para eliminar la multiformidad que surge para
calcular el argumentn del nimero complejo suelen utilizar el concepto
de valor principel del argumento del nimero complejo {la designacion
arg z), suponiendo que arg z € (—n; n).

El argpumento del ndmero complejo z se relaciona con el valor
principal del argumento por la correlacion

Argz = argz 4 2nk, k€ Z.
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Sea que z; ¥ z, son dos nimeros complejos distintos de cero y escri-
tos en la forma trigonemélrica:

z; = ry-{cos @, + i sen ),
24 == Fg-(€08 @, 1 @ scn py).

El producto de dos nimeros complejos z;, ¥ z, es un ndmero com-
plejo, cuyo médulo es igual al producto de los modulos de los factores
y el argamento, a la suma de los argumentos de los factores:

22y = ry-ry-[cos (@ + @) + tsen (9, + )l

En la interpretacién geométrica el vector que representa el pro-
ducto de los nimeros complejos z; ¥ z, se obtiene mediante el giro del

¥4 ! i
AR
Zz
X
i 2,/z
ZZ\P; 142 L
{ P2 ) P4
r 5 Zy [ - o
g - [ 3
Fig. 3.5. Fig. 3.6,

vector z; en sentide antihorario en un éngulo igual a @,, y mediante
su estiramiento en | z; | veces (para el caso | z, | = 1 véase la fig. 3.5).

El cociente de dos nimeros complejos z; ¥ z, representa un ni-
mero complejo, cuyo mbdulo es igualpal cociente de los médulos del
dividendo y del divisor ¥ el argumento del cociente de dos niimeros

complejos no iguales a cero es igual a la diferencia de los argumentos
del dividendo y del diviser:

k4 r
;‘L:";’l‘ +feos () — ;) - sen (@, —@)].
2 2

Geométricamente ¢l vector gque representa el cociente de dos nu-
meros complejos z; y z,, se obtiene girando el vector que representa
el nlimero complejo z; en sentido horario en un dngulo igual a ¢, y me-
El.iantées?u contraccién en | z, | veces {para el case | zy | > 1 véase la
ig. 3.8).

§ 3. Potencia del ndmero complejo
3.1. Potencia natural del nimero complejo. La ley de asociatividad

de la multiplicacién de los nimeros complejos permite introducir e] con-
cepto de potencia natural de] nfimero complejo;
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El ntimero complejo w que se obtiene como resultndo de la mul-
tiplicacién del niunero z por si mismo n veces:
Waz Zefe o0 tZ (1)

e e e

n factores

ge llama n-ésima potencia del nimero complejo z.
Se suele utilizar la expresién mas coria siguiente:

w = 7, (2)

En la igualdad (2} e! niimero z se llama base de una poiencia,
y el nlimero natural n, exponente de una potencia.
La n-ésima polencia del nimero complejo z dado en la forma tri-
gonométrica
z = r(cos @ - { sen ¢)

s¢ calcula medianle la férmula de Moivre
z? — 1% (cos ng -+ i Sen r@).

3.2, Raiz de la n-ésima potencia de un namero com lejo. Tal
nfimero complejo w, cuya n-ésima potencia es igual a z, se llama rafz
de la n-ésima potencia del nimere complejo z:

wh = z.

La raiz de la n-ésima potencia del nimero complejo z se designa
or el simbolo ’Vz A diferencia de la raiz del nimero real, 1 raiz de
a n-ésima potencia del ndmero complejo se define multiformemente.

Precisamente, en el conjunto de niimeros complejos existen exacta-
mente 7 raices de la n-ésima potencia del niimero complejo dado (véase
el teorema principal del dlgebra).

Todas las raices de la n-6sima potencia de! nimero complejo z,

dado en la forma irigonométrica

z = r {cos @ - i sen @),

se calculan mediante la fé6rmula
V;.—_“r]l/‘;' (003 'p+"2uk - isen q)+n2nk ) ]

donde £k =0,1,2, ..., n— 1.

CGeométricamente todas las raices de la n-8sima potencia del
nimero complejo z = r (cos ¢ -+ i sen ) se representan por los pun-
tos que estén situados en la circunferencia con el centro en el origen
de coordenadas, cuyo radio es igual a V'r, y los éngulos centrales,
formados por radios trazados en 108 puntos cercanos, son iguales a g/n.

Ejemplo. Calonlar las raices de Ja cuarta potencin del nimero -1,
El nimero —1 en la forma trigonométrica puede ser escrito como sigue:

—1 = 1-(co8 7t 4 i sep @),
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uarta potencia del nimero —1 son los ndmeros

n—}fnk ) ;

Las raices de la ¢
complejos
:rt~|-2:‘t.k

Y =111 (cos ~+- i sen
donde k-2 0, 1, 2, 3, es decir, son los m'.tmcros complejos
co8 — —f— i sen T_ V2

3n ]/5

(:usk—ién—-{-— i senT——-

T,

i 4 2
oOs - | 5Bn T —
5 % 3 3

cos 10 -|- i sen A —
: 4 A TR 2

(véase Ia fig. 3.7).

Fig, 3.7.

Anulugdlm-nle on v] conjuntoe de nimeros complejos se puede
calcular la raiz de la n-égiina prtencia de evalquier pémero real. En
esle case por lo menos una raiz del ndmero real positivo serd real.



CAPITULO 4

Algebra

Bl término «algebra» viene del titulo de la obra de Mu-
hammad al-Twarismi ¢Al-yabr wa-l-mugabala» (siglo [X)
quo contiene los métodos generales de solucién de proble-
mas, los cuales se reducen a las ecuaciones de primero y segun-
do grado. A mediados del siglo XVII {ue establecido, en lo
principal, el simbolismo algebraico contemporaneo. Hasta
el siglo XVIII bajo el término de dlgebra sc entendia la
ciencia sobre los cdlculos con lekras, idénticas a las trans-
formaciones de las Iormulas con lelras *), la solucion de las
ecuacionos de primore-cuarie grado, los logaritmos las
progrosignes, el apilisis combinatorio, es decir, las mismas
partes de las mateméaticas, Jas cuales en cl presente son la
asignatura que se estudia en la escucla de enseiianza media.
Actualmenie a todas cstas partes del dlgebra se las llama
algebra elemental.

En los siglos XVII[—XIX el algebra tenia por objeto,
ante todo, ¢l estudio de Jos polinomios, la teoria de las
ecuaciones algebraicas con una incdgnita, la teoria de los
sistemas de ecuaciones lineales con varias incognitas, asi
como la teoria de las matrices y delerminantes.

La tercera etapa (moderna) del desarrolle del dlgebra co-
mo ciencia de las operaciones algebraicas comenzo a mediados
del siglo X1X y esti relacionada con b aparicion de Jos dis-
tintos ejemplos de operaciones algehraicas con objetos de
naturaleza muy distinta a los ndmeros reales. Las mufti-
plicaciones de sustituciones y las operaciones con los ni-
meros complejos son los primeros de tales ejemplos.

*) En el algebra, o dilerencia de la aritmética, sc examinan no
los nimeros, sino las expresiones con letras, denomindndolas como
expresiones algebraicas.
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§ 1. Polinomios de una variable

1.1. Conceplo de polinomio. Operaciones aritméticas
con polinomios. La expresién de la forma

P (2) = agz" + @™ ' + a2 2 + . . . + apyr + ay, (1)

donde » es un numero eutero no negativo: ay, ay, g, - + «, 4y
son los coeficientes del polinomio, ademés a4, llamado coe-
ficiente mayor, se considera no- igual a cero, se denomina
polinomio de n-ésimo grado respecto al valor variable .

El polinomio de primer grado también se denomina poli-
nomio lineal, el polinomio de segundo grado, polinomio
cuadrado y el polinomio de tercer grado, polinomio cdbico.

La expresién del polinomio en la forma (1) se llama ex-
presién de grados decrecientes x; precisamente esta expresién
es la que se utilizara posteriormente, si no se advierte lo con-
trario.

Cada uno de los sumandos en la expresién (1} se llama
término de un polinomio.

De la definicion del polinomio de r-ésimo grado se dedu-
ce que existen pelinomios de n-ésimo grado para cualquier n
no negative. En particular, cualquier nimero real distinto
de cero es un polinomio de grado nule. El nimero cero tam-
bién se considera un polinomio; es el inico polinomio, cuyo
grado no estd definido.

Dos polinomios P (z) y Q (z) se consideran iguales
(o idénticamente iguales), si sus coeficientes son iguales para
los mismos grados de la variable z. La ignaldad de polino-
mios se escribe mediante el signo de igualdad:

P {(z) = Q (z).

El polinomio S (z), cuyos coeflicientes para cada grado z
son iguales a la suma de Jos coeficientes para este grado z
de los polinomios P () y Q () se llama suma de los polino-

mios
P ) = aga® 037 o 82" b il Gy - gy,
Q(x) = box™ + T o b L L+ BT+ b
Sobre el polinomio S (z) se dice que esta obtenido como
resultado de la adicién de los polinomios P (z) y Q (z) y se
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escribe

§ (z) = P (z) + Q ().
Ejemplo 1. El polinomio
S@=at+22—2+5

es ]a suma de los polinomios P (z) = 2* — 2* - 3y Q (2) =
wm g8 we x4 2.
El polinomio M {z) de grado z -}- m, cuyos coeficientes
€or €is Cgy » - -1 Cntm=1s Cn+m 5 calculan por las férmulas
Lp = aﬂbl)!
) = b + aghy,
crn = apby + agaydy + .. - +
+ ayby g + agby,

Cn4m = apbm
se llama producto de los polinomios
P (Z) = a.,:z" '1" ayrﬂ = "“ azx”-z ‘l' vy i‘ Ty X "i' Ay
D (z) = bga™ + bg™t + b 2™ A . . L by + O e
Sobre el polinomio M (z) se dice que esta obtenido como
resuitado de la multiplicacién del polinomio P (z) por el
polinomio @ (z} y se escribe
Mz)=P (x?-() (z).
Ejemplo 2. Ll polinomio de sexto grado
M@)=P@)-Q(z) =22° 4+ 22°* — 2> + 35> —z - 3

es el producto del polinomio de segundo grado P (z) = x* 4
+ 1 por el polinomio de cuarto grado @ (¢} = 22* — x + 3.
Las operaciones de adicion y multiplicacién de polino-
mios son asociativas, conmuiativas, y se conectan entre si
por la ley de distributividad. '
El polinomio —eg2* — a,2" ! — 2" ? — . . . —a@y¥—
—fln
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se llama opuesto para el polinomio
P (2) = aex™ | a1x™' } auz™2 - . . .+ 2pax + a,.

£l polinomio que es opuesto al polinomio P {z) se designa
con P {z). La suma del polinomio P (z) y el polinomio opues-
to, P {x), es igual a cero:

P (x) + (=P (2)) = 0.

E) polinomio L (z) que es 1d suma del polinomio  (z) y el
polinomio que es opuesto al polinomio Q (z):

L (z) = P (z) + (=0Q ()}

se llama diferencia de polinomios P () v @ (z). Sobre cl
polinomio L (z) se dice que estd obtenido como resultado de la
sustraccion del polinomio @ (z) del polinomio P (z) y se

escribe
L(x) =2 (z) —0Q(2).

La suma, el producto y la diferencia de dos polinomios
cualesquiera son también  polinomios.

1.2, Divisores del Yolinumiu. Si para los polinomios dados # (x)
¥y Q (z) se halla un polinomio G (z) tal que

P (z) = Q (2)-C (2},

entonces se dice que el polinomio P (¢} se divide (¢ se divide exacta-
mente) entre el polinomio Q (z); al mismo tiempo, el polinomio Q (x)
se llama divisor entero {0 simplemente diviser) del polinomioc P {x),
y ¢l polinomio G (z), cociente de los polinomios 2 (x) ¥ @ (z). Si ¢l
polinomio @ {r) es el divisor del polinomio P (z), entonces también
el cociente G {z) es el divisor del polinomio P (z).

Principales propiedades de los divisores del polinomie:

1) Si ¢l polinomio P (r) se divide entre el polinomio A («),
y K (r) se divide entre el polinomio @ (z), entonces también P (r)
se divide entre @ (r).

2) 8i los polinomios P (x) y K (&) se dividen entre el polinomio
€ (r), entonces =u snma y dilerencia tambidn se dividen enlre @ ().
3) si el polinomio P (&) se divide eatre el polinomig @ (&), ¢nton-
ces el produclo P («) por cualquicr pelinomio & (¢} también se divide
enlre () (=), ;

4) Caalguier polinomio P (z) ge divide enlre cualquier polinomio
de grado nulo {es decir, enlre un numere, distinto de cero).

5) 86lo tos polinomios ¢ {r) son divisores del polinemio P (x),
log cuales Lienen ¢l mismo grado que P {x).

6) Los polinamios P {z) ¥y ¢ (z) se dividen al mismo tiempo uno
entre otro cuando y sélo P (z) = eQ (2} (¢ 5= 0).
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Marimo comin divisor de dos pelinomios. El polinomio R (r) se
Nama médrime comin divisor para el polinmmio P {2) ¥ @ (&), si sirve
de divisor para cada une de esios ]mlinmnius. La propiedad 4) (véase
s arriba) muestra que Lodos los polinomios de grado cero (es decir,
todos los mameros reales, a execepeién del néimero cere) perlenecen al
nimere de divisores comunes de los polinemies arbilrarios P (r}
¥ O (). 8i dos poliromios ne tienen oties divisores comunes, enlonces
estozs polinomios se llaman reciprocamente simples.

Se lama mdrime comin diviser de los polinomios £ (¥} ¥ @ {x)
tal polinomio D (¢}, ¢l cual es ¢l divisor comin de fstos y al mismo

“tiempo s divide entre cualguier divisor comin de dichos polinomios.

Anolemos que si 1 {«) es ol maxime divisor eonvin de los poli-
nemios £ (r) ¥y ¢ (z), entonces eb maxine comdn divisor de eslos poli-
nemios s lambién el polinomio e {z), donde ¢ cs un ndmero arbi-
trario, diferente de cero. En alras palabras, hasla ahora el maximo
comiin divisor de dus polinomios estd delerninado sélo con una pre-
cigion hasta el factor de Ja poteneia cero. Para lograr la uniformidad
complela en la definicidn del maximo comim divisor de dos polino-
mios, se aprovecha la condicién siguienle: de tndus los polinomios
eD (¢) ol wiximo comin divisor ¢s agquél, cuyo cocliciente mayor es
ipnal  # la wvnidad.

Ahorn se puede decir que dos polinomios son reciprocamenie
simples, si su méximo comin divisor es igual & la unidad.

1.3, Division de polinomios. Fsquema de Horner. Tearema de
Bezout. Sea que P (z} ¥ G (x) son los polinomios dados y el grado del
polinomio # (£} es mayor o igual al grado del polinomio @ {z). Si
resulia que ol polinomin 2 () no se divide eatre el pelinontio (73,
vs decir, si no existe ¢l palinomio G {x) tal que

P o) = ¢ (z)-C ),

entonces se inlruduce la operacion de Ja division incracla con resto,
Dividir el polinomio 2 (2} entye el polinomiv @ {r) con resto
sipnifica hallar dos polinomios G {£) y f (z) tales que

P ) = Q@-C@) kI (2)

donde eb grado del polinomio It (2} debe ser nenos que ¢l grado del
polinemio § ().

Bl polinonie £ {2) se Hawma dividende, (¢ {2}, divisor, & (3}, eo-
cieafe, y R (z} resto. Para dividir ¢l polinomio P ‘f[) cutre of polinomio
¢ () los pelinomios ¢ (z) ¥ # (z) se hallan uniformemente.

Para dividic nn polinomio entre olro se sucle aplicar Ia regia de
Ia «division mediante un angulos, Para esto se ordenin los politnyies
P e} v ¢ (2) segan las polencias decrecientes o y se halla ¢l téymuinn
mayor del cociente & (¢) partiendo de la condieion gue pava la mul-
tiplicacion del mismo por el término mayoer del divisor @ () debe
ubtenerse el término mayor del dividendo P (z). Kl término mayor
del enciente hallade se multiptica luega por el divisor y ¢l polinomio
oblenide se sustrac del dividende. De resultas de la sustraceiéa se
obtiene el polinomio P, (¢). El término siguiente del cociente se define
de la condicién que este término, siendo multiplicado por el Wérmino

401477
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mayor del divisor Q(z}, debe dar el término mayor del polinomio
Py (z), ete. El procese conlinta hasta que el grado de la diferencia
nueva {es decir, el grado de cierto polinomio Py (z)) no sea menor
que el grado del divisor. 1l polinomio Pj, () sera el resto.

Como resultado de la divisién del polinomio de n-ésimo grado
P (z) entre el polinomio de k-ésimo grado @ (z) (k < n) en ¢l cociente
s¢ obtiene el polinomio de grado n — k.

Ejemplo 3. Dividiv el polinomig P (x) = 2% + 234 322 4 32+ 2
entre el potinomio @ (z) = z* 4 = -+ 1.

El términe mayor del polinomio P (z) es el término z%, ¥ el
término mayor del polinomio @ (z) es el término z2. Dividiendo x¢
entre z2, obtenemos z2. El monomio 22 es el término mayor del co-
ciente,

Multiplicames el monomio 2? por ¢l polinomio @ (z). De resultas
de la multiplicacion se obtiene el polinomio z* 4~ 23 4- 22, Sustraemos
este polinomic del polinomio P {x):

(@ 2% 4 B2% + Bz 2) — (e 2P 2% = 22 - Bz + 2 = Py (a).

Observando que el grado del polinomio P, (z), obtenidoe comao
resultado de la sustracciéon, no es menor que el grade del polinomio
@ (x), continuamos el proceso de divisién; dividimos el término mayor
222 del polinomio P, (#) entre ¢l término mayor del polinomio Q (x):

21.'3
=

El polinomio de grads cero (el nimero 2) sera el Lérmino siguiente
del cociente,

Multiplicamos el poliromio @ (x) por el niimero 2. De resultas
de la multiplicacién se obtiene el polinomio 2z2 4 2z 4- 2, el cual
sustraemos del polinomio Py (z):

Py(z)— @2+ 22+ 2) = 228 + 32 + 2 —
— Q@+ 24+ 8 =2 =P, ()

Aqui el proceso de divisién se termina, puesto que el grado del poli-
nomio Py (z} es menor riue el grado del polinomie @ (z). El polinomio
Py (z) serd el resto de la divisién del polinomic P (z) entre el poli-
nomio @ {z). Todo el procese descrito de la divisiéon del polinomio
P (x) entre ¢l pelinomio @ (z) se refleja brevemente en la expresién
siguiente:

_ 2+ 23342 | 2f -z 1

2iF 342 T2
_ 22343z -2
2z -+ 2x+2
z

De csta manera el cociente de la division del polinomio

P(z) =24 2"+ 322 4 32 + 2
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entre ¢l pelinomio @ {z) = 2% 4 =+ 1 es el polinomio G () =
=224 2, yelrestoesel Iiolinom'u) R (r) = z, es decir, el polinomiu
P (z) puede ser escrito en la forma

4P+t 2 =t DEE+ 24

Esquema de¢ Iiorner. El teorema de Bezout, Pari dividir el poli-
nomio de grado n P {z} = age™ 4 az®! L L. LA 0y 43 - @y ealre
¢l polinomio de primer grade x — ¢ ¢s comodo emplear el wnétode
de divisibn abreviada (denominado esquema (e Horner). Esle se
obtiene como consecuencia de la definicién de 1a operacién de division
de polinomios, de la cual se deduece que dividiendo el polinomio de
n-6simo grado entre el polinomio lineal « — ¢ se puede obtener en ¢l
resto bien el polinomio de grado cero {es decir, un nimero diferente
cero) o bien eﬁl. cero, v el grado del cociente el igual a n — 1.

Sea que el cociente de los polinomios P (z) y z — ¢ tiene Ya [orma

G (2) = @gz™ ™t b eyzi? 4= L . A &y T By

y ol resto R (2) es igual al ndmero B. Ea virtud de la formula (2}
tenernos

agz™ + @zt A gt b L e b ey =
= {2 — ¢) (Gean™ a2t - L -Gyt b ey H B (D)

Suprimiendo los paréntesis y reduciendo los 1érmings semejantes
en el miembro segundo de la igualdad (3), de la condicién de la igual-
dad de polinomios obtencmos upn sistema de ecuaciones lincales para
hallar los coeficientes ag, oy, Gay « - vy Gpegy Eyoys B

Qg = g,
&y = ay + cay,
Qg == Ay -F oy,
Upmy = Bp-p T Hyog
B = dn + Ol g
A esta tabla sec denomina esquema de Horner.
La primera ecuacitn del sistema da e} valor ¢y = a,. Sustituyend«
el valor de oy ¢n la segunda ecuacién del sistema, obtenemos o, =
= a, + ca,. Sustituyendo este valor de o, en la tercera ecuacién del

sistema, obtenemos el valor &, etc. La dltima serd la expresién para
el resto B

B = gt + e+ ape™ 2+ .. apqe T .

Esta igualdad es conocida bajo el nombre de feorema de Bezoul:
Dividiendo ¢ polinomio ge@® 4 gzt - . .. 4 G -+ 2,
entre z — ¢ Se obtiene un resto que es igual al valor de este poimonuc
para z = c.
1.4. Algorilmo de Euclides para hallar el maximo comiin divisor
de dos polinowni 0s. Sea que P (z) y @ (x) 5on dos polinomios arbitrarios,

9*
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y el grado del polinomin P (z) es més o igual al grado del polinomio
Q (). Dividimos el polinomio P (x) entre ¢l polinomio Q@ (z), es decir,
hallamos el cocienle G (x} y el resto R (z) de la divisién de estos poli-
nomios, Luego dividimos ¢ (z) entre R (z) y obtenemos el resto R, (z};
dividimos R (z) entre R, (z) y obtenemos el resto f, (x); dividimos
R; (z) entre R, {z), ete. Puesto que los grados del resto todo el tiempo
decrecen, en edta cadena de divisiones sucesivas tenemos que llegar
dentro de un nimero finito de pasos, hasta el momento, cuando la
divisién se efectlia exactamente. El resto R, (), entre el cual se
divide «xactamente ¢l resto antecedente Ry, {x) scrd ¢l mdximo
coman divisor de polinomios P (z) y Q (). Es necesario advertir que
esle maximo comin divisor, en general, no tendra un coeficicate mayor
(que sea igual a la unidad.

El midximo comun-divisor de dos polinemios con un coeficiente
mayor igual a la unidad se obtiene, si dividimos Lodos los coelicientes
del divisor cotutin obtenido por el coeficienle para el Lérmino mayor.
Para mayor claridad escribiremos el algoriimo de Euclides en la forma
doe una cadena de igualdades:

Pr) = Q (0)-G {z) - 1 (2),

Q (&) = R (2}-G, {x) - 1y (2),

R {x) = Ity (5)-Gy (&) + fp (3,

Ry {r) = Ry (2)-Ga () + Ry (2}

By g {2) = By (2)-Gy (2) + By (),

Hyo (@) = Ry, (£)-Gpypy (2)-
Anolemos olra vez que el mixima comdn divisor del polinomio P {z)
¥ Q {z) cs el polinomio R, (z) dividido por el coeficiente mayor. El
algoritmo de Euclides para hallar el miximo comin divisor de dos
Pnlinomins cs completamente andlogo al aigoritmo de Euclides para
1

allar el mdximo comin divisor de dos nimeros naturales.
Ejemplo. Hallar el madximo comun divisor de los polinomios

P(r) = b — 5% — 22 + 22% - £ — 1,
Q(r) = a® — 1§,

Dividamos «mediante ¢l dngoloy el polinomio P («) entre ¢l polino-
miv ¢ (e):

B A ALY L T B | I e

T —z* (28 —g—2
— 288 -8t -
| 4
=283t —
— 257 +2

3z*—3
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El cociente es G (z} = z* — z — 2, ¢l resto, Rt (x) = 32% — 3,
Dividimos el polinomio @ (z} entre el resto R (x):

1 | 322 —3
- 1 %
x -1 3

Designamos el cociente con @, (#), y el resto, con R, (+), En virtud
del algoritmo de Euclides dividimos ¢l resto de la divisién anterior
R (z} entre el resto obtenido R, (x):

_3:.':2--3 z—1
328 — 32| 323
3z—3

El polin mio R (z) se dividi6 exactamente enire el polinomio
R (z) = = — 1. Por consiguiente, el polinomio = — 1 es el maximo
comiin divisor de dos polinomios dados P (z) y O (x).

1.5. Raices de wun polinomio. Sea P(z) = agz®+
+ @ 2"t b apz™? 4L L 4 4,17 + a, cierto polinomio de
grado n. Tomemos el ndmero ¢ y sustituyamoslo por la varia-
ble z én el polinomio P (z). El nimero obtenido

A" @y g™t 4 L e + a,

se llama valor del poliromio P {(z) para z = ¢ y se desig-
na P (e).

El numero ¢ se llama raiz del polinomio P (z), si el na-
mero P (c) es un cero.

El concepto de raiz de un polinomio se conecta estrecha-
mente con la obtencién del divisor lineal de un polinomio. Si
el nimero ¢ es la raiz del polinomio de grado » P (z), enton-
ces el polinomio P (z) se divide entre el polinomio lineal
x — ¢, es decir, el polinomio P (z) puede representarse en

la forma
P (z) = (z — ¢) Q (z),

donde Q (x) es el polinomio de grado n — 1.

Puede resultar que el polinomio de n-ésimo grado P {z) se
divide no sélo entre el polinomio lineal z — ¢, sino también
entre un grado mds alto de éste, es decir, por el polinomio de
la forma (z — ¢)*, donde k es un ndmero natural mayor que
la unidad. El ntimero ¢ se llama raiz de la multiplicidad k
del polinomio P (z) (o raiz miltiple k), si el polinomio P (z)
se divide entre el polinomio (z — ¢)*, pero no se divide por el
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polinomio {z — ¢)**L. Si el polinomio 2 (x) se divide entre
¢l pelinomio lineal & — ¢, pero no se divide por (z — c):,
entonces el nimero ¢ se liama raiz simple del polinomio P (z).

Para que el niimero ¢ sea la raiz multiple & del polinomio
P (2). es necesario y suficiente que el ndmero ¢ sea la raiz
mialtiple (¢ — 1) de la variable del polinomio 2 (z}.

1.6. Férmulas de la multiplicacién abreviada. Iis fi-
¢il convencerse gue cl nimero ¢ es la raiz del polinomio
4" —¢® {(n es cualquiera) y i nimero ¢, la raiz de los polino-
mios 2™ — ¢* (n cs par) y 2" + ¢ {» es impar); por eso

1) el polinomio " — ¢® se divide por el binomio & — ¢
para cnalquier n natural; )

2) el polinomio z" — ¢" se divide por ¢l binomio x + ¢
para cualquier n par;

3) el polinomio z”* + ¢" se divide por el hinomio x + ¢
para enalquier n impar,

Como resultado de la division se obtienen respeclivamen-
te los polinomios de grado (n — 1):

aft—e? 4 5 <2 — o
o Pt IR TR o M B T B S
7+ 1
= 5| ar-k-iek (n es cualquiers);
k=0
MR E . i " =
w:x“ Lg% b g3 — b =
1
n—1
| E A Py
S (et o es pan
F A0 |1
i Lgn g e - = =
‘T__;_—{, s .'E"' 1..._3:"' ?.L. _i_ xﬂ 3'.:2__ _ __:D,.cl'l 2 __i_ Cn 1 __
n—1
1 | K -
= S (—1r 2"k (n es impar).
fe==p)

En particular, de las igualdades ciladas més arriba se
deducen las férmnlas mas simples gue se liaman formulas de
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la multiplicacion abreviada:

(z 4 ¢) (& — ©) —
{x +¢) (2% — ze + %) = 2% + %,
(g —c){a* + ac + &) = 2% — .
1.7. Férmulas de Vitte. Entre las raices ¢, ¢ ... 6,
del polinomio de grado n
Py =2" + a@x™' 4+ a2z + . . . aux + oy
con el coeficientec mayor que es igual a la unidad (cada raiz
se toma tal niimero de veees, cual es su multiplicidad), exis-
ten las dependencias que se Haman férmulas de Viéte:
Gteteat ety = —ay
oy b ey A oL b ey = Ay,
Csly + €160 + .« o F Cufpaifn = — Uy
CiCeCy: + Cn-1fn = (—1)"a,.
Si P (x) es un trinomio de segundo grado, es decir,
P (z) =2 + pz + q,
y los nimeros ¢, y ¢, son sus raices, entonces las formulas de
Viéte ticnen la forma
&+ = —p, or.= 4.
Si P {x) es un polinomio cibico, es decir,
P(e) =2+ px* + qe + 1,
y 108 niimeros ¢,, ¢s, ¢4 son sus raices, entonees las formulas
de Viéte tienen la forma
€L €2 T €3 = — Py €€ T Cofy 4= 6165 = ¢,
CifaCy = — 1.

1.8, Teorema fundamental del dlgebra. [ntroduciende ¢l concepto
de taices del polinemio, no hemos plantcado la cuestion sobre si cada
polinomio con coeficientes reales ticne raices. Es conoclde que existen
polinomios con coeficientes reales, que no ticnen raices reales (2% 4- 1
es ung de tales polinomios) y precizsamente este hecho es una de las
causas de la introduccién del concopto de nimery complejo. Se puede
suponer que existen polinomios que no tienen raices incluso en cl
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:

conjunto de nimeros complejos, sobre todo si examinamos los poli-
nomios con cualesguiera coeficientes complejos (un caso particnlar
de los cunles son los polinomios con coeficientes reales), Si esto fuer
asi, entonces vl sistema de mdmeros complejos necesitaria de una
extensién posterior. Fn realidad, sin embargo, es vilide el siguiente
teorema fundamental del dlgebra:

Cualquier polinomio de grado » con coelicientes complejos en el
conjunio de nimeros complejos tiene exactamenle n raices, si cada
raiz miiltiple se cuenta tal nimere de veces, cual es su muliiplicidad.

Todas las demostraciones de ¢sle teorema {las ¢uales son bastiante
numeresas) en mayor o menor grado utilizan las propiedades de los
nimeros reales y complejos relacionades con la continuidad, a con-
secuencia de lo cual 1odas estas demostraciones no se pueden considerar
puramenle algebraicas.

El teorema fundamental del dlgebra es vélido también paru
n == 0, puesio que ¢l polinomio de grado cero no tiene raices. Bl teorema
fundamental del &lgebra no es aplicable sélo al polinomio nulo, cuyo
grado no estd definido.

1.9. Descomposicion del polinomio en factores. Ln virtud del
teorema fundamental del dAlgebra el polinomio de n-ésimo prado

P (x) = agrt" -}~ ape?™? - qgxe™2 - o0 by -y

con cualesquicra cocficientes complejos (¥, en Farticular, con reales)
tiene = raices (tenicndo en cuenta sus multiplicidades) y,-por con-
sipuiente, se divide cxactamente en polinomios lineales.

L= gy X By i speke—iCg

donde ¢, ¢, - . ., £, son las raices del polinomio: es decir, el poli-
nomie lo representamos en forma del producto de » faclores lineales:

Px) =ag{e—c¢) (x— e} ... (£—cp).

La descomposicion del polinomio P (x) en producto de polinomios
lincales es (inicamente con una precisidn hasta el orden de sucesién de
faciores.

1.10. Ciertas consecuencias del teorema fundamentat del dlgebra
para los polinomios con coeficientes reales. Si un ndmere complejo
{(pere no real) ¢ = « -~ Bi es una raiz del polinomio de r-Gsimo grado
con coeficientes reales, entonces también cl niimero ¢ — a — Bi con-
jugado complejamente cen el nimero ¢ == o |- Bi serd la raiz del
polinomio dado.

Del caricler conjugado de las raices complejas de un polinomio
con cocficientes reales 3¢ deduce que cualquier polinomic de grado
impar con coeficientes reales tiene por lo menos una raiz real.

Sea que P () es un polinomio de grado a con coeficientes reales,
y ¢ = a -{- Bi, su raiz. Entonces ¢l nimero ¢ = « — Bi.c8 también
la raiz del polinomio P (x), y, por consiguiente, ¢l pelinomio P (r)
puede ser representado en la forma

P)=(x—c)(z—c)Q(2)
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donde Q (z} es ¢l polinomio de {» — 2)-ésimo grado con coelicientes

reales,
El producto

(z—¢) (g — ) = 22— (¢ + &) z + ¢¢ = 2% — 20z + o® + f°

representa un polinomio de segundo grado con coeficientes rcales.

De ‘esta manera, cualquicr polinomio con coeficientes reales se
representa y ademds mediante vn inico procedimiento {con una preci-
sidn hasta ¢l orden de factores), en la forma del producto de su coefi-
ciente mayor ag, do cierlos polinomios con coeficientes reales del
tipo z — ¢, que corresponden a sus raices reales, y de los polinomios
cuadrados de la forma z? — (c + ¢} z + ¢¢, que corresponden a los
pares de raices complejas conjugadas.

Anolemos que entre los polinomioes con cocficicntes reales y con
coeficiente mayor, igual a la unidad, solo los polinomios lineales
x — ¢y loa polinomios cuadrades que tienen la forma =2 — (¢ + ¢) z +
- ¢¢ son indescomponibles en factores de grado menor en el conjunto
de niimeros reales (0 son irreducibles).

La propiedad demostrada de los polinomios con coeficientes
reales c8 analoga a lu propiedad de descomposicion de cualquier nimero
natural en factores primmos. Para cualgquier polinomio P (r) de a-fsimo
grado con coeficientes reales y el primer cocficiente, igual a la unidad,
s¢ puede cseribir la descomposicion, aniloga al desarrollo canénico de
los niimeros naturales (véase p. 1.3 de capitule 2):

Plz)= (.r_._gl}kx (::—cz)k’ il c;}kf 4
X [2*—(eras €141) I+€I+1Et+1]k£“ _

- - k
. (22 —{erem +epem) =+ eremCieml e
Eydkoto bR 42 (kg hm) =m,

donde ¢, ¢, .« .., ¢; son las raices reales del polinomio con las multi-
plicidades’ &y, ks, -+« K¢y ¥ ferqs iah -0 o {Citms Ci+m) Son los
pares de las rafces conjugadas complejamente con las multiplicidades
Kigas v o o Kppy, respectivamente,

§ 2. Polinomios de varias variables

2.1, Monomios y polinomios de varias variables. La expresiéu de
la forma

k
axf'z!’ T

donde a es un coeficiente numérico distinio de cero, y &y, kg .« - -, Ky
son pumercs enteros no negativos, se llarna monomio de r variables
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Zyy Ty . -y Zp. Dos monomios de r variables

a.ri“z2 oo z‘ﬁ" ¥ b:ci':cf;’ i xg'

se llaman semejantes, 81 by = L, ks = b,y . . ., by =15
La suma del niimero finito de un monomio gue tienc la forma

a:ri"a:g’mg’ ... se 1lamja polinomio P {2,, @4, T3, . .., ZTp} de n
variables x,, z,, Z3, - - ., 23", L0 monomios que forman el polinomio

ge llaman términos del polinomio.

Al mismo tiempo se presupone que el polinomio P (x,, 5, %3, « + .

- .y %3} no contiene 1€rminos semejantes y que se consideran séslo los

términos con cocficientes distintos de cero. El exponente més alto con
el cual la variable x; entra en ¢l polinomio se llama grade del polino-
mio P {(ry, x4, 23, . .+, z,), TeSpecto & cierta variable clegida z; (i =
== 1, &y Gy ..y B

El numero

kl.’la"kg'g"ks'i—---"{_kn\

es deeir, la suma de los exponentes de las potencias de todas las va-
riables x; que entran cn el monpmio dado se Hama grado del monomio

kypkyrh &
xhgphegh ., xkn

{0 grado de un conjunto, de variables). El valor méas grande de la suma
fey + g 4+ kg -+ ... 4= k, que sc encuentra en cualquiera de los
t(‘srminos del polinomio se llama grade de un polinomio del conjunto
de 10das las variables, '

Eldpolinomio P (x;, 24, 25, .+ . -, &,) S¢ 1lama homogéneo, 8i los
grados-de todos los monomios que entran en el polinomio son iguales,

2.2. Ordenacion lexicogréiica de los términos de un pelinomio,
Mientras. que para fos polinomios de una variable existen dos modos
naturales de ordenacion de los términos de un polinomio, segin las
potencias decrecientes y crecientes de la variable, para los polinomios
de variss variables tales modos naturales-ya no son utilizables. Sin
embargo, existe un modo gue se utiliza frecuentemente de ordenacion
bastanie determinada de los términos de un polinomio de varias va-
riables, que se Hamo modo «lexicoprdficos. Este modo es andlogo al
modo de ordenacién de patabrus en el diccionario: considerando las
letras oydenadas de 1al manera ¢omo se hace en ¢l alfabetn, se deter-
mina la posicién mulwa de dos palabrag en el diccionario por sus
primeras letras; si las primeras letras coinciden, entonces por las
segundas, ete.

La esencia del modo ¢lexicograficon de ordenacién de los términos
de un polinomio de varias varianbles consiste en lo siguiente.

Sea que P (#;, 2,5, x5, ..., Tp) €8 Un polinomio de » variables
Ly Tae Egyy « - -y Tp, ¥ SUPORZLMAS ue

ks oy By ka 1

I
ERIEC TR o . S 1 ?

1 !
2a'@yt o 0a X'

gon dos términns distintos del polinomio dado. Puesto que estos dos
lérminos son distintog, por lo menos una de las diferencias de los
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exponentes de grados
A R N )

es distinta del cero. Tl término 2tz Ragke | . P se considera su-
perior al término aftzpralt . . . 2{F, si la primera diferencia distinta
de cero en (4) es posiliva. En caso contrario el término oL, An
se considera inferior al término zitzl . . . 2P, Dicho de otra manera,
el término z¥izlz=a%" . . . 24" es superior al término zhalezlr oL 2R,
siky > b 08l ky = b, ky > Iy, ete. Es dificil advertir que de que el
término Zzfrafis ... 2XM es superior al término zhalls .2
no se deduce que el grado del {érmino Haalsghs | | 2%R es mayor que
el grado del término «Palzl® . . . 2. Asi, por cjemplo, el érming
#3x, se considera superior al término 222§, aunque su grade (por el
conjunto de varisbles) es menor.

Comparando entre si todos los términos del polinomio, destaca-
mos de cllos aguel que es superior a todos los demas, ¥ lo escribimos
en el primer lugar. Comparamos los demas 1erminos del polinomio
v destacamos de ellos al superior, que lo escribimos en el segundo
lugar, etc. De resulias obtenemos la expresion del polinomio de » va-
yiables, en la cual cada término, comenzando por el segundo, es in-
ferior al anterior. . )

Esta forma de cscritura se 1lama modo lexicografico de expresién
de un polinomio de varias variables. Il término del polinomio que
se encuenira en ¢l primer lugar se comsidera término superior de un
polinomio.

§ 3. Fracciones algebraicas racionales

3.1. Operaciones ariiméticas con las fracciones algebrai-
cas. La expresion que tiene la forma

P
& )

donde P y Q son los polinomios de una o de varias variables¥),
se llama fraccidn algebraica racional. ¥l polinomio 1 se llama
numerador de una fraccion, y el polinomio Q, su denominador.

Seguidamente, caso de que no haya adverlencia especial
se estudiaran las fracciones, el numerador y denominador
de las cuales son los polinomios de una variable.

La fraccion algebraica racional (1) estd definida para
todos los valores de la variable z, a excepcién de la lista
finita de valores que anulan el polinomio Q () (las raices
del polinomio @ (2)). ’

*) La fraccién algebraica racional a veces tamnbién se denomina
expresidn algebraice racional.
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El conjunte de valores de una variable z, para los cua-
les el denominador de la fraccién se distingue de cero, se
llama conjunto de valores admisibles de la variable z de la
fraccién algebraica dada. Dos fracciones racionales algebrai-

P(z) Py(a)

Cas 5= V G se llaman iguales (o idénticamente iguales),

si P {2)-Q, tz} = Q(z)- P, (x) para todos los valores a,
para Jos cuales Q (x) 5= 0 y @, () %= 0. De la definicién de
la igualdad de fracciones se deduce que la fraccién algebrai-
ca no cambia, si el numerador y el denominador de la frac-
cian se multiplica por un mismo polinomio KX (z):

P @) _ P(@)K(x)
0@ T 0@ K@

lin esta propiedad se basa ]a regla de simplificacién de lag
fracciones algebraicas, es decir, la divisién del numerador
y del denominador por su comiin divisor y también la reduc-
cion de fracciones a un denominador comfin.

Como resultado de la simplificacién de una fraccién alge-
braica puede ser obtenida una fraccién algebraica que tiene
un conjunto de valores admisibles que no coincide con el con-
junto de valores admisibles de la fraceién original. Esta cir-
cunstancia debe tenerse cn cuenta cuando se simplifican
las fracciones algebraicas.

Por ejemplo, la simplificacién de la fraccién algebraica

z2—1
x(xz—1)

en un polinomio lincal # — 1 reduce la fraceion algebraica
dada a Ja forma
x+1

P

[l nimero 1 entra en el conjunto de valores admisibles
de la fraccién obtenida, mientras que para la fraccién origi-
nal ¢l ndmero 1 no entraba en el conjunto de valores admisi-
bles.

La fraccion algebraica

BQy+Py-Q
g )
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se llama suma de dos [raceiones algebraicas racionales
& .
Q [
Se dice que la fraccion algebraica {2) estd obtenida de resul-

tas de ln adicién de fracciones —5 Yy .4 v se eseribe

1
F’-O;-!-P:-O:ﬁ._i__{t_
@Q-¢1 [
La fraccién
P.P, .
oz )
se llama producto de dos fracciones algebraicas racionales
L.
¢ Q1

Se dice que la fraccion algebraica (3) (“;t.i obtenida de resul-
tas de la multiplicacion de fracc:ones y ” y se escribe

PPy _P P
Q9 ¢ O.°
La fraceion
PO\ —DPy-¢ £
X )
se llama diferencia de dos fracciones algebraicas
e
¢ Y

Se dice que la fraccion algebraica (4) esti obtenida de re-

P P
sultas de la sustraccion de la flacmon —J de la fraceion 7
l

y se escribe
POy—Py-Q I P
Q-0 0 O

La fraccién

P.Q -
o, )
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se llama cocienie de dos fracciones algebraicas racionales

p P
o
Se dice que la fraccién algebraica (5) estd obtenida de resul-
tas de la divisién de la Irac‘cién—‘g entre la fraccidn %: y se
escribe
PO, BBy
QiPy — € @y

El cociente de dos fracciones algebraicas racio -ales esta
definido para todos aguellos valores admisibles de la varia-

ble z de las fracciones % ¥ i , para los cuales P, (z) == 0.
1

Las operaciones de adicién y multiplicacion de las frac-
ciones algebraicas racionales son asociativas y conmutativas
y se relacionan por la ley de la distributividad de la multi-
plicacién respecto a la adicién.

3.2. Fracciones algebraicas propias. La fraccion alge-
braica racional ‘Z—EB se llama propia, si el grado de un po-
linomio que se¢ encuentra en el numerador de la fraccion es
menor que el grado del polinomio que se encuentra en el de-
nominador de la fraccidn, y se llama impropic en el caso
contrario.

De esta manera, la fraceién

x'i
D41
es propia y las fracciones
z3 3
¥

g2—3 z+1
son impropias.

Cualquier fraccién algebraica racional impropia %’%
puede ser representada en forma de suma de un polinomio y de
una fraccién propia. Para esto es necesario hallar el cociente
G (z) y el resto R {x) de la division del polinomio P (z) por

el polinomio @ (z). Entonces la fraccion impropiag—i-z re-
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sulta ser representada en la forma

o =6 (@) +Har, ®)
donde %: es una fraccion propia, y & (x) es un polinomio
llamado parie enterc de la fraccién algebraica racional.

La representaciéon de la fraccién impropia g{—g en la

forma (6) se llama formacidn de la parte enlera de la fraccion
algebraica impropia.
Ejemplo. La fraccién algebraica raciomal
zﬂ
FE |
puede ser escrita en forma de suma de un polinomio y do una
fraccién algebraica racional:
I'.!

r+1
donde el polinomio 22 — z -+ 1 es la parte entera de la frae-
cién algehraica impropia.

=gt g —

1
z+1 ?

i ?.3. Fraeciones simples. Una fraccién algebraica racional propia
(z
Q (=)

cierto polinomio irreducible ¢ (x):
C@y=gt(n) (xk=1),

y el grado del numerador P (a:% es menor que el grado del polinomio
g {z). Recordemos, que emtre los polinomios con coeficienies reales
¥y con ¢n términoe mayor igual a la unidad, son irreducibles s6lo los
olinomios lineales z — ¢ y los polinomios cuadrados ¢ue tienen la
orma z* -4 px 4 ¢, si los coeficientes del irinomio de segundo grado
satisfacen la desigualdad p? — 4g < 0. A consecuencia de eslo una
fraccién algebraica racional puede ser simple sblo en los casos, cuan-
do su numerador P (z) es o un polinomic de primer grado o un polino-
mio de grado cero {es decir, un nimere no igual a cero).

Ejemplos, 1. La fraceién (mf; 11):; (¢ ¢s natural) serd una frac-
ci6n algebraica racional simple, puesto que su denominador es el grado
de un polinomio irreducible vy el grado de an polinoinio irreducible
es mayor que el grado del mumerador.

se llama simple, si su denominador ¢ {z) es el prado natural de

2. La fraccitn no es una {raccién simple, puesto gue el

= 4 1
grado del polinomio gue se encuenira en el numerador de fa fraceién
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es mayor que ¢l grado del polinomio que se encuentra en el denomi-
nador,

3. La [raccion

xs'r_ 7 1o es simple, pnesto que su denominador
se puede descomponerlo en factores.

En la icoria de las fracciones algebraicas racionales ¢l fugar de
mayor imporlancia le pertenece al feorema siguiente:

Cualquier fraccion racional propia se descompone ¢p una suma
de [racciones simples y esta descomposicion es Gnica,

Ejempio 4. Descompdngase en una suma de fracciones simples la

i P ]
[raccién propia

Q¢ (2)
P ) = 208 — 4020 - Ta® -} 4e |- 8,

Q(r) = 25 — 227 - 2% — Jx <|- 2.

, donde

El polinomio ¢ {r) pucde ser vepresentado en la [nrma del pro-
ducto de polinomioes irreducibles:

2% — 2% - 20T — B4 2 = (& -F 2) (0~ 1)3 (22 - 1),

La descomposicion buseada de la Tritecion deboe tener Ia forma de

{xr
@
Py A B 2 Dx+E
T Fi =T g T

donde quedan por hallar los aimeros A, B, C, B, E, Reduzeamos el
micmbro segundo de la fraceién a un denominador eomin y, utilizando
la definicién de la igualdad de polinomios, obtendremos un sistema
de cinco ccuaciones linvales con cinco Incégnitas: 4, B, ¢, D, E,
El sistema obtenido tendra una tnica soluciom:
A=38-1,C=—-2 D=1, E=-—3y, por consiguienie,
la descomposicién buscada tieme la forma

Ligh €A TP 1 2 g
R T T T e =

3.4, Proporciones. La igualdad qire ticne la forma
a € -
b d ™

se llama proporcion y a, b, ¢, d, términos de la proporeidn.
iin la proporcidn (7) @ y d se llaman términos extremos, y b
y ¢, términos medios de la proporcion.

De la proporcidn (7) se deduce:
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1) a-d = b-c;
9 axh _cxd e—b _ c—d
) b  d * atb cetad?

ma-nb _ mec -+ nd
pa-+gb pe-qd

(p?oporciones deducidas),

donde m, n, p, ¢ son ndmeros arbitrarios (p y ¢ no son simul-
tdneamente iguales a cero).

§ 4. Expresiones algebraicas irracionales

Una expresién algebraica se llama irracional, si con
las variables que eniran en la expresién algebraica se efec-
tha, junto con las operaciones de adicidn, sustraccién, mul-
tiplicaciéon y divisién, la operacién de elevacién a wna
potencia (no entera) racional,

Ejemplos. 1. La expresion algebraica

Do Vo

es una expresion algebraica irracional, puesto que la varia-
ble = se encuenta bajo el signo de la raiz cuadrada.
2. La expresién algebraica

3
V22—V ax—1

respecto a la variable 2 no es una expresién algebraica irra-
cional. Si consideramos a como variable en esta expresion
algebraica, entonces la cxpresién es irracional. De esta ma-
nera, }a respuesta a la cuestién sobre la irracionalidad de
una expresion algebraica depende de qué magnitudes en la
expresion algebraica dada se consideran variables y cudles,
cocficientes.

Las transformaciones de las cxpresiones algebraicas
irracionales se efectian de acuerdo con las leyes generales
de las operaciones aritméticas y con las reglas de operacio-
nes con radicales,

Eliminacién de la irracionalidad del numerador (denomi-
nador) de una fraccién algebraice irracional. La expresién

10-01477
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algebraica que tiene la forma
{{x) 1
g () )
se Hama expresion irracional jraccionaria, si por lo menos
una de las expresiones algebraicas f (z) o g (x) es irracional
respeclo a la variable a.
Sea § (x) cierta expresion algebraica irracional respecto
a la variable z. La expresion algebraica S () que no es idén-
ticamente igual a cero se llama factor adicional para la ex-
presién algebraica § {x), si § () S (x) es una expresi6én alge-
braica racional respecto a la variable x. E]l conocimiento de
jactores adicionales para las expresiones algebraicas que se
encucairan en el numerador (o en el denominador) de la frac-
cion (1), permite representar la fraccion % en forma de
una fraccion, el numerador (denominador) de la cual es la
expresion algebraica racional:

b il F
£ g f e’

donde f es el factor adicional del numerador y g, ol factor
adicional del denominador. Tal transformaciéon de la ex-
presion ireacional es la que se llama eliminacion de la irra-
cionalidad respectivamente del numerador y del denominador
de la expresion [raccional irracional.

De esta manera, el proceso de eliminacion de la irracio-
nalidad sc reduce a-hallar un factor adicional para la expre-
sion algebraica § que contiene radicales. Podemos decir, que
¢s muy dificil indicar un método universal de obtenciéon del
factor adicional. A continuacién citamos los factores adicio-
nales para cicrlas expresiones algebraicas de dos variables,

ry oy

S (z, y) Sz, y) Sz, ) Sz, y)
Vzhy? e zy

VzVy VzFVy z—y
4 3. S . 3 v
Ve VyV2FVay+V§¥E zxy
H..... TI_- ﬂ'___. n ﬂ___,
Va—Vy Va T +V a3+ ...+ V™ z—y
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(n os cualquier)

b1 - n - k] n n et

Va+Vy Va7 =V +. V5T zty
(n es impar).

Es muy fécil convencerse, que si la expresién algebraica
S (z, ¥) es un factor adicional para la expresién algebraica
S (z, y), también la expresién algebraica S (z, ¥) serd un
factor adicional para la expresion algebraica S (r, y).

Observemos que si el niimero de sumandos que contienen
radicales es mayor que dos, entonces la eliminacién de radi-
cales del numerador (denominador) de la fraccidén es comodo
efectuarla en ciertos casos, utilizando sucesivamente las
férmulas de la multiplicacion de irracionalidades.

Ejemplos. 1. Eliminar la irracionalidad del denominador
de la fraccién algebraica

I
VLY z41
Observando que de factor adicional para ¢l denominador
sirve

a -
Vz—1,
multiplicamos el numerador y el denominador de la fraccion
3
por la expresién Y z—1:

SR . B z(Vz1) _z{V=—1)

VEtVatt ~ i) YR ryet) =1 "

2. Eliminese la irracionalidad del denominador de la
fraccién

1
VetV Ve
Designando 'z 4+ Vg = ¢ y multiplicando el numera~
dor y denominador de la fraccion dada por la expresion
t + V7, obtenemos
L _4VEi Vet Vit Vi _ Vit VitVi
t—Vi Pz (Vait V)= rtu—sh2Vam

ig#




148 Algebra Cap. 4.

Como resultado de Jas transformaciones de la fraccion
algebraica original cfectuadas hemos obtenido nna fraccién
algebraica que contiene en su denominador sflo un radical.
Ahora, multiplicando el numerador y denominador de la
fraccion por la cexpresidon

(x+y—z)—2 V;"gt

obtenemos la fraccién que ya no contiene la irracionalidad
en el denominador:

{(Vz4+ Vit VD) (z4y—3—2 Vzy)

(z-ty—a)* —4zy

§ 5. Ecuaciones. Ecuaciones algebraicas

5.1. Principales definiciones. En algebra se estudian
dos tipos de igualdades: identidades y ecuaciones.

La identidad es una igualdad que se cumple para todos
los {admisibles) valores de las letras que eniran en ella *).
Para escribir la identidad junto con cl signo = se usa tam-
bién el signo =.

La ecuacién es una igualdad que s¢ cumple sélo para
clertos valores de letras que entran en eclla. Las letras que
enfran en la ecuacidn, segun la condicién del problema,
pueden ser no equivalentes: unas pueden adquirir todos sus
valores admisibles (son los llamados pardmetros o coeficientes
de la ecuacién y suclen designarse por las primeras leiras
del alfabeto latino: g, b, ¢, ..., 0 por las mismas letras
con los indices: ay, ag, + .+« 0 by, by, . . .); Otras, cuyos valo-
res es necesario hallar, son las 1lamadas incégritas (suelen
denominarse por lag ultimas letras del alfabeto latino:
z, ¥, 2, ..., 0 por Jas mismas letras con los indices: x,,

x2!"'0y1vy‘£l--')‘

*} Bajo el término admisibles se enticnde aguellos valores numé-
ricoz de las letras, para los euales son realizables todas las operagio-
nes que se efectiinn con las letras que eniran en la igualdad. Por ejem-
ple, los valores admisibles de las letras que entran en la igualdad

el
a
son los siguientes: para a (—oo; 0) U (0; +o0); para z [2; o),
para b (—oo; o).
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En su forma general la ecuacion puede ser escrita como
sigue:

F lpy, Tay o any Tp) =

Segin ¢l nimero de incégnitas la ccuacién se llama,
ecuacién con una, dos, ete. incdgnitas.

El valor de las incdgnitas que convierten la ecnacion en
identidad se llama solucién de la ecuacion.

Resolver una ecuacion significa hallar el conjunto de sus
soluciones o demostrar que las mismoas no existen. Segin
el tipo de ecuacién el conjunto de soluciones de una eciacion
puede ser infinito, finite y vacio.

Si todas las soluciones de 1a ecnacidén ¥ == 0 son solucio-
nes de la ecuacion ¢ == 0, entonces s¢ dice que la ecuacion
G = 0 es consccuencia de la ecuacion F = 0 y se escribe

F=0=G=0.

Dos ecuaciones

F=0yG=0

se llaman equivalentes, si cada una de elias es consecuencia
de la otra, y se escribe

F=0<=0G=20,

De esta manera, dos ccuaciones se consideran equivalen-
tes, si el conjunto de soluciones de estas ecuaciones coinciden.

La ecuacion /' = () se considera cquivalente a las dos
(o a varias) ecuaciones F, = 0, F, = 0, si el conjunto de
soluciones de la ecuacidon ¥ = 0 coincide con la union de los
conjuntos de soluciones de las ecuaciones F; = 0, /, = 0.

Ciertus ecuaciones equivalentes:

1) La ecuacion F 4- G = G es equivalenle a la ccnacion
F = 0, que estudia sobre el conjunto de valores admisibles
de la ecuacidon original.

sz 3PP . =
2) La ecuacidén 5= 0 es cquivalente a la ecuacion

F = 0 que se estudia sobre el conjunto de valores admisi-
bles de fa ecuacitén original.

3) La ecuacién ¥.G ~= 0 es equivalente a las dos ccua-
ciones F =0 y G = 0.

4) La ecuacién F* =0 es equivalente a la ecuacién # = 0.
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5} La ccuacién F" = G™ para n impar cs equivalente
a la ecuacion /' = G, y para n par es equivalente a las dos

ecuaciones F =G y F = — G.
La ecuacién que ticne la forma
Pn . 0,

donde 7, cs ¢l polinoniic de n-ésimo grado de una o varias
variables, se llama ecuacién algebraica.

Se llama ecuacién algebraica con una incognita la ecua-
cién que se reduce a la forma

@z @t t At - L L+ oa, aZ - ay = 0,

donde n es un nimero entero no negativo; los coeficientos
del polinomio a,, @, a,, . .., @n-1, @, se llaman coeficien-
tes (o pardmetros) de la ecuacién y se consideran dados:
2 se llama inedgnita y cs buscada. El ntimero n se llama
grado de una ecuacién.

Los valores de la incégnita x que convierten a la ecua-
cion algebraica en identidad se llaman raices (a veces solu-
ciones) de una ecuacién algebraica. Antes de exponer los
conocimientos sobre los tipos particulares de la ecuacién
algebraica (lineal, cuadritica y otras ecuaciones) observe-
mos, que los métodos de solucién de las ecuaciones cuadréti-
c¢as y lineales ya eran conocidos hace mucho tiempo, mientras
que el descubrimiento de los métodos de solucién de las ecua-
ciones de tercero y cnarto grado se refiere al siglo XVI.
Después, casi tres siglos continuaron las tentativas infrue-
luosas para hacer el siguiente paso, es decir, para hallar
las férmulas que expresen mediante los radicales las raices
de cualquiera ecuaciéon de quinto grado a través de sus coe-
ficientes. Estas Lentativas se terminaron s6lo cuando Abel en
los afios veinte del siglo pasado demostré que tales [6rmulas,
que dan la solucién de las ceuaciones de n-ésimo grado para
cualquier n> 9, no pueden ser halladas,

Fiste resultado de Abel no elimind, sin embargo, las po-
sibhilidades de que las raices de ciertos polinowmios coneretos
con coeficientes numéricos pueden, no obstante, expresarse
dé una u otra manera a través de los coeficientes mediante
cierla combinacion de radicales. F1 problema sobre las con-
diciones, para las cuales la ecuacién dada cs resoluble en
radicales, fue investigado por Galois en log afios Lreinta



§ 5. Ecuaciones. Ecuaciones algebraicas 151

del siglo pasado. En particular, él mestrd que para cualquier
n>> 5 se pueden indicar las ecuaciones de n-ésimo grado que
son irresolubles en radicales incluso con cocficientes numé-
ricos enteros. Tal, por ejemplo, es la ecuacion 2 = dr—
g

5.2. Ecuacién lineal. La ecuacién de primer grado
az 4+ b =0, 1)

donde a y b son ciertos mimeros reales, se llama ecuacion
lineal.
s . ; . i
La ecuacion lineal siempre tienc una sola raiz z = — E)’
la cual se halla de la manera siguiente.

Adicionando a ambeos miembros de la ecuacion (1) ¢l

nimero — b, obtencmes la ecvacidn
ar = — b, (2}
que es equivalente a la ecuacién (1). Dividiendo ambos miem-

bros de la ecuacion (2) por el valor « = 0, obtenemos la
raiz de la ecuacion (1):

= ——

a

5.3. Ecuacion cuadratica. La ecuacion algebraica de
segundo grado
az® 4 bz -+ ¢ = 0, {3)

donde a, b, ¢ son cierlos ndmeros reales, se Hlama ccuacion
cuadrdtica. Si @ = 1, entonces la ccuacidn cuadrilica (3)
se llama reducida.
Las rajces de la ecuacion cuadritica se caleulan por la
formula
 —~bo VP —dac
i-27 P ]
la cual puede ser obtenida como resultado de las Lransforma-
ciones signientes de la ccuacidn inieial *).
Escribimos el trinomio de segnude grade ad® -+ be ¢
que se encuentra en el primer miewhro de ta couacion (3) en
forma de cuadrado perfecto y efectuamos tas Lransformacio-

*) La expresion b2 — 4ac se llama diseriminante de la cenacion
cuadratlica,
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nes, como resultado de las cuales cada vez se obtendra una
ecuacién equivalente a la ecuacién inicial:

oot ) P 0 o (sa )’

: 4a
zb’;:A ( +_)2m£;§ac
4:-1/(x+2a ]/baéafac
=[etg =R

La altima ecuacién es equivalente a dos ecuwaciones:

b V#—4ac
G T @)

b V5% —Zac
g ©)

Utilizando la definicién del valor abseluto del nidwmero, es
facil convencerse que las ecuaciones (4) y (5) son equiva-
lentes a las ecuaciones

b V b2 —dac

s i
PRI W 1
i 2a 2a *

Uniendo estas dos férmulag obtenemos la férmula de las
raices:

_ —bx V iE—dac
xllz_"_ 2a .

Fin este caso:
si b* — 4ac > 0, entonces la ecuacion tiene dos distintas

raices reales;

si % =~ 4ae = (, la ecuacién tienc una raiz real de
multiplicidad 2;

si b® — dac << 0, la ecuacién no tiene raices reales,
sino que tiene dos raices conjugadas complejamente:

PO T = Y T, T A
2 2a 2a

1]
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Las formas particulares de la ecuacién cuadratica (3)

son:
1) La ecnacién cuadratica reducida (en el caso, sia = 1},
la cual suele escribirse en la forma

> +pz+q=0

Las raices de la ccuacién cuadratica se calenlan por la for-

mula
xi.z=—§il/(-§)z-q- (6)

2) La ecuacién cuadratica con el segundo coeficiente par,
Ja cual suecle escribirse en la forma

az? + 2kz 4 ¢ = 0 (k es un nimero entero).

Las raices de esta ecunacién cuadratica se calculan comoda-
mente por la formula

—k+ Vi —ac ' (7)

Las formulas (6) y (7) son formas particulares de las
formulas que se emplean para caleular las raices de la ecua-

cion ecuadratica completa.
Las raices de la ecuacion cuadratica reducida

?+pz+g=0
se relacionan con sus coeficientes por las [drmulas de Viete

Ty -+ Lg = — [
T,:xy = 4.

"En caso de que la ecuacién cnadratica reducida tenga
raices reales, las férmulas de Vidte permiten juzgar tanto
sobre los signos, como sobre el valor relativo de las raices
de la ecuacién cuadrética, es decir,

si ¢ >0, p > 0, entonces ambas raices son negativas;

si ¢ >0, p <0, ambas raices son positivas;

si g << 0, p>0, la ecuacién tiene raices de distintos
signos, ademas, la raiz negativa por su valor ahsoluto es
mayor que la positiva;
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si ¢ << 0, p<<0, entonces la ecuacién tiene raices de
distintos signos, ademds, la raiz negativa por su valor abso-
luto es menor que la raiz positiva

5.4, Ecuaciones binomias. La ecuacion de n-ésimo grado

ex® +-b =0 (8)

se llama ecuacidn binomia. Pard ¢ >0 y b > 0 por susti-
tucién *) de

n S
- )
T l’ e’
TR o 5 sz
donde J, —es el valor aritmélice de la raiz, la ecuacidn (8)
se reduce a la ecuacion

yﬂ :|: 1 — 0,
la cual examinaremos a continuacidn.
La ecuacién binomia y* — 1 == 0 para n impar tiene una

raiz real y = 1. En ¢l conjunto de nimeros complejos esta
ceuacion tiene n raices {(de las cuales una es real y n — 1
son complejas):

B Lpun 22 el =T O

i n

Yp = €OS

La ecuacién binomia y* — 1 = 0 para » par en ¢l conjun-
to de nimeros realos tiene dos raices {y = 1; y = — 1},
y en el conjunto de nidimeros complejos, n raices que se cal-
culan mediante la féormula (9).

La ecuacién binomia y* -+ 1 == 0 para » impar tiene una

raiz real y = — 1, v en el conjunte de nimeros complejos,
n raices gue se calculan por la férmula
whd-n 2nk--n
5 = COS il r.sen—-m;;l-m- [0 £, B wunittr—1)
n

(10)

LLa ecuacidon binomia y* 4- 1 = 0 para n par no tiene
raices reales. ISn el conjunto de nimeros complejos la ecua-
cién tiene 7 rajces que se calculan por la formula (10).

n b
*) Si ¢ v b tienen los signos distintos, entonces x = yl/|_.|.
. a
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Demos una breve enumeracion de los conjuntos de ratces
de la ecuacion binomia para ciertos valores concretos de n.

By —1=0 (n=2).

La ccuacién tiene dos raices reales y, , = 41.

2) y3_1 =0 (n-—_:.':’.)-

La ecuacién tiene una raiz real y, == 1 y dos raices
complejas y,, = —_-1-?‘—)‘-‘——)5

Ny —1 =0 (n=4).

La ecuaciéon tiene dos raices reales y,, = -1 y dos
raices complejas y,, = = i.

Hyr+-1=0 (n=2).

La ecuacién no iiene raices reales. Las ralces comple-
1as gon: Y, = 4+ i.

yYr+1=0 (n=3)

La ecuacion tiene una rajz real y; = — 1 y dos raices
1 1+iV3
complejas 3y = ikl

2
)yt +1=0 (n=24). _
T.a ccuacidén no Lienc raices reales. Las raices complejas

50n:
B i -
pa=YE @ joo=—Yl0xi).

5.5. Ecuacién bicuadrada. La ccuacion algebraica de
cuarto grado

ar* + bae? + ¢ =0,

donde ¢, b, ¢ son ciertos nimeros reales, sc llama ecuacién
bicuadrada. Por sustitucién de 2* = y la ecnacién se reduce
a la ecuacién cuadritica ay® 4 by -+ ¢ = 0 con la solucién
posterior de dos ecuaciones binomias 2* = y, y #* = y, (y;
e ¥, son las raices de la ecuacién cuadritica respectiva).

Si yy>=0 e y,>> 0, cntonces la ecuacion hicuadrada
tiene cuailro raices reales:

Ty gk Vil &y i'Vyz-
Siyy =0, y, << 0%}, ta ecuacion bicuadrada tiene dos
raices reales 7, . = +}y, y dos raices conjugadas ima-

*) El caso ¥, << 0, g3 2 0 ¢s andlogo al caso que hemos exami-
nado, )
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ginarias pnras:

xs,a:iiv_yz!

Si wy < 0 y, << 0, la ecnacion bicuadrada tione cuatro
raices conjugadas por pares imaginarias puras.

Ly, g7k i-‘/“_yu Ty, = iV — Y-

Si yy ¥ ¥, son raices complejas de la ecuacidn cuadrada
respectiva, enionces para obtener cuatro raices de la ecua-
¢ion bicuadrada es nccesario exiraer Jas raices cuadradas de
los nimeros complejos y, ¢ y,. Para cvitar esta operacién
gque es bastante voluminosa, transformemos la ecuacién
bicuadrada dada de la manera siguiente. Escribamos la
ecuacion inicial ar? 4+ bx* + ¢ = 0 en la forma

z* + p? + g =0, (11)

donde p == bla, q = ¢/a, ademas, los coeficientes p y g, ¢n
vigor de la suposicion sobre el cardcter complejo de las
raices de la ccuacion cuadratica, satisfacen las condiciones

lp|<2V¢yaqa>0. _ o _
[ifectuemos las Lransformaciones signienties del primer

imiembro de ia ecuacién (11):
244 pat-pq=(x'+q) 4 pat=
={z* +2Vyat+q)—(2Vqg—p)a*={(a2+VqP—
—(2Va—p)at = (et VIV 7—p + V) (=~
—zV2Vag—p+V3).
Do esta manera la solucidn de la ecuacion bicuadrada axt +

+ ba* 4 ¢ = 0 se reduce a la solucién de dos ecuaciones
cuadrialicas con los cocficienies reales:

w2z V2V g—p+V g=0,
2t—z V2 Va—p+Va=0.
La solucion de las ecnaciones del tipo axr®® - ba* | ¢ =

-+ 0 (@ = 0, & es un nimero natural) por medio de la sustitu-
cion de a2t == y se reduce a la solucion de la ecuacién cua-
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dritica ay® -+ by + ¢ = 0 con la solucién posterior de las
ecuaciones binomias respeclivas.

5.6. Algunas ccuaciones de cuarto grado reducibles a ecua-
ciones cuadraticas. La ecuacion algebraica de cuarto grado
del tipo

axdt 4 ba® L ex? - dae e =10 (12)

se llama reciproca (e % 0), si hay tal ndmero A 5= 0, que en-
tre los coeficientes de la ecuacidn a, b, d, e existen las rela-
ciones d = A b, ¢ = A% o0, lo que es lo mismo, tiene lugar
la igualdad
(.95)3 -
b a’

Utilizando estarclacion entre lascocficientes, la ecuacidn (12)
se¢ puede escribir en la forma

az? + bx3 4 cx? 4 Abx 4 A = (. (13)

Puesto que x = 0 no es la raiz de la ecuacién (12), entonces,
dividiendo término a término ambos miembros de la eeua-
cién (13) por 2 y realizando la agrupacion respectiva de los
términos en el primer miembro de la ecnacion, obtenemos la
ecuacién que es equivalente a la ecuacion (13):

a (:c2 —J—%) + b (x --{—};) - e==0.

Ahora por sustitucion de x + %— =y (tenicndo en cuenta yue
2 . e
s -%% = y* — 2)) la Oltima ccuacidn se reduce a la
ecuacién cunadritica respecto a y:
ay® - by 4 ¢ — 2ha = 0. (14)

Resolviendo la tltima ecuacién, obtenemos que las raices
de la ecuacién reciproca (12) se hallan como raices de dos
ecuaciones enadriticas:

xgﬂy1x+l=Or
mz_ya‘r‘*"lﬂo!

donde y, e ¥, son raices de la ecuacion (14).



158 Algebra Cap. 4.

Las ecuaciones siméiricas que corresponden a A = 1)
ax® + bt +cx? - bx 4 a =10
v las ecuaciones antisimétricas (las que corresponden a A = —

—_1)
az* 4 br® 4 ¢2® — br 4 a = 0,

son casos particulares de las ecuaciones reciprocas. Estas
ecuaciones se reducen a las ecuaciones cuadriticas mediante

la sustitucién = - %:y para la ecuacion simétrica y la

sustitucion x — -% =y para la antisimétrica.
La ecuacién de cuarto grado de la forma
(@ + bz +¢) (2* + bz + d) = &, (15)
donde b, ¢, d, k son ciertos nimeros reales, también se redu-
ce a la ecuacién cuadritica
y¥+l+dy—k=0 (16)
por sustitucién de '
a2 4 bz = y.

Si la ecuacion (16) tiene unas raices reales y, e y,, enton-
ces las raices de la ecuacion (15) se hallan como 1as raices de
dos ecuaciones cuadrdticas con coeficientes reales:

24 br — y =0,
2? 4 br — y, = 0.
La solucién de la ecuacién que ticne la forma
z{z-t+ta)lz+bz+a+b)=c¢c (17)

puede ser reducida a la solucién de dos ccuaciones cuadriti-
cas mediante el procedimiento siguiente.

Uniendo el primer factor que se encuentra en el primer
miembro de la ecuacién (17) con el cuarto, y el segundo con
el tercero, obtenemos la ecuacién

[22 + (@ + b) a] [22+ (@ + b)Yz -} ab} = ¢,
la cual mediante la sustitueion o

24+ (a4 b)x =y
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se reduce a la ccvnacién cuadritica respecto a 1a nueva incog-
nita y:
y% 4 aby —c = 0. (18)

Si la ecuacion (18} tiene las raices y, e y,, entonces ol con-
junto de raices de la ecuacién (17) se halla como ¢l conjunto
de raices de las dos ecuaciones cuadriticas con coeficientes
reales siguientes:

224 (@4 bz —y =0,
22 a4+ by —y, = O.

5.7. Solucién de una ecvacion algebraica con coclicientes enteros,
Las raices racionales de la ecuacién algebraica de n-ésimmo grado

Zpt® -+ @@t A gt L ey e, = G {15}

donde aq, @y, 25, - + -, Gy-3. @, SON DUMeros enleros, puede hallarse
utilizando la regla siguiente:

X: = m »
5élo los mumeros=—- (m es entero, p, natural), donde el nimero

| m | es el divisor del ndimero |z, }, ¥ cl nimern p, el divisor del nimero
|2}, pueden ser raices racionales de la ecuacién (19).
Ejemplo. Hallar Jas raices de la ecuacion

428 - 82 - 32— Tz 4+ 3 =0, (20}

Los divisores del ndmero 3 serdn los niimeros 1, 3, v los divisores
del nimero 4, los nimeros 4, 2, 4. El conjunto de valores m serd
f1; —1; 8; —3} y el conjunto de valores p, {1, 2, 4). El conjunto de

dislintos ndmeros racionales cualesquicra sera { +1; +2; :h%- :

=+ 1? - 22'. + -?{»—} . Sustituyendo estos niimeros en la ecuacién,
5 3 i s
hallamos que los numems% y — 5 son las raices de la ecuacién dada.

Por consiguienle, segiin el teorema de Bezout el polinomio dado se
divide por los polinomios lineales

1 3
glu i)
¥, por consiguiente, se divide también por su producin
1 3y_ ., _E
(==7) (s+3)=="+=—1

Efectuando la divisién mediante el «dngulos, hallanmos el poli-
nomio del cociente:
42% 4 hr - 4,



160 Algebra Cap. 4.
Resolviendo la ecuacién cuadrética

422 - bz — 4 = 0,
obtenemos dos raices reales méas de la ecuncién (20):

_—3+V3 _—1—V5
—3 % W=

Ty = 3 .
Asi pues, el problema esti completamente resuelto, es decir, hemos
hallado todas las cuatro raices de la ecuacién iniciak:
1 3 —14 V5 _—1—V3

_2"1 %:—“2“; I3=—-—2"——, 4= 9 L2

5.8. Ecuaciones algebraicas racionales. La ecuacién que
tiene la forma

Iy =

Pz} _

=04 (21)
donde P (2) y Q () son polinomios, se llama ecnacién alge-
braica racional. A continuacién, para mayor preeision, vamos
a suponer que £ (x) es un polinomio de m-ésimo gradoe, ¥
Q (), un polinomio de r-ésimo grado.

Un conjunto de valores admisibles de la ecuacién alge-
braica racional (21) estd dado por la condicion @ (x) = 0, es
decir, T 5= ¢y, T €4y - . ., T F=Cp, donde ¢y, €y, <. . Cn
son las raices del polinomio Q (x).

El método de solucién de la ecuacidn (21) consiste en lo
siguiente. Resolvemos la ecuacion

Px)=0,

cuyas raices designamos a través de

Ty Fay Tay =+ o5 Ty

Comparamos los conjuntos de raices de los polinomios 2 (z)
v @ (2). 8i ningnna raiz del polinomio P (z) es raiz del po-
linomio @ (2), entonces todas las rajees del polinomio £ (z)
son rajces de la eevacion (21).VSi cualquicr raiz del polino-
mio I’ () es raiz del polinomio @ (z), entonces ¢s necesario
com parar sus multiplicidades: si la multiplicidad de una raiz
del polinomio 7 (x) es mayor que la multiplicidad de una
raiz del polinomio Q (z), entonces esta raiz es la raiz de la
ecuacion (21) con la mulliplicidad, igual a la diferencia de
multiplicidades de las raices del dividendo y del divisor;
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en caso conirario Ja rafz del polinomio I’ (z} no es raiz de
la ecuacién racional (21).
Ejemplo. Hallamos las raices reales de la ecuacion
Pz} _
7w =
donde P gy =at — 1, Q () =z — 1. =
El polinomio P {x) tiene dos raices reales (las dos son
simples):

rn =1, x,=—1. y
E! polinomio Q {(z} tiene una raiz simple, ¢ = 1. Por
consiguicnte, la ecnacién tiene una raiz real z = —1.

_ Resolviendo la misma ecuacién en el conjunto de niime-
ros complejos, obtendremos, que la ecuacién ‘;—% = 0 tiene,
ademas de la raiz real indicada, dos raices conjugadas com-
plejamente:

Ty=1, Z3=—2

5.9. Ecaaciones irracionales. La ecuacién que contiene
una incognita (o bien una expresidn racional algebraica de
la incégnita) bajo el signo del radical se llama ecuacidn
irracional. En las matematicas elementales las soluciones de
las ecuaciones irracionales se buscan en el conjunto de los
numeros reales.

Cualquier ecuacién irracional mediante las operaciones
algebraicas (de multiplicacién, divisién, clevacion a una
polencia entera de los dos miembros de la ecuacién) puede
ser reducida a una ecuacion algebraica racional. Al mismo
tiempo es necesario Lener en cuenta que Ja ccuacién algebrai-
ca racional obtenida puede resultar ser no equivalente a la
ecuacion irracional inicial, cs decir, puede contencr raices
ssobrantess, las cuales no son raices de la ecuacion irracional
inicial. Por eso, hallando las raices de la ecuacion algebraica
racional ohtenida, es necesario verificar, si todas las raices
de la ecuacién racional son raices de la ecuacion irracional.

En forma general cs muy dificil indicar algin método
universal de solucién de cualquicra ecuacién irracional,
puesto que es deseable que como resultado de Jas transforma-
ciones de la ecuacion irracional inicial se obtenga no sélo
cierta ecuacién algebraica racional, entre las raices de la

11-01477
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cual se encuentren también las raices de la ecuacién irracio-
nal) dada, sino una ecuacién algebraica racional formada de
polinomios del menor grado posible. El deseo de obtener
una ecuacion algebraica racional, formada de polinomios del
menor grado posible es muy natural, puesto que la obtencion
de todas las rafces de la ecuacién algebraica racional puede
resultar ser por si misma un problema bastante dificil, cuya
resolucion es posible sélo en un nimero limitado de casos.
Citamos agui algunos métodos estandar que se usan con mayor
frecuencia para resolver las ecuaciones algebraicas irra-
cionales.

1) Uno de los procedimientos mas simples para resolver
las ecuaciones irracionales es el método de liberacion de
radicales mediante la elevacién sucesiva de ambos miembros
de fa ecuacion a la potencia natural respectiva. En este caso
es necesario teper en cuenia gue cuando se elevan ambos
miembros de la ecuacion a una potencia impar, se obtiene
una ecuacién equivalente a la inicial, y cuando se elevan
ambos miem bros de la ecuacién a una potencia par, se obtie-
ne una ecuacion que, generalmente, no es equivalente a la
ecuacién inicial. Es facil convencerse de esto elevando am-
bos miembros de la ecuacién

flz) = g ()

a cualquier potencia par. De resultas de esta operacion se
obtiene la ecuacién

[7 {=)1*" = [g ()]*",
cuyo conjunto de soluciones representa la unién de los con-
juntos de soluciones de dos ecuaciones:

fla)=gx) y[(x)=—¢g ).

Sin embargo, a pesar de este defecto, precisamente el proce-
so de elevacién de ambos miembros de la ecuacion a cieria
potencia (muy a menudo, par) es el proceso més divulgado
de reduccién de una ecuacién irracional a una ecuacién ra-

cional.
Ejemplo 1. Resolver la ecuacion

VP@)4VQ(z)=R (2), (22)

donde P (z), Q (z), R (z) son ciertos polinomios.
En vigor de la definiciéon de la operacién de extraccion




§ 5. Ecuaciones. Ecuaciones algebraicas 163

de la raiz en el conjunto de niimeros reales, los valores admi-
sibles de la incognita x se definen por las condiciones

P@)=20, Q@@ =0.

Elevando ambos miembros de )a ecuacién (22) al cuadra-
do, obtenemos la ecuacion

2V P Q@) = R (z)—P (2)—Q ().

Luego de una reiterada elevacién al cuadrado la ecuacién
se convicrle en la ecuacién algebraica

4P (z) Q (x) = R (z) — P (z) — Q ()]*. (23)

Puesto que ambos miembros de la ecuacién (22) fueron
elevados al cuadrado, puede resultar que no todas Jas raices
de la ecuacién {23) sean resoluciones de la ecuacién inicial,
y que sea necesaria la verificacién de las raices.

2) Otro procedimiento de resolucién de las ecuaciones
irracionales es el método de introduccion de nuevas incogni-
tas, respecto a las cuales se obtiene o una ecuacién irracional
méas simple o una ecnacién racional.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion irracional

B-2) V=2t @—1) ) =l=e.

El conjunto de valores admisibles de esia ecnacién es:
z €(—o0; 1) U1 3) U3 + o).

3 —x

7 = ¥, después de la sustitucion oblene-

. 3/
Poniendo l/
mos la ecuaecion

B—a)y+ =2
o la ecuacién equivalente
B—n)y—2y+a—1=0

la cual puede considerarse como ecuacion cuadratica respecto
a y. Resolviendo esta ecuacién, obtenemos

—1
y=1, yz'_—”;_;-

11
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Por consiguiente, el conjunto de soluciones de una ccuacién
irracional inicial representa una unién de conjuntes de so-
luciones de las dos ecuaciones siguientes:

e 378 " 2—1
Ve VE-E

z—1 r—1 3d—z

Elevando ambos miembros de cada una de estas ecuacio-
nes al cubo, obtenemos dos ecuaciones algebraicas racionales:

3—::__1 d—z (x—i)3
r—1 77 r—1 " \i—z/ "

Resolviendo estas ecuaciones, hallamos que la ecuacién
irracional dada iiene una sola raiz z = 2.

Concluyendo podemos anotar que para resolver las ecua-
ciones irracionales no lace falta comenzar a resolver la ecua-
cién con Ja elevacién de ambos miembros de las ecuaciones
a una potencia natural, tratando de reducir la solucién de
Ja ecuacién irracional a la solucién de la ecuacién algebraica
racional. Primeramente ¢s necesario ver, si es posible efectuar
alguna transformacion idéntica de la ecuacidn, la cual puede
sustancialmente simplificar su solucion.

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion

4 4 T
VITE+ SV TFe=VE. %)

El conjunto de Tos valores admisibles de la ccuacién dada es:
z €(0; -+ o). Efectuemos las transformaciones signientes
de la ecuacion dada:

4 4 & it
aVTiz+2yYTiz= ]/Eq:>a'|/‘1—|~x(1+——);
4 A
- b 1 1
=Vz <>a |/ Lo (1""?)'_‘1‘

Luego, cseribiendo la ecuacién en la forma
1\ %4
i Z
obtenemos:
para @ = {}, la ccuacién no tiene soluciones;
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para a 7 0, la ecuacién puede ser escrita en la forma
1\5/4 _ 1
1+ =

_4- .

Para a << 0 la ecuaciéon dada no tiene soluciones, puesto
que para cualquier z que pertenece al conjunto de valores
admisibles de la ecuacién, la expresion que se encunentra en
el primer miembro de la ecuacién es positiva.

Para ¢ >> 0 la ecuacion tiene la solucion

1
=

Teniendo en cuenta que cl conjunto de soluciones admisi-
bles de Ia ecuacidén se define por la condicién z > 0, obtene-
mos definitivamente:

Para 0 <Z a < 1 la solucién de la ecuacion irracional
(24) serd

___ 1
Y iTa*—1

Para todos los demés valores a Ja ecuacion no tiene solu-
ciones, es decir, el conjunto de sus soluciones es un con-
junto vacio,

5.10. Ecuaciones que contienen una incignita bajo el
signo del valor absoluto. Las ecuaciones que contienen una
. incégnita bajo el signo del valor absoluto pueden reducirse
a las ecnaciones que no contienen el signo del valor absolu-
to, utilizando la definicién del médule. Ast, por ejemplo,
la solucién de la ecvacién

13
xs_sl o (25)
se reduce a la solucion de dos ecuaciones con condiciones
adicionales.
. 5 - "
1) Si z — = > 0, entonces la ecuaci6n (25) se reduce a

2
la forma

22— 5z + 6 = 0. (26)
Las soluciones de esta ecuacién son: zy = 2, 2, = 3. La
condicién :c—-g—} 0 sc satisface por la segunda raiz de la
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ecuacion cnadrética {26), y el nimero 3 es la raiz de la ccua-
cion (23).
.
2) Si ;r——i,;— < 0, entonces la ecuacién (25) se reduce a
la forma

z% - 5xr — 19 = 0.

Las raices de estaecuacion son los nimeros xy = —5+2V101
5V . = -5 11N
y x25_5_2..li_ La primera raiz z; = _SZJ.._!D.} no sa-

; ehivess 5 o5
tisface la condicion g—g5= 0 y por eso no es la solucion de

la ecuacion dada (25).
De esta manera, las soluciones de la ecuacién (25) serén

o .. —5— V101
los nimeros 3 y Lz—l—l.

Observemos, que los coeficientes de la ecnacién que con-
tiene una incognita bajo el signo del valor absoluto pucden

3 x

o4

Fig. 4.1.

ser elegidos de tal manera, que las soluciones de la ecuacion
serdn todos los valores de la incégnita gue pertenecen a cierto
intervalo del eje numérico. Por ejemplo, resolvamos la
ecuacion

tz |+ 13 —=2}=3. (27}

Examinemos el eje numérico Oz y marquemos sobre €l los
puntos O y 3 (ceros de Jas funciones situados bajo el signo
del valor absoluto). Estos puntos partirdn el eje numérico
en tres intervalos (fig. 4.1.):

—oco<Ca<C0, 0Ly, 3<z<+ co.

1) Para x € (— co; U) la ecuacién {27) sc reduce a la
forma

3 —2z = 3.
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4

En el intervalo (— oo; 0) la altima ccuacién no tiene
soluciones. Analogamente, para z € (3; -}- o0) la ecuacién
(27) se reduce a la forma

2r—3 =3

y en el intervalo (3; 4- oo) no tiene soluciones.
2) Para x € [0; 3] la ecuacién (27) se reduce a la forma

z4+ 3—1)=3,

es decir, se convierte en identidad. Por consiguiente, cual-
quier valor x € [0; 3] es la solucién de la ecnacién (27).

5.11. Solucién de ecuaciones en el conjunio de nimeros complejos*
Examinemos dos ejemplos de solucién de ecuaciones ¢n el conjunto
de nimeros complejos. Las dos ecuaciones se resuclven mediante la
utilizacién de las propicdades mds simples de los niimeros complejos.

Ejemplo 1. Hallar los ntmercs complejos z gue salisfacen la
ecuacién*)

slz] + as 4 £ =0, (28)

donde e es cierto nimero real positivo.
Segin Ia definicidn cualquicr namers complejo z se representa en

la forma
=z iy (29)

donde z, y son nimeros reales.
Segiun la delinicion del médulo de un ndmero complejo

lo) = Vai + 58 . (30

Sustituyendo en la ecuacién (28) z v {2| por sus expresiones a través

de z ¢ y, representadas per las férmulas (2% v (30), obtenemons la
giguienie expresién de la ecuacién {28):

2 Vatgitortt [y VoAt tay+t]l =040 (D)

De la definicién de la igualdad de dos nimervs complejos se
desprende que la ecuacién (31) es equivalente al sistermas de dos cena-
ciones

z ]/15+y2+az =1,
y¥Va2ryitaeyt+i="4,

cuyas solucicnes ya se hallan en el conjuntlo de numeros reales,

{32)

*) Designemos aqui el valor incdgnito no por la letra z, sino
por la letra z, subrayando de esta mancra que las soluciones de Yas
ecuaciones se hallan en el conjunte de los nimeros complejos.
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No es dificil ver que el conjunto de soluciones de la primera ecua-
cién del sistema (32) puede ser hallade come la unién de los comjunios
de las soluciones de dos ecuacicnes:

r=0 vy VFyita=0.

La gsegunda de estas ecuaciones no tiene soluciones en vigor de la
condicién ¢ > 0; {]01' eso ahora se puede deducir que las soluciones de
la ecuacion jnicial (28) son s6lo numeros imaginarios puros.

Sustituyendo x = 0 en la segunda ecuacién del sistema (32),-
obtenemos la ecuacion para ¢l nimero real y*):

ylyl + sy +- 1 =0,
el conjunto de soluciones del cual se obliecne como la unién de los
conjuntos de soluciones de dos sistemas:
(33) (34}
P2 ay -1 =0 —yr=-ay +1 .= 0.
Es facil convencerse de que, teniendo en cuenta Ja condicion

a > 0, el sisterna (33) no tiene Soluciones, y el sistema (34) ticne
una sola solucién

g B Va® 4
—
_ De este manera la solucidn de la ecuacidn (28) es un némero ima-
ginario puro
e Var+4

> s
Ejemplo 2. Hallar los nimeros complejos z que satisfacen Ia

ecuacion _
z = zh-l, (35)

donde z es un nimero complejo conjugado z, ¥ n, un ndmero nalural.

Para dos nimeros cualesquiera z y z, conjugados complejamente,
tenemos

2| = t].
Teniendo en cuenia esta igualdad obtenemos, que de la ecuaaién (35)
se desprende la ecuacién
Iz] = |z|*7 (38)

La ecuacién (36) es una ecuacién algebraica de (» — 1)-&simo
grado respecto a la variable |z|. El conjunto de soluciones de esta
ecuacidn satisface las condiciones:

1) para n =1, |z] = 1;

2QYpatars=l, (REN) |zl =1 ¥ |2t = 0.

i *) Aqui |y| es la designacién del valor absoluto del nimero
real y.
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Examinemos cl caso, cuando jz] = 1. Multiplicando ambos
miembros de la ecuacién (35) por z, obtenemos la ecnacitén
I (37)

la enal es equivalente a la ccuacidn {35), puesto que |z| 5= 0, por con-
siguiente, también z 5= 0.

El conjunto de soluciones de la ecuacign (87) se describe por las
formulas

k : f
Zj =COS 2: —i—LSenEz—}f— k=0,1,2,....n—1).

Asi pues, definitivamente las soluciones de la ccuacidn (35) ticmen
la forma

1) z:=cns—2:k +4-isen 2’:‘ (=04 15 & cusalir—14)
para cualquier n natural;
) z = 0 para cualquier n == 1.

5.12. Ecuaciones diofdnlicas. La ecuacién algebraica con una
o varias incégnitas, euyos coeficientes son todos nimeros enteros y las
soluciones se hallan en el conjunto de nlmeros enteros, se ilama ecua-
cién diofdntica.

Tales ecuaciones 0 no tienen soluciones o tienen un nimero finito
o infinito de soluciones.

La ecuacién diolantica mas simple es la ecuacién lineal con dos
incbgnitas, = e y:

ar -+ by = ¢, (38)

donde a, b, ¢ son mimcros enteros y es necesario hallar las soluciones
enieras de la ecuacidn.

La selucifn completa de esta ecuacion puede ser hallada mediante
la siguiente importante consecuencia‘del algoritmo de liuclides (véase
p- 1.5 del capitulo 2):

$i el nimero d ¢$ ¢} maximo comin divisor de Llos niimeros enteros a
y b, entonces cxisten tales mimeros enteros k y 1 que d = ka -|- b,
El algoritmo de Euclides permite calcular los niimeros enteros & y L.

La ecuacion diofdintica lineal (38) no tendrd soluciones, si los
niameros ¢ y 4 sen reciprocamnente primes, Si el niimero ¢ es miiltiplo
del niimero d {es decir, es representable en la forma ¢ = pd, donde
p 3 un nimero entero, distinto de cero), entonces una de las soluciones
de la ecuacién (38) tendrd la forma

z¥ = pk, y* = pl.

El conjunto de todas las seluciones de la ecuacién diof4ntica (38)

estd dado por las férmulas
:c:n:*—[w%b, y=y*———£{~,
donde » € Z,
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§ &. Ecuaciones trascendentes

La ecuacién que no se reduce a Ja ecuacion algebraica
mediante las tronsiormacienes algebraicas, se llama ecua-
cién trascendenie *).

Las ecuaciones trascendentes mas simples son las trigo-
nométrcas, logaritmicas y exponenciales.

6.1. Ecuaciones exponenciales. Se llama ecuacién expo-
nencial aquella en )a cual la incégnita forma parte sblo de
los exponentes de potencias para ciertas bases constantes.

Una de las ecuaciones exponenciales més simples, cuya
solucién se reduce a la de una ecuacién algebraica, es la
ccuacion del tipo

a'™ = b, (1)

donde a y b son ciertos nameros positivos (@ = 1). La ecua-
cién exponencial (1) es equivalente a la ecuacién algebraica

[ (x) = log,gb.

En el caso mas simple, cuando f {z) = z, la ecnacién
expenencial (1) tienc la seolucidn

z = logyb.

Ll conjunto de soluciones de la ecuacidn exponencial
que tiene la forma
R (¢%) = 0, (2)

donde R es cierto polinomio, se halla de la manera siguiente.

Se intreduce una variable nueva y = a® y la ecuacién
(2) se resuelve como una ecuacién algebraica respecto a la
incégnita y. Después la solucién de la ecuacién inicial {2)
se reduce a la solucion de las ecuaciones exponenciales méas
simples que tienen la forma (1).

*) Por transformaciones algebraicus de la ecuacidn
F=10

ze enliende las transformnaciones siguientes:

1) la adicién a ambos miembros de la ecuacifn una misma expre-
sién algebraiea;

2) la multiplicacién de ambos miembros de la ecuacién por una
misma expresitn algebraica;

3) 1a elevaci6n de ambos miembros de la ecuacién a una potencia
racional.
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Efjemplo 1. Resolver la ecuacién
9.8 — 18-4 — 2.2° + 4 = (.
Escribiendo la ecuaciéon en la forma
Q2P —18(2")° — 2.2+ 4 =10

e introduciendo una variable nueva y = 2%, obtenemos la
ecuacién cibica respeclo a la variable y:

9y® — 18y* — 2y + 4 = 0.

Segin los resultados del § 4, capitulo 2, es muy facil
convencerse gue la ecuacién cibica dada tiene una sola raiz

racional y, = 2 y dos raices irracionales y, == J-(ig e Yy =
. SR
== o

De esta manera, la solucidén de la ecuacidn inicial se re-
duce a Ia selucién de las ecuaciones exponenciales mas sim-
ples:

2=, 28— vz 2= VE.

= = —5=
La ultima de las ecuaciones enumeradas no tiene soluciones.
Il conjunio de soluciones de las ecuaciones primera y se-
gunda es:

V2

b

z=1 y z=log,
Algunas ecuaciones exponenciales mds simples:
1) La ccuacién gue tiene la forma
aa®™ - pa* +y = 0
por sustituciéon «® = y se reduce a la ecuacién cuadrética
ay> + Py + v = 0.
2} La ecuacién que tiene Ja forma
ca* + pa* 4+ 9y =0
por suslitucidn a* = y se reduce a la ecuacidon cuadritica

ey’ + v+ p=0.
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3} La ccuacion del tipo
aa® + B (ab)* + 96 =0

sy e a\* ‘e £os
por sustilucidn (—) =y se reduce a la ecuacidén cuadritica

h
ay® 4 Py + v = 0.

6.2. Ecuaciones logaritmicas. I.a ecuacion, en la cual
la incégnita forma parte como argumento de la funcidén
logaritmica, se llama eccuacién logaritmica.

La ecuacion logaritmica més simple es la que tiene la

forma
i{)g” f (I) == b‘ (3)

donde @ es cierto nimero positivo distinto de la nnidad, b
¢s cualquier ntimero real. La ecuacién logaritmica (3) es
equivalente a la ecuacidon algebraica

{ iz} gl

E] conjunto de soluciones de la ecuaciéon logaritmica que
tiene la forma R (log, ) = 0, donde R es cierto polinemio
de la ineégnita indicada, se halla de la manera siguiente.

Se introduce nna variable nueva log, # = y v la ecua-
cién {8) sc resuelve como una ecuacién algebraica respecto a
y. Después sc resuelven las ecmnaciones logaritmicas més
simples que 1lienen la forma (3).

Ejemplo 1. Resolver la ccuacion

logix + log, e — 2 =0 {4)
Respecto a la inedgnita log, z = y la ecuacién dada es
cuadratica:
y¥+y—2=0.
L.as raices de csta ecuacién son: y; = 1, y, = —2.
Resolviendo las eenaciones logaritmicas
logex =1, logoa = —2,

obtenemos las soluciones de la ecuaeién (4): =, = 2, z, =
= 1/4.

En ciertos casos, para redueir la solucion de una ecua-
¢i6n logaritmica a Ja solucidn sucesiva de una ecuacién alge-
braica y de las ccuaciones logaritmicas mds simples, es nece-



§ 6. Ecuaciones frascendentes 173

sario efectuar previamente las iransformaciones de logarii-
mos convenientes que entran en la cenacién. Tales transfor-
maciones pueden ser: la transiormacién de la suma de loga-
ritmos de dos valores en el logaritmo del productlo de estos
valores, el paso de un logaritmo con una base a un logaritmo
con otra base, etc.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

3 3
2V 2logia —V log,x—6==0. (5)

Para reducir la solucién de la ecnacion dada a la solu-
cién sucesiva de las ecuaciones algebraica y logaritmicas
mas simples, es necesario ante todo reducir lodos fos loga-
ritmos a una base (agui, por ejemplo, a Ia hase 2). Para esto
utilicemos la formula

logy, ¥
IOga N - lt_lgg, a ?

en vigor de la cual logwx=;%g~i‘~j%=l%—“x

en la ecunacidn (5) el log,s 2 por la magnitud igual a l‘—’;.g""—x,
obtenemos la ecuacion

Al sustituir

3 3
Viogiz—V log,c—6=0.
3_
Mediante la sustitucién ' log, x = y esta ceuacién se redu-
ce a la ecuacifn cuadrdtica respeclto a Ja incognila y:
¥—y—==06=0.

Las raices de esta ecuacién son: y, = 3, y, == —2. Resolve-

mos las ecuaciones ylogaz = 3.y Vlog,,x = —2:
3
Viegyz=3<> log,z— 2T <= z— 227,

2
Vieg,z= — 2« log,z — — 8 <> = 275,
Ejemplo 3. Resolver la ecnacion
logs (20 — 1) — logy (z — 1) = 1.
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Transformande la diferencia de los logaritmos de dos mag-
nitudes en el logaritmo del cociente de estas magnitudes:

logs (QI'_ 1) W ]0g3 (ﬂ:— '1) == logamg—-_Ti "

%3
Tr—

reducimos la ecvacién dada a la ccuacién logaritmica mas
simple

— 2z — ’
logs—%-;:-;-:. 1@—%_71:-_3@3::2.

§ 7. Sistemas de ecuaciones. Sistemas de ecuaciones lineales

7.1. Definiciones fundamentales. El conjunto de valo-
res de las incdgnitas que convierten al mismo tiempo todas
las ecuacioncs del sistema en identidades se ltama selucidn
de cierto conjunto (sistema) de ecuaciones

Fl(‘r’ls Loy » o vy xn)'__oﬁ v ou oy Fm(xlx Lagy + « 0y .’L‘n):=0

con las incognitas z,, 25, . . ., Z,. Ll sisltema de ecuaciones
se considera resuelto, si se hallan todas tales soluciones.

Si el sistema no tiene soluciones, entonces se dice gue es
incompatible.

A veces el sistema dc ecuaciones se cscribe uniéndolas
entre llaves.

Dos sistemas de ecuaciones se consideran equivalentes,
si tienen el mismo conjunto de soluciones. (Segin la defini-
cidén dos sistemas incompatibles se consideran equivalentes).

Se dice, que el sistema de ecuaciones (§) esequivalente a dos
sistemas de ecuaciones (S} y (S}, si el conjunto de solu-
ciones del sistema {§) coincide con la unidén de los conjuntos
de soluciones de los sistemas (S;)} y (S,).

Las propiedades de los sistemas de ecuaciones son:

1) Si cambiamos cualquier ecuacién del sistema por una
ecuacién equivalente, obtenemos un sistema equivalente.

2) Si una de las ecuaciones del sistema (§) es equiva-
lente a ciertas dos ecuaciones, entonces el sistema inicial (§)
es equivalente a dos sistemas (S,) y (S.), en cada uno de los
cuales esta ecuacion estd sustituida por una de las ecuacio-
nes del conjunto equivalente, y las demas quedan sin cam-
biar.
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Por ejemplo, el sistema
a* + y* =3 (z + yh
2ty =17,
en el cual la primera ecuacién es equivalente a dos ecuacio-
nes: x + y =0y 2% —zy 4 y® = 3, es equivalente a dos
sistemas:
z 4y =0, ¢ — zy + ¥ = 3,
e+ P="7 2+P="
7.2. Sistemas de ecuaciones lineales. El sistema que tie-
ne la forma

Ty 1 G2y T .- e o @i = by (1)

Qg1 Ty 1 @32Ts + . .. T Tgpd, = by,

Q51T + 25T g + viielw ‘+ Asptn = bs
se llama sistema a de ecuaciones lineales con n incognitas
Ty, gy + + oy In. Los valores ayy, @y, - - -, @yny Qops Qggy - - &
v oy Bony -0 vy Bg1y sz, - - -y G S€ llaman coeficientes del

sistema lineal de ccuaciones dado. Los indices que tienen
los coeficientes del sistema lineal significan lo siguiente:
el primer indice indica el nimere de la ecnacidn del sistema
en la expresion (1), el segundo indice indica el nimero de
la incognita, con el cual se encuentra ¢l coeficiente dado.
Asi, por ejemplo, a,; es un coeficiente que se encuenira en
la segunda ecuacion del sistema (1) para la incognita z;.

Los valores by, by, . .., b, se llaman #érminos indepen-
dientes de la primera, segunda, . .., s-ésima ecuacion del
sistema (1).

El sistema de ecuaciones (1) se llama homogéneo, si to-
dos los nimeros &; son iguales a cero (i = 1, 2, 3, .. ., s),
y no homogéneo, si por lo menos un b; es distinto de cero.

Un conjunto ordenado n de los nimeros ky, k,, kg, - . .
.+ .y Ky se Nlama solucién del sistema (1), si al sustituirlo en
el sistema en lugar de las incognitas x4, z,, . .., 2, todas
las ecuaciones del sistema se convierten en identidades.
El sistema de ecuaciones se llama compatible, si Liene por lo
menos una solucion, y se llama incompatlible, si no tiene
ninguna solucién.
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Un sistema compatible de ecuaciones lincales se Hama
determinado, si liene una sola solucién, es decir, si existe
s6lo una lista » de nameros &k, by, . . ., Ky, la cual convier-
te todas las ecuaciones del sistema en identidades.

Un sistema compatible de ecuaciones lineales se llama
indeterminado, si existen més solucioncs que una.

El sistema de ecuaciones homogéneas siempre tiene una
solucién nula

Ty =iy TEy = w2y =

Si el sistema de ecuaciones homogéneas tienc una solu-
cion distinta de cero Iy, ky, , . ., Kk, (es decir, por 1o menos
uno de tos niimeros b, (i = 1, 2, .. ., n) es distinto de ce-
ro), entonces tal sistema liene conjunto innumerable de so-
liciones del tipo thky, Uy .. . Uk, donde I es un nimero
cualquiera.

7.3. Método de eliminacién sucesiva de¢ incégnitas (mé-
todo de Gauss). Uno de los métodos més divulgados de solu-
¢ion de sistemas de ccuaciones algebraicas lineales es el
método de climinacién sucesiva de incognitas, método de
Gauss. Este método se basa en ciertas transformaciones del
sistema de ecuaciones lineales, de resultas de las cuales se
obtiene el sistema, equivalente al sistema inicial. Efectue-
wos estas transformaciones con un ejemplo del sistema de.
tres ecuaciones Jineales con tres incognitas

an® + ayy + @z = by,
AT - Qpolf T UgaZ = by, (2)
031‘1' "'i” ﬂ.a?’y ."" a33z = ba.

1) Si ambos miembros de cualquiera ecuacién del siste-
ma los multiplicamos por un mismo niimero {que no es igual
a cero), entonces el sistema obtenido es equivalente al ini-
cial {es decir, ambos son incompatibles, o ambos son compa-
tibles v los coninntos de sus soluciones coinciden).

Por cjemplo, el sistema

Ayt —I— sl —i— 153 = bl
Clg & -+ CAuoY + €ag3Z == by {c 5= 0),
AT - Qagy + @57 = by

es equivalente al sistema {2).
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2) 8i ambos miembros de cualquier ecuacitén del sistema,
multiplicados por cierto niimero distinto de cero, los sustrac-
mos do los miembros respectivos de otra ecuacidn y compo-
nemos un sistema, en el cual en vez de una ecuacién de las
citadas mas arriba se encuentra una ecuacion, obilenida como
resultado de la sustraccién, y las demas ecuaciones quedan
sin eambiarse, entonces el sistema obtenido es ignal al ini-
cial.

Por cjemplo, cada uno de los sistemas

an% -+ Gyl + @332 = by,
(a1, — cagy) * + (@rg — ¢ag) ¥ + (@12 — Cy3) 2 = by — by
a5 * -t Gyl + g3z = by,

(a1 — cigy) T + (@1 — Cagy) ¥ + {3 — ctty3) 2 =

g Qgoy + @pzz = by,

I
Uyt - agolf + agy = by
para ¢ = 0 serd equivaiente al sistema inicial (2) y ambos
gistemas son equivalentes entre si.

Observemos que, si después de efectuar estas transforma-
ciones aparece en el sislema una ecnacién, la cual tiene
todos los cocficientes del miembro primero iguales a cero, y
el miembro segundo (el término independienic) Lambién es
ignal a cero, entonces es evidenle gue esta ecuacién se con-
vierte on identidad para cualesquicra valores de las incog-
ititas, y después de climinar esta ccuacion se obiicnc un
sislema de ecuaciones que es equivalente al sistema inicial.
3i el términoe independiente de tal ecuacion no eg igual a eero,
entonces esta ecuacion no puede converlirse en idenlidad
para ninguna lista do valores de las inedgnitas, y por eso ¢l
sistewa obienido de ecuaciones, al igual gue ¢l sislema ini-
cial equivalente, es incompatible.

Método de eliminacion sucesiva de incognitas. Sea dado un
sistema s de ccuaciones lincales con n» incognitas

aux-‘ + alﬁ‘rﬁ + LR _:' a-]_nxn — bll

alel —{-. a:’.z‘l"a -*- L _E- azuxn = E).:,

Cer®y + Bag®g + oo o -+ Gunn = bs.
1201477
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Supongamos para mayor claridad que el coeficiente ay,
no es igual a cero (aunque puede resultar ser igual a cero, y
entonces s necesario comenzar el proceso descrito mas abajo
con olra ecuacién del sistema, es decir, con la ecuacién que
tiene un coeficiente para la incognita z; distinto de cero).
Transformemos ¢l sistoma (3), eliminando la incégnita x,
de todas las ecuaciones, menos de la primera. Para esto,
multiplicamos ambos miembros de la primera ecuacion por

- a - .
¢l nimero al‘ y los sustraemos de los respectivos miembros
11
de la segunda ecuacién, luego amubos miembros de la pri-
- - - - a
mera ecuacion, muliiplicados por el niimero ;’-’-3 , los sustrae-
it

mos de los respectivos miembros de la tercera ecuacion, etc.
Do resultas de las transformaciones indicadas llegamos
al sistema de s ecuaciones lineales con 2 incdgnitas

Aty @ty 8Tyt oot Ty= by,

t i (1 1
aSla, +aWrs 4 . .. ez, = b,

1) (0, ) (1 4

ez, + @)yt - -« + bz, =087, ()
i l {1 {1

352)1'2 -+ a.ss)-fa S a-m)xn =b, ),

donde ai¥ y 4}" son los nuevos coeficientes para las in-
cognitas y los nuevos términos independientes gue st expre-
san a través de los coclicientes y do los términes independien-
tes del sistema iunicial (3). El sistoma {4) es equivalente al
sistema (3). Transformemos ahora el sistema (4). Para esto
no vamos a locar la primera ecuacién y iransformaremos
solo nna parte del sistema (4) que se compone do iodas las
ecuaciones menos la primera. Ademés, vamos a considerar
que entre estas ecuaciones no hay las que tienen todos los
coeficientes de los primeros miembros ignales a cero; tales
ecuaciones las climinariamos, si sus términos independientes
fuesen iguales a cero (en caso contrario ya demosirariamos
la incompatibilidad de nuestro sistema). Pues, entre los
coeficientes iy existen coeficientes distinlos de cero; para
mayor claridad admitamos que a3 = 0. Transformemos
ahora ¢l sistema (4), sustrayendo de ambos miembros de la
tercera y de eada una de las ecuaciones siguientes ambos
miembros de la scgunda ecuacién, multiplicados respectiva-
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mente por los nimeros

i1y (13 1
Gag 2V Zgy

T T e

De resultas de todas las ecuaciones, menos la primera y se-
gunda ecuacién, se elimina la incégnita z, y se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones, que es equivalente al siste-
ma {4), y, por consiguiente, al sistema (3):

Ay Xy BT+ BygTad oo + 2T, = by,
) () ) ti)
@32%a+ 833%3 4 oo F Ty =y

aggz, B SN +a§,,x,, =a b%a)

(2) 2 (2
i3 T+ s —}»am}:cn ----- b ).

LI sistema contiene ahora ¢ ecuaciones, ademés ¢ < s, puesio
que ciertas ecuaciones resultaron ser, posiblemente, elimi-
nadas. Mas adelante transformaremos sélo una parte del
sistema obtenido, la cual contiene todas las ecuaciones, me-
nos las dos primeras.

Como consecuencia de este proceso de eliminacion sucesi-
va de las incégnitas puede resultar que

1} si se obtiene tal sistema, una de cuyas ecuaciones tie-
ne un término independiente distinto de cero y todes los
coeficientes del primer miembro son iguales a cero, entonces
el sistema inicial es incompatible;

2) o se obtiene el siguiente sistema compatible de ecua-
ciones que es equivalente al sistema (3):

G %yt Cpa®p+ B3T3+ - oo F 8inZp = by,

1 1
abiey+ aidx 4 ... +abz, = b0,
2
a@z,+ ... +a§,,’x,, = biz’ %)
r- -
o Va4 .. Fali Ve, b‘ “
Aqui ayy 55 0, a“’ == 0, am 20, ...y a"}[’” = (), y el indi-

ce superior que se encuentra entre paréntesis, indica el ad-
mero de transformacion, con el cual se obtienen los cosfi-
cientes para las incognitas y los términos independientes.

{2%
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Podemos anotar también que A =<{s y, evidentemente,
k< n.

Este sistema cs determinado para £=n (el ndmero de
ecuaciones es igual al nimero de incognitas) y es indetermi-
nado para k << r (el nimero de ecuaciones es menor que el
nimero de incognitas). En realidad, para k = n el siste-
ma (5) tiene la forma

a'lixi ot alzxz + a{,a-rs "i— e '}- ﬂ]nﬂ':n == b’1

1 {1) {1) i
a3, 4 a3 Ty + . . . +abnz, =Y,

afzs+ ... +aflz, =8, (6)
oV m b

De la dltima ecuacion se obtiene un valor bastante determi-
nado para la incoégnita x,. Sustituyéndolo en la pendltima
ecuacion, hallamos el finico vajor para Ja incognita «,_,.
Continnando més adelante hallamos que el sistema (6), y
por lo tanto también el sistema (3), tienen una sola solucion,
es decir, son compatibles y determinados (en esie caso tam-
bién se dice que el sistema (3) se reduce a la forma triangular).

Si k << n, entonces para las incognitas «independientes»
Tht1s - - -4 Tn tomamos los valores numéricos arbitrarios,
después de lo cual, moviéndonos por el sistema (5) de abajo
haeia arriba, hallamos para las incognitas xy, Zjp-1s . . .
.+« Xy, 2y los valores bastante determinados. Puesto que
los valores de las incdgnitas independiecntes se pueden ele-
gir mediante un namero infinito de procedimientos distin-
tos, entonces ¢l sistema (3), ¥ por consiguiente, el sistema (3)
son compatibles, pero no indeterminados. (in este caso se
dice que el sistema se reduce a la forma trapezoidal).

Asi pues, el método de Gauss es aplicable a cualquier
sistema de ecuaciones lineales. Al mismo tiempo el sistema
es incompatible, si en el proceso de iransformaciones se
obtiene una ecuacién, en la cual los cocficientes para todas
las incognitas son iguales a cero, y el término independiente
es distinto de cero; si no se encuentra tal ecuacion, entonces
el sistema es compatible. El sistema compatible de ccuna-
ciones es determinado, si se reduce a la forma triangular
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(6), v es indeterminado, si se reduce & la forma trapezoidal
(5) para k<< n.

Ejemplo. Examinese, para qué valores de los parametros
a y P el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incdg-
nitas

z+y+z=0,
z—y+22=1, N
20 + 4y 4+ az = §

a) tienc una sola solucién (y hallar esta solucién), b} es
incompatible y ¢) es indeterminado.

Examinemos el sistema (7) mediante el método de Gauss.
Multipliquemos ambos mierabros de la segunda ecuacion
del sistema por (—1) y ambos miembros de la tercera ecuacién
del sistema por {(—1) vy ambes miembros de la tercera
ecuacién por (—*/,). Escribimos el sistema que es equiva-
lente al sistema (7):

z-ty+z=0,
— x4 y—2z=—1 (8)
e B

Adicionamos la primera ecuacion del sistema (8) con la
segunda, y la tercera con la primera; las ecuaciones, obteni-
das como resultado de la adicién, las tomemos en calidad de
segunda y de tercera ecuacion del nuevo sistema que es equi-
valente al sistema (B):

z+y+ z2=0,
2y— 2= —1, )]
O B
-—y+(1—7) =

Ahora, multiplicamos ambos miembros de la tercera ecua-
¢ion por 2 y con ello igualamos los coeficientes para la in-
cognita v en la segunda y tercera ecuaciones del sistema,
Adicionamos la segunda ecuacién con la tercera ecuacion
transformada y tomamos la ecuacién obtenida como tercera
ecuacién del sistema, De resultas el sistema (J) obtiene la
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forma
z4+y+z=0
2y — z = —1, (10)
(1— a)z=—(1+ B).
En dependencia de los valores de los parametros «, g

son posibles los casos siguientes:

1) Para @ 3= 1 y cualquier B el sistema tieno una sola
solucién

_a—3B—4 _ —a+4p4-2 _ B4-1
FETEe ¢ YU TIeen, Y et

2) Para @ = 1 y § 5= —1 el primer miembro de la ter-
cera ecuacidn del sistema (10) se anula y el segundo miembro
¢s distinto de cero. Por consiguiente, para estos valores de
dos pardmetros @ y B cl sistema resulta ser incompatible.

3) Para a = 1 y B = —1 el sistema (10) adquiere la
forma «trapezoidal». Para estos valores de los pardmetros «
y f el sistema es compatible e indeterminado. Tiene la forma

z4+y+z=0,
2y — 3 = —1,
Suponiendo z = ¢, donde ¢ es un nimero cualquiera, obtene-
mo$ un conjunto de soluciones

1—3¢ e—1

= 3 3 Y= T Z=C.

El método de Gauss de solucién de sistemas de scuacio-
nes lineales con coeficienies numeéricos, en vigor de su simpli-
cidad y de un mismo tipo de operaciones a cumplir, es apli-
cable para el célculo en las computadoras electrénicas, Un
defecto esencial de este método es la imposibilidad de formu-
lar las condiciones de compatibilidad y de determinacién del
sistema en dependencia de los valores de los coeficientes ¥
de los términos independientes. Por otra parte, incluso en el
caso de un sistema determinado este método no permite lia-
llar las formulas generales, que expresan la solucién de! sig-
tema a través de sus coeficientes y de los términos indepen-
dientes, los cuales es necesario tener para las investigaciones
tedricas, Eq el curso de matematicas superiores se dan otros
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métodos de solucién de sistemas de ecuaciones lincales, los
cuales no tienen los defectos indicados. Estos métodos se
basan en la teoria de matrices y determinantes.

7.4, Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Formulemos las condiciones de compatibilidad y determinacion del
sistema de dos ecuaciones lincales con dos incégnitas

ap® + ayy = by, 1)
Ayt + agay = by,
ademds, en cada una de las ecuaciones del sistema por lo menos une

de los coeficientes es distinto de cero.
Designemos a través de 4, Ay, A, los determinantes

USTRRS L
A= = @y1fg0 &)1,
231 @gg
by ara
A= =hyaq, —bgtsy,
by 2y
an &
Ay= =ayiby—ya,1-
g1 O3

Si los coeficientes del sistema (14} son iales que A 7 0, entonces
cl sistema es compatible y determinado. Las soluciones (el sistema son

_ Ay _ Ay
e R e e
Sea que ahora los coelicientes del sistema (11) son tales que & = 0,

entonces:

1) 8i A= 06 Ay 5= 0 6 bien A, == 0, y A, 5= 0, enlonces o}
sistema (11} es incompatible;

2) 8i A, = A, = 0, entonces el sistema (11) es computible e inde-
terminado.

7.5. Interpretacién geométrica de las soluciones de los
sistemas de ecuaciones lineales. Sca dado un sislema de dos
ecuaciones algebraicas lineales con dos incignitas

auz + apy = by,
anZ + gy = ba. (12)
ademis, en cada una de las ecnaciones del sistema por lo

menos uno de los coeficientes de las incognitas es distinto

de cero.
Cada una de las ecuaciones del sistema (12) representa

una correspondencia lineal entre las variables z e y. Cual-



Algebra

T + @y = by
% 01T + 204 = by

/ z

Fig. 4.2.

o

o

GoiT + @y m iy

l/ T
z

0

Fig. 4.3.
v)
Gy Y Qi =by
/ag,x *dz24=b3
/ oL T

Fig. 4.4.

Cop. 4.
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quier correspondencia lineal entre las variables 2 e y de-
termina en el sistema de coordenadas rectangulares cierta
recta. En el caso, cuando el sistema tiene una sola solueidn,
las rectas definidas por la primera y segunda ecnaciones se
intersecan (fig. 4.2). Si el sistema tiepe un conjunto infi-
nito de soluciones las rectas coinciden {(fig. 4.3); st ol siste-
ma es incompatible, las rectas son paralelas (fig. 4.4).
Sea dado un sistema de tres ecuaciones lineales con tres

incognitas

a1% + ayy + @z = by,

U@ + Quolf + Ap32 = by, (13)

an® + gy + g8 = by,

al mismo tiempo, en cada eenacién del sistema por lo menos
une de los coeficientes de Jas incognitas es distinto de cero.
La ecuacién lineal con tres variables determina ¢l plano
en el espacio vy, respectivamente, las tres ecuaciones del
sistema {13), es decir, tres planos. Son posibles los easos
siguientes de la posicién reciproca de estos tres planos ay,
@4, @3, dados por la primera, segunda y tercera ecuaciones,
respectivamente:

A. Todos los tres planos son distintos.

1) Los lres planos se intersecan en un puntoe (fig. 4.5).
El sistema tiene una sola seolucidn.

2) Dos planos @y, @, se intersccan por la recla I, para-
lela al {ercer plano a, (fig. 4.6). Il sistema no tiene solu-
ciones.

3} Dos planos se intersecan por la recta que periencce al
tercer plano (fig. 4.7). El sistema tiene un conjunto infi-
nito de soluciones.

4) Los tres planos son paralelos (fig. 4.8). El sistema no
tiene soluciones.

B. Dos planos coinciden y el lercer plano es distinio de
ellos.

1) Los planes a, y @, que coinciden se inlersecan con el
tercer plano a4 (fig. 4.9). El sistema tiene vn conjunto infi-
nito de soluciones.

2) Los planos que ceinciden «, y @, son paralelos al
tercer plano ay (fig. 4.10). Ll sistema no tienc soluciones.

C. Los tres planos coinciden (fig. 4.11). L1 sistema tiene
un conjunto infinito de soluciones.
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§ 8. Sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales

Para los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales,
a diferencia de los sistemas de ecuaciones lineales, no
existe ninglin método de solucién universal que sea préctica-
mente comodo y, por ese, para resolver cada sistema concreto
de las ecuaciones no lineales es necesario utilizar procedi-
mientos especiales de sclucién, basados en la utilizacién de
las singularidades de las ecnaciones algebraicas, que consti-
tuyen el sistema dado. .

Examinemos en ejemplos concretos dos procedimientos
de solucidn de los sistemas de ecuaciones algebraicas no li-
neales. -

Ejemplo 1. Resolver el sistema de ecuaciones

2* — Day + 4y = 0, (1)
2t — A0yt — z - 11y = —4.

Observando, que el polinomio de dos variables = e y
que se encuenira en ¢l primer miembro de la primera ecua-
cion de) sistema (1) es homogéneo, el sistema (1) puede redu-
cirse a dos sistemas siguientes que son equivalentes al
sistema (1):

- o =\t = (= o
z:—Sxy + 4y2 =0, (y) 5 (y)+4_0, -
y=0, (2) 23 —15y*—z-+ [#2
22— 19—z + 1y = —4; A+ My = —4.

Iallamos las soluciones del sistema (2). Sustituyendo el
valor y == ( en la primera y lercera ecuaciones del sislema
(2), oblencmos un sistema de dos ecnaciones para hallar el
valor de una incoguifa x:

=10, %o gp= 4,

No existe un nimere x que satisfaga ambas ecuaciones del
sistema, es decir, el sistema (2) es incompatible, Pasamos
a la solucién del sistema {2). Resolvemos la primera ecua-

cion del sistema (2°} como una ccuacion cuadritica respecto

" x .
a la variable = La ecuacion

u? e Su 4+ 4 =0
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i ) afanag it - x
tiene las raieces u; = 4, u, = 1, es decir, = = 4, _% ans .

De csta mancra, el sistema (2°) es equivalente a dos sis-
temas:

xr = 4y,

€2 — 15yt — & 4+ 1y = —4. (3)
o=y

22 — 15y — x + 1y = —4. (3"

Suslituyendo Ias expresiones z a través de y en las se-
gundas ecuaciones de los sistemas obtenemos las respeelivas
¢cuaciones para la obtencion de y:

ATy A =0, —4° 10y 44 =0.

Las soluciones de la primera ecuacidén son:

—74- V33 —7— V3
Mgy T g e

Las sofuciones de la segunda ccuacidn son:
ys =1, p=—2/7.

Los sistemas {3) y (3') tienen, respectivamente, lds solu-
ciones siguienles:

2y -2V 3B—14, x3——2V3B—14,

2y 1, #,=—2/7,
1 33--7 —V3B—7 2
yl __'_"_2' L] yz _2'__ ¥ y3:1! y.e.: _T,

las cuales son las soluciones del sistema (1).

Sistemas siméiricos de ecuaciones. Un sistema de ecuaciones con dos
incépnitas 7 e y se¢ llama simétrico, si el mismo no se cambia con la
sustitucién de la incégnita z por la incégnita y, y de la incégnita y
por la incognita =,

Muy a menudo.la solucién de tales sistemas puede ser hallada
mediante b introduceién de nuevas variables, es decir, de polinomios
simétricos elementules o, ¥y oyt

g =z+y O=zy.
Ejemplo 2. Hallar las soluciones del sistema
¥ A xy 4y = &y (4)
ity ty =2
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tiene las rafces w; = 4, u, = 1, es decir, = = 4, — = 1.
; y
De esta manera, el sistema (2) es equivalente a dos sis-

L¢mas:

x = 4y,

2t — 15y — z 4 1y = —4. ®3)
=y,

2t — 15y —x + Hy = —4. (3"

Suslituyendo los expresiones x a través de y en las se-
enndas cecuaciones de los sistemas obtenemos las respectivas
ecuaciones para la oblencion de y:

yt - Ty -4 =0, —14y* 4+ 10y 4 4 = 0.
l.as soluciones de la primera ecuacién son:
= ¥ o ]
— 74 V33 —7— V33
R W o
Lag soinciones de la segunda ecnacidon son:
UYa = 1, Yy = —2/17.

Los sistemas (3) y (3') Llienen, respectivamente, lds solu-
ciones siguienles:

T =2V B4, zp— —2Y 3314,

xy. 1, 2,=—2(7,
Vid—7 — V33—17 2
By g Vz » Y=1, Yy = —7>

las cuales son las soluciones del sistema (1).

Sistemas simétricos de ecuaciones. Un sistema de ecuaciones con dos
inedgnitas x ¢ g se llama simétrico, si el mismo no se cambia con la
sustitucion de Ia ineégnita z por la inodgnita y, y de la incdgnita y
por la incdgnita .

Muy 2 menudo la solucién de tales sistemas puede ser hallada
moediante 1a introduceidén de nuevas variables, es decir, de polinomios
simétricvs elemenlales oy y o5

Oy 2= X 4 Y, Ty = Y.
Ejemplo 2. Tallar las soluciomes del sistema
2% | xy + yt o= 4, @
rtay-ty=2
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Introduzecamos nuevas variables, los polinomios simélricos ele-
mcentales

O, =z Yy, OGy=2ap
Respecto a las variables g, y o, cl sistema {4) se escribe en la forma

¢
0y — Gy =4,

r
0
6,40, =2, ©)
De la segunda ccuacién dcl sistema oblenemos
Oy — p ady. {G)

Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema (5) o, por la
expresién 2 — ¢, obtenemos la ecuaciéu cuadralica

Sustituyendo les valores hallados o, en la relacion (6), obtenemos
los valores o,. De esta manera, cl conjunto de soluciones del sisle-
ma {5) tiene la forma

o =2, 0,=0 0y = -3, 0, =25
Ahora el conjunto de soluciones del sistema inicial (4) puede ser
obtenido como Ja unidn de los conjuntos de seluciones de dog sistenas
mas simples:
st y=2 x4 y=-=3
zy = U 2y == .
Ejemplo 3. IResolyver el sistema de eeuaciones
x _{_ ¥ = 5:
xh -*— y’r. = 275.
La sustitucién de o, = « -} ¢, 05 == 0y rednee el sistema dado
de ecuaciones a la forma
g1= 5,
ab —hodo, -+ 50,05 = 275,
Sustituyendo el valor o; = 5 en la segunda ccuacion, obtencmos una
ecuacién para o,
03— 250, + 114 =11,
Las raices de esta ecuacidén seran
a0y =8, o — 1

De esta manera, ¢l conjunto de soluciones del sistema inicial se halla
coma una unidén de conjuntos de soluciones de dos  sistemas mds
simples:

z+
zy = 19.

5,

f

3y
xy =B,
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En el p. 7.3 fueron examinados Jos sistemas de ecuaciones
algebraicas lincales, en las cuales el nimero de ecuaciones
era menor gque ¢! ndmero de incégnitas. n este caso resultd
ser que unas incégnitas se expresaban a través de otras {(«in-
dependientes») incognitas, es decir, el sistema tenia un con-
junto infinito de soluciones. De olra manera sucede en el
caso de solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas no li-
neales, en las cuales el niimero de incdgnitas es mayor que
el nimero de ecuaciones. Puede resultar que tal sistema iiene
tanto un ndmero infinito, como finito de soluciones o no
tiene, incluso, las mismas, Ahora examinemos como ¢jem-
plo un sistema de dos ecuaciones algebraicas con tres incdg-
nitas, el cual tiene una sola solucién (es decir, el conjunto
de soluciones representa la dnica {erna ordenada de ndmeros
que convierte a amhas ecuaciones en identidad).

Ejemplo 4. Hallar las soluciones reales del sistcma

x -y =2
xy — 2% = 1.

Después de sustituir en la segunda ceuacidn y = 2 — z
la solucién del sistema se reduce a la solucion de la ecuacion

(x — 1P + 2 =0,
la cual es equivalente al sistema
z—41=0 z=10
Este sistema tiene una sola solucion, por eso también el

sistema (7) de dos ecuaciones con Lres incognitas tiene solo
una solucion (1; 1; 0.

§ 9. Desigualdades

9.4. Deliniciones y propiedades principales de las desi-
gualdades. Las expresiones que tienen la forma

a<<blab), a>bla>=?h),

donde & y b pueden ser nimeros o funciones, se llaman desi-
gualdades. Los simbolos << (<7), = (=) se llaman signos de
desigualdad y se leen respectivamente: menor {menor o
igual), mayor (mayor o igual).
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Las desigualdades que se escriben mediante los signes
> y <, se Haman esiriclas, y las desigualdades enyas expre-
siones contienen los signos = y < se llaman no esfrictas.

La designaldad no estricta es cquivalenic a la desigual-
dad estricta del mismo signo y a la igualdad.

Se distingue dos tipos de desigualdades: las aritméficas
{o numéricas), cuya expresion contienc sdlo nimeros, y no
aritméiicas, cuya expresion contiene, junto con los numeros,
funciones de una o de varias variables.

Por ejemplo, las desigualdades numéricas son

2>1, VI

Las designaldades no aritméticas, por cjemplo, son las desi-
gualdades

a<<d, tgtz 4 igx>0, 2% P2 1% ..,

Las funciones que entran en las desigualdades pueden ad-
mitir distinles valores numéricos en dependencia de los dis-
tintos valores de sus argumentos. Para unos valoeres de los
argumenios la desigualdad puede convertirse en desigualdad
estricta, para olros valores, no.

Las propiedades principales de las desigualdades*) son:

1) Si a = &, entonces b < a;

si a <7 b, cutonces b >«

2 Sia>0y b>>c, entouces a > c;

sia<tby b<Tc, entonees a < ¢

Operaciones writméticas con lus desigualdades.

1) Dos desigualdades de un mismo signo pueden sumarse;
on este caso como resullado de Ta adicion s¢ obtiene una do-
sigualdad del mismo signo:

{antisimeiria)

sia>bye>d, entonces g - ¢ > b -} d;
sia<<byec<{d, enlonces g + ¢ < b 4 d.

2) Si ambos miembros de la designaldad se wnultiplican
{se dividen) por un mismo valor positivo, enlonces se obtie-
ne una desigualdad del mismo signo; si ambos miembros de
la desigualdad se multiplican (se dividen} por un valor

*} Todo lo dicho mds abajo para los casus dv las desigualdades
getrictas es véalido lambién para las desigualdades po estrictas.
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negalive, entonces se obtienc una desigualdad de signo
opuesto:

sia > b y ¢ > 0, entonces ac = bc;
si a << bye >0, entonces ac << be;
si @ > bye<<0, entonces ac < be;
si a<< b y ¢ <0, entonces ac > be.

3) Como consecuencia de las reglas de adicién de las de-
sigualdades y de multiplicacién de ambos miembres de las
desigualdades por un mismo valor, s¢ obticne la regla de
sustraccion de las desigualdades de distinlo signo:

De una desigualdad se puede miembro a miembro (del
primer miembro sustraer el primero, y del segundo miembro
sustraer cl segundo) sustraer otra designaldad de signo opues-
to. De resultas se obtiene una desigualdad que ticne el
signo de la primera desigualdad:

sia<<bye>d, entonces a — ¢ < b —d;
sia>bye<<d, entonces a — ¢ > b — d.

4) Si al primero y segundo miembros de la desigualdad
agregamos el mismo valor, entonces de resultas se obtiene
una desigualdad del muismo signo:

si @ > b, entonces a +¢>b 4.

9.2, Algunas desigualdades importantes.

1) Para coalesquiera niimeros reales @ y b se cumple Ia
desigualdad

la+ bl lal+ 101

es decir, ¢l valor absoluto de Ja suma de dos nimeros reales
no supera la suma de valores absolutos de eslos nameros.

Mediante el método de induccion matemdtica se puede
demostrar que para cualquier nimero finito de sumandos
a; es valida la desigualdad

T T
Nt 1
.-’TI1 & lé ,.\...I ag s

i i=

ademas, la igualdad se obtiene si todos los sumandos son
nimeros del mismo signo.
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2) Para cualesquiera niimeros reales a y b se cumple la
desigualdad
la—b1Z=llal— 15l

es decir, el valor absoluto de la diferencia de dos nimeros ne
es menor que el valor absoluto de la diferencia de los valo-
res ahsolutos de estos nimeros.
3) Para cualesquiera dos niimeros reales ¢ y & se cample
la desigualdad
a® + b* =2 | ab |,

al mismo tiempo, la igualdad e obtiene enando y sélo cuando
lel= 1841

4) Si a y b son ntmeros reales ded mismo signo (ad > 0),
entonces

: i b
i
ademds, la igualdad se obliene cuando y sélo crando @ = b.
5) Desigualdad de Cauchy: 8i a y b son nimeros reales no
negativos, entonces

- h ——
“B sy,

es decir, la media aritmética de dos ndamercs no negalivos no
es menor que su media geométrica.

Una desigualdad andlega es valida también para cual-
quier li)st.a finita de nfimeros no negativosa, (i = 1,2,8, ...
oy B

ay-ay-tFag4-...-fap o np————
ol - Sy s cuilty ,

es decir, Ja media aritmética n de Jos nimeros no negativos
es mayor o ignal a su wedia geomdétrica; la igualdad se
obtiene, cuando todas las # de nimeros son ignales.

6y Desigualdud de Couchy—Buniakovski: para cualesquiera name-

ros reales ay, ay, ag, . . -, a,by, By, . . ., by se cumple la desigualdad
@y + agby - aghy - oL b)) s
K faf e b k) G 5. ).

La iguaddad se cumple cuande y sflo cuando los nimeros a; y Iy
son pmgmrcmnales, #s decir, cuando existen tales nimeros @ y p que
a® 4 B2 == 0, vy para todos i = 1, 2, 3, ..., nse cumple la ignaldad

aay + ﬁb; =0
13—01477
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7) Relacién epire 1a media aritmética y cuadritica de varios
numerns: ¢l valor absoluto de la media aritinética de cualquier nitmero
finilo de mmeres ceales sio supera a Ja media cuadrética de estos
nimeros es decir,

oy tagt...danl o/ oft+ai+... +di

n n x

adomés, la igualdad se cumple cuando y sélo cuando todas las » de
Ins niimeros son  iguales entre sf.

8) Desigualdad de Hilder (generalizacion de la desigualdad de
Cauchy — DBuniakovski): para cualesquiera nimeros reales a,, ag, . . .

e vuy @y, by, .., by, con cualquier p > 1 se cemple la desigualdad
aly b agly - L. b apby| =5

< (layle -k lag]® - - .o A Jag I2)YP (- 18,194+ 0 4 |18,
dowde g o= ;’-—-"3:_- (e

§ 10. Solucién de desigualdades y de sisiemas
de desigualdades

10.1. Definiciones principales. Sea f una funcion numéri-
ca de una o varias variables (argumentos). RResolver la desi-
guakdad

f<x0 (1)

significa hallar un eonjunto de valores del argumento (argu-
mentos) de la tuneion f, para los cuales la funeion f es ne-
galiva, os decie, para los coales da designaldad (1) se con-
vierlte en cierla desigualdad numérica.

Andlogamente, resolver la desipualdad

>0 2)

significa hallar nn conjunto de valores del argumento {(argu-
mentos) de Ja funcion f, para los cuales los valores de esta
funcion son positives, es decir, para los cuales la desigual-
dad (2) se convicrte en una desigualdad numérica valida.

Un coujunto de valores de los argumentos de la funcién
{, para los cnales fa desigualdad se convieite en una desigual-
dad numérica valida, se llama conjunto de soluciones de la
designaldad o simplemente solucion de la desigualdad. Dos
desigualdades se consideran eguivalentes, si los conjuntos
de sus soluciones coinciden,
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Resolver un sistema de varias desigualdades significa ha-
Ilar un conjunto de valores de los argumentos de las [uncio-
nes que entran en las desigualdades, para los cuales todas las
desigualdades del sistema simulidneamente se convierten en
desigualdades numéricas vélidas.

Dos sistemas de desigualdades se consideran eguivalentes,
si los conjuntos de sus soluciones coinciden. [l sistema de
desigualdades S se considera equivalente a dos sislemas de
desigualdades S, y S, st el conjunto de soluciones del siste-
ma § coincide con fa unién de los conjuntos de solucienes
de sistemas §; y §,.

10.2. Desigualdades lineales y sisteinas de desigualdades
lineales cop una incégnita. Por desigualdades lincales se
entiende una desigualdad que tiene la forma

ar + b >0, e+ 0<0,az+b0=>20 az + b0,

donde a y & son nimeros reales (a 5= 0).

La selucién de las designaldades linealés se efectiia me-
diante la sustitucién de la desigualdad inicial por la desi-
gualdad equivalente, Para esto se usan las siguientes trans-
formaciones de dJesigualdades que conducen a las desigual-
dades equivalentes: la adicién a amhbos miembros de la de-
sigualdad el mismo ndmero y la multiplicacion {divisién} de
ambos miembros de la desigualdad por el mismo niimero.
Asi, un conjunto de soluciones de la desigualdad

ar + o> 0 (3)

puede ser hallado de la manera siguiente,

Agregamos a ambos miembros de la desigualdad (3) el
nimero — b, de resultas obtenemos una desigualdad equi-
valente

ar > — b, (4)

y dividimos ambos miembros de la designaldad por a.
Si a > 0, entonces la desigualdad (4) se convierte en la
designaldad

b
By

la cual da un conjunte de soluciones de la designaldad ini-
cial (3). IEste conjunlo de soluciones puede escribirse tam-~

193¢
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hién en la forina

b ;
z€ ( == &F 00) :
Si « < 0, entonces la desigualdad (4) es equivalente a

la designaldad

b
b o —
< et

Un conjimto de niweros reales que satisfacen a esta de-
siguatdad, cs el conjunto de soluciones de la designaldad
inicial (3):

b

Andlogmmente pueden ser halladas las soluciones de
cunalesquiera desigualdades lineales.

Un conjunto de soluciones de un sistema de dos desigual-
dades lineales

az + b >0,
ce +d>0

se halla como la interseccion de conjuntos de soluciones de
estas desigualdades.

10.3. Designaldades cuadriticas. Por desiguaidad cua-
drdtica sc entiende una desigualdad, gue puede ser reducida a
una de las desigualdades signientes:

azt |- bx +¢>0, az® -+ bx 4 <<,
art4-bx + 20, ax® 4 bx e <0,

donde a, b, ¢ son ciertos nimeros reales y a == O.
Seran desigualdades cnadraticas simples las desigualdades

< my 2 >m.
El conjnulo de soluciones de la desigualdad 2* << m es:
1) para m <L 0 = = ¢ {es decir, no hay soluciones);
2) paran m >0 x € (-—-]fm; Vm), es decir, —]/m<

<x<1/ﬁ, v x| << VE
Ei conjunto de soluciones de la desigualdad a* >> m cs:
1) para m << 0 x € R (es decir, z es cualguier ndmero
real);
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2) param =0 x € (— oo} -—']/ﬁ.} ] (VE; + o), es de-
cir, —o<<z<<—-Vmy Vm<a<<-too, o |z|>
- ]/m.

La designaldad cnadedtica ax® + b -- ¢ = 0 tienc, en
dependencia de los valores de sus coeficientes @, b y ¢, de un
conjunto de soluciones:

1) paraa >0, = bt —dac 3 0 x € {—o0s 5V L) U
—b+ VD, ;
U= ]

2) paraa >0,D <0z € R;
—_— - '/_ — ) — .;_—

3y paraa<<0,D=0zx¢€ ( E’L" L A ",)E‘ n) :

4) paraa << 0,D << Ox = ¢ (es deeir, no hay soluciones).

La solucién de la desigualdad ax? 4 bz 4- ¢ << 0 se re-
duce a la solueion de la desigualdad examinada mis arriba,
si ambos miembros de la desigualdad se multiplican por —1.

Un conjunto de soluciones de las designaldades no estric-
tas az? 4 bx + ¢ =0 y ax* + bz -+ ¢ =< 0 sc halla como
una unién de los conjuntos de soluciones de las desigualda-
des estrictas correspondientes y de la ccuacion az® -+ bz -
+ e = 0.

Las desigualdades que se reducen a la forma

az-+b r

ca+d >k, @)
donde @, b, e, d, k son cierlos nimeros reales y ¢ 7%= 0 {si
¢ == 0, entonees la desigualdad lineal fraccional se convierte
en lineal), se lNaman desigualdades lineales fraccionales.
También pertenecen a estas desigualdades las del tipo (3),
las cuales en vez del signo > tienen los signos <, =2, <.

La solucién de la designaldad lineal fraceional se reduce
a la solucién de la desigualdad cuadritica. PPara esto, es ve-
cesario multiplicar ambos miembros de la desigualdad (5)
por la expresién (cx - d)*, la cual cs positiva para todos
z ER y x5~ —dle.

10.4. Método de intervalos. Sea P{x} un pelinomio de
n-ésimo grado con coclicientes reales, ¢y, ¢y, - - -, € SO0
todas las raices reales del polinomio con las multiplicidades
ki, ks .., ky, respectivamente, ademas, ¢, >¢; > ...
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... >c¢p. B polinomio P (z) puede representarse en la
forma

P(z)=(x—ec)" (@—c)* ... (x—c)"Q(2), (6)

donde el polinomio Q {z) no tiene raices reales y es positive
o negativo para todos z € R. Supongamos, para mayor pre-
cision, que @ {«) > 0. Iintonces para z > ¢, todos los facto-
res en el desarrollo (6) son positivos y P {(z) > 0. Si ¢, es
la raiz de la multiplicidad impar (%, es impar), entonces
para ¢, << x << ¢, todos los factores en el desarrollo (6), a
excepcién del primero, son positives y P (r} << 0. En este
caso se dice que el polinomio P (x) cambia su signo con ¢l
paso a través de la raiz ¢,. Si ¢, s la raiz de Ja multiplicidad
par (k, es par), entonces todos los factores (incluyendo el
primero) para ¢, < x < ¢, Son positives y, por consiguiente,
P () > 0. En este caso se dice que el pelinomio £ (z) no,
cambia su signo cuando pasa a través de la raiz ¢,.

Analogamente, utilizando el desarrollo (6), es fécil
convencerse que al pasar a través de la raiz ¢, el polinomio
P (x) cambia el signo, si k, es impar y no lo cambia, si &,
es- par.

La propiedad examinada de los polinomios s¢ uwsa para
resolver las desigualdades por el método de intervalos. Para
hallar todas las soluciones de la desigualdad

P (z) >0,

es suficiente saber las raices reales del polinomio P {x),

sus mulliplicidades y el gipno del polinomio 72 (x) en wn

punto arbitrario x, que no coincide con la raiz del polinomio.
Ejemplo 1. Resolver la desigualdad

2 (z 4 2) (z — 1)° (22 + 1) > 0. @

Situemos en el eje numérico Ox las raices del polinowmio
que se encuentra ¢n el primer miembro de la desigualdad
(fig. 4.12).

Para x > 1 el polinomio es positive, puesto que todos
log factores gue se encueniran en el primer miembro de la
igualdad son positivos. Vamos a movernoes por el eje Ox de
derecha a izquierda. Al pasar a través del punto z == 1 el
polinomio cambia su signo y se convierte en negativo, puesto
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gue x = 1 es la raiz de la multiplicidad 3; al pasar a través
del punto z = 0 el polinemio no cambhia de signo, puesto
que z = 0 os la raiz de la multiplicidad 2; al pasar a tra-
vés del punto z = —2 el polinomio de nueve cambia de
signo y llega a ser positivo.

Los intérvalos del polinomio dado de signos constantoes
ge representan esquemditicamente en la fig. 4.12. Usando

=+
+
/

Fig. 4.12.

esta figura, es muy ficil escribir un conjunto de solucién
de la designaldad (7):

z € (— ooy —2) U (t; 4 oo).

l.a solucion de la designaldad racional que tliene Ja
forma

P (z) :

donde P {z) y Q@ (z) son polinomios, se reduce a la solusion
de la designaldad algebraica equivalentie de la manera si-
guiente: multiplicando ambos miembros de ia designaldad
(8) por el polinomio [@ (x)]%, el cual es positivo para todos
los valores admisibles de la desigualdad (8), obtenemos la
desigualdad algebraica

P (x) @ (z) >0,
equivalente a la desigualdad (8).
Ejemplo 2. Resolver la desigualdad racional
2 () 9
z? (x xléz-{- ) <. )

~ Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por
(x — 3)*, obtenemos la desigualdad equivalente a la desi-
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gualdad (9):
22— (x4 2z —3) <.

Il conjunto de soluciones de la Gliima desigualdad se
halla mediante ¢l método de intervalos y es el siguienie:

& € {— co; —2) U (1; 3).

10.5. Solucidn de desigualdades irracionales. Por desi-
gualdad irracional se entiende la desigualdad, en la cual
los valores incognitos (v las tunciones racionales de valores
ineognitos) se encuentran bajo el signo del radieal. Para
hallar el conjunto de soluciones de la desigualdad irracio-
nal, es neeesario, por regla general, elevar ambos miembros
de la designaldad a una potencia natural. A pesar de la apa-
riencia exterior del proceso de solucién de la ceuwacion irra-
cional (véase p. 5.9) y de la desigualdad irracional, entre
Jas mismas vxiste una gran diferencia. Cuando resolvemos
las ecuaciones algebraicas no nos preocupa que después de la
elevacion a la polencia se obtenga una eenacién equivalente
a la inicial: la ecuacién algebraica tiene wn niamero {inito de
raices y podemos elegir de 1 conjunto de estas raices las
soluciones de la ecnacién irracional.

Un conjunto de solnciones de desigualdades representa,
por regla general, un conjunto infinito de nimeros, y por
eso ta verificacion directa del conjunto de soluciones me-
dianle lasustitucion de estos nimeros en la desigualdad inicial
es, de principio, imposible. El (Gnico procedimienio que
garanliza una respuesta correcta consiste en gue tenemos
gque observar, que para cnalquier transformacion de la
desipualdad inicial se obtenga una desigualdad equivalente
a la inicial,

Para la solucidn de las desigualdades irracionales es ne-
cesario lener en cuenia que cuando elevamos a una poten-
cia impar amhos miembros de la desigualdad siempre se
ohtiene una desigualdad equivalenle a la desigualdad ini-
cial. 8i ambos miembros de la designaldad los elevamos a
la potencia par, oblendremos una desigualdad equivalente
a la inicial que liene el mismo signo de desigualdad sélo en
el caso, si ambos miembros de la desigualdad inicial no son
negativos,
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Ejemplo. Resolver Ja desigualdad

Vz—=5—)9—z>1, (10)
151 conjunto de los valores admisibles de x es:
x € [5; 9.
La desigualdad (10) es equivalente a la desigualdad
Va—=5>1+V9=xz, (11)

ambos miembros de la cual) son no negativos. Elevando am-
hos miembros de la desigualdad (11) al cuadrado, obtenemos
la desigualdad egunivalente

2r—15>2V 9—uz. (12)

1) Si 2x — 15 < 1), es decir, x < 15/2, ¢l primer miem-
bro de la desigualdad es negativo o es igual a cero, y el se-
gundo miemhro es no negalivo. Por cso para ningin z £
€ 15; 15/2] la desigualdad (12) pnede convertirse en una de-
signaldad numérica valida.

2) 8i 22 — 15 > 0, entonces ambos miembros de la de-
signaldad son no negalivos y después de elevarlos al cua-
drado se obliene una desigualdad equivalente a la desigual-
dad (12):

(Zap — AV A (YU == i)
De esla mancera, ¢l conjunto de soluciones de la desigual-

dad (10) se obtiene como el conjunto de soluciones del sis-
tema de desigualdades

5<r <9,
22 — 15 > 0,
2z — 15)2 > 4 (9 — z),

de donde oblenemos € (M+2V7; &'IJ.

10.6. Desigualdades expomenciales. Un cjemplo de de-
sigualdad exponencial es la que tiene la forma

a5, (13)
donde 2 y b son ciertos numeros reales (@ >0, a 3= 1).

En funcién de los valores de los pardmetros @ y b el
" conjunto de soluciones de Ja desigualdad {13) es el siguiente:
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1) para a > 1, b >0 z € (log, b; -+ o);

2) para 0 << a<<1, b >0z € (— oo; log, b);

3) paraa >0, 6<<0,z€R.

El conjunte de soluciones de la designaldad

< b (14)

en dependencia de los valores de los parametros ¢ y b es el
siguiente:

1) para a > 1, 8 > 0 z € (— oo; log, b);

2) para 0 << a<< 1, b >0 z € (log, b; + oo);

3) para e >0, b << 0z = ¢ (es decir, la desigualdad no
tiene soluciones).

Las desigualdades (13) y (14) pueden ser generalizadas
para el caso, cnando en el exponente de la potencia se en-
cuenira cierto polinomio de z. Asi pues, el conjunto de solu-
ciones de ta designaldad

Pl =~ § (15)

se halla como un conjunto de soluciones de Ja desigualdad
f (z) > log, 3

gue es equivalente a la desigualdad (15).

10.7. Desigualdades logaritmicas. La desigualdad que
tiene la forma

log, / () > b, (16)
donde a y b son ciertos niimeros reales (¢ > 0 y a % 1), es
una designaldad logaritmica simple. La designaldad (16)
en dependencia de los valores del parimetro a es equiva-
lente a los sistemas de desigualdades siguientes®):

1) para a>1 2) para 0<<a<<1
f(x) >0, f@) >0,
f(z) >a”, f(x)<a®,
Respectivamente la desigualdad

log, f (z) < b (17)

*) En caso, si la desigualdad (16) es no estricta, las segundas
desigualdades de estos sistemas también son no estrictas,
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es equivalente a los sistomas siguientes de desigualdades:
1) para a>1 2) para 0<Ca<c1
f(x) >0, f(z) >0,
fey<a’, f(x)>a".
IE1 conjunto de soluciones de las desigualdades que tienen
la forma
R (a*) >0 y R (log, ) > U, (18)

asi como las desigualdades R<< (), R > 0, A <0, donde
R es el polinomio de argumentos indicados, se halla de la
manera siguiente. :

Se introduce una incognita nueva y -= @ (respectiva-
mente y = log, x} y las desigualdades {(18) se resuelven
como algebraicas respecto a la incognita y. Después, la
solucion de la desigualdad inicial se reduce a la solucién
de la desigualdad simple respectiva (13), (14), (16), (17} o de
los sistemas de estas desigualdades.

Ejemplo 1. Resolver la desigualdad logaritmica

log} z — logy, z — 15 > 0. (19)

Reducimos todos los logaritmos a una base (por ejem-
plo, a la bhase 2) y obtenemos wna desigualdad que es oqui-
valenie a la desigualdad logaritmica (19):

-i—-logix—!ogz;c—ﬂ}& (20)
Resolvemos esla designaldad como cuadrilica respecto a la
incognita nueva
y = log, r.

De resultas obtenemos que la desigualdad logaritmica
(20) es equivalente a dos desigualdades simples:

log, z > 10 y log, 2 << —6,

cuya union de los conjuntos de soluciones da un conjunto de
soluciones de la desigualdad (19):

z € (0; 2% U (2% + oo).
En conclusién indiguemos un tipo m4s de desigualdades
logaritmicas que se encuentra con frecuencia, en las cuales

la base del logaritmo y el argumento del logaritmo son
funciones de la incognita 2. Tal desiguaidad logaritmica es,
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por-ejemplo, la desigualdad

logux f (@) > ¢, (21)
“donde / (z) y ¢ (r) son ciertos polinomios, y ¢ es cierto né-
~mero real. Il conjunto de valores admisibles de la incognita
"z se halla como un conjunte de soluciones del sistema
f@)>0,
g (z) >0,
g (x) # 1.
La desigualdad logaritmica (21) es equivalentic a dos siste-
mas de las desigualdades algebraicas:
{ @) >0, /() =>0,
g () > 1, O gl = 1,
[@)y > g @l ) <lg @l

Ejemplo 2. Resolver la desigualdad
log, (zx_%) > 2. (22)
La designaldad logaritmica dada es equivalente a dos
sistemas de desigualdades:
2r—3>0,  2w—g>0

it

a1, 0<—x<<1,
i 3 sl 3 2
2.;—7;‘;-3:2, 2”'_71<I :

El conjunto e seluciones de la desigraldadl logaritini-
ca (22) se obtiene como una union de conjuntos de solucio-
nes de eslos dos sistemas:

re(3: 4 v (nd).

10.8. Representacién geométrica de un conjunto de s0-
luciones de una desigualdad con dos incégnitas, Suponga-
mos que tenemos cierta desigualdad con dos incagunitas. 11
conjunto de sotuciones de tal desigualdad es un conjunto
de pares ordenados de nitneros reales (x: y), el cual puede
ser representado geométricamenie como un conjunto de
puntos del plano de coordenadas Oxy.
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I.a unién del conjunto de soluciones de las desigualdades
F,yy>0, F <0

y de la ecuacién
Fz,y)=0

da el conjunto de todos tos puntos del plano de coordenadas
Ory, a excepeidn de los puntos, en ios cuales la [uncion de
dos variables /' (z, y) no estd determinada. Asi por cjemplo,
la unién de un conjunto de soluciones de las desigualdades

£ I
y de la ccuacion

=0

¥
da un conjunto de todos Jos puntos del plano numérico R2,
a excepcion del conjunto de los puntos que pertenccen al
eje Oux, ;

La ecuaciéon F (z, y) = 0 proporciona un conjunto de
puntos de «la frontera de separaciény (o una parte de la
misma) entre los conjuntos de los puntos definidos por tas
desigualdades F (x, y) >0 y F (2, y) < 0.

5i la ecuacion F (x, y) -= 0 ticoe una dnica solucion
respecto a la variable y (2 se considera parimetro), enton-
ces se dice que la ceonacién F (&, 3 = 0 define la funcion

y = f ().
Si la eeuacién F {x, y) = 0 liene una aniea solucién

respeclo a la variable (¥ se considera pardmietro), entonces
se dice que la eccuacion # (z, y) = 0 define la funcién

z = g (y},

donde y se considera una variable independiente, y z, una
variable dependiente.

Puede resultar que la ccuacién F (x, y} — 0 no ticne una
sola solucién ni respecto a la variable 2 ni respecto a Ja
variable y. Iin este caso se dice que la ccuacion F (z, y) =0
representa una correspondencia entre los conjuntos de Jos
valores admisibles de las variables 2 ¢ y.

lin la fig. 4.13—4.28 estén representadas ciorlas figuras
definidas por las desigualdades gue tienen la forma y>
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= [ {x). Kstas Jiguras representan una parte del plane de
coordenadas Ouy que =e encuentra méis arriba de la linea
y - [ (r). Las figuras dadas por las desigualdades y << f (x)
representan una parte del plano que se eneuentra inés abajo
de la linea y = f (x).

IEn las fig. 4.20-~4.31 se sombrean las figuras represen-
tadas por las desigualdades que tienen la forma z > g (y).

En las fig. 4.32—4.34 estan representadas las figuras
dadas por las desigualdades que tienen la forma F (z, y) >
= 0, en el caso, cuando la ecuacién F (z, y) = 0 representa
ta correspondencia entre las variables z e y:

1) Ia desigualdad z* 4- y* > R*® representa el exterior
del circulo del radio R con el centro en el origen de coorde-
nadas (véase fig, 4.32);

2) la desiguaidad (z — a)* -+ (y — b)* > R* representa
el extlerior del circulo de radio R con el centro en el punto
con las coordenadas (a: &) (véase la lig. 4.33);

3) la desigualdad que tiene la forma x| - |y |>
= a (a = 0} representa el exterior de un enadrado con los
vériices en los punios (a; 0), (0; @), (~a; 0) y (0; —a) (véase
la fig. 4.34).

En las lig. 4.13—4.34 se representan las figuras simples
dadas por las desigualdades con dos variables z e y. Sin
embargo, destreza para construir estas figuras simples per-
mite constroir también figuras mds complicadas represen-
tadas, por ejemplo, por un sistema de varias desigualdades
con dos variables. Una figura geométrica dada por un siste-
ma de designaldades con dos variables representa la parte
general {la interseccion) de todas las figuras dadas por las
desigualdades del sistema.

§ 11. Procedimientos de demostracién de la validez
de las desigualdades

11.1. Demostracién de la validez de las desigualdades
mediante una cadena de desigualdades equivalentes. Uno
de los métodos de demostracion de la validez de las desigual-
dades s¢ basa en la construccién de una cadena de desi-
gnaldades equivalentes, al final de la cual se encuentra una
desigualdad vilida evidente.
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Ejemple 1. Dewmostrar la desigualdad

: iz "}(J-J,—b) , donde a>0 y b>0,

-

Sustituyamos esla desigualdad por la designaldad equiva-
lente
a .H! +;
[ L . ( a—+ b ) PO

Suprimiendo los paréntesis y agrupande los snmandos del
primer miembro de la desigualdad, obtenemos una desi-
gualdad equivalente

2 (@ +b) (@ —bp=0.

Puesto que @ > 0 y b >> 0, la validez de la Gitima de-
sigualdad es evidente, 10 que demuestra la validez de 1a de-
signaldad inicial equivalente.

Ejemplo 2. Demostirar la desigualdad

1 1
fog, nt i log, 2

Basindose en la propiedad de los logaritmos

=2

1
g = log, n

la desigualdad inicial o5 equivalente a la desigualdad
1 y
logzn—{—w =2 (1)
En vigor de que
log, m >0,

en el primer miembro e la desigualdad (1) se encuentra la
suma de dos nlmeros positivos inversos reciprocamente, dis-
tintos de la unidad. KEn vigor de Ja desigualdad 4) p. 9.2
Ja desigualdad (1) es véilida y, por consigniente, es vilida
también la desigualdad inicial.

Ejemplo 3. Demostrar que para cualesguiera 2 e y reales
se cumple la destgualdad

Z2 4 2y + 3y + 20 - Gy -+ 3 = 0.

14>
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lilectuemos las transfornaciones siguientes (el primer
miembro de la desigualdad
z? - 2ay + 3y |- 22 - Gy - 3 =
= (¢ + 2ry + ¥*) + 29 + 2z | by 4 3 =
—E 2t Ay 3=
— e+ y? + 2@+ p) 1+ 20 by 2=
=l AR+ 20 2y 1) =
=+ y+1E+2@+ D%
De esta manera sucede que como resultado de las trans-

formaciones idénticas del primer miembro de la designaldad
inicial ésta se reduce a la desigualdad equivalente

@+y+10+2@+12>0,

la validez de la cual es evidente.
Anilogamente, utilizando las desigualdades del p. 9.2,
se puede demostrar, por ejemplo, las designaldades siguientes:
1) a? b2 - e 322 (a +-b-jc);
9) L outbic  (@>0, b>0, c>0);
8 (a-kh)(b+c)(a i c)=8abe (a>0, b>0, e > 0)
4) @} b2+ c2zab- bet-ac (a, b, ¢ son los mluneros
de un Mmismo Signo).

Ly

11.2. Demostracién de la validez de las desigualdades
con la utilizacién de las propiedades de las funciones que
entran en las desigualdades. La validez de ciertas desigual-
dades puede ser demostrada con la utilizacién de las propie-
dades de las funciones que entran en las desigualdades.

Asi, por ejemplo, la validez de la desigualdad

lga +etge > 2
para lodos & € (0; n/2) se desprende de la relacion

ctg =

g '
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Efectivamente, debido a esta relacion la designaldad inieial
se escribe en la forma de la desigualdad

1 .
tg x| '-EE'-; == 2,

la cual es vilida para todos los valores z € (0; n/2), puesto
que en este inlervalo lg x es pusltlva, vy la suma de «dos ni-
meros cualesquiera positivos  inversos reciprocamente es
mayor o ignal a dos.

Otro ejemplo de desigualdad, cuya validez se demuestra
basfindose en las propiedades de las funciones que entran en
la misma, es la designaldad

= senf o |- cos M <l 1.

La validez de esta desigualdad, y, por cjemplo, de la
desigualdad '
4 4
Vsenzx +V cosie =1

se deduce de la acotlacién de Jas funciones y = sen gz, y =
= cos 2 y de las reluciones del p. 3.2 del capitulo 7.

En el olcmp!u signiente un factor decisivo es la aplica-
cién de la propiedad de la monotonia de la funeiéh expo-
nencial.,

Demostremos quse si a - b — ¢ (@ > 0, b = 0), entonces

1Y a® | b=, donde a<< 1

2y @t | bb < et dowde f > 1.

; . o e swmyens S
1 xaminemos los nimeros — v — . Segan la condicion del
[ i

prohlema

Lil=tyL>0. 20

£

Si la suma de dos nimeros positivos es igual a la unidad,
entonces cada uno de estos nimeros es menor que la unidad:

0<%<1, 0<%>1.

Entonces, en vigor de la propiedad de la funcion expo-
pencial mondtona decreciente con una hase que es menor que
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la nnidad, tenemos

a [ hy* b

(Fli=2: Iz]>% i
a B a LB I

(el e [=s

donde & es un nidmero real cualquiera menor que la unidad,

y §, un niimero real mayor que la unidad. De la desigualdad
(2) se desprenden las designaldades

(F) (B >ttt et

£ [

& B B B
( ] ( ) <L 4L otemabiibct

11.1. Ciertos procedimientos especiales de demostracion
de la validez de las desigualdades.

1. Uno de los procedimientos especiales de la demostra~
¢ion de la validez de las desigualdades consiste en lo si-
guiente. Supongamos, por ejemplo, que es necesario demos-
trar la validez de la desigualdad 4 < 1. Si se consigue cle-
gir tal valor € que 4 << € y demostrar la validez de la de-
sigualdad C << #, entoneces sera demostrada también la
validez de la designaldad inicial A << f#. Precisamenie tal
procedimiento se isa para la demosiracion de la acolacion
de sucesion (véase p. 2.4 del capitulo 8)

L (1 A+ i)".

n

2. La validez de ciertas desigualdades, en las cnales el
primer y segundo miembrgs son funciones del argumento
natural, puede ser demostrada mediante el procedimiento
siguiente. La desigualdad inicial se transforma en desigual-
dad equivalente, cuyo segunde miembro es constante, y el
primer miembro es funcién del argumento natural. Enton-
ces, considerando la funcién del argumento natural que se
encuentra en el primer miembro de la desigualdad como un
término comin de cierta sucesion, se puede reducir la de-
mostracion de la validez de la desigualdad a la examinacién
de las propiedades de esla sucesion.
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Ejemplo. Demostrar que la desigualdad
2"-L nl

es valida para cualquier n natural.
Transformamos la desigualdad dada en desigualdad equi-
valente
an-1

<t 3

Examinemos la sucesion (r,) representada por la férmula

del término comin
2"—'1

Tn =0

Es muy ficil demostrar que esta sucesion es una suce-
sién mondtona decreciente (véase p. 1.5 del capitulo 8) vy,
por consiguiente, ¢l término mayor de la sucesion dada es
¢} primer término, que es igual a la unidad. Pero, puesto que
para n = 1 la designaldad (3) es valida, entonces ella es
valida y para todos los demas valores n.

3. Ciertas desigualdades pueden ser demosiradas me-
diante el mélodo de induccion matemdtica. Precisamente
este mélodo e usa para la demostracion de la acotacién de
la sneesion (véase el ejemplo 3 p. 2.4 del capitulo 8)

&Ly l/.c L Vpeg. . e

# rafges

Mediante el método de induceion matemidtica pucden ser
demostradas tambien las desigualdades siguientes:

n1\"

i< (ZE)"

2) |sennzx | << r|senz |;

3 rl>2%Y sin>2;

4) 2"nl < 0", si n > 2.

11.4. Ciertos procedimientos de verificacion de la vali-
dez de las desigualdades numéricas. Cuando resolvemos ecua-
ciones y desigualdades puede surgir la necesidad de aclarar,

cudl de dos (o varios) nitmeros es mayor y cudl es menor.
A continuacién, en ejemplos, se examinan ciertos procedi-
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mientos simples de verificacion de la validez de las desi-
gualdades numéricas.
- . m
1) Para aclarar, cuil de dos nlimeros racionales =y ;’i

es mayor, calculemos la diferencia de estos niimeros

m __p  mg—np
n 0 ni -
. - . m
Si la difercneia es mayor que cero, entonces-;- >-§-;

. e . i
si la diferencia es menor que cern, entonces e % 3

2) Para comparar dos nimeros irracionales a y b se
usa muy a menudo ¢l procedimiento siguiente: se supone
que un namero es mayor que el otro (por ejemplo, @ >> b)
y se construye una cadena de des:gua]dades equivalentes
que da bien una desigualdad numérica valida (y entonces
la suposicion de que a = b es vilida), o bien wna desigual-
dad numérica que no es valida (en este caso la supesicion de
que @ > b no es valida v por consiguiente, & < b). Por
cjempla, sea que es necesario comparar, cudl de dog nime-

ros V14 —1 37y 2 es mayor. Supongamos que YV 14 — V'3

es menor que 2:
VIA—V3<2; (4)

ambos miembros de la desigualdad (4} son positives. Eleve-
mos ambos miembros de la desigualdad al cuadrade:

(V1a-V3) <4,

14—2V 4243 <4
La altima desigualdad se puede reescribir en la forma

132V 22.

Elevando ambos miembros de 1a desigualdad al cuadrado,
obtenemos la desigualdad 169 < 168.

Es evidente que la tltima desigualdad no es vilida.
Por consiguiente, la suposicién de que el nimero V14 —
— V'3 es menor que 2 no es valida. El ndmero Vii—-V3
es mayor que 2.
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3) Examinemos en dos ejemplos, como se puede verificar
la validez de una desigualdad mediante cilenlos aproxima-
dos.

Ejemplo 1. Demostrar que

sen 39° =1/ V3. o)

Tratamos de clegir el nimero e de tal mancra que

sen 39° > a y a > 1/} 3. El valor més préximo en la «tablay
de Ia funcién sen z es sen 30° = 1/2:

sen 30° < sen 39°, (6)

Sin embargo, tomando como nimero a ¢l nimero 1/2,
no se puede demostrar nada, puesto que 1/2 << 1/} 3. Trata-
mnos de mejorar la estimaciéu (6). Esta estimacion del sen 39°
puede ser mejorada mediante dos procedimientos. El primer
procedimiento consiste en lo siguiente: mediante las formu-
las de la mitad del dngulo se puede calcular sucesivamente el
sen 15°, cos 15°, sen 79307, cos 7°30° y luego podemos cal-
cular

¥, teniendo en cuenta la desigualdad
sen 37°30" < sen 39°, (7}

tomando en calidad de & el nimero 37°30°, se puede de-

mostrar que sen 37°30" > 1/}/ 3.

En el segundo procedimiento usamos uwa estimacion
méas grosera en comparacion con la estimacion (7). En el capi-
tulo 7 fue calculado el sen 36

sen 36"—-—1/——1%.
Puesto que en el primer cuarto sen z es una funcién
mondtona creciente, de la desigualdad
36° < 39°
gigue la desigualdad
sen 36° < sen 30°,
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es decir,

sen 39° > 11_0:42_‘{_5_ Y

Ahora mediante ¢l procedimiento descrito mds arriba,
demostramos quo

La validez de la tiltima desigualdad se desprende de los
caleulos citados mds abajo:
Vio—2 V5 \*
—= ) >

1
3
| .F. 1
: SVJ 5
153 5>8,
75315,
49 > 43.
De esta manera fue demostrado que
sen 39° > sen 36° > 1/ /' 3.

Ejemplo 2. Comparar, cudl de los niimeros €s Mmayor:
log, 3 6 logy 5.
Estimemos los nimeros, cuyos logaritmos se calculan
por las potencias de las bases de los logaritmos:
NI PLHICI (8)

Puesto que la funcién leg, z para ¢ > 1 es una funcién
monétona creciente, de las desigualdades (8) se deducen las
desigualdades

log, (2') < log, 3 << log, (2%),
1< log, 3 << 2,

log, (3") << logy 5 << logs (3%),
1< logg 5 << 23
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de lag ultimas desigualdades ¢s imposible deducir, cual de
los logaritmes es mayor, puesto que ellos se encuentran entre
los mismos nuameros.

Mcjoremos las estimaciones (8). Vamos a estimar los

nameros 3 y 5 por las potencias fraccionarias de los niime-
1

ros 2 y 3 respeclivamente. Tomemos los ntmeros 2”5’- =
- s -

=2V 2y3 "2 =3VY3 y comparemos con eslos udmeros

los niumeros 3 y 5 respectivamente. Mediante el procedi-

miento descrito en 2) se puede mostrar que

3>2V3 y S5< V3.
De esta manera, tenvmos
238 02, Nerh s 38,
d¢ donde respectivamente
3 - - 3
3{10g35<2| 1 << logy b << 5 - )

Comparando las altimas desigualdades, obtenemos que
log, 3 es mayor que logy 5.

Observemos que si surge Ia necesidad, se puede scguir
mejorando las estimaciones (9). 'ues bien, demostrando la
validez de las designaldades

k] 1

5 ‘r. -t "'—
9T 2. V3.V 3>48, 3T 3 3<s,

obtenemos las estimaciones siguientes para los log, 3 y
logy O:

)
i

3 5 7 ) = 3
Tz‘{ lﬂ'gzd< I’ z{l()g_a-){—z-



CAPITULO 5

Método de coordenadas

El concepto de sistema de coordenadas rectangular en el
plano aparccié primeramente en geometria antes del co-
mienzo de nuestra era. Mediante este sistema un matema-
tico de la escucla de Alejandria, Apolonio, definia y estudia-
ba las curvas de segundo orden; la elipse, hipérhola y paribo-
la. Bu el siglo XVIIl e] matemitico francés K. Desecartes
(y al mismo tiempo Fermat) introdujo la regla de eleecion
de signos ca el sistema de coordenadas rectangular y créd
las hases de la geometria analitica en el plano, que es la
parte de las matemiticas que establece la relacion entre el
algebra y la gecometria. Las obras de Descartes fueron prepa-
radas por las obras de otro matemitico francés, Vidte, el
cual fue el primero en introducir en el dlgebra las designa-
ciones literales (tanto de los valores conocidos, como de los
desconocidos). La geowmelria analitica jugé un papel muy
importante en el desarrollo del concepto de niimero: gracias
a la rvegla de eleccion de los signos de las coordenadas los
niimeros negativos (los cuales no eran reconocidos por la
mayoria de los matemdticos de la Bdad Medin) oblovieron
una representacion clara y fueron aceplados en lus matend-
ticas dofinitivamente. Muchos afios mas tarde, la aplicacion
del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares jugd
un papel decisivo en la afirmacion de los niimeros complejos
en las matematlicas.

§ 1. Sistemas de coordenadas

1.4. Eje de coordenadas. La recta, en la cnal se fijan
dos puntes distintos: el punto O, que se llama origen de
coordenadas, y el punto E, que sc Hama punto de unidad
(tig. 5.1), se denomina eje de coordenadas.
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El punto Z se suele situar a la derecha del punto O,
Se considera direceion positiva del eje de coordenadas la
dircecion del rayo que sale deb punto O y contiene el pun-
to E. La direccion contraria se considera direccion negativa

Fig. 5.1.

del eje de coordenadas. El segmento OF se Hama de escala o
segmento unidad. El eje de coordenadas se suele designar
por Oz.

5
El vector OF se denomina vector unitario (o versor) y se
suele designar con e.
Se llama coordenada del punto M, situado en el eje de
coordenadas, el nimero x, que se define por la igualdad

Ty = & I!—g';'—f‘i}; ademas delante de la fraccidén se toma el

signo més, cuando los puntos £y M,

estdn situados a un lado del punto O,

y el signo menos, cuando los puntos v rﬁz M,

y M, estin situados a distintes lados S aa G

respeclo al punto O; st el punto M, Ebj !

coincide con el punto O, entonces 5 Sl

3'0 == 0. L '.r'vr B
La distancia cutre los puntos M, o £ X T

y M, con las coordenadas z, y x, s¢

calcula segiin la férmula Fig. 5.2,

d=|z,— 2z |

1.2. Sistema de coordenadas carfesiano rectangular en
el plane. Un par ordenado de dos cjes de coordenadas Oz
v Oy, perpendiculares entre si, s¢ llama sistema de coordena-
das cartesiano rectangular en el plano, ademés, el origen de
coordenadas para cada uno de los ejes es su punto comin O
(origen de coordenadas) (fig. 5.2). Los ejes Oz y Oy se orde-
nan de la manera siguiente: si giramos el eje Oz alrededor
del punto O en un angulo n/2 en sentido antihorario, enton-
ces coincidird con el ejo Oy. Al mismo tiempo los segmentos
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de escala O, y OF, de los ejes de coordenadas Ox y Oy
se eligen de tal manera que sus longitudes sean iguales:

JOE, | - | OL, |

Entonces al girar el eje Ox en un dngnlo 7/2 en sentido anti-
horario alrededor del punto O los puntos E; y £, coinciden.
El eje Oz se llama eje de abscisas y el eje Oy, eje de ordenadas.

s -

Los vectores e, —= OF; y e, = O, s¢ llaman wveclores
bdsicos del sistema de coordenadas cartesiano rectangular
(o versores) y se suelen designar con letras £y j:

e, =1 e =].

De esta mancra, se puede considerar que el sistema de
coordenadas cartesiano rectangular se representa por cierto
punto O (por el origen de coordenadas) y por un par ordena-
do de vectores unitarios perpendiculares entre st (i j).

Los ejes coordenados Ox y Oy dividen, el plano en cuatro
cuadrantes. La parte del plano que estd situada mas arriba
del eje Or y a la derecha del eje Oy se considera primer
cuadrante; la parte del plano que se encuentra mas arriba
del eje Oz y a la izquierda del eje Oy es el segundo cuadran-
te; la parte del plano sitnada mis abajo del eje Ox y a la
izquierda del eje Oy es el tercer cuadrante, y la parte del
plano que se encuentra mds abajo del eje Oz y a la derecha
de! eje Oy, el cuarto cuadrante. Eb plano con el sistema de
coordenadas construidos se lama pleno de coordenadas.

Para ¢l procedimiento expuesto mas arriba de ordenacion
de los ejes de coordenadas el sistema de coordenadas se
llama sistema de coordenadas cartesiano rectangular de-
recho a diferencia del sistema de coordenadas cartesiano
rectangular izquierdo, en el cual los ejes se ordenan de la
manera siguiente: el primer eje (cje 0z) coincide con el
segundo (eje Oy) mediante el giro en un dngulo n/2 en sen-
tido horario. En lo sucesivo bajo el Lérmino «sistema de
coordenadas cartesiano rectangulary se entenderd el sistemna
de coordenadas cartesiano rectangular derecho.

En los suplementos se usan también los sistemas de
coordenadas oblicudngulos (derechos e izquierdos), en los
cuales la coincidencia de los ejes se realiza al girar en un
angulo, distinto del recto.
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Coordenadas de ur punto en el plano. Sea que Ozxy es un
sistema de coordenadas cartesiano rectangular en el plano
cont el origen O (véase fig. 5.2) y M,, cierto punto del plano.
Bajemos del punto M, sobre los ejes Oz y Oy las perpendicula-
res que intersecan los ejes coordenados indicados en los pun-
tos N; y N, respectivamente. Designemos Ja coordenada
del punto N,, situada en el eje Oz, a través de z,, y la coor-
denada del punto N, que se encuentra en el eje Oy, median-
te ¥,.

Se Haman coordenadas del punto M, en el sistema de coor-
denadas cartesiano reciangular & un par ordenado de niime-
103 (Zo; Yo)-

El nimero x, se llama absecisa del punto M,, v el nime-
T0 Yo, Ordenada de este mismo punto y se escribe M,
(o3 Uo).

La distancia entre los puntos 4 y B que tienen las coor-
denadas (z,; ¥;) v (x4 y;), respectivamente, se calcula
mediante la férmula

NAB) =Y (zz— 2P+ (y.—y,)? .
Transjormaciones de las coordenadas rectangulares por traslacién
paralela de los efes. Sea que Ozy y O'z'y' 30n dos sistemas de coordena-

Uy v i
Yoh====—= Y ;_’ ___________ +70
= |
7 I
1
1 ’
L 7 - :-T___
; 0 i ! i
IIJ 1
» : ;
a 3 a Ty T
Fig. 5.3.

das cartesianos rectangulares en el plano con el origen de coordenadas
0 y O (0 5 0') respectivamente, los ejes de una misma  direccién
(fig. 5.3) y los mismos segmentos de escala. Y sen que el puntn O’
Licne las coordenadas (e; b) respecto al sistema de coordenadas Oxy.
£l némero 2 se llama maguitud de desplazamiento del sistema de
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coordenadas "'y’ respecto al sistema Ory en direccion zl eje Oz,
y el numero 5, magnitud de desplazamiento en direccién del eje Oy.

Blijamos en ¢l plano un punto M, con las coordenadas {zp; Yo}
respecto al sistema Ory. Entonces sus coordenadas (zg; y4} Tespecio al
sistema O'r'y’ estin relacionadas con las coordenadas respecto al
sistema Oxy mediante las formulas

To==To—8&y Ho=1ig—b.

A estas férmulas se las llama férmulas de fransformacisn de las coorde-
nadas rectangulares del punto M,.

Formulemos la regle de transformacin de coordenadas del punto
M, para el paso de un sistema de coordenadas rectangular al otro:

Y ¥
Yy

Yo

o a xp F3

Fig. 5.4. Fig. 5.5.

En lu traslacién paralela del sistema de coordenadas rectangular
en una ragnitud o en direccién del eje Or y en una magnitud 6 en
direccidn del eje Oy Eas abscisas de todos los puntos disminnyen o
aumentan ¢n funcion del signo de la magnilud ¢ en nna magaitad
y las ordenadas, en unia magnitnd 5.

Formulas de transformacion de las coordenadas rectungulares por
gire de los efes. Sea Ory y O’y dos sistemas e coordenadas cartesianas
rectangulares, ademds, el sistema de coordenadas Ox'y” se obluve del
sistema Q.xy mediante un giro en un dongulo e cn torno al origen comin
de coordenadas O ([ig. 5.4).

Elijamas en el plano un punte M, que tenga unas coordenadas
{zl; wo) Tespecto al sistema de coordenadas Ory, y unas coordenadas
{(x; yo) respecto al sistema (e coordenadas (ey’. Las conrdenadas del
punie My en los sistemas de coordenadas Ory y Ox'y’ ze relacionan
por las [ormulas

Iy — T LOS & — Yg SCH O, 1
¥ Lesen a-f-yjeons e ™

o mediante las férmulas equivalentes
Zg==1x, cOS A}y, sen o,

o= — I BN A}, CO8 &.
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Férmulas de (ransformacion de las coordenadas reclangulares por
traslacién paralela, y por un giro de los ejes. Sean Oxy ¥ ('x’y" dos siste-
mas de coordenadas carlesianas rectangulares y sea que el sistema
de coordenadas 'z’ se obtuva del sistema Oxy por traslacién paralela
con- una magnitud de desplazamiento, respectivamenie, 2« y &, y por
un giro posterior alrededor del punto O' {(imagen del puanto @) cn un
dngulo « {fip. 5.5).-
~ Bea que M, es un punio del plano que tiene las coordenadas
{xg:" o) respecto al sistema de coordenadas Ozy y las coordenadus

Mg

Po
Po

Hy

Fig. 5.6. Fig. 5.7,

(zg: yg) Tespects al sistema de coordenadas O'x’y’. Las coordenadas del
punto A, respecto a los sistemas de coordenadas Oxy y O'z'y' se
relacionan por las [6rmulas

Ty =TyCOS % —ygSCn &+a,
yy=zgsenat-yleosa-tbh,

(@

las cuales expresan las coordenadas del punto M, respeclo al sislema
de coordenadas Oxy a través de las coordenadas del mismo punto A,
respecto al sistema O'z'y’.

Resulviendo las relaciones (2) respecto a lus magnitudes zj e g,
obtenemos las expresiones para las coordenadas del punto M, respecty
al sistema O'z2'y" a través de las coosrdenadas del punto My respecto
al sistema Ouxy:

xy=(xy—~a) cos &+ (y, —b) sen o,
yp== —{To-—a) sen &~ (i, — ) cos ct.

1.3. Sislema de coordenadas polares, Relacidn entre las coorde-
nadas reetangulares y polares, El sistema de coordenadas pelares en
¢l plano se determina por Ia cleccidn de un punto O, llamado pols
¥ por ua rayoe dirigido Oz con el origen en el punto () (efe polar) con
un segmento OF elegido en este rayo, cuya longitud se toma por unidad
de escala (fig. 5.6).

Al punto My que pertepece al plano y es distinto del punto O
se le asigna respectivamente un par ordenado de nameros (pg; ),
llamado coordenadas polares del punto My. El nlunery py que se llama
radio polar del punte M, representa la longitud del segmento O M,.
El nimero g, t{uc se llama dngulo polar es el valor del dngitlo xOM,,
medido en radianes (véase [ig. 5.6).

156—-014477
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Entee ¢l conjunto de todos los puntos del plano (a excepeitn del
punto 0} y cl conjunte de los pares ordenados de nimeros (pp; @)
donde ¢, ?E]; 2n], existe una correspondencia biunivoca, Para ef pun-
to O {del polo) el valor del dngulo polar no estd definido.

Relacion entre las coordenadas rectangulares y polares. 5i tomamos
ol polo por el origen del sistema de coordenadas cartesiano rectangular,
la direccién del eje polar, por la direecifén lmsitiva del eje Og {fig. 5.7},
entonces entre las coordenadas polares del punio M, (ps; o), €l cual
no coincide con el polo, y las coordenadas rectangulares T-Ig; yo) del
mismo punto M, existe la dependencia siguiente:

Zy = Po CO3 Qo Yo = Po SCN Po-
Lstas férmulas se llaman férmulas del paso de las coordenadas

polarcs de un punto M, a las coordenadas rectangulares del mismo

punto,
A la inversa, representando las coordenadas rectangulares (ro; o)
de cuslquier punto M, que no coincide con el origen de coordenadas,
se calculan sus coordenadas polares mediante las férmulas

po= V=4 +1%
—_— . s < %-—=——--£'—.’;.-— "
Vat+ui ERNT

1.4. Sistema de coordenadas cartesianas rectangulares
en el cspacio. Sea que « es cierto plano en el espacio con

se

Fig. 5.8. Fig. 5.9.

el sistema de coordenadas cartesiano rectangular Oxy eligido
en él. Tracemos por el punto O una recta a perpendicular al
plano o (fig. 5.8). Elijamos en la recta ¢ una direceitn y un
segmento de escala O, el cual es igual a los segmentos de
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escala OF, y OF, (en la fig. 5.8 la direccién positiva en la
recta a se indica con una flecha). Este cs el eje de coordena-
das que designamos con Oz.

Una terna ordenada de los ejes de coordenadas perpendicu-
lares entre si Oz, Oy y Oz se llama sisieina cartesiano de
coordenadas rectangulares en el espacio. El sistema cartesiano
de coordenadas rectangulares Ozyz se Hlama derecho (fig. 5.9),
si Oxy es un sistema de coordenadas rectangulares derecho,
y el sje Oy coincide con el eje Oz mediante un giro en un
dngulo n/2 en sentido horario. El sistema cartesiano de
coordenadas rectangulares Ozyz es izquierdo, si el sistema
de coordenadas Oxy es izquierdo o, si Ozy es derecho el
eje Oy coincide con el eje Oz mediante un giro en un dngulo

L " .
3 en sentido horario.

El eje Oz se 1lama eje de abscisas, el eje Oy, eje de ordena-
das y el eje Oz, eje de z-coordenadas. Lios planos que pasan
a través de cada dos €jes de coordenadas se llaman planos de
coordenadas; el espacio, en el cual estd eligido un sistema
de coordenadas, se llama espacio de coordenadas.

_Los vectores OF,, OE,, OE, se llaman vectores bdsicos
del sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (o ver-
sores) y se suelen designar respectivamente por i, j, k.

Coordenadas de un punto en el espacio. Sea M, cierto
punto del espacio y Ozyz cierto sistema espacial de coorde-
nadas cartesianas rectangulares con el origen en el punto O
(véase fig. 5.9). Construyamos un plano que contiene un
punto M,, paralelo al plano de coordenadas QOyz. El plano
construido interseca el eje de coordenadas Oz en cierto punto
N,. Designemos a la coordenada del punto N, con z,. Al
construir los planos, paralelos a los plancs de coordenadas
Ozz y Ozy, que pasan por el punto M, obtenemos los puntos
N, ¥y Nj, los cuales son puntos de intersecciéon de los planos
construidos con los ejes Oy y Oz, respectivamente, Designe-
mos las coordenadas de los puntos N, y N, que pertenecen
respectivamente a los ejes Oy y Oz, con y, y z,.

Se llaman coordenadas del punto M, respecto al sistema
cartesiano de coordenadas rectangulares Oryz a una terns
ordenada de nimeros (zq; yo; 3,) ¥ se escribe

M, (xo: Yo 24)-
15*



228 Método de coordenadas Cap. 5.

El ntimero x, se llama abscise del punto M, y,, su ordena-
da ¥y z4, su z-coordenada.

La distancia enlre los puntos A {2 ¥ z) ¥
B (i yg z,) se calcula por la formula

|AB] :21/(152_1'1)% F- (Yo — yg)2 4 (2, — 24)2.
1.5, Ecuacion del plano. Cada ecuacion
Az + By + Cz2+ D =0, 3)

que es lineal respecto a las variables x, ¥ y z, define en el
sistema espacial de coordenadas rectangulares Ozyz un plano
(4, B, C son nameros, de los cuales por lo menos uno no es
igual a cero). Y a la inversa, cualquier plano en el sistema
de coordenadas rectangulares Oxyz puede ser representado
por una ecuacién que tiene la forma (3).

Las coordenadas de todos los puntos del espacio situa-
dos a un lado del plano determinado por la ecuacién (3) sa-
tisfacen la desigualdad

_ Az 4+ By 4+ Cz + D >0,
y las coordenadas de todos los puntos que se encueniran en
el otro lado satisfacen la desigualdad
Az + By + Cz + D <O,
En ¢l sistema cartesiano de coordenadas rectangulares el
vector N — (A; B; C) es perpendicular al plano
Az ++ By + €z - D = 0.
La distancia d del punto M, (z,; 'yo; z,) al plano
Az +-By +Cze 4+ D =0

se calcula mediante la férmula

d= :t-Byu+CSQ+DI

| Ay
VAL B C?

§ 2. Vectores

2.1. Vectores. Conceptos principales. Sea que 4 y B
son dos puntos distintos de! plano, El segmento AB, cuyo
punto A se considera el origen, y el punto B, el extremo, se
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llama vector AB, y se designa AK También se dice que el
vector AB estd aplicado al punto 4. La direccién que se

define por un rayo AB se llama direccidn del vector AB
vy la longltud del segmento AB se llama longitud (o modut’-o)

del vector AB La longitud (el moédulo) del vector AD se

designa lAB |. En los diagramas el vector AB se suele

representar con una flecha rectangular

con el origen en el punto 4 y el extre- B

mo en el punto B (fig. 5.10). /
Entre todos los vectores con ¢l ori- A

gen en el punto A existe un vector, cuya

longitud es igual a cero. Se considera que Fig. 5.10,

este vector comienza y terminaen el pun-
to A. El vector que comienza y termina en ¢l punto A4 se

: —

Nama vector nulo v se designa AA. El concepto de direec-
-

cién para el vector nulo 44 no se introduce.

La definicion de un vector espacial coincide exactamente
con la definicion de un vector en el plano, al mismo tiempo,
s6lo se considera que los puntos A y B son dos puntos del
espacio.

e —
Tgualdad de vectores. Sea AB y CD dos vectores del plano
—
(o del espacio). Se dice que el vector 4B es igual al vector
C_'f), si
1} la longitud del segmento 4B es igual a la longitud del

segmento CD;
2) los rayos AB y CD estin dirigidos en la misma direc-

cidn.
La igualdad do vectores se escribe mediante el signo de

igualdad:
— —
AB = CD.
Para tal definicion de la igualdad de vectores el conjunto

—
de todos los vectores, iguales al vector AB, se Hama vector
libre. Los vectores libres se suelen designar mediante las
letras latinas minusculas a, &b, ¢, x, ¥ sus longitudes se
designan respectivamente |a@ |, | & |, (¢ |, (2 | El vector



230 Méiodo de coordenadas Cap. 5.

nulo se suele designar 0. Cada vector libre no nulo a tiene
una infinidad de representaciones on forma de sogmentos
dirigidos, trazados desde distintos puntos del plano {espa-
cio) Ay, A,, ... A,, ..., tales que las longitudes de los
segmentos 4,5,, 4,8, ..., A,B,, ... son iguales a la
longitud del vector @, y los rayos 4,5,, A8y« s o AsBis
son codirigidos y su direccién coincide con la direccién del
vector a (fig. 5.11). El vector libre nulo 0 tiene también
una infinidad de muchas repre-

AL_______,‘EI sentaciones en forma de puntos de

un plano.
El vector libre se suele llamar
Y P—F . simplemente vector. Un conjunto
; Bp de vectores iguales entre sf, per-
Hjjpren tenecientes a la misma recta, se
Fig. 5.11 1lama vector deslizante, Juntocon

los vectores libres y deslizantes se

examinan también los vectores
fijos, los cuales se caracterizan por un médulo, direccion ¥
por la posicién del punto inicial, lamado punto de aplica-
cién. Dos vectores fijos se consideran iguales, sitienen no sélo
los médulos y las direcciones iguales, sino también un punto
inicial comin, es decir, si los vectores iguales fijos son
vectores coincidentes.

Un vector en el plano puede ser introducido mediante la
utilizacién del concepto de isometria o, mejor decir, de un
caso particular de isometria, del concepto de traslacién para-
lela. Recordamos las definiciones de estos conceptos.

La aplicacién de un plano sobre si, para la cual se con-
servan las distancias entre los puntes, se llama isometria.

La aplicacién del plano sobre si, para la cual todos los
puntes del plano se desplazan en la misma direccién & la
misma distancia, se llama traslacién paralela,

En estos términos la transformacién del plano, para la
cual cada punto M del plano se aplica sobre tal punto M,
de este plano, que el rayo MM, est4 codirigido con el rayo
AB y la distancia | MM, ] es igual a la distancia | AB |, se
llama vector (traslacién paralela) que se define por un par
ordenado de no coincidentes (4; B) del plano.

Cualquier par de puntos coincidentes representa una
transformacién idéntica (es decir, una transformacién, que
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aplica sobre si cualquier punto del plano). La transforma-
cién idéntica se llama vector nulo y se designa mediante
el simbolo 0.

Adicién de vectores. Scan @ y b dos vectores no nulos.
Trazemos el vector @ desde el punto O y designemos su extre-

mo con la letra 4 (fig. 5.12): OA = a. Trazemos desde pun-
to A el vector by designemos su

extremo con la letra B:AB = b.
Se llama sume de dos vectores
a y baun vector que tiene el ori-
gen en el punto O y el extremo en

B b5

" 1 ek punto B (OB = ¢) y se eseribe
i, a.i2.

¢ = a -+ b

Del vector ¢ se dice que estd obtenido como resultade
de la suma de los vectores @ y b.

Las propiedades de la operacidn de adicidn de los vectores
son:
1) la propiedad del vector nulo:

a+0=a;
2) la asociatividad de adicion:
(@ + b) +-¢c =a- (b +e)

3) la conmutatividad de adicion:
a-+b=5-+a.

La suma de dos vectores no colineales @ y & se puede
construir mediante la regla llamada regla del paraleldgramo.

- —
Tracemos desde el punto A los vectores AB = by AD = a
(fig. 5.43). Tracemos por el extremo del vector a una recta
paralela al vector b y por el extremo del vector b, una recta
paralela al vector a. Sea C un punto de interseccion de las
—

rectas construidas. El vector AC = ¢ es la suma de los
vectores @ y b:

¢ =a -} b
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El vector que se designa ~a, tal, que la suma del vector
a v del vector —ea es igual al vector nulo:
a - (—a) =10,
se lhuna veelor opueste al vector a.
- — 2 2 e
51 veelor opuesto al vector AB se designan también BA:
— —_ —
AD - BA = AA = (.

Los veclores opuestos no nules tienen las longitudes
igunles (je& | = | —a |) v las direcciones contrariag,

Fig. 5.1 Fig. 5.14.

La diferencia de dos veclores @ — & es la stuna del vector
a y del veetor opuesto al vector b (fig. 5.14), vs decir, es el
voeetor
a | (—b).

La diferencia de los voclores @ y & se designa ¢ — b,

Fig. 5.15.

La diferencia de dos vectores @ y & puede ser obtenida
mediante nua regla del tridngulo. Tracemos del punto 4 un

vector a {fig. 5.15): AB = a; del extremo del vector AB
— —
tracemos el vector BC = —b; el vector AC = ¢ ¢s la dife-
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rencia de vectores a y b:
c=a—b.

Un vector que tiene la direccién del vector a, si A es
positive, y la direccion contraria, si A es negativo, se llama
- producto de un vector no nulo & por el nimero . La longitud
de este vector es igual al producto de la longitud del vector @
per el valor absoluto (médulo) del nimero A.

" El producto del vector e por el nimero A se designa
por Aa.

In el caso, si @ = 0 6 A = O, respectivamente se con-
sideran

-0 = 0 para cualquier A,

(0:a == 0 para cualquier a.
Las propiedades de la operacion de multiplicacion del

vector por el nidmero son:
13 1a conmutatividad:

A ak;

2) Ja asociatividad:
A (pa) = (Ap) a;
3} Ia distributividad respecto a la adicion de vectores:
M@ -+ b) = ha |- Ab;
4) la distributividad respecto a la adicion de nimeros:
A+ pn)a = dra + pa.

Deos vectores no nulos se llaman colineales, si sus direc-
ciones coinciden o son opuestas.

Un vector nulo se considera, segiin la definicion, colineal
a cualquier vector.

La condicidn necesaria y suficienle de colinealidad de los
vectores no nulos @ y b es la existencia del nimero A que
satisface a la igualdad & = la.

La condicién necesaria y suliciente de colinealidad de los vectores

a v b en el plano, dados por sus coordenadas respecto al sistema de
coordenadas cartlesianas rectangulares Oxy:

a = (75 1) b= (137 ¥9)s
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es la ignaldad igual a cero del determinante de segundo orden:

Z ”=, -
B Vel

La condicién necesaria y suficiente de colinealidad de dos vecto-
res @ y b en el espacio, dados por sus coordenadas respecto al sistema
de coordenadas cartesiano rectangular Ozyz:

a = (731 ¥ 4 b = (24 ¥ah 22)
es la igualdad igual a cero de todos los determinantes sucesivos de
segundo orden:
'h 31‘
, .

Ha Zs

o5

[ 1
e -

Ty Ke

1

Tres vectores no nulos se llaman coplanares, si los rayos
que representan sus direcciones estdn situados en las rectas
paralelas a cierto plano. Si entre los tres vectores existe
por lo menos un vector nulo, entonces tales vectores también
se consideran coplanares.

La condicién necesaria y suficiente para el cardcter coplanar de
tres vectores @, b y ¢ dados por sus coordenadas en el sistema de coor-
denadas cartesianas rectangulares Qryz:

a = (xi i @)y b= (2 vl %),
¢ = {Z3) ¥gi z3),
es la igualdad igual a cero del determinante de tercer orden:
Iz 0 %
Ty Mg Iy b= O
lz3 43 z3

Si los vectores @ ¥ & no son colineales, entonces cualquier
vector ¢, coplanar con los vectores & v b, puede represen-
tarse de una sola forma

¢ = za 4 yb. (1)

(Por unicidad de representacién se entiende que existe un
solo par ordenado de niimeros (z; y), para el cual se cumple
la igualdad (1).)

La representacion del vector ¢, coplanar con los vectores
a y b, en forma de la suma ¢ = za + yb se llama desarrollo
del vector ¢ en vectores @ y b,
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Regla del paralelepipedo. Para hallar un vector, que es
la suma de tres vectores no coplanares e, &, ¢, se suele utili-
zar muy a menudo una regla que se Ilama regla del paralele-
pipedo.

Desde un punto arbitrario del espacio O se trazan los

—_— —_— —
vectores OA =a, OB = b y OC = ¢. Se construye un
paralelepipedo de tal manera que
los segmentos 04, OB, OC sean sus

aristas (fig. 5.16). El vector OS,
donde OS es la diagonal del para-
lelepipedo, es la suma de tres vee-
tores dados:

U,
08 r=a - & - c.

Desarrollo del vectoren tres vecto-
res no coplanares. Sea a, b, ¢ tres Fig. 5.16.
vectores no coplanares (no nulos).
Entonces cualquier vector espacial d puede ser representa-
do de una Sola manera cen forma de suma:

d = za 4 yb -+ zc. (2)

(Aqui por unicidad de representacién se entiende que existe
una sola terna ordenada de ndmeros (z; y; z), para la cual
se cumple la igualdad (2).)

2.2. Augulo entre vectores. Producto escalar de vectores.
Un angulo entre dos vectores no nulos se llama dngulo
entre las divecciones de estos vectores. El dngulo entre los

i
dos vectores @ y b se designa (@, b).

Si el dngulo entre los vectores @ y b es igual a 90°, en-
tonces estos vectores se llaman perpendiculares y se escribe
a it b.

Un niimero igual al producto de las longitudes de los
vectores, que se designan (a, ) (o a-b), por el coseno del

dngulo entre estos vectores se llama producto escalar de dos
vectores no nulos a y &

iy
(@ b)) =]a[]b|cosq,

/N _
donde ¢ = (@, b). Si, por lo menos, uno de los vectores a
¥ b es un vector nulo, entonces el producto escalar de estos
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dos vectores se considera igual a cero. Del producto escalar
(e, b) se dice que estd obtenido como resultado de la multi-
plicacién escalar del vector @ por el vector b.
Las propiedades de la multiplicacion escalar de vectores es:
1) la conmutatividad:

(2, b) = (b, a);

2) la asociatividad respecto a la multiplicaciéon por un
numero:

((ka), & =k (a, b).

L.as operaciones de adicién y multiplicacién escalar de
vectares se relacionan por la ley distributiva de multiplica-
cién respecto a la adicidn:

(a, (b 4 ¢)) = (a, b) + (a, c).

La condiciéon necesaria y suficiente de perpendicularidad
de dos vectores no nulos es la igualdad igual a cero de su
producto escalar,

El producto escalar del vector por este mismo vector es
igual al cuadrado del valor numérico de su longitud. El
producto a-a se escribe como (@) y se llama cuadrado escalar
del vector a.

2.3. Coordenadas de un vector en el plano. Sea Ozy un
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con los
vectores basicos {i; j). Cualquier vector @, perteneciente al
plano, puede ser descompuesto por los vectores de hase
i, j, es decir, para cualquier vector a existe, y ademis sélo
uno, un par ordenado de numeros {(x,; ¥,) tal que

a = z,i + Yof-
Los ntmeros z,, ¥, s¢ llaman coordenadas del vector @ en la
-base (i; J) y se escribe

a = (xo; Yo)-

Si en el sistema de coordenadas rectangulares los pun-
tos A y B tienen las coordenadas (x,; ¥,) ¥ (z,; ¥,), entonces
—
las coordenadas del vector AB serdn un par ordenado de

nimeros (z, — Z;; ¥s — ¥), s decir,
—_
AB = (xg — ) Yy — ).

#
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Reglas de operaciones con los vectores, determinados por sus
coordenadas. Supongamos que en la base (i; j) estdn dados
los vectores

a=(z; 1), b=z ¥,

1) Las coordenadas de la suma de dos vectores son igua-
les a la suma de las coordenadas respectivas de los suman-
dos:

a+ b= (x, + 2 ¥ + y,)

2) Las coordenadas de la diferencia de dos vectores son
iguales a la diferencia de las coordenadas respectivas de
estos vectores:

a—b=(x —x;; ¥ — ¥y

3) Las coordenadas del producto del vector por un na-
mero son iguales al producto de las coordenadas respeetivas
del vector dado por este namero:

pa = (px,; py,).

4) El producto escalar de dos vectores es igual a la suma
de los productos de las coordenadas respectivas de estos
vectores:

(a, &) = z,2y + y1¥,.

El moédulo del vector @, definido por sus coordenadas
(z;: ¥,) se calcula mediante la férmula

lal =V i+ ;.
El édngulo @ entre los dos vectores no nulos @ y b dados
por sus coordenadas (z,; ¥) v (z,; ¥,), respectivamente, se
calcula de la relacion

-

TZ3+ Y1y
cos = cos (a, &)= =g

Vaitui Va+u
Los cosenos de los dngulos entre el vector @ = (z; z,)

y los vectores de base £, f se llaman cosenos directores del
vector @ ¥ se calculan seglin las formulas

ol

cosq — cosf=

Zg
Val+a}
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Los cosenos directores de cualquier vector & se relacionan

por la igualdad
cos® a - cos* f = 1,

2.4. Coordenadas de un vector en el espacio. Sea Ozyz
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con
una terna de los vectores basicos (#; j; k). Cualquier vector
espacial & puede ser descompuesto en vectores de base i, j,
k, es decir, para cualquier vector @ existe, y ademds, sélo
uns terna de niieros (z4; Ye; 2,) tal que

a = x,i 1+ yf + zpk.

Los niumeros x,, Y,, 2, se llaman coordenadas del vector a
en la base (i; j; k) y so escribe

a = (L) Yoi Zo)-
Si en el sistema de coordenadas rectangulares los puntos
A y B tienen las coordenadas (z,; ¥,; z,) ¥ (.0 Vo Zg),
—
entonces las coordenadas del vector AR serin una terna
ordenada de nimeros {z, — z;; ¥, — ¥,; 3, — 2;), es decir,
—
AB = (xy — 25 Yo — Y15 2, — 4)-

Reglas de operaciones con los vectores definidos por sus
coordenadas. Supongamos que en la base (i, j, k) estdn
dados los vectores

a = (r; ¥z ¥y b= {723 ¥y1 2,).

1) Las coordenadas do Ia suma de dos vectores son igua-
les a la suma de las coordenadas respectivas de los sumandos:
¢ + b= (2, T z35 ¥r + Y23 21+ 2).

2) Las coordenadas de la diferencia de des vectores son

iguales a la diferencia de las coordenadas respectivas de
estos veciores:

a—~ b = (& — &, Yy — Yai 2 ~— 3,).

3) Las coordenadas de! producto de un vector por un
nimero son iguales al producto de las coordenadas respec-
tivas del vector dado por este numero:

re = (pxy; P PLy).
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4) El producto escalar de dos vectores es igual a Ia suma
de los productos de las coordenadas respectivas de estos
vectores:

(@, b) = 52, + pyy + %z,
El médulo del vector @ determinado por sug coordenadas

(13 %13 2,) respecto a cierta base rectangular (i; j; k) se
caleula mediante la féormula

fa|=Vzl+y+1.
El angulo ¢ entre los dos vectores espaciales no nulos
@ y b dados por sus coordenadas (x,; ¥} %) ¥ (a5 Yai 25)

respecto a cierla base rectangular (i; j; %) se calcula de la
relacion

Z17y -l 3130
Vati+ad Vata+a
Los cosenos de los dngulos entre el vector @ = (x,; ¥, 2,)

v los vectores de hase i, 7, k se llaman cosenos directores
del vector @ y se calculan seghn las formulas

P
cosPp=cos(a, b) =

COS @ == b
Vaidyi+a’
¥1
C0s fi ey
Vat+ol +4
COS y = 51

Vit +4

Los cosenos directores de cualquier vector @ se relacionan
por la igualdad

cos® @ - cos? § 4 cos®y = 1.

2.5. Producto vectorial. Se llama producio vectorial de dos vecto-
resa y b, que se designan [a, ] (0 @ X ¥), al vector que se define por
las tres condiciomes siguientes:

1) el médulo del vector [, b] es igual a |a|-1B| X sen ¢, donde
@ es el dngulo entre los vectores a y &;

2) el vector [a, b)] es perpendicular tanto al veclor @, como tam-
bién sal vector b;

3} la terna ordenada de los vectores (a; &; [a, 8)) trazados desde
un_punto forma la base derecha (en el caso general, una base obli-
cuangula) (fig, 5.17).
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Si por lo menos uno de los vectores @ o & es un vector nulo, en-
tonces el producto vectorial de dos veelores se considera 1gual al
vector nulo:

la, &) = (.

El producto vectorial de dus vectores no nulos & y b representados
por sus coordenadas; @ = (ry; ¥y 2)) ¥ & = (ry; ¥ 25} €8 el vector

.

donde }yl z" ,Il z'!

Ty Z

£y My

N zll.
E2 Yy

Ly Zg

)

I son los determinantes de segundo

¥: Zg

1 01
Ty ¥e

Y9 2
orden.

{a, b”

Fig. 5.17.

Las propiedades del producte wvectorial:
la, B] == —]b, ai;
lire), &] = pla, 8] (p vsun nimero);
fa -I- b), c] ==, ] |- (&, cl];

2.6. Producto mixto {escalar-vectorial) de vectores. Sea Ozyz
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares con una base
derecha (£, j; k). Se llama producte mirte de tres vectores no nulos
y no coplanares, representados por sus coordenadas respecto a la base

(i; £ ¥,
----- == Axs W ), b = (e w3 250, € = (rg; ¥a Zg),

al nimero, cuyo valor absoluto es igual al volumen de un paralelepi-
pedo, las aristas del cual son los vectores a, b, ¢, trazados desde un
mismo punto; esl¢ numero es positive, si la terna ordenada de los
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vectores (@; by ¢) forma upa base de mano derecha y es negalivo, si
(a; b; ¢) forma una base de mano jzquicrda*) (fig. 5.18).
El producto mixto de los vectores a; b; ¢ se designa (a, &, c).

welln) <
<a,b, pe(-m,0)
el ,<a,8,¢><0
d @
q b
Fig. 5.18.

Si fos vectores a, b, ¢ son coplanares, entonees el producto mixto
s¢ considera igual a cero.

{a, b,¢c) = 0.
El productn mixie de los vectores @, b, ¢, representados por sus
coordenadas se calcula como un determinante de tercer orden:
Ty Y %
{a, b, ¢y =%y Uy Zy]-

Ty Ya Z3
Las propicdades del producto mizto:

(a, b, ¢? = {la, bl. c};

(a, b, e) = (i, €], @) = (e, [a, b)) = — (&, [a, c].

§ 3. Principios de geometria analitica

La geomelria analitica del plano es una parte de la
geometria, en Ja cual las figuras geomélricas se trazan segin
la determinacién de la ecuacion de la figura. Supongamos
que en un plano se elige un sistema de coordenadas carte-
sianas rectangulares Ozy. La figura geoméirica (llamada co-
rrientemente curea) se representa por la ecuacion que tiene

la forma
Fz, y) =0, (M
la cual s¢ satisface por las coordenadas de los puntos per-
tenecientes a la figura dada y no se salisface por las coorde-
nadas de ning(n punto, que no pertenccen a csta figura.
*) En caso de que la base (i; j; k) sea de mano izguicrda, ¢l pro-
*dueto mixto de fus vectores a; b; € es posilive, si la terna de vectores

(a; b; €) forma una base de mano izquicrda, y negativo, en caso con-
trario.

1601477
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Las propiedades de una figura geométrica se aclaran median-

te el estudio de las propiedades de [a ecuacidn (1),
Las curvas simples que se estudian en la geometria ana-
litica del plano son la recta, liipécbola, paribola y elipse
(cuyo caso particular es la

LE circunferencia).
/ 3.1. La recta. Cada ecua-
cidén, lineal respecto a las va-

/( riables z e ¥y, es decir, la
2 = ecuacion que tiene la forma

a a T
/ Az + By +C =0, (2)

donde A y B no sgon iguales a
cero simultineamente, repre-
Fig. 5.19. senta una recta en el sistema
de coordenadas cartesiaunas
rectangulares Qxy. Y, reciprocamente, cada recta puede ser
representada por una ecuacién lineal que tiene la forma (2).
La ecuacion (2) sc llama ecuacién general de la recta.
Ciertas formas particulares de expresién de la ecuacifn
de la recta:
1) La recta que forma un 4ngulo o con direccién positiva
del eje Oz e interseca el eje Oy en el punto (; b) se repre-
senta por la ecoacién (fig. 5.19)

y = kx + b,

donde & = g &, « €[0; a/2) U (n/2; n). El coeficiente %
se llama coeficiente angular do la recta.

La recta que forma el angulo @ con direccién positiva
del eje Oz y que pasa por ¢l punto (x,; ¥,) se represenia por
la ecuacion g — Yo =k (&~ xy) (k = 1g a).

2y Ecuacioh segmentaria de una recta, La recta que in-
terseca ol eje Ox en el punto {¢; 0) y el eje Oy en el punto
(0; b) (véase fig. 5.19) se representa por la ecuacion

Z 4L =1 (a0, b5£0),
3) La ccvacién de la recta que pasa por dos puntos da-

dos (no coincidentes) M, (z; 1) ¥y M, (2, y,) tiene la forma

Y4y _ T—&

Y2— W Iy "
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Posicidn reciproca de tres puntos. La condicién necesaria
y suficiente de perlenencia de tres puntos M, (z,: 1),
M, (zy7 y,), My (25 yy) a una recta es la igtlaldaa\a cero
del determinante de tercer orden:

ze Yy 1
13 ya 1 50.
z3 ys 1

Las coordenadas del punto M, que dividen el segmento
MM, con los extremos M, (zy; ¥,), M, (z,; ¥,) respecto
a A se definen por las relaciones

_ %itAa, YAy,
Kt e wl I it v~ ok

Distancia de un purnio a una recta, La distancia d del
punto M, (x,: ¥,) a la recta representada respecto al sistema
de coordenadas rectangulares por la ecnacién Az 4 By +
-4 € = 0 se calcula mediante la formula

d = HAZe+- By +C|
VAT B

DPosicién reciproca de dos rectas en el plano. Dos rectas,
representadas por sus ecuaciones generales

A + By + Cl =0, AEI + Bzy + C, = 0,

se intersecan cuando y solo cuando se diferencia del cero el
determinante de segundo orden, compuesto de los coeficien-
tes para las variables z e y:

4, B,
4; B,

Las coordenadas (x4, y,) del punto de interseccion de
dos rectas dadas se definen mediante las formulas de Cramer:

0.

B, Cll Cy, 4,
. o 18y Gy 10, 4y
a7 e L R v o
Ao B As B,

6=
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Para que dos rectas, representadas por las ecuaciones

generales
AII "‘}“ !};y "‘E“ CI S 0, Azﬂ: “]"‘ j.)’ay + C‘a — 0,
sean perpendiculares entre si, es necesario y suficiente que
AI“!Q + Ble = 0.

Para que dos reclas, representadas en forma de ecua-

ciones con coeficientes angulares k, ¥ k,:
y=kz+b, y==rkLKz-+b>b,,
sean perpendiculares entre si, es necesario y suficiente que
los coeficientes angulares k, v k. estén relacionados entre
si por la igualdad
kky, = —1.
3.2. La circunferencia, Se llama circunferencia al con-

junto de todos los puntes del plano gue se encuentran a la
distancia dada de un punto dado, situado en este plano.

o)
£y
Yo

Fig. 5.20. Fig. 5.21.

La ecuacion de la circunferencia de radio R con contro
en el origen O del sistema de coordenadas cartesianas reclan-
gulares Ozxy tiene la forma

z* 4+ y? = R,

La ecuacién de la circunferencia de radio A con centro
en el punto cou las coordenadas (a; b) en el sistema de coor-
denadas cartesianas rectangulares tiene la forma

(x — a)® -+ (¥ — b)* = R*

La ecuacidn de la circunferencia de radio 2 con centro en el punto

(Pos o) en el sistema polar de coordenadas tiene la forma {fig. 5.20)
p% — 2pp, €03 (9 — o) + pf = R

Si el centro de la circunferencia coincide con el polo ifig. 5.21), en-

tonces la ecuacién de la circunferencia de radio R en el sistema polap
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de coordenadas obtiene la forma
p = 12‘

3.3. La elipse. Se 1lama_elipse al conjunto de puntos del plano,
para los cuales la suma de las distancias & dos puntos dados del
plano F; y F, llamados focos g5 un valor constante positivo.

; Para que el conjunto indicado de los puntos del plano no sea
un conjunto vacio, ¢s necesario que el valor constante indicado sea
mayor que la distancia entre los focos.

Ecuacién candnica de la elipse. Sea que en el plano se elige un
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares Ozy (fig. 5.22) y sea

¥

B(O:y M

K,; mwl "
T“@B (i) e T

~b

- —————

Fig. 5.22.

 que los puntos F, y £, con las coordenadas (-c; 0} y (e; 0) son respectiva-
mente los focos de la elipse. §i M es un punto arbitrario de la elipse,
entonces, cn vigor de la delinicién de la elipse, existe la igualdad*),

| FyM |+ 1 FaM | =2a.
Los segmentos F 8 v Fy M se llaman radios focales de la elipse:
| FiM L= VEFartyE, | FaM 1=V (=43

Suslituyendo las expresiones para los radios focales en la igualdad
(3), después de unas transformaciones no complicadas obtenemos la
ccuacién equivalente a la ecuacién (3):

fa? — ) x? 4 a?%? = a? («® — &2 (4)

Introduciendo un valor nueve & — }a% — 2, reducimos la
ecuacién (4) a la forma

2 2
R e ®)

La ecuacién (5) se llama ecuacién candnice de la elipse.
Los puntos de interseccitn de la elipse con sus ejes de simetria
(em nuestro caso los ejes de simetria son los ejes de coordenadas Oz

*) Aqui es cdmodo designar la distancia comstante por 2a.
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¥ Oy) se Haman »értices de la clipse. En la Tig. 5.22 los vértices de la
clipse son los puntos con las coordenadas (a; 0), (—a; 0), (0, b), (0; —B).
El segmento 04 (J0A] — a) se Hama semieje mayor de la elipse y el
segmento OF (08| = b), semieje menor de la elipse. El punpta O
(en nuestro caso el origen del sistema de coordenadas) se 1lama centro
de la ecl’ipse. La elipse es upa figura simétrica central respecto al
punto O.

La relacién de la distancia entre los focos de la elipse a la longitud
de sn eje mayor se llama excentricidad de la elipse:

e=-=<1, o e..—.-]/‘l——(%)z. 6

La excenlricidad caracteriza la forma de la elipse: cuanto maés
cerca es la excentricidad a la unidad, tanto menor es la relacidén &/a
y tanto més alargada es la elipse; cuanto menor es la excentricidad,
tanto mdas cerca a la unidad es ?a relacién d/a y tanto mds parecida es
la elipse a la circunferencia.

Utilizando la definicién de excentricidad de la elipse (6), la
ccuacion (5) y la relacién b* = a? — c® se pueden obtener las expresio-
nes de los radios focales de la elipse a través de su excentricidad

FE\M f=a-fexy | FoM | =q—ez.

Directrices de la elipse. Supongamos que la elipse que se cepresenta
por la ecuacién candnica

22 oyt
g

eatd alargada en direceion del eje Or, es decir, « > b. [)os rectas per-
pendiculares al eje mayor de Ia elipse (en nuestro caso al eje Or) y si-
tuadas a la distancia a/e del contro de la elipse {en nuesteo caso del
punto 0) se llaman directrices de la elipse (véase fig. 5.22). Las ccuacio-
nes de las directrices de la elipse tienen la forma

___a a
&= g r= =
Puesto que para la elipse e <¢ 1, entonces la directriz de mano derecha
se sitiia mas a la derecha del vértice derecho de la elipse; analopamente,
la divectriz de mano izquierda se sitita mds a la izquierda de su vértice
izquierdo.

Si r es la distancia de un punto arbitrario de la elipse a cierto
foco, d es la distancia del mismo punto a la directriz que corresponde
a este foco, entonces la relacién r/d es wn valor constante, igual a la
excentricidad de la elipse:

r

— =e.

d

La ecuacion de la recta tangente a la elipse, dada por la ecuacién
candnica que pasa por el punto M, (z4: .} ¥ que pertenece a la elipse
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tiene la forma

Tl | U
o
3.4, La hipérbola, Se llama hipérbola al conjunlo de puntos, para
los cuales el valor absoluio de la diferencia de las distancias a dos
puntos dados del plano #, y F,, llamados foces, es un valor pusitive
constante.
£l conjunto de puntos M que forman la hipérbola, en vigor de la
definicion dada de la hipt':rh(ﬂa, satisface a la ecuacion*)

|| #:M | — | FoM || =2a.

Los segmentos £, M y ¥, M se llaman radios focales de 1a hipérbola.
Feuacion eaninica de la hipérbola. Sea que en un plano esta eligido
¢l sistemna de coordenadas cartesianas rectangulares Ory (fig. 5.23)

Fig. 5.23.

y sea que los puntus con las coordenadas (—e; 0) y (o) () son foens de la
hipérbola. Las coordenadas de cwalquier punto M, perteneciente a la
hipérbola, satisfacen la ecuacién

W+t —Vea—a +¢? =2 M
Suprimiendo la irracionalidad, la ecuacidn (7} se pucde reducir a la
forma

(¢ — a%) 2 — a%® = & (¢* — a?). (8)

Introduciendo en la examinacién un valor nuevo b = Ve — a?
{¢c > @), la ecuacién (8} se puede reducir a la forma

x2 y‘l
ot

La ecuacién (9) se llama ecuacién candnica de )a hipérbola.

=1. )

*) Es cémodo designar el valor constaate por 2a.
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Los puntos de interseccién de 1a hipérbola con sus ejes de simetria
(en nuestro caso los ejes de simelria son bos ejes de coordenadas Ox
y Oy) se Maman vértices de la hipérbolu {(en la fig. 5.23 los puntos 4,
y 4, con las coordenadas {(-—e; 0) ¥ (e; 0) respectivamente). El punto O
{en nuestro caso cl origen de coordenadas) se llama centre de la hipér-
bola, La hipérbola es lante una figura central simétrica, como tam-
bién una figura simétrica respecto a los ejes Oz y Oy. Las ramas de
una hipérbela gue se encuentran em el primer y tercer cuadrante de
coordenadas (véase lig. 5.23) para jz{ — oo se aproximan a la recta

yr y ==~ r.Las ramas de la hipérbola
< i que se encueniran en el segundo y
s b - cuarto cuadrante deconrdenadas para
M. | st |#] = o0 se aproximan a la recta
- = h

=i /V/g \\\\ a x gg:—; .r
- T ~ Ur rectingulo con los ludos 2e
= = ¥ 26, situado simétricamente respecto
a los ¢jes de la hipérbela, se Hama

rectdngulo principal de la hipérbola
(fig. 5.24). En la literatura matema-
tica también se suelen llamar efes de
Ia hiperbola alos segmentos de longi-
tud 2a y 2b que unen los punins medios de lod ladas apuestos del rec~
tangulo principal. En vigoride esta terminologia se dice que 1 ecuacién

Fip. 5.24.

72 y?
P e s

define Ia hipérbola con los semiejes a v b.
La relacién de Ia distancia entre los focos de esta hipérhola y la
distancia entre sus vériices se llama ezceniricidad de una hipérhola

c
em=—2=1,
a

e=1/t+(£-) ‘

La exceniricidad de una hipérbola caracleriza la forma de su
rectAngulo principal y, por consiguiente, también la forma de la
misma hipérbola: cuanto menor es la excentricidad de la hipérhola,
tanto mas alargado es su rectingulo principal en direccién del eje
que upe los vértices,

Una hipérhola se llama equileteral, si los lades del rectingulo
principal son iguales.

Utilizando Ja definicién de excentricidad de una hipérbola (10),
la ecuacién de la hipérbola (9) y la relacién % — ¢* — a2, se pueden
obtener las expresiones de los radios focales mediante la excentricidad.
Para los puntos de la rama derecha de la hipérbola |FiM| = a - ez,
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|FoM| = @ — ex. Para los puntos de la rama izquicrda de la hipérbola
{(F\M| = —a — ex, |FoM| = a — ex.

Directrices de una hipérbola. Dos rectas que son perpendiculares
aleje de la hipérbola que la interseca, y que se encuentran a la distancia

% del ceniro de la hipérbola, se llaman directrices de uma hipérbola.

Las ecnaciones de las direclrices en ¢l sistema de coordenadas
rectangulares, respecto al cual la hipérbola se da por la ecuacitn
candnica

2= g8
T
ticnen la forma = = —afe, z = a/e. Puesto que para la hipérbola

¢ > 1, entonces la directriz de mano derecha se encuentra entre el
eenlro ¥ el vértice derccho de la hi- |
pérbola; andlogamente, la directriz 19"\ M
de mano izguierda se encuentra entre .
el centro y ¢l vértice izquierdo (véase I
fig. 5.23). Lasdirectrices de la hipér- |
bola tienen la propiedad siguiente: ; i
si r s la distancia dcun punto arbi-  (-8/2,000\F(p/2;0) T
trario de la hipérbola a cualquier fo- 1
¢n, d, 1a distancia del mismo punto a i
la direciriz, correspondiente a este 1
foco, entonces la relacién r/d es un l
valor constante, igual a la excentri- Fig. 5.25
cidad de 1a hipérhola: r/d = e. R

La ecnacién de wna recta tan-
gente a la hipérbola, dada por la ecuacidn candéuica (9) y que pasa
por el punto M, (z,; y,) perteneciente a la hipérbola, ticne la forma

Zox Yol
a* bE

3.5. La pardbola. Se llama pardbola al comjunio de los puntos
de wn 1plann. para los cuales la distancia hasta cierto punto dado F
que se [lama foco es igual a la distancia hasta cierta recta dada llamada
directriz*).

La distancia p del foco F a la directriz de la parabola se lama
pardmetro de la paribola.

El conjunte de los puntes M que forman la parabola, en vigor
de la definicién dada de Ja pardbola, satisface la ecuacién

| FM | =d.

Ecuacion candnica de la pardbola. Sca que en cl plano esta elegido
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares Ozy y sea que el
punto con las coordenadas (p/2; 0} es el foco de la pardbola, y la recta,
dada por la ecuacién x = —p/2, es la directriz de la pardbola {fig. 5.23).

*) A) mismo tiempo se supune que el punto ¥ no pertenece a la
directriz,
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Las coordenadas (z; y) de cualquier punlo M, perteneciente a la
parabola, satisfacen la ecuacién

B el
Vv (z—F) =zt L. (1)
Suprimiendo la irracionalidad, se puede reducir la ecuacién (11}
a la forma
v = 2pz. (12)

La ccuacidén (12) so llama ecnacién candnica de la pardbala.

El eje de simetria de la pardbola (en nuestro caso el eje de sime-
tria es ¢l eje Oz) se llama ¢je de la pardbola. El punto de interseccién
de la pardbola con el eje de simetria se llama vértice de la paribola
fen nuestro caso_el vértice de la parihola coincide con el origen de
coordenadas).

Observemos qite en vigor de [a definicién de la pardbola y de las
propiedades de las directrices de la elipse e hipérbola se puede suponer
mngicionaimenlo que la pardbola tiene una excentricidad igual a la
unidad.

La ecuacién de la recta tangente a la paribola, dada por la ccua-
cién candnica (12) y que pasa por ¢l punto Mg (zo; ¥o), perteneciente
a la pardbola, tiene la forma

goyf = p (T -+ 7q).



CAPITULO 6

Geometria

El surgimiento de la geometria se reficre a la antigiiedad
profunda y [ué acendicionado por las necesidades practicas
de la actividad humana (por la necesidad de medicion de
terrenos, medicion de volimenes de distintos objetos, etc.).
Los conocimientos y conceptos geométricos simples ya eran
conocidos en Egipto Antiguo. En este periodo las afirma-
ciones geoméltricas se formulaban en forma de reglas sin
demostraciones. Del siglo VII antes de nuestra era hasta
el I siglo de nuestra era la geometria se desarrolld acelerada-
mente en Grecia Antigua. En este periodo no sélo se acumula-
ron los distintos conocimientos, sino que se elabord la meto-
dologia de las demostraciones de las afirmaciones geométri-
cas, También se realizaron los primeros intentos de formular
los principales conceplos primarios (axiomas) de la geome-
tria, de los cuales mediante razonamientos puramente logicos
se deduce un conjunto de distintas afirmaciones geométricas.
El nivel de desarrollo de la geometria en la Grecia Antigua
se refleja en la obra de Euclides los Elementos. En esta obra
por primera vez fué hecho un intento de dar una construc-
cion sistemitica de la planimetria sobre la base de los
conceptos geométricos indefinibles fundamentales y de
axiomas (postulados). Un lugar singular en la historia de las
matematicas lo ocupa el quinto postulado de Euclides
(axioma de las rectas paralelas), Durante mucho tiempo los
matematicog trataron sin éxito de deducir el quinto postula-
do de los demé#s postulados de Euclides, y s6lo a mediados
del siglo XIX, gracias a las investigaciones de N. I. Loba-
chevski, B. Riemann y Bolyai, se hizo claro que el quinto
postulade uo puede ser deducido de los demas, y el sistema
de axiomas, propuesto por Euclides, no es el nico posible.
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Los Elementos de Euclides ejercieron una enorme influencia
en el desarrollo de las mateméticas. Esta obra durante mas
de dos mil afios ha side no s6lo un manual de geometria,
sino también un punto de partida para muchisimas investi-
gaciones matemiticas, de resultas de las cuales surgieron
nuevas partes independientes de las matemdticas.

La construccion sistemitica de la geometria suele rea-
lizarse segln ¢l esquenia siguiente:

1} Se enumeran los conceptos geomélricos fundamenta-
les, los cuales se introducen sin definiciones.

2) Se da la formulacién de los axiomas de geometria.

3) Sobre la base de los axiomas y de los conceptos geo-
métricos fundamentales s¢ formulan los demis conceptos
geoméiricos ¥ leoremas.

En calidad de conceptos fundamentales (indefinibles)
de la geometria se sucle tomar los objetos de los tres tipes
siguientes:

1) los puntos que suelen designarse con las letras A, B,
2) las rectas que suelen designarse con letras a, b, ¢, ...}

3) los planos que suelen designarse con letras o, B, vy, ...
se llama figura geométrica a un conjunto cualquiera de pun-
tos del espacio (plano). Una figura geoméirica se llama
plana, si todos sus puntos le pertenecen a un plano,

La interseecién de dos (o varias) figuras geomélricas es
una figura compuesta de todos aquellos y s6lo aquellos pun-
tos, los cuales pertenecen a cada una de las figuras dadas, En
la teoria de los conjuntes dos conjuntos cualesquiera tienen
una interseccién (la cual puede ser también un conjunte
vacio). En geometria en vez de las palabras «la interseccién
de dos figuras es vacia» se suele decir que las figuras no se
intersecan,

La unidn de dos (o varias) figuras geométricas es una
figura, compuesta de todos aquellos y solo aquellos puntos,
los cuales pertenecen por lo menos a una de las figuras dadas.

§ 1. Rayo. Segmento

1.1, Rayo. Sea a cierta recta, y O cierto punio de la
recta a. El punto O parte el conjunto de puntos de una recta
en dos conjuntos: uno que se encuentra més a la izquierda del



§ 1. Rayo, Segmento : 253

punto @ y olro que se encuentra mgs a la derecha del mismo
punto (fig. 6.1). Estos conjuntos se Ilaman rayos abiertos,
que salen del punto O (o con el origen en el panto O).

El conjunto de todos los puntos de la recta & que se
encuentran mys a la derecha {a la izquierda) del punte O,
incluyendo el punto O, se llama rayo y se designa Oa (indican-

[+

0 A
Fig. 6.1,

do la recta y el origen del rayo) *). Sobre el rayo Oa se dice
que pertenece a la recta a. :

Sea Oy, y Ok, dos rayos. Son posibles los siguientes
casos de su posicién reciproca:

1) Los rayos Oyh, y Ok, estin situados en una recta. Se
llaman codirigidos, si uno 4de los rayos se contiene en el

hy
0z

Ny

Fig. 0.2. Pig. 6.3.

otro (fig. 6.2), es decir, si la interseccién de ellos es un rayo
y se llaman de direcciones opuestas, si ninguno de los rayos
se contiene en el otro (fig. 6.3), es decir, si la interseccion de
gllos no es un rayo.

2) Ok, v Ok, estdn situados en recias paralelas. Estas
dos rectas pertenecen a cierlo plano. Tracemos por los pun-
tos O, y 0, una recta que parte el plano en dos semiplanos con
la frontera Q,0,. Si ambos rayes estin situados en uno de

*) Se usan también las designaciones mediante una letra latina
(cwando se conoce ¢l punie de origen) v la degignacion OA, donde 4
es un punto arbitrario de un raye (abierto).
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estos semiplanos (fig. 0.4}, entonees tales ravos se llaman
codirigidos y se eseribe Ok, t1 O, Si los rayos Ok, v
O,h, estan situades cn semiplanos distintos, entonces se
llama de direcciones opuestas (fig. 6.5) y ~se escribe
Ok, 4} O,h,.

Para los rayos, pertenecientes a las rectas no para-
lelas, no se introduce el concepto de codireceion (o de la
direccion contraria).

Propiedades de los rayos codirigidos.

1} Cualquier rayo estd codirigido a si mismo (veflexi-
vidad).

2) 8i el rayo Ok, estd codirigido al rayo O,h,, entonces
tambiéu el rayo O,h, estd codirigido al rayo Ok, (simetria).

Fig. 6.4. Fig. B.5.

3) Si el rayo Ok, esta codirigido al rayo O,h,, y el rayo
Ouhy esti codirigido al rayo Ozh,, entonces el rayo Ok,
esta codirigido al rayo Qzh, (transitividad).

El conjunto de todos los rayes del plano, cada vno de los
cuales estd codirigido con un mismo rayo, se Hama direccién
en el plano.

El conjunto de todos los rayos de) cspacio, cada uno
de los cuales estd codirigido con un mismo rayo, se llama
direccion en el espacio.

1.2. Segmento. Sean 4 y B dos puntos distintos de la
recta . Se llama segmento al conjunto de todos les puntos
de una recta a, situados entre los puntos A y B, incluyendo
los puntos A, B. Los puntos 4 y ## se Haman extremos de
ua segimento, y todos los demds puntos, puntos interiores
del segimento. Un segmento con los extremos A, 7t se de-
signa AH.

La longitud del segmento AB se designa frecuentemente
| AB 1. Los segimentos se consideran iguales, si sus longitu-
des son iguales.
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§ 2. Angulos del plano

2.1. Nocién de dngulo. Se llama 4ngulo a un par de rayos
distintos Oa y Ob que salen del mismo punto @, y se designa
con el simbelo Z(a, b). El punto O se llama vértice del
angulo, y los rayos Oa y Ob, lados del dngulo. Si A y B son
dos puntos de los rayos Oa y Ob, entonces £ (a, b) se designa
también con el simbolo £ AOB (fig. 0.6).

Al édngulo £(a, b) se llama llano, si los rayos Oa vy Ob
que salen del mismo punto estan situados en la niisma recta
y no coinciden {es decir, se dirigen en direcciones opuestas).

Fig. 6.6. Fig. 6.7.

Junto con la definicion de dngulo citada mé4s arriba
muy a menudo se usa tal definicion de dngulo: se Jlama
dngulo a la figura, formada por dos rayes con un origen
comin y limitada por les mismos por una parte del plano,

Dos dngulos se consideran iguales, si uno de ellos se puede
superponer sobre el otro de tal manera que los lades de los
ingulos coincidan. O, mejor dicho, dos dngulos se consideren
iguales, si existe una isometria que traslade un dngulo en
otro (sobre la isometria del plano véase p. 25.3).

Se dice que el rayo OC que sale dol vértice del dngulo
L AOR esta situado entre sus lados, si interseca el segmento
AB {fig. 6.7). Se dice que el punto € se encuenira entre los
lados del dngulo, si por este punto se puede trazar un rayo
con el origen en el vértice del dngutlo, situado entre los lados
del dngulo. El conjunto de todos ivs puntos del plano, si-
tuados entre los lados del dngulo, forma wana regién interior
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del dngulo (fig. 6.8). La parte restante del plano se llama
regién exterior del.ingulo.

El angulo ~(a, b) se considera mayor que el angulo
Z (e, d), si el angule Z(c, d) se puede superponer sobre el

]
o 8
d
o
0
o -
4 A a,c
Fig. 6.8, Fig. 6.9.

dngulo (e, b) de tal manera, que después de coincidir

un par de lados, el otro lado del! dngulo £ {(c, d) estara

situado entre los lados del 4an-

a gulo /(a, ). En la fig. 6.9

s L AOB es mayor que £ A0C,

Sea que un rayo ¢ estd situa-

p» do entre los lados del dngulo

£ (a, by (fig. 6.10). Los pares

de los ravos a, ¢ y ¢, b forman

dos dngulos. Del dangnlo / (e, b)

s¢ dice que es la suma de dos
angulos £ (a, ¢) y Z{c, b) y se escribe

Lila, by = Lla, ¢} + Liec, b).

Se llama bisectriz del dangulo al rayo que tiene el origen
en el vértice del angulo, el cual divide este dngnlo en dos
dngulos iguales,

2.2. Medicién de los ingulos en grados. Para la medicion
por grados de los angulos como unidad principal de medicién
de los angulos («patrén de referencia» de un dngulo, con el
cual se comparan los distintos dngulos) se toma el angule
de un grado (se designa 1°). El dngulo de un grado es el que
es ignal a 1/180 parte del dngulo llano. El dngulo igual a
1/60 parte del dngulo de 1° es el iingulo de un minuto (se

Fig. G,10.
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designa 17). El angulo igual a 1/60 parte del dngulo de un
minuto es el dngulo de un segundo (se designa 17).

2.3, Medicién de los dngulos en radianes. Junto con la
medicién de los dngulos en grados en geometria y trigono-
metria se practica también la medicion de
los 4angulos on radianes. Examinemos B A
una circunferencia de radio R con cen-
tro 0. Trazemos dos radios 04 y O de
tal manera que la longitud del arco 428 sea
igual al radio de la circunferencia (fig. 6.11).

El dngulo central obtenido £ AOB es un
ingulo de un radidn. Bl 4ngule igual a un
radidn se toma por unidad de medicion Fig. 6.11.
angular en radianes. En la medicion
angular en radianes el dngulo llano es igual a n radiancs,

Las unidades de medicién en grados y radianes de los

dngulos cstdn relacionadas por las igualdades:

1 radidn =2 ~ 57°17°45";

1°=1—3{—) del radidn == 0,017453 del radidn;

Mt
7180460

Pt
180-00-60

del radidn = 0,000201"del radiin;
del radidn = 0,000005 el radian.

La medida en grados (o en radianes) se liama también
magnitud del angulo. La magnitud del angulo £ AOB

N
a veces se designa AOB,

2.4, Clasificacion de los dngulos. Un dngulo, igual a
90°, o en radianes 7t/2, se tlama angulo recto; frecuentemente
se designa con la letra d. Un dnguloe, menor de 90°, se llama
agude; un dngulo mayor de 90°, pero menor de 180°, se llama
obfuso.

Dos dngulos que tienen un lado comiin, cuya suma es
igual a 180° se llaman adyacenles, Dos ingulos gue tienen
un lado comiln, cuya suma es igual a 90°, se laman comple-
mentarios.

17-01477
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2.5. El dngulo entre direcciones. Si en el plano esldn
clegidas dos direcciones, entonces en cada punto O del plano
comienza un rayo OA de la primera direccion y un rayo 08
de la segunda direccion. El dngulo entre los rayos OA y OB
se llama dngulo entre dos direcciones en el plano. El angulo
cntre las divecciones no depende de la eleccion de un punto
inicial de log rayos.

Se Hama dngulo entre dos direcciones en el espacio al
angulo entrp dos rayos cualesquicra de estas direcciones que
tienen un comienzo comiin,

§ 3. Paralelismo y perpendicularidad
en el plano

3.1. Paralelismo en el plano., Dos reclas distintas e
v b que se encuentran en un mismo plano se llaman parale-
las, si no ticnen ningin punte
,/ comun.
/ Cualquier recta sc¢ consi-
f‘r 32 dera parsiela a sf misma. Para

) la designacion del paralelismo
/6 de las rectas se usa el simbolo}l.
877 Las propiedades de las rec-

tas paralelas son:
1) Cualquicr recta es para-
lela a si misma (reflexividad).
Vg, 642, 2) Sila recta a es paralela
a la recta b, entonces también

la recta b es paralela a la recta o (simetria).

3) Si la recla @ es paralela a la recta b, y la recta b es
paralela a la recta ¢, entonces también la recta a es paralela
a la recta ¢ (transitividad).

El conjunto de todas las rectas paralelas en ¢l plano se
Mlama haz de rectas paralelas.

De resultas de la interseccién de dos rectas por una tercera
se forman ocho dngulos (fig. 6.42). Los pares de dngulos 21,
20 49,26 43, LT, L4, £8 se Jlaman dngulos co-
rrespondientes; los pares /.3, £.5; 4.4, £ 6 se laman dngulos
alternos internos; los paves £1, 2.7, £2, £.8 se llaman angu-
los alternos externos; los parves 24, £.5; £3, £6 s¢ llaman
angulos adgacenies,
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Criterios de paralelismo de las rectas:

1} S5i al intersecarse dos rectas @ ¥y & por una tercera
los angulos correspondientes son iguales, entonces las rectas
a y b son paralelas.

2) Si al intersecarse dos rectas ¢ y b por una tercera los
dngulos alternos internos (o externos) son iguales, entonces
las rectas a y b son paralelas.

Fig. 6.13, Fig. 6,14,

3) Si al intersecarse dos rectas a y b por una tercera los
ingulos adyacentes suman 180°, entonces las vectas ¢ y b
son paralelas,

Teoremas sobre los segmentos iguales:

1) 5i desde los puntos O y O, trazamos en la misma
direccion segmentos iguales O4 y 0,4,, cntonces los seg-
mentos 00, y AA, son iguales y paralelos*} (fig. 6.13).

2) (Teorema de Tales). Si en una recta trazamos varios
segmentos iguales y a través de sus extremos trazamos rectas
paralelas que intersecan la segunda recta, entonces ellas
cortarin en la segunda recta segmentos iguales (fig. 6.14),

Los segmentos se llaman proporcionales, si sus longitudes
son proporcionales.

Teoremas sobre los segmentos proporcionales:

1) Las rectas paralelas que intersecan los lades del
angulo cortan en ellos segmentos proporcionales.

*} Los segmenlos pertenecientes a las rectas paralelas, se Haman
segmentos paralelos.

17+
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En la fig. 6.0 las rectas A4, y BB, son paralelas. En
vigor del teorema formulado arriba

jo4,1 104

1081 108"

2) Si los segmentos OA, y Of3; son proporcionales a los
segmentos 04 y OB y estin situados respectivamente en

Fig, .15,

p-o
—_—————— g ———

ot
|
I
&

Pig. 6.10.

los rayes OA, y OA, entonees las reclas AA; ¥ BBy son
paralelas (véase fig. 6.15).

3.2. Perpendicularidad en el plano. Dos reclas, en cuya
interseceion se forman dngulos rectos, se Haman perpendicu-
lares entre si. La perpendicularidad mutua de las rectas se
anota cou &l simbolo _|_:

i ) b.
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Teoremas sobre las rectas perpendienlares,

1} Si en un plano se dan un punto y una recta, entonces
existe una sela recta que contiene ¢l punto dade y es per-
pendicular a la recia dada.

2) Si nna recta es perpendicular a una de las reclas del
haz de las rectas paralelas, entonces clla es perpendicular
a cualquiera otra recta de este haz.

3.3. Distancia de un punto a una recta. Sea que el pun-
to A esti situade fuera de la recta 4. Construyames una rec-
ta p perpendicular a la recta dada @ y que pasa por el pun-
to A (fig. 6.16). Designemeos a través de @ el punto de inter-
seecion doe las reelas @ y p. B puuto O se Hlama base de la
perpendicular p.

La distancia del punto A a la recta o se lama longitud
del segmento OA. La distancia del punto A a cualquier pun-
to de Ia recta a, distinta del punto O, es mayor que la distan-
cia de!l punto A o la recta a.

§ 4. Paralelismo y perpendicularidad
en el espacio

%.1. Paralelismo de la recla y el plano. Un plano o ¥
una reetn @ gue no peelencee por completo al plano & se
Haman paralelos, si vo tienen ningdn punto comitu. Cual-
quier recta e que pertencce al plane o se eonsidera paralela
al plano a. Bl pavalelismo del plano o y la recla @ se eseribe
mediante et simbolo ||

alleoall

Criterio de paralelismo de wna recta y un plano:

Si una recta e¢s paralela a cualquiera recta situada en
un plano, entonces la reeta y el plano dados son paralelos.

Teoremas svbre ¢l plano y la recta, paralela al plano:

1) Si un plano conlicne una recta paralela a otro plano
¢ interseca este plano, entonces la linea de interseccion de
los planos es paralela a la recta dada.

2) Si a través de cada una de dos rectas paralelas esta
trazado un plano arbiteario y estos planos se intersecan,
entonces la linea de interseecion es paralels a ¢ada una de
las rectas dadas.

4.2, Paralelismo de 1os planos, Dos planos o y ff se Ha-
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man paralelos, si no tienen un punlc comidn o coinciden.
Para la designacion del paralelismo de los planos se usa
el simbelo |
al} B

Propiedades de planos paralelos:

1) Cualquier plano es paralelo a si mismo (reflexividad).

2) Si el plano « es paralelo al plano f, entonces también
el plano B es paralelo al plano a (simetria).

3} Si el plano @ es paralelo al plano B, y el plano B es
paralelo al plano ¢, entonces el plano ¢ es paralelo al plano
v (transitividad).

Criterio de paralelismo de dos planos:

Si dos rectas que se intersecan de un mismo plano son
paralelas respectivamente a dos rectas de otro plano, enton-
ces estos planos son paralelos.

Teoremas sobre los planos paralelos:™

1) Si dos planos paralelos s¢ intersecan por un tercero,
entonces las lineas de intefseccién son paralelas.

2} A través do un punto dado que no pertenece al plano
gago se pwede trazar wno y sélo un plano paralelo al plano

ado.

3) Si cada uno de dos planog dados es paralelo al tercero,
entonces dos planos dados son paralelos entre si.

4.3. Perpendicularidad de una recta y un plano. Una
recta y un plano se llaman mutuamente perpendiculares, si
la recta es perpendicular a cada recta perteneciente al plano.

Para la notacion de la perpendicularidad de la recta y
del plano se usa el simbolo _|:

a_Laorf_l_a.

Una recta que es perpendicular al plano se Hama per-
pendicular a este plano. Por cada punto dado del espacio
se puede trazar una y solo una recta perpendicular al plano
dado.

Criterio de perpendicularidad de una recla y un plano:

Si una recta es perpendicular a cada una de las dos rectas
que se intersecan y que se encuentran en el plana, entonces
esta recta y el plano son perpendiculares entre si.

Teoremas sobre la perpendicularidad de la recta y el plano:

1} Dos perpendiculares al plano distintas son paralelas,
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2) Si una de lag dos rectas paralelas es perpendicular al
plano, entonces también la otra recta ¢s perpendicular a este
plano.

3} Una recta que es perpendicular a uno de las dos planos
paralelos es también perpendicular a otro plano.

4) Dos planos, perpendiculares a una misma recta, son
paralelos.

4.4, Distancia de un punte a un plane. Sea que el pun-
to A, no perteneco al plano a. Tracemes por el punto 4,
una perpendicular al plano. De-
signemos el punto de intersec- Ay
cion de la perpendicular con el
plang con laleira 4 (fig. 6.17).
El punto A es la base de la per-
pendicular y la longitud del
segmento A A;, la distancia del i
punto 4, al plano a.

La distancia del punteo A, al
plano n es menor que la distancia Fig. 6,17,
del punto 4 a cualquier punto del
plano «, distinto del punto A.

4.5. Perpendicularidad de los planes. Dos planos se
llaman perpendiculares entre si, si el dngulo enire cllos cs
ignal a 90°. Para designar Ja perpendicilaridad muntua
de dos planos se usa el simbolo |

Criterio de perpendicularidad de los planos:

Si un plano contiene una perpendicular a otro plano,
entonces aquél es perpendicular a éste.

Teorema sobre los planos perpendiculares enlre si:

Si dos planos son perpendiculares entre si, entonces la
recta, perlenceiente a uno de los planos y perpendicular a la
linea de interseccion de los planos, es perpendicular al otro
plano.

4.6. La oblicua, Una recta que interseca un plano, pero
gue no es perpendicular a él, se llama oblicua al
plano.

Teorema sobre las lres perpendiculares:

Para que una recta que estd situada en el plano sea
perpendicnlar a una oblicua, es necesario y suliciente que
esta recta sea perpendicular a la proyeccion de la oblicun
sobre este plano,
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4.7. Reetas eruzadas. Dos rectas se llaman eruzadas, si
no se inlersecan ¥ no son paralelas. Para designar las
reclas cruzadas @ v & se usa la neolacion g <= b,

Criferio de recias cruzadas:

81 una de dos recias se encuenfra en cierto plano, v la
alra interseea este plano en un punie gque no pertenece a la
primeza recta, entonces las reclas dadas se cruzan,

Se llama perpendicular comin de dos rectas cruzadas al
segmento que satisface las condiciones:

1} nn extromo del segmento periencee a una recta, y el
olro, a olra;

2} la reela que contiene el segmento es perpendicular
H ﬂ'll'lllﬂﬂ rectas ('I'ii?'.i\dilﬁ;

Se Hama distancia enlre dos reclas cruzadas a la longitud
de un segmentin de una recla, que es perpendicular tanto
a wng, come a otra recla, ¢on los extremos en las réctas
cruzadas,

§ 5. Proyeccién sobre un plano

d.i. Proyeccidn paralela. Sean dados un plano o y una
reeia § oque interseea el plano « (fig. (G.18). Tomemos un
punte arbitrario det espacio A, y tra-
15 cemos por él una reela [, paralela a L.
La recta I intersecara el piano g en
cierlo punto A. 15l punto A obienido
de tal mancra se ilama proyeccidn del
punio A, sohre ¢l plaso « cn la pro-
veeeion paralela de la recta L. En bre-
ve se suele decir que el punto 4 es la
= proyeccién paralela del punto 4.

Se llama proyeccidn paralela de la
figura espacial M, al conjunio @ de
provecciones paralelas de todos los
pantos de la figura dada.

Las propiedades de la proyeccidn paralela *) som:
1) L.a proycccion de una recta es la recta.

2) Las proyeceiones de las rectas paralelas son paralelas.

Pig. .15,

*) Aqui se supone gue la proyeccion se efectda paralelamente
ajarecls 7, la cual no es paralela a lasrectas o a los segmentos a proyec-
lar.
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3) La relacion de las provecciones de dos segmentos
paratelos es ignal a la relacion de dos segmentos a proyeetar.

5.2. Proyeceion ortogonal. La proyeccién ortogonal es
un caso parlicular de la proyeccién paraleta.

Scan dados un plano @ y nna recia I, perpendicular a a.
Tomemos un punto arbitrario del espacio A, y tracemos
por este punto una rccta ), pa-
ralela a ! (por consigiente, per- I 4
pendicular al plano «). La recta Al
I, interseca el plano ¢ en cierto

punito 4 {fig. 6.19). El punto A
obtenido se llama proyeccicn or- T
togonal del punto A, sobre el < ! i

plane «a.

El conjunio @ de proyeccio-
nes ortogonales de todos fos pun-
tos de una figura dada @; se
llama proyeccidgn ortogonal de la
figura @, sobre ¢l plano . Como wun caso particular
de la proycceion paralela, la proyeceion ortogonal tiene todas
las propicdades de la proyeccién paralela.

La propiedad de la proyeccion ortogonal de un peligono
plano es:

El drea de la proyeccion ortogonal de un poligono plano
sobre el plano « es igual al drea del poligono a proyectar,
multiplicado por ¢l coseno del dngule entre el plano del
poligono y ¢l plano «.

vig, 6.19.

§ 6. Angulos en el espacio

6.1. Angulo entre la oblicua y el plano. El dngulo en-
tre la oblicua y su proyeccié‘fl ortogonal sobre el plano se
llama dngulo entre la oblicua y el plano.

El angulo enire ia oblicua & y ¢l plano a suele designarse

Z {a, a).

6.2. Angulo diedro. Sean dados dos plzuus no paralelos
a ¥ B. El piano a sirve de frontera coman de dos semiespa-
cios Py y P,, v el plano P, de frontera para los semiespacios
Q. y @,. Flijanos wn semiespacio de cada par, por ejemplo,
P,y Q, (fig. 6.20) y examinemos su interseceion P, [} Q,-



266 Geomairia Cap. é.

Se lama dngulo diedro *) a la interseccion de dos se-
miespacios, cuyas fronteras son planas no paralelas.

Cada dngulo diedro esta limitado por dos semiplanos que
se llaman sus caras. Una recta que es frontera comiin de dos
caras de! dngulo diedro se llama arista del angulo diedro.
Todos los puntos del éngulo diedro que no pertenecen a sus
caras forman su region interior.

El angulo diedre se designa mediante el signo £ y con
las letras que indican sus caras y su arista. Ademas, la letra

Pl
Py 4
<] " ;
B
al