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PROLOGO DE LOS AUTORES
A LA EDICION ESPANOLA

El libro “Problemas sobre la teoria de funciones de variable
compleja” (TFVC) esta destinado principalmenie para los estudian-
tes de Jla Facultades de Mecanica y Matematicas y de Fisica y
Matematicas de las Universidades, de las secciones correspondientes
de los institutos pedagogicos y de los institutos politécnicos con
un programa ampliado de malematicas. Los “Problemas” contienen
asi mismo ciclos que se salen de los marcos de los programas. Algu-
nos de ellos pueden servir de base para los trabajos de curso y
como malerial para las labores de los seminarios de la TFVC.

Los autores estiman también que los “Problemas” pueden resul-
tar ntiles para personas que se especializan en la mecénica de
medios continuos (hidrodinamica, teoria de elasticidad) y en electro-
tecnia, ya que coniienen un nomero considerable de problemas
o bien dedicados a la aplicacion directa de la TFVC a estas ramas
o bien relacionados con cuestiones que representan los fundamentos
matematicos de las mismas (lransiormaciones conformes, funciones
armonicas, potenciales, integrales de tipo de Cauchy, etc.).

Para mayor comodidad en el uso de los “Problemas”, en el
indice, ademds de los titulos de los capitulos y parrégrafos, se
sefialan a veces los ciclos principales de problemas que éstos con-
tienen (esto se refiere principalmente al material fundamental de
estudio).

Se supone que el que recurra a los “Problemas” esta familia-
rizado con los capitulos correspondientes de la TFVC. Si se emplea
material adicional, se da la informacién necesaria y se hace refe-
rencia a la bibliogralia. Para los libros que se mencionan con mayor
frecuencia se emplea la siguiente numeracion:

1 —A. H. Mapkywesuu, Teopus avanuTHueckuX dyHKunil, H30. 2-e,
t. 1, 1967, 1. 2, 1968, «Hayka» (Markushévich A. 1., Teoria de las
funciones analiticas, vol. 1 y 11).

2—M. A. Jlaspentses u B. B. Illla6ar, Metonw TteopHH (yHK-
IHf KOMIJIEKCHOTO NepemeHHoro, 3. 2-e, ®uamartrus, 1965 (Lavrén-
tiev M. A. y Shabat B. V., Métodos de la teoria de funciones de
variable compleja).



El primero de estos libros ha sido traducido recientemente al espa-
fiol por fa editorial “Mir”" lo que sin duda facilitard a nuestros
lectores el uso de los “Problemas”.

Todas las sugerencias a la solucion de los problemas se dan en
el texto principal. Los problemas mas dificiles, cuyos niimeros
estdn marcados con asterisco, estdn provistos de soluciones que se
insertan en las respuestas.

Al preparar los “Problemas” se han empleado textos, manuales
y monografias, tanto rusos, como extranjeros, que estaban al alcance
de los autores.

Nos es sumamente grato que a la versién inglesa ya existente
de nuestros “Problemas” se una ahora esta traduccion al espaifiol,
idioma ampliamente extendido.

Aprovechamos esta ocasion para agradecer nuestro colega, C. Vega,
por la labor atenta que ha realizado al traducir nuestro libro.

Los autores

U Markushévich A. [., Teorfa de las funciones analiticas, vol. 1 y II, Edi-
torial Mir, Maosci, 1970.



CAPITULO 1

NUMEROS COMPLEJOS Y FUNCIONES
DE VARIABLE COMPLEJA

En este capitulo, asi como en todo este libro en general, siempre que no se
diga lo contrario se emplean las notaciones: z=x-iy=re'?, w=u-j-iv=pel*
(¥, 4, u, v, r, p, ¢ y 0 son nimeros reales, r=0, p=0); Rez=x, Imz=y,
Argz=g, |z|=r, z=x—iy. Si no se hacen indicaciones adicionales, el valor
principal del argumento arg z se define mediante las desigualdades — n < arg 2<zn;
el plano complejo cuyos puntos representan los nlimeros complejos z, se [lamara

z-plano; los términos “niimero complejo z" y “punto z" se emplean cominmente
como sinénimos.

§ 1. NUMEROS COMPLEJOS

NUMEROS COMPLEJOS, REPRESENTACION GEOMETRICA
1. Realice las operaciones indicadas:

D+ 2) o 3) g &) (L4iV3)™

2. Encuenire los moédulos y los argumentos de los nimeros
complejos (@ y b son nimeros reales):

1) 36, 2) —2; 3) 1 +4i; 4) —I—i; B) 2--5i; 6) 2—5i;

7) —24-5i; 8) —2—5i; 9) bi(b==0); 10) a+bi (@a=0).

3. Resuelva la ecuacién z=2""1 (donde n==2 es un namero
natural).

4. Halle todos los valores de las siguientes raices y constriiyalos:

D) VL2 Vi 3) V=T 4 V=8 5 /T,

6) VI—i; 7) V3+4i, 8 /—2+2i:'9) y/—313i

5. Demuesire que ambos valores de J'z*—1 se encuentran sobre
la recta que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a la

bisectriz del angulo interior del triangulo con vértices en los pun-
tos —1, 1 y z, trazada por el vértice z.

11



6. Sean m y n dos nimeros enteros. Demuestre que (Vz)"
toma n/(n, m) diferentes valores, donde (n, m) es el maximo comin
divisor de los nimeros m y n. Compruebe que los conjuntos de
valores de (/z)™ y de /2" coinciden, si, y sélo si, (1, m) =1,
es decir, si n y m son primos entre si.

7. Demuestre las siguientes desigualdades partiendo de consi-
deraciones geométricas:

) |z, 4z<|z|4]2] 2) |z, —2z,| =2, ] —] 2]l

Demuestre estas mismas desigualdades algebraicamente. Explique
en cada caso cuando tiene lugar el signo de igualdad.

8. Demuestre las siguientes desigualdades partiendo de conside-
raciones geométricas

1)
9. Demuestre la identidad
I31+zn|"+'Izl'_z|1’=2(|21|’+|z||’)

y explique su significado geométrico.
10. Demuestre la identidad

II"E:ZIP_“lzL‘_zll’:(l'_!zlla)(l_lz:m-

11. Demuestre la desigualdad

z -
-Ilz—l—l].._<_‘|argz|, 2) |z—1|<||z|—1]|+]|z]||arg z|.

1
|z +al =5 (al+|ab |12 + 127 |-
12, Sean z, y 2z, dos nameros complejos arbitrarios y seana, y a,
dos nimeros reales (a}+a}==0). Demuestre las desigualdades
2P +lal—l2d+al <2l s by o 2242
1 2

Sugerencia. Introduzca el #éngulo auxiliar « de manera que tga=a,/a,,
represente la expresion estimada en la forma A+ B sen 20+ C cos y halfe
sus valores méximo y minimo.

13. Demuestre las identidades

1) (ﬂ—?)‘gllakl"F lgla* =|4a§acn|a"+a’|l;
n n 1
2) n.§l|a*|'—— 2]1‘1* zlqtgacnl'a*_atl"

14. Demuestre que:

1) Siz,+2,42,=0y ‘zl[=|z,|=|z,|=l, los puntos 2,,2, ¥ 2,
son vértices de un triangulo equildtero inscrito en la circunferencia
unidad.

12



2) Si zy+2,4-2,+2,=0 y |2z,]|=]2]|=]|z]|=|z], los puntqs
2y, 2y, 23 ¥ 2, 0 bien son vértices de un rectangulo o bien coinci-
den de dos en dos.

15. Encuentre los vértices de un poligono regular de n lados,
si su centro se encuentra en el punto 2=0 y uno de sus vértices
2, es conocido.

16. Sean 2, y 2z, dos vértices adyacentes de un poligono regular
de n lados. Encuentre el vértice z, adyacente a z, (z; # 2,).

17. Dados tres vértices z,, 2z, y z, de un paralelogramo, halle
su cuarto vértice z, opuesto al vértice z,.

18, ¢Bajo qué condicién tres puntos z,, 2z, y z,, distintos dos a
dos, estaran, sobre una misma recta?

19. ¢Bajo qué condicién cuatro puntos z,, z,, z, y z,, distintos
dos a dos, estaran sobre una misma circunferencia o sobre una
misma recta?

20*. Los puntos z,, z,, ..., z, se encuentran a un mismo lado
de una recta que pasa por el origen de coordenadas. Demuestre que
los puntos 1/z,, 1/z,, ..., 1/z, verifican la misma propiedad (indi-
que respecto a qué recta) y que

ittt oo # 0 bt g £O.

21. Demuestre que, si z,+42z,+ ...2,=0, cualquier recta que
pase por el origen de coordenadas separa los puntos z,, z,, ... z,,
siempre que estos puntos no se hallen sobre dicha recta.

22. Demuestra que cualquier recta que pase por el centro de
gravedad de un sistema de puntos materiales z,, 2,, ... 2, provistos
de masas m,, m,, ... m, separa estos puntos, siempre que no se
hallen sobre dicha recta.

Explique el significado geométrico de las relaciones indicadas
en los problemas 23—34.
23. |z—z|<R; |z—z,| > R; |z2—2z,|=R.
24, |2—2|+|z+2|=5; 25.|z—2|—|z+2|>3.
26. |z—z,|=|z—2,]. 27. 1) Re2>C; 2) Imz< C.
28. 0 < Re (iz) < i.
20, a <argz<P; a<arg(z—z,)<P(—n<a<<p<n).
30. |z|=Rez+1. 31. Rez+Imz< 1.
82, Im 7= =0; Rei=21=0. 83. |2¢| > |1 +2|.
34, 1) |z| < argz, si O<argz < 2m
2) |z <argz, si 0<argz<2nm.

13



En los problemas 35—38 se requiere determinar las familias de
curvas en el z-plano definidas por las ecuaciones correspondientes.

35. 1) Re—=C; 2) Im~=C (—o0 <C < ).
36. 1) Rez*=C; 2) Imz?*=C(— o0 < C < o0).
87. |:%!:’ —=A(A>0). 38 agil—a(—n<a<n)

39. 1) Una familia de curvas en el z-plano viene dada por la
ecuacion

|22 —1|=4 (A>0).

¢Para qué valores de A las curvas de la familia constardn de una
curva simple y para qué valores se descompondran?
2) Responda a las mismas pregunias en el caso de la familia

|22 daz+b|=h (A>0).

40. Halle las distancias maxima y minima entre el origen de
coordenadas y los puntos de la curva dada (a > 0):

1) Iz-{——l—l:a; 2) |z+%|=a.

41. La funciéon arg z queda definida uniformemente en todo
punto 2520, si tomamos |z|—2n < argz<C|z|. ¢Cuél es el lugar

métrico de los puntos en los que se altera la continuidad de la
uncién arg z definida de esta forma?

42. ¢Cual es el lugar geométrico de los puntos en los que se
altera la continuidad de la funcién arg z definida uniformemente
para todo z == 0 mediante las desigualdades In | z | —2n < argz <In| z|?

43. El valor inicial de Arg f () para z=2 se ha tomado igual a 0.
El punto z realiza una vuelta completa en el sentido opuesto al
del movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose sobre la
circunferencia de centro en e{ origen de coordenadas y volviendo al
punto z=2. Aceptando que Argf(z) varia continuamente durante
el movimiento del punto z, sefiale el valor de Argf(2) después de
la vuelta indicada, si

D f@=Vz—1;2) [/ z2—1; 3) fa)=V—1;

9 [@=VFTE—3 5 fa)= V-

PROYECCION ESTEREOGRAFICA

44. Deduzca las férmulas de la proyecciéon estereogrifica que
expresan las coordenadas (E, m, £) de un punto P de la esfera de
diametro 1, tangente en el origen de coordenadas al z-plano, en
términos de las coordenadas (x, y) del punto correspondiente z.
Exprese también x e y mediante E, n y [ (se supone que los ejes
E y 7 coinciden con los ejes x e y respectivamente).

14



Observacidn. En el problema 44 la correspondencia se establece entre los
puntos del plano complejo z los de una esfera de radio 1/2 tangente a este
plano. También se emplea otra forma de correspondencia, cuando se toma una
esfera de radio | y el z-plano se traza por su centro. Véase, por ejemplo, [I;
cap. I, § 5, n® 2].

45. ¢(Cudles son sobre la esfera las imagenes de los puntos
1, —1, iy (1—i)/V2
46. ¢Cuil es en el plano la imagen del paralelo de latitud

ﬂ(—% <B< 12‘-) ? ¢A qué corresponden los polos “sur” y “norte”?

47. Halle en la esfera las imagenes:

1) de los rayos argz=«;

2) de las circunferencias |z|=r.

48. ¢Qué posicion reciproca tienen en la esfera las iméigenes de
un par de puntos simétricos

1) respecto al punto z=0;

2) respecto al eje real;

3) respecto a la circunferencia unidad?

49. ¢Qué condicién deben verificar los puntos z, vy 2z, para ser
proyecciones estereograficas de dos puntos diametralmente opuestos
de la esfera?

50. ¢Qué transformacién de la esfera convierte la imagen del
punto z en la imagen del punio 1/2?

51. Halle en la esfera las imagenes de los recintos definidos por
las desigualdades:

1) Imz>0; 2) Imz< 0; 3) Rez>0;

4) Rez<0; 5) |[z|< I 6) [2]|>1.

52. ¢Qué corresponde en la esfera a la familia de rectas parale-
las del plano?

53. Demuestre que mediante la proyeccién estereografica las
circunferencias sobre la esfera se transforman en circunferencias
o rectas del plano. ¢Cudiles son las circunferencias sobre la esfera
que se transforman en rectas?

54. Sea K una circunferencia del plano correspondientie a la
circunferencia K’ sobre la esfera, sea N el polo norte de la esfera
y sea S el vértice del cono tangente a la esfera a lo largo de K’
{se supone que K' no es un circulo mayor). Demuestre que el centro
de la circunferencia K se encuentra sobre el rayo NS. Considere el
caso en que K’ es un circulo mayor.

55. Demueste que en la proyeccion estereografica los 4ngulos
entre curvas sobre la esfera son iguales a los Angulos entre sus
iméagenes en el plano.

56. Halle la longitud %(z, a) de la cuerda que une los puntos de
la esfera correspondienies a los puntos z y a. Considere también el
caso en yue a es el punto infinito.



57. Dados dos puntos z, y z, (uno de los cuales puede ser el
infinito), halle el lugar geométrico de los puntos del z-plano al que
corresponde en la esfera una circunferencia equidistante de las ima-
genes de los puntos dados.

§ 2. FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES

Por definicién se toma
exp z=e" =e% (cos y-}isen y);

i fe-tf el? —e—17 sen z cos z
cosz-h-—,é-——, wnz:T. tz—a];, t; =
e - gl
chz="% T ;shz::-'e‘r £ - thz;ﬂ.z; c z::.d"_z..
2 chz shz

58. Valiéndose de la definicion de e, demuestre que
1) efr-efr=gnrta; Q) g —gf,
3) Si e#*w=¢* para todo z, entonces

w=2nki (=0, +1, +2, ...).

La relacién exp ip=el?=cos (p4isen g (férmula de Euler) permite emplear
para la notacién de un nimero complejo la forma exponencial z=re® en lugar
de la forma trigonométrica z=r (cos p-isen ). En lo sucesivo, por ¢ entende-
remos generalmente el valor principal del argumento, es decir, —n < @=<m.

59. Represente en la forma exponencial los nimeros 1, —I1, i,
S L e TN O p )

60. Halle etnif2; bl (B=0, 41, 2, ...).

61. Halle los médulos y los valores principales de los argumen-
tos de los nameros complejos e*+/; ¢*~%; 3+ e=3=4; —gqelv(a > 0,
lpl<m) et (@] <n); e"—eB(0<P < asC 2n).

62. Halle las sumas:

1) 14cosx+cos2x+4...4cosnx;

2) senx-sen2x -} ... -sennx;

3) cosxfcos3x4...t+cos(2n—1) x;

4) senx4sen3x+4 ... tsen(2n—1) x;

6) senx—sen2x+ ... 4 (—1)""!sennx.

63. Halle las sumas:

1) cosa4-cos{a—+PB)+ ...+t cos(a+np);

2) sena+-sen{z--B) ... 4 sen(a -+ np).

684, Partiendo de la definicion de las funciones correspondientes,
demuestre que:

1) sen®z4-cos?z=1; 2) senz:cos(g-—z) ;
3) sen (z, 4 z,) = sen z, cOS z, 4 ¢0OS 2, sen z,;

4) cos (2, 4 2,) =c0s z, cos z,—sen 2, sen z,;

5) tg2z=l—f_lil—f—z: 6) ch(z, +2z,)=chz,chz,+shzshz,.



65. Demuestre que, si cos(z+w)=cosz para todo z, entonces,
w=2nk (=0, =1, 2, ...)

66. Demuestre que:

1) seniz=ishz; 2) cosiz=chz; 3) tgiz=ithz;

4) ctgiz=—icthz.

67. Exprese en términos de funciones trigonométricas e hiperbd-
licas de variable real las partes real e imaginaria, asi como los
modulos de las funciones siguientes:

1) senz; 2) cosz; 3) tgz; 4) shz; 5) chz 6) tha.

68. Halle las partes real e imaginaria de los siguientes valores
de funciones:

1) cos(241i); 2) sen2i; 3) tg(2—i); )
4) ctg (;_un 2); 5) cth(2-); 6) th (1n3+’§ )

69. Halle para cada una de las funciones &, cosz, senz, tgz,
chz, cthz el conjunto de puntos z donde ellas toman:

1) valores reales;

2) valores imaginarios puros.

70. Halle todos los valores de z para los cuales

Por definicién se toma Lnz=Inr+ip+2nik (h=0, 41, 42, ...), Inz =
=Inr+4i@p(—n < p=nm) (In z se denomina valor principal de la magnitud Ln z).

71. Calcule:

1) Ln4, Ln(—1), In(—1); 2) Lo, InJ;

3) Ln;-,%; 4) Ln (2—3i), Ln(—2+30).

72. Halle el error en los razonamientos que conducen a la para-
doja de J. Bernoulli: (— z)*=2% por esto, 2Ln{—z)=2Lnz vy,
por consiguiente, Ln{—2)=1Lnz (1).

73. El valor inicial de Imf(2) para z=2 se ha tomado igual
a cero. El punto z realiza una vuelta completa en el sentido opuesto
al del movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose en la
circunferencia de centro en el punto z=d y valviendo al punto
z2=2, Aceptando que f(z) varia continuamente duranie el movi-
miento del punto 2z, senale el valor de Imf(z) después de dicha
vuelta, si:

1) f(z)=2Lnz 2) f(z)=Ln<;
3) f(2)=Lnz—Ln(z+1); 4) f(z=Lnz+Ln(z-1).
i Por definicién, cualesquiera que sean los ndmeros complejos a # 0 y @, se
oma
a?=exp {aLna} (1)

@Lna s continuamos comprendiendo expz como &7 ',

o bien a?-=¢
D De acuerdo con (1) e®=exp{zLne}=exp {z(14-2nik}. Sin embargo, si

es que no se dice lo contrario, tomaremos k=0, es decir, e* =exp 2, al igual que
antes.

2 3ak. 1032 17



74. Halle todos los valores de las potencias siguientes:
) 1VT; 2) (—2VT; 3) 2 4) 174 5) i
.!;__I. l*‘- Y. FAS S A =i L4
6) (ﬁ) D7) (3 —4i)t+l; 8) (— 34y,
75. Pruebe que en el caso de un exponente racional (a=mjn)

la definicion general de potencia z* coincide con la definicion co-
rriente:

7 =(7)"
(véase asimismo el problema 6).

76. ¢Coinciden los conjuntos de valores de a®, (a°)* y (a?)"?

Por definicion, la igualdad w=Arccos z es equivalente a la igualdad z=cos w,
Analogamente se definen las funciones Arcsen z, Arctgz, Arcctgz y las funciones
hiperbélicas inversas Archz, Arshz, Arthz, Arcthz,

77. Demuestire [as siguienles igualdades (se toman en conside-
racion todos los valores de las raices):
1) Arccosz=—iLn{z++V2z2—1);

2) Arcsenz=—iLlni(z4+V 22 —1);

i i+z _ 1 1+iz |

3) Arctgz =g ln—=xLnr—r7;

i 5) Archz=Ln(z+Vz2Z—1);

r—i

z+1

6) Arshz=Ln(z4+V2ZF1); 7) Arthz=% Ln}:—:;
~ Lyl

8) Arcthz= g Ln—.

78. Demuesire que cualquiera que sea el valor de Arccosz se
puede escoger el valor de Arcsenz de manera que la suma de estos
valores sea igual a m/2. Demuestre una proposicion aniloga para
Arctg z y Arcctgz.

Observacidn. Las igualdades Arcsen z- Arccosz=n/2 y Arctg z} Arcclgz =
= n/2 siempre se entienden en el sentido indicado en el problema anterior.

79. Compruebe que todos los valores de Arccos z estan contenidos
en la férmuia

4) Arcctgz = '? Ln

Arccosz=+iLn(z4 Vz—1),

donde por V 2*—1 se entiende uno de sus valores.

80. 1) ¢Para qué valores de z todos los valores de las funciones
Arccos z, Arcsenz y Arctg z son reales?

2) ¢Para qué valores de z la funcién ArsHz toma valores ima-
ginarios puros?

81. Halle todos los valores de las siguientes funciones:

1) Arcsen 1/2; 2) Arccos 1/2; 3) Arccos2; 4) Arcseni;

5) Arctg (14 2i); 6) Arch2i; 7) Arth(l—i).
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82. Halle todas las raices de las siguientes ecuaciones:
1) senz+4-cosz=2; 2) senz—cosz=23;

3) senz—cosz=i; 4) chz—shz=1;

5) shz—chz=2i; 6) 2chztshz=i.

83. Halle todas las raices de las siguientes ecuaciones:
1) cosz=chz; 2) senz=ishz; 3) cosz=ish2z.

§ 3. SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS

84. Demuestre que, si la serie Jc, converge y |arge, |<a< =,
n=1
la serie converge absolutamente.

85. Sean convergentes las series % ¢, v 2 ci. Demuestre que
n=1 n=1
o0
siendo Rec, =0, también converge la serie Z}|c,, i

86. La serie X ¢, posee la propiedad de que las cuatro partes
n=|

suyas, compuestas por los términos pertenecientes a un mismo
cuadrante cerrado del plano, convergen. Demuesire que la serie
dada converge absolutamente.

87. Demuestre la férmula (transformacion de Abel)

n n=1
kZm akbk = kzm S-l' (bk _bl'+l.}_‘sn-—lbm + Sub:n

donde I1<m=<n, Sy=a,+a,+...+a, (k=1), S,=0.
-]
88. Demuestre que para la convergencia de la serie ) a,b,,
n=1
donde b, > 0, es suficiente que sean acotadas las sumas parciales

de la serie 21 a, y que la sucesién de numeros {b,} tienda mono-

tonamente hacia el cero (criterio de Dirichlet).

Sugerencia. Recurra a la transformacién de Abel.

L
89. Demuestre que para la convergencia de la serie 3 a,b,,
1

n=

donde b, son numeros reales, es suficiente que converja la serie
-]
Ea,, y que la sucesion {b,} sea monotona y acotada (criterio de
nel

Abel).



-
90. Demuestre que para la convergencia de la serie X a,b,
=1
es suficiente que se verifiquen las siguientes condiciones:

1) imV nb,=0; 2) la serie 24 V' |b,—b,.,| converja:

s @

3) la sucesion V“_ , donde S _Z a,, sea acotada.
k=1

91. Sea Tim §/[c,| =g. Demuestre que la serie Y ¢, converge
s - =
(absolutamente), si ¢ << 1, y diverge, si ¢ > 1.
92. Tomando como ejemplo las series

1+2Lﬁ+3l1+“l+..‘ (1< a<p)

-

et PPt (0<a<p<l),

o
compruebe que la serie X ¢, puede ser convergente aun cuando
n=1

Tm ‘ﬂH

R o

o

93. Demuestre que, si lim E"T”|= 1, para la convergencia abso-
n - @ n
o
luta de la serie 2 ¢, es suficiente que sea
n=

hm u(

n

N+‘l
cﬂ

——l)<—1 (criterio de Raabe).

94. Demuestre el criterio de Gauss: si [f—‘:_fkl= 1 +-§- +o (%),
donde a no depende de n y a <<—1, la serie :Zlc,, converge abso-
lutamente.

Analice la convergencia de las series nzlc” en los problemas
95—104.

nl
95. ¢, =——. 96, c,, TP
fnp 1
99. c,="— . 100. ¢, = —nr. 101, ¢, = enin,

102, ¢ =2@+D ... (a4+n—DBB+D ... B+n—
YR aly{y+1)...(yvFa—1)
geométrica), Re(a+p—y) < 0.

103. ¢, =<2 104. ¢, =21

97. ¢, —el".  98. ¢ =",

n

) (serie hiper-




105. Halle los puntos de acumulacién de los conjuntos:
) z=14H(=10 37 (2=1,2, ...

1, i ; o
2) z=—-+- (m, n son nameros enteros arbitrarios);

8)z=L4iZ (m, n py g son nimeros enteros arbitrarios):

4 |z]< 1.

106. Demuestre que de una sucesién {z,} acotada de puntos se
puede extraer una subsucesion convergente.

107. Demuestre las siguientes proposiciones

1) La convergencia de la sucesion |z, =x,+iy,} equivale a la
convergencia sumultanea de las sucesiones {x,} e {y,).

2} Para que exista el limite lim z,5%0 es necesario y suficiente

o+ &
que existan los limites lim|z,|==0Q y (definiendo convenientemente
n -+ o
argz,) limargz,. Si el lim z, no es un nomero negativo, se puede
- ®

o
aceptar, por ejemplo, que —mn < argz, < n.
¢En qué casos la convergencia de la sucesion {z,} equivale a la
convergencia de la sucesién {|z,|} solamente?
108, Basandose en los resultados del problema 107 demuestre
que:

1) lim {l+%)"=8*(cosy+iseny};
2) lim [n (¢ z2—1)]=Inr+ig+2nik (=0, 1, 2, ...).

§ 4. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA
FUNCIONES COMPLEJAS DE VARIABLE REAL

En los problemas 95—115 se requiere determinar las curvas
definidas por las ecuaciones dadas.

109. z=1—it; 0<t<<2. 110, z=f+4i% —oo <1< oo.
1L 2=082}1ilY;, —oo=<f< o0,
112. z=a(cos !+ isent); g-gtgf:zi; a>0.

13, z={4+; —o0<t<0.

e, Pez=tHiVIi— —1<i<l; Y z=—tLiVI_F;
(se toma el valor aritmético de la raiz).

115, 1) z2=a(t4i—ie™); —co <t <o, a>0;

2) z=ia-tat—ibe~";, 0<{<I2n, a>0, b>0.

21



FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

116. Dada la transformacion w=z? se requiere:
1) hallar las imégenes de las curvas x=C, y=C, x=y, |z2|=R

y argz=a Y explicar cuiles de estas curvas se transforman biuni-
vocamente;

2) hallar las preimagenes (en el z-plano) de las curvas u=C y
v=C (w=u-iv).

117. Dada la transformaciéon w= 1/z, halle:

ll) lasl imégenes de las curvas x=C, y=C, [z|=R, argz=a
y|lz2—1|=1;

2) las preimégenes de las curvas u=C y v=_C.

118, Para las transformaciones w=z+%y w=z—% halle las

imagenes de las circunferencias |z|=R.

119. Para la transformacion w:z-&-—i— halle en el z-plano la
preimagen de la red rectangular (1 =C, v=C) del plano w.

120. ¢En qué se transforma la circunferencia [z|[=1 mediante
la transformacion w =z /(1 —z)*?

121. Para la transformacién w=e¢* halle:

1) las imégenes de las curvas x=C, y=C y x=y;

2) las preimégenes de fa curva p=0 (0<<0 < o).

122. Halle en qué transforman la red rectangular (x=C, y=C)
del plano z las funciones:

w=22+2z 2) w=cthz; 3) w=¢".

123. ¢En qué transforma la funcién w=e*-z los segmentos de
las rectas x=C y las rectas y = C pertenecientes a la franja 0 <y<n?

124. ¢Qué corresponde en el z-plano a la red polar |w|=R,
arg w=a en las transformaciones: 1) w=e!/; 2) w=¢'?

CONTINUIDAD

125. Una funcion f(z), definida en una vecindad de un punto
2,, se llama continua segin Heine en el punto z,, si para cualquier
sucesion {z,}, convergente hacia z,, se verifica la condicién lim f (z,)=

=f(2,); esta misma funcion se llama continua segin Cauchy, si para
cualquier & >0 existe un &§(e) >0, tal que de la desigualdad
[z2—2z,{ < 6 se desprende que |f(z)—f(z,)[ < e. Demuestre [a equi-
valencia de ambas definiciones (véase, por ejemplo, [1, capitulo I,

§ 3, n°6]).
5 Rez z  Re(z?) zRez .
126. Las funciones —, Gl Tz Y TJa1 estdn definidas para

z50. ¢Culles pueden ser definidas en el punto z=0 de manera
que sean continuas en este punto?
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127. ¢Seran continuas las funciones 1) 1/(1—z2), 2) 1/(1+42%) en
el interior del circulo unidad (|z| < 1)? ¢Serdn uniformemente con-
tinuas?

128. 1) Demuestre yue la funcion e-!/12| es uniformemente con-
tinua en el circulo |z| << R excluido el punto z2=0.

2) ¢Serd uniformemente continua en este mismo recinto la fun-
cion e~ V"2

3) ¢Sera uniformemente continua la funcién e-!/#* en el sector
0<|z| <R, |argz|<n/6?

129. La funcién w=e~'/2 estd definida en todo punto excepto
el punto z=0. Demuestre que:

1) esta funcién es acotada pero no continua en el semicirculo
0<|z|<< ], |argz | << m/2;

2) en el interior de este semicirculo la funcion es continua pero
no uniformemente;

3) la funcién es uniformemente continua en el sector 0 < [z|< I,
|argz| <o < n/2.

130. La funcién f(z) es uniformemente continua en el circulo
|z| < 1. Demuestre que existe el limite limf(z,) para todo punto

de la circunferencia |z|=1 y cualquier sucesion z,—G, |2,|< 1.
Demuestre también que este limite no depende de la seleccion de la
sucesién {z,) y que, si la funcién se define en la frontera del circulo
por medio del paso al limite, resultard continua en todo el circulo

cerrado |z |<C 1.

§ 5. FUNCIONES ANALITICAS Y ARMONICAS

CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN

131. Compruebe que las condiciones de Cauchy-Riemann se ve-
rifican para las funciones 27, e, cosz y Lnz y demuestre que

(z") = nz""1, (e°) =e*, (cosz) = —senz, (an)’=—|z~.

132. Halle los valores que deben tomar las constantes a, b y ¢
para que la funcién f(z) sea analitica:

1) [(2) =x+ay+i(bx+cy);

2) f(z)=cosx(chy+ashy)tisenx(chy-+bshy).

133. Halle los recintos donde la funcioén

f(2)=|x*—y*|+2i|xy|

es analitica.

134. f (2) =u -+ iv=pe'? es una funcién analitica. Demuestre que,
si una de las funciones u, v, p o B es igual idénticamente a una
constante, la funcién f(z) es constante.
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135. Sea z—re* y sea f(z)=u(r, 9)+iv(r, ¢). Escriba las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares.

136. Demuestre que, si f(2)=#u+iv es una funcién analitica y
s y n son vectores ortogonales, tales, que la rotacién del vector s
hacia el vector n en angulo recto se realiza en el sentido opuesto
al del movimiento de las agujas del reloj, resulta,

du _ dv ou Ay

S —om Y en T T @

(ais y a—i son derivadas de funciones de dos variables reales res-

pecto a la direccion correspondiente).

137. Demuestre que la funcién f(z) =z no es diferenciable en
ningiin punto.

138. Demuestre que la funcidon w=z Rez es diferenciable sdlo
en el punto z=0; halle w' (0).

139. Demuesire que en el punto z=0 la funcién f(z)=V]xy]
verifica las condiciones de Cauchy-Riemann pero no tiene derivada.

140. Demuestre las siguientes proposiciones:
1) Si para la funcion w=f (z) existe en el punto z el limite

Jim, [Re 22 .

las derivadas parciales u, y v, existen y coinciden.
2) Si existe el limite lim [Im-%‘—:-], las derivadas parciales u,
Az -0

y v, existen y u, = —u,.

3) Si se supone de antemano que las funciones u y v son dife-
renciables, la existencia de cualquiera de los limites de los puntos
1) 6 2) implica la existencia del otro y, por consiguiente, la dife-
renciabilidad de la funcién f(z).

141. La funcién w=f(z) verifica en el punto z las siguientes
condiciones: 1) las funciones & y v son diferenciables; 2) el limite

lim ]‘:—:’ll existe. Demuestre que o bien f{z) o bien f(z) es dife-
AZ - @
renciable en el punto 2.

142. La funcién w=f(z) verifica en el punto z las siguientes

condiciones: 1) las funciones u# y v son diferenciables; 2) existe el

limite lim arg % . Demuestre que f(z) es diferenciable en el punto z.
Az - O
143. Sea w={f(z)=u-iv y sean u(x, y) y v(x, y) diferenciables
en el punto z. Demuestre que para Az—0 el conjunto de todos
los posibles valores limites de la razén % es o bien un punto o
bien una circunferencia.
24



DERIVADAS FORMALES SEGUN CAUCHY

Si en la relacion

w=w(z)=](x, y)=;("’f{’. ’;‘) 9z 7

z y z se consideran como veriables independientes, las derivadas respecto a estas
variables seran iguales a

a 1ra i d a 1 a d
%= (ax ‘o) :f—?(a"“*é;)-
En lo sucesivo aceptamos la siguiente denotacién:

dw
=,;, —_—=w-,
dz &

oz
etec.
144. Demuestre las siguientes relaciones:

2) dw=wdztwdz, 2) w,= 5 [(Ue+0)+i(—u,+v,);

1
3) Wy = o [(uy—0,) + i (4, +0)].
145. Demuestre que las ecuaciones de Cauchy — Riemann son equi-

valentes a la ecuacion w;=0.
146. Demuesire que la ecuacion de Laplace Au =0 puede ser

2
escrita en la forma —2% —0
oz dz

147. Demuestre que dw=dw, w,=w; y w;=w, (laraya grande
significa que al valor conjugado se pasa después de la diferencia-
cion).

148. Demuestre que para la funcién z(w), inversa respecto a
w(z), se tiene

. s

Wr z
4= To e p 4+ To, p—Tu; 7 4*
149. Demuestre que el jacobiano de la transformacion w(z) es
igual a

dlu, v)
Jon=3G 5=

=|w,['—|w; ]

150. Demuestre las siguientes igualdades:
1) Elﬁ=:.»z,' -|-w-e*=“ donde o —=argdz;

2) max

= =rr w,|~1w;n.

3) min
=2
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151. Demuestre que, siendo a=argdz y «'=argdw, se tiene:
J

1y 4 w/z =|£z_|‘;_

) dcr.=(u,cos o+ uy sen o)+ (v, cos o v, sen a)? dw | S 0
' méx]dw
. da' . oda’ 1 dz

2) max o =P min o=, donde p= dw] ==
min | —
dz
]w,|+|w;]

. flwzl'_l"";“ :

FUNCIONES ARMONICAS
Una funcién u(x, ¥) que posee en un recinto derivadas parciales continuas
hasta el segundo orden inclusive y gue verifica la ecuacién de Laplace
__d% | 0%
ﬁuﬂa‘a-{-a—bﬁaﬂ

se llama funcién armoénica. Dos funciones arménicas wu(x, y) y v(x, y), ligadas
por las ecuaciones de Cauchy— Riemann

du_d du_ o0

ox oy' dy  ox'
se llaman conjugadas.

152. Demuestre las siguientes proposiciones:
n

1) Una combinacién lineal de funciones arménicas 2 cyu; (x, y)
i=1

es una funcién armoénica,

2) Si los argumentos de una funcion arménica u(x, y) se some-
ten a la transformacion de inversion x==§/(E*-}-n) e ¥ =n/(E*+n?),
la funcién transformada serd arménica.

3) Si los argumentos de una funcién armoénica u(x, y) se some-
ten a la transformacion x=¢(§, n) e y =¥ (§, 1), donde ¢ y W son
funciones armoénicas conjugadas, la funcién transformada sera armo-
nica. (De aqui se desprende, en particular, ia proposicién anterior).

4) Sean u(x,y) y v(x, y) dos funciones armoénicas conjugadas
y sea el jacobiano gz:‘ :; diferente de cero en un recinto. Entonces
las funciones inversas x(u, v) e y(u,v) también serin armodnicas y
con jugadas.

1563. Demuestre que para toda funcién u(x, y), arménica en un
recinto simplemente conexo G, existe una familia de funciones armo-
nicas conjugadas que se diferencian una de otra en una constante aditiva

(x, )
du du
v(x, y) = 5 ~ 5y dx+ 5y dy+C.
(xq, We)

2) Demuestre que, si el recinto G es miltiplemente conexo y esta

limitado por el contorno exterior I'y; y por los contornons interio-

2




res I',, I'y, ..., T, (fig. 1) (cada uno de los cuales puede degenerar
en un punto), la funcion v(x, y) puede resultar multiforme y la for-
mula general para sus valores sera

(x, ) n

vy = | —Fhdet 5 dy+ Xmm+C.
i 1 dy ox Koo
Koo Lo i

La integral se toma a lo largo de un camino perteneciente a

G, m, son nimeros enteros y

" du du

ﬂ,t:j —de—i—a;dy.

Y
donde y, son contornos cerrados simples, cada uno de los cuales
contiene en su interior una parte conexa
de la frontera (I'y) (los numeros wn, se
llaman periodos de la integral o constan-
tes ciclicas).

Para que la funcion v©(x, y) sea uni-
forme es necesario y suficiente que todos
los nimeros m, sean iguales a cero.

Observacién. El contorno Ty puede no existir
siempre que la funcién u (x, ¥) sea arménica en
el punto infinito. Esto significa, por definicién, FI1G. 1
que la funcién U (§, n), obtenida de la funcién
u(x, y) mediante la transformacion de inversion (véase el problema 152, 2},

es armonica en el origen de conrdenadas, Se puede demostrar que en este caso
n

Z Mg ={.
k=1

154. Suponiendo conocido el hecho de que toda la funcién ana-
litica es infinitamente diferenciable, demuestre los siguientes teo-
remas:

1) Las partes real e imaginaria de una funcién analitica f(2) =
= u-}-iv son funciones armonicas conjugadas.

2) Las derivadas (de cualquier orden) de una funcién armonica
son también funciones armonicas.

155. 1) ¢Serd armonica la funcién u?, siendo arménica la fun-
cion u?

2) Sea u una funcién armoénica. ¢Para qué funciones f la fun-
cion f(u) también serd arménica?

156. ¢Seran armoénicas las funciones |f(2)], arg f(2), yIn |f(2)].
siendo f(z) una funcién analitica? . 2

157. Transforme el operador de Laplace a::=§—x‘;+‘;—; a las co-
ordenadas polares {r, ¢) y halle la solucién de la ecuacién de La-
place Au=0 dependiente sélo de r.

158. Calcule para n=1, 2, 3, 4 los polincmios arménicas p, (x, y)
Y g (x, y) definidos por la igualdad z"= p,+iq,. Encuentre la forma
general de p, y ¢, en el sistema polar de coordenadas.
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Valiéndose de las férmulas del problema 153, halle en fos pro-
blemas 159—163 las funciones conjugadas a las funciones armoénicas
dadas en los recintos sefalados.

159. u(x, y}:x"——-y‘-{—x. 0<<|z| < oo

160. wu(x, y)= x‘+y” 0<|z|=Loo.
161. wu(x, y}a-gln (x*4+y*) a) en el recinto que se obtiene
excluyendo del plano el semieje y=0, — o0 < x<{0; b) en el plano

con el origen de coordenadas excluido (0 < |z]< o0).

162, u(x, y)=%{In{x’-i—y‘)—~ln[(x—-l}’+y'}} a) en el plano

con los puntos z=0 y 2z=1 excluidos; b) en el plano con el
segmento del eje real y=0, 0<Cx<C1 excluido; ¢) en el plano
con el rayo y=0, 1=Cx< oo excluido.

163. u(x, y) =-'— Ea, In [(x —x,)* 4-(y—ys)*] a) en el plano con

fos puntos z,, 2,, ..., z (zg = X3+ iy 2,52;) excluidos; b) en el
plano del cual se ha excluido 1a quebrada simple (es decir, que no
se inferseca consigo misma) que une dos puntos dados.

164, ¢Existe una funcién analitica f(z)=u-iv, tal, que

) u= i.::') P 2 o=In(@+y)—x -y 3) u=edi?

Halle en los problemas 185—168 la funcién analitica f(2) =u+iv
a partir de su parte real o imaginaria dada.
2 ¥
165. u=x -—y’+5x+y—_m’.
166. u=—e* (xcosy—yseny) -+ 2senxshy-+x*—3xy®+y.
_ ¥
167, v=3+ 0~y —od .

168, v=In (x*+ y*) + x—2y.

Analice en los problemas 169—176 la existencia de funciones
arménicas (diferentes de una constante) del tipo indicado vy, si exis-
ten, calcilelas.

169. u=ep(x). 170. u=q(ax-}-by) (a y b son nimeros reales).
171. umlp(%). 172. u=¢(xy). 178. u=q(*+4°).

174, u=cp(%_l’). 175. u=9(x+ Vi +g).

176, u=@(x*+

En los problemas 177—180 demuestre la existencia y encuentre
la funcién analitica f(z) a partir de su médulo o su argumento
dado.

177. p=(+ gyt es. 178. p=grcosto,
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179. O =xy. 180. O =9 rseng

181. Demuestre la siguiente proposicién: para que una familia
de curvas @ (x, y) =C, donde ¢ es una funcién dos veces continua-
mente diferenciable, sea una familia de lineas equipotenciales de
una funcién arménica es necesario y suficiente que larazén Ag/(grad ¢)?
dependa sélo de .

Sugerencia. Demuestre previamente que la funcién armoénica requerida es de
la forma u=Ff[g (x, ¥)].

En los problemas 182—186 halle las funciones analiticas, tales,
que o bien sus partes reales, o bien sus partes imaginarias, o bien
sus médulos, o bien sus argumentos se mantienen constantes a lo
largo de cualquier curva de la familia correspondiente.

182. x=C. 183. y=C. 184. y=Cx.

185. x*y?=C. 186. x*}-y*=Cx.

SIGNIFICADO GEOMETRICO DEL MODULO
Y DEL ARGUMENTO DE LA DERIVADA

187. La transformacién se realiza mediante las funciones w= 22
y w=z*. Halle el dngulo de rotacién (#) de una direccién con origen
en el punio z, y el coeficiente de dilatacion (k) en los siguientes
puntos:

Dze=1; 2) ze=— 3) z,=1+i; 4) 2,=—3+4i.

188. ¢Qué parte del plano se conirae y qué parte se dilata, si
la transformacién se realiza mediante la funcién:

) w=2? 2) w=2"42? 3) w=—+?4)w=e?5w=In(z—1)?

189. El recinto G se transforma conforme y biunivocamente 1ie-
diante la funcién f(z) en el recinto G’. Halle las formulas que per-
miten calcular el drea S del recinto G’ y la longitud L del arco en
el que se transforma un arco [ perteneciente al recinto G

190. Halle la longitud L de la espiral en la que transforma el
segmento y=ux, 0<Cx<C2 la funcién e=.

191. Halle el édrea del recinto en el que transforma el rectdngulo
I<<x<<2, 0<y<C4 la funcién e*.

192. Halle el recinto D en el que transforma el rectangulo
1<<x<<2, 0<Cy<8 la funcién e*. Calcule el 4rea del recinto D
utilizando la formula obtenida en el problema 189 y explique por
qué esta férmula no ofrece el resultado correcto.



CAPITULO 11

TRANSFORMACIONES
CONFORMES RELACIONADAS
CON FUNCIONES ELEMENTALES

§ 1. FUNCIONES LINEALES
FUNCIONES LINEALES ENTERAS

193. Halle la funcién lineal entera que transforma el triangulo,
cuyos vértices se encuentran en los puntos 0, 1 e i, en un tridngulo
sernejante con vértices en 0, 2 y 144,

194. Halle la transformacién lineal entera con el punto inmévil
14 2i que transforma el punto i en el punto —i.

195. Halle para las transformaciones dadas el punto inmdvil
finito 2, (si es que existe), el dngulo de rotacion & alrededor del
mismo y el coeficiente de dilatacion k. Reduzca estas transformacio-
nes a la forma canénica w—z,=xi(z—z,).

) w=2z11—3i; 2w=iz+4; 3) w=z+1—2;

) w—w,=a(z—z){(a=+0); 5) w=az-+b(as=0).

196. Halle la forma general de la transformacién lineal entera
que transforma:

1) el semiplano superior en si mismo;

2) el semiplano superior en el semiplano inferior;

3) el semiplano superior en el semiplano de la derecha;

4) el semiplano ce la derecha en si mismo.

Compruebe que en todos los casos la transformacion queda defi-
nida univocamente al indicarse un par de puntos interiores o dos
pares de puntos frontera correspondientes.

197. Halle la forma general de la transformacién lineal entera
que transforma:

1) la franja 0 << x <1 en si misma;

2) la franja —2 < y < 1 en si misma;

3) lafranja limitada por las rectas y=x e y=x—1 en si misma.

Estudie qué pares de puntos corresponderan uno a otro en estas
transformaciones y en qué caso esta correspondencia determinara
univocamente la transformacion.
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198. Halle la funcién lineal entera w(z) que transforma la franja
comprendida entre las rectas dadas en la franja 0 <u<1 y que
verifica la condicién de normalizacién dada:

1) x=a, x=a+h, w(a)=0;

2) x=a, x=a-+h w(a —]—-g—)=~;—+£. Imw(a —|—-;—|—i) <1

3) y=~kx, y=kx+b; w(0)=0;

4) y=kx+b,, y=kx+b; w(b)=0.

199. Halle la funcién lineal entera que {ransforma el circulo
lz[( 1 en el circulo |w—w,| <R de manera que los centros de
os circulos correspondan uno al otro y el didmetro horizontal se

transforme en el didmetro que forma con la direccién del eje real
el angulo a.

FUNCIONES HOMOGRAFICAS

200. Dada la funcién w=% halle las imagenes de las siguientes

curvas:
1) la familia de circunferencias x*+4 y*=ax;
2) la familia de circunferencias x*+ y*=by;
3) el haz de rectas paralelas y=x--b;
4) el haz de rectas y=kx,
5) el haz de rectas que pasan por un punto dado 2z, 0;
6) la pardbola y=

1) Ia red rectangular x=C e y=C;
2) la red polar |z—z,|=R y arg{z-—zn].—
202. Dada la funcién w——_-i"

1) Demuestre que la preimagen de la familia |w|=2(0 < & < o0)
es una familia de circunferencias (las circunferencias de Apolonio).
Para un valor de % dado halle el radio y la posicién en el z-plano
del ceniro de la circunferencia cotrespondiente.

2) Halle las preimagenes de los rayos argw=20.

3) Construya la red del z-plano que corresponde a la red polar
del w-plano.

4) Halle el recinto del z-plano que corresponde al semicirculo
|lw|< 1, Imw>0.

En los problemas 203—207 explique en qué se transforman los
recintos indicados mediante las funciones dadas.

203. El cuadranle x>0, y>0; w—:::

g 2z
204. El semicirculo |z|< 1, Imz>0; =5t
z

205. El angulo 0<tp<%; W=
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208. La franja 0 <x<1; 1) w=2—

207. El anillo 1 <[z[<2 w=;=5.
208. Transiorme en la franja vertical 0 < Rew << 1
1) el semiplano Rez > 0 con el circulo Iz-—% Q,_-g- excluido;

2) la linula comprendida entre las circunferenc[as

|z—5| =5 v| :—F|=% @ <d)

3) el exterior de los c1rc:ulas]z+-,,l
nera que w(d,) =0

209. Halle las funciones homogréficas que transforman los puntos
—1, iy 14i en los puntos:

1) 0, 2i y 1—i; 2) i, oo, y 1 respectivamente.

210. Halle las funciones homograficas que transforman los puntos
—1, oo e i en los puntos

1y i, 1y 141 2) oo, { y I; 3) O, oo y I respectivamente.

211. Halle las funciones homogréficas a partir de las siguientes
condiciones:

1) los puntos 1 e i son inmoviles y el punto 0 se tfransiorma
en el punto —1;

1 y - 5 3.

2) los puntos o y 2 son inmoéviles y el punto -+ -ise trans-
forma en e] oo;

3) el punto i es un punto inmévil doble y el punto 1 se trans-
forma en el co.

212. Halle la funcién homografica que transforma los puntos
— 1,0y 1en los puntos 1, i ¥ — 1 respectivamente y explique
qué corresponde al semiplano superior en esta transformacion.

213. Halle la forma general de la transformacién homografica
que transforma:

1) el semiplano superior en si mismo;

2) el semiplano superior en el semiplano inferior;

3) el semiplano superior en el semiplano de la derecha.

214. Halle la transformacion del semiplano superior en si mismo
con la siguiente condicién de normalizacién:

D w0=I1, w(l)=2, w(2)=o00; 2) w0)=1, w(i)=2i.

Observacidn. Acerca de la transformacion del semiplano superior en si mismo
con otra condicion de normalizacién véase el problema 226.

=£,.,'L—3r'lz———-—]-==lil de ma-

215. Halle la funcion w(z) que transforma el circulo |zk< R
en el semiplano de la derecha Rew >0 de modo que w(R
w(—R)=o00 yw(0)=1. ¢Cudl serd en esta transformacién la |magen
del semicirculo superior?
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Dos puntos Py y Py se llaman simé tricos respecto a una circunferencia K
de centro O y radio R, si se encuentran sobre un mismo rayo que nace en 0 y

0P,-0P, =R,

218. Halle los puntos simétricos al punto 2--i respecto a las
circunferencias: 1) |z|=1; 2) |[z—i]=3.

217. Halle la imagen simétrica respecto a la circunferencia uni-
dad de las curvas siguientes:

1) |z]=5: 2) |=—1|=1; 3) y=2,
4) !7’_20 x‘l=:1"3'an‘I (20 =X+ itp);

5) |z—z,| =V [z P—1 (2| > 1);

6) la hipérbola x*—y?=1;

7) la frontera del ftridngulo rectilineo con vértices z,, z, y 2,
(2,5 0).

218. Demuestre que para la simetria de los puntos P, y P,
respecto a la circunferencia K es necesario y suficiente que se veri-
fique una de las dos condiciones siguientes:

1) toda circunferencia K, que pasa por los puntos P, y P, sea
ortogonal a K

2) f—ig—:mmnst para todo punto M de la circunferencia K (es
decir, K es una circunferencia de Apolonio respecto a los puntos
Py Py.

219. La funcién w =e'* z—:—.ﬁ. (B=a+ib, b>0) transforma el

semiplano superior en el circulo unidad:

1) halle argw (x) =6 (x):

2) halle w’ (B);

3) explique qué parte del semiplano superior se contrae y qué
parte se dilata.

220. Transforme el semiplano superior Imz >0 en el circulo
unidad |@w| <1 de manera que:

1) w(i)=0, argw'(t‘):-—i; 2) w(2i)=0, argw'(2)=0;

3) w(a+bi)=0, argw’ (a-bi)=0 (b > 0).

221. Transforme el semiplano superior Imz >0 en el circulo
|w—w,| < R de manera que el punto i corresponda al centro del
circulo y la derivada en este punto sea positiva.

222. Transforme el circu]on | << 2 en el semiplano Rew >0 de
manera que w(0)=1 y argw’ (0)=m/2.

223. Transforme el circulo [z—4i| < 2 en el semiplano v > u de
manera que al ceniro del circuto corresponda el punto —4 y al
punto 2 de la circunferencia, el origen de coordenadas.
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224. Halle la forma general de la funcién homografica w(z) que
transforma el circulo |z| << 1 en el semiplano de la derecha Rew > 0
de manera que w(z,)=0 y w(z,) = oo, donde z, y 2, son dos puntos
dados de la circunferencia |z|=1, tales, que argz, < argz,.

Construya la familia de curvas del circulo |z| < 1, correspondiente
a la red polar del semiplano Rew > 0.

Sugerencia. Recurra a la forma general de la transformacién homografica
elp—z,

para tres pares de puntos correspondientes y halle arg .
T2,

225. Halle el centro w, y el radio R de la circunferencia en la
que se transforma el eje real mediante la funcion w= i
(Imz, 0).

226. Halle la funcion que transforma el semiplano superior en
si mismo de manera que w(a) =b y argw’ (@)=w (Ima > 0, lmb > 0).

Sugerencia. Translorme previamente, con la correspondienie condicidn de
normalizacién, ambos ejemplares del semiplano en el circulo unidad.

227. Transforme el semiplano superior en el inferior de manera
que w(a)=a y argw’ (@) = -—-g-(lma = 0).

228. Dada la funcién w=e‘“%(]a\ < 1) que transiorma el

z2—2,

circulo unidad en si mismo:

1) halle argw (ef?) =0 (),

2) halle w' (0) y @' (a);

3) expliqgue qué parte del circulo unidad se contrae y qué parte
se dilata;

4) halle max ’%l y min l%{ para |z|< 1.

229. Transforme el circulo |z| < | en el circulo |w| <] de ma-
nera que:

1) w (—;—:1 =0, argw’ (—;—-) =0; 2) w (-;—) =0, argw’ (%) = %:

3) w(0)=0, argw’ (0)=— 5 4) w(@)=a, argw’ (a)=a.

230. Transforme el circulo Lzl < R, en ¢l circulodwi <R, de
manera que w(a)=b y argw’ (a)=a (Ja| <R,, |b] <R,).

231. Transforme el circulo |z| <1 en el circulo [w—1|<1 de
manera que w(0)=1/2 y w(l)=0.

232. Transforme el circulo |z—2| <1 en el circulo |w—2i| < 2
de manera que w(2)=i y argw’ (2)=0.

233. Halle la forma general de la funcion homografica w(z) que
transforma el circulo |z| < R en si mismo y verifica las condiciones
siguientes:

1) w(@)=0 (Jja| < R); 2) w(a)=Db (ja| <R, |b|<R);

3) w(R)=+ R.
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234. Transforme el circulo |z| < 1 en si mismo de manera que
dos puntos interiores dados z, y =z, correspondan a los puntos
+a(0 < a< 1); halle a.

Sugerencia. Emplee el resultado del problema 233, 2) v la identidad del
probilema 10,

235. Transforme el circulo [z| << 1 en si mismo de manera que
el segmento y—0, 0= x<a(a < 1) del eje real corresponda a un
segmento del eje real siméirico respecto al origcn de coordenadas.
Halle la longitud del segmento transformado.

236. Demuestre que una transformacion lineal que transforma
un circulo en un circulo queda determinada univocamente al espe-
cificar las imagenes de un punto interior y de un punto de la
frontera.

237. El circulo unidad se transforma en si mismo de manera
que el punto z,5=0 pasa al centro del circulo. Demuesire que en
tal caso una semicircunferencia unidad se transforma en una semi-
circunferencia si, y solo si, sus extremos se encuentran sobre el
diamelro que pasa por el punto z,.

238. Construya la transformacion del circulo unidad en si mismo
en la que la preimagen del ceniro se encuentra sobre el eje real y
el arco 0S¢ ="n/2 §e la circunferencia unidad se transforma en los
siguientes arcos:
in

NO0<0<T: 2)0<0<3; 3) 3O

§ 2. CUESTIONES COMPLEMENTARIAS DE LA TEORIA
DE TRANSFORMACIONES LINEALES

FORMAS CANONICAS DE TRANSFORMACIONES LINEALES

Una transformaciéon homogréfica con un punto inmévil 2, se denomina pa-
rabdlica. Una transformacién parabdlica puede ser representada en la forma
condnica

1 1
=z J-4.

w—z,  z—2,

si 2y # =%, O
w=z+h,

si zp—= o,
Una transformacion homografica con dos distintos puntos inméviles 2, y 2,
Liene [a forma canénica
gy E
W—z,  cz 35"
S2yF e, 2, £y w—z —=k(2—2,), Si 2;=o00; una transformaciéon con dos
distintos puntos inméviles se denomina hiperbélica, si k > 0, eliptica, si k=el* y

a =0, v loxedrdmica, si k—=ae”, donde a# 1 y a #0 (& y a son nameros
reales, a > 0),
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239. Demuestre las siguientes proposiciones:
az-+-b
cz4-d

1) La transformaciéon homogrifica general w— puede ser

reducida a la forma wr-::::__f , donde '$ gl: 1.

2) Si a6 es un nimero real, la fransformacion es eliplica,
cuando |a4-8| << 2; hiperbdlica, cuando |o+4-8]> 2, y parabolica,
cuando |ee--6(=2.

3) Si Im(a+4-6)5=0, la transformacion es loxodromica.

240. Demuesire que si una transformacion lineal tiene dos puntos
inmoviles, el producto de las derivadas en estos puntos es igual a
la unidad.

241. Halle las circunferencias que en la transiormacién parabo-

1
w—2z, =z——-z‘l
242. Halle la forma general de la transformacion parabolica del
circulo (2] < R en si mismo, si el punfo R es inmovil.

243. Demuestre las siguientes propiedades de la transformacion
hiperbélica:

I} Toda circunferencia que pasa por [os dos puntos inmovi-
les se transforma en si misma, conservandose el sentido del recorrido.

2) Toda circunierencia ortogonal a las circunferencias que pasan
por los puntos inméviles se transforma en una circunferencia que
verifica la misma propiedad. (Esta propiedad se deduce directamente
de la propiedad 1).

4+ n corresponden a si mismas.

lica

Sugerencia. Analice primero el caso en que los puntos inmoviles son 0y e,

244. Demuestre que dada una transformacion eliptica:

I? Toda circunferencia ortogonal a las circunferencias que pasan
por los dos puntos inmodvoles se transiorma en si misma, conser-
véndose el sentido del recorrido,

2) Un arco circular que une los punios inmoviles se transforma en
un arco circular que une los puntos inmoéviles y forma un angulo e
con el primer arco (o =argk).

245. a) Dermuestre que para una transformacién loxodrémica se
conservan las propiedades 2) de las transformaciones hiperbélicas
(véase el problema 243) y elipticas (véase el problema 244).

2) Demuestre que para una transiormacién Joxodrémica no exis-
ten circunferencias inmoviles, siempre que o = n (@ = arg k). Demues-
tre que, siendo o=gm, las circunferencias que pasan por los puntos
inmoviles se transforman en si mismas alterdndose el sentido del
recorrido.

246. Dernuestre que para [a transformacion loxodrémica w = ae’* z

Ina
las espirales logaritmicas r=Ae * (A4 >0) se transforman en si
mismas.
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247. Demuestre que la transformacion lineal w=ei* 2=

l—az
=|a|e", |a| < 1), que transforma el circulo unidad en si mismo,
puede ser solamente o bien eliptica, o bien parabdlica, o bien hi-
perbolica. Explique para qué valores de a tiene lugar cada uno de
los casos sefialados. Encuentre los puntos inmdviles de la transfor-
macién y reddzcala a la forma candnica.

(a=

ALGUNAS FORMULAS DE APROXIMACION PARA
TRANSFORMACIONES LINEALES

248. El semiplano superier se transforma en el circulo unidad
de manera que el punto z=hi (h > 0) pasa al centro del circulo.
Halle la longitud I' de la imagen del segmento [0, a] del eje real
(a > 0) y obtenga las férmulas lineales de aproximacion de I' para
pequefios valores de a/h y para pequeiios valores de h/a.

249. El circulo unidad se transforma en si mismo de manera
que la preimagen del centro del circulo—el punto x,—se encuen-
tra sobre el eje real. Halle la longitud T de la imagen del arco
0< ¢ <y de la circunferencia-unidad (y < n). ¢Céma varia la mag-
nitud I'/y en dependencia del signo de x,?

250. En las condiciones del problema 249 obtenga las férmulas:

1) r=:"L';"y+O{?3} para pequefios valores de y;

0

2) ' =n—ectg %—5;- ctg? % + O (e*) para pequeiios valores de e,
donde &=1—x,.

251. El circulo unidad se transforma en si mismo de manera
que el punto z,=r.e!%, pasa al centro. Los puntos z, =d'®: y z, = el
se encuentran a un mismo lado del didmetro que pasa por el pun-
to 2, (g, << @, < @y << ¢y -+ m). Aceptando que el punto z, es proximo
a la circunferencia unidad, demuestre que para la longitud I' de
la imagen del arco ¢,<C ¢ <, de la circunferencia unidad es va-
lida la formula

F=e [ctg q—’i‘-;i"'—ctgq'—'%-ﬁ] —{--32: [ctg’ m‘;q’“——ctg‘ B ;—%] +0(e%),

donde e=1—r,.

TRANSFORMACIONES DE RECINTOS BICONEXOS  ELEMENTALES

252. Demuestre que, si la transformacién lineal del circulo
|z| <1 en si mismo no se reducé a una rotacién, no existe anillo
concéntrico alguno de centro en el origen de coordenadas que se
transforme en un anillo concéntrico.

Obsrevacidn. Esta proposicién es un caso particular del siguiente teorema:

Para que exista una transformacién conforme del anillo r, < z| <ryenel
anillo R, < |w| < R;esnecesario y suficiente que se cumplala condiciénR,/R, =
=r,/ry. Ademds, en este caso la funcién que realiza la transformacién puede tener sélo
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dos formas: ¢ bien w=ua02 o bien w=a/z. La lransformacién queda determina-
da univocamente al especificar un par de puntos frontera correspondientes (véase,
por ejemplo, [2, cap. 11, § 3]

253. 1) Transforme el anillo 2 < |z] <2 5 en el anillo 4 <
de manera que w(5)=—4.

2) Transforme el anillo 1 << |z—2i| < 2enel anillo 2 << |@—3 +
+2i| < 4 de manera que w(0)=—1-—2i.

Tiene lugar el siguiente teorema:

Toda region biconexa, cuyas fronteras no degeneran en punios, puede ser
transformada conformemente en un anillo concéntrico con la razén bien definida

@ de los radios de las circunferencias inlerior y exterior {p se denomina mddulo
del recinto biconexo).

w] < 10

254. Transforme el semiplano Re z = 0 sin el circulo |2—h|< R
(> R) en el anillo p <" |w| <1 de manera que el eje imaginario
se convierta en la circunferencia |w|= 1. Halle p.

Sugerencia. Conslruya la circunferencia de centro en ¢l origen de coordena-
das y ortogonal a la circunferencia | z—h | = R: encuentre la transformacion li-
neal que transforma el eje real y la circunferencia construida en dos rectas que
se intersecan (orfogonalmente) y compruebe que ef recinfo considerado se (rans-
forma en este caso en un anillo concéntrico.  Demuestre que el centro de este
anillo coincide con el origen de coordenadas, si los puntos de interseccion de la
circunferencia construida en el eje real pasan a 0 y al o.

255. Transforme el semiplano Re z > 0 sin el circulo |z—#h| < 1,
h>1, en el anillo 1 < |w|< 2. Halle h.

256. Transforme el anillo excéntrico comprendido entre las cir-
cunferencias |z—3|=9y|z—8|= 16 en el anillo p <Z |w| 1. Halle p.

257. Transforme el recinto biconexo comprendino entre las cir-
cunferencias |z—z,|=r, y |z—2z,|=r, (donde o bien |z,|—|z,| >
> r,--ry0bien [z,—z,| < |r,—r,|) en un anillo circular concéntrico
de centro en el origen de coordenadas. Halle el moadulo (n) del
recinto.

Sugerencia. Halle un par de puntos simétricos respecto a ambas circunfe-
rencigs y transforme uno de ellos en 0 y otro en el oo.

bservacidn. Es fdcil ver que el método de solucién recomendado en las
sugerencias a los problemas 254 y 257 es el mismo.

258. Empleando Ja solucién del problema anierior, halle los
moédulos de los recintos biconexos comprendidos entre las circunfe-
rencias dadas:

1) |z—i|=2, |z4+i|=5: 2) |2—3i|=1, [2—4|=2.

PROPIEDADES DE GRUPO DE TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS

La transformacién T (z) =Ty [T (2)] se denomina producfe de las transior-
maciones T, ¥y T, y se denota en la jorma T =T,T, (el orden tiene importancia
ya que, en general, TyT, # T,T,). El conjunto C‘r t‘e transformaciones T forma
un grupo, si contiene el producto de dos cualesquiera transformaciones pertene-
cientes a £ y si junto a la transformacién T contiene la transformacion 71!
inversa a ésta. El grupo compuesto por las polencias 7" y T=" de una trans-
formacién T se denomina clclico. 5i el grupo G se obtiene a partir de las trans-
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formaciones Ty, Ty, ..., T, construyendo todas las transformaciones inversas,
todos los productos de las transformaciones dadas y tedas las transformaciones
inversas a los mismos, sc dice que estas transformaciones generan el grupo G.
Los puntos que se obtienen a partir de un punto fijo z mediante todas las trans-
lormacié:nes del grupo G se denominan equivalenfes o congruentes respecto al
TUpO .

. pSc llama recintd fundumental del grupo G a todo recinto (conexo o no co-
nexo) que no contiene ningan par de ‘:‘Jun{[}ls cquivalentes uno al otro respecto
al grupo dado y tal que una vecindad de todo punto frontera contiene puntos
equivalentes a los puntos del recinto.

259. Sean T; transformaciones lineales:

T, (2) == 22tb Af“‘gf 2{‘4:0 e Bl

c;z--d; *

Demuestre las siguientes proposiciones:

1) T=T,T, es una transformacion lineal con determinante
A=AA

2) E

Iz.producto de las transformaciones es asociativo, es decir,
(T T)T,=T, (TQTI)'
3) Para toda transformacion T, existe la inversa T;', es decir,
TTit=T7'"T;=1,
donde J(z) =z es la transiormacion idéntica.
4) El producto de transformaciones no es, en general, conmu-
tativo (dé ejemplos),
260. Demuesire que las transtormaciones
Py Wic . W g Wil Pl MR

z | —z

forman un grupo (el grupo de razones anarmonicas).

261. Demuestre que es grupo ciclico el conjunto de transforma-
ciones lineales consistentes en la rotacion del plano alrededor del
origen de coordenadas en angulos miultiplos de a. ¢En qué caso
este grupo estard compuesio por un numero finito de transforma-
ciones?

262. 1) Demuestre que el conjunto de {ransiormaciones de la

az--b ;
forma m'=Fz—_”_—d. donde a, b, ¢ y d son niumeros reales enteros y

ad—bc =1, es un grupo (esle grupo se denomina modular).

2) Demuestre que, si a, b, ¢ y d son nimeros enteros comple-
jos (es decir, nameros de forma m--ni, donde m y n son numeros
reales enleros) que satisfacen la condicion ad —bc--1, el conjunto
de transformaciones del punto 1) también constituye un grupo (el
grupo Picard).

263. Halle los recintos fundamentales de los grupos generados
por las transformaciones:

1) T(z)=e/nz (n es un noamero natural); 2) T,(z) =ei/nz,
T, L:3) T(@)=2+w 4) T,(2)=2+0, T, () =—2 5) T,(2) =
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=z4w, T,(2)=z+0, ( Im 2—: * 0) (grupo doblemente periddico);

6) T\()=2+4w, T,(Q)=z+4+, Te(2)=—2 7) T,(2)=2+4;
Ty(2)=iz; 8) T, (2)=24w,T,(2)=e"z; N T, (2)=z+ 0w, T, (2)=e/*z,

264. Halle los grupos de transformaciones lineales que corres-
ponden en la proyeccion estereografica a la rotacién de la esfera

1) alrededor del didmetro vertical;

2) alrededor del diametro paralelo al eje real;

3) alrededor del didmetro paralelo al eje imaginario;

4) alrededor de aquel didmetro para el que el punto a es la
proyeccion estereografica de uno de sus exiremos.

Sugerencia. Si z, y z, son [as imdgenes de puntos de la esfera diametral-
mente opuestos, se tiene z;z,=—1 (véase el problema 49).

265. 1) Demuestre que el grupo de transformaciones lineales,
que corresponden a [a rotacién de la esfera y que transforman los
puntos con las proyecciones estereograficas a y & uno en otro, se
define mediante la relacién

Reod mm im0
1~ bw | 4-az

2) Demuestre que la diferencial ds:l—_lt_‘-ff—zt—li es invariante res-
pecto a las transformaciones de este grupo y representa la longitud
esférica del elemento de arco dz (es decir, la longitud de la ima-
gen de este elemento en la esfera).

TRANSFORMACIONES LINEALES Y LA GEOMETRIA
DE LOBACHEVSKI

Cuando la geometria de Lobachevski se interpreta en el circulo unidad
|z| < 1, el papel de las rectas lo desempefan los arcos de las circunferencias
ort ales a &chrcunfmncia anidad pertenecientes a este circulo; el papel del
movimiento lo desempeiian las transformaciones lineales del circulo unidad en
si mismo y el papel de la distancia entre los puntos z;, y 2, lo desempefia la

magnitud p (z,, z,}=% In (&, B, z;, 2,), donde @ y f son los puntos de inter-

seccion de la “recta” que pasa por los puntos z, y 2, con la circunferencia uni-
dad (el orden de los puntos es el siguiente: @, 2y, z,, B), mientras que (a, B,
2;, 2,) es la razén anarménica de los puntos seﬁa]ad’os. Los éngulos se miden
igusal que en la geometria de Euclides (véase, por ejemplo, [1, cap. 1I, § 4,
n® 8)).

266. Demuesire que p(z,, 2,) >0, siz, %2, y que p(z, 2)=0.

267. Demuesitre que p(z, z)<<p(z, 2)+p(z, z,) ¥ que el
signo de igualdad debe tomarse si, y solo si, el punto z, se encuen-
tra en el “segmento” que une los puntos z, y z,.

268. Demuestre que, si uno de los puntos z, o z, tiende hacia
un punto de la circunferencia unidad (o ambos tienden hacia dife-
rentes puntos de la circunferencia unidad), la longitud no eucli-
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diana p(2,, 2,) tiende hacia el infinito (es decir, los puntos de la
circunferencia unidad corresponden a los puntos del infinito del
plano no euclidiano). i

£

269. Demuestre que la diferencial d‘9=ﬁi“if(m< 1) es inva-

riante respecto al grupo de transformaciones lineales que transfor-
man el circulo [z]|< 1 en si mismo y representa la longitud no
euclidiana del elemento de arco dz.

Sugerencia. Obtenga la forma general de la transformacién del circulo
I; 2:) en sf mismo que transforma el punto a en el punto b (|a| <1,

270. Indique métodos de construccién de las siguientes curvas:

1) del haz de “rectas” que pasan por el punto z,;

2) de la “recta” que pasa por los puntos z, y z,;

3) de la equidistante de una “recta” (es decir, del lugar geo-
métrico de los puntos “equidistantes” de la “recta” dada);

4) de las curvas limite (es decir, de las curvas ortogonales a un
haz de “rectas paralelas”).

271. 1) Demuestre que para un tridngulo “rectilineo” de angu-
los @, 9, ¥ g, es valida la desigualdad

P+ Pt Py < T

2) Demuestre que, salvo un “movimiento”, un tridngulo “recti-
lineo” se define mediante sus angulos ¢,, ¢, ¥y ¢,. Construya el
tridngulo “rectilinec” a partir de sus 4ngulos.

§ 3. FUNCIONES RACIONALES Y ALGEBRAICAS

La transformacién Feneral de un circulo o de un semiplano en un recinto
simplemente conexo del w—plano es de la forma w=¢ [/ (z)), donde p(z) es
una transformacién particular y ! es una transformacién homografica cualquiera
del circulo o del semiplano en si misme (la transformacién inversa es de la
forma z=1I [ (w)]). Es necesario tener en cuenta esta observacién siempre que se
busque una fransiormacién normada, es decir, una transformacién que verifique
determinadas condiclones complementarias. Si no se sefialan las condiciones de
normalizacién, en la respuesta se indica, generalmente, una de las funciones
transformadoras.

Un papel importante en la construceidn préctica de las transformaciones
conformes lo desempeiian ciertos grincigios generales (véase, por ejemplo,
[1, cap. VIII. § 7 n® | y cap. V, § 3, n° 6] o [2, cap. II, & 1 v 3]).

Principio de simeiria de Riemann-Schwarz

Sea [ un recinto, cuya frontera contiene un arco € de una circunferencia
(en particular, un segmento rectilineo), y sea w=/, (2} una funcién que realiza
la transformacién conforme de este recinto en un recinto Df de manera que el
arco C se transforma de nuevo en un arco de una circunferencia o en un seg-
mento rectilineo C*. Entonces, la funcién f,(2), que en los puntos simétricos
respecto a € toma valores simétricos a los valores de f, (z) respecto a €% 1),

1} 8i C y C* son segmentos de los ejes reales (esto siempre se puede lograr
realizando transformaciones homogréficas complementarias), se tiene fo{z) = ,F‘(E).
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serd analitica en ei recinto D, simétrico al recinto [y respecto a € y [o trans-
formara en un recinto D} simétrico a Dy respecto a C*.

La funcién
[ @ en D,
w=< fi(2)=F4(2) en C,
\ K@ en D,

realiza la transformacién conforme del recinto D, C-+D, en el recinto
D;+cn+ D,: 1,

Principio de correspondencia de fronleras

Sean D y D* dos recintos simplemente conexos y sean € y C* sus fronte-
ras, con la particularidad de que el recinto D* pertenece integramente a una
parie finita del plano. Si la funcién w=f(2) es analitica en D'y continua en

D y realiza una {ransformaciébn biuniveca de C en C* conservando el sentido
del recorrido, realiza una transformacion biunivoca y conforme del recinto D
en D*.
Al resolver los problemas de este parigrafo, asi como del siguiente, se re-
comienda, en los casos en que la transiormacion se realiza mediante una rama
de una Tuncién muliiforme, vigilar Ja correspondencia de Jos Funlus de Ias fron-
feras del recinto que se transforma ! de su imagen (esto se refiere especialmente
a los problemas de transformacién de recintos con cortes).

272. Mediante la funcién w-=2* y su inversa halle la transfor-
macioén conforme de los siguienies recintos:

1) del interior de la rama derecha de la hipérbola equilateral
x*—y*=q* en el semiplano superior;

2) del exferior de fa pardbola y*=2px, p >0 (es decir, del
recinto limitado por esta pardbola que no contiene su foco) en el
semiplano superior.

Observacidn. Acerca de la transformacion de recintos limitados por curvas
de segundo grado, véanse también los problemas 302, 303, 330—332 y 367.

273. Empleando las funciones del problema anterior, transforme:

1) el interior de la circunferencia r =acos¢(a > 0) en el infe-

rior de la cardioide p=%(1 -+ cos B);

2) el interior de la misma circunierencia en el interior de la
rama derecha de la lemniscata p=-}/ cos20;

3) en el circulo [z| <1 en el interior de la cardioide p =
= A(l+4cosb), A>0, de manera que seaw(0)=A4/8 y @' (0) > 0.

274. Halle el recinto en el que la funcion w =R (z+4 mz?),
R >0, 0<<m<1/2 transforma el circulo |z| < 1. Halle las ima-
genes de la red polar del z—plano.

275. Halle el recinto en el que la funcion w =z 4 2* transiorma
el semicirculo |z| < 1, Rez > 0.

276. 1) Halle el recinto en el que la funcion w-R (z+% ) ,

]F.'>0. n es un namero entero, n > 1, transforma el circulo
z|=<1,

1 La transformacion serd biunivoca, siempre que los recintos Dy y Dy, asi
como D; y Dj no se intersequen.
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2) Halle el recinio en el que la funcién w=R z—|—n—;,‘-), R>0,

n un es nimero entero, n > 1, transforma el exterior del circulo uni-
dad |z| > L.

Observacidn. Acerca de las transformaciones que realiza la funcibn

1
w=R (s+)
{funcién de Zhukouvski) véanse el problema 298 y los siguientes.

277. 1) Analice para qué valores de m la funcién w= R (z+ mz"),
donde n es un nimero natural, realiza una transformacién confor-
me del circulo |z] << 1 en un determinado recinto y halle este re-
cinto.

2) Analice estas mismas cuestiones para la transformacion del

exterior del circulo |z|< 1 mediante la funciéon w=R z+;-'; y

del interior del mismo circulo mediante la funcion w =R (—;« —f—mz") :

TRANSFORMACIONES DE LUNULAS CIRCULARES
Y DE RECINTOS CON CORTES

278. 1) Transforme el dngulo 0<Cargz < na(0 << a<2) en el
semiplano superior.

2) Transforme ¢l dngulo ~—% < argz < —‘_}en el semiplano superior

de manera que w(l—i)=2, w(i)=—1, w(0)=0.

279. Halle la funcidon w(z) que transforma el semicirculo
|z| <1, Imz > 0 en el semiplano superior y que verifica las con-
diciones:

D w(—1=0, w0)=1, w(l)=o;

2) w(l)==x1, w(0)=oco;

i - 2 if 4 T

3) w(—z—)=l, argw (—i,-)=—-;2-.

280. Halle la funcién w(2) que transforma el semicirculo |z| < I,
Imz >0 en el circulo |w| <1 y que verifica las condiciones:

b i oA 0 n

1) w(l)==+], w(0)=—i; 2 w(?>=0, argw (?)Z?'

281. Halle la funcién w(z) que transforma el recinto [2]| > 1,
Imz >0 en el semiplano superior.

282. Transforme en el semiplano superior:

1) el sector |z|] <R, O0<argz < na (0 < < 2);

2) el recinto |z| > R, 0 <argz < na (0 < a<2).

283. Transforme en el semiplano superior las siguientes linulas
circulares (biangulos):

D |z|< 1, Jz—i|< 15 2) |z|< ], |z—i|> 1

3 |z|>1, Jz—i|<); 4 |2]>1, |z—i|>1;

5 |z]>2, [z—VZ|< V2




284. Transforme en el semiplano superior el exterior del semi-
circulo unidad superior.

En los problemas 285—298 transforme los recintos indicados en
el semiplano superior. ]

285. El plano con un corte a lo largo del segmento [—I1, 1].

288. El plano con un corte a lo largo del segmento [—i, i].

287. El plano con un corte a lo largo del segmento [z, z]).

288. El plano con cortes a lo largo de los rayos (—oo, —R]
y [R, ) (R>0).

289. El plano con un corte a lo largo del rayo perteneciente
al primer cuadrante que parte del punto { y es paralelo a la rec-

y=x.

290. El plano con un corte a lo largo del arco circular que une
los puntos —1 y 1 y que pasa por el punto ih, donde 0 <h < 1.

291. El semiplano Imz >0 con un corte a lo largo del seg-
mento [0, ik], h > 0.

292. El semiplano Imz > 0 con un corte que va desde ik hasta
el oo a lo largo del semieje imaginario positivo (k> 0).

293. El semiplano Imz >0 con un corfe a lo largo del arco
de la circunferencia |z|=1 que va desde el punto z=1 al punto
z=¢l", donde D < a < m,

204, El angulo O <argz< z < np, donde 0 < P <2, con un
corte a lo largo del arco de la circunferencia |z] =1 que va desde
el punto z=1 al punto z=¢'*, donde 0 < a < P.

285. El exterior del semicirculo unidad superior con un corte a
lo largo del segmenfo [0, —i] (el exterior de una “pala”).

i Sugerencia. Mediante una transformacién lineal se reduce al problema ante-
rior.

0 206. 1) El circulo |z] <1 con un corte a lo largo del radio
l‘ 2) ')El exterior del circulo unidad con un corte a lo largo del rayo
» ©0).
297. Halle la transformacién del circulo |z] <1 en el w—plano
con un corte a lo largo del rayo | —oo, ik sujeta a las condi-

I
ciones w (0)=0 y w’ (0) > 0.

FUNCION DE ZHUKOVSKL
298. Halle la transformaciéon de la red polar |z|=R, argz=a
mediante la funcion de Zhukovski w=-%—(z+-:—).

299. Halle el recinto en el que la funcién de Zhukovski trans-
forma:
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1) el circulo lz[< R < 1;2)el recinto [z] > R > 1; 3) el circu-
lo |z]<1; 4) el recinto |z| > 1; 5) el semiplano Imz > 0; 6) el
semiplano Imz << 0; 7) el semicirculo [z| <1, Imz > 0; 8) el se.
micirculo |z|< 1, Imz < 0; 9) el recinto |z| > 1, Imz > 0; 10) el
recinto 1 < [z|< R, Imz>0; 11)el recinto R<|z|< 1, Imz>0;

12) el recinto %<fz]<R. Imz>0, Rez>0; 13) el dngulo

%&a<argz<%+a(0<a<%).

300. Halle la transformacion de la red polar mediante las fun-
ciones: 1

1 1 2
1) w=—é—(z——? y 2) w-—=-§(z+a?) (a > 0);
: ]

3) w=—£—(z+% , c=]clel (0<<y < m).

301. Empleando la funcién de Zhukovski, transforme:

1) el exterior del segmento [—c, €] (¢ > 0) en el exterior del
circulo unidad de manera que w(occ)=oco y arg w'(co) a;

2 2

2) el exterior de la elipse ’:—,—[—i'—,=l en el exterior del circulo
unidad de manera que w (o) = oo y arg w’(oc0)=0.

302. Transforme el semiplano superior sin la semielipse
2 2
i—,-ﬂ-gfs;_ 1, y >0 en el semiplano superior.

303. Transforme el recinluabiconexf comprendido entre las elip-
2 2

ses confocales %—t—g—,=l, G—,%EQ-E-E,—”_'_—le (a >b) en un anillo
circular concéntrico de centro en el origen de las coordenadas y
halle el modulo (véase la pdg. 37) del recinto biconexo dado.

304. Halle el recinto en el que la funcion de Zhukovski trans-
forma el circulo |z[<{1 con un corte a lo largo del segmento
fa, 1] (—1<a<1l). Analice los casos en que a>0 y en que
a<0

En los problemas 305—309 transforme los recintos sefalados en
el semiplano superior.
o 23051 El circulo |z| <1 con un corte a lo largo del segmento

/2, 1].

306. El circulo |z]| < 1 con cortesa lo largo del radio [—1, 0]
y del segmento [a, 1] (0<<a<1).

307. El exterior del circulo unidad con cortes a lo largo del
segmento [—a, —1] y del rayo [1, o0), donde a > I.

308. La mitad superior del circulo |z]| <1 con un corte a lo
largo del segmento [0, ai] (0<a<C1).

309. La mitad superior del circulo |z| <1 con un corte a lo
largo del segmento [ai, i] (0 < a < 1).

310. Transforme el circulo |z|< 1 sin el segmento [(1—hA)x
xef*, €] en el circulo unidad del plano w.
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311. Transforme el circulo |z| < 1 con un corte a lo largo del
segmento [a, 1], 0<a< 1, en el circulo |w|< 1 de manera que
w(0)=0 y w'(0)>0. Halle w'(0) vy la longitud del arco corres-
pondiente al corte. ¢Para qué valor de a el corte se transformaré
en una semicircunferencia?

Sugerencia. Es conveniente transformar primero tanto el recinto dado como
el circulo |w| < | en el exterior del segmento,

312. Transforme el circulo {z]| < 1 con cortes a lo largo de los
segmentos [a, 1| vy [—1, —b] (0<a<<1, 0< b < 1) en el circulo
w|< 1 de manera que w(0)=0 y w'(0) >0. Determine w’ (0) y
as longitudes de los arcos carrespondientes a los cortes.

313. Repregentanﬁo la funcion de Zhukovski en la forma
w—| z—143
s7i= ()
halle:

1) la imagen de la circunferencia C, que pasa por los puntos
z=+1 formando el angulo a(—n < a < @) con el eje real en el
punto I, y el recinto en el que se fransforma el exferior de esta
circunferencia;

2) la imagen de la circunferencia C', que pasa por el punto
z=1 formando el angulo o con el eje real y que conliene en su
interior el punto —I, asi como el recinto en el que se transforma
el exterior de esta circunferencia.

314. Halle las imégenes de las circunferencias y de los recintos
del z—plano, de los que se habla en el problema 313, si la fun-
cion transformadora w(z) viene dada por la ecuacidn

s e -
-:'i_—*_—:=(;—¥%)' (0<8<2, w>0 para z> 1),

2) ¢Cual es en esta transformacion la imagen del interior de la
circunferencia C?

315, Transforme el exterior del circulo unidad |z|>1 en el
w—plano con un corte a lo largo del arco argﬁT—_: =B(O0 <|p| <)
de manera que w(oo)=o00 y argw’ (o) =a.

En los problemas 316—319 halle los recintos en los que, median-
te las funciones indicadas, se transforman los recintos dados.

316. El circulo 2| < 1} w= 4~

241"

317, EIl semicirculo [z| <1, Imz >0; w:_z‘t:}_l :
1

318. El angulo 0<argz<%; w=§_(zrx__+__£|a_) .

n o nans z
319. El sector —o<argz<, |z| <L w-(————-l_’_z"],“

(w(2) >0 para z > 0).



Sugerencia. Represente la funcién transformadora en la forma

wes F {19 @1}, donde @) =11, [) =g FO=/T -

APLICACION DEL PRINCIPIO DE SIMETRIA

320. 1) Empleando la solucién del problema 319 y el principio
de simelria halle la imagen del circulo unidad en la transforma-
z

(Ll n
2) Halle la funcién que transforma el inlerior (y el exterior)
del circulo unidad en el exterior de la “estrella”

|w|< 1, argw=2nk/n (k=0, 1, 2, ..., n—1).

cion w =

321. Transiorme en el exierior del circulo unidad:

1} todo el plano con cortes a lo largo de los segmentos [—1, 1]
y [—i, i| (el exterior de una cruz);

2) todo el plano con cortes a lo largo de los rayos (—oo, —1],
[1, " o0), (—ico, —i] € [i, +ico).

322. 1)* Empleando la funcion del problema 318 transforme el
sector |z| < 1, O{arg2<%(n es un namero entero) en si mismo

de manera que los segmentos de los radios [z|<a, argz=0
vy |z|<e, argz=na/m (0 <a< 1) se transiormen en los radios
correspondientes.

2) Transforme el exlerior del circulo unidad con cortes a lo
largo de los segmentos | << | z| < @, arg z=2kn/n (=0, 1,2, ..., n—1)
en el exterior del circulo unidad.

323. Transforme en el semiplano superior y en el exterior del
circulo unidad el exterior de la cruz formada por el segmento
{—a, b} del eje real y por el segmento [—ci, €i] del eje imagina-
rio (=0, 6=>0, ¢=0, a*+ ¥ 4-c*50).

Sugerencia. Halle la funcién que transforma el semiplano superiar con un
corte a lo largo del segmento [0, ci] en el semiplano superior y recurra al prin-

cipio de simetria segin el cual el exterior de la cruz se transforma en todo el
plano con un corte a lo largo de un segmento del eje real.

324. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes
a lo largo del rayo [—a, +-o0) {az=0) y a lo largo del segmento
[—ci, ci] (¢ = 0).

Sugerencia. Véase la sugerencia al problema 323.

325. Transforme en el exterior del circulo unidad el plano con
cortes a lo largo de la parte negativa del eje imaginario y a lo
largo de la mitad inferior de la circunferencia unidad.

Sugerenria. Mediante una transformacién lineal se reduce al problema 321, 1).
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326. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes
a lo largo del segmento [—ai, 0] (z > 1) y a lo largo de la mi-
tad inferior de la circunferencia unidad (fig. 2).

Sugerencia. Mediante una transformacién lineal se reduce al problema 323.

327. Transiorme en el semiplano superior el plano con cortes

a Jo largo del segmento [—I, b] (b> —1) y a lo largo del arco
circular con extremos en los

|/ punios e*‘ que pasa por el

punto z=-—1 (fig. 3).

p— 328. Transformeen el semi-
= g 4 plano superior el exferior del
circulo unidad con cortes a lo

-
o lx
- 2
—oct
R d
FIG. 2 FlG. 3

largo de los segmentos: [i, 6i], {—&i, —i], (I, a] y [—a, —1]
(a>1, b>1).

Sugerencia. La funcién de Zhukovski transiorma el recinto considerado en
¢l recinto del problema 323.

329*. Transforme en el exterior del circulo unidad el exterior
de la “estrella” representada en la fig. 4.

-1-i r-i
FIG. 4

330*. Transiorme en el semiplano superior el interior de la rama
derecha de la hipérbola

x‘ y’
costx  senla
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331. Transforme en el semiplano superior el exterior de la rama
derecha de la hipérbola E:':E"E%:E= 1.
332. Transforme en el semiplano superior el recinto comprendido

entre las ramas de la hipérbola %.r"“%;= 1.

TRANSFORMACIONES MULTIVALENTES ELEMENTALES

En los problemas 333 y 334 se consideran transformaciones que
llevan a recintos multivalentes (superficies de Riemann) .

333. Halle los recintos que se obtienen al transformar mediante
la funcién w=z*

1) la parte del anillor, <|2| <r,,0 < argz <an+a (0 < a<n);

2) el recinto [z2?—1| < a (0 <a < oo).

334. Halle los recintos que se obtienen al transformar mediante

la funcién de Zhukovski w-:% (z +—:~)
1) el circulo |z2]| < R(R > 1);

Sugerencia. Es conveniente considerar primero las transformaciones del cfrcu-
lo|z| <1y del anillo 1 <|z]| < R (véase el problema 299).
z—1

<R O©<R< o).

Construya las superficies de Riemann de las funciones dadas en
los problemas 335—337.

335. 1) w=}/ i:—'; 2) w=V7—I.

336. Y w=VZ@FD; 2) w= )/ 2!

2) el circulo

L A ]

§ 4. FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES

FUNCIONES TRASCENDENTES FUNDAMENTALES

338. Explique en qué transforma la funcion w=e*

1) la red rectangular x=C, y=C,

2) las rectas y—=rkx4-b;

3) la franja e <y < P (0 <a < B << 2n);

4) la franja comprendida entre las rectas y=x e y=x42m;
5) la semifranja x <0, 0 <y < &< 2n;

6) la semifranja x > 0, 0 < y < a < 2n;

7) el rectangulo o <x < B, y<y <8 (5—y=<2n).

't Aqui se dan solamente algunos problemas elementales de este tipo. El §2
del capitulo V111 estd dedicado especialmente a las superficles de Riemann.
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339. ¢Cual el la prelmagen del semiplano superior en la frans-
formacion w::(l -f-—f;«)n (n es un nimero natural)? ¢Cual es la

preimagen limite del semiplano superior para n- -+ co0?
340. Explique en qué {ransforma la funcion w=Inz
1) la red polar |z|=R, argz=1;
2) las espirales logaritmicas r = Ae*: (4 > 0);
3) el dngulo 0 < arg 7z < a << 2m;
4) el sector |z]<< 1, 0 < argz < @ = 2m;
5) el anillor, << |z| < r, con un corte a lo largo del segmento [r,r,].

La parte real y la parte imaginaria de la funcion

a-+z
a—z

w=§+4in=1{n

se denominan coordenadas bipolares del punte z-=x+iy respecto a los poles
+a (a>0).

341. 1) Demuestre que la funcion w transforma univaleniemente
todo el z—plano con cortes a lo largo de (—oo, —a)] y [a, oo)
en la franja —n<Cn<In del plano w, con la particularidad de
que a las orillas superiores de los cortes corresponde la recta n=mn,

mientras que a las inferiores, la recta n= —=n (fig. 5).
g 1/
= H
&
3 5
f L3
7-% 0 of 1A
per I3 =3 & =hoo 7K
a [}
FiG. 5

2) Demuestre la validez de las relaciones:

ash§ y—asenn
chEfcosn’ J_clu§+cos|]'

TR chi §— cos
V*"+y‘=’=“l/mﬁgﬁ' ’

3) Demuestre que las preimigenes de los segmentos E=§,,
—n<In<n son las circunferencias de Apolonio

X =

(x—acthg) + y’=(g,“§—o)'

respecto a los puntos +a (la preimagen del segrento §=0,
—n<,n<n es el eje de crdenadas) (fig. 6).
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4) Demuestra que las preimégenes de las curvas nw=mn, son los
arcos de las circunferencias

P actgng= (G Y,

sen 1,
que pasan por los puntos +-a y que pertenecen al semiplano supe-
rior, si 1, >0, y al semiplano inferior, si n, < 0. A la linea n=0
corresponde el segmento lp—a. a]. Los arcos, correspondientes a los

FIG. 6

valores n=m, y w=n,—n(n, >0), complementan el uno al otro
formando una circunferencia completa (fig. 7).

5) Halle las magnitudes de los segmentos b (véase la [ig. 6)
y I (véase la fig. 7).

y
iy
< o
-actyy, | -a = 2 z

Y

5

F1G. 7

Observacidn. La red de coordenadas construida de esta forma en el z—plano
ze denomina red bipolar,

342. Explique en qué transforma la funcién w=cosz
1) la red rectangular x=C, y=C,
2) la semifranja 0 << x << m, y < O,

3) la semifranja O<x<:%, y =0
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4) la semifranja -—-"21<x< %. y=>0;

5) la franja 0 < x < =,

6) el rectangulo 0 < x <, —h<y<h (h>0).

343. Explique en qué transforma la funcién w = arcsenz

1) el semiplano superior;

2) el plano con cortes a lo largo de los rayos (—oo, —1]
¥y [1, oo) del eje real;

3) el primer cuadrante;

4) el semiplano x<{0 con un corte a lo largo del rayo
(—o0, —1] del eje real.

344, Explique en qué transforma la funcion w=chz

1) la red rectangular x=C, y=C,

2) la franja 0 <<y <m;

3) la semifranja x >0, 0 < y < m.

345. Explique en qué transforma la funcion w== Arsh z;

1) el plano con cortes a lo largo de los rayos 1<y < oo
y —oo < y<L—1 del eje imaginario;

2) el primer cuadrante.

346, Explique en qué transforma la funciéon w=tgz

1) la red rectangular x=C, y=C,;

2) la semiiranja 0 < x<<m, y > 0;

3) la franja 0 < x < m;

4) la franja 0 <x< i

5) la franja ——-;'—<x<—:‘—.

347. Explique en qué transforma la funcién w=cthz
I) la franja 0 <y < m; 2) la semifranja 0 <y <m, x>0.

TRANSFORMACIONES REDUCIBLES A TRANSFORMACIONES
DE FRANJAS Y DE SEMIFRANJAS
Transforme en el semiplano superior los recintos indicados en
los problemas 348—353.
348. La franja comprendida entre las rectas y=xe y=x-h.
349. La semifranja x< 1, 0<<y<h.
350. La linula circular comprendida entre las circunferencias
(z|=2 y |z—1[=1.
351. El recinto comprendido entre las circunferencias |z|=2
¥ |z—3|=1 (el plano con circulos excluidos).
352. El recinto definido por las desigualdades:

|z—1]>1, |[z4+1]|>1, Imz >0.
(el semiplano superior con semicirculos excluidos).
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353. El recinto comprendido entre las parébolas confocales
P=4(x+1) e y*=8(x42). )

Sugerencia. Véase el problema 272, 2).

354. Halle la funcién w(z) que transforma el recinto compren-
dido entre la circunferencia [z1=l y la recta Imz=1 (el semi-

plano Imz < 1 con el circulo excluido):
1) en el circulo |w| <1 con la mnormalizacién w(—3i)=0 y

argw' (—3i) =7 ;
2) en el circulo |w|< 1 con la normalizacién w(-——SI)m:-!;;‘.

y argw’ (—3i) =5 ;
3) en el semiplano superior con la normalizacién w(—3i)=14-i
y argw’ (—3i)=m.

APLiCAC]ON DEL PRINCIPIO DE SIMETRIA
3855, Transforme en el semiplano superior:
1) la franja 0<x<1 con un corte a lo largo del rayo
x=L2 , h<<y < oo;
2) la franja 0 <x<1 con cortes a lo largo de los rayos
x=g, M<Yy<ooy x=q, —co <y<hy(hy <hy).

Sugerencia. Transforme primero la franja 0 < x < -2I- en el semiplano supe-

rior. La funcién transformadora, de acuerdo con el principio de simetria, trans-
formaré el recinto dado en todo el plano con un corte determinado.

En los problemas 3566—366 transiorme en el semiplano superior
los recintos indicados.

356. La tranja 0 <x <1 con un corte a lo largo del segmento
O0<x<h, y=0(h<1).

857. La franja 0<<x<1 con cortes a lo largo de los segmen-
tos ngghu y:O y 1_hn'-<-.x‘-<-. 1, y=0(h+h, <1).

358. La semifranja 0 <x<m, y >0 con un corte a lo largo
del segmento x=3, 0<<y<h.

359. La semifranja 0<x<m, y >0 con un corte a lo largo
del rayo x=%, h<<y< oo (h > 0).

860. La semifranja 0 <x < m, y>0 con cortes a lo largo del
segmento x=2, 0<{y <Ch, y a lo largo del rayo x=%,k,-._§y<

< (hy>hy).
361. El recinto comprendido entre las circunferencias |z— 1| =1
y |z+1]|=1 con un corte a lo largo del rayo 2<{x < oo, y=0.

53



362. El recinto comprendido entre las circunferencias Az— =1
Yy |z—2|=2 con un corte a lo largo del segmento y=0, 2L x <
< a(a<4).

363. El recinto comprendido entre las circunferencias |z—1]=1
y ]z—2] =2 con cortes a lo largo de los segmentos y =0, 2<x<a
ey=0 bg<x<<4 (a< ). ;

364. El recinto comprendido entre el eje imaginario y la cir-
cunferencia [z—I[=1[ con cortes a lo largo del segmento y=0,
2<x<ay a lo largo del rayo y=0, b<Lx < o0 (@< b).

385. E| recinto comprendido entre las circunferencias |z—1]=1
ylz+1]=1 ccn un corte a lo largo del segmento x=0, —a <
<y<spla=0p=0).

366. El recinto |z—1|>1, |z+1|>1, Im z2>0 (el semi-
plano superior con semicirculos excluidos) con un corte a lo largo
del segmento ¥ =0, 0<y<Th.

367. Transforme el inferior de la parabola gy =4a*(v-}a?) en
el semiplano superior y en el circulo unidad.

-

Sugerencia. Haga un corle a lo largo del eje de simetria de la parabola,
transforme (mediante Ia funcion ¥ z) la mitad superior de la parabola en una
semilranjs, después en un semiplano y recurra al principio de simetria,

368*. Transforme en el semiplano superior el semiplano superior
con cortes a lo largp de los segmenfos O0<ly=laq, R L2

+hn(k=0, =1, £2, +...) (iig. 8) ¢
% | ' / ’

-dr -m |0
¥ 5 1F F

N\

Fi1G, 8

369. Transforme el plano con cortes paralelos —a<Cx=<Ca,
.y=i;——i—kn (=0, 1, 2, ...) en el plano con cortes a lo largo
de los segmentos [kn—b, km -+ b) (k:{), +1, +2, ...;0<b<

‘5 ) del eje real -
< ?) el eje real.

Sugerencia. Haga un corte complementaric a lo largo del cje imaginario,
transforme wno de Jos recintos obtenidos en el semiplano superior y recurra al
principio de simetria.
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370. Transiorme en el exterior del circulo unidad el plano con
cortes a lo largo de los rayos (—m, —-%] y [%, +ao) y alo

largo de los segmentos —a<Cy<<a, x=7%+hn(k=0,%1,£2,...)

ClIiirrer
///%7///

FIG. 9

Sugerencia. La funcién que resuelve el problema 368 transforma el recinto
dado en el plano con cortes a lo largo de los rayos (—w. - :

y [ i I +oc).
arcsen —
cha

3871. Transforme en el semiplano superior el plano ccn cortes
a lo largo de los rayos (—oo, p] y [g, —+ o0) (—-’%gp <qg%)

?/////%4
T

FIG. 10

arcsen El_-l—a

y a lo largo de los segmentos —a<y<a, x=5+hn(k=0, +l,

+2, ...) (fig. 10).
372*. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes

a lo largo de los rayos 0 <<y < oo, x=%{k=0, +1, +£2, ...).
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TRANSFORMACIONES MULTIVALENTES ELEMENTALES

En los problemas 373—376 las tiransformaciones conducen
a recintos multivalentes (véase la llamada de la pag. 49).

373. Halle los recintos en los que transforma la funcién w=e¢*

1) el rectingulo 0 < x<a, 0 <y < b;

2) la semifranja 0 < x <a, y > 0;

3) la franja 0 << x < a.

374. Halle los recintos en los que transforma la funcién
w=Cosz

1) la franja —n/2 < x < n/2;

2} la franja 0 < x < 2m.

375. Halle el recinto en el que la funcién w=tgz fransforma
la franja 0 < x < 2n.

376. Construya la superficie de Riemann en la que la funcién
w=e¢"* transforma el z-plana.

§ 5. FRONTERAS.DE UNIVALENCIA, CONVEXIDAD
Y ESTELARIDAD

i Sea w==f{z}) una funcién analitica en el origen de coordenadas y sea
(0)=0.

En los problemas 377—385 r, es el radio mdximo del circulo, de centro en
el origen de coordenadas, en el 1ue la funcién w=f(z) es univalente; r, es el
radio méximo del circulo, de centro en el drigen de coordenadas, que es trans-
formado univalentemente por medio de la funcién w=/f () en un recinto con-
vexo, y ry es el radio maximo del circulo, de ceniro en el origen de coordena-
das, que es fransformado univalentemente por medio de la funcién w=f (z) en
un recinto estelar respecto al punto w=0. (Un recinto se llama estelar respecto
a un punto dado si cualquier punto del recinto se puede unir con el punto
dado mediante un segmento rectilineo que pertenece integramente al recinto).
Es evidente que ra=ry=r;.

377. Halle r,, r, y ry para la funcién w:T—_I__z y construya las
imégenes de los circulos |z|<r,, |2|<ry ¥y 2<ry.

378. Halle r, para cada una de las funciones siguientes:

Nw=2z+2° 2) w=2z-4az* (a es un nimero real);

3) w=z/(1—2z).

379. Demuestre que para la transformacion w=f(z) la curva-
tura de la imagen de 151 cirf:unierencia |z|=r se expresa mediante
la férmula k=-l"'—nii—'{(z—mf-}—l.

380. Demuesire que una funcién analitica f(z) transforma la
circunferencia |z|=r en una curva convexa si, ¥ solo  si,
% [%+tp+argf' [z)] =14 Re [TTE(L:))] == 0 para todos los g (z = re'?).

381. Demuesire que el circulo |z| < r se transforma medianie
una funcién analitica f(z) (f(0)=0 en un recinto estelar respecto
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2f'(2)
/()

al punto w=0 si, y sélo s, % arg f(z2)=Re [ ] =0 para todos

los g (z—-re“l’) :

382. Demuestre que: 1) Si la funcion w=f(2) (f(0)=0) trans-
forma el circulo |]z| <1 en un recinto estelar respecto al punto

z
w=0, la funcién w,= Sf‘(_ﬂ_ dt transforma este mismo circulo en
0

un recinto convexo.

2) Si w=f(2) transforma el circulo |z] < 1 en un recinto con-
vexo, la funciéon w, =zf'(z) realiza la transformacién de este cir-
culo en un recinto estelar respecto al punto w=0.

383. Halle r, para cada una de las funciones siguientes:

1) w=2z-42%

2) w=z-+4az® (a es un nimero real);

3) w=z/(1—2)"

384. Halle r, y r, para la funciéon w=e&—1.

385. Halle r, para cada una de las funciones siguientes:

Iy w=z42%

2) w=z-az® (a es un nimero real);

3) w=z/1—2).

Sugerencia. En la solucién del problema 385, 3) conviene partir directa-
mente de la desigualdad %[q;-]-arg f"(2)] = 0.



CAPITULO Il

INTEGRALES Y SERIES
DE POTENCIAS

—_—— S = Er——

~ Eu los problemas de este capitulo, asi como en los eapilulos siguientes,
siempre que no se diga lo contrario, el recorrido de contornos simples fes decir,
que no se intersecan consigo mismos) cerrados se realiza en la direccion  po-
sitiva,

§ I. INTEGRACION DE FUNCIONES
DE VARIABLE COMPLEJA

386. Mediante la sumacion directa demuestre las siguientes
igualdades: .
z, 7y
0 Yde=z—2: 2) {zdz— 5 (z1—23).
EN e
387. Sea C un contorno simple cerrado que limita el area S.
Demuestre las siguientes’ igualdades:

1) {Sxdzr::is; 2) (ydz——s; 3) (Zdz=2is.
A c c

388. Calcule las integrales /, — S.\‘dz e [,= S y dz siguiendo los
caminos siguientes: '

1) a lo largo del radio vector del punto z=2-i;

2) a lo largo de la semicircunferencia [z]=1, 0 <Targz << (el
camino se inicia en el punto z=1);

3) a lo largo de la circunferencia |z—a|=R.

389. Calcule la integral S | z| dz siguiendo los caminos siguientes:

1) a lo largo del radio vector del punfto z=2—i;
2) a lo largo de la semicircunferencia |z|=1, O0<Cargz=<|m (el
camino se inicia en el punio z =1);
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n

3) a lo largo de la semicircunferencia |z|=1, — >

<argz <
< 5 (el camino se inicia en el punto z=—i);

4) a lo largo de la circunferencia |z|=R. "

390. Calcule la integral S] z|zdz, donde C es un ccntorno
cerrado compuesto por la s:micircunierencia superior [z|=1 y por
el segmento —1<Cx<C1, y=0.

391. Calcule la in!egralS%dz. donde C es la frontera del se-

é

mianillo representado en la fig. 11.

FIG, 1

392. Caleule’la integral S{z—a)"dz (n es un nimero entero):

1) a lo largo de la semicircunferencia | z—a| = R, 0 < arg (z—a)<C
= n (el camino se inicia en el punto z —-a ~ R);

2) a lo largo de la circunferencia |z —a| = R;

3) a lo largo del perimetro del cuadrado de centro en el punto a
y de lados paralelos a los ejes de coordenadas.

En los problemas 393—388 la rama de la funcion multilorme que figura
como integrando se determina especificando su valor en un punto del contorno
de integracién. Si el contorno es cerrado, en calidad del punto inicial del ca-
mino de integracién siempre se toma aquel punto en el que se da el valor del
integrando (debe tenerse en cuenta que la magnitud de la integral puede de-
pender de la seleccidn de este punto inicial).

393. Calcule la integral EV& a lo largo de los contornos si-
7 &
pguientes: N
1) a lo largo de la semicircunierencia |z =1, y =0, V 1=1;
2) a lo largo de la semicircunferencia |z| =1, y =0, Vl=—1;

3) a lo largo de la semicircunferencia |z| =1, y<0, F1=1;
1) a lo large de la circunferencia [z|=1, V'1-:1;
5) a lo largo de la circunferencia |z| =1, V' —1 =i.
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394. Calcule la integral { Lnzdz, donde:

c
1) C es la circunferencia unidad y Ln 1=0;
2) C es la circunferencia unidad y Ln iz%i:

3) C es la circunferencia |z2|=R y LnR=1InR;
4) C es la circunferencia |z|=R y LnR=InR 4 2ni.

395. Calcule la integral S 2"Lnz2dz, donde n es un namero
| )=
entero y -
1) Ln1=0; 2) Ln(—1)=m=i.

396. Calcule la integral S z*dz, donde @ es un nimero com-
12]=
plejo cualquiera y 1*=1. '

397. Demuestre que S a*dz=0 como quiera que escoja el
1z]=1
valor inicial de la funcic'):! a‘.
398. ¢(Para qué valores de o (0 <Ce <C 2n) existen las integrales:

1) ll—:Se-}Ldz; 9) !P=Se"£r’dz

(p es un niimero natural) tomadas a lo largo del radio vector del
punto z=e'*?

399. Demuestre que para |a|s= R se tiene

S‘ dz < 2nR
2 [z—allz+a] ~ TR*—[al*]

lz|=

400. Demuestre las siguientes proposiciones:
1) Si f(2) es continua en una vecindad del origen de coordena-
das, se tiene
-

lfrr}J S f (ret®) dp = 2nf (0).
r=93

2) Si f(z) es continua en una vecindad del punto z=a, se

tiene
f(z)dz o .
lim S A% _ onif (a).

lz=al=r

401. Demuestre las siguientes proposiciones:

1) Si f(2) es continua en la semifranja x>x, 0<<y<<h y el
limite 1im f(x+iy)=A no depende de y y existe uniformemente

X - @©
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respecto a g, se tiene lim § f(z)dz=iAh, donde B, es el seg-
X - @

ﬂ.
mento 0 < y << h de la recta vertical recorrido desde abajo hacia arriba.
2) Si f(2) es continua en el sector 0 <|z—a|<r, 0
<arg(z—a) <o (0 <a< 2n) y existe el limite

lim (z—a)f(z)= A,
se tiene ’

tim { f(2)dz=iAa,

r-0n v,

donde y, es el arco de la circunferencia |z—a| < r perteneciente
al sector dado y recorrido en la direccién positiva.
3) Si f(z) es continua en el recinto |z|>=R, O0<argz<
< (0 < o< 2n) y existe el limite 1im zf (z) = A, se tiene
lim g f(z)dz=iAa,
R o T'r
donde I'p es el arco de la circunferencia |z|=R perteneciente al
recinto dado y recorrido en la direccién positiva respecto al origen
de coordenadas.
402. Demuestre los teoremas siguientes:
1) Si f(z) es continua en el recinto |z|<<R,, ImzZ=a (a es
un niamero real fijo) y en este recinto f(2) — 0 para z—co, se
tiene para cualquier nimero positivo m

lim § emsf(z)dz=0,
R > TR

donde I'y es el arco de la circunferencia |z|=R, perteneciente al
recinto dado (lema de Jordan).

Sugerencia. Al estimar el mddulo de la integral a lo largo de la semicircun-
ferencia |z|=R, Imz >0 recurra a la designaldad sen ® =20/n vilida para
0= 0=n/2, y al realizar las estimaciones a lo largo de los arcos pertenecientes
al semiplano’ inferior (en el caso en que a <0) recurra a que la longitud de
cada uno de ellos tiende hacia |a| para R — oo,

2) Si f(z) es continua en el semiplano Rez = o (¢ es un nimero
real fijo) y en este semiplano f(z)— 0 para z— oo, se tiene para
cualquier nimero negativo f

tim § ef(2)dz=0,
R s = rR
donde T'; es el arco de la circunferencia |z|=R, Rez=oa. Si f(2)

es continua en el semiplano Rez=<Co, la proposiciéon es valida si ¢
es positivo y si 'y es el arco de la circunferencia |[z|=R, Rez<{o.

Observacién. La demostracién de ambos leoremas se puede ver, por ejemplo,
en [2, capitulo V, § 2, n® 73].
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§ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY "V

403. Demuesire que, si el camino no pasa por el origen de
coordenadas, se tiene
Zd’
—l;‘-‘ =Inr 4 ip 4 2nik,
1
donde % es un numero entero que indica cudnias veces el circuito
de integracion rodea el origen de coordenadas (z - refs),
404. Demuestre que, si el camino no pasa por los puntos =+ i,
se liene
1

(rihm
JIT+0E
g +£
donde £ es un nimero enfero.

405. Demuestre que, si C es un contorno simple cerrado arbi-
{rario que no pasa por el punto @ y n es un nimero entero, se tiene

a
T +kn,

) 0, si n=—1,
\(z——a}" dz —={ 2mi, si n=—1 y a se encuentra dentro de C,
& 0, si n=—1 y a se encuentra fuera de C.

406. E!l teorema integral de Cauchy puede ser generalizado en
la forma siguiente: si F{z} es conlinua en un recinto cerrado G
acotado por un contorno simple rectificable C y es analilica en el

interior de G, entonces Sf{z) dz =0. Demuestre esto en el caso de
[

un contorno estelar ®.
Sugerencia. Aceptando que € es estelar respecto al origen de coordenadas,

considere los contornos Cy:f=hz (0 <A <1, zE€C) y realice el paso al limite
para & — 1 (véase, por ejemplo, |1, cap. 111, §2, n® 3] o [2, cap. 1, § 4, n® 12).

407. Demuestre las proposiciones siguientes:
1) Si f(2) es analitica en la franja O <{y<<h, lim f(x-+iy)=0
X+t @

m ®

y la integral 5 f(x)dx existe, entonces la integral S f (x -} ih) dx
también exi;t:: y ambas integrales coinciden. o
2) Si f(2) es analitica en el dngulo 0<<argz<<a (0 < o << 2n),

lim zf (2} =0 y la integral If{x')dx existe, entonces la integral
T~ > 0

"' Los problemas de cdlculo de integrales, propuestos en este y el siguiente
paragrafo, tienen en general, cardcter ilustrativo, La mayoria de problemas de
este tipo aparece en el § 4 del capitulo IV dedicado a la aplicacién de la
teoria de residuos.

# Un contorno se denomina estelar respecto a un  punto, si todo rayo que
parte de este punto interseca el contorno en un punto.
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Sf(z)dz tomada a lo largo del rayo z=re/”, 0<r < co, también
existe y ambas integrales coinciden.
Sugerencia. Emplee los resultados del problema 401.

408. Demuestre que é-e*" cos 2bxdx = VE e,

Sugerencia. Integre la funcitn flzy=¢-*" a lo largo de la [rontera del

rectangulo | x| <= R, 0 =<y <. b y emplee la integral de Poisson E e="di=Y a.

3

w3l

409. Demuestre las igualdades ‘ cos x? dx = \ senx*dx = v
i 0

(integrales de Fresnel).

Sugerencia, Integre la funcién [(z)=e/** a lo largo de la frontera de
sector 0= |z| =R, O-r.:argzq% y emplee el resultado del problema 402,
1) (tomando z*={).

410. Demuestre que Sse:x dx =7 (integral de Dirichlet).

0

i
Sugerencia. Integre la funcién ,f(z):e?g a lo largo de la frontera del recinto
re=|z|=R, 0==argz= n y emplee los resultados de los problemas 401 y 402.
411. Demuestre que para 0 <s < | son vilidas las igualdades:
@® o«
1) 5 x*~tecosxdx=T (s)cos? v 2) S x*=1sen xdx=1TI (s) sen ? !
0
Sugerencia. Integre la funcién f(z) =2z°='e=!? a lo largo de la frontera del
recinto r <|z| =R, — 1-:argz-.’..t] y emplee los resultados de los problemas

2
401, 2) y 402, 1) y la representacién integral para la funcién Gamma:

1

rt)= K xf-lg—xdx,
[

§ 3. FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

En todos los problemas de este pardgrafo C es un contorno
cerrado simple rectificable.

412. Calcule la integral s‘z—:-iz—g si:
¢
1) el punto 3i se encuentra deniro del contorno C y el punto
— 3i fuera de é&l;
63



2) el punto — 3i se encuentra dentro del contorno C y el punto
3i fuera de él;

3) los puntos +3i se encuentran dentro del contorno C.
413. Calcule todos los valores posibles de la integral mfi__]—)

para diferentes posiciones del contorno C. Se supone que el contorno
C no pasa por ninguno de los puntos 0, 1, y —1.

414. (Qué cantidad de diferentes valores puede tener la integral
L—ud—zz) , donde @, (2)=(z—2,)(z—2z2,) ... (z—2z,) (2;%2;) y el con-
lc "

torno C no pasa por ninguno de los puntos z;?
415. Calcule la integral S Eds

#—1,a>1
lz=a|=a
416. Calcule la integral ;?é‘z—%d—z;, donde el contorno C con-

tiene en su interior el circulo |z|<a.
1 2¢% dz

417. Calcule la integral —

o ) E—ap" si el punto a se encuentra

dentro del contorno C.

Sugerencia. Recurra a las férmulas para las derivadas de la integral de
Cauchy.

1 e*dz 5
418. Calcule la integral mgm, si:

1) el punto O se encuentra dentro y el punto 1 fuera del
contorno C;

2) el punto 1 se encuentira dentro y el punto 0 fuera del
contorno C;

3) los puntos 0 y 1 se encuentran ambos dentro del contorno C.

419. La funcién f(z) es analitica en un recinto que contiene en
su interior el origen de coordenadas y esta acotado por un contorno
simple cerrado C. Demuestre que comio quiera que se escoja la rama
de Lnz

ﬁgr' (@) Lnzdz=f (z)—F (0),

donde z, es el punto de integracion.
Sugerencia. Integre por partes.

420. Calcule la integral 2—;—‘§z’ Ln z—t%dz, si Lna=Ina para
a>0 y el contorno C es:

1) la circunferencia |z|=2;

2) la circunferencia |z—1|=1 y el punto inicial de integracion
es z=1-i.
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421. De acuerdo con el teorema de Liouville, la funcién f (z)
analitica y acotada en fodo el plano es una constante. Demuestre

Lo 5(al <R, [I<R)

este teorema calculando la integrall rgn(;___;j.{:T
2=

y estimandola para R — oo.
422. Sea f(z) analitica en un recinto cerrado acotado por un

contorno C; sean z,, z,, ..., 2, diferentes puntos arbitrarios del
interior de C y sea w,(z)=(z—z,)(z—2,) ... (z—z,). Demuestre
que la integral

P(z2)=;1 ( LE) @) —0a () p

'-2,‘—‘.'& ("u(c) C—S

es un polinomio de grado (n—1) que coincide con f(z) en los
puntos z,, z,, ..., z, (el polinomio P(z) se denomina polinomio
interpolador de Lagrange).

423. Demuestre el siguiente teorema (férmula de Cauchy para
un recinto infinito).

Sea C un contorno cerrado simple que acota un recinto finito D.
Sea f(z) una funcién analitica en el exterior del recinto D y sea
lim f(z) = A. En estas condiciones

Z+m
1 — f(2)+ A, si el punto z pertenece al exterior del
ol Bt S recinto D, :

A, si el punto z pertenece al recinto D,

El contorno C se recorre en el sentido positivo respecto al
recinto D.

Sugereacia. Considere primero el caso 4 =0.

424. Supongamos que la funcién f(z) y el contorno C verifican
las condiciones del problema anterior.

Demuestre que, si el origen de coordenadas pertenece al recinto D,
se tiene

00t d§={0‘ SEEE Dy
2ni £ tz—1¢? f(2)/z, si z€D.

§ 4. SERIES DE POTENCIAS

DETERMINACION DEL RADIO DE CONVERGENCIA

En los problemas 425—486 determine los radios de convergencia
de las series.

425. 3 I 426, X IL. 427, X e 428 X S
n=0

n=1 =] n=1

5 3ak. 1032 65



429. Z 430. gznl. 431. z‘bznzm 432. i‘bz*‘.

n-l

433. n§[3+(—l)"]":". 434. ";‘Lcosin-z". 435. Z‘B(n+a")z".

N alatl) ... (@rn—)BEB+D .. Btn—1),,
436. 142 Ay Q1. (rFa—1)

a=1

437. El radio de convergencia de la serie gc 2" es igual a
R (0 < R < )., Determine los radios de convergencia de las series:

1) u‘gﬁ nkc,z%  2) "Z‘h (2"—1)¢,2" 3) _o%z";

4) iln"c,,z"; 5) incﬁz"; 6) ib(l-i—z';)c,,z".

438. Los radios de convergencia de las series xla,,z" y be,,z"
= n=

son iguales a r, y r, respectivamente. ¢Qué se puede decir respecto
a los radios de convergencia de las series:

1) :25 (a, = b,)2% 2) ag a,b,z"; 3) E Gn ymy

a=0

439. Sume para |z| < 1 las siguientes series:
™ -] - -] 241
l} nszl nz"; 2) EI ST] 3) 20 ‘;E"—Fl' 3

4) X (— 1y

n=1

COMPORTAMIENTO EN LA FRONTERA DEL CIRCULO
DE CONVERGENCIA.

Investigue en los problemas 440—446 el comportamiento de la
serie de potencias en la frontera del circulo de convergencia.

440. 22" 441. Z‘ . 442, En,.

n=1 n=1

2 o] l}" ", 444, E 2" (p es un nimero natural).

n=1 n=1

1" un- e
445. Em—nz- toMe. 2 T



SEGUNDO TEOREMA DE ABEL

o«
De acuerdo con el segundo teorema de Abel, si la serie 2 £, converge, se
n=0
tiene

1im 2 P et 2 ¢ (0<r<i)
Fr=1lp=0
447. Demuesire que el teorema inverso al segundo teorema de
Abel no es justo, es decir, dé un e}emplo de una serie divergente

Etc para la cual existe el limite 1im 2 c,r.

r=1n=0
448. Empleando el segundo teorema de Abel y los resultados
del problema 439, demuestre las igualdades siguientes:

) X =0 in|25en | 0<|ol<n
n=1

2 X =22 0 << 2n);

=1

o cos@nt1)g_ |
3) Eu%m=—-lnlcgt%| 0<L || < n);

2 1
4) o’iel‘iz,,%-’ﬂ O<gp<ny

5) E (— 1y =2in (2 cosi‘z’—) (—r<e<n)y
6) ?;t (— 1y (_a<p<a)

449*, Demuestre que la serie El(— 1)!¥7] 2% converge no abso-
lutamente en todos los puntos de la frontera del circulo de con-
vergencia.

Sugerencia. 81 z=1, divida la serie en grupos de sumandos del mismo signo
y demuestre que estos §1upos satisfacen las condiciones del criterio de Leibniz
para serjes alternadas. Si [z|=1y | 2| # |, recurra al tecrema del problema 90

tomando a,=(— I)IV_J:N b= L{n.

450. Demuestre que, si la sucesién {a,} de nimeros reales posi-
tivos tiende monétonamente hacia cero y el radio de convergencia
de la serie 2) @,z" es igual a 1, entonces esta serie converge en

todo punto de la circunferencia |z|=1, salvo, posiblemente, el
punto z=1,

Sugerencia. Recurra al criterio de convergencia de Dirichlet (véase el pro-
blema 88).
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a0
451. Demuestre que, si la serie c,2" converge en e] punto

E=Re de la circunferencia del circulo de convergencia, converge
uniformemente en tode recinto cerrado G, que pertenece al circulo
de convergencia, se encuentra en un éngulo entre dos cualesquiera
cuerdas de la circunferencia |z|=R que parten del Yunlo t v no
contiene ningn punto de la circunferencia |z|= R, salvo el punto .

Observacién. Esta afirmacién es una forma mis general del segundo teorema
de Abel (véase, por ejemplo, (I, cap. III, § 7, n® 3]).

§ 6. SERIE DE TAYLOR
DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DESTAYLOR
En los problemas 452—466 desarrolle las funciones dadas en
una serie de potencias Z'c 2" y halle el radio de convergencia.

452. chz. 453. shz. 454. sen*z. 455. ch*z

456. (a+2)° (" =exIn3). 457, Vm()/‘f“=*71"§i).

I
458. m(b:;f:ﬂ). 459. __71\?-{—_15 460. {z+l)‘
461, In 1 +2. 462. Arctgz(Arcig0=0).
463. Arshz(Arsh0=0). 464. In(2*—3z-2).

z T
165. § e dz. 466. bss‘m?fdz-
o

En los problemas 467—472 desarrolle las funciones dadas en
una serie de potencias de (z—1) y halle el radio de convergencia.

2z z
467. 2. 468, T, 469. .

470. VE(E/TBL";L?-). 471. Inz. 472 sen(2z—z%).

En los problemas 473—477 halle los cinco primeros términos
del desarrollo de las funciones dadas en serie de potencias de z.

473. e2senz. 474, Vcosz(Vcosz=1 para z=0).

475, (1 4-z)f =gz O+2_ 476, e, 477. e*In(l +2).

478. 1) Desarrolle en una serie de potencias de z la funcion
In (1 4-¢*) (halle la relacién recurrente entre los coeficientes de la serie).

i Sugerencia. Halle previamente el desarrollo para la derivada de la funcién
ada.

2) Demuestre que el finico término del desarrollo que contiene
una potencia impar de z serd z/2.
Sugerencia. Recuerra a la identidad In (1 4-¢)—In(l 4e-%)=z2.
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En los problemas 479—483 desarrolle en serie de potencias de z
las funciones dadas, empleando para ello la multiplicacién de series
y la sustitucién de una serie en una serie.

479. [In(1—2)]*. 480. [Ln(1—2)]* (Ln1=2mi).
481. (Arctg)® (Arctg 0=0).

482. ArctgzIn(l +2?) (Arctg0=0). 483. e1-7.

484. Demuestre que, si el desarrol]o de la funcién lfcosz es
representado en la forma "6'3'2 E (— "(‘;: )rz'" los niimeros E,,
(nimeros de Euler) satisfacen Ias relacmnes

Ee=1, E+(3")Est o t(5n ) Euumr.
485. Demuestre que, si el desarrollo de la funcién z;{e'—l} en

z
serie de potencias de z es representado en la forma ?——2 =1 2",

los niimeros B, (nimeros de Bernoulli) verifican las rela{:mnes

B=1, ("$1) B+ ("T") Bt + (") Bi=0.

486. Demuestre que todos los nmeros de Bernoulli de indice
impar, salvo B,, son iguales a cero.

Sugerencia. Recurra a la identidad 3 z i e(-:ill .

487. Desarrolle en serie de potencias de z la funcion zcigz y
halle el radio de convergencia de la serie obtenida.

Sugerencia. Recurra a la igualdad zcig z=iz+2iz/(e%2—1) que se deduce
de las férmulas de Euler.

488. Desarrolle las funciones dadas en serie de potencias de z

y halle los radios de convergencia de las series obtenidas:
senz

1) In==; 2) tgz 3) Incosz; 4) < --—.

489. Demuestre que los coeficientes ¢, del desarrollo

m
e o
Tzt & Ca?

a=0

verifican la relacion ¢,=c¢,_,-+c,_, (n = 2). Halle ¢, y el radio de
convergencia de la serie.

Observacién, Los numeros ¢, se llaman nimeros de Fibonacei.



A+ Bz C2?
490. En el desarrollo Wm 2 [ Z (Cf--',‘ao) halle Coy
€, Y €, asi como la relacién recurrente entre B Gy Cosy ¥ Cizy

(n=3).

FUNCIONES GENERADORAS DE SISTEMAS DE POLINOMIOS
Si en un circulo |#| < R tiene lugar el desarrollo

F(t, 2)= EDL, (2)tm,

Ia funcién F (¢, z) se llama funcién fmemdam para la sucesiébn {f,(2)}. Con
frecuencia, algunas propiedades de la sucesién de funciones {f, (z } se pueden
demostrar basindose en las propiedades de su funcién generadora.

491. Los polinomios de Bernoulli @,(z) se definen mediante el
desarrollo

g £5—1 -mzl n
s’-1 Z B

Demuestre que poseen las siguientes propiedades:

D) @,(z+1)—9,(2) =nz""*

2) si m es un nimero natural, se tiene

Pail® 142 437 (m— 1)y

3) 9.(2) = Z (k)B,z -k, donde B, son los nimeros de Ber-

noulli (véase el problema 485).
492. La funcién -7 :

Vi—nia es generadora para los polinomios
de Legendre P,(2)

Vi 5— Pa(a)tn

Demuestre las relaciones:

1) (4 1) Ppsy (2)—(@n+1) 2P, (2) + 1P,y (2) = 0;

2) P, (2)=Pp,,(2)—22P4(2) -+ Pp-y (2);

8) 2n+1) P, (2) = Pis, (2)— Py (2).

Sugerencia. Derlve la funcién generadora respecto a f y a 2 respectivamente.

493. Empleando la férmula integral para los coeficientes de la
serie de Taylor, desmuestre que, siendo — 1 << s < 1, se tiene

Lrdf

Pnle)= 2’“5‘ Vi—st+o




donde C es la circunferencia de radio R > 1 y de centro en el punto

494. Demuestre que la funcién % es generadora para los

polinomios de Chébyshev

T.(2)= 2,,1_, cos (n arccos z).

Em;_i_leando las férmulas integrales para los coeficientes de la serie
de Taylor, pruebe que 4T, (2)—4zT,(2)+T,-,(2) =0 para n >2.

495. Los polinomios de Hermite—Chébyshev H,(z) se definen
mediante el desarrollo

Hu
B‘!zu!' - Z' _'%2) ",

Demuestre las siguientes relaciones:
1) Hyuy(2)—22H,(2) +2nH,_,(2) =0 (nZ=1);
2) Hy(2)=2nH,_,(2) (n=1);
3) Hy(2)—22H;(2)+2nH, (2) =0 (n=0);
2 dn (e—27)
4) H,(@)=(—1ye" =52
496. Los polinomios de Chébyshev—Laguerre se pueden definir
mediante la igualdad

L()=eLle "

Halle la funcién generadora para la sucesién {L,(z)} y obtenga
mediante ella la férmula recurrente que realaciona

Loy (2), Ly(2) ¥ Lpsy(2).

Observacién. En los problemas 492—496 se han considerado sélo algunas pro-
piedades particulares de los sistemas de polinomios indicados. Acerca de ofras
propiedades importanies de los mismos, que desempeiian un papel considerable
en la solucién de diferentes problemas de la fisica matemética, véase, por ejemplo,
L‘). cap. VI1I, § 2] o R. Courant und D. Hilbert, Methoden der Mathematischen

hysik, vol. I, eap. Il y VII, Springer, Berlin, 1937.

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

En los problemas 497—499 halle las resoluciones de las ecua-
ciones diferenciales dadas que verifican las condiciones w(0)=0 y
w (0)=1.

497. "' —2w= 32" —2z'.

498. (1—2) " —2x" +n(n+ 1)w=0.

499, (1—2*)w"—4zw' —2w=0.
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500. Desarrolle en serie de tipo Zc,,z" la funcién cos (m arcsen z)
n=10
%arcsen0=0). buscando la ecuacién diferencial para la cual esta
unciéon es una de las soluciones.

501. La ecuacion diferencial
d*w dw
2(l—2) 75+ [e—(a+b+1)2] E;——abw:ﬁ

se llama hipergeométrica.

Halle la solucién w(z) de la ecuacién hipergeoméirica que es
analitica en el punto z=0 y verifique [a condiciéon w(0) =1, su-
poniendo que ¢ no es igual ni a cero ni a un niimero entero negativo.

502. Demuestre que la solucidn gerteral de la ecuacién hipergeo-
métrica es de la forma (¢ no es igual a un nimero entero)

w=C\F(a, b, ¢, z)4+Cz2“Fla+1-—¢c, b+1—c, 2—c, 2,
donde F(a, b, ¢, 2) es la funcion definida en el problema anterior
(la serie hipergeométrica).

503*. Demuestre que, si ¢ no es igual ni a cero ni a un namero
entero negativo, se tiene

dF(a, b, c, z) __ab
.__.d.?.___?f(a+l, b+1, c+1, 2).

§ 6. ALGUNAS APLICACIONES DE LA FORMULA INTEGRAL
DE CAUCHY Y DE SERIES DE POTENCIAS

CEROS DE FUNCIONES ANALITICAS

504. Demuestre que el punto z, es un cero de orden # para la
funcién analitica f(z) st, y sélo si, en una vecindad del punto z,
tiene lugar la igualdad f(2) =(z—2,)* ¢ (2), donde la funcion ¢ (2)
es analitica en el punto 2z, y @(z,) 0.

505. Halle el orden del cero z=0 para las funciones:

I) 22(e¥ —1); 2) 6senz®+2%(2°—6); 3) esenz—etez,

506. El punto 2z, es un cero de orden k para la funcién f(z2)
y un cero de orden ! para la funciéon @(2). ¢Qué es el punto z
para las funciones siguientes:

D f@e; 2 F@+o: 3)%?

En los problemas 507—b521 halle el orden de todos los ceros de
las funciones dadas.

507. 2*+4-9. 508. -2, 500, zsenz.
510, (1—e®)(2*—4)%. 511. 1 —cosz.
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s12. @E—ntsenz g3 L8214, et

515. sen®z*. 516, "e“". 517. senz®. 518. cos®z.

519. cosz®. 520. (I/z~—2)‘. 521. (1—V 2—2cos 2)".

TEOREMA DE UNICIDAD

522, ¢Puede existir un punto de acumulacién para una sucesién
de ceros (o, en general, de A-puntos) de una funcién que es diferente
de una constante idéntica y que es analitica en toda la parte finita
del plano?

523. (_Emste una funcién analitica en el punto z=0 que en los

puntos z=;(n— 1, 2, ...) toma los valores:
o, 1,0 00 8 .0, 00
1 1 1
2) 0, 2.0. T 0 e O g il
11 11 11 .
O T T S N0k SO SRENPE T SRR
gL 2 3 4 5 6 n 5
i i O U i SRR == IR

524. ¢Existe una funcién analitica en el punto z2=0 que veri-
fica las condiciones (n es un nimero natural):

01 (K)=1 (=)=
2 1(3)=t ()=
525. La funcién sen l—i-; posee una sucesion de ceros convergente

hacia el punto z=1y, sin embargo, esta funcién es distinta de una
constante. ¢No estid esto en contradiccion en el teorema de unicidad?

Ll

:!”l -

EXPRESION DE UNA FUNCION ANALITICA
EN TERMINOS DE 5U PARTE REAL O IMAGINARIA

526*, La funcion f(z) =u (x, y) 4 iv(x, y) es analitica en el punto
2, =X+ iy ¥ f(2,)=¢,. Demuestre que

Fo)=2u (iR, 255 G,
527. Demuestre que en las condiciones del problema anterior
() =20 (R, 100) 4 5

En los problemas 528—531 halle la funcién analitica f(z)=
=u (x, y)+ iv (x, y) a partir de su parte real o su parte imaginaria dadas.
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B28. u(x, Y)=x*—yPr 4+ 2.
529. u(x, y)=e‘(xc05yﬂ—yseny}——F_%—?,
530. v(x, y)=x+y—3. B31. v(x, y)=cosxshy—shxsen y.

DESIGUALDADES DE CAUCHY
532. Sea

f(z) = aga cp2t
el desarrollo de la funcién f(z) en el circulo |z| < R.

2n
1) Demuestre que %;ts [F(ret) Pde =Y | c, [2r* (r < R).
n=0
2) Demuestre que, siendo m:ix f(z) =M (r), los coeficientes c,
[z\=r
verifican las desigualdades (desigualdades de Cauchy)
leal <22 (r <R).

3) Demuestre que, si al menos una de las de31gualdades de
Cauchy se convierte en una igualdad, es decir, [¢y|= M (r)/r*, en-
tonces la funcién f(2) es de la forma f(z)—-r:,z

Sugerencia, Emplee la desigualdad
D leaPrivs M(n)?
n=0

que se deduce del punto 1).

§33. Empleando las desigualdades de Cauchy demuestre el teo-
rema de Liouville: si la funcién f(z) es analitica en todo el plano
y acotada, esta funcién es una constante.

Observacién. Otro método de demosfracién del teorema de Liouville se da en
el problema 421.

534. Demuestre que la distancia del cero de la funcién f(z) =

- Z'ﬁcnz" mas préximo al punto z—0 es no menor de M‘_\-fj_:l..l"

donde p es un namero cualquiera que no sobrepasa el radio de con-
vergencia de la serie y M=M (p)=mléxf(z).

Sugergncia. Pruebe que la funcién f (2) no tiene cerosen el recinto en el
1 {2)—cs ] < |eo| y estime | f(2)—c, | empleando las desigualdades de Cauc y
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535. La funcién f(2) Eoc,,z" es analitica para |z|<<r. Demues-

tre que la serie q:(z}:Z, 5’5’-‘- converge en todo el plano y que
n=0
121

para su suma son validas las estimaciones | ¢ (2)| < Me  y|o® (2)| <

121
<—@—e—’ (M es una constante).

TEOREMA DE AREAS PARA FUNCIONES
UNIVALENTES

536. Sea f(z)= E c,2" una funcién analitica en el circulo
lz]=1 que transforma este c1rcqu univalentemente en un recinto G

de 4rea S. Demuestre que S=mn )_, nlc, |
n=1

Sugerencia. Escriba la férmula para el cdlculo del &rea § en coordenadas
polares.

Observacion. Si se omite la condicién de univalencia, cada parte aislada del
recinto G debe contarse tantas veces cuantas veces la funcién f(z) toma en el
circulo |z| =1 los valores correspondientes.

537. Demuestre que, si en las condiciones del problema anterior
la funcién f(z) es analitica sélo en el circulo abierto |z| <1 y si
existe ademas el limite [inito Iiln S,=S, donde S, es el drea de

la imagen del circulo |z|=_r < 1, entonces la serie 2 nle,|* con-
verge y su suma es 1gua| a S/nt. Demuestre tamblen que, si

l:m S,=o00, la serie 2, n|c, |* diverge.
r—

538. 1) Empleando la solucion del problema 536, demuestre
que,si f/(0)=1y la funcion f(z) transforma conforme y biunivoca-
mente el circulo |z|<C1 en un recinto G, entonces el Area del re-
cinfo G es no menor que el area del circulo que se transforma (pro-
piedad extiremal de una transformacion en un circulo).

2) Demuestre que entre todas las funciones f(z) analiticasen el

in

circulo |z]=< R que verifican la condicion S [ f(Rel*)|*dp=M, es la

o
funcion lineal la que realiza la transformacién del circulo en el
recinto de menor area. Halle este area, si f(0)=0
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PRINCIPIO DE MODULO MAXIMO

En los problemas 539—542 recurra al principio de médulo
méximo.

539. Demuestre que, si la funcién f (), diferente de una constante,
es analitica en un recinto G y no se anula, el minimo de la fun-
cién |f(z)| no puede alcanzarse en el interior del recinto G.

540. 1) Demuestre que en el interior de un recinto, acotado por
una linea cerrada simple equipotencial del médulo de la funcién f (2)
(es decir, por una linea en todos los puntos de la cual | f (2) | = const)
y contenido de su frontera en el recinto de analiticidad de la fun-
cién f(z), existe por lo menos un cero de esta funcién f(2) # C).

2) Demuestre que, si P(z) es un polinomio de grado n, las lineas
equipotenciales de su médulo | P(z)|=C (lemniscatas) pueden des-
componerse en no méas de n componentes conexas.

541. Demuestre el lema de Schwarz: si la funcién f(2) es ana-
litica en el circulo |z]| <1 y, ademas, f(0)=0y |f(2)[<1, se
tiene ff(z)lg]z[ en todo el circulo.

Demuestre también que, si al menos en un punto interior del
circulo |f(z)|=|z|, se tiene f(z)=e*z (o es un nGmero real).

Sugerencia. Considere la funcién f(z)/z y aplique a ella el principio de
moédulo méximo.

542. Demuestre que, si en el problema anterior la condicién
f(0)=0 es sustituida por la condicion f(e)=0(|a|< 1), es vélida

la desigualdad f(z}gl 2% I para |z|< 1.

1 —az
1 —az
z—a

Sugerencia. Considere la funcién

f(z).



CAPITULO 1V

SERIE DE LAURENT.
PUNTOS SINGULARES DE FUNCIONES
ANALITICAS UNIFORMES.
RESIDUOS Y SUS APLICACIONES

§ 1. SERIE DE LAURENT

En los problemas 543—560 desarrolle la funcién dada en serie
de Laurent o bien en el anillo indicado o bien en una vecindad
del punto sefialado. En el ultimo caso determine el recinto para
el cual es valido el desarrollo.

543. ;—I;—E en vecindades de los puntos z=0 y z=o0.
544, & : T {(as=0, k es un nimero natural) en vecindades de
—a

los puntes z=0 y z=o0.

545. 2—(—11__—2} en vecindades de los puntos z2=0, z=1 y z=oc.

546. (—z_—Tz')I(TF}(O < |a|<|b|) en vecindades de los puntos z=0,
z=ay z=o0 y en el anillo [a|<]z|<|b]

547. %ﬁ—” en una vecindad del punto z=2 y en anillo
1<z < 2.

1 ¢ ;
548. @y o vecindades de los puntos z=i y z=oo.

549. V' (z—a) (z—0b) (|b] =|a|) en una vecindad del punto
z=oo (considere ambas ramas de la funcion).

550. f(z)= 'I/{z___l_jfm(lmf(%)>0) enelanillo 1 <|[z|< 2.
551. z%¢v/2 en vecindades de los puntos z=0 y z=oco.

1
552. ¢i-7 en vecindades de los puntos z=1 y z= oo,

20— 4z

553. €OS 7—py en una vencidad del punto z=2.



554. 2* sen-z-l—l- en una vecindad del punto z=1.

1
555. ¢ ' en el recinto 0 < |z| < oo.

556. senzsenzi en el recinto 0 <|2| < oo.
557. sen é en vecindades de los puntos z=1y z=oc (en el
ultimo caso limitese a buscar los cuatro primeros términos de la serie).

558. ctgz en una vecindad del punto z=0 y en el anillo
n<|z| < 2m.

559. In>—3 en una vecindad del punto z=co.
560. ﬁln:—:_ie en una vecindad del punto z=oco y en el anillo
I<jz<2.

561. Analice si las funciones dadas admiten el desarrollo en
serie de Laurent en una vecindad del punto indicado:

1) cos%, z=0; 2) cos—:-. z=o00; 3) secﬁ, z=1;

4) ctgz, z=o0; 5) thi, z=0; 6) 2, z=0;
sen-;

7) g, 2=00; 8)Inz, 2=0; 9) In—, z=oo;

10) 2=, z=00; 11) 5(=exns), 2=0.

41’
562. Analice si las funciones multiformes dadas poseen ramas
uniformes que puedan ser desarrolladas en serie de Laurent (en serie
de Taylor, en particular) en una vecindad del punto indicado:

) Vz 2z=0 2)Vz(z—1I), 2= c0;
3) m z=o0; 4) Y (z—1)(2z—2)(z—3), z=o00;
5) ¥z@—1), z=00; 6) Y 1+V 7z, 2=1;

DY T+V7Z 2=0 8 Y z+V7—1, z=00;
9) ]/;-+Vz‘——1, z=1; 10) ‘/14— V::-_l' z= co;

— oo (z—a)(z—B) _ _ __.
11) Ln [(z—1)(2—2)], z=100; 12) Ln{z_ﬂ(z_ yr 2=00;

13) Arcsenz, z=0; 14) Arctg(1+2), z2=0;
16) Arsh (i+2), z=0; 16) )/ F—Arcsenz, z=1:

17) V%—Arcsenz, z=V? .




563. La funcién f(z) 2 c,z"esanalitica enel anillor <|z|<R
A==—®

y lo transforma univalentemente en un recinto D.
1) Demuestre que el irea S de este recinto es igual a

S=n i nle, |F (R —r*).

2) Demuestre que la férmula para el &rea S sigue siendo vélida
ain cuando f(z) es analitica en el recinto r < |z| < R; en este caso
ambos miembros de la igualdad pueden convertirse simultdneamente
en el oo,

Sugerencia. Véanse los problemas 536 y 537.

564. La funcién f(z) es univalente en el recinto |z|>1 y se
desarrolla en este recinto en una serie de Laurent de tipo f(2)=2
€y, €=
+ =2t
Demuestre que

2 nle,P<1,
n=1
y explique el significado geométrico de la desigualdad obtenida
(teorema exterior de areas).

Sugerencia. Recurra a que para el drea S,, limitada por la imagen de la
circunferencia |z|=r > 1, se tiene (f(2)=u-iv)

0S8, = S udvm!—'gl%(%——%) de.

1z]|=r 0

§ 2. PUNTOS SINGULARES DE FUNCIONES
ANALITICAS UNIFORMES

En los problemas 5685—600 halle los puntos singulares de las
funciones, analice la naturaleza de los mismos e investigue el com-
portamienio de las funciones en el infinito.?)

565. 566. .. 567. . 568,

Trz " T—z? *z AR
569. ;== 570. 2L 571 ze-n 872 ;1.
1

|
—2a"

4

| —et
573- m . 574- 2_'_Te___: . 575. 2,(2"__—""5'08_2) . 573. th 2.
L £ £ 2L ;.Li
577.¢ *. ©578. ze* . 579.¢'-%. 580.¢ *. 58l o— .

1) En las respuestas no se distinguen los puntos singulares evitables de los
puntos regolares.
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1 co!
B82. . 583, . 584. tgz. 585, tgrz. 586, “BZ,

1
sen z—sena

1 1 27
foszFcos 5 591. Sel'l-‘—-*-]_z. 592.

(28— 4)8

587. ctgz—-—. 588. ctgz—> . 589.
590.

z—12

593. ctg L. 594. ctg~—L . 505. sent L. 596.e7rcos ).

1 1
507. " 7. 508. "7 . 509. sen/—L\. 600.sen/—\.
sen — Cos —

En los problemas 601—610 analice el comportamiento en los
puntos indicados de cada una de las ramas uniformes de la funcién
multiforme dada (determine si el punto es regular o singular para
la rama correspondiente; en el (ltimo caso indique el caracter de
la singularidad).

z 1]
601. i-‘!—'/’m y 2= 4. 602. i7-z_+ V? y 2= 1,
2z4-3 !
. —— =1. 604. c —_— —
603 B - 0 0s TV . 2

1
LV DV o

605.

600.ctgl+;,_z,z=(l+%)'.dondek=;t1,¢2,...yz:l.
607. ) =Ly donde k= 1, £2....
sen(l-l—]/z_Q)
yz:oo.
008 men———t . posien,
+V =3

600. 1) ——, 2=1; 2) —=7, z=1.

] LT
610. sen(ctgl‘:iz), z=1.
611. Sean P, (z) y Qn(2) polinomios de grado n y m respecti-
vamente. Describa el comportamiento en el infinito de las funciones
siguientes:

1) Pr(@)+Qa(@)i 2 5535 3) Pu(2) Qu o).

612. Demuestre la equivalencia de las dos definiciones siguientes:
1) El punto z, se llama polo de orden n de la funcién f(2), si
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t1:|_zarza el desarrollo de Laurent de f(z) en una vecindad de z, se
iene

f(z) = m:z_m":n (z—2)" ¢ 50, c_pin=C_ip=...=0.

2) El punto z, se llama polo de orden n de la funcién f(2), si
en una vecindad de este punto se tiene f(z) = ¢ (2)/(z—2z,)", donde
@ (z) es analitica y @ (z,) % 0.

613, Construya ejemplos de funciones que en el plano ampliado
tienen solamente las siguientes singularidades:

1) polo de segundo orden en el infinito;

2) polo de segundo orden en el punto z=0 con c_,/z* como parte
principal del desarrollo y polo simple en el infinito;

3) polos simples en los puntos z, = w*, donde

o=e¥in (k=012 ..., n—1).

614. Halle la forma general de la funcién que en el plano am-
pliado tiene solamente las siguientes singularidades:

1) un polo simple;

2) un polo de orden n;

3) un polo de segundo orden en el punto z=0 con 1/z* como
parte principal del desarrollo;

4) un polo de orden n en el punto z=0 y un polo de orden m
en el infinito;

5) n polos de primer orden.

615. Sea f(2) una funcién uniforme que no tiene en el recinto G
otr'as singularidades, a excepcion de polos. Demuestre que la funcién
;(;)(—2].4 (derivada logaritmica de la funcién f(z)—A) tiene polos
simples en todos los polos de la funcién f(z) y en todos los A-pun-
tos de esta funcién y no tiene otros puntos singulares.

616. ¢Qué tipo de singularidad tiene la funcién F(2)=f{g (2)]
en el punto z=2, (el caso z,= oo se admite), si la funcién g (2)
o bien es analitica en esle punto o bien tiene en él un polo, mien-
tras que el punto {,=¢(2,) es para la funcién f({) una singulari-
dad del tipo siguiente:

1) punto singular evitable; 2) polo de orden n; 3) punto singu-
lar esencial?

617. El punto z, (el caso z,= oo se admite) es un punto sin-
gular aislado de la funcién f(z) que transforma el arco circular
(o el segmento rectilineo) v en un arco circular (o0 en un segmento
rectilineo) y*. ¢Qué tipo de singularidad tiene la funcién f(z) en el
punto z; simétrico a z, respecto a y (la funcién f(z) se prolonga
a través de y segin el principio de simetria), si el punto z, es
para f(z):

1) un polo de orden n; 2) un punto singular esencial?

618. El teorema de Sojotski— Cassorati— Weierstrass afirma que,
siendo z, un punto singular esencial de la funcién f(z), cualquiera
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que sea el nimero complejo A (incluyendo el caso A= oo) existe
una sucesién de puntos {z,} convergente hacia el punto 2, tal que
lim f (z,) = A. Demuestre que el teorema sigue siendo vélido en el

n - o
caso de un punto singular no aislado que es limite de polos?.
(A veces, puntos de este tipo se consideran simplemente como
puntos singulares esenciales).

619. Halle los {imites:

5 . 1 F - 1
I) lim ctg?z; 2) lim ——: lim —; 4) lim i
)y_.i- & )y—--_kan senz ' ipchz ‘=gsen-]-
v~ z

Contradice la existencia de estos limites al teorema de Sojotski —
Cassorati— Weierstrass?

E| teorema de Picard afirma que en una vecindad de un punto singular
esencial la funcién analitica correspondiente asume infinitas veces cualquier valor
finito, salvo, posiblemente, un valor que se denomina valor excepcional de Picard.
Si se consideran las funciones meromorfas, el nimero posible de valores excepcio-
nales (incluyendo el o) no pasa de dos (véase, por ejemplo, (1, cap. VIII, § 8, n°4]).

620. Compruebe el teorema de Picard para las funciones:
1) e 2) eV 3) cos—;: 4) tgz; 5) tgta

Halle los valores excepcionales para cada una de estas funciones
y demuestre que estos valores (si es que existen) son asintéticos,
es decir, que se puede indicar al menos una curva que termina en
el punto singular esencial a lo largo de la cual la funcion tiende
hacia el valor excepcional.

§ 3. CALCULO DE RESIDUOS

En los problemas 621—624 hay que calcular los residuos de las
funciones indicadas respecto a todos sus puntos singulares aislados
y respecto al punto infinito (si &ste no es limite de puntos singulares).

1 2 zin .
821, —. 622. Iy 623, T (n es un nimero na-

tural). 624, ;. 625, SEI. 626, i

) 2 z—1) (218 "
et 1
627. w. 628. 1g z. 629, snz" 630. Ctg‘z.
1
831. ctg®z. 632. 1) cos 15} 2) 2cos 1. 633, ¢ '7.
2244z —1

1 z
634. senz sen—-. 635. sen-z—-_ﬁ. 636. cos—z-_!-:-r.
837. !

1 »
————— (h0). 638. z"sen— (n es un nimero entero).
Ti—es) (h==0) 7 ( )
1} Se supone aue en una vecindad del punto considerado los polos son las
tnicas singularidades.
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1 Vz tgz .

639. = 640. =VE" 641. = (n es un ndmero natural).

z

En los problemas 642—649 hay que calcular los residuos de cada

una de las ramas uniformes de las correspondientes funciones mul-
tiformes respecto a los puntos indicados.

642. ‘V—_’_; respecto al punto z=1.

643. —V§__I_T|_—l respecto al punto z=1.
644. I—'V;,- (2° =eaLn %) respecto al punto z=1.
645. V (z—a) (2 —b) respecto al punto z=oo.

I—a

646. 1) an_:F respecto al punto z=o0.
2) e‘Ln::; respecto al punto z= oo.

847. 1) Lnzsen_—— respecto al punto z=1.
2) ancosz—_lT respecto al punto z=1.

648, % respecto a los puntos z=0y z=oco.

649. z"Ln:—:'_—? (n es un nimero entero) respecto a los puntos
(a

z=0y z=00 calcular el residuo en el punto z=0 se supone
que a0 y p=£0).

650. El desarrollo de una funcién en una vecindad del punto
infinito es de la forma f[z)=c.+c—; + ... Halle res [{f(2)}*):ze.

651. Halle res [@(2) f(2)]:=q, si @(2) es analitica en el punto
ay f(z) tiene en este J:nunto:

1) un polo simple de residuo 4;
. v { s Ck
2) un polo de orden % con la parte principal bt o S
F(2) 5
652. Halle res [ftz)]:m' si:

1) a es un cero de orden n de la funcién f(z);

2) a es un polo de orden n de la funcién f(z2);

653. Halle res [tp (2)%]1“ , 81 @ (2) es analiticaen el puntoay:

1) a es un cero de orden n de la funcién f(2);

2) a es un polo de orden n de la funcién f(z).

654. Halle res {f[®(2)]};=q, si la funcién @ (z) es analitica en el
punto a y ¢’ (a)s=0, mientras que f({) tiene un polo de primer
orden en el punto {=¢(a) de residuo A.
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655. La funciéon ¢ (2) tiene en el punto a un polo de primer
orden de residuo A, mientras que f({) tiene en el infinito un polo
de primer orden con la parte principal BL. Halle res {f[¢(2)]}...

656. La funcion f(z), que toma valores reales en un arco/ de la
circunferencia | z—a| =R, ha sido prolongada analiticamente a través
de este arco segiin el principio de simetria. Sea el punto z =p (p == a)
un polo de orden k para la funcion f(z) con la parte principal

k

y? —=n
L {z(— pF .

n=l

Halle res [f(2)];=p., donde f* es el punto simétrico a z=p
respecto a /.
§ 4. CALCULO DE INTEGRALES
APLICACION DIRECTA DEL TEOREMA DE LOS RESIDUOS

En los problemas 657—666 calcule las integrales aceptando que
el recorrido de los contornos cerrados se realiza en la direccion positiva.

657. S?‘d—il » donde C es la circunferencia x? 4 y* = 2x.
[
658. él(z—-liq_'_(dzz:f)_" donde C es la circunferencia |z—~21=% ;

659. é'&—_—ﬁ,—_—l—), donde C es la circunferencia |z |=2.

Sugerencia. Recurra a ?ue la suma de los residuos respecto a todos los pun-
tos singulares (incluyendo el infinito) es igual a cero.

660. -%’;%. donde C es la circunferencia |z|=1.

sst.JM:-':-g-)dz. donde C es la circunferencia |z]= 1.

662. S sen -:—- dz, donde C es la circunferencia |z|=r.
c

|- ¥

663.

“‘é sen? : dz, donde C es la circunferencia |z|=r.

2
664. %ﬂ-— Y 2"¢* dz, donde n es un ndamero entero y C es la

c
circunferencia |z|=r.
1 1 1
665. J(l +2z 42 ( e7+e-"—‘=+e='——=) dz.
]

=3
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666. 5 fde

senz(l—cosz} °
jzl=5

: 1 [
667. Calcule la integral ;- 7

dz, donde C es un contorno

cerrado simple que limita un recinto G que contiene el punto z =0.

Las funciones f(z) y g(z) son analiticas en el recinto cerrado G,
con la particularidad de que la funcién g(z) no se anula en el con-
torno C y tiene en el recinto G solamente ceros simples a,, a, ..., a,,
ninguno de los cuales coincide con el origen de coordenadas.

668. Sea f(2)=a,+a,2+4 ... +a,z". Demuestre que
1

b2y 5 2"1| [ (2)[* dz =a,a,R*".
1zf=R
En los problemas 669 —672 calcule las integrales dadas.
1 dz . F
669. — Vo donde C es la circunferencia |z|=r=1.

A d 1 Y 1 —
670. - EOWETT (V¥ 1=1), donde C es la parabola y* =x

recorrida en la direccién de crecimiento de y.
871. m‘&#‘;m (a*=e#na), donde a*>0, mientras queCesla

recta x=a, 0 <<a <1 recorrida desde abajo hacia arriba.

[ 1o a—

| ¢
e o

| di-.
aif— z o
FIG. 12 FlG. 13
i ; 1 dz 3
Sugerencia. Considere mgm—. donde el contorno y se indica en

¥
la fig. 12, y pase al limite para -+

1 e*dz
672. T T

en la fig. 13.

donde el contorno de integracion C se indica
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INTEGRALES DEFINIDAS

Si la funcién f (x) se hace Infinita para x=c(a < ¢ < b), el valor principal
[3

segin Cauchy de la inlegral Sf(x)d.r se define mediante
a

[ ] b
laijno[ S, Fode+ § f{x}dx] .

e+e

De modo natural esta definicién se generaliza al caso de una integral cur-
vilinea.

Si la funcién f(x) es conlinua en todo el Aelr]e real, el valor principal de la
o

integral S [ (x) dx se define mediante fim S f (%) dx.
= ~a vy

En los problemas 673—680 halle las integrales definidas. En
el caso en que la integral sea impropia y diverja, halle su valor
principal (si éste existe).

n
dp
673. 5”"—"‘a+m¢ @>1).

Sugerencia. Tome el?=1z.

in
deg

n
d
675. ( pemmn(@>0, 6> 0).
9

ix
676. ,Sﬁﬁ-l-_ﬂ' (a es un nimero complejo y as=+£1).

2
2 - .
677. bg% (a es un namero complejo y a== = 1).

x
878. 59’-‘" cos(np—sen @) de (n es un ndmero enteroj.

T

679. § tg (x + ia) dx (a es un niimero real).

n

680. S ctg (x+a) dx (a es un namero complejo e Im a==0).
0



681. Demuestre que para b >a > —1 se tiene

n

jcos‘tpcosb«pdq =

0

al (a+1)
ga+ip (“—'E—£+ 1) r ("‘2'—”+ 1) '

Sugerencia. Considm§ (z +—l=-)‘ z0-1 dz, donde C es el contorno represen

tado en la fig. 14, y haga tender hacia cero los radios de los arcos de las circun-
ferencias pequeiias. Al calcular la integral a lo largo del segmento vertical,
dividala en dos, reduciendo éstas, mediante sustituciones
correspondientes, a integrales eulerianas de primera espe-
cie; emplee asimismo la conocida relacién entre las inte-
grales eulerianas

B(p, ")=I;‘{$i;)) y la formula T ()T (1—p) e

En los problemas 882 — 688 calcule las inte-
grales de limites infinitos.
0 xdx
682, r e

FIG. 14

T xudx
683. h“xﬁ? (a>0).

684, 5(_"'_%-’?{“ es un nimero natural).

¢ dx
685. S 5 a) (a+ )(a >0, b>0).

= o
x21 d .
686. 5—%(& 687.§ 1-:x'= (n=2 es un nomero natural).
Sugerencia. Considere la Integral ‘S‘ H‘i" » donde C es el contorne com-
c

puesto por los rayos arg z=0 y arg z=2n/na y por el arco de la circunierencia
que los une.

688. 5%;,4;:(::;2).

Observacién. El método de célculo de integrales empleado en los problemas
687 y 688 se extiende a integrales de funciones racionales de tipo R (x7).
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689. Demuestre que

1 p de _ it=r-l(ngh—2)
2"‘! B P T (T (n y % son nameros naturales),

donde C es la recta paralela al eje real que corta en el eje imagi-
nario un segmento igual a h(h > 0).
690. Calcule la integral

1 dv ;
mé‘ - P (% es un nimero natural),

donde C es el contorno del problema anterior.
En los problemas 691 —694 calcule las integrales dadas, emple-
ando el lema de Jordan (véase el problema 402).

o x

* xcosxde | x sen xdx
691 ) | 55w D[ wnte
- U

.
(" xsen xdx
602. |\ i
—m
L -

693. bg m”x dx {a y b son nameros positivos).

694. jxxfe_::xdx (@ y & son nameros positivos).
695. Sea f(z) =¢™F(z), dcnde m > 0 y la funcién F (z) posee

las propiedades stﬁ-mentes
1) en el semiplano s:perwr tiene un namero finito de puntos

singulares a,, a,, ...
2) es analitica en lodos los puntos del eje real, a excepcidén de

los puntos x,, x,, ..., X, que son polos simples;
3) F(z)— 0, para 7z oo e Imz=0.
Demuestire que

§ £ dx=2ni { Z; res [f(z)1,=,,+%§ res f(z)m,}
k= =

donde la integral se entiende en el sentido del valor principal (res-
pecto a todos los puntos x, y al o).

En los problemas 696—700 halle los valores principales de las
mtegrales dadas (f/ es un nimero real).

x'cos xdx

saaj' “dx. 697. S'—&u‘v‘s



o = L]

sen xdx cos fx cos Ix

608,  oSnidt . e, [ $2iar  700. (2w
- - -

En los problemas 701--706 calcule las integrales dadas (a y b

son nimeros positivos).

 x2—b? sen ax R sen ax dx
TDI.SW—;—C‘X 702. g m'.—,‘.—
= -
senax dx 2ax —cos 2b
703. 3 m . 704. é‘cos s xICOS xd.\'.

2z __
Sugerencia. Emplee la integral ie = ldz. donde el contorno C es el indi-

cado en la fig. 15.

706. { 200X gy,

o

- 3
i 3ai¢
Sugerencia. Emplee la integral S" 23:'! +2dz. donde el contorno C es el
[

indicado en la fig. 15.

F1G. 15

En los problemas 707—710 calcule las integrales considerando
que x* >0 para x>0 (esta condicibn se mantiene en todos los

problemas sucesivos).

707. 1) Sxf’“cosaxdx (a>0, 0<<p<1)
1]

2) Sx"‘senaxdx (>0, —1<p<1).
o
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Sugerencia. Emplee la lntegral"S:P"c-"dz, donde el contorno C es el

indicado en la fig. 16.

708. § cosxrdx (p>1).  709. {senxrde (1p]>1).
1] ']

7]0‘§f¥-—dx(p>%).

711, Sea f(z) una funcidn racional que tiene polos a,, o,, ..., &,
ninguno de los cuales pertenece a la parte positiva del eje real ni

)
o f R T

FIG. 16 FIG. 17

es igual a cero, y sea p un nimero real tal que
lfn“; [z7+1f (2)] = lim z¢+3f (2) =0.
2= z-m

Demuesire que:
1) Si p no es un nimero entero, se tiene

e-H i res (2 (2))s-a,
k=1

n
senmp

§#f (9 dx=—
(1]
2) Si p es un nimero entero, se tiene
‘Sfo(x)dx=-—‘Elres[zPan-f(z)],“.,

donde
Lnz=In|z|+iargz y O0<argz <2m.

Sugerencia. Considere las integrales \ 2Pf (z)dz y S zP Ln z-f (z) dz, donde C es
c

el contorno representado en la fig. 17.
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712. Calculef% O<p<1).
[+]

713. Demnuestre que

Fr@r(l—a=—_— 0<a<l).

senna

Sugerencia. Use la conocida relacién entre las integrales eulerianas
I'(a)T (b)=T (a+0b) B (a, b) y realice en la integral, que define la funcién Beta
1

B (a, b)=Sx¢—' (1—x)b=1 dx el cambio de variable tomando x=y/(l +p).
0

Observacién. La relacién, demostrada en el problema solamente para valores
reales de a comprendidos en el intervalo (0, 1), es vilida para todos los niime-

ros complejos. Para 2z=—n, donde n es un nimero natural, ambos miembros
de la igualdad se hacen igual al oo,

En los problemas 714—716 calcule las integrales dadas.

714. g% (—1<p< ).

0

R
7|5.§W‘x,3, (—1<p<3).

K xP dx
7lﬁ.§m (‘—l < p< !, —J'l'.<l<.‘l'l].

717. Sea f(z) una funcién racional que en la parte positiva del
eje real tiene solamente polos de primer orden f,, B,, ..., B
y entre los demds polos suyos (si existen) «,, @,, ..., «, ninguno
es igual a cero. Sea, ademas, p un namero real que

ling [z7+1f (2)] = lim [zP+1f(2)] = 0.

Comprendiendo por la integral. su valor principal, demuestre que
1) Si p no es un namero entero, se tiene

§xrf () dx = — et 3 res [ (2))smgy —
k=1

[/
— ity np*:z B2 res [F (2)] sapys

donde x? > 0 para x > 0.
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2) Si p es un nimero entero, se tiene

OS Xf (X dx = — élres (2L z-f (2)]smay—

— 3 Ba(in By m)res [ (2)]s-,

la rama de Lnz se escoge igual que en el problema 711.

En los problemas 718—721 calcule los valores principales de
las integrales.

o -
713.5 xds - ggp, [ 2%
0

xt—1 x—1"

720. § M Y0

1—x

Px

1. (4 = 0<p<l)

—px

En los problemas 722—728 calcule las integrales dadas.
1

=P{l—x)f
722. iSwdx (—1<p<2).

FIG. 18

(142

tado en la fig. 18, que limita un recinto biconexo, y pase al limite para R — .

1=F(] —
Sugerencia. Considere gﬂ dz, donde C es el contorno represen-

1
1=P(] —
723.5"—!‘?'_-55‘-‘1 dx (—1 < p<2).
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21-P(l —z)P
1422

la circunferencia |z | =R recorrida en la direccién positiva.

Sugerencia. Demuestre que Alm dz=2nie~P™, donde Cp es

1
=P (1—x)P dx
724. S—u-F"ﬁ“'—“ (—1<p<2).

7255 11,: H_a (—1<p<1,a>0).
dx
728'5’(1:'—3)?@;]_' (—1<p< 1, a> 0}
0

1
1 1=p (] —
727. Sl %’{}—"—’dx (—l<p<?).

1
dx
28' j—a—= .
] (x+1) /¥ (1—2)
1
o dx J—
729. Calcule la integral j;(—-—-——-——x__a) V=" donde yi—x* >0

para —1 < x < 1, a es un nimero complejo y as= -+ 1. Halle, en
particular, los valores de la integral para a= +¢'¢ (0 <a < n),
a=iy y para —1 <a <1 (el valor principal).

1
730. Calcule la integral | —{=2~dx, donde 0<p<1,
L
b es un namero complejo y b0 y b=,
1
(=2, 8y ).

731. Calcule la integral ( Vlix_
, —_X
0

, donde C es el contorno for-

Sugerencia. Considere la integral b( Vldz—u

—z

mado por los cortes a lo largo de los radios vectores de los puntos i, o, w?, ...
2:!{

w"=1,donde w=e¢ " , y por la circunferencia |z|=R > l. (Esta integral
puede ser también calculada empleando la funcidén Beta de Euler).

En Ios problemas 732—737 calcule las integrales (a > 0).

739. lnxdx

x’+ 2t
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Sugerencia. Considere la integral 5%&-_‘%. donde C es el contorno Indi-

cado en la fig. 19.

° In3xdx i Inxdx
733. Sta- 734. ) W.

-
Inxdx
. = y 6. —
735 ;5 W 73 5 In ( x) —1-
Sugerencia. Calcule la parte real de la integral
In L——z -—;dz
z 420"

donde C es el contorno indicade en la fig. 20.

v
{
— - L~
e I
R -7 g 7 Rz
FIG. 19 FIG. 20
S
—_x
737.5::1 s

738. Sea f(z) una funcién racional sin polos en parte positiva
del eje real ni en el punto z=0 y tal que f(z2)=0 (-l—) para z— oo.
Demuestre que

C_feydx i@
5 ln':+ﬂ' ZIES [anz— ] =a,’

donde a,=— 1, mientras que a,, a,, son los polos de la
funcién ;(z) diferentes de —1,y Lnz= lntz[+ iargz, 0<argz<2m.

! f(2)
Sugerencia. Considere la integral 2—m.‘5 mdz. donde C es el contorno

indicado en la fig. 2I.
En los problemas 739—741 calcule las integrales considerando
que a>0 y que n es un nimero natural.
dx .
L 1}§ (xFa)(in*x+n¥) °*
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R dx
2J§rxm'

0 dx
740. US(X'+‘3‘-)[|“'-T+{2!I+1}':( ] .

Sugerencia. Considere la integral
i i s 1 & i ~
204 | Tnz—@n+Dai " Lnz—@n—1)ni ' *°" " Lnz+(2n—1)mi

donde el contorno C se indica en la fig. 21 y la rama "de Lnz se escoge igua
que en el problema 738.

FIG. 21

R dx
741. §(x‘+a=}(tn=x+4nii') :
Sugerencia. Considere la integral

1 1 1 1
§z'+a‘[l.nz——-2m{ : an—(?u—mm"l’ ~otg z+(2n—2)m‘]dz'

donde el contorno C se indica en la fig. 22 y la rama de Ln z escoge igual que
en el problema 738.

742. Sea f(2) una funcién racional que no tiene polos en el
contorno no cerrado C que empieza en el punto a y termina en el

punto b.
Demuestre que

(1@ dz=3 res[f@) Ln :::] +res[f(z)Ln ;:ﬁ],“-
c
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donde la suma se efectiia respecto a todos los polos de la funcién
f(2) diferentes del oo (la rama uniforme del logaritmo fuera de C
se escoge arbitrariamente).

H

F1G. 22 FIG, 23

Sugerencia, Considere E,! (z) Ln £

= dz, donde el contorno I', que limita un

recinto biconexo, se indica en la fig. 23.

En los problemas 743—748 halle las integrales dadas conside-
rando que a es un nimero real.

v e9x dx
M. | @anern 0<e<?.

-
£
Sugerencia. Considere la integral S“,—_Ff)%q_—ﬁdz donde C es el rectan-

gulo con vértices en —R, R, R+2ni y —R +2mi.

sen ax dx
744. §W

galz dz

, donde el contorno © se indica
shz

Sugerencia. Considere la integral g
c

en la fig. 24.

=

" cos ax dx
M. | 2



T dx T ch
743.05-’5%. 741. 5‘ & fx(—n < a < ).

chnx
; e?fdz
Sugere wia. Haga uso de la integral S TR donde C es la frontera del
i
rectingulo—a=Rez=Sc, 0=<Imz<1.
¥
27l
| ; l
—_— — -
-2 0] [ L
FIG. 24

T

xsen xdx
748, 5 1+at—2acos x (a>0).

zdz

, donde C es la frontera
a—e-1*

Sugerencia. Haga uso de la integral 5
c

del rectangulo —m==Re z==mn, O0=1Im z<<h, y pase al limite para h — co.

INTEGRALES RELACIONADAS CON LA FORMULA
DE INVERSION DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

Desde este momento y hasta el final del parédgrafo se supone
que >0 y que C, es la recta Rez=a >0, recorrida desde abajo
hacia arriba, con la particularidad de que « se ha escogido de
manera que todos los puntos singulares del integrando se encuentran
a la izquierda de C,.

749. Demuesire que, si f(z)— 0 para Imz— + o0, o, <
Rez<Ca, y la funcion f () es analitica en la franja a,<CRe z<Ca,,

entonces la integral S‘ f(z)dz, donde C es la recta Re z=a, no
c

depende de como se escoge « siempre que o, =< o < o,.

En los problemas 750 —755 halle las integrales (n es un nimero
natural}).

1 el dz 1 12 dz
750. ])_ERESW:Q) WS_;,H_IU::‘,;M,).
€y ¢,
1 et dz i el dz
751, 5t §#j.+l 752. WS‘:!Tl

7 3ak. 1032 a7



1 zeft dz |
)Wc 271 T:E’§ 28 (221 1)
L] 1

753. dz

1 est dz 1 t7dz
754. HLS (z—a)(z—b) (z—¢) ~ 755. '7_1'u'§z(z+l] in @an)
k] 1

756. Empleando la identidad I' (z) I' (1 —2) = se“nz (véase la obser-

vacion al problema 7l8} demuestre que para Re v << 0 se tiene
{" e*dz 1
2nl .) 2+ T (vf1) ’

donde el contorno y se mdlca en la fig. 25.
¥
— %; T
FIG. 25
efdz
Observacién. Como la integral — 2m —Zv+1- converge también para Rev=0,

Y
prolonga analiticamente W en todo el plano.

757. Demuestre que para Rewv >—l se tiene
eftdz
En los problemas 758 — 769 halle las integrales dadas.
1 eftdz | o | [ _eftdz 1 [ _etd:
758. 1) oer { e 8 o FV:‘-ﬁ‘ 759, 5 fzyl__H :

e"’dz l e%t (1 4-e—"2)
760, o [ wTovers 1w _[iz’-%l dz.

ot (| —e-92)2 e dz
762. 2m5“—"az(a>0) 763. §z“ Srtas (a> 0).

Sugerencia. Haga uso del desarrollo

-l—%i =14 | -5
% 1 e‘z—x'l"'a_
764. H[-——g— dz(x > 0).
Cy
Sugerencia. Sustituya C; por el contorno indicado en la fig. 26.



2l ) rzshal z L4
L]
al

765.'—§M~Ldz(a>r>o). 766. L,[-'"“t—”‘"dz.

737.31?&“1:1 (3£1)dz. 768, Edf_iiz;dz{a?m-
L] 1

Sugerencia. Cambie el orden de integracién.

N\

FIG. 26

bz 2
769. 5— S'—'?-dz Se"“”“dx(a >0 y b es un nimero real).
o

1
—-uT

Sugerencia. Haga uso del hecho de que S‘ 5 dz=0 para u > 0.

Cy
770. A partir del desarrollo en serie de la funcion de Bessel

_ o~ (— 1) 2 Ytk
J‘(z)_k=okll‘(k—}-v+l) (?)

demuestre las representaciones integrales (y es el conforno indicado
en el problema 756):

zt

e [ = (2)

z

t—'— AR ]
I e & = —)
) WS—-dg (z J,(2) (Re v> —1).
St
Sugerencia. Desarrolle en serie la funcién e 4% y haga uso de las soluciones
de los problemas 756 y 757.
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771. Demuestre que para Re z > 0 se tiene
J, {z)=%-je‘= sen-ivt gL,
r
donde T' es el contorno indicado en la fig. 27, y deduzca de aqui

que, siendo n un nimero entero o cero, se tiene
E

J,,{z}:-lf-l-lgcos(zsen?;—nc) dt.
[H]
¥
-7 L AT
—_—t oL
]l
FIG. 27

En los problemas 772—774 halle las integrales que contienen
las funciones de Bessel.

«

772, Se-".f,, (f)dt (Rez >0, n es un nimero entero).
0

Sugerencia. Haga uso de la representacién integral del problema anterior
y cambie el orden Se integracion.
773. 1) SJ,(ai}cosbidl’; 2) SJ,,{at}sen bidf (a y b son numeros
] i
positivos).
L -V""'__"
774, { pyenty ol .
‘ocos X Yi—a de(t > |b))
Sugerencia, Haga uso del hecho de que

uti?
—_— — B —
sen uf nt Y o1 e 42
PR ‘/2:: $o Wy m =5
2 2
g =z
(véase el problema 770) y cambie el orden de integracidn.

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE INTEGRALES 1)

775. Sea @ (2) una funcién analifica que a la izquierda de C,
tiene solamente un nimero finito de puntos singulares, todos ellos

1) Acerca de esle grupo de problemas, asi como acerca de la aplicacién de las
estimaciones asintéticas y de otros métodos para obtenerlas, véase, por efemplo,
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polos, y tal que g (z)— 0 para z— ooy Rez<Ca. Sea
1
) =5 § et 0 @) dz.
4
Halle lim f(#). Considere diferentes casos de la distribucion
f-sm

de los polos respecto al eje imaginario.

Sugerencia. Haga uso del lema de Jordan (véase el problema 402).

776. Sea ¢ (z) una funcién analitica que a la izquierda de C,
tiene un namero finito de puntes singulares y tal que ¢ (z)—0
para z—oo ¥y Rez<e.

Demuestre que para grandes valores de f tiene lugar la igualdad
asintotica

o § etg (2)dz~ D res [ ¢ (2)],

donde la suma se extiende a todos los puntos singulares de ¢ (z) de
parte real no negativa.

Observacién. Las funciones f(f) y F(f) son asinfdticamente iguales para
t—af(f) ~ F (0], si lim L84
w[f (£) (3] A lim =1,
777. Analice el comportamiento asintético para {--» o0 de la
funcion
est dz

1
f(!)=;m§ Azt ap (Rea > 0).
778. Halle la expresion asintotica para ¢ —oo de la funcién

F(f)= RN zezr-—]/“z_’ +2az
2 " {2z —wi) V 22 2az

dz (0w >0, a >0),

donde V'z*+2az >0 para z > 0.

Sugerencia. Sustituya el contorno C,; por el contorno indicado en la fig. 26

?’ demuestre que las integrales a lo largo de los arcos de las circunlerencias y a

o largo de la parte negativa del eje real tienden hacia cero cuando { — o0,
L)

o ¢, e e
La serie E z—’:’] se |lama desarrollo asintético de la funcién f (2) para 2 — oo,
=0

zh

k
si lim 2% {f (z)—z E‘E‘:}-—'O (f=0, 1, 2, ...). (jEsto no implica la convergen-
Fionm =0

cia de la serie!)

[2, cap. V, § 3]; B. A. ®yke u B, H. JlesuH, QyHKUHH KOMNACKCHOrO MepeMek-
HOFO H HeKOTOpble HX npuaoskenns, Nocrexwanar, 1951 (Fuks B. Ay Levin V. [,
Funciones de variable compleja y algunas de sus aplicaciones), cap. IV,
M. A. Eerpados, AcumitoThyeckne ouenku W ueawe qyuxuwn, Puzmarrua, 1962
(Evgrdfov M. A., Acotaciones asintéticas y funciones enteras).
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Con frecuencia se consideran también desarrollos asintéticos de tipo mais ge-

neral. Sea {g,(z)} una sucesién arbitraria de funciones tal que lim q—;-‘-’-%:Tzzzﬂ
F ) n

y sea {p.,, {z)} una sucesion que verifica las condiciones

1 B+ (z)z , | B (2)
z_.n:, qn (2 . 2w | Tn (2)

-
La serie E Cpltn (2) se llama desarrollo de la funcién f(z):

n=0
f(z)~ 2 Cpbp (2).
n=0
i k
3 P, o =0 = R
st tim o 1@ Z.oc.,u,.(z)] T R

Con frecuencia a titulo de la sucesion {p, (z)} se escoge la sucesion {1270},
donde @, son nameros reales positivos que tienden monétonamente hacia el eo.

779. Demuestre que para x >0

T e-xt I on)!
51%-7"““’?"?"‘?"‘""i‘('"l)"?(*:ﬂ

Sugerencia. Haga uso de la igualdad

1
T

y estime el resto.

(__l)ﬂ+ lg2n+2

St — L (— 1) L EL

780. Demuestre que para x > 0

T ex—t i I 2 . Al
5 dt e~ — e e (D

Sugerencia. Integre por partes y estime el resto.

781*. Demuestre que para x >0

T e-x—t S o (n—1)! \
S ; dt~—(7+-ﬁ+;§— R TR I

X

-x
donde la integral se entiende en el sentido del valor principal.
782. Demuestre que para valores reales de x
-«

e-1'dt Vi o@2a) 1
T oo o 32 2anp| xin+1
n=0

-
donde la integral se entiende en el sentido del valor principal.
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783. Demuestre que para valores reales de x

[ tre=1P I atny 1
hg ki dr~—ﬂ-zl F(T)F (@>—1, p>0),
donde la integral para x>0 se entiende en el sentido del valor

principal.
784*. Demuestre que

¢ Vi 11,13 135

1 n . L T3
{e-rdtm Yrie' (g—gatms—mat )
u

donde los signos 4+ 6 — se toman segin sea Rez >0 o Rez <0
respectivamente. Si Rez=0, el sumando que antecede al parénte-

sis puede ser omitido.
785. Halle el desarrollo asintético de la funcion
1 ( e*tVzd:
[ =553) Zgar ©@>0)

Halle también el desarrollo de f(¢) para pequefios valores de f.

e

_

Y
" .
7Tz

o

—

FIG. 28

Sugerencia. Sustituya C, por el contorno indicado en la fig. 28. Para obte-

o«
—-xt "/
ner el desarrollo asintético de la integral J'e_r‘:‘dx haga uso de la sugeren-
0
cia al problema 779. Para valores pequefios de f es necesario escoger C, de ma-

1 i
nera gue e sea mayor que @ y desarrollar Tror en serie.

786. Demuestre que
-]

2 (4n)!

m § e e—se(t—5) ~ 7 S )

n=0
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787. Halle el desarrollo asintético de la funcién

F) =5 [ =%~ (292 >0 para 2> 0).
‘j.:z ( l+zT)

Obtenga también la férmula de aproximacién de f(f) para pe-
quefios valores de f.

P S

e v
_L‘_.
C)

~—

L]

FIG. 29

Sugerencia. Para obtener el desarrollo asintético, sustituya C, por el con-

1, iV3 _1L_iV®
torno indicado en la fig. 29, donde z‘=_?+T Y y=—g———-
Para valores pequefios de ! es necesario escoger la abscisa de la recta C, mayor
que la unidar?.

§ 5. DISTRIBUCION DE CEROS. INVERSION DE SERIES
TEOREMA DE ROUCHE

En los problemas 788—790 halle, empleando el teorema de

Rouché, el niimero de raices de las ecuaciones dadas pertenecientes
al circulo | z| < 1.

788. 2 —22* 422 —8z2—2=0.
789, 22°—2° 132 —24+8=0. 790. z'—52¢4-2*—2=0.
791. Demuestre que, si en todos los puntos de un contorno C
es vélida la desigualdad
[asz*| > |gg+ay2+. . . +apy2* '+ pi 22 4. F0,27,

el polinomio a,+a,z+...+a,z" tiene & ceros eri el interior del
conromo C, si el punto z=0 se encuentra dentro de este contor-
nd, y no tiene ceros, si este punto se halla fuera del contorno C.

792. ¢Cuéantas raices de la ecuacién z*—5z-+ 1=0 se hallan en
el circulo |z| < 1? ¢en el anillo 1 < |2]| < 2?
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793. ¢Cuantas raices de la ecuacién z'—8z--10=0 se hallan
en el circulo }z} < 1? gen el anillo 1< jz]< 3?
794. (Cuantas raices tiene en el circulo |z| <1 la ecuacién

" fagat ozt a,=0,

siendo |e&,| > |, | +]a, |+ 1 (#n es un nimero natural)?

795. ¢Cuéntas raices tiene en el circulo |z] <1 la ecuacion
£—@(2), si para |z]<C1 la funcién ¢ (2) es analitica y verifica la
desigualdad |p (2)] < I?

796. ¢Cuantas raices tiene en el circulo |z| <1 la ecuacion

ef—4z" | 1 =0 (n es un nimero natural)?

797. ¢Cusntas raices tiene en el circulo |z[ < R lla ecuacién
e =az" (n es un numero natural), siendo [a| > e?/R"?

798. Demuestre que la ecuacion z=i—e % (A > 1) tiene en el
semiplano de la derecha una raiz dnica (y ademas real).

799*. Demuestre que para p >0 tan pequefio como se quiera
todos los ceros de la funcion,
1
alzn

L 1
B =1+ttbgm b+

perteneceran para n suficientemente grande al circulo |z| < p.
800. Demuestre que para p<C1 el polinomio

P.(g)=1-F2z+4322+ ... Fnz""?t

no tiene ceros en el circulo |z| < p siendo n suficientemente
grande.

Sugerencia, Haga vso del método de la solucidn del problema 789,

PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

801, La funcidn @(z) es meromoria en el recinto G y analitica
en su frontera C. Demuestre las proposiciones siguientes:

1} Si |¢{z)|<<1 scbre C, el nimero de raices de la ecuacion
¢ (z) =1, pertenecientes al recinto @, es igual al namero de polos
de la funcién ¢ (2) en el recinto G.

2) Si |g|(z) > 1 sobre C, el nimero de raices de la ecuacion
@ (z) =1, pertenecientes al recinto G, es igual al nimero de ceros
de la funcion ¢ (z) en el recinto G.

3) Las proposiciones 1) y 2) siguen siendo validas, si la ecua-
cion @(2)=1 se sustituye por la ecuacion ¢ (z) =a, donde |a|=1
en el caso 1) y |a|<1 en el caso 2).

802. Sea

P.()=2"+a '+ ... ta,
un polinomic que no tiene ceros en el eje imaginario.



Demuestre que el punto z recorre el eje imaginario desde arriba
hacia abajo, el incremento del argumenio de P,(z) es igual a kx,
donde % es un nimerd entero de Ja misma paridad quen y | k] = n.

Demuesire que epn estas condiciones el polinomio P, (z) tiene en
el semiplano de la derecha (n +k&)/2 ceros.

Sugerencia, Represente Pn(z) en la forma

P.,(zl=z"(1+‘-:—‘+-..+9ﬁ)

zn

y aplique el principio de) argumento al semicircule |z] < £, Rez> 0D para R
sulicienfemente grande.

803. Halle el nimero de raices del polinomio
z8 L 2% 1624 -5z |- Bz -4z 4 |
en el semiplano de la derecha,
804. Halle el nimero de rafces de la ecuacion
24228432 +21 2=0
en el semiplano de la derecha y en el primer cuadrante.
805, ¢(Cuantas raices tiene en cada cuadrante la ecuacién
224 —32° - 32' —z - 1 =07
B06. ;En gué cuadrantes se hallan las raices e la ecuacion
224204 224-3=07
807. Demuestre que el nimero de raices de [a ecuacidn
27 4oz 1 2 =0
(¢ y B son nimeros reales, &=40, p=:0; n es un nimero natural)
de parte real positiva es igual a n, si n es par. En cambio, si n
;S(in(‘l}par este namero es jgual a n—1 para = >0 y a n-1 para

Sugerencia, Considere el incremento de arg (2?0 +az® =14 %) couando el
punto z describe la frontera del semicircule de la derecha de un radio grande.

Cuando los coeficientes del polinomio
Po(y=zrtazn=t4 .. fay,2+ta,

dependen continuamente de pardmetros reales o y B, conviene, para determinar
la relacién entre los parametros y el nimero de ceros de P, (z) pertenccientes
al semiplano de la derecha, proceder del mode siguicnte (partiendo del hecho
de que todo cero depende continuamente de los coeficientes del polinomio):

Construir en e) plano @, B las curvas P, (it)=0 (T es un parimetro real),
es decir, las curvas para los puntos de las cuales enire las raices del polinomio
hay raices imaginarias puras (o cero). Estas curvas dividen el plano a, B en
recintos en cada uno de los cuales el nimern de ceros de P, {z) de parte real
ositivo es constante. Este namero se puede hallar tomando un punto arbi.
rario del recinto correspondienie y aplicando a él, por ejemplo, el métcdo del
problema 802.
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En los problemas 808—810 determine los recintos del plano a, B.
en los que es constante el nimero de raices de parte real positiva
del polinomio correspondiente P (z); halle este nimero m para cada
uno de los recintos.

808. P(z)=z"taz*+az-P. 809. P(z)=2*+az?+4 Pz 1.

810. P(z)=2"4(oe+P) 2* + (¢ —P) z .

811. Sea f(2)=P,(2)+ Qa(2)e~*%, donde 1> 0; P,(2) y Qa(2)
son polinomios primos entre si, con la particularidad de que
n>m, y f(z) no tiene ceros sobre el eje imaginario. Sea N el
numero de ceros del polinomio P,(z) en el semiplano de la derecha.
Demuestre que, para que la funcién f(z) no tenga ceros en el semi-
plano de la derecha, es necesario y suficiente que el punto

w= —%e‘“ envuelva en la direccion positiva N veces el punto

w=1 cuando el punio z recorra todo el eje imaginario desde abajo
hacia arriba (si P, (z) tiene ceros sobre el eje imaginario, es preciso
al desplazar el punto z por este eje, contornar los ceros de P, (2)
por la derecha a lo largo de unas semicircunferencias de radios
suficientemente pequenos).

En los problemas 812—814 halle, empleando el teorema del pro-
blema 811, en el espacio de los coeficientes a, b (es decir, en el
plano a, b) los recintos para los cuales todos los ceros de las fun-
ciones correspondientes pertenecen al semiplano de la izquierda,
suponiendo que T >0 y que a y & son nameros reales.

812. z+a--be ™. 813. 22} az | be~™.

814. z*4-(az L b)e ™.

815. Demuestre, empleando el teorema de Rouché, que si para
la funcién w=f(z) tiene lugar el desarrollo

f@)=w,teplz—z) ... (=0, 2=1)

en una vecindad del punto z,, entonces para r > 0 suficientemente

equefio existe un p >0 tal que cualquier valor ws=w, del circulo
w—uw, | < p se alcanza exactamente £ veces en el circulo |z—z,| < r
y, ademas, en puntos diferentes.

816. Demuestre, empleando el resultado del problema anterior,
que una funcién analitica posee la propiedad de conservar los re-
cintos.

817, Demuestre, empleando el resultado del problema anterior,
el principio de modulo maximo para una funcion analitica. Demues-
tre que este principio es valido para cualesquiera transformaciones
continuas w=f (z) que conservan los recintos.

818. Demuestre que, si en las condiciones del problema 815 k=1,
es decir, si f'(2,) =0, la funcién f (z) establece una correspondencia
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CONIOTME Y DIUMIVOCA EMile UNa VeCiuau SHupIeHienie conexa gel
punto z, ¥ el circulo |w—uw,| << p.
Sugerencia. Considere la funcién z=f-1(w) en el elrculo |w—w,| < p.

819. Demuestre que, si en las condiciones del problema 815
k > 1, la funcién w= f(z) transforma biunivocamente una vecindad
simplemente conexa del punfo 2z, en un circulo %-valente de centro
en el punto w,.

820. Extienda los teoremas demostrados en los problemas 818
y 819 al caso en que el punto z, es un polo simple o mualtiple de
la funcién f(z). -

821. Demuestre que, si el desarrollo de la juncién f(z) en una
vecindad del punto infinito es de la forma

Ay | Ay 4
F@) = A+ 33t 3k

existe una vecindad del punto infinito que puede ser conforme y
biunivocamente transiormada en un circulo univalente, si A, =0,
y k-valente, si A, =A,=...=4,,=0y A,=0.

INVERSION EN SERIES

822, Sea F(z)=z—a—uwf(z) y sea f(z) analitica en el punto
z=a. Demuestre, empleando el teorema de Rouché, que para |w|
suficientemente pequefio existe un circulo K de centro en el punto
z=a en el cual la funcién F(z) tiene s6lo un cero (simple). Pruebe
también que, siendo f(a) 540, cualquier punto de una vecindad del
punto z=a puede ser un cero de la funcién F(z), si se escoge con-
venientemente el valor de w.

823. Sea z==z(w) una funcién uniforme definida para valores
suficientemente pequefios de | w | mediante la ecuacion z—a—uwf (2)=0,
donde f(z) es analitica en el punto z=a y f{a}s= 0. Demuestre
que para |w| suficientemente pequefio y para toda funcién @ (z2)
analitica en el punto z=a tiene lugar el desarrollo

@ (3 o Wt dn
=0 (a1+§_‘l-,ﬁm (@ () [f (@)

Sugerancia. Si C es la circunferencia del circulo k en el que la ecuacién
z—a—uwf (z)=0 tiene solamente una rafz (véase el problema 822), tendremos

@) ! ’5; ®(E)

o @) 24, [—a—wf D
; Desarrolle ahora el integrando en serie respecto a las potencias de w y estime
el resto
824. Demuestre, empleando las denotaciones del problema ante-

rior, laférmula de Lagrange @ (z) =@ (a) +i -?-[4 dg;-_:l,- {@'(a) [f (3)}"}.
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Deduzca de ella, en particular, el desarrollo en serie de Taylor
para la propia funcién z=z (w).

Sugerencia, Aplique la solucion del problema anterior a la funcién
@ (2) [1 —wf* ().

825. Desarrolle en serie respecto a las potencias de w cada una
de las ramas de la funcién z (w) definida por la ecuacion w = 2z 4 23
(para una de las ramas z(0)=0 y para la otra z2(0)= —2).

826. Desarrolle en serie de potencias de w Ia rama de la fun-
cién z=z (w), definida por la ecuacion w= 2 ]. para la cual
z(0)=a

827. Partiendo de la definicion de los polinomios de Legendre

P,(2) a través de la funcion gcneradora V (véase el pro-

T—2zf 12
blema 492), demuestre que P, (2)= 2»;:1 dz" [(z — 1.

Sugerencia. En las condiciones del problema 826, aplique la férmula de
1 1 —z*

VI—tawtw? #—2az il

828. La funcion z=2z(w) se define en una vecindad del punto
w=0 mediante la ignaldad w--ze~?*. Desarrolle en serie de poten-
cias de w:

1) z(w); 2) eb=t=h,

829. Desarrolle en potencias de w la funcion z =z (w) definida
en una vecindad del punto w= 0 mediante la ecuacion de Kepler

z—a=wsenz (a0, =7, +2r, ...).

Lagrange a la funcién @ (2)=

830*. Determine el radio de convergencia del desarrollo de z{w)
ohlenido en el problema antierior para el caso en que a=mn/2.

831. Demuestre la siguiente generalizacién del tcorema de La-
grange. Sean f(z) y ¢ (z) funciones analiticas en una vecindad del
punto a y sea € una circunferencia de radio r y de cenlro en el
punto a tal que en todos sus puntos

|of (2} + Py ()| < r.
Si @ () es una funcién analitica de la unica raiz de la ecuacion
z—a—af{z)—fo(2) =0, se tiene
umﬁn dm+n—1

DO =@+ EE L0 @ @) (e @],

donde la suma se extiende a todos los valores de m y de n, a
excepeion de m=n=20.



CAPITULO V

DISTINTAS SERIES DE FUNCIONES
INTEGRALES PARAMETRICAS

§ 1. SERIES DE FUNCIONES

En los problemas 832—841 halle jos recinios de convergencia
de las series indicadas.

832. 2_0( fom) - 83 S: (L+5). 83 f_“ [zf_::_ﬂ'l

835. ze““" 836, 3 X142 gaq. L “'L". 838. Z‘
n=1 nz—.l n= 0

L3

zn - n
839. Z‘ 1—zi " 840. L [_] B41. 24] (44 z)(4+2%).. 442
T = =

=0

-
842*. Demuesire que siendo la serie X\ a, convergente, la serie
a=|

-
anz" ! . F \
Z converge siempre que |z|z£1; en cambio, si la serie

—zn

a

-3
a,zh .
Y a, diverge, la serie S* L . converge en el circulo de conver-

o=l _1

gencia de la serie Ea,,z" y diverge fuera de este circulo.
n=1

843. I} Desarrolle en serie de potencias de z la suma de la serie

halle el radio de convergencia de la serie obtenida.

._gn :

z :rMs



d Cild z
2) Demuestre que Z ‘P(“JT—_{":(T:'F para |z|< 1, donde
n=1]
¢{n) el la cantidad de los nimeros naturales menores que n y co-
primos de n.

Sugerencia, Haga uso de la conocida relacion de la teoria de los nimeros
segin la cual 2, @ (n)=m, donde n recorre los valores de todos los divisores
de m, incluyendo | y m,

@w | o
844. Desarrolle la funcién {(z) =3 =3 e-2Inn (Zeta es la
n=1 n=|
funcién de Riemann) en serie de Taylor en una vecindad del punto
z=2 y halle su radio de convergencia.

En los problemas 845—848 halle la suma de las series dadas
(|z]==1).

845. i(rﬁ—‘—;—ﬁ) .

= E4
S Z (1—zm) (1 —zn+1) *
n=1

Sugerencfa Multiplique el numerador y el denominador por (I —z2).
n—1

3 e 22
847. \ ——T 848, Zz”’__l &
n= on([ +4-22%) n=1

849. Demuestre las proposiciones:

o
1) Para que la serie an (z) converja uniformemente en el conjunto

F €s necesario y sufl{:lente que para todo e > 0 exista un niimero
= N (e) tal que para todo n > N, todo 2€E y cualquier nimero
n+p

2 f:[z)

natural p se cumpla la desigualdad

2) La convergencia uniforme de la serie Eif,,(z}f en el con-
. n=j

junto E implica la convergencia uniforme de la serie X f,(z) en
n=1

este mismo conjunto.

850, Halle los conjuntos en los que convergen uniformemente
las sucesicnes dadas:

1) {| {_zn}; 2) {Tz-"z'ﬂ?‘:}; 3) {Scli|ni}-




851. Demuestre:

Para que una sucesién {f,(z)} de funciones continuas converja
uniformemente en un conjunto cerrado y acotado E, es necesario
y suficiente que esta sucesién converja en todos los puntos de este
conjunto y que converja continuamente en todos los puntos de acu-
mulacion del conjunto E, esto es, que cualquiera que sea la suce-
sion de puntos z, pertenecientes al conjunto E y convergentes
hacia el punto z,, se tenga

lim f, (2,) = (20)

En los problemas 852—856 halle los conjuntos en los que con-
vergen uniformemente las series dadas.

852. i%(z"—{-—#). 853. ie"".

=1 n=g
854. Y e-vinn, 855, Y T 856 3 L
n=1 n=1 a=1

=
. i .
857. Demuestre que la serie Zi—, converge uniformemente en
n=1
el circulo cerrado |z|<II. ¢Convergerd uniformemente en el circulo
|z] < 1 la serie obtenida mediante su derivacion término por ter-
mino?

= — =1
858. Demuestre que fa serie Z‘—z]_i_’—n- converge uniformemente
n=1
en toda parte finita del plano de la cual se han excluido circulos
de centros en los puntos z=0, —I1, —2, ... y de un radio p fan

pequeiio como se quiera. )
Demuestre también que esta serie no converge absolutamente
en ningin punto.

-
. zn .
859. Demuestre que [a serie 2'? converge uniformemente en

n=1

= n

el intervalo (—1, 0), mientras que la serie 21%] converge en este
n=1

mismo intervalo pero no uniformemente. (Por consiguiente, la serie

-]
Z% no puede ser mayorizada en el intervalo (—I1, 0) mediante
n=1

una serie numérica convergente).

Observacion. Este ejemplo prueba que el criterio suficienfe de convergencia
iniforme de Weiersfrass no es necesario.
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860. 1) La serie zm converge absolutamente para |z| >

=0 y |argz|<<m/4 (estos valores de z no agotan todo el recinto
de convergencia absoluta que, como puede verse facilmente, se
compone del punto z=0 y del exterior de la lemniscata [ 1 4-2?|= I).
Demuestre que en el recinto indicado la serie converge no unifor-
memente.

Observacidn. Esto prueba que incluso la convergencia absoluta de una serie
en un recinto cerrado no implica la convergencia uniforme.

2) Demuestre que en este mismo recinto la serie i bent i
a aFaE

n=0
converge uniforme y absolutamente, pero no absolutamente uniforme
(es decir, la serie compuesta por los médulos no converge unifor-
memente).

L
861. Demuestre que, si la serie | f. (2} | converge uniforme-
n=1

mente en todo recinto cerrado, interior de un recinto G, la serie

2| (2)| posee la misma propiedad.
n=1

§ 2. SERIES DE DIRICHLET

- -]
La serie de tipo Ea,,e'l"’, donde a, son coeficientes complejos y Aq
A=1
son numeros positivos tales que
AM<h< ...y limh,=,

LEX

se deromina serie de Dirichlef de exponentes positivas.

862. Demuestre que, si la serie de Dirichlet converge en el
punto z, =.ux, iy, también converge en todo punto del semiplano
Rez = Rez, siendo ademis esta convergencia uniforme en todo
angulo |arg(z—2z,) | << 0 < /2.

Sugerencia, Aplique la transformacién de Abel a la suma

q q
D ae?n?— Pa e tate p-talz-z)
n=p n=p
y haga uso de la desigualdad (a < b, z= x| iy)
-3
z S e=+tdy

2
le=es—e=t7|= él—xl—(e'"—e-*’x).

" En_relacién con el ciclo de problemas que se ofrece véase, por ejemplo,
[1, cap. 1V, § 2, n°2].
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863. Demuestre que, si la serie de Dirichlet converge absoluta-
mente en un punto z= 2z, también converge absoluta y uniforme-
mente en el semiplano Rez = Rez,.

De los teoremas enunciados en los problemas B62 y 883 se deduce que el
recinto de convergencia de la serie de Dirichlet (sl es que existe) es un semi-
plano Rez'> x.(x.==—o0), mieniras que el recinto de convergencia absoluta
(si es que existe) es un semiplano Rez > x, (x, =— ), con la particularidad
de que la serie 0 bien converge absolutamente en foda la recta Rez=x, o bien
no converge absolutamente en ningon punio de esta recta. Los nimeros x. y x4
se llaman respectivamente abscisa de convergencia y abscisa d2 convergenciu abso-
tuta de la serie de Dirichlet.

En los problemas 864—870 halle [a abscisa de convergencia
(x,) y la abscisa de convergencia abscluta (x,) de las series dadas.

864. ZE_""e“z’"_ 865. Zt:niﬂ e~-zininn

n=0 n=s
2 (_”n =zinlnn

866. L Vi p-zinina,
n=z
i -

B67. E(._l)ne-atnlnn. 868. Z(—l]"é‘“““".
=3 A=l

869. E%c—‘ ne 870, Ze"‘ —znt,

" Aa=0

1

871. Demuestre que siendo limh;\—"=0. se tiene

.

= x, = Ifm Jlent
- 00 n

Xe

iy

872. Demuestre que siendo Tim 5= =1, se tiene x,-—x, <C[.
Hewm it

En los problemas 873-—877 analice la convergencia de la serie
de Dirichlet en la frontera del semiplano de convergencia.

! o
B73. Z(__])Plg—zlnn' 874. E %E"’“",

a=1 n=1

875. i?ll‘?'"- 876. )E‘_',’" e,

L

n=1 n=|
( —In
s77. 307

Sugerencin. Véase el problema 449,

En los problemas 878 y 879 se consideran series de Dirichlet
de exponentes complejos.
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878. Supongamos que los niimeros A, verifican las condiciones

lim?—”:ﬂ y lim Inla,|

n-—-o n n-—-o n

=k < oo.

Demuestre que para & <C arg A, << P la serie de Dirichlet conver
absolutamente en todo punto z=x{iy, para el cual se cumple
la desigualdad xcos@—ysenp—k >0 cualquiera que sea ¢ de
[e, B] y diverge en todo punto tal que para todo @ de [a, B]

xcosqp—yseng—k < 0.

879. Sea dada una serie arbitraria de Dirichlet X a,e—*?. Sea

n=1
— Inla,, | .
k(yp, o) _;EE.TW y k(cp)—Lll'l}k((p, @), donde {m,} es la suce-
sibn de todos los indices para los cuales ¢ —a<Cargh, <¢-+«
(si no existe una subsucesiéon {n,} tal que limargh,, =¢, debe

tomarse k(p) =—oc).
Demuestre que siendo limh;t—nzo, la serie converge absoluta-
n

mente en el interior del recinto G cuyos puntos z=x+ iy verifi-
can para todo ¢ la condicion xcosp—yseno—#k(p) >0 y diverge
en todo punto que se encuentra fuera de G.

§ 3. INTEGRALES PARAMETRICAS

CONVERGENCIA DE INTEGRALES

880. Demuestre el teorema:

Sea C un contorno simple (cerrado o no cerrado) de longitud
finita y sea f(r, z) una funcién analitica respecto a la variable z
y confinua respecto a T para todo z de un recinto D y para todo
punto t perteneciente al contorno C. En estas condiciones, la fun-

cion representada por la integral F(z]=Sf(t, z)dt es una funcion
c

analilica de la variable z y

Frzy=\fi(x, 2)dr.

2
Si la integral Sf{-r. z)dt es impropia, es decir, si el integrando es discon-
4

tinuo para algunos valores aislados T € C o el contorno de integracion contiene
el punto infinito, la definicién de convergencia y de convergencia uniforme de
tal integral es completamente andloga a las definiciones correspondientes que se
dan en el curso de anilisis matematico.
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881. Demuestre que para la convergencia uniforme de la integral
S,F(r. z)dt en un conjunto E respecto a un punto 1,54 00 del

zontorno C es necesario y suficiente que cualquiera que sea e >0
exista un namero &(e) tal que

(Fn 2)ar|<e

Cﬂ
para todo punto z del conjunto E y para todo arco C, del contorno
C que pertenezca a una 6—vecindad del punto 7, y que no con-

tenga este punto ni en su interior ni en sus extremos.

882. Enuncie y demuestre un criterio analogo de convergencia
uniforme de la integral en el caso en que 1,= oco. Considere los
casos en los que el contorno C no es acotado en una o en ambas
direcciones.

883. Demuestre que la integral S f(r, z)dr converge uniforme-
é

mente en un conjunto E si |[f(r, 2)|<C|¢ ()| para todo punto 2
del conjunto E y si S]\p{-c)jdt converge.
é

884, Sea f(r, z) una funcion analitica respecto a z y continua
respecto a t para todo punto z perteneciente a un recinto D y para
los puntos t pertencienetes a un contorno C, salvo algunos puntos
aislados del dltimo, donde las condiciones requeridas g: la funcién
f(x, z) se alteran o bien para todos los punios z o bien para algu-
nos de ellos.

Demuestre que, si la integral impropia

F@={f@ 2)a

c

comfergl:: uniformemente en el inferior del recinto D (es decir, en
todo subrecinto cerrado del recinto D), la funcién F (z) es analitica y

F' (@)= § 2L,
siendo la Gltima integral uniformemente convergente en el interior de D.
En los problemas 885—892 halle los conjuntos en los que con-
vergen uniformemente las integrales indicadas.”

885. I'(z) = S fr-1g=tdt ($7~1 =el~1)Int), 888, Se‘"' dt.
? 9

887. 5“:“-—,—‘&. 888, 5“—";,5;1:. 889, iw;"dt.
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e+l "3! I-‘-Hue"
890. o 3: $-dt(c0). 891. S - dt (c0).
t+ilm :
892. S Zdt (c#0, 2t=ethnz),
e=lw
INTEGRAL DE LAPLACE
La integral de tipo

fetzjwat, )
1]

donde la funcién f () es inte%rable en el segmento [0, a] para cualquier posi-
tivo a < w, se llama integral de Laplace.

893. Demuestre las proposiciones siguientes:

1) Si la integral (1) converge en el punto z=z, converge en
el semiplano Rez > Rez, siendo la convergencia uniforme en el
4dngulo |arg(z—z,)| <0 < /2.

2) Si la integral (1) converge absolutamente para z—=z, con-
verge absoluta y uniformemente en el semiplano Rez = Re z,.

3) Si Tim M‘E—“”:ﬁ, la integral (1) converge absolutamente
[ ]

en el semiplano Rez >P y uniformemente en todo semiplano
Rez=Pp+e(e >0) (construya un ejemplo de una integral de La-
place que sea absolutamente convergente en todo el plano y para
la cual B =o0).
4) Si limwza, la integral (1) no converge absoluta-
L]

mente en ningin punto del semiplano Rez < a.

De los -teoremas, enunciados en el problema 883, se deduce que los recintos
de convergencia y de convergencia absoluta de la integral de Laplace (si es que
estos recintos existen) son unos semiplanos Rez > x, ¥ Rez > x4 el nfimero x,.
se llama abscisa de convergencia y x, se llama abscisa de convergencia absoluta de
la integral de Laplace.

En los problemas 894—900 halle x. y x, para la integral

§e-#f(1)dt, donde f(f) es la funcion dada.
(1]

894. f(t)=1. 895. f(f)=et". 896. f({)=e".
e~ para 0<t < InIn3 vy
Inln2k <<t <Inln(2k41) (=23, ...)
897. F(t)=q _ p-r para Inin (2 1)</ < InIn(2k42)
F=112; ).
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v para 0<{f<Inin3 y Inln2k <<t <
898. f()=] <Inin(2k+1) (k=2 3, ...)
1
—e** para Inin(2k+ 1)< < Inin (2k+ 2)
(=1, 2 ...)
e para 0<f<Inin3 y Inin2k <<t <
<lInln(2k+1) (k=2 3, ...).

899. [()={ _o¢ para Inln(2k+ 1)<t < Inln(2k +2)
k=1,2, ...).
f et para In(2k— 1)<t <<In2% (k=1, 2, ...)
000 “”‘1 —et para In2k <<t < In2k+ 1) (k=1, 2, ...).

En los problemas 801—804 analice la convergencia de las inte-

grales de Laplace Se"’f (tydf en la frontera del semiplano de con-
6
vergencia.
901. f(f)=1. 902. f({)=0para 0<"¢<1I, f{f)=1/f" parat > I.
903. f(f)=0 para 0<CE<C 1, f(f)=1/tf para ¢ > 1.
804. f()=0 para =0, f(f)=1 para 0< <1 y para ¢t >1
f () se define del modo siguiente:
fO)+1, si (2B—1)* <t 1< (28)
FEFTD =Y pi0—1, si @pP<i+1<(@r+1) k=1, 2, ...).



CAPITULO 1V

PRODUCTOS INFINITOS.
FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS

§ 1. PRODUCTOS INFINITOS

En los problemas 905—911 demuestre las igualdades dadas.

I | 1
905. H,(l'"n_*):?' 908. 1‘[1( ; MH?)} _9.
= a4 1 ) |
L 80 s Bl H.( ) =%
T ond—1 _ 2 m (—+1]
900. IT 7 =5 . oto. E.[“"TJ_L
il 12 . 5 1
911. 1:[1 :{ r =e¢, dond C=nlinl (kz T——Inr:) es la cons-
n= 2 X =y

tante de Euler.

912. Demuestre que [ cos =
a=1

Sugerencia, Demuestre primero la identidad
" &
senqz:Q*senE-H S o -

913. Usando la solucion del problema 912 demuestre que
2 2

V2 ) g +V—2—1/2+V-2—V'5 e

914*, Demuestre la férmula de Wallis —=H (

.1.!:.\
—I
—
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915. Demuestre que, tomando como de costumbre —n < arg p, <<m,

el producto infinito 1I . converge y diverge a la vez que lz serie
=1

> Inp,.

a=jy

916. Examine si sigue siendo vélida la afirmacion del problema
anterior cuando se conviene en que

1) 0<Cargp, < 2m;

2 a<argp,<<a-+2n(—2n<<a<0).

917. Demuestre que para la convergencia absoluta del producto

infinito I (1 +a,) (es decir, para la convergencia absoluta de la
n=1

serie ) In(l+4a,) es necesario y suficiente que la serie > a, con-
verja al;so'lutamente '

918. Los productos II Pa ¥ H q, convergen. Analice la con-
vergencla de los productos

1) ,.I=I. (Patdn): 2) "l;[l a4 3) I paga 4 IL 22 -

En los problemas 919.—923 investigue la convergencia y la con-
vergencia absoluta de los productos dados.

919. IT {1 +“'ﬂ£] . 920. JT nt-v",

n=1 n=1

921. fI [l =0 J(p>0}. 922. nﬁ;(l+':_’) (p > 0).

n=1

923. II cos z,, si se sabe que la serie ) |z,|* converge.

n=1 n=1

924. Demuestre que en el interior del circulo unidad
T . 1
!slu(l—'_z‘):—;l—z '

con la particularidad de que el producto converge absolutamente.

En los problemas 925—833 halle el recinto de convergencia de
los productos.

925. fI (1—27). 926. fj (1 +3) . e I (1——.-) .

n=t

928. TT 1 [ (1-——) ] . 929, ﬁ1[1+(1+%)"‘zn] )

n=1
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930. IT cos=-. o31. [T —2-. 932. [] (1+ ’)e‘T.

n
n=1 — n=1

933. II (1 +c,2), si se sabe que la serie 3 |c,| converge.
n=1 a=1

934. Demuestre que el producto

I [1+557] @ merinm)

a=1 A
converge en el semiplano Rez > 1/2 y converge absolutamente en
el semiplano Rez > 1.

935. Sea {f,(z)} una sucesién de funciones analiticas en un

recinto G, con la particularidad de que todas estas funciones, a ex-
cepcién de un nimero finito de ellas, no se anulan en el recinto G.

Demuestre que la funcién F(z)= ][] [14F.(2)] es analitica en el

recinto G, si |f,(z)|<a, para todo z€ G, donde «, no depende de

w
z, y si la serie X a, converge.
na=1

En los problemas 936—939 se establecen algunas de las propie-
dades de la funcion Gamma que se desprenden de su definicion
como limite de un producto infinito (véase, por ejemplo, |1, cap.
VII, § 4] o [2, cap. VII, § 1.

936. Demuestre que el producto

I(z+ l)="11;% ("+I)’((fr_l)'=ez |n"_:_)

n

converge absolutamente en todo el plano, a excepcion de los valo-
res de z iguales a los nimeros enteros negativos, y representa una
funcién analitica en todo el plano, salvo los puntos z=—1, —2, ...

937. Demuestre la formula de Euler

= |i nl n® —pzlinn
F@=lim eivery —arm =2""
y pruebe que:
) I'(z+1)=2I'(2);
2) I'(m+1)=ml!, donde m es un niumero natural.
938. Demuestre que

n(@+Ptn) _Tlat)0G+1) g
i@t @rn—  @rprn  (mBE—L =2,
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939. Demuestre la formula de Weierstrass

rarp=e Il (142)e 7
T'(z+1) P K n '
donde C es la constante de Euler.

Sugerencia. Haga uso de [a solucion del problema 911.
940*. Sea p,, py, .-y Py ... la sucesién de todos los nimeros

(p,=2, p.=3, py=5,...) y sea C.(s)—z:r‘(u s—e-slt 1) |a

funcién Zeta de Riemann analitica en el semlplano Res > 1 (véase
el problema 844). Demuestre que:

i
D R sa———
11 (1—::,,*}
=y
2) la funcion [ (s) no tiene ceros en el semiplano Res > 1.
Observacién. Existe una amplia bibliografia dedicada al estudio de la funcién

Zeta. Véase, por ejemplo, la monografia: E. €. Titchmarsh, The theory of the
Riemann Zeta-function, Clarendon Press, Oxford, 1951.

-~
941*. Demuestre que la serie 2 ;]h, donde {p,} es la sucesion
a=1""

de los numeros primos, diverge.

§ 2. DESARROLLO EN SERIES DE FRACCIONES SIMPLES Y EN
PRODUCTOS INFINITOS. SUMACION DE SERIES

942. Sea [(z) una funcién meromorfa de polos simples en los
puntos a,, a,, ..., a,, ..., donde 0 < |a,|<|a,|<C ...y lima,= oo,

Sea A, el residuo de [a funcién f (z) respecto al polo g, (n=1, 2,...).
Supongamos que existe una sucesion de contornos cerrados C, que
verifica las condiciones siguientes:

1) C, no pasa por ninguno de los puntos a,;

2) cada contorno C, esté contenido en el interior del contorno C_,, ;

3) la distancia minima entre el contorno C, y el ori de coor-
denadas (designémosla mediante R,) crece sin limite cuang:n m—s 00}

4) la razoén entre la longitud L, del contorno C, y R, se man-
tiene acotada, es decir, L,=0(R,);

5) mz:i?x |F(z)|=0(Ry) (la condicién 5 se cumple obviamente si

la iuncign-f (z) es acotada en todos los contornos C,).
Demuestre que en estas condiciones tiene lugar el desarrollo de
fa funcion f(z) en fracciones simples

f@)=F (0}+LA (Zta)
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¥ que la convergencia de la serie serd uniforme en todo recinto cerrado
que no contenga los puntos a,, si bajo el signo de la suma se agru-
pan los sumandos correspondientes a los polos comprendidos entre
G ¥ Cuvglham1, By}

Sugerencia. Aplique el teorema de los residucs a la integral

A s [ (E) af
LE—2

2mi |
Cm
y pase al limite para m — oo.
bservacidn. En relacién con diferentes generalizaciones del teorema enunciado
véase, por ejemplo, [I, cap. IV, § 4, n° 1].

En los problemas 943—950 demuestre la validez de los desa-
rrollos.

@ 9 1 s —])n
943. cth'——-;l'-i-Z_.;iﬁ;n.- 944. "I‘"=“‘+Z '(_'_ani:'

senz z 2"

(=) (2n—1)

= 2z 1
945, tgzzz (2n—n:=]' —. 946, m-Tz=u_Z—[——‘ (2,1_1):;]'-
H—ll—'z—- —iZ! =1 2%— —2—

IS 22 L1 e
947. ch—Z ’—[m—n.—;- 948. m=?+2 P i s
n=1 z34 #J n=1

z z , x\  2 1 - |
949. ——e,_]=1——2-4-";,1z——,,._|_4n,,nl . 950. ’E“"=u-2

_W(z — nm)t "

951. Sea f(z) una funcién entera de ceros simples en los pun-

tos a,,a,, ..., a,, ..., donde 0 <|a,|<|a,|<C ...y lim a,=oo.
- @

Supongamos que existe un sistema de contornos {C,} que verifica
las condiciones 1), 2), 3) y 4) del problema 942 y tal que

ax — | £ @]
Iﬁi’:_' @ | =0 Ra)-

Demuestre que en todo el plano tiene lugar el desarrollo

i), = 74 2
f@=f@er@ I (1—Z)en.

Oy

En los problemas 952—958 demuestre la validez de los desa-
rrollos.

@ z.

952. mz:z[}l(l—ﬂ—w).



953. cosz=][ {l __{'(ﬂ%-z_l)_ﬁ]’}

Ae=o
954. sh:z --:zl;,[1 ( ﬂ:zs)'
o55. chz=1II {1+ [25)

}.
956. e=_1=ze%nf;ll(1+4—:;_‘—,).

957, e _'ebz‘—(a—-b)ze! (a+b}zn [l _+_(a—b}’z’].

A2
) 4n3n

958. chz—cosz=2]] (l +4_:%}_

h=1

959. Sea f(z) una funcién meromorfa con un ndmero finito de
polos a;, a,, ..., a, que no coinciden con ninguno de los puntos
z=0, &1, 42, ... Demuestre que, si existe una sucesion de con-
tornos {C,} que tienden al punto infinito y tales que

lim S f(z)ctgnzdz=0, (N

nw® e

entonces 2 fln)=—mn Z res [f (2) ctg nz]z=a,.

960. Demuestre que, si en las condiciones del problema anterior
la condicién (1) es sustituida por la condicién lim “”ZMZ—O

o o CBETERE T
Cn

entonces

> (—l)"f(n)——ﬂzfes |£2]..

A==

En los problemas 961—968 halle la suma de las series suponiendo
que el nimero a es fal que ninguno de los denominadores se anula.

1 (—1)n o1
061 3 G- 902 E{a+n)"%3',§,m‘

964. E n,,a,. 965. CHE . eee. Y, L0

n=o0 n=0 _;;8_’_“8 o (2’!—'_”3 l

967. E T (k& es un natmero natural).

=1
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Sugerencia. Demuestre primero que, si z=0 es un polo de la funcién f(2),
la férmula para la suma de la serie establecida en el problema 859 sigue siendo
vélida, siempre que en su miembro de la izquierda la suma se extiende a todos
los valores de n desde— oo hasta4- oo, salvo el valor n=0. Para calcular

res [E;%r—z] i convierie emplear el desarrollo del problema 487.
]
b
968. D (—1)" g (—n < b < m).
ne=l

Sugerencia. Haga uso de la integral ze/b* dz (C, es un contorno
ug! ’ e g (@@—z%)sennz * "

del problema 960).
969. Demuestre que

n
Z (" —3)Vani—3

n=1

oc__1_|3

xcignx __I_ V3
a=m Vi dexq. = ctg [x(2—V3)].

FIG. 30

zelgmzdz
(22—3) V 4273

LY
contorno que limita el recinto biconexo indicado en la fig. 30.

Sugerencia. Haga uso de la integral [ , donde C, es el

§ 3. CARACTERSTICAS DE CRECIMIENTO
DE FUNCIONES ENTERAS Y

Sea f(z) una funcién entera y sea M(r)= 1Imilx |f(z)|. El namero
Z|=r

— Inln M(r)
p= lim e T

T se llama orden de la funcién entera.Si 0 < p < oo, el nimero
r - o

1} En relacién con los problemas de este parigrafo véase 5. A. Jlesuxn, Pac”
npefenenne KopHed uenmx dyurunft, Focrexuanar, 1956 (Levin B. Y., Distribu-
cién de raices de funciones enteras), asi como [I, cap. VII, § 1].
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a= lim

F—=m r
f(z) es una funcién de tipo minimal; si 0= co, se dice que la funcién f(z) es
una funcién de fipo maximal; si 0 < o < oo, se dice que la funcién f(z) es una
funcién de tipo normal.

fim M) & jjama tipo de la funcién. Si 0=0, se dice que la funcién

970. Demuestre las proposiciones siguientes:

1) Si p# 00 y 0400 son el orden y el tipo respectivamente
de la funcién f(2), para cualquier e > 0 se puede indicar un ni-
mero R (e) tal que para r > R son vilidas las desigualdades

M (r) P ErF+l y M (r) < ela+u) e,

Se puede indicar también unas sucesiones de nimeros {r,}
y |rn} convergentes hacia el infinito para las cuales

ME)>en™" y M(r) > eo-Drh,
2) Si para algin numero natural k£ se tiene
0< Tim M) < oo,
r o= m rk
f(z) es un polinomio de grado k (y, por consiguiente, existe
lim lni‘i’l).

rF - ® rk

Sugerencia. Haga uso de las desigualdades de Cauchy para los cocficientes
de la serie de potencias f(z)= 2 LE™,

n=0

3) Si f(z) es una funcién entera transcendente, se tiene

—
1§ n]M{r) =
nr

En los problemas 971—983 determine el orden y el tipo de las
funciones indicadas (n es un niimero natural).

971. c,2"4-¢, 2" ...+,

972. e22" (a > 0). 973. z"¢%. 974. ¥ —¢°

975. 252 32" 976, etr—N2 977. senz.

978. chz. 979. efcosz. 980. cosV z.

981*. E(T«'flnﬁ (m es un namero natural). 982. ¢,
n=n

1
083*. { e dz.
0

984. Una funcion entera f(z) es de orden p y de tipo
o (0 << o< 00). Demuestre que la funcién P (2)f(2)+ @ (2), donde
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P(z) vy Q{z) son polinomios cualesquiera, es también de orden p y
de tipo o.

985. Las funciones enteras f,(z) y f,(z) son de orden p, y p,,
p, 5= p,, respectivamente. ¢Qué se puede decir acerca del orden p*
de las funciones f,(2)f,(2) y [, (2)+[.(2)?

986. Las funciones enteras f, (z) y f,(z) son de un mismo orden p
y de tipo o, y o0, 0,50, respectivamente. ¢Qie se puede decir
acerca del orden p* y del tipo ¢* de las funciones:

) fi(@ [ (@) 2) fu(2)+Fa(2)?

987. Las funciones enteras f, (z) y [,(2) son de un mismo orden p
y de un mismo tipo 0. ¢Qué se puede decir acerca del orden p* y del
tipo o* de las funciones:

1) @ (2), 2) f(2) 4T @2
988*. f(2)= II(I— ) >0 (n=1, 2, ...), lim 2 =

n=1 n o= m
=a >0, Ilm -n-—ﬁ<m
n -
Demuestre que f(z] es una funcién entera de primer orden y que
su tipo o es tal que na << o< nf.
-]

989. f(z)-.]](l—--l—?) Ay>0(n=1,2, ...), 2k es un nd-
=1
mero natural. Demuestre las proposiciones:
1) si lim §=0. entonces f(z) es una funcién entera que crece

-+«

no mas rapidamente que una funcién de orden k y de tipo minimo;

2)si lim Z=oc0y 2‘ - <~ oo, entonces f(z) es una funcion

n-- m ,. n=1 |1
que crece no menos lentamente que una funcion de orden & v de
tipo maximo.

Sugerencia. Haga uso del método de solucién del problema anterior.

990*. Demuestre que el orden y el tipo de una funcién entera
no varian al derivar la funcion.

Resuelva los problemas 991—098 basindose en el teorema si-
guiente.
Si el desarrollo de una funcion entera en serie de potencias es

de la forma f(z) = E c,z", entonces el orden p y el tipo o de esta
funcién se determman por las igualdades

Hm &85, (m'p}'_’= Tim {n% Vel
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991. Demuestre que la funcién entera

-] A ”
FO)= X2 (4>0, a>0)

n=0
es de orden p= 1/ y de tipo o= AV=,
Sugerencia. Haga uso de la [érmula de Stirling
T (xnt l)=(u—v:>m Venan [1-]-0 (?I:_)] f

En los problemas 992—998 halle el orden y el tipo de las fun-
ciones dadas.

992. f(2)= f: (%) 993. f(2) = i ('“ ")%z" (@>0).

n
=3 =1
n

994. f(2)= 3. (R_IL_H)TZ» (@>0).  995. f(z)=§]n e=n'zn,

006. f(2)= X Tz (@>0). 097 fa= 3 L P

n=1 a=0

998. 2~/ (2)= E;‘% (v>—1; J,(2) es la funcién

de Bessel de v-ésimo l’orden')‘

Si p es el orden de la funcién entera f(z) (0 < p < ), la funcidn h(¢)=
= lim I_nLr(:ir_U se llama indicairiz de crecimiento de la funcién f(z).

F-®

En los problemas 999—1005 halle el orden p y la indicatriz
h(p) de la funcién correspondiente.

999. ¢°. 1000. ¢4 z% 1001, senz. 1002, cosz.

1003, chz. 1004. &*. 1005. “Vf:’

1006. La funcién entera f(z) tiene la indicatriz h(q) y P (2) es
un polinomio. ¢Cuél es la indicatriz A* (@) de las funciones

1) f[(2)+P(2), 2) f(2) P(2)?

1007. Sea P (z) un polinomio cualquiera. Dé un ejemplo de una
funcion entera f (z) (de orden finito diferente de cero), cuya indicatriz
h(p) es igual a cero en cierto intervalo, mientras que la indicatriz
de la funcién f(z)+ P (2) es negativa en ese mismo intervalo.




CAPITULO VII

INTEGRALES DE TIPO DE CAUCHY.
FORMULAS INTEGRALES DE POISSON
Y DE SCHWARZ

§ 1. INTEGRALES DE TIPO DE CAUCHY

La integral de forma
I (e(DdL

i) T—z
c

donde C es un contorno suave ! (cerrado o no cerrado) y ¢ ({) es una funcién
continua en el contorno C, a excepcibn, posiblemente, de un nimero finito de
puntos, donde tiene discontinuidades integrables, se llama infegral de tipo de

ndcleo de la integral. La

1
t—z
integral de tipo de Cauchy representa una funcién F (z) analitica en todo recinto
que no contiene puntos del contorno C. Ademds

F"ﬂ{:;:%’u‘—, “L_(ftl—)%—l. m

Cauchy. La Turcidn g ({) se llama densidad y

Supongamos que ¢ ({) verifica en el contorno € la condicién de Lipschitz de
orden @ (0 < =< 1) (brevemente, ¢ ({) € Lip ), es decir,
[P @) —® (L) | < E[E1—Lel®

donde los puntos §, y [, pertenecen al contorno C y & es una constanie. En
estas condiciones, si el punto {, del contorno no es un exiremo suyo, existe la
integral singular

1 (e()df

F(€0)=§m ;_;0'

definida como el valor principal de la integral de tipo de Cauchy.

1 Entendemos por contorno suave una curva slmrle (es decir, que no se
interseca consi mismo} con una tangente que varia continuamente y sin puntos
de retroceso, Cabe sefalar que las condiciones impuestas al contorno C pueden
ser considerablemente ampliadas. Véase M. H. [Mpusasos, Mpannunbie cpofictsa
auanHTHYecKHX Qyukuné, M.—J1., 1950 (Privdlov /. /., Propiedades de frontera
de funciones analiticas). Se pueden considerar también contornos compuestos

por upn nimero finito de contornos del tipo sefialado.
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Este valor princiral se puede expresar a través de una integral impropia
corriente mediante la férmula

1 o) —9(ty) I @ Loy 2—Lo
Fccoa=2—,‘;£—c_—h“-dc+?¢(;ﬁ+2—ng‘-1—na_—h- @)

donde los puntos agv b son los extremos del contorno C, si éste no es cerrado.
La rama uniforme de Ln se escoge de manera que en el caso de un contorno
cerrado (a=~5) el férmino con el logaritmo desaparezca y la féormula adquiera
la forma

F =5 § P9t 50 o @)
'c o

Si designamos mediante F* (Lo) y F- (Lo) los valores frontera de la inte-
gral F(z) de tipo de Cauchy cuando z — §o por la izquierda de C y por la
derecha de C respectivamente, tendremos de acuerdo con las férmulas de
Sojotski

; 1
F* (Lo)=F (to)+ 5 @ (L)

1 (3)
F= (Lo} =F (L) — 5 @ (o)
o bien

F (o) = [F* (To)+ F~ &)l
2

F* (Lod—F = (o) =9 (Lo)- @

Si C es contorno cerrado que se recorre como siempre, F+ ({) son los valores
frontera de la funcién F+ (z) gefinida en el interior del contorno (recinto D+),
mientras que F- (£) son los valores frontera de la funcién F- (z) definida en el
exterior del contorno (recinto D—)!. Véase, por ejemplo, [l, cap. III, §3] o
12, cap. II, § 3).)

1008. Demuestre que, si C es un contorno cerrado y la densidad

de la integral de tipo de Cauchy 0{2]:%5%@ puede ser re-
[

presentada en la forma @ (§)=@* (£)+ ¢~ (£), donde @* () v ¢~ ()

son los valores frontera de las funciones analiticas en el interior y
en el exterior del contorno C respectivamente, entonces

D+ (2) =q*(2), D (2)=—¢ (2} -+~ (o).

Observacién. Si en las condiciones del problema una de las funciones ¢- o
@+ es idénticamente igual a cero, la integral de tipo de Cauchy se convierte en
la integral de Cauchy para el recinto interior o el recinto exterior respectivamente.

1009. Sea C un contorno cerrado. Halle F+(2) y F~(z), si la

densidad de la integral de tipo de Cauchy es la funcion dada (n es
un namero natural):

) @@ =@E—a) 2 9@)=g—g (a en el interior de C);
3) 'P(C}=(-ct!35,—,- (a en el exterior de C).

1) A este mismo caso se reduce aguel en el que el contorno es una curva
infinita que divide el plano en dos recintos.
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1010. Halle F+(z) y F~(2), si:

1) la funcién () es el valor frontera de una funcién analitica
en todo punto de D+, a excepcion de un nimero finito de puntos a,,
donde ella tiene polos;

2) la funcién @(f) es el valor frontera de una funcién analitica
en todo punto de D~, a excepcion de un namero finito de puntos ay,
donde ella tiene polos (entre los puntos a, puede figurar el punto
Zz=o0}.

1011. Halle F+(z) y F-(2), si

in$=3
prig—tta " {3
y C es la circunferencia |§|=3/2.

1012, Halle F+(2) y F~(2), si e{l)=ctgl y C es el circun-

ferencia |{|=5.

3
1013. Halle F+(2) y F~(2), si‘q:(;)t;,—c_ﬁ y C es el eje real
recorrido de la izquierda a la derecha.

Observacidn. Por la integral de tipo de Cauchy tomada a lo largo del eje

-]
T i g
real F(:}zL.S 20 dr se comprende su valor principal, si esta integral
2ni T—2
-
diverge en el sentido corriente.

1014. Halle F+(2) y F~ (2), asi como los valores frontera g &)
sobre el contorno de integracion C, si C es la circunferencia || =R

v q}(;}z%—i-z (a, cos nd+b,sennd) es la serie de Fourier uni-
n=1

formemente convergente de una funcién real 1 (8) = (Re'),

1015. 1) Sea C la circunferencia |{|=mn/2 y sea f (L) una funcién
analitica en el circulo |§|<C n/2. Halle las funciones definidas me-
diante las integrales

lltz)=§,%§f<§1ctg(;—z}dc. () =g [ LELE
[

en los recintos cuyos puntos z poseen la propiedad de que ninguno
de los puntos z+4-kn (2 es un nimero entero) pertenece a C.

2) Resuelva los problemas planteados en el punto 1) suponiendo
que C es la circunferencia |§|=rm.

1016. Sea C el segmento [—1, 1], recorrido de la jzquierda a
la derecha, y sea g ({)=1. Halle F{(z) en el exterior de C, los

valores fronlera F*(QJ y el valor principal F({) sobre C. Calcule,
en particular, F(=i), F"(0) y F(0).

1017. Sea C la semicircunrerencia [{|=R, 0 < arg{ < = (con el
origen en el punto R) y sea @(f)=1. Halle F(z) en el exterior
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de C, los valores frontera F* (£) v el valor principal F () sobre C.

Calcule, en particular, F(0), F* (iR) y F(iR). Halle también F’ (0).
1018. Sea C la semicircunferencia |{|=R, —sn<argf <0
(con el origen en el punto R) y sea @({)=1. Halle F(z) en el

exterior de C, los valores frontera F* () sobre C, F(0) y F’(0).
1019. Sea ¢ (%) -=ci,, la densidad de la integral de tipo de Cauchy.

Halle £ (z) en el exterior de C, si el contorno C es la curva indicada:

1) la frontera del anillo r < |z| < R;

2) la recta Imf=n recorrida de la izquierda a la derecha;

3) la frontera de la franja |Imz| < m;

4) la semicircunferencia [{|=R, 0 < argf{ < m (con el origen
en el punto R);

5) la semicircunferencia [{|=R, —n < arg{ < 0 (con el origen
en el punto R).

En los puntos 4) y 5) halle los valores irontera F* () sobre C
y calcule F (D).

En los problemas 1020—1025 halle F(z) en el exferior de C,
suponiendo que el contorno C es un arco que une los puntos a y &
vy que ¢ (L) es la funcion dada.

1020. () =1. 1021. () =g 1022. 1) (D) =L% 2) ¢({) =

o
= Xl c,t" es una funcién entera.
n=0

1023. @(t)=7—-(z, € C).
1024, sp(c)n(?-:]m;(z,?C}. Calcule, en particular, F (z,).

Sugerencia. Haga uso de la igualdad
@) el —9() @
L—=z t—z f—z"

1025. Halle F+(2), F~ (2) y los valores frontera F* (), si C es
la circunferencia |{|=R y ®({) es la funcién logaritmica definida
por las condiciones:

Doe@)=In{=InR+4ip, —a<e<m;

2) p(Q)=InT=InR+}ip, 0< g < 2n.

Sugerencia. Considere el contorno compuesto de la circunferencia |z ]| =R
con un corle & lo largo del radio [— R, 0] en el primer caso y a lo largo del

radio [0, R] en el segundo caso.
roacién. Si no se fija de antemano la rama del logaritmo, &uo se requie-

re su_ prolongacién continua a Jo Jargo del contorno de integraci la integral
dependerd de la selecciébn del punto inicial de integracién. Véase también la

suoerencia y los ejemplos de la pég. 59.
1026. Halle F+ (z), F~ (z) y los valores frontera F* (%) sobre C,

si (pt)=1In =iy el contorno C es:



1) la circunferencia [{|= R (R > 1)
2) la recta ImE{=1 recorrida de la izquierda a la derecha.

1027. Halle F(2) y los valores frontera F*(Q sobre C, si

(p[(;}_—_inzi—l y el contorno C es la semicircunferencia |{|=R

(R>1), 0<<arg{'<<n (con el origen en el punto R).

1028. Halle F+(z) v F~ (2), si tp(t}:VE(OéargV_ﬁ<n) yC
es la circunferencia |{|=1.

En los problemas 1029—1031 halle F* {z), si C es un contorno
cerrado, los puntos a y b se encuentran en su interior y @ ({) es
una rama uniforme de una funcién multiforme definida en el ex-
terior del corte que une los puntos a y b y se encuentra en el
interior del contorno C.

1029. @ ()= In E—_g (Ln1=0).
1030. 9@ =}/ E=8 (@ ()= +1).

Sugerencia, Para calcular la integral a lo largo del contorno que rodea el

corle, desarrolle ?(C: en una serie de potencias de % G

1031, @) =@E—ap G—b)~ (£9| _ =1).

1032. Halle F (z), si el contorno C es cerrado, el punto a
pertenece al recinto D+, el punto & pertenece al recinto D~ y

g()=Ln g—a (Ln 1 =0) es una rama uniforme definida en el ex-

—b
terior del corte que une los puntos a y b e interseca el contorno C en un
punto I,.

Sugerencia. Agregue a C el corte a lo largo del arco {, a, si z pertenece al
recinto D+, y a lo largo del arco {4h, si z se encuentra en el recinto D-.

1033. Demuestre la validez de las igualdades (0 << A < 1):

D) e [ — (2 )] e

1
! A odt n T r
9) 5(1_—?) E?r=m[l _(E) cas?m:] (T€(O, 1)).
o
Sugerencia. Con el fin de obtener la primera fdrmula considere la inlegral
de Cauchy %S( £ )1_‘1—‘;_2, donde (L)k es la funcion uniforme en el
c

t—1, ¢ E—1

plano con el corte rectilineo a lo largo de [0, 1] e igual a l enel oo y C es
la frontera del recinte biconexo formado por el circulo [1;| < R (R > 1) con un
corte a lo largo del segmento [0, 1]. La segunda férmula se obtiene de la pri-
mera empleando las férmulas de Sojotski.
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1034. Calcule la integral singular

1

1 ]fl-—-—i'f'—l-3

o j‘ mr__xdf (—I<x<l).
-1

1035. Halle las integrales

) (i o, 1))

2) [ 2 we o, 1)).

1036. Consideremos la integral singular

1 d s
Fe, fo)=m§(t_m'—?!{?:'ﬂ{?-=a+lﬁ. 0Ca< ).

donde C es un arco que une los puntos a y b, £, es un punto de
este arco y (t—/,)" es una rama uniforme en el plano con un
corte que une los puntos 7, y el oo. Si el punto #, coincide con
uno de los extreritos del arco C, aceptaremos que el corte pasa por
todo el contorno C; en cambio, si el punto #, es interior, el corte
lo llevaremos a lo largo del arco (¢, &) de! contorno C. Demuestre
las proposiciones siguientes:
1) En una vecindad del punto a se tiene

F (2, 0)= g (e—a) T4 F, (2) (2 € O),
F(t, a)="5F% (t—a)" T+ F, (1) (EC),
donde F,(z) es una funcién analitica en una vecindad del punto a.

Sugerencia. Considere la diferencia
Fy (z)=..l_§ dv £ (z—a)—1

Zni ) (t*—a) (t— 2z) 2isen yn

y, empleando las férmulas de Sojotski, demuestre que F,(z) serd una funcién
analitica en una vecindad del punto a.

2) En una vecindad del punto & se tiene
_{1t —_—
Flz, b)= —grgnez =0T+ F,(2) (2€C),
F(t, b)=—SE¥2(t—b)"Y+ F.(1) (LEC),

donde F,(z) es una funcién analitica en una vecindad del punto b.
3) En una vecindad de un punto interior ¢, del contorno C se tiene
Fz, t))=(2—1,)""4-F4(2) a la izquierda de C,
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F(z, t,)=F,(z) a la derecha de C,
Fit, t)=5(—1t) T+ F, (1) si t€C,

donde F,(z), F,(z2) y Fs(2) son analiticas en una vecindad del
punto £,.
1037. Analice el comportamiento de la integral de tipo de

Cauchy
1 tdt
b J Inr=5:=;

cerca de los puntos z=—R y z=R, si C es la semicircunferencia
|t]=R (R > 1) perteneciente al semiplano superior (con el origen
en el punto R).

Sugerencia. Véase el l]J::c;:hlemzl 1027.

Observacién. Sobre el comportamiento de las integrales de tipo de Cauchy
cerca de una curva singular véase H. H. Mycxeauwsusu, CHHPYASpHBE HHTEr-
panuHue ypaprenus, Pnamarras, 1962 (Musjelishvili N. /., Ecuaciones Inteﬁr&lﬁ
singulares), cap. I. o ®. [. laxos, Kpaeswe 3anaun, @uamarrus, 1963 (Gdjov F. D.,
Problemas de frontera), cap. 1.

§ 2. INTEGRAL DE DIRICHLET, FUNCIONES ARMONICAS,
POTENCIAL LOGARITMICO Y FUNCION DE GREEN

La integral

pw={§wi+upaxa,
G

se llama integral de Dirichle! y la integral

Diu, v)= S S (uzvy4uyvy) dx dy
G

es su forma bilineal correspondiente.

1038. Demuestre las siguientes propiedades de la integral de
Dirichlet y de su forma bilineal correspondiente:

D D= {{ e+ updrdy z=x+iy=rev);
[

2) D(u) y D(u, v) son invariantes respecto a las transforma-
ciones conformes del recinto C;

3) D*(u, v)<< D(u) D(v) (el signo de igualdad tiene lugar sola-
mente en el caso en que u/v= const);

4) si f(z2)=wu-iv es una funcién analitica en el recinto C, se

tiene

DW=D@=D{=[{IF @I dedy.
G

¢Cual es en este caso el significado geométrico de D (f)?



1039. Empleando la férmula de Green
550 Audxdy+ D(u, v) =§vg—i ds
G

(n es la normal exterior; A es el operador de Laplace) demuestre
las siguientes propiedades de las funciones arménicas u, u, y u,
(v es la funcion conjugada de u):

0 D{u)—:(gug—ﬁds:é‘udtr; 2) ggiu&:é‘dv:o;

3) si 4, =u, sobre C, se tiene u, =u, en G,
4) si ?;7’ ‘3;'” sobre C, se tiene u,—u,=const en G.
[040. Demuestre que si u es armodnica en el circulo |{z[<R y

continua en el circulo cerrado |z| < R, se tiene

n ) N
u(0)= aju(Rdﬁ)de:;ﬁ;lzégRu (ref%) r dr dep.

il .
Sugerencia. De Ja igoaldad Yé—;d::ﬂ se deduce que la integral 5‘ wdy
by 12l=r
no depende de r; halle su valor pasando al limite para r —+ 0 v pase después al
limite para r -+ R

1041. Las integrales de tipo
5jpmsn]c dEdrl.gP(Cllnlc__,lldCI

é"(ﬁ)'ﬁ“ rc—:ﬂldsl

(E=E+in, n es la normal a C) se donominan respectivamente po-
lencial logaritmico, polencial logaritmico de una capa simple y po-
tencial logaritmico de una capa doble.

Compruebe las siguientes igualdades

1 40 — inlﬂ‘ si }2'>R (C Rh
ﬂﬁ = = K€7),
§ }n_t S' ?z!%}?t }

I i
—,si [2] >R,
9) . gl ET .
ngﬂ e {lni+l[1—"ﬂ} | sifzl<rs
3)&;(;)6% |d§|_5v(§}darg{t—z}
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(la normal n se toma hacia la izquierda respecto al recorrido de C);
a @ silmz>0,
a 1
4) \—In—pxdE=
_;.Y an sl —¢, si Imz <0,
donde @ (0 < @ < n) es el dngulo bajo el cual se ve el segmento
(—a, a) desde el punto z(a > 0).

Se llama funcién de Green g(x, y, E, n) (brevemente, gs:, t), z=x+1y,
{=E-in) del problema de Dirichlet para el recinto G una funcién arménica
respecto a ambos pares de las variables x, ¥ y £, m que es igual a cero en la
frontera del recinto G, tiene una singularidad en z={ y tal que

gz, t)=In -—Izl;|—|—una funcién armdnica.
La funcién de Green es simétrica respecto a sus argumentos, es decir, g (2, {)=
=g (L, 2) (véase, por ejemplo, |1, cap. VI, § 1, n®6]).
1042. Enuncie el problema de Dirichlet para una funcién armé-
nica equivalente a la determinacion de la funcién de Green g (2, {).
1043, Sea w=f(z, {) una funcién que transforma conformemente
un recinto simplemente conexo de Jordan G en el circulo |w| <1
de manera que f(&, {)=0 (§€G). Demuestre las relaciones
gz, H=—Inlf(z D (1)
flz. D=etesim, @
donde k(z, 1) es la funcién armoénica conjugada de g(z, {).
1044. Empleando la relacion (1) del problema 1043, halle la
funcién de Green g(z, L) para los recintos siguientes:
1) para el circulo |2| << R; 2) para el semiplano Imz > 0;
3) para la franja 0 < Imz < 1.
1045. Demuestre las siguientes proposiciones (n es la normal
interior, y, es la circunferencia |z2—{|=r):
1) Si u(z2) es continua cerca de z=1{, se tiene

. og(z, §) 4. _
hrr;iu(r]T-ds—Qn (4, 2).

2) Si u(z) es continuamente diferenciable cerca de z={(, se tiene

du (2)
lim ,Sg{z' 0 %2 ds—o0.

3) Si u(2) es armébnica en G y continuamente diferenciable sobre C,
se tiene

1 og (z,
u@ =3 fu@ e asea).
c
Sugerencia. Pase al limite para r — 0 en la férmula

g du . g "i)
S("fﬁ'_gfﬁ')ds'_g(“an €5 ds.
o Ve
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§. 3. INTEGRAL DE POISSON, FORMULA DE SCHWARZ,
MEDIDA ARMONICA

Si la funcién real u(f)=u (R, 8) estd definida y ez continua a trozos sobre
la circunferencia [ =Rel® (0= 0 <'2n), la integral de Poisson
in RE_ st

[ el
u{2)=ur, w):E é u(R, 8) RI—2Rrcos (B—q)Fr* db ()]

determina en el circulo | 2| < R (z=ref*) una funcién armdnica que en los puntos
de continuidad de u (L) toma valores frontera iguales a u(L):

lim u (2) =u (%)
E 2 d™
(z— % a lo largo de cualesquiera caminos no tangentes). La funcién correspon-

diente f(z)=u-tiv, analitica en el circulp |z | < R, se determina mediante la
[drmula de Schwarz:

t2

> ]
f(z}=§lE w ) Ei: 48 +iv (0)
0
(v(0) es un ndamero real cualquiera).
1046. Demuesire las proposiciones siguientes:

m
1 R*—r? ;
1) Tn—as R¥*_2Rrcos (0—gq)Frt dr=1
271
2) u(r, P—u(R, 8)=5 | [L(R, O)—u(R, 0))x
b

R:—_ 2 .
X i =3Rrcos p—g1 77 40
3) si |u4(R, 0)—u(R, 8,))| < e para |[0—0,| <, se tiene
1 R?—/2
7§ 18R O—u(R 0 e g 40 <
10-8yl <@

4) si |0—0,|>ay |¢p—B,] < 5, se tiene

R*—2Rrcos (B—p) 4 r* > 4Rr sen* % 3

5) si |p—B,] < g— y se cumplen las condiciones del punto 3),

se tiene
M(RI—rY

lu(r, p)—u(R, 6,)| <e Y B
Ix
donde A=4nRrsen® % yM = (| u(R, 0)—u (R, 0,)]do.
0

1047. Demuestre que, siendo {=Re'" y z=rel?, se tiene

E+z_ (R*~—r")+i2Rrsen (p—B)
t—z ~R™—2Rrcos(0—q)Frt




Empleando la igualdad demostrada, obtenga los desarrollos si-
guientes:

u(z)=u(0) +; (;—;—)” (a, cos ng + b, sen ny),
v(z) =v(0)+ Z. (%)ﬂ (—b, cos ne + a, sen ny),
f2)=F(©0)+ Z, c2", [ (0)=u(0)+iv(0),

donde
2n
a, =-:7 ‘S u (R, 0)cosnbde,

n
b,,=-:'1—5u(R, 6) sen nd do,
0

n

bttty . E,g;,;(.re, 8) e~ do.

Il

n Rn TR

1048. Demuestre que para la integral de Dirichlet de una fun-
cién armoénica u(z) se tiene

D= {§ @witup)dedy=n3 n(ar+b3)
121 <R A=l

(los coeficientes a, y b, se han definido en el problema anterior).

Puede ocurrir que ambos miembros de la igualdad se conviertan
simultdneamente en infinito.

Sugerencia. Pase a las coordenadas polares (r, ¢) y demuestre que para
r < R se tiene

e \2n
o= ([ (+ud)axdy=ny n(£)" (@it
lz|<r n=1
1049. Demuestre que para la funcién continua

u(R, 8)=3 *nzl0
n=]

la integral de Dirichlet determina una funcion u(z) arménica en el
circulo |z| < R con valores frontera u (R, ) y una integral infinita
de Dirichlet D(u)= oco.

1050. Resuelva, empleando la integral de Poisson, el problema
exterior de Dirichlet para el circulo |z| < R: halle una funcién
u(z), armoénica en el recinto |z|> R y regular en el infinito, que
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toma los valores frontera dados «({) en la circunferencia |{|=R
Determine el valor de u (o).

Sugerencia. Realice la sustitucién 2, = R¥/z.

1051. Demuestre que para [z]| > R la férmula de Schwarz (véase
la introduccién al § 3) define una funcion analitica f, (2)=u, (2)+iv,(2),
regular en el infinito, y que tienen lugar los desarrollos

f,tz>——f( ) 5_5‘. =2, o, =R,

u, (2)=— -{u({])—l— 2;1 (1?—)" (a, cos ng - b, sen nq;)}- i

0@ =—0v 0+ (&)= bacos ng+a, sen ng),

donde a,, b, y ¢, se definen igual que en el problema 1047. Ademas,
Ref, (0)=—Ref () =—u (L) e Im}, (1) =Im} ().

Sugerencia. Realice en la formula de Schwarz para [z|> R la sustitucidn
z=R%z, y recurra a que c:R‘jf sobre la circunferencia |[]=F&.

En los problemas 1052 — 1057 halle la funcién f(z) (gzﬂll< R)
y la funcién f, (z) (|z| > R}, definidas por la férmula de Warz,
si u(f) es la funcion dada.

1052. 1) u(l})=Re [qr(él wm%.
2) u(@)=1Img )+ ()
donde @{z) es una funcién analitica para |z|]<<R y ¥(z) una fun-

cién analitica para |z| =R.
1053, u ({)=Rel". 1054. u(g)=Rec'—,,

1055. u ()= Re mc_L[(R > 1).

1086 u Q) =Re )/ 72 (sit > 1, se tiene )/ 25 >0, R> 1) .
1057. u(f)=Relnt.
1058. Demuestre que la férmula de Schwarz puede ser represen-

tada en la forma
fa= | 58%—fo.
ItI=R

Sugerencia, Haga uso de la igualdad

L4z 2 1
f—2a §{—z {°

1059. Obtenga Jas formulas para el semiplano superior Imz > 0
analogas a la integral de Poisson y a la formula de Schwarz, es
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decir, exprese una funcién armoénica u(2) y una funcién analitica
f(z2) =u(2)+iv(z) mediante u(f) (—oo <t < o0).

; .?ugerancia. Haga uso de la transformacién conforme del semiplano en el
<irculo.

1060. Deduzca la férmula de Schwarz para la franja 0 < Imz < 1.

Sugerencia. Haga uso de la transformacién conforme de una franja en el
semiplano.

Se llama medida armdnica w(z, o, G) de un arco frontera @ en el punto z
respecto al recinto G a una funcién acotada, arménica en G, igual a | en los
puntos interiores del arco o e igual a 0 en los puntos interiores de la parte
restante de la frontera. La medida arménica w (2, @, G) es invariante respecto a
las transformaciones conformes.

En los problemas 1061—1064 el recinto G es el circulo |z| < |
y oz, 8,, 8,) es la medida armdnica del arco a=(0,, 8,); w=¢",
6, <<0<H,.
1061. Empleando la integral de Poisson demuestre que
BI
| —r2

1
(.l)(Z, Bl. a,):2—n mde,

y que, en particular, w (0, 6,, 8,) =(0,—8,)/2n.
1062. Halle las lineas equipotenciales de la funcién
para un valor fijo de 8 (z=re® es un punto variable).

dw(z, 8,, 8)
db

Sugerencia. Demuesire que

do | |w'—z
dd = In |w—z

donde w’ es el extremo de la cuerda que parte de w y pasa por z.

1063. Designemos mediante w’ el extremo de la cuerda que
parte del punto w y pasa por el punto z. Sea o el arco (6,, 0,) y
sea a’(2) el arco que describe el punto w’ cuando el punto w recorre
el arcoc. Demuestre que la longitud del arcoa’(z) es igual a
2nw (z, B,, 8,).

1064. Halle las lineas equipotenciales de la medida armonica
w(z, 8,, 8;) del arco (8,, 6,). Empleando esto demuestre que la
integral que define la medida arménica (véase el problema 1061)
efectivamente toma los valores frontera: 1 en (6,, 8,) y 0 en el
complemento (se consideran los puntos interiores de los arcos).

1065. Para el semiplano Imz > 0 determine la medida armonica
w(z, a, b) del segmento (a, b), del rayo (—oo, b) y del rayo
(a, o0). ¢Cudl es el significado geométrico de estas medidas armo-
nicas?
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1066. Halle la medida armoénica de los lados del angulo
0<argz<y.

1067. Para el semicirculo |[z| << R, Imz >0 halle las medidas
armonicas del diametro A y de la semicircunferencia I', asi como
las lineas equipotenciales de estas medidas armdnicas.

1068. Halle la medida arménica de la semicircunferencia frontera
I' del recinto |z|> R, Imz > 0.

1069. Halle la medida armoénica de la circunferencia frontera I’
del recinto |z| > R, 0 < argz < 2=,

1070. Halle la medida arménica de las circunferencias frontera
del anillo r <|2| <R.

En los problemas 1071—1077 el recinto G estd acotado por un
contorno I' compuesto de n contornos suaves I',(v=1, 2, ..., n).
Los contornos se recorren en la direccion positiva respecto al
recinto G; Ia normal n es interior respecto al recinfo G. La integral

{ df (2)

se llama periodo respecto a I', de una funcion analitica en G.

1071 ¥, Demuestre que si una funcidén armoénica u (z) es uniforme
en G, en periodo de la funcién analitica f(2) =u(z)+iv(z) a lo
largo de I, es igual a —1 i‘ g:-ds.

1072, Demuestre que pa'ra una funcion compleja de Green g--ih
de un recinto G(g(z, £) es la funcion de Green del recinto G y
h(z, L) es la funcién arménica conjugada de g) el periodo a lo largo
de I', es igual a —2miw, (z), donde o,(z) es la medida arménica

n
de T, respecto al recinto G. Demuestre que ) o, ({)==1.
v=1

Sugerencia. Una [uncidén u (f) arménica en G puede ser representada en la
forma

u{(j=2—L~ { (z)éggLr;st (véase el problema 1045).

r
1073. Exprese por medio de w, (2) la funcioén acotada « (¢} armo-
nica en G que tiene valores constantes ¢, sobre I' (v=1, 2, ..., n).
1074. Demuestre que para la funcién v(z), conjugada de una
funcién u (z) uniforme y arindnica en G, los periodos p, a lo largo

1) Er relacibn con los problemas 1071—1077 véase el complemento de
M. Schiffer al libro de R. Courant, Dirichlet’s £rlnclple. conformal mapping and
minimal surfaces, Interscience Publ., New York, 1950
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de I, admiten la representacién
o du, (2)
s —Igu(z}Tds.
1075. Sea @, (2) la funcién armoénica conjugada de o, (z) y sea

Pys €l periodo de la funcién w, (2) =, (2) + iw, (2) a lo largo de T,.
1) Demuestre que p,,=p,.(r, v=1, 2, ..., n).

Sugerencia. Haga uso de la representacién

1 dw,
Pov="37 J O 3p %

»
2) Demuestre que i‘,lpp,=0 (=1, 2, ..., n).
V=

1076. Sean ¢,(v=1, 2, ..., n) nimeros reales cualesquiera.
1) Demuestre que si p,, son los niimeros definidos en el problema

1075, la forma cuadratica :V_lewc_cp}() y la igualdad tiene lugar
v, j=

solamente si todos losc, son iguales entre si.

n
Sugerencia. Aplique a la funcién arménica w(2)= 3 c,0,(2) la férmula
v=1

D (w)= —Sr.o %ds (véase el problema 1039; el signo ha sido cambiado ya

r
nue ahora n es la normal interior).

n=1
2) Demuestre que la forma cuadratica ) P..C., €s positivamente
W, p=1

definida, es decir, es positiva para cualquier sistema de valores {c},
a excepcion de ¢, =c,=...c,_, =0.
1077. Demuestre que el sistema de ecuaciones

n=1
v& P A, =B, (p=1, 2, ..., n—1)

(A, son las incognitas) tiene una solucion inica cualesquiera que
sean B,. Empleando esto, demuestre que para toda funcién u(z)
armoénica en G, en general no uniforme, se pueden escoger las cons-
tantes 4,, A,, ..., A,., de manera que la funcién arménica

U, (2) =1 (2) +2: A, (2)

sea uniforme en G.



