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Prefacio

Hoy dia, al estudiar la gcometria, los
alumnos aprenden diferenles concoptos y me-
dios de resolucion de fos problemas, pero pre-
cisamente sun variedad deja poco tiempo para
adquirir habitos en la soluciéon de estos pro-
blemas. Sin duda, es discutible la cuestion
de hasta qué grado es importante aprender a
solucionar los problemas geométricos dificiles.
Puede ser que, realmente, para los que enlazan
su futuro con las profesiones de matematico o
programador, es mas util ocupavse de los proble-
mas de logica combinatoria, estudiar los
principios del andlisis y apronder a componer
programas para los ordenadores. Sin embargo,
el autor comsidera que uwna imaginacion geo-
métrica desarrollada es una cualidad necesaria
para el futwure malemdtico y util para los
futuros ingenieros, {isicos, constructores, ar-
quitectos y muchos otros especialistas.

En el primer apartado, sobre todo e¢n su
segunda mitad, se encuentran problemas bas-
tante difieiles. En el segundo apartado, des-
tinado para un lector apasionado por la geo-
metria, la dificultad de los problemas crece,
aunque también aqui cada parrafo empieza
con prohlemas de introduccidn relativamente
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simples. Los criterios mas importantes em-
pleados al elegir los problomas fueron: el
caracter natural de la enunciacion, la solu-
cion por medio de la geometria, el caracter
inesporado del resnltado y la originalidad del
problema.

Pese a la clasificacion en lo fundamental
segiin el objeto que figura en ¢l problema, el
autor no intent6é sistematizar los problemas
por tipes y métodos de soluciéu, por su perte-
nencia a uno u otro apartado de la geometria.
En esencia, casi cada problema geométrico
(en comparacién con los ejercicios rutinarios
para solucionar las ecuaciones, las desigualda-
des, etc.) es original: para solucionar cada
uno de éstos hay que hallar qué construccio-
nes adicionales deben hacerse, qué férmulas y
teoremas es necesario usar. Por eso el presente
libro de ningin modo puede considerarse
como una coleccién de problemas del curso
sistematico de gcometria; mds exaclamente,
es una coleccién de diferentes hallazgos geo-
métricos, cuyo ohjetivo consiste en demos-
trar la elegancia de los procedimientos de
geometria clomental aplicados con el fin de
demostrar y calcular (sin recurrir al empleo
del dlgebra vectorial y usando al minimo el
método de coordenadas, las transformaciones
geométricas y, quizds, un poco mis la trigo-
nomelria). :

El primer apariado empieza con un con-
junto de hechos geométricos que confinan
al curso de geometria que se estudia en 6—8
grados de secundaria. Muchos de’ellos figuran
en los manuales de escuela Lradicionales. Ade-
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mids, en este apartado fueron reunidos los pro-
blemas (en lo fundamental para «calcular
los elementos de las figuras gecométricas) desti-
nados para reforzar el conocimiento de las
formulas y los teoremas fundamentales estu-
diados, desarrollar la técuica de resolucién
de problemas geométricos. La practica de
resolucién de problemas ayudard al lector
a prepararse para los exdmenes escolares y los
de ingreso a la Universidad. La primera milad
de este apartado contieno unos problemas rela-
tivamente simples, por lo cual tiemen sélo
las respnestas, més adelante la complejidad
de los problemas crece, a éstos acompafian
indicaciones de como hay que solucionarios
o resoluciones detalladas.

Es dificil garantizar que el autor en cada
caso logre enconlrar la via «éptima» de solu-
cién sin hablar ya de que algunos problemas
{(aunquie, por lo visto, no muchos) el experto
en geomelria regolveria de manera mas breve,
aprovechando la inversion, los métodos de
geometria proyectiva, ete. El autor preme-
ditadamente no ha trazado todos los enlaces
y generalizaciones posibles de los problemas,
como lo hacen los matlematicos tedricos que
desean descubrir en cada caso concrelo el
hecho general mis transparente desde el punto
de visia dc la légiea, sino que ha actuado, mas
bien, como un fisico prictico que debe resolver
un problema concreto ateniéndose al criterio
siguiente: si no se descubre una solucion sim-
ple v elegante hace falta «calcular». Probable-
mente, algunos lectores no renunciaran al
placer de hallar una solucion mejor a algunos
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problemas propuestos por el awtor. No obstan-
to, hay que indicar gue alguuos problemas son
bastante dificiles. Si sc trata de resolverlos en
la escuela, éstos pueden representar interés
como tema de un informe en un circulo de
interés.

Aunque la originalidad de los problemas
reunidos en el libro es distinta, ¢l autor, sin
embargo, guarda la esperanza de que parle de
la coleccién representada aqui interese tam-
bién a los aficionados a la geometria,

Notemos que en algunos casos log proble-
mas tienen s6lo el plan de resolucién o se
examina uno de los casos posibles. La noce-
sidad de analizar por turno los diferentes casos
posibles en la disposicion de las figuras es una
inconveniencia quo se encuentra con frecuen-
cia en las demoslraciones de geometria cle-
mental; ésla desaparece, como regla, al pasar
a log vectores, los «ingulos dirigidos», el
mélodo de coordenadas, ete.; es cierto ¢ue
ademas a menudo desaparcce Lambién la
misma geometria.

A [in de hacer el libro comprensible para
los lectores de dilerenles gencraciones y con
distintos niveles de preparacién se ha elegido
una terminologia que no coincide completa-
mente con fa aceplada hoy dia en la cscuela.
Las figuras congruentes sc laman simple-
mente «igualesy, no se emplean los signos y las
designaciones: =<, [AR], (AB), elc. En algu-
nos casos particulares, cuando se trata, por
ejemplo, del tridngulo ABC, se emplean las
designaciones: Z A4, sen 4, lo c¢ual significa

L.BAC, sen L BAC.



I. Hechos y teoremas geométricos
fundamentales. Problemas de
célculo

I.1. Demosirar que las medianas en el
triangulo se intersecan en un punto y se
dividen por éste en razén de 1:2.

1.2, Demostrar que las medianas dividen
el tridngulo en seis partes equivalentes.

I.3. Demostrar que ¢l didmetro de la cir-
cunferencia que circunscribe un triangulo es
igual a la razén entre su lado y el seno del
dngulo opuesto.

L.4. Supongainos que el vértice de un
dngulo se encuentra fuera de wn circulo y
sus lados intersecan fa circunferencia. Demos-
trar que la magnitud del fingulo es igual a la
semidiferencia entre los arcos cortados por
sus lados en la circunferencia, dispueslos en el
interior del dugulo.

I.5. Supongamos gue el vértice de un
angulo se halla dentro de un circulo. Demos-
trar que la magnitud del dngnlo es igual a la
semisuma de los arcos, uno de los cuales se
encuentra entre sus lados, mientras que el
otro se halla entre sus prolongaciones mas
alla del vértice del dngulo.
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I.6. Sea AB la cuerda de una circunferen-
cia; , la tangente a la misma (4 es el punto de
tangencia). Demostrar que cada uno de los
dos angulos ontre AB y I s¢ determina como la
mitad del arco de la circunferencia compreudi-
da on el interior del dngulo examinado.

1.7. Por el punto M sitnado a la distancia
a dol centro de la circunferencia de radio
R (a > R), estd t(razada una sccante que
corta la circunferencia en los puntos 4 y B.
Demostrar que | MA |-| MB | es constante
para todas las secautes y ¢s igual a ¢* — £°
(al cuadrado de la longitud de la tangonte).

1.8, Por el punto M que se halla a una
distancia « del centro de nna circunferencia
de radio R {a << R), pasa la cuerda AB.
Demostrar que | AM |-| MB | es constante
para todas las cuerdas y es igual a 122 — &%

[.9. Sea AM la Dbisectiriz del tridngulo
ABC. Demostrar que |BM | |CM | =
= |43 |: | AC |. Lo misimo cs cierto para la
bisectriz del angulo exterior del tridangulo. {(En
este caso M se halla en la prolongacién del
lado BC).

1.10. Demostrar que la suma de las diago-
nales al cuadrado de un paralelogramo cs igual
a la suma de sus lados al cuadrado.

1.11. Los lados de un triangulo sov a, b
y c. Demostrar que la mediana m, trazada
hacia el lado a se caleula por la formula

m, -_-..‘T V3IE ¥ 2¢ a2,

I.12. Tenemos dos tridngulos con un veérti-
ce A comun, los demads vértices se encuentran

11



en dos rectas que pasan por A. Demostrar
que la razén enlre las dreas de estos tridngulos es
igual a la razén entre los productos de loy dos
lados de cada tridugule que contienen el vér-
tico A.

1.13. Demostrar que el arca de un poligono
circunserilo es igual a rp, donde r es cl radio
de la circunferencia inscrita, p, su semipori-
metro (como caso particular, esta [érmula es
valida para el tridngulo).

I.14. Domostlrar que el drea del cuadrila-
tero es ignal al semiproduclo de las diagonales
por el seno del dngule comprendido entre
estas.

1.15. Demostrar la validez de las formulas
siguientes para calcular ¢l drea del tridngnlo:

“sen IFsen € b
S-S0 " §=2R?sen A sen B senC,
2sen A

donde A, B, € son los dngulos del teiangulo,
a, el lado dispuesto frente al dngulo 4, R,
el radio del circulo circunscrilo.

I1.16. Demostrar que el radio de la circun-

ferencia inscrila en un trifngulo rectangulo se
. . -b—
determina por la férmula r = ﬁ-—g—c,
donde ¢ y 6 son los catetos y e, Ia hipotenusa.
1.17 Demostrar que si ¢ y & son dos lados
de un triangulo. @ es el dngulo ealro éstos y
I, la biseetriz de este dngulo, entonces

Zabcos,—a
= 2
- a+b
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1.48. Demaostrar gue las distancias desde
el vérlice 4 del tridngulo ABC hasta los pun-
tos de tangencia de los lados AB y AC con la
circunferencia inscrita son iguales a p — «,
donde p c¢s el semiperimetro del trianguio
ABC, u = | BC |

1.19. Demostrar que &i en ¢l cuadrilatero
convexo ABCD se cumple la relacion | AB | +
4 |CD | = | AD | + | BC |, deberd existir
una civecunferencia gue contacle con todos sus
lados.

£.20. a) Demostrar que las alturas en un
triangulo se intersecan en un punto. b) De-
mostrar que la distancia desde el vértice de
un triangulo hasta el punto de inlerseccion de
sus alturas es dos veces mayor que la distancia
degde el cenlro del circulo circunscrito hasta
el lado opucsto.

b o $

1.21. En el lado de un angulo recto con
el vértice en ol punto O se toman dos puntos
A y B, siendo quo |OA | =@, |OB | = b.
Hallar el radio de la circunferencia que pasa
por los puntos 4 y B, a la ecnal es tangente el
otro lado del dngulo.

1.22. La hipotenusa de un tridngulo rec-
tangulo es igual a ¢ y uno de los Angulos agu-
dos es igual a 30°. Encontrar el radio de la
circninferencia con el centro en el vértice del
angulo de 30° que divide ol tridngulo dado
en dos partes cquivalentes.

1.23. Los catetos de un itriangulo rectan-
gulo son a y b. Encontrar la distancia desde
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ol vértice del dngulo recto hasta el punto de
la circunferencia inscrila, mas proximo a
aquél.

I.24. La mediana de un tridngulo rectdan-
gulo es igual a m y divide el dngulo recto en
razon de 1:2. Hallar el drea del (ridngulo.

1.25. Los lades del tridingulo ABC son
{RC |=a, |CA | =0, | AB | =¢. Deter-
minar la refacién, en la enal el punto de inter-
seccion de Jas Disectrices divide |a hiseclriz
del angulo B.

1.26. Demostrar que la suma de las dis-
tancias desde cualquicr punto de la base del
triangulo isésceles basta sus lados es igual a la
altura de este triangnlo trazada hasta el lado
de éste.

1.27. Demostrar gque la suma de las dis
tancias desde cualguier punlo interior de un
triangulo regular hasta sus lados es igual a
la altura de este tridngulo.

1.28. Sobre la base AC del tridngulo isos-
celes ABC se toma un punto M de manera
que |AM }=a, |MC|=b. Enlostrian-
galos ABM y CBM estian inscrilas circun-
ferencias. Hallar la distancia entre los puntos
de tangencia del lade BM con estas circun-
ferencias.

1.29. Un paralelogramo con los lados «
y b y el dngulo o tiene trazadas lag hisectrices
de los cnatro dngulos. IHallar el &rea del cuadri-
litero limitado por las bisectrices.

1.30. Un rombo, cuya altura es 2 y el
angulo agudo a« tiene inscrita una circunfe-
rencia. Hallar el radio de la ciccunferencia
mayor de las dos posibles, cada una de las
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cuales se roza con la cirennferencia dada y
con dos lados del rombo.

1.31. Determinar el angulo agudo de un
rombo, cuyo lado es la media proporcional
de sus diagonales.

£.32. Las diagonales de un cuadrilitero
convexo son a¢ v b, y los segmentos que unen
los puntos medios de los lados opuestos, son
ignales. Hallar el area del cuadrildtero.

1.33. El lado 4D del rectingulo ABCD
es lres veces mayor que ¢l lado 475; los puntos
M y N dividen AD en tres partes iguales.
Hallar ZAMB + LANB + ZADB.

I1.34. Dos circunferencias se intersecan en
los puntos A y B. Por el punto 4 pasan las
cuerdas AC y AD que tocan las cirennferencias
dadas. Demostrar que | AC |*>.| BD | =
= | 4D - | BC \.

1.35. Demostrar que la bisectriz del angu-
lo recto de un tridngulo rectangulo divido por
la mitad el Angulo entre la mediana y la altura
bajadas sobre la hipotenusa.

1.36. En una circunferencia de radio r
estin elegidos tres puntos de manera que la
circunferencia queda dividida en tres arcos
que se relacionan como 3:4:5. Desde los pun-
tos de division hasla la circunferencia estén
trazadas tangentes. ITallar el drea del tridngu-
lo formado por estas tangentes.

1.37. Alrededor de una circunferencia esta
circunscrilo un trapecio isdsceles con el lado
igual a I, siendo una de las bases dc éste igual
a a. Hallar el area del trapecio.

I.38. Dos rectas paralelas a las bases de
un trapecio dividen cada nno de sus lados en
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tres partes ignales. Todo el trapecio se en-
cuentra dividido por aquéllas en tres partes.
Hallay el drea de la parte media, si las dreas
de las partes exiremas son S; y §,.

1.39. En el trapecio ABCD | AB | = a,
| BC | = b (a 5= b). Determinar si la bisec-
triz del angulo A corta la base BC o el lado
CD.

I.40. Hallar la longitud del segmento de
una recla paralela a las bases de un trapecio,
la cual pasa por el punlo de interseccion de
las c}iagonales, si lag bases del trapecio son
ay b

I.41. En un trapecio isésceles circunscrito
alrededor de una circunferencia la razon de los
lados paralelos es igual a k. Hallar el angulo
de la base.

§.42. La base AB del trapecio ABCD es
a y la base CD, b. Hallar el drea del trapecio,
si se sabe que sus diagonales son las bisectri-
ces de los dngulos DAB y ABC.

1.43. La base media de un trapecio isosceles
es a y las diagonales son mutuamente per-
pendiculares. Hallar el drea del trapecio.

1.44. El 4rea de un trapecio isésceles cir-
cunserito alrededor de un circulo es igual a §
y su altura, dos veces menor que su lado.
Determinar el radio del circulo inscrito en
el trapecio.

[.45. Las dreas de los tridngulos forma-
dog por segmentos de lag diagonales de um
trapecio y sus bases son S; y §,. Hallar el
area del trapecio.

1.46. El angulo 4BC del tridngulo ABC
es igual a «. Hallar el 4ngulo AOC, donde
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O es el centro de la circunferencia ins-
crita. K
© L.47. Un {ridngulo rectdngulo ticne tra-
gzada la biscetriz del angulo recto. Hallar 1a
distancia entre los puntos de intersecciéon de
las alturas de los dos {ridangulos formados, si
los catetos del tridngulo dado son a y b.

I1.48. Una recta perpendicular a dos lados
de un paralelogramo divide éste en dos tra-
pecios, en cada uno de los cuales sc puede ins-
cribir una circunferencia. [Tallar el angule
agudo del paralelogramo, si sus lados son
iguales a @ y b (a <C b).

I.49. Se da un semicirculo, cuyo didmetro
es AB. Por el punto medio de la semicircun-
ferencia sc {razan dos rectas que dividen el
semicirculo en tres partes de dreas equivalentes.
(En qué razén dividen estas rectas el didmetro
AB?

1.50. Se da el cuadrado ABCD, cuyo lado
es a, y estan construidas dos circunferencias.
La primera circunferencia se encuenira total-
mente en el interior del cuadrado ABCD y
es tangente al lado AB en £, asi como con el
lado BC y la diagonal AC. La segunda cir-
cunferencia con su centro en el punto 4 pasa
por el punto E. Hallar el drea de la parte
comin de los dos circulos limitados por estas
circunferencias,

I.51, Los vértices de un hexigono regular
con el lado 2 son los centros de circunferencias,

cuyos radios son igunales a /) 2. Hallar el
drea de la partc del hexdgono dispuesta fuera
de estas circunferencias.
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£.52. Fuera de una circunferencia de radio
R se toma el punlo 4, desde el cual estan
irazadas dos secantes: una de éstas pasa por el
centro, mientras que la otra pasa a una distan-
cia 12/2 del mismo. Hallar el area de la parte
del circulo dispuesta entre eslas sccantes.

1.53. En el cuadrilitero ABCD se cono-
cen los Aangulos: /DAB = 90°, LDiC =
= 90°. Ademids, | DB | = a, | DC | = b. Ila-
Nar la distancia entre los centros de dos cir-
cunferencias, una de las cuales pasa por los
puntos D, A y B y la otra, por los puntos
B, CvyD.

1.54. En los lados A8 y AD del rombo
ABCD se cligen dos puntos M y N de manera
que las recltas MC y NC dividen el rombo en
tres partes de Areas iguales. Hallar | MA |, si
| BD | = d. B

1.55. En el lado AB del tridngulo ABC
se toman dos puntos M y N de manera que
1AM | : \ MN |: | NB | = 1:2:3. Por los pun-
tos M y N estan trazadas rectas paralelas al
lade AC. Hallar el area de la parte del trian-
gulo comprendida entre estas rectas, si el
area del tridngulo ABC es igual a §.

I.56. Se da una circunierencia y un punto
A foera de ésta. AB y AC son tangentes a la
circunferencia (8 y C son los puntos de tan-
gencia). Demostrar que el centro de la cir-
cunferencia inscrita en el triangulo ABC se
halla en la circunferencia dada.

1.57. El tridngulo equilatero ABC esté
inscrito en una circunferencia y en el arco BC
se toma un punto arbitrario M. Demostrar que
|AM |= |BM |+ |CM |

18



[.58, Sea H el punto de interseccién de
las altoras del AABC, lallar los dngulos del
AABC, si LBAH = o v LABH = §.

1.59. El érea de un rombo es S; la suma
de sus diagonales, m. Hallar el lado del rombo.

1.60. Un cunadrado de lado a estd inscrito
en una circunferencia. Hallar el lado del cua-
drado inscrito en uno de los segmentos obteni-
dos.

1.61. En un segmento con un arco de 120°
y una altura & esta inscrito el rectangulo ABCD
de manera que | 4B }:|BC | = 1:4 (BC sc
halla sobre la cuerda). IEincontrar el area del
rectangulo.

1.62, El areca de un anillo circular es igual
a S. El radio de la circunferencia mayor es
igual a la longitud de la menor. 1lallar el
radio de la circunferencia menor.

I.63. Expresar el lado de un decigono re-
gular a través de R que es el vadio de la cir-
cunferencia circunscrita.

I1.64. Hacia una circunferencia de radio
R desde el punto exterior A estan trazadas
las tangentes MA y MB que forman cl angulo
«. Determinar el drea de la figura limitada

por las tangentes y el arco menor de la cir-
cunferencia.

1.65. Vienc dado el cuadrado ABCD de
lado a. Hallar el radio de la circunferencia
que pasa por el punlo nedio del lado AB, el
ceniro del cuadrado y el vértice C.

1.66. Se da un rombo con el lado a y el
dngulo agudo «. Hallar el radio de la circun-
ferencia que pasa por dos vértices vecinos del
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rombo ¥ toca ¢l lado opuesto del rombo o su
prolongacién.

1.67. Se dan tres circunferencias de radio r
que se rozan de dos en dos. Hallar ¢l area del
tridngulo formado por tres rectas, cada una
de las cuales es tangente a dos circunferencias
vy no corta la tercera.

1.68. Cierta recta tiene un punto de tan-
gencia en M con una circunferencia de radio r.
En esta recta, a ambos lados del punto M
se toman los puntos 4 y B de manera que
| MA | = | MB | = «. Hallar el radio de la
circunferencia que pasa por A y B y se roza
con la circunferencia dada.

1.69. Viene dado el cuadrado ABCD cuyo
lado es a. En su lado BC se toma el punto M
de manera que |BM | =3 |MC\| y en el
lado CD, cl punto N de modo que 2 | CN | =
= | ND ). Hallar el radio de la circunferencia
inscrita en el tridngnlo AMN,

1.70. Se da el cuadrado A BCD de lado a.
Determinar la distancia entre el punto medio
del segmento A M, donde 11 es el punto medio
de BC, y el punto N en el lado €D, que divide
éstg de tal manera, que |CN |: |ND | =
= J:4.

I.74. Desde el vértice 4 del tridngulo
ABC sale una recta que divide por la mitad
la mediana BD (el punto D se halla sobre el
lado AC). ¢(En qué razdn esta recta divide el
lado BC?

I.72. El cateto CA del tridngulo rectangu-
lo ABC es igual a b, el cateto CB, a a; CH
es la altura, AM, la mediana. Hallar el drea
del tridngulo BMH.
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1.73. En el triangulo isosceles ABC
/A =a>90°y | BC|= ¢ Hallar la dis-
tancia entre el punto de interseccion de las
alturas y el centro de la circunferencia cir-
cunscrita.

1.74. Alrededor del tridngulo ABC, en el
cual | BC|=4a, £ZB=a, £C =B, esta
circunscrita una circunferencia. La bisectriz
del 4ngulo 4 cortla la circunferencia en el punto
K. Hallar | AK |. .

1.75. En una circunferencia de radio R
estd trazado el didmetro y sobre éste se toma
el punto A a una distancia a de su centro.
Hallar el radio de la segunda circunferencia
que entra en contacto con el didmetro en el
punto A y es tangente por interior a la
circunferencia dada.

1.76. Una circunferencia tiene trazadas
tres cuerdas que se intersecan dos a dos. Cada
cuerda estd dividida por los puntos de inter-
seccién en lres paries iguales. Hallar el radio
de la circunferencia, si una de las cuerdas es
igual a a.

I1.77. Un hexigono regular estd inscrito
cn una circunferencia, mientras que el otro
esld circunscrito alrededor de ésta. Hallar el
radio de la circunferencia, si la diferencia de
los perimetros de estos hexagonos es igual a a.

1.78. En el tridngulo regular ABC, cuyo
Jado es ignal a a, estd trazada la altura BK.
Los tridingulos ABK y BCK tienen inscritas
sendas circunferencias, a lag cuales esti traza-
da la tangente exterior comun distinta del
lado AC. Hallar el drea del tridngulo cortada
por esta tangente del tridngulo ABC,
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1.79. Los &ngulos del cuadrilitero inscri-
to ABCD son /DAB =a, LABC =,
£ BKC = y, donde K es el punto de inter-
seccion de las diagonales. Hallar £ ACD.

1.80. Las diagonales del cuadrildtero ins-
crito ABCD se intersecan en el punto K. Se
sabe que |AB | =a, |BK|=b, 4K | =
=c¢, |CD | =d. Jalar | AC |.

L.81. Un trapecio estd inscrito en una cir-
cunferencia. La base del trapecio forma con
su lado el dngulo « y con la diagonal, el dngulo
. Hallar la razén entre el irea del circulo y
la del trapecio.

1.82. La base 4D del trapecio isésceles
ABCD es igual a a, la base BC es igeal a b,
| AB | = d. La recta trazada por ol vértice B
divide por la mitad la diagonal AC y corta
AD en el punio K. Hallar el srea del Lridangu-
lo K.

1.83. Hallar la suma de las distancias al
cnadrado desde el punto M, tomado en el
didmetro de cierta circunferencia, hasta los
extremos de cualquicra de las cuerdas parale-
las a este didmetro, si el radio de la circun-
ferencia es igual a R y la distancia desde M
hasta el centro de la circunferencia es igual a a.

1.84. Una cuerda comin a dos circunfe-
'encias que se intersecan, se ve desde sus
sentros bajo los dngulos de 90° y 60°. Hallar
08 radios de las circunferencias, si la distancia
:nire sus centros es igual a a.

1.85. Viene dado el tridngulo regular ABC.
3l punto K divide su lado AC en razon de
21 y el punto A7 divide el lado AB en razén
le 1:2 (contando en ambos casos desde el vér-
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tice 4). Demostrar que la longitud del seg-
mento KM es igual al radio de la circunferen-
cia descrita alrededor del tridngulo A BC.

1.86. Dos circunferencias con radios R y
R/2 tienen un contacto exterior. Uno de los
extremos de un segmento de longilud 2R for-
ma con la linea de centros un angulo igual a
30° y coincide con el centro de la circunfe-
rencia de radio menor. (Qué parte del seg-
menlo se halla fuera de ambas circunferencias?
(El segmento corta ambas circunferencias.)

[.87. El tridngulo ABC Llienc trazadas la
mediana BK, la biseciriz BE v la altura AD.
[allar la longitud del lado AC, si se sabe
que las rectas BK y BE dividen el segmento
AD en (res partes iguales y | AB | = 4.

1.88. La relacion entre el radio de la cir-
cunferencia inscrita en un tridngulo isésceles
v el radio de la circunferencia circunscrita
alrededor de estc mismo triangulo es igual
a k. Hallar el dngulo contiguo a la base del
tridngulo.

1.89. Hallar el coseno del angulo conti-
guo a la base del tridngulo isésceles, si el
punto de interseccién de sus alturas se halla
en la circunferencia inscrita en el tridngulo.

1.90. llallar el 4rea de un pentdgono limi-
tado por las rectas BC, CD, AN, AM v BD,
donde 4, B v D son tres vértices del cuadrado
ABCD, N es el punto medio del lado BC y M
divide el lado CD en razén de 2:1 (calculando
a partir del vértice C}), si el lado del cuadrado
ABCD es a.

[.91. En el tridngulo A BC se dan: L BAC=
= a, LABC = §. Una circunferencia con el
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centro en B pasa por A y corta la recta AC
en el punto K distinto de 4, y la_ recta BC,
en los puntos £ y #. Hallar los dngulos del
triangulo EKF.

1.92. Viene dado un cuadrado con el lado
a. Hallar ¢ 4rea de un tridngulo regular, uno
de cuyos vértices coincide con el punto medio
de uno de los lados del cvadrado y los otros
dos se encuentran en las diagonales del cua-
drado.

1.93. En los Jados del cuadrado ABCD sc
toman los puntos A, N y K, donde M es el
punto medio del lado 4B, N sc halla en ol
lado BC, ademés, 2 | BN | = | NC |, K per-
tenece al lado DA, con la particularidad de
que 2 | DK | = | KA |. Hallar el seno del
angulo comprendido entre las rectas MC y
NK.

1.94. Por los vértices A y B del triingulo
ABC pasa una circunferencia de radio r que
corta el lado BC en el punto D. Hallar el
radio de la circunferencia que pasa por los
puntos 4, Dy C,si [AB |=cy |AC|=b.

1.95. El lado AB del tridngulo ABC es
igual a 3 y la altura CD bajada sobre el lado
AB os igual a /3. La base D de la altura CD
se encuentra sobre el lado AB, el segmento
AD es igual al lado BC. Hallar [ AC ).

1.96. En una circunferencia de radio R
estd inscrito el hexagono regular ABCDEF.
Hallar el radio del circulo inscrito en el tri-
dngulo ACD.

1.97. El lado AB del cuadrado ABCD
es igual a 1 y es la cuerda de cierta ecircun-
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ferencia, estando los otros lados del cuadrado
fuecra de esta circunferencia. La longitud de
la tangente CK trazada desde el vértice C
a Ja misma circunferencia es igual a 2. $A qué
es igual ¢l didmetro de la circunferencia?

1.98. En up tridngulo rectangulo el dngulo
menor es . Una recta que divide el Lridngulo
en dos partes de areas iguales, esld trazada
perpendicularmento a la hipotenusa. Deter-
minar en qué razon esta recta divide la hipo-
tenusa.

1.99. En el interior de un triangulo regu-
lar de lado igual a 1 se encuentran dos cir-
cunferencias que contactan entre st y cada
una de éstas es tangente a dos lados del tri-
dngulo (cada lado del tridngulo es tangente
por lo menos a una circunferencia). Demostirar
que la suma de los radios de estas circunfe-
rencias no es menor de ('3 — 1)/2.

1.100. E]l triangulo rectangulo ABC con
el Angulo agudo 4 igual a 30° tiene Lrazada la
bisectriz BD del otro dngulo agudo. Hallar
la distancia entre los centros de dos circun-
ferencias inseritas en los tridngulos ABD
y CBD, si el caleto menor es igual a 1.

I1.401. Los éangulos A y D del trapecio
ABCD, contiguos @ la base AD son de 60°
y 30°% respectivamente. El punto & portenecc
a la base BC, con la particularidad de que
| BN 1: | NC | = 2. El punto M se halla
sobre la base 4D, la recta MAN es perpendi-
cular a las bases del trapecio v divide su area
en dos partes ignales. Hallar | AM | : | MD |.

I1.102. En el tridngulo ABC se dan | BC |=

"
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=a, LA = a, ZB = f. Hallar el radio de
la circunferencia que tiene contacto con el
lado BC, y a la que es tangente el lado AC
en el punto A.

1.103. En el tridngulo ABC | AB | =c,
| BC | == a, £B = B. Sobre el lado AB se
toma el punto M de manera que 2 | AM | =
=3 | MB|. Hallar la distancia desde M
hasta el punto medio del lado AC.

I.104. En el lado 4B del tridngulo 4BC
se toma el punto M y en el ludo AC, el punto
N, con la particularidad de que |AM | =
=3{MB| y 2|AN |=|NC| Hallar el
drea del cuadvildtero MBCAN, si la del tridn-
aulo ABC es igual a 8.

1.105. Se dan dos circunferencias con-
céntricas con los radios R y r (R>1) y el
centro comin O. La tercera circunferencia s
tangente a lag dos primeras. Hallar la tan-
gente del dngulo comprendido entre las tan-
gentes que parten del punto O, hacia la ter-
cera circunferencia.

1.106. En el paralelogramo ABCD | AB}=
=a, |AD|=b (b >a) y 4BAD = a
{o < 90°). Los puntos £ y M en los lades 4D
¥ BC se toman de manera que BXDM sea
un rombo. Hallar el lado del rombo.

107. La hipotenusa de un tridngulo rec-
gual a c. Los centros de tres cir-
de radio ¢/5 se encuentran cn
sus vértices. Hallar el radio de una cnarta
circunferencia 1angente a las tres dadas que
no las contiene en su interior.

T.108. Hallar el radio de una circunferencia
que en ambos lados del dngulo de magnitud o
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corta las cuerdas de longitud a, si se sabe que
la distancia entre los exlremos més proximos
de estas cuerdas es igual a b.

1.109. Sobre el lado BC del (ridngulo
ABC, como sobre el didmetro, estd construida
una circunferencia que corta los lados 4R
y AC en los puntos 3 y N. Hallar cl drea del
tridngulo AMYN, si la del tridngulo ABC
es ignal a § vy L BAC = «.

1.410. En una circunferencia de radio R
estan trazadas dos cuerdas mutuamente per-
pendiculares N y PQ. Hallar la distancia
entre los puntos M v P, si | NQ i = a.

I.111. Sobre el lado mas grande BC del
triangulo ABC, igual a b, se elige el punto M.
Hallar la distancia minima entre los centros
de lasg circunferencias circunscritas alrededor
de los tridngulos BAM v ACM.

I.112, En el paralelogramo ABCD
|AB | =a, | BC| =0b, LABC = «. Hallar
la distancia entre los centros de las circunfe-
rencias circunscritas alrededor de los tridngu-
los BCD v DAB.

I.113. En el tridngulo ABC /A = @,
| BAl=a, |AC} = b. En Jos lados AC ¥y
AR se toman los puntos M y N, donde M es el
punto medio de AC. Hallar la longitud del
segmenlo MN, si se sabe que el drea del tri-
angulo 4N representa 1/3 parte de la del
triangulo 4BC.

I.114. Hallar los dangulog de uwn rombo, si
el drea del circulo inscrito en él es dos veces
menor gue la del rombo.

I.115. Hallar el irea de la parte comtun
de dos cuadrados, st cada uno de cllog tiene
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segundo lado del dngulo en los puntos 4 y A.
Flallar | AB |.

1.121. En una recta gue pasa por el centro
O de una circunferencia de radio 12, se toman
los puntos A y B de manera que | 04 | = 15,
{AB | = 5. Desde los puntos 4 y B estdn
trazadas tangentes a la circunferencia, cuyos
puntos de tangencia se hallan a un mismo lado
de la recta OAB. Encontrar el drea del trian-
gulo ABC, si C es el punto de interseccion de
eslas tangentes.

1.122. En el triangulo ABC se conocen
|BC | =a, LA =a, £LB=p. Hallar el
radio de la circunferencia que corta todos sus
lados, formando en cada uno de ellos cuerdas
de longitud d.

1.123, Los segmentos que unen los cen-
tros de los lados opuestos de un cuadrilatero
convexo, son iguales a @ y & y se intersecan
formando un dngule de 60°. Hallar las diago-
nales del cuadrilatero.

1.124. En el lado BC del tridngule ABC
se toma el punto M de manera que la distancia
desde el vértice B hasta el centro de masas
del tridngulo AMC es igual a Ja distancia
desde el vértice C hasta el centro de masas del
tridngulo AMB. Demostrar que | BM | =
= | DC |, donde D es la base de la altura
bajada sobre BC desde el vértice 4.

I1.425. La bisectiriz BE del dngulo recto B
del triangulo reclémngulo ABC se divide por
el centro O de la circunferencia inscrita de

manera que |BO |:|0E | =1"3:)"2. Ha-
llar los dngules agudos del tridngulo.
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1.126. En cl segmento A5 de longitud A
r81a construida como sobre su didmetlro una
circunferencia. Una segunda circunferencia
del mismo radio que la primera, ticne el centro
en el punto A. Una tercera Liene conlacto in-
terior con la primera circunferencia y con-
tacto exterior con la segunda; el segmento A5
es tangente a esta tercera circunierencia. Ha-
Har el radio de la tercera circnnferencia.

1.127. Se da el triangulo ABC. Se sabe
que |AB | =4, |AC | =2, |BC|=3. La
bisectriz del dngulo A corta el lado BC en el
punto K. La recta que pasa por el punto B
paralelamente a AC corta la prolongacion de
ia bisectriz AK en el punto M. Hallar | KM |.

1.128. Una circunferencia con el centro
dispuesto en el inlerior del dngulo recto, es
langente a un lado del angulo, corta el otro
tado en los puntos A ¥ B e interscca la bisec-
triz del Angulo ea los puntos € y D. La cuerda
AD es igual a V6, la cuerda CD es igual a /' 7.
Hallar el radio de la circunferencia.

1.129. En un pavalelogramo hay dos cir-
cunferencias de radio 1, que entran cn contacto
entre si y con tres lados del paralelogramo cada
una. Se sabe también que cl segmento de uno
de los lados del paralelogramo entre el vértice
y el punto de tangencia es ignal a /'3, Hallar
el arca del paralelogramo.

1.130. Una circunferencia de radio R pasa
por los vértices A y B del tridngulo ABC.
La recta AC es tangente a dicha circunferencia
en el punto A. llallar el area del tridngulo
ABC, si se sabe que £ B = a, LA = f.
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i.131. La bisectriz AK del iridnguio ABC
es perpendicular a la mediana BAM y el dngulo
B es igual a 120°. Hallar la razén entre el
drea del tridngulo ABC y la del circulo cir-
cunscrito alrededor de esle tridngulo.

1.132. Por los centros de los lados AL y
AC del triangulo rectéangulo 4 BC esta trazada
una circunferencia, a la cual es tangentie el
lado BC Hallar la parte de la hipotenusa 4C
gque sec encucntra en el interior de esta circun-
ferencta, si [AB | =3, |BC|=4.

1.133. Viene dado cl segmento a. Tres cir-
cunferencias de radio AR tienen los centros en
los extremos y en el punto medio del segmen-
to a. Hallar el radio de una cuaria circun-
ferencia que e¢s tangente a las tres circun-
ferencias dadas.

1.134. Hallar el angulo entre una tangente
exterior coman y una tangente interior comin
a dos circunferencias, si sus radios son R y r
y la distancia entre sus centros os igual a
V2 (R® + ) (los centros de las circunferen-
cias se encuentran a un mismo lado de la
tangente exterior coman y a diferentes lados
de la tangente interior comun).

1.135. El segmento AF es el didmetro de
un circulo y el punto € se encuentra fuera de
él. Los segmentos AC y BC se intersecan con
la circunferencia en los puntos D y £, respecti-
vamente. Hallar el dngulo CBD, si las dreas
de los triangulos DCE y ABC se relacionan
como 1:4.

1.136. IEl angulo en el vértice A del rombo
ABCD de lado a es igual a 120°. Los puntos £
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y F pertenecen a los lados BC y AD, respecti-
vamente, el segmento EF y la diagonal del
rombo AC se intersccan en el punto A7. Las
dreas de lox cuadrilateros BEFA y ECDF se
relacionan como 1:2. Haillar | EM |, =i
VAM | : | MC | = 1:3.

1.137. Una circunferencia de radio R tie-
ne su ceittro en el punto Q. Desde el extremo
del segmento OA que interseca la circunfe-
rencia en el punto M, estd trazada la tangente
a la circunferencia 4 X. Hallar el radio de Ia
circunferencia que roza el arco MK, y a la
cual son tangentes los segmentos AKX, AM si
LOAK = 60°.

1.4138. El tridngulo isosceles ABC csta
inscrito en un circulo. |4AB = |BC1}| ¥
ZB =#$. La linea media del tridngulo se
prolonga hasta la interseceién con la circun-
ferencia en los puntos D y E (DE j| AC).
ITallar 1a razdn entre las Areas de los tridngu-
los ABC y DBE.

1.139. El é&ngulo « tiene su vértice en el
punto O. En uno de sus lados se toma el punto
M, del cual se levanta una perpendicular has-
ta la interseccién con el otro lado en el punto
N. Precisamente de la misma manera del
punte K en el otro lado se levanta una per-
pendicular hasta la interseccion con el primer
lado en el punto P. B es el punto de intersec-
cién de las rectas MN y KP, v A4, el punto de
interseccién de las rectas OB y NP. Hallar
|OA |, si |OM | =a, |OP | = b.

1.140. Dos circunferencias de radios R y
r tienen contacto con los lados de un 4ngulo
dado y entre si. Hallar ol radio de una tercera
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circunferencia, a la cunal son tangentes los
Jados del mismo angulo, y cuyo centro se
encuentra en e! puntoe de tangeucia de las
circunferencias dadas.

1.141. La distancia entee los centros de
dos circunferencias que no se intersecan, cs
ignal a a. Demostrar que los cnatro puntos de
interseccion de las tangentes exteriores comu-
nes conr las tangentes interiores comunes se
encuentran en una misma circunferencia. Ha-
llar el radio de esta circunferencia.

[.142. Demostrar que el segmento de una
tangente exterior comin a dos circunferencias,
comprendido entre las tangentes interiores
comunes, es ignal a la longitud de la tangente
interior comun.

1.143. Un circulo con el centro en O
tiene dos radios 04 y OB mutuamente per-
pendiculares, € es un punto del arco AB, en
el cual LA0C = 60° (£LBOC = 30°). Una
circunferencia con el centro en A y de radio
AB corta la prolongacién de OC mas alld del
punto C en el punto D. Demostrar que el seg-
mento CD es igual al lado del decaedro regu-
lar inscrito en la circunferencia.

Tomemos ahora el punto M diametralmen-
le opuesto al punto €. El segmento MD aumen-
tado en una quinta parte de su longitud se
considera aproximadamente igual a la semi-
circunferencia. Estimar el error de esta igual-
dad aproximada.

I.144. Un rectangulo tiene los lados 7 y 8.
Un vértice de un tridngulo regular coincide
con ol del recltidngulo v los otros dos se en-
cuentran en sus lados que no contienen el pri-
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mer vértice, Hallar el lado del triangulo
regular.

I.145. Hallar el radio de la circunferencia
minima en la que esta inscrito un trapecio isds-
celes, cuyas bases son de 15 vy 4 ¥ los lados,
de 9.

146, ABCD es un rectdngnio, en el cual
| AB{ =19, |BC|=17. En el lade CD se
elige el punto M de manera que | CM | = 3,
v en el Jado 4D, e] punto ¥ de manera que
| AN | == 2,5. Hallar el radio de la circun-
ferencia maxima que se inscriba en el penta-
gono ABCMN .

I.147. Hallar el dngulo méxime del tri-
angulo, si se sabe que el radio de la circun-
ferencia inscrita en el tridingulo con vértices
ubicados en los pies de las alturas del triangu-
lo dado, es dos veces menor que la altura
minima del tridngulo dado.

I.148. En el triangulo ABC, la hisectriz
del dngulo C cs perpendicular a la mediana
trazada desde el vértice B. Bl centro de la
circunferencia inscrita se encuentra en la
circunferencia que pasa por los puntos 4, €
y el centro de la circunferencia circunscrita.
Hallar |AB |, si | BC | = 1.

1.148. E1 punto M estd alejado de los
lados de un tridngulo regular (de las rectas a
las cuales pertenecen sus lados) a las distancias
2, 3 v 6. Hallar el lado del tridngulo regular,
si se sabe que su drea es menor de 14.

[.150. E]l punto M se encuentra alejado
de los lados del angulo de 60° a las distancias

F'3 v 3)'3 (los pies de las perpendiculares
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bajadas desde el A sobre los lados del dngulo
se encuentran en los lados y no en sus prolon-
gaciones). La recta que pasa por A, interseca
los lados del dngulo y corta un tridngulo con
un perimetro igual a 12. Ifallar ¢l area de
este tridngulo.

1.151. En el rectangnlo ABCD | AB | =
=4, | BC | = 3. HHallar cl lado del rombo,
uno de cuyos vérlices coincide con A, y los
otros tres se cucuentran en los segmentos AB,
BC y BD, respectivamente.

1.152. Ll lado del ecunadrado A BCD es igual
a 1. Hallar el lado del rombo, uno de cuyos
vértices coincide con 4, el opuesto se encuen-
tra sobre la recta BD y los dos restantes, sohre
las rectas BC y CD.

1.153. El &ngulo agudo de] paralelogramo
ABCD e¢s igual a «. Una circunferencia de ra-
dio r pasa por los vértices 4, B y C y corta las
rectas AD y CD en los puntos M y N. Hallar
el area del triangulo BMN.

I.154. La circunferencia que pasa por los
vértices A4, B y C del paralelogramo ABCD
corta las rectas AD y CD en los puntos M y
N. El punto M ecsta alejado de los vértices
B, C ¥y D a las distancias 4, 3 y 2, respectiva-
mente. Hallar | MN ).

1.155. En ¢l tridngulo ABC /. BAC =
= n/6i. Una circunferencia con el centro en A
y el radio igual a la altura bajada sobre BC,
divide el area del tridngulo por la mitad.
Hallar el dngulo maximo del tridngulo ABC.

[.156. En el tridngulo isésceles ABC £ B=
= 120°. Hallar la cuerda comian de la cir-
cunferencia circunscrita alrededor de) tri-
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angulo ABC, y de la circunferencia que pasa
por el centro del circulo inscrito y los pies de
las biscctrices de los dngulos A y C,si { AC | =
= 1.

1.157. El ladoe BC _del triangulo ABC es
igual a a, el radio de la circunferencia inscrita
es igual a r. Determinar los radios de dos cir-
cunferencias iguales que son tangentes una a
otra; ademads, una de éstas entra en contacto
con los lados BC y BA, mientras que los lados
BC y CA son tangentes a la otra,

1.158. Una circunferencia de radio R tiene
inscrito un trapecio. Las rectas que pasan por
los extremos de una de las bases paralelamen-
te a los lados, se intersecan en el centro de la
circunferencia. El lado se ve desde el centro
bajo un angulo a. Hallar el area del trapecio.

I.159. La hipotenusa de un triangulo rec-
tdngulo es igual a ¢. ¢(Dentro de qué limiles
puede cambiar la distancia desde el centro del
circulo inscrito hasta el punto de interseccidn
de las medianas?

1.160. Los lados de un paralelogramo son
iguales a ¢ y b (a 5= b). ;Dentro de qué limites
puede variar el coseno del dngulo agudo entre
las diagonales?

[.161. Por el punto M en el interior del
tridngulo ABC pasan tres rectas paralelas a
los lados del tridngulo. Los segmentos de
rectas comprendidos en el interior del tridangu-
lo son iguales entre si. Hallar las longitudes
de cstos segmentos, si los lados del tridngulo
sona, byec.

[.162. En el tridngulo A BC se encuentran
tres circunferencias iguales, cada una de las
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cuales es tangente a dos lados del tridngulo.
Las tres circunferencias tienen un punto co-
mun. Hallar los radios de estas circunferen-
cias, si los radios de las circunferencias ins-
crita y circunscrita del tridngulo ABC son
iguales a r y R.

1.163. La mediana del tridngulo ABC es
AD, L DAC + L ABC = 90°. Hallar Z BAC,
si se sabe que | AB |s= 1 AC |.

1.464. Tres circunferencias de radios 1, 2
y 3 entran en contacto entre si exteriormente.
Hallar el radio de la circunferencia que pasa
por los puntos de tangencia de estas circun-
ferencias.

I1.165. Un tridngulo is6sceles tieme inscri-
to un cuadrado de drea unilaria, cuyo lado se
encucntra sobre la base del tridngulo. Hallar
el drea del tridngulo, si se sabe que los cen-
tros de masas del tridngulo y del cuadrado
coinciden.

1.166. E1 lado del tridngulo equildtero
ABC es igual a a. Sobre ¢l lado BC se halla el
punto D y sobre el AB se encuentra el punto
E de mancra que | BD | = a/3, |4E | =
= | DE |. Hallar |CZ |.

1.167. En el tridngulo rectangulo ABC
desde el vértice del dngulo recto C estén tra-
zadas la bisectriz CL (} CL | = «) y la media-
na CM (|CM |=05). Hallar el d&rea del
tridngulo ABC.

1.168. Una circunferencia esta inscrita en
un trapecio. Hallar el area del trapecio, si se
conocen la Jongitud a de una de las bases y los
segmenios b y d, en los cuales se encuentra di-
vidido por el punlo de tangencia uno de los
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lados (el segmento b es adyacenle a la base
dada a).

1.169. Las diagonales de un trapecio son
iguales 2 3 y 5 y el segmento, que nne los pun-
Los medios de las bases, es igual a 2. Hallar el
area del trapecio.

1.170. Una circunferencia de radio 1 estd
inscrita en el tridngulo ABC, enel cual cos B=
= 0,8. Esta circunferencia entra en contacto
con la linca media del tridngulo ABC, parale-
la al lado AC. Hallar la longitud del lado AC.

1.171. El 4rea del tridngulo regular ABC
es igual a S. Paralelas a sus lados y a una
distancia igual de éstos estdn trazadas tres
rectas que so intersecan en el interior del tri-
dngulo vy forman en la interseccion el triangulo
A,B,C, de 4rea Q. Hallar la distancia entre
los lados paralelos de los tridngulos ABC y
A,B,C,.

1.172. Los lados AB y €D del cuadrilite-
vo 4BCD son perpendiculares y representan
los diametros de dos circunferencias iguales
de radio » que entran en contacto. Encontrar
el arca del cuadrilitero ABCD, si | BC |:
:|AD | = k.

I.173. Un angulo, cuya magnitud es «,
tiene inscritas dos circunferencias que entran
en contacto entre si. Determinarv la razon entre
el radio de la circunferencia menor y el de la
tercera circunferencia, tangente a las dos pri-
meras y uno de los lados del &ngulo.

1.174. En el tridangulo ABC sobre la linea
media DE que es paralela a AB, como sobre el
didmeiro, estd constrnida una circunferevcia
que corta los lados AC y BC en los puntos M
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v N. Hallar | MN |, 81 |BC | =a, | AC | =
=&, | AB | = ¢.

I.175. La distancia entre los cenlros de
dos circunferencias es igual a a. I{allar el lado
del rombo, cuyos dos vértivces opuestos per-
tonecen a una circunferencia v los dos restan-
tes, a la otra, si los radios de estas circun-
ferencias son iguales a R v 7.

[.176. Hallar el arvea del! rombo ABCD,
i los radios de las circunferencias circunscri-
tas alrededor de los tridngulos ABC v ABD
son iguales a R v r.

1.177. Se da un angulo de magnitud « con
el vértice en 4, y el punto B a las distancias
ay b de los lados del angulo. Hallar | AB |.

I1.178. Las alturas h, y hy del triangulo
ABC estan bajadas desde los vértices 4 y B;
! es la longitud de la bisectriz del angunlo C.
Hallar 2. C.

1.179. Alrededor de un tridngulo rectin-
gulo estd circunscrita una circunferencia. Otra
del mismo radio entra en contacto con los
catetos de este tridngulo: ademas, uno de los
puntos de tangencia es el vértice del tridngu-
lo. Hallar la razén entre el area del tridngulo
y la de la parte comtn de los dos circulos
dados.

1.180. En el trapecio ABCD | AB | =
= |BC |=|CD|=a, |DA | = 2a. En las
rectas AB y AD se toman los puntos £ y F,
distintos de los vértices del trapecio, de mane-
ra que ¢l punto de interseccion de las alturas
del triangulo CEF coincida con el punto de
interseccién de las diagonales del trapecio
ABCD. Hallar el area del triangulo CEF,
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1.181. La altura del tridngulo rectangulo
ABC, bajada sobre la hipotenusa 4B, es igual
a h, D es la base dc la altura, M y N, los pun-
tos medios de los segmentos AD y DB. Hallar
la distancia desde el vértice C hasta el punto
de interseccion de las alturas del tridangulo
CMN.

1.182. ABCD es un trapecio isosceles con
las bases AD y BC; |AB| = |CD ] = a,
|AC | = |BD | =b, 1BC|=¢, M es un
punto arbitrario del arco BC de la circunfe-
rencia circunscrita alrededor de ABCD. Hallar
| BM|+ | MC)
|AM |+ | MD|

1.183. Los lados de un triangulo isdsceles
son ignales a 1, la base es a. El tridngulo estd
inscrito en una circunferencia. Hallar la cuerda
que corta los lados del iridngulo y se divide
por los puntos de interseccidon en tres segmen-
tos iguales.

1.184. MN es el diametro de unpa circun-
ferencia, | MN | =1, A y B son puntos dc
circunferencia dispuestos a un lado de MN,
C se encuentra en la otra semicircunferencia.
A cs el punlo medio de la semicircunferencia.
| MB | = 3/5, la longitud del segmento for-
mado por la intersecciéon del didmetro MN
con las cuerdas AC v BC es a. (A qué es igual
la magnitud méxima de a?

1.185. ABCD es un cuadrilatero convexo,
M, el punto medio de AB, N, el punto medio
de CD. Las 4reas de los tridngulos ABN vy
CDM soun iguales y el drez de su parle comun
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es k veces menor que la de cada uno de éstos.
Hallar 1a relacién entre los lados BC y AD.

1.186. ABCD es un trapecio isdsceles
(AD ['BC), en el cual el dngulo agudo de la
base mayor es igual a 60° y la diagonal es igual
a }/3. El punto M esta alejado de los vérlices
A v D alas distancias 1 y 3, res ectivamente.
Hallar | MC \.

1.187. La bisectriz de cada uno de los
angulos de un {ridngulo corta el Jado opuesto
en un punto equidistante de los puntos medios
de los otros dos lados del tridngulo. ¢Se dedu-
ce de esto que el tridngulo es regular?

1.188. Dos lados de un tridngulo son igua-
les a a y b (@ > b). Hallar el tercer lado, si se
sabe que @ + h, < b -+ hy, donde 2y v Ay
son las alturas bajadas sobre los lados corres-
pondientes.

I1.189. ABCD e¢s un cuadrilatero convexo
circunscrito alrededor de una circunferencia de
didmetro 1. En el interior del cuadrilatero
ABCD existe un punto M tal, que | WA |* 4
+ | MB 2+ | MC |*+ | MD |2 = 2. Hallar
el area del cuadrilatero ABCD.

1.190. ABCD es un cuadrildtero: | AB | =
=i | BE = |€B:] =8 T4 )| =1d;
a® + 2 == 0 + &2 ¢ =%=d, M es un punto de
la recta BD, equidisiante de 4 v C. Hallar la
relacién | BM | . | MD |.

1.191. Ll lado menor del rectangulo 4 BCD
es igual a 1. Examinemos cualre ¢ircunferen-
cias concénlricas con el ¢entro en 4 que pasan
por IZ, C, D, respectivamenie, v ¢l punlo de
inlerseccion de las diagonales del rectangulo
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ABCD. Se sabe que existe un rectidngulo con
vértices dispuestos en las circunferencias tra-
zadas (un vértice en cada una). Demostrar que
existe un cuadrado con vértices en las circun-
ferencias trazadas. Hallar el lado de este
cuadrado.

1.192. Se da e! tridngulo ABC. Las per-
pendiculares levamiadas hacia AB v BC en
sus puntos medios, cortan la recta AC en los
puntos M y N de manera que | MN | == | AC |.
Las perpendiculares trazadas a AB y AC en
sus puntos medios cortan BC en los puntos K

y L de manera que | KL | = 4 | BC |. Hallar

el dngulo minimo del tridngulo 4BC.

1.193. En el lado AB del tridngulo ABC
se toma un punto M de tal manera que la
recla que une ¢l centro de la circunferencia
circunscrita alrededor de ABC con el punto de
interseccion de las medianas del tridngulo
BCM, es perpendicular a CM. Hallar la
relacion | BM {: {BA |, 51 |BC|: | B4 | =
= k.

1.194. En el cuadrilatero inscrito ABCD,
en el que | AB | = | BC |, K es el punto de
interseccidon de las diagonales. Hallar | AD |,
si |BK |=0b, | DK | =ad.

I.195. Interpretar geométricamente la ecua-
cion 1 y los sistemag 2, 3 y 4. Solucionar la
ecuacion 1 y los sistemas 2 y 3. En el sistema 4
hallar =z 4 y 4 z:

1) V 22 +at—azV 34 ]-f'ryz + 22 —by V 3+
- V 22 + 12— 2y V 3= 128 (a >0, b>0).
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) 2=V —-a+ Viyr—a,

y=1 ‘L 12—
l s=V pi—¢ +Va“—
3y 224yt =(a— 2+ b* =0+ (b~ y)?
4) I x| xy 4y = a?,
yi4-yz 4 2> =17,
1za+zx—|—$2=a2+ba.

1.196. £l Jado de un cuadrado es igual a «,
los productos de las distancias desde los vér-
tices opuestos hasta la recta I son iguales entre
si. Hallar la distancia desde el centro del
cnadrado hasta la recta [, si se sabe que nin-
guno de los lados del cuadrado es paralelo a .

1.197. Uno de los lados del tridngulo
ABC e¢s dos veces mayor que otro, ademas,
LB =2 «C. Hallar los angulos del tri-
angulo.

1.198. Los lados iguales AB y AC del
triangulo isdscelcs ABC son tangentcs a una
circunferencia. Supongamos que M es el punto
de tangencia del lado AB y N, el punto de
interseccion de la circunferencia con la base
BC. Hallar AN |, si |AM | =@, |BM | =

I 199. ABCD es un paralelogramo, en el
cual |AB | =k |BC |, K y L, puntos de la
recta CD (K pertenece al lado CD), y M,
un punto de BC, ademéas, AD es la hisectriz
del angulo IxAL AN, la bisectriz del angulo
KAB, | BM | = a, 1DL | = b. Hallar | AL |.
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1.200. Se da un paralelogramo ABCD. La
recta que pasa por el vértice C, corta las rectas
AB y AD en los puntos K y L. Las dreas de
los teidngulos KBC y CDL son iguales™a p y ¢.
[iallar el drea del paralelogramo ABCD.

I.201. Se da una circunferencia de radio R
y dos puntos 4 v B dispucstosenclla | AB | =
«= a. Dos circunferencias de radios z e y entran
en contacto con la dada en los puntos 4 y B.
Hallar: a) el segmento de la tangente exterior
comin a las dos ultimas circunfercncias, si
ambas tienen contacto (interier o exterior)
con la dada de manera igual; b) el segmento
de la tangente interior comfin, si la circun-
ferencia de radio z tiehe contacto exterior con
la dada y la circunferencia de radio y tiene
contacto con la dada interiormente.

1.202. En el tridngulo ABC | AR | = 12,
| BC | = 13, | CA | = 15. Sobre el lado AC
se toma el punto M de manera que los radios
de las circunferencias inscritas en los tridngu-
los ABM y BCM sean iguales. Hallar la
relacion | AM |: | MC |.

1.203. Los radios de las circunferencias
inscrita y circunscrita de un tridngulo son igua-
les a r y R, respectivamente. Hallar cl Area
de éste, si se sabe que la circunferencia que
pasa por los centros de las circunferencias ins-
crita y circunscrita y por el punto de inter-
seccion de las alturas del tridngulo, pasa, por
lo menos, par uno de los vérlices del tridn-
gulo.

1.204. En ol vectingulo ABCD |AB | =
=2q¢ |BC|=a) 2. Sobre el lado 4B
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como sobre el didmetro estd construido un
semicirculo orientado hacia el exterior. Supon-
gamos gue M es un punto arbitrario de la
semicircunferencia, que la recta MD corta
AB en el punto N, y Ja recta MC, en el punto
L. Hallar |AL |* + | BN |* (problema de
Fermat).

1.205. Dos e¢ircunferencias de radios R
y r son tangentes una a otra por interior. I{allar
el lado de un triangulo regular, uno de cuyos
vértices coincide con el punto de tangencia y
los otros dos se encuentran sobre cada una de
las circunferencias dadas.

1.206. Dos circunferencias de radios 2 y r
(R > r) tienen contacto exterior en el punto
A. Por el punio B tomado en la circunierencia
mayor pasa una linea recla tangente a la cir-
cunferencia menor en el punto C. Hallar
| BC |, si {AB | = a.

I.207. En el paralelogramo ABCD se
cncuentran tres circunferencias que entran
en contracto entre si de dos en dos, ademds, una
de éstas también es tangente a los lados A5
y BC, la otra, con A8 y AD, y la tercera, con
BC y AD. Hallar el radio de la tercera circun-
ferencia, si la distancia entre los puntos de
tangencia del lado A8 eg igual a a.

1.208. Las diagonales del cuadrilatero
ABCD se cortan en el punto M y el angulo
entre ésti3 es igual a a. Sean Oy, 0,, Os, Oy
los centros de las cuatro circunferencias cir-
cunscritas alrededor de los tridngulos ABM,
BCM, CDM, DAM, respectivamente. Deter-
minar laJrelacién entre las areas de los cuadri-

litoros ABCD y 0,0,0,0,.
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1.200, Se da un paralelogramo 4BCD. La
recta gue pasa por el vértice C, corta las rectas
AB y AD en los puntos K y L. Las areas de
los teiangulos KBC y CDL son igualesTa p y ¢.
Iiallar el 4rea del paralelogramo ABCD.

1.201. Se da una circunferencia de radio R
y dos puntos 4 v B dispucstosen ella | AB | =
= a. Dos circunferencias de radios x e y entran
en contacto con la dada en los puntos 4 y B.
Hallar: a) el segmento de la tangente exterior
comin a las dos ultimas circunfercncias, si
ambas tienen contacto (inlerior o exterior)
con la dada de manera igual; b) el segmento
de la tangente interior comin, si la circun-
ferencia de radio z tiehe contacto exterior con
la dada y la circunferencia de radio y tiene
contacto con la dada interiormente.

1.202. En el tridngulo ABC | AB | = 12,
| BC | = 13, | CA | = 15. Sobre ¢l lado AC
se toma el punto M de manera que los radios
de las circunferencias inscritas en los tridngu-
los ABM y BCM sean iguales. Hallar la
relacion | AM |: | MC |.

1.203. Los radios de las circunferencias
inscrita y circunscrita de un tridngulo son igua-
les a r y R, respectivamente. Hallar cl 4rea
de éste, si se sabe que la circunferencia que
pasa por los centros de las circunferencias ins-
crita y circunscrita y por el punto de inter-
seccion de las alturas del tridngulo, pasa, por
lo menos, por uno de los vérlices del tridn-
gulo.

1.204. En ol veckdngulo ABCD | AB | =
=2q, |BC|)=al 2. Sobre ¢l lado 4B
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igual a e, el radio del cirenlo inscrito es r.
Hallar el area del tridangulo, si el circulo ins-
crito  tiene contacto con la circunferencia
construida sobre BC como sobre el didmetro.

1.216. Se da un trianguloe regular ABC
con el lado a; BD es su altura. Sobre BD
estd construido el tridngulo regular BDC, y
sobre la altura 8D, de este iridngulo, el ter-
cer triangulo regular BD,C,. IHallar el radio
de la circunferencia circunscrita alrededor del
tridngulo €C,C,. Demosirar que su centro s¢
encucntra en el lado del tridngulo ABC (C, se
encuentra fuera del tridngulo 45C).

1.217. Los lados de un paralelogramo son

icuales a a y b (a 5= b). Por Jos vértices de los
angulos obtusos de este paralelogramo se tra-
zaron las rectas perpendiculaves a los lados.
Estas rectas forman come resultado de la
interseccién un paralelogramo semejante al
de partida. Hallar el coseno del angulo agudo
del paralelogramo dado.
« J.218. En el tridngulo KLM se trazaron
las bisectrices KN y LP que se cortan en el
punto Q. El segmento PN tiene una longitud
igual a 1 y el vértice M se encuentra sobre la
civcunferencia que pasa por los puntos ¥, P,
Q. Hallar los lados y los dngulos del tridngulo
PNQ.

1.219. Sobre la diagenal 4C de un cuadri-
latero convexo ABCD se encuentra el centro
de una circunferencia de radio r, la cual Licne
contacto ¢on los lados ADB, AD v BC. En la
diagonal BD se encuenira el centro de nna
circunferencia del mismo radio r que entra en
contacto con los lados BC, CD y AD. Hallar
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el drea del cuadrilatero ABCD, sabiendo que
las circunferencias indicadas son tangentes
entre si exteriormente.

1.220. El radio de una circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridngule acutangulo
ABC es igual a 1. Se sahe que en esta circun-
ferencia se encuentra el centro de wnacircun-
ferencia que pasa por los vértices 4. € y el
punto de interseccion de alturas del tridngulo
ABC. Hallar | AC |.

1.221. En el tridngulo ABC se toman los
puntos M, ¥ y P; M y AN, en los lados AC
y BC: P, en el scgmento M N, ademas, | 4M | :
1 JMC | = |CN |: [ NB|= | MP |:| PN
Llallar el &rea del tridngulo ABC, si las dreas
de los tridngulos AMP y BNP son iguales
g & Q.

1.222. Se da una circunferencia de radio
R v el punto A a la distancia e de su centro
{a > R). Sea K el punto mas proximo a A
de la circunferencia. La secante que pasa por
4, corta la ciccunferencia en los puntos M ¥y
N. Hallar { MN |, si el drea del triangnlo
KMN es igual a S.

[.223. En el tridingelo isésceles ABC
(|1AB} = | BC|) por el extremo £ de la
bisectriz AE se trazé una perpendicular a AE
hasta la interseccién con la prolongacion del
lado AC en el puntoe F (C se encuentra entre
A y F). Se sabe que | AC | = 2m, | FC | =
= m/4. Hallar el drea del tridngulo ABC.

I.224. Dos iriangulos regulares iguales
ABC y CDE con el lado ignal a 1 cstan dis-
pucstos en n plano de tal manera que Lienen
un sole punto comn € y el angule BCD eos
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menos de n/3. K es el punlo medio de AC, L,
el punto wedio de CF, M, el punto medio de
BD. El arca del tridngulo KLM es igual a
]/Ef’*'] Hallar | BD |.

1.225. Desde el punto K dispuesto fuera
de la circunferencia, cuyo ceniro se encuen-
tra en O, estdn trazadas dos tangentes KA
y KN a esta circunferencia (M y N son los
puntos de tangencia). En la cuerda MN se
toma el punto C (| MC | <<|CN |). Por el
punto C, perpendicularmente al segmento OC,
estd trazada una recta que corta el segmento
NK en el punto B. Se sabe que el radio de la
circunferencia es igual a R, LZMKN =a vy
| MC | = b. Hallar | CB |.

1.226. El pentigono ABCDE esta inscrito
en una circunferencia. Los puntos M, Q, N
y £ son los pies de las perpendiculares bajadas
desde el vértice F, respectivamente, sobre los
lados AB, BC, CD (o sobre sus prolongaciones)
y la diagonal AD. Se sabe que {EP | =4
y la relacion entve el drea del tridngulo MQE
y el drea del tridngulo PNE es igual a k.
Hallar | EM |.

[.227. Se da un trapecio rectangular. Cier-
ta recta paralela a sus bases lo corta cn dos
trapecios, en cada uno de los cuales se puede
inscribir una circunferencia. Determinar las
bases del trapecio de partida, si sus lados son
iguales a ¢ y d (d > ¢).

1.228. En los lados KL y MN del trapecio
isdsceles KLMN sc eligen respectivamente los
puntos P y Q de tal manera que el segmento
PQ resulte paralelo a las bases del trapecio.
En cada uno de los trapecios KPQN y PLMQ
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se puede inscribir una circunferencia, cuyos
radios sou iguales a R y r, respectivamente.
Determinar las bases | LM | y | KN |[.

1.229. La bisectriz del dngulo 4 del tridn-
gulo ABC corla el lado BC en el punto D.
Se sabe que | 4B | — |BD | =ua, |AC | -+
+ | CD | = b. Hallar | AD |.

1.230. Aprovechando cl resuliado del pro-
blema anterior, demostrar que cl cuadrade de
la bisectriz del tridngulo es igual al producto
de los lados que la comprenden, menos el pro-
ducto de los segmentos del tercer lado, en los
cuales ésta se encuentra dividida por la bisec-
triz.

1.231. Se da una circunferencia de didame-
tro AB. La segunda circunferencia con el centro
en A corta la primera circunferencia en los
puntos C y D y cl didmetro, en el punioc E.
151 punto D no pertenece al arco CE; en ésle
se toma el punto M distinto de los puntos £
y E. El rayo BM corta la primera circunfe-
rencia en el punto N. Se sabe que |CN | =
= a, | DN | = b. Hallar | MN |.

[.232. El 4dngulo B del tridngulo ABC
es igual a m/4, el dngulo C es igual a /6. En
las medianas BN y CN como sobre un didme-
tro estin construidas las circunferencias (que
se cortan en los puntos £ y Q. La cuerda PQ
corta el lado BC en el punto D. Hallar la
relacién | BD | : | DC |.

1.233. Sea AB el diametro de una circun-
ferencia; O, su centro, | AB | = 2R; C, un
punto sobre la circunferencia; M, un punto
sobre la cuerda AC. Desde M se baja la per-
pendicular MN al didmetro AB y se levanta
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la perpendicular a AC gue corta la circunfe-
rencia en el punto L (el segmento CL corta
AB). Hallar la distancia entre el punto medio
de AOC y el punto medio de CL, si | AN | =
= .

1.234. Alrededor del tridngulo ABC esta
cirennscrita una circunferencia. Una tangenie
a la circunferencia, gue pasa por el punto 5,
corta la recta AC cn el punto M. Hallar la
relacion | AM |: | MC |,si |4AB|:|BC =
1.235. En una recta se cnenentran sucesi-
vamente los puntos 4, B, C y D, ademas,
|AC | =a |AB )|, |AD | =8 |AB|. Por A
y B esta trazada una circunferencia arbitra-
ria, CM y DN son dos tangentes a esta cir-
cunferencia (M y N son los puntos sobrela
circunferencia, ubicados a distintos lados de
la recta AB). (En qué razén la recta MN
divide cl segmento A4B?

1.236. ABCD es un cuadrilatero circuns-
crito; los segmentos desde A4 hasta los puntos
de tangencia son iguales a a; los segmentos
desde € hasta los puntos de tangencia son
iguales a b. (En qué razén la diagonal BD
divide la diagonal AC?

1.237. El punto K pertenece a la base AD
del trapecio ABCD, con la particularidad de
que |AK|=x{4D |. Hallar la razon
| AM | : | MD |, donde M es el punto de in-
tersecciéon de AD con la recta que pasa por los
puntos de interseccion de las rectas AB y CD
y las rectas BK y AC.

Tomando A=1/n (=1, 2, 3, ...)
establecer el método de particién del segmento
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dado en » partes 1gnales sdlo con una regla,
sl se da una recla paralela a éste.

I.238. En el triangulo rectangulo AB5C,
cuya hipotenusa AB es igual a ¢, sobre la
alturi €D como sobre el didmetlro esta cons-
truida  una circunferencia. Las tangentes a
esta circunferencia que pasan por los puntos
A y B2 enlran en ¢contacto con ésta en los puntos
M y ¥ y se cortan con su prolongacién en el
punto K. Hallar | MK |.

1.239. En los lados 4B, BC y CA del tri-
angnlo ABC se Loman los puntos €, A; ¥
B, de manera que | AC, | : | C;B | = | BA, | :

: | A€ = CB|:| B4 | =2k. Bnlos lados
AJ}], BC y (A, se toman los puntos C,,
A2 v!zdc manera que | A4C;s | 3 | CoBy | =
= | B A,y |: |40, | = |CBy|: | BA, | =
= 4/k. Demostrar gue el triangulo A4 ,8,C,
es semejante al tridngulo 4ABC y hallar la
razon de semoejanza.

L1.240, Bn el triangulo ABC se dan los
radios R y r de las circunferencias circitns-
crita e inscrita. Sean 4,, By, € los pnntos de
interseccion de las bisectrices del tridngulo
ABC con la circanferencia circunscrita. Hallar
la razon entre las dreas de los tridngnlos A BC
¥ AIB-[CI.

1.241. Dos (ridngulos tienen los lados
correspondientemente paralelos y sus areas
son 8, y 8,; ademds, uno de ellos esta inscrito
en el tridngule ABC y el otro esta circunscrito
alrededor del mismo. Hallar el area del tri-
angulo ARBC.

1.242. Determinar el angulo 4 del tri-
angulo ABC, si ge sabe que la bisectriz de
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este Angulo es perpendicular a la recta que
pasa por el punto de interseccion de las altu-
ras y el centro de la circunferencia circunscrita
alrededor de este triangulo.

F.243. Tlallar los dngulos de un Lrianguloe,
st s¢ sabe que la distancia enlre ¢l centro de
una circonferencia circunserita y el punto de
interseccion de las alturas es dos veeces menot
que el lado méximo y es igual al fado minimo.

[.244. Se da el tridngulo ABC. Tomemos
en el rayo BA un punto D de tal manera que
| 8D | = | BA | + | AC |. Sean K y M dos
puntos en los rayos BA y BC, respectivamen-
te, tales que ¢l arca del tridngulo BDM es
igual al drea del (ridngulo BCK. Hallar
L BEM; 8 ZBAC = o,

I.245. En cl trapecio ABCD ¢l lado 4B
es perpendicular a AD y BC; ademds, | AB | =
= V' 1AD |- BC |. Sea £ el punto de inter-
geccion de los lados no paralelos del Lrapecio;
O, el punto de interseccién de las diagonales;
M, el punto medio de AB. Hallar £ EOM.

I.246. En un plano se dan dos rectas que
se intersecan en el punto O, y dos puntos A4
y B. Designemos los pies de las perpendicula-
res bajadas desde A sobre las reclas dadas a
través de M y N y los pies de lag perpendicula-
res bajadas desde A, a lravés de K v L, res-
pectivamente. Hallar el dngulo entre las
rectas MN v KL, si LAOB = o < 90°,

I.247. Dos circunferencias eniran en con-
tacto entre si interiormente en el punto A.
Desde O, que es ¢l centro de la circunferencia
mayor, esta lrazado ol rayo Of tangente a la
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circunferencia menor en el punto €. Hallar
LBAC,

I.248. En el interior del c¢uadrado ABCD
se toma el punto M de manera que L MAB =
= 60°, LMCD = 15°. Hallar £ MBC.

1.249, En el tridangulo ABC se conocen los
angulos: £ A4 = 45°, /B = 15°. Ln la pro-
longacién del lado AC mds alld del punto C
se toma el punto M de manera que | CM | =
=2 | AC |. Hallar £ AMB.

1.250. En el tridangulo ABC, cuyo £ B =
= 60° la bisectriz del &ngulo 4 corta BC
cen el punto M. En el lado AC se toma un punto
K de modo que LAMK = 30°. Hallar L OKC,
donde O es el centro de la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del triangulo AMC.

F.251. En el tridngulo ABC |AB | =
= |AC |, £A = 80°. a) En el interior del
iridngulo se toma el punto M tal que L MBC =
= 30°, LMCB = 10°. Hallar L AMC. b) Fue-
ra del tridingulo ge toma el punto P de manera
que LPBC = / PCA = 30° y el segmento
BP corta el lado AC. 1lallar Z/ PAC,

1.252. En el triangulo ABC £ B = 100°,
ZC = 65", sobre AB ge toma el punto M
de modo que LMCB = 55° y sobre AC, el
punto N de tal manera que L NBC = 80°.
Hallar ZNMC.

1.253, En el triangulo ABC | 4B | =
= | BC |, £.B = 20° sobre 4B se toma el
punto M de manecra que £ MCA = 60° y sobre
CB, el punto N de modo que LNAC = 50°.
Hallar £ NMC.

1.254. En el tridngulo ABC /B == 70°,
£C = 50° sobre AB se toma ¢l punto M
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de mancra que ZMCB = 40°, y sobre AC,
el punto N de manera que L NBC = 50°.
Hallar LNMC.

I.255. Supongamos que M y N son los
puntos de tangencia de una circunferencia ins-
crita con los lados BC y BA del tridngulo
ABC; K, ¢l punto de interseccion de la bisec-
triz del angulo 4 con ia recta MAN. Demostrar
que ZAKC = 90°,

1.256. Sean P y Q dos puntos diferentes de
una circunferencia circunscrita alrededor del
tridngulo 4BC, tales que | PA P = | PB |X
X JPC|,|QA = QB |-|QC | (vno de los
puntos sc sitia sobre el arco ABE y el otro,
sobre el arco AC). Hallar la diferencia
L PAB — LQAC, si la diferencia de los
angulos B y C del triangulo ABC es igual a «.

1.257. En una circunferencia se toman dos
puntos fijos A y B, VAB = «. Una circun-
ferencia arbitraria pasa por los puntos 4
y . Por A también csti trazada una recta
arbitraria I, que corta las circunferencias en
los puntos € y D distintos a B (C sec encuentra
sobre la circunferencia dada). Las tangentes a
las circunferencias en los puntos C y D (Cy D
son los puntos de tangencia) se intersecan en
el punto A; N ecs un punto sobre I tal que
|CN | = |4AD |, |DN | = |CA |. {Qué va-
lores puede tomar L CMN?

1.258. Demostrar que si en el triangulo un
angulo es igual a 120°, el triangulo formado por
lag bases de sus bisectrices es rectangulo.

1.259. En el cuadrilitero ABCD / DAB =
= 150°, £ DAC + LABD = 120°, L. DBC —
— LABD = G0°. Hallar A BDC.
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1.260. En el tridngulo ABC |AB | = 1,
| AC | == 2. Ilallar | BC |, si se sabe que las
bisectrices de los dngulos exteriores 4 y ¢
son iguales entre si (se examinan los segmen-
tos a partir del vértice hasta el punto de in-
terseccion de la hisectriz correspondiente con
la recta, en la cual se encuentra el lado opuesto
del tridngulo).

£.261. En el lado CB del tridngulo ABC
se toma el punto D de forma que | CD | =
= o | AC |. El radio de la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridngulo ABC es R.
Hallar la distancia entre el centro de la cir-
cunferencia circunscrita alrededor del tri-
dngulo ABC y el centro de la circunferencia
circunscrita alrededor del tridngulo ADB.

1.262. El triangulo rectingulo ABC (/.C=
= 00°) tiene una circunferencia circunscrita.
Sea CD la altura del tridngulo. La ecircunfe-
rencia con el centro en D pasa por el punto
medio del arco AB y corta AB en el punto M.
Hallar |CM |, si | AB | = c.

1.263. Hallar el pertmeiro del tridngulo
ABC, si | BC | = a y el segmento de la recta
tangente al circulo inscrito y paralela a BC,
estando aquél comprendido en el interior del
triangulo, es igual a b.

1.264, En un tridngulo se trazan tres rec-
tas paralelas a sus lados y tangenles a Ja cir-
cunferencia inscrita. Estas separan del tri-
dangulo dado tres tridngulos. Los radios de sus
circunferencias circunscritas son iguales a
Ry, R,;, R, Hallar el radie de la circunfe-
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rencia circunscrila alrededor del tridngulo
dado.

1.265. En una circunferencia de radio R
estan trazadas las cuepdas AB y AC. En A8
o en su prolongaciéon még alld del punto B
se toma el punto M; la distancia entre éste y
la recta AC es igual a | AC |. Andlogamente,
en AC o en su prolongacion mas alla del punto
C se toma un punto N; la distancia de éste
hasta la recta AB es | AB |. Hallar | MY .

1.266. Se da una circunferencia de radio
R con el centro 0. Las otras dos circunferen-
cias son {angentes a la dada por el interior y se
intersecan en los puntos 4 y B. Hallar la
suma de los radios de dos Gltimas circunfe-
rencias, si se conoce que LOUAB = 90°.

1.267. En un circulo de radio R se trazan
dos cuerdas que se intersecan perpendicular-
mente, Hallar: a) la suma de los cnadrados de
los cuatro segmentos de eslas cuerdas, resul-
tantes al dividirlas por el punto de intersec-
cién; b) la suma de los cuadrados de las cuer-
das, si la distancia entre el centro de circulo
y el punto de su interseccion es igual a a.

I.268. Vienen dadas dos circunferencias
concéntricas con radios r y R {r << R). Por
cierto punto P de la circunferencia menor se
traza una recta gque corta la circunferencia
mayor en los puntos 8 y C. La perpendicular
a BC on el punto P corta la circunferencia
menor en el punto A. Hallar | PA P -+
¥ | Ba Pt | 2G5

1.269. En un semicirculo, desde los extre-
mos del didmetro se trazan dos cuerdas que se
inlersecan. Demostrar que la suma de los
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productos resultantes al multiplicar toda la
cuerda por el segmento de cada cuerda, adya-
cente al didmetro, es igual al cuadrado de
este ultimo.

1.270. Sean a, b, ¢ y d las longitudes de los
lados de un cuadrilatero imscrito (@ y ¢ son
los lados opuestos), kg, hy, ke v ky son las
distancias desde el centro del circulo circuns-
crito hasta los lados correspondientes. Demos-
trar gque si el centro del circule se encuenira
en el interior del cuadrildtero, a2, + ch, =
= bhy + dhy.

1.271. Los lados opuestos del cuadrilatero
inscrito en una circunferencia se intersecan en
los puntos 2 y Q. tallar | PQ |, si las tangen-
tes a la circunferencia trazadas desde P vy Q,
son iguales a a vy b.

[.272. Tn una circunferencia de radio R
esta inscrito un cuadrilatero. Sean P, Q y M,
respectivamente, los puntos de interseccion
de las diagonales de este cuadrilatero y de las
prolongaciones do sus lados opuestos. Hallar
los lados del tridngulo POM, si las distancias
desde P, Q y M hasta el cenfro de la circun-
ferencia son a, b y c.

1.273. El cunadrilatero ABCD esta circuns-
crito alrededor de una circunferencia de radio
r. El punto de tangencia de la circunferencia
con el lado A3 parte este lado en los segmentos
a v b, y el punto de tangencia de la circunfe-
rencia con el lado AD parte éste en los seg-
mentos a v ¢. ¢En qué limites puede variar r?

1.274. Una circunferencia de radio r toca
interiormente la circunferencia con radio #;
A es el punto de tangencia. Una recta per-

58



pendicular a la linea de centros atraviesa una
de las circunferencias dadas en el punto I
y la otra, en el punio €. Hallar ¢l radio de la
circunferencia circunscrita alrededor del tri-
angulo ABC.

1.275. Dos circunferencias con radios R
¥ r se intersecan; 4 es uno de los puntos de
interseccién, BC, la tangente comdu (8 y C
son los puntos de tangencia). Hallar el radio
de la circunferencia circunscrita alrededor del
triangulo ABC.

1.276. En el cuadrilitero ABCD | AB | =
=a, |AD | = b; los lados BC, CD y AD
entran en conlaclo con cierta circunferencia,
cuyo centro se encuentra en el punto medio de
AB. Hallar | BC |.

I.277. En el cuadrilatero inscrito ABCD
|AB | =a, |AD | = b (e > b). Hallar | BC |,
si se sabe que BC, CD y AD son tangentes a
cierta circunferencia, cuyo centro se encuentra
sobre AD.

*
% *

£.278. LEn el cuadrilitero convexo ABCD
|AB | = 14D |. En el interior del tridngulo
ABC se toma el punto M tal que LMBA =
= LADC, LMCA =L ACD. 1lallar LMAC,
gk ZBAC =g, LADC — LACD = g,
|AM | << | AB |.

1.279. Dos circunferencias que se inter-
secan, estan inscritas en un dngunlo; 4 es el
vértice del dngulo, B, uno de los puntos de
interseccion de las circunferencias, C, el punto
medio de la cuerda, cuyos extremos son los
puntos de tangencia de la primera circunfe-
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rencia con los lados del dngulo. Hallar £ 4 BC,
si se sabe que la cuerda comin se ve desde cl
centro de Ja segunda circunferencia bajo el

angulo o.
1.280. ABC es un triangulo isosceles:
| AC | = | BC |\, BD es la bisectriz y BDEF,

un regg:.‘ingulo- Hallar £ BAF, si L BAE =
=ad A0

1.281. El tridangulo ABC tiene circunscrita
una circunferencia con el centro en el punto 0.
L.a tangente a la circunferencia en el punle C
se¢ interseca en cl punto X con la recta que
divide por la mitad el dngulo B; ademis, el
angulo BKC es igual a la mitad de la diferen-
cia del angulo 4 triplicado y del dngulo C
del tridngulo. La suma de los lados AC y 48
es igual a 2 4 /3 y la de las distancias entre
el punto O y los lados AC vy AB es igual a 2.
Hallar el radio de la circunferencia.

1.282. Unes puntos simétricos a los vér-
tices de un tiriangulo respecto de los lados
opuestos, son vértices de un tridngulo con los
lados de V'8, /'8, V/ 14. Determinar los lados
del tridngulo de partida. si se sabe que sus lon-
gitudes son diferentes.

1.283. El angulo comprendido entre la
mediana y la altura que salen del dngulo 4
del triangulo ABC, es igual a o; el Anpgulo
entre la mediana y la altura que parten del
angulo B, es igual a B. Hallar el angulo entre
la mediana y la altura que salen del dngulo C.

1.284. El radio del circulo circunscrito al-
rededor de un tridngulo es R. La distancia
desde el centro de este civculo hasta el punto
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de interseccion de las medianas del tridngunlo
es d. allar el producto del area del tridngulo
dado y del triangulo formado por las rectas
que pasan por sus vértices perpendicularmen-
le a las medianas, las cuales parten de estos
vértices.

1.285. Los puntos 4,, A3 v A4, estin sobre
ana misma recla, y los puntos 4, Ay A,
sobre otra recta que se interseca con la prime-
ra. Hallar ¢! dngulo comprendido entre cslas
rectas, si se sabe quc los lados del hexa-
gono (posiblemente, con puntos multiples)
A, A A4 ,A A, son iguales entre si.

1.286. Dos circunferencias con los centros
0, y O, tienen punies de tangencia por interior
con una circunferencia de radio R y centro O.
Se sabe que | 0,0, | = a. La recta tangente
a las dos primeras circunferencias que corta el
segmento (,0,, se interseca con sus tangentes
exteriores comunes en los punios M y N y con
la circunferencia mayor en los puntos 4 y B.
llallar la razéom |AB |: | MN |, sit a) el
segmento 0,0, contiene el punto O; b} las
circunferencias con los centros O, y O, entran
en contacto una con otra.

1.287. La circunferencia inscrita en el
tridngulo ABC tiene contacto con el lado AC
en el punte M y el lado BC en el punto A
La bisectriz del dngulo A corta la recta MN
en el punto K, y la bisectriz del dngulo B
corta la recta MN en el punto L. Demostrar
que con ayuda de los segmentos MK, NL y
KL se puede formar un triangulo. Hallar el
area de este tridngulo, si el 4rea del tridngulo
ABC es S y el dngulo C es a.
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1.288. En los lados AB v BC del cnadrado
ABCD se toman dos puntos M y N de manera
que |BM |-+ |BN|=|A4B|. Demostrar
que las rectas DM y DN dividen la diagonal
AC en tres segmentos que pueden formar un
tridngulo; ademas, uno de los dngulos de este
tridngulo es igual a 60°,

1.289. Viene dado el tridngulo isbsceles
ABC, |AB | = |BC |, AD es la bisectriz.
La perpendicular levantada hacia 4D en ol
punto D corta 1a prolongacién de AC en el pun-
to £y los pies de las perpendiculares bajadas
desde B y D sobre AC, en M y N, respectiva-
mente, Hallar | MN |, si | AE | = a.

I.290. Desde el punto A bajo el dngulo «
parten dos rayos. En un rayo se toman dos
puntos B y B, v en el otro, C v €,. Hallar la
cuerda comiin de lag cireunferencias eircuns-
critas alrededor de los t(ridngulos ADBC y
AB,C,;, 8i |AB|—|AC|=1|A4BR, | —

— | AC, | = a.

I.291. Supongamos que O cs el centro de
una circunferencia; C, un punto tomado en la
circunferencia; M, el punto medio de OC.
Los puntos A y B se encuentran en la circun-
ferencia por un lado de la recta OC de manera
que LAMO = £ BMC. Hallar | AB |, si
| AM | — | BM | = a.

1.292. Sean A, B y C tres puntos seiala-
dos sobre una recta. En 4B, BC v AC como
sobre didmetros estdn construidos tres semi-
circulos por un lado de la recta. El centro de
la circunferencia que toca los tres semicirculos,
se encuentra a la distancia d de la recta AC.
Hallar el radio de esta circunferencia.
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1.2903. En una circunferencia de radio R
esta (razada la cuerda AB. Sea M un punto
arbitrario de la circunferencia. Tracemos en
el rayo MA el segmento MN (| MN | = R)
y cn el rayo MB, el scgmento MK, igual a
fa distancia desde M hasta el punto de inter-
seccion de las alturas del iridngulo AMARB.
Hallar | AKX |, si el menor de los arcos subten-
sados por A5 es igual a 2o,

1.294. La altura bajada desde el vértice
del dngulo recto de un tridngulo sobre la hipo-
tenusa divide el tridngulo en dos tridngulos,
en cada uno de los cuales estdn inscritas sendas
circunfereneias. Delerminar los dngulos v el
area del triangulo formado por los caletos del
triangulo inicial y la recta que pasa por Jos
centros de circunferencias, si la altura del
triangulo de partida es k.

1.295. La altura de un tridngulo rectdn-
gulo bajada sobre la hipotenusa es k. Demos-
Lrar que los vértices de los dngulos agudos del
tridngulo y las proyecciones del pie de la
altura sobre los catetos se hallan en una misma
eircunferencia. Determinar la longitud de la
cuerda cortada por esta circunferencia en la
recta que contiene la altura, y los segmentos
de la cuerda, en los cuales la divide la hipo-
tenusa.

1.296. Uina circunferencia de radio R es
tangentc a la recta ! en el punto 4; A8 es ol
didmetro de esta circunferencia, BC, una euer-
da arbitraria. Sea D el pie de la perpendicular
bajada desde C sobre AB. El punto £ se en-
cuentra en la prolongaciéon de CD mds alld
del punto D, ademis, | £D | = | BC |. Las
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tangentes a la civennferencia, que pasan por
E, cortan la recta I en los puntos K y N.
Hallar | KN |.

1.297. En el cuadrilatero convexo ABCD
|ABl=4a, |AD|=0b. |BC|=p—a,
| DC | = p—b. Sea O el punto de inter-
seccion de las diagonales. Designemos por o
el angunlo BAC. (A qué tiende | A0 |, si
o — 07



Il. Problemas y teoremas selectos
de planimetria

§ 1. Teorema de Carnot

IL.1. Se dan dos puntes 4 y B. Deinostrar
que el lugar geométrico de los puntos M tales
que |AM P — | MB |> = k (donde % es un
nimero dado), es una recta perpendicular a
AB.

I1.2. Supongamos gue las distancias desde
cierto punto M hasta los vértices 4, B y C
del tridngnlo A BC se expresan con los nlimeros
a, b y ¢. Demostrar que cualquiera que sea
d % 0, no hay puntos del plano, cuyas distan-
cias hasta los vértices sc expresen en el mismo
orden con los ndmeros }'a® + d, 1/ 5 + 4,
VeE+d.

I1.3. Teorema de Carnot. Demostrar que
para que las perpendiculares bajadas desde
los puntos A,, B, y C, sobre los lados BC,
CA y AB del triangulo ABC se intersequen
en un punto, es necesario y suficiente que
| 4B [ — | BC, P+ | C,A P — | AB, |* +
+ | B,/C P — ) CA4, 2 = 0.

IL.4. Demostrar que si las perpendiculares
hajadas desde los puntos 4,, B, y C, sobre los
lados BC, CA y AB del tridngulo ABC, res-
peclivamente, se intersecan en un punto, asi-
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mismo las perpendiculares bajadas desde los
puntos 4, B y € sobre las rectas B,C,, C /4, ¥
A By también se intersecan en un punto.

I1.5. Viene dado el cuadrilitero ABCD.
Scan 4,, B, y C, los puntos de interseccion de
las alturas de los triangulos BCD, ACD y ABD.
Demoslrar que las perpendiculares bajadas
desde A, B y C sobre las rectas B,C,, C;A; ¥
A,B,, respectivamente, se intersecan enun
punto.

I1.6. Se dan dos puntos A y B. Demostrar
que el lugar geométrico de los puntos M tales
que k| AM *+1|BM|*=d (k I, d son
numeros dados, & 4+ 1= 0) es una circunfe-
rencia con el ceniro en Ja recta A5, un punto
o un conjunto vacio.

I1.7. Supongamos que A,, A, ..., 4,
son puntos fijos; %y, ks ..., kn, nimeros
dados. Entonces el lugar geomélrico de los
puntos M tales que la suma k, | A M |* +
F ko VAMP 4+ ...+ kn | ApM |? es cons-
tante, serd: a) una circunferencia, un punio o
un conjunto vacio, si &k, + ko + ... 4k FE
= (: b) una recta, un conjunto vacio o todo el
plano, si k) + ky + ... + ky = 0.

I1.8. Se dan una circunferencia y el punto
A fuera de ésta. Supongamos que una circun-
ferencia que pasa por A4, entra en contacto con
la dada en el punto arbitrario B, y las tangen-
tes a la segunda trazadas por los puntos A y B
se intersecan en el punto 7. Hallar el lugar
geoméirico de los puntos M.

I1.9. Se dan dos puntos 4 y B. Hallar el
lugar geométrico de los puntos M tales que
| AM | | MB | = k1.
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11.10. Tres puntos 4, B y C estan en una
recta (5 se encuentra entre A y C}. Tomemos
una circunferencia arbitraria con el centro en
B y designemos con M el punto de intersec-
cion de las Langentes trazadas desde 4 y C
a esta circunferencia, Ilallar el lugar geoméiri-
co de los puntos A7 tales que los puntos de
tangencia de AM y CAM con la circunferencia
pertenezcan a los intervalos AM y CM.

11.11. Se dan dos circunferencias. Hallar
el lugar geométrico de los puntos M tales gque
la razén enire las longitudes de las tangenles
trazadas desde M a las circunferencias dadas
sea igual a la magnitud constante k.

I1.12. Supengamos que una recta corta
una circunferencia en los puntos A y B y otra
circunferencia lo hace en los puntos C y D.
Demostrar que los puntos de interseccion de
las tangentes a la primera circunferencia, tra-
zadas en los puntos 4 y B, con las tangentes
trazadas a la segunda circunlerencia en los
puntos C y D (se examinan los puntos, en los
cuales se intersecan las tangentes a diferentes
circunferencias) se hallan en una circunferen-
cia, cuyo centro se encuentra en la recta que
pasa por los centros de las circunferencias
dadas.

I1.13. Tomemos {res circunferencias, cada
una de las cuales entra en contacto con un lado
de un tridngnlo y las prolongaciones de los
otros dos lados. Demostrar que las perpendicu-
lares levantadas hacia los lados del tridngulo
en los puntos de tangencia de estas eircunfe-
renciag concurren en un punto.

11.14. En ol tridngulo ABC examinemos

5% 67



todos los pares posibles de los puntos M, y
M, tales que |AM,|:|BM,|:|CM,]|=
= | AM, |: | BM, !|: | CM, |. Demostrar que
todas las rectas M, M, pasan por ua mismo
punto fijo del plano.

I1.15. Las distancias del punto M hasta
los vérlices A, B y C del tridangulo son ignales
a 1, 2 y 3; respectivamente, y del punto A,
a 3, /15 y 5, respectivamente. Demostrar que
la recta MM, pasa por el centro de un circulo
circunscrito alrededor del tridngulo ABC.

I1.16. Sean A,, B,, C, los pies de las per-
pendiculares bajadas desde los vértices 4, B
y C del tridngulo ABC sobre la recta {. Demos-
trar que las perpendiculares bajadas desde
A,, B, y C, sobre BC, CA y AD, respectiva-
mente, se intersecan en un punto.

I1.17. Se dan el tridngulo regular ABC
v el punlo arbitrario D; A,, By y C; son los
centros de las circunferencias inscritas en los
tridngulos BCD, CAD y ABD. Demostrar que
las perpendiculares bajadas desdc los vértices
A, By C sobre B,C,, Ci4, y A;B,, respectiva-
mente, concurren en un punto.

I1.18. Se dan tres circunferencias que se
intersecan de dos en dos. Demosirar que ires
cuerdas comunes de eslas circunferencias pasan
por un mismo punlo.

I1.19. Sobre las rectas AB y AC se toman
los puntos M y N, respectivamente. Demos-
trar que la cuerda comin de Jas dos circunfe-
rencias con didmetros CM y BN pasa por el
punlo de interseccion de las alturas del tridn-
gulo ABC.
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IT1.20. En un plano se da una circunferen-
cia y el punto N. Sea AB una cuerda arbitra-
ria de la circunferencia. Designemos con M
el punto de interseccién de la recta AB y de
la tangente en el punto N a Ja circunferencia
¢ircunscrita alrededor del (ridngulo ABN.
Hallar ¢l lugar geométrico de los puntos M.

I1.21. En el interior de una circuniercncia
se toma el punto 4. Hallar el lugar geométrico
de los puntos de interseccion de Ias tangentes
trazadas a la circunferencia en los extremos de
todas las cuerdas posibles que pasan por el
punio 4.

II.22, Se dan los nGameros o, i, v v k.
Sean z, y, z lag distancias del punto M tomado
on ¢l interior de un triangule hasta sus lados.
Demostrar que el lugar geomélrico de los pun-
tos M tales que ax + By 4+ yz = k es vaclo,
es un segmento o coincide con el conjunto de
todos los puntos del triangulo.

11,23, Hallar el lugar geométrico de los
puntos M en el interior del tridngulo dado
y tales que las distancias desde M hasta los
lados del! tridngulo dado pueden servir de
lades de cierto triamgulo.

I1.24. Sean 4,, B, v C, los puntos medios
de los lados BC, CA y AB del tridngulo ABC.
En las perpendiculares bajadas desde cierto
punto M sobre los lados BC, CA vy AB respec-
tivamente, se toman los puntos 4,, B, vy C,.
Demostrar que las perpendiculares bajadas
desde 44, B, y C;, respectivamente, sobre las
rectas B,C,, C,4, y 4,8, se intersecan en un
punto.

¥1.25. Se da la recta ! y tres reclas ;, [,
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vy I3 perpendiculares a 1. Sean 4, B y C tres
puntos [ijos en la recta I; A; es un punto
arbitrario en {; B,, en I,; €, en {,. Demostrar
que si para cierta posicion de los puntos 4,
B, v €, las perpendiculares bajadas desde
A, By C sobre las rectas B8,C,, C,A, v 4,8,
respectivamente, concurren en un punio, en-
tonces cstas perpendiculares siempre se inler-
secaran en un punio.

I1.26. A4,, BBy, CC, son las alturas del
tridngulo ABC, 4,, B, y C, son las proyeccio-
nes de 4, B y C, respectivamente, sobre B,C,,
C1A, y A,8,. Demostrar que las perpendicnla-
res bajadas desde 4,, B, y C,, respectivamen-
te, sobre BC, CA y AP se intersecan en un
punto.

§ 2. Teoremas de Ceva y de Menelao.
Problemas afines

11.27. Dentostrar que cl area del triangulo,
cuyos lados son iguales a las medianas del
triangulo dado, constiluye 3/4 de drea del
triangulo dadoe.

I1.28. En el paralelogramo ABCD, la rec-
ta paralela a BC corta AB y CD, respectiva-
mente, en los puntos £ y F; la recta paralela
a AB corla BC y DA, respectivamente, en los
puntos &G y H.

Demostrar que las rectas FH, GF y BD
sc intersecan en un punto o0 son paralelas.

11.29. 4, B, € y D son cuatro puntos fijos
cn la recta 1. Por A vy B esldn trazadas arbi-
trariamente dos reclas paralelas; por C y D,
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ntras dos rectas paralelas. Las rectas (razadas
forman un paralelogramo. Demostrar gque las
diagonales de este pavalelogramo cortan I en
dos puntos fijos.

11.30. En el cuadrilatero ABCD O es el
punto de interseccion de las diagonales AC y
BD; M, un punto en AC tal, que | 4M | =
= |0C |; N, un puato en BD ital, que
| BN | = 10D |; K y L son los puntos medios
de AC y BD. Demoslrar que las rectas ML,
NK, asi como la recta que une los puntos de
interseccion de las medianas de los tridngulos
ABC y ACD, se intersecan en un punto.

I1.31. En el lado BC del tridngulo ABC
se toman los puntos 4, y 4,, simétricos respec-
to al punto medio de BC. De la misma mane-
ra, en cl lado AC se toman los puntos B, y B,
y en el lado 4B, €, y C,. Demostrar que los
tridngulos 4,8,C, y 4,B,C, son equivalentes
y los centros de masas de los triangulos 4,5,C,,
A,B,C, y ABC se hallan en una misma recta.

I1.32. Por M que es el punto de intersec-
cién de las medianas del triangulo ABC, esta
trazada una recla que corta log lados AB vy
AC en los puntos X y L, respectivamente, y la
prolongacion de BC en el punto P (C se en-

cuentra cntre P y B). Demosirar que

1 1
ML + IME| *

I1.33. Por el punto de interseccion de las
diagonales del cuadrilitero ABCD se f(raza
una recta que corta AB en ¢l punto M v CD
en el punto N. Por M y N se trazan las rveclas
paralelas a €D y AB, respeclivamente, que

MKl
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cortan AC y BD enlos puntos £ y F. Demos-
trar que BE || CF.

I1.34. En el cuadrilitero ABCD, en las
rectas AC v BD se toman, respectivamente, los
puntos X y M de mancra que BK || AD,
AM || BC. Demostrar que KM || CD.

I¥.35. Sea £ un punto arbitrario en el lado
AC del tridngulo ABC. Por el vértice B tra-
cemos una recta arbitraria l. La recta que pasa
por £ en paralelo a BC, corta / en el punto N
y la paralela a AB atraviesa ! en el punio M.
Demostrar que AN {| CM.

P
* *

I1.36. Los lados de un cuadrilatero conve-
xo estdn divididos en (2r 4+ 1) partes iguales
cada uno. Los puntos correspondienies de di-
vision de Jos lados opuestos estan unidos entre
si. Demostrar que el drea del cuadrilatero cen-
tral constituye 4/(2n 4 1)? parte del rea de
todo el cuadrilatero.

F1.37. La recta que pasa por los puntos
medios de las diagonales AC y BC del cuadri-
latero ABCD corta los lados AB y DC, respec-
tivamente en los puntos M v N. Demostrcu
que Spey = Saipy- Aqui y més adelante §
designa el area de la figura sefialada en el su-
bindice.

I1.38. En el paralelogramo A BCD, los vér-
tices A, B, C y D estan unidos con los puntos
medtos de los lados CD, AD, AB v BC, res-
pectivamente. Demostrar que el area del
cuadrilatero formado por estasreclas constiluye
1/5 parte del drea del paralclogramo.
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11.39. Demosirar que el area del octagono
formado por las rectas que unen Jos vértices de
un paralelogramo con los puntos medios de los
lados opuestos, es igual a 1/6 parte del drea
del paralelogramo.

11.40. En los lados AC y BC del triangulo
ABC hacia el exterior estan construidos dos
paralelogramos ACDE y BCFG. Las prolon-
caciones de DE y FD se intersecan en el punto
H. Sobre el lado AB esta construido el para-
lelogramo ABML, cuyos lados AL y BM son
iguales y paralelos a ZIC. Demostrar que el
paralelogramo ABML cs equivalente a la su-
ma de los paralelogramos construidos sobre AC
v BC.

I1.41. Por los exiremos de la base menor
de un trapecio estdn trazadas dos rectas para-
lelas que cortan la base mayor. Las diagonales
del trapecio y estas rectas dividen cl trapecio
en siete tridngulos y un pentigono. Demosirar
que Ja suma de las dreas de tres triangulos adya-
centes a los lados v a la base menor del tra-
pecio, es ignal al area del pentagono.

11.42. Sea ABCD un paralelogramo; el
punto £ se hallaen la recta AB; ¥, en la recta
AD (B, en cl segmento AE; D, en el segmento
AF), K cs el punto de interseceién de las rec-
tas £D y FB. Demostrar que los cuadrilate-
ros ABKD y CEKF gon equivalentes.

*
% *

1[.43. Examinemos el tridngnlo arbifrario
ABC. Sean A, B,, C, lres puntos en las rectas
BC., CA, AR, vespectivamente. Iniroduzcamos
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las designaciones siguientes:

;- ]ACLF_ | B4, | 1By |
€8] T4L1 1841’
fp%e — Seu £ ACC,  senZ BAAy, senZ CBB,
sen L C 0B sen £ A AC sen £ ByBA

Demostrar que 2 = R*.

i1.44. Teorema de Ceva. Para que las rec-
ltas AA,, BB, CC, sc intersequen en un punto
(o las tres sean paralelas), es necesario y sufi-
ciente gue 7 = 1 (véase el problema 11.43) v,
ademds, enire los tres punios Ay, B;, €; wno
o los tres puntos se hallen en los lados del tri-
angulo ABC, y no en las prolongaciones de sus
lados.

I1.45. Teorema de Menelao. Para que los
puntos 4,, B,, C; se hallen en una recta, es
necesario y suficiente que R = 1 (véase el
problema 11.43) y, ademds, entre los tres pun-
tos 4, By, C; ninguno o dos puntos se sitlien
en los lados del tridngulo ABC vy no en sus
prolongaciones.

Observacién. Bs posible en vez de la rela-
| AC |
(C1B]
segmentos dirigidos, que designaremos con
AC,

cion

y otras examinar la razon enire los

y determinar de la manera siguiente:

.8’

ACy | _1ACi]  ACy | e ;

CE|=TCB TB positiva cuando los
— —r

vectores AC, y C\B tienen la direccidn igual,

v negativa, si éstos tienen direcciones opues-
AC4

{as. (TE tione sentido sélo para los puntos
L

T4



dispuestos en una recta.) Es facil ver que la

* Cf . - .
razon —‘S—B’— es positiva, si el punto C, se halla
L

en el segmento A5, v negativa, si C, se en-
cuentra fuera de AB. Respeclivamente, en vez
de R examinaremos el producto de las razo-
nes de los segmentos dirigidos gue designare-

i~

mog con R. Luego introduzcamos los angulos
dirigidos. Por X ACC,, etc. entenderemos un
angulo, al cual debe girar C4 alrededor de C
en el sentido contrario al movimiento de las
agujas del reloj hasta que el rayo CA coincida
con ¢l rayo CC,. Ahora, en vez de R* oxami-

nemos R*, o sea, el producto correspondienic
de las razones de los senos de los dngulos di-
rigidos.

Ahora hace falta formular de pucvo los
problemas 11.43, I1.44 y I1.45.

43*. Demostrar que R = R*,

44%. Teorema de Ceva. Para que las rectas
AA,, BB, CC, se intersequen en un punto (o
sean paralelas), es necesario y suficiente que

H= 1.

45%. Teorema de Menelao. Para que los pun-
los 4,, By, C, schallen en una recta, es necesa-
rio y suficiente que R = —1.

[1.46. Demostrar que si tres rectas que pa-
san por los vértices de un triangulo, se inter-
secan en un mismo punto, entonces las rectas
simétricas a aquéllas respeclo a las bisectrices
correspondientes del triangulo, también con-
curren en un mismo punio o son paralelas.
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IT.47. Supongamos que O es un punto ar-
bitrario en un plano, M y N, los pies de las
perpendiculares bajadas desde el punto O
sohre las bisectrices de los dngulos interior v
exlecior A del triangulo ABC; P y @ estdn
definidos de manera analoga para el &ngulo
B: Ry T, para el angulo €. Demostrar que las
rectas MN, PQ y RT se intersecan e¢n un pun-
to o son paralelas.

I1.48. Supongamos que @ es el centro de
la circunferencia inscrita en el tridngulo ABC,
Ay, By, €y son los puntos de tangencia de esta
circunferencia con los lados BC, CA4, AB, res-
pectivamente. En los rayos 04, 0B,, 0C,, se
toman, respectivamente, los puntos L, M, X
que se encuentran a distancia igual de O.
a) Demostrar que las rectas AL, BM y CK
concurren en un punto. b) Sean 4,, By, C, las
proyecciones de 4, B, € sobre una recta arbi-
traria / que pasa por O. Demostrar que las
rectas 4,L, B\M y C,K sc intersecan en un
punto.

I1.49. Para que las diagonales AD, BE
y CF del hexdgono ABCDEF inscrito en una
circunferencia concurran en um punto, es ne-
cesario y suficiente que se cumpla la igualdad
|AB1-|CD |- |EF | = | BC || DE |-| FA |.

I1.506. Demostrar que: a) las bisectrices de
los dngulos exteriores del tridngulo cortan
las prolongaciones de los lados opuestos de
éste en tres puntog dispuestos en wna recla;
b) lag tangentes a la circunferencia civcunserita
alrededor del tridangulo, (razadas pov los
vértices de ésle, cortan sus lados opuestos en
tres puntos dispuestos en una recta.
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[1.54. Una circunferencia corta el lJado A58
del triangulo ABC en los puntos €, y C,, el
lado CA, en los puntos B, y 3,, ellado BC, en
los puntos 4; y A.. Demostrar que si las rec-
tas AA,, BB, y CC, sec inlersecan en un punto,
las rectas AA,, BB,y CC, también lo hacen
en un punto.

11.52. En los lados AB, BC y CA del tridn-

gulo ABC se toman los puntos Cy, A; v B,.
Supongamos que C, es el punto de interseccidén
de las reclas AB y AB; A, es el punto de in-
tersecciéon de las rectas BC y ByCy; B, es el
punto de inlerseccion de las rectas AC y A4,C,.
Demostrar que si las rectas A4,, BB, y CC,
concurren en un punto, les puntos 4,, #, vy C,
se hallan en una recta.
* IL.53. Una recta corta los lados 4B, BC y
la prolongacién del lado AC del tridngulo ABC,
respectivamente, cn los puntos D, £ v F. De-
mostrar que los puntos medios de los seg-
mentos DC, AE y BF se encuentran en una
recta (recta de Gauss).

I1.54. Viene dado el tridngulo ABC. De-
finamos en el lado BC el punto 4, de la manera
siguiente: A4, es el punto medio del lade XKL
del pentagono regular MKXLNP, cuyos vértices
K y L se hallan en BC y los vértices M y N,
en AD y AC, respeclivamente. De manera ana-
loga, en los lados AB v AC estdn definidos log
puntos C; y B;. Demostrar que las rectas A4,
BB, y CC, concurren en un punto.

1E.55. Se dan tres circulos que no se inter-
secan, v entre los cuales no hay dos que se
corten. Designemos con A, 4,, 4 tres puntos
de interseccién de las tangentes interiores co-
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munes a dos cualesquiera de aquéltlos, v con
By, B,, B3, los puntos correspondientes de in-
terseccion de las tangentes exteriores. Demos-
trar que estos puntos se sitiian en cuatro rectas,
tres puntos en cada una (4,,4,, B3 A4,, B,,
A ,B1' A, Ag; By, By, By

.56, Demostrar que si las rectas que pa-
san por los vértices A, B y C del triangulo
ABC paralelamente a las rectas B,C,, C A,
v 4,B,, respectivamente, se intersecan ¢n un
punto, entonces también las rectas que pasan
pov 4,, By y C, paralelamente a las rectas BC,
CA y AB, igualmente se intersecan en un pun-
to (o son paralelas).

11.57. En el tridngulo ABC, M esun punto
arbitrario del plano. Las bisccirices de los dos
angulos formados por las rectas AM y BM
cortan la recta 4B en los puntos C, y C, (C, se
Lalla en el segmento 4B); de la misma manera
en BC y CA se definen los puntos 4, y 4,, B,
y B,. Demostrar que 4,, 4,, By, B,, C,, €,
se sitGan por (res en cada una de las cuatro
rectas.

I1.58. En los lados BC, CA y AB del tri-
angulo ABC se toman los puntos 4,, B,, C,,
respectivamente, y en los lados B,C,, C,4,,
A,B, del tridngulo 4,8,Cy, 4,, B,, C,. Se sabe
que las rectas 44,, BB,, CC, concurren cn un
punto, asi como las rectas 4,4,, B,B,, C,C,
se intersecan en un punto. Demostrar que las
rectas A4,, BB, CC, concurren en un punte
(o son paralelas).

11.59. Supongamos que ABCD es un
cuadrilatero, P, el punto de interseccion de BC
y AD, @, el punto de interscccion de CA y BD,
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I} es el punto de interseccion de AR y CD.
Demostrar que los puntos de interseccion de
BC y QR,de CA y RP, de AB v PQ se hallan
en una recta.

[1.660. En un lado del angulo con el vérti-
ce O se toman los puntos A, A, A, A ¥
en otro, B,, B,, B; B,. Las rectas A;B, v
A,B, concurren en el punto A y las rectas
AsBs v A B,, en el punto M. Demosirar que
para que los puntos O, N y M se hallen en una
recta, es necesario y suficiente el cumplimiento
de la igualdad

OB, OB, BB, 0A, 04, A4,

OB, OB, B:By 04a; O0A, A4, "
{Véase la observacién a los problemas 11.43,
11.44, 11.45).

I1.61. En los lados BC, CA v AB del tridn-
gulo ABC se toman los puntos 4, v 4,, B, y
B, C, y C,, respectivamente, de manera que
AA,, BB, y CC, concurren en un punto y 44.,,
BB,y CC, también se intersecan en un punto.
Demostrar que: a) los puntos de interseccidn
de las rectas A8, v AB, B,C, y BC, C,4, vy
CA se situan en la recta /;. De la misma ma-
nera los puntos 4,, B, y C, definen la recta I,;
b) el punto 4, punto de interseccién de las
cectas 2, y 1,, asi como el de inlerseccidn de las
rectas B,C;, y B,C, se hallan en una recla;
¢) los puntos de interseccion de las rectas BC
y B,C,, CA y C,4,, AB y A,B, sc sitiian en
una recta.

I1.62. Una recta arbitraria corla las rectas
AB, BC y CA en los puntes K, My L, respec-
tivamsentie, y las rectas 4,8,, B,C, y C;4,, en
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los puntos K;, M, v L,. Demostrar que si las
rectas A,M, B,L y C,K concurren en un punto,
entonces las rectas AM,, BL, y CK, también
se Litersecan en uu punto.

I1.63. Se dan el tridngulo ABC y el punto
D, Los puntos E, F y G se hallan, respectiva-
mente, en las rectas AD, BD y CD, K es el
punto de interseccion de AF y BE, L, el punto
de interseccion de BG vy CF, M, el punto de in-
lerseccion de CL y AG. En los puntos P, Q
y R se intersecan DK y AB, DL y BC, DM y
AC, respectivamente. Demostrar que las seis
rectas AL, EQ, BM, FR, CK y GP se interse-
can en un punto.

IT.64. Los puntos designados con letras
iguales 4 y A,, By B,, C y C, se sitian simé-
tricamente vespecto a la recta {; &V es un punto
arbitrario en I. Demostrar que las reetas AN,
BN, CN cortan respeclivamente las rectas
B,C,, CiA4,, A;B, ea tres puntos dispuestos en
una recta.

I1.65. Sean 4y, 4,, A, tres puntos en una
recta; 44, 44, A;, en otra. Demostrar que {res
puntos, en los ¢nales se intersecan de dos en dos
las rectas A;A, y A A, A,As y AgAg, A4,
y A4A, se hallan en una recta (teorema de Pap-
pus).

§ 3. Lugares geoméiricos de puntos

I1.66. Por el punto de interseccion de dos
circunferencias se traza una recta que por se-
gunda vez corta las circunferencias en dos
puntos A v B. Hallar el lugar geométrico de
los puntos medios de los scementos AB.
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I1.67. Se dan el pnnto 4 v 1a recta I; B es
un punto arbitrario de 1. Hallar el lugar geo-
métrico de los puntos A tales que ABN sea
un triangulo regular.

I1.68. Se da el tridngulo regular ABC. En
las prolongaciones de sus lados AB y AC mas
alla de los puntos B v C se toman los puntos D
y £ de tal manera que |BD |-|CE | =
= | BC [*. Hallar ¢l lugar geométrico de los
punios de interseccidn de las rectas DC y BE.

11.69. Se dan (res puntos 4, B y C en
una recla; D es un punto arbitrario del plano
que no se encuentra en esta recta. Tracemos
por C las rectas paralelas a AD y BD hasta la
interseccion con las rectas BD y AD en los
puntos P y Q. Hallar el lugar geométrico de los
pies M de las perpendiculares bajadas desde C
sobre P(), y encontrar todos los puntos D, pa-
ra los cuales A7 es un punto fijo.

11.70. En el lado AC de! tridngulo ABC
se toma el punto A y en la mediana BD, cl
punto P de tal manera que el drea del tridingu-
lo APK es igual al area del tridngulo BPC.
Hallar el lugar geométrico de los puntos de
interseccion de las rectas AP y BK.

I1.71. Por el punto dado O en el interior
de nn angulo prefijado pasan dos rayos que
forman el 4ngulo establecido . Supongamos
que el primer rayo corta un lado del dngulo en
el punto A, mienlras que el segundo corta el
otro lado del angulo en el punto B. Hallar el
lugar geométrico de los pies de las perpendicu-
lares bajadas desde O sobre la recta 4 5.

I1.72. En una circunferencia estan traza-
dos dos didmetros AC y BD mutuamente per-
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pendiculares. P es nn punto arbitrario de la
circunferencia, PA corta BD en el punto F.
La recta que pasa por £ paralelamente a AC
concurre con la recta PB en el punto M. Ha-
llar el lugar geométrico de los puntos M.

I1.73. Se dan un Angulo, cuyo vértice se
encuentra en el punto M, v el punto B. Una
circunferencia arbitraria que pasa por M y B,
corta los lados del dngulo en los puntos C y D
(distintos de M). Hallar el lugar geométrico
de los centros de masas de los tridngulos MCD.

11.74. Uno de los vértices de un rectangulo
se encuentra en un punto dado, los otros dos
que no pertenecen a wn lado, en dos rectas
prefijadas mutnamente perpendiculares. Hallar
el lugar geomélrico de los cuarlos vérlices de
semejantes rectangulos.

[1.756. Sea A uno de los dos puntos de in-
terseccidon de ¢os circunferencias dadas; por
el otro punlo de inlerseccién estd trazada una
recta arbitraria que corta una circunferencia
en el punto B y a la otra, en el punto C, dife-
rentes de los puntos comunes de estas circun-
ferencias. Hallar ¢ lngar geométrico: a) de
los centros de las circunferencias circunscritas
alrededor de ABC; b} de los centros de masas
del tridngulo 4BC; c¢) de los puntos de inter-
seccion de las alturas del triangulo ABC.

I[.76. Sean B vy C dos puntos fijos de una
circunferencia dada; A es un punto variable
de la mismna circunferencia. Hallar el lugar
geométrico de los pies de las perpendiculares
bajadas desde el punto medio de AB sobre AC.

[[.77. Hallar el lugar geoméirico de los
puntos de interseccion de las diagonales en los
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rectangulos, cuyos lados (o sus prolongaciones)
pasan por cuatro puntos dados del plano.

I1.78. Se dan dos circulos tangentes inte-
riormente en el punto A. La tangente al cir-
culo menor corta la circunferencia mayor en
los puntos B y C. Hallar el lugar geométrico
de los centros de las circunferencias inseritas
en los triangulos ABC.

I1.79. Vienen dadas dos circunferencias
que se intersecan. Hallar el lugar geométrico
de los centiros de los recténgulos con vértices
en estas circunferencias.

11.80. Sobre la mesa de billar redonda, en
el punto A distinto del centro, se halla una
bola elastica, cuyas dimensiones pueden des-
preciarse. Indicar el lugar geométrico de los
puntos A, desde los cuales se pueda dirigir la
bola eldstica de manera gue ésta, evitando el
centro de la mesa de billar, acierte en el punto
A después de tres rebotes de su baranda.

I1.81. Por un punto equidistante de dos
rectas paralelas dadas estd trazada una recta
que corta estas rectas en los puntos M y V.
Hallar el lugar geométrico de los vértices P
de los triangulos equiliteros MNP.

I11.82. Se dan dos puntos A y B y la recta {.
Hallar el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias que pasan por A y B y cortan
la recta i

I1.83. Se dan dos puntos O y M. Deter-
minar: a) el lugar geométrico de log puntos del
plano, que puedan servir de uno de los vérti-
ces de un triangulo con el centro del circulo
circunscrito en el punto O y con el ceniro de
masas en el punto M; b) el lugar geométrico
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de los puntos del plano, que puedan serviv de
uno de log vértices de un Lriangulo obtusan-
gulo con el centro del c¢irculo circunscrito en el
punio O v el centro de masas en el punto M.

{1.84. Una circunferencia tiene inscrito un
tridngulo regular. Hallar el lugar geométrico
de los punios de interseccion de las alturas de
todos los (ridngulos posibles inscritos en esta
misma circunferencia, cuyos dos lados sean
paralelos a dos lados del tridngulo regular
dado.

IT.85. Hallar el lugar geométrico de los
centros de todos los rectangulos posibles cir-
cunscritos alrededor de un tridngulo dado.
(Llamaremos cireunscrito al rectangulo, si uno
de los vértices del triangulo coincide con cl
vértice del rectangulo, mientras gue los dos
otros se hallan en dos lados del rectangulo
gue no contienen este vértice.)

L[.B6. Se dan dos cuadrados con los lados
correspondientemente paralelos, Determinar el
lugar geométrico de los puntos M, tales que
para cualgunier punto £ del primer cuadrado se
encuentre un punto Q del segundo, tal que el
tridngulo MPQ sea regular. Sean ¢ y b los
lados del primero y del segundo cuadrados,
respectivamente. (Para qué relacion enire a
y b el lugar geométrico buscado de los puntos
no es vacio?

IT.87. En el interior de nn tridngulo dado
hallar e! Ingar geométrico de los puntos M,
para cada uno de los cuales para cualqnier
punto N que vace en la {rontera del Lridngulo,
pueda encontrarse un punto P en su interior o
en la frontera, tal que el drea del {ridngulo
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MNP no sea inferior a 1/6 parte del area del
triangulo dado.

£1.88. Se dan dos puntos A e 1. Hallar el
lugar geométrico de los puntos 5 tales que
exista el triangulo ABC con el centro del
circulo inscrito ubicado en el punto £, todos los
angulos del cual son inferiores a o (60° <<
o W).

I1.89, Los puntos A, B y € se encuentran
en una recta (B se encuentra entre A y C).
Hallar el lugar geoméirico de los puntos M
tales que ctg £ AMB - ctg £ BMC = k.

11.90. Se dan dos puntos A y Q. Hallar el
lugar geométrico de los puntos B tales que
exista el tridingulo acutdngulo ABC, para el
cnal Q es el centro de masas.

i1.91. Se dan dos puntos 4 y H. Hallar el
lugar geoméirico de los puntos B tales que
exista el tridngulo ABC, para el cual i es el
punto de interseccién de las alturas y lodos los
dngulos del cual son superiores a a (o <C nf4).

11.92. En un plano vienen dados dos rayos.
Hallar el lugar geométrico de los puntos del
plano equidistantes de estos rayos. (La dis-
tancia desde un punto hasta el rayo es igual a
la distancia desde cste punto hasta el punio
del rayo, mas proximo a aquél.)

11.93. Se dan un angulo y una circunfe-
rencia con el centro en el punto O, iuscrita en
este Angulo. Una recta arbitraria es tangeute a
Ja circunferencia v corta los lados del dngulo
en los punlos M y N. Hallar el lugar geomé-
irico de los centros de las circunferencias cir-
cunscritas alrededor de los tridngwnlos JWON.

11.94. Se dan dos circunferencias, con sen-

85



dos puntos A y B equidistantes del punto me-
dio del segmento que une sus centros. [allar
el lugar geométrico de los puntos medios de los
segmentos AB.

I1.95. Sobre el segmento dado A8 tome-
mos un punto arbitrario M y examinemos dos
cuadrados AMCD y MBEF dispuestos por un
lado de AB. Circunscribamos alrededor de
estos cuadrados las circunferencias y designe-
mos con & su punto de interseccién, distinto
de M. Demostrar que: a) AF y BC se intersecan
en N; b) MN pasa por un punto fijo del plano.
Hallar el lugar geométrico de los punios medios
de los segmentos que unen los centros de los
cuadrados.

I1.96. Se dan una circunferencia y el pun-
to A. Sea M un punto arbitrario de la circun-
ferencia. Hallar el lugar geomsétrico de los
puntos de interseccién de la mediatriz trazada
al segmento AM y la tangente a la circunie-
rencia que pasa por M.

I1.97. Dos circunferencias entran en con-
tacto en el punto 4. Una recta que pasa por A.
corta por segunda vez estas circunferencias en
los puntos B y C, la olra, en los puntos B, y
Cy (8 y B, se sitian en una misma circunfe-
rencia). Hallar el lugar geométrico de los
puntos de interseccién de las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos AB,C
y ABC,.

I1.98. Hallar el lugar geométrico de los
vértices de los angulos rectos de todos los
tridngulos rectdngulos isosceles posibles, los
extremos de cuyas hipotenusas se sitian en dos
circunferencias dadas.
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11.99. T.os lados de un Lridngulo dado son
diagonales de tres paralelogramos. Los lados
de estos paralelogramos son paralelos a dos
rectas: [ v p. Demostrar que las tres diagona-
les de cstos paralelogramos, distintas de los
lados del tridngulo, concurren en el punto M.
Hallar el lugar geoméirico de los puntos A7,
si I y p son dos rectas arbitrarias mutuamente
perpendiculares.

I1.100. Supongamos que 8 y C son dos
puntos fijos de nna circunferencia, 4, un punto
arbitrario de esta circunferencia, H, el punto
de interseccién de las alturas del tridngulo
ABC y M, la proyeccién de H sobre la bisec-
triz del angulo BAC. Hallar el lugar geo-
métrico de puntos M.

11.101. En el tridngulo dado ABC sea D

un punto arbitrario cn la recta BC. Las rectas
que pasan por D paralelamente a AB y AC,
cortan AC y AB en los puntos £ y F. Hallar
el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias que pasan por los puntos D,
E y F.
[1.102. En el tridngulo regular dado ABC
hallar el lugar gcométrico de los puntos M en
el interior de esle tridngulo tales, que
L. MAB 4 /. MBC + £/ MCA = =n/2.

11.103. En ¢! interior de un triangulo sc
toma un punto M tal, que existe una recta !
que pasa por M y divide el tridngulo dado en
dos partes de manera que, dada la transforma-
cién simétrica respecto a [, una parle se en
cuentra en el interior o en la frontera de la
otra. Hallar el Jugar geométrico de puntos M.
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§ 4. Tridngulo. Tridngulo y circunferencia

IT.104. Desde el vértice 4 del tridngulo
ABC estan bajadas las perpendiculares AM y
AN sobre las bisectrices de los dngulos exterio-
res del tridngulo (8 y C). Demostrar que el
segmento MA es igual al semiperimeiro del
teidngulo ARC.

11.105. En el tridangnlo ABC esta irazada
la altura BD, AN es la perpendicular a 475
y CM, la perpendicular a BC; ademas.
|AN | = |DC |, |CM |=|4D |. Demos-
trar que M y N son equidisiantes del vér-
tice B.

IT.106. Demostrar que para cualgquier tri-
angulo rectangulo el radio de la circunferencia
que ontra en conlacto con sus catetos y la
circunferencia circunscrita (por dentro) es igual
al didmetro de la circunferencia inscrita.

I1.107. Demostrar que si un lado del tri-
angulo yace sobre un plano recto fijo y el pun-
to de interseccién de las alturas coincide con
el punto fijo, la circunferencia circunsgerita
alrededor de este triangulo también pasa por
el punto fijo.

I1.108. En el triangulo dado ABC sean
Ay, By y C; los puntos de la circunferencia cir-
cunscrita alrededor de ABC, diametralmente
opuestos a los vérticos A, B y €. Tracemos por
A4y, B, y €, unas rectas paralelas a BC, CA y
AB. Demostrar que el tridngulo formado por
eglas rectas es homotético al tridngulo ABC
con la razon 2 y el centro en el punto de inler-
seccion de las alturas del tridngulo ABC.

I1.109. Demostrar que las proyecciones del
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pic de la altura del tridngulo sobre los lados
que la comprenden, y sobre las otras dos altu-
ras se hallan en una recta.

JE.110. En la prolongacién del lado AB
del trisdngulo ABC mas alla del punto B se
toma el punto D de tal manera que | BD | =
= | CB . De la misma manera, en la prolon-
gacion del lado €B was allad del punto B se
toma el punto ¥ de modo que | BF | = | AB |.
Demostrar que los puntos 4, C, D y F se
hallan en una ecircunferencia, cuyo centro se
encuentra en la circunferencia circunserita al-
rededor del tridngulo 48C.

II.111. Tres circunferencias que se inter-
secan, pasan por el punto . Demostrar que I/
es ¢l punto de inierseccién de las alturas de
un tridngulo, cuyos vértices coinciden con los
olros tres puntos de interseccién de dos en des
de las circunferencias.

[1.112, Sea P un punto arbitrario de la
circunferencia circunscrita alrededor de un
rectangulo. Dos reclas gque pasan por P en
paralelo a los lados del rectangulo, cortan los
lados de éste o sus prolongaciones en los pun-
tos K, L, M y N. Demostrar que &V es el punio
de interseccion de las alturas del iridngulo
KLM. Demostrar también que los pies de las
alturas del t(ridngulo KLM, distintas de P,
se hallan en las diagonales del rectingulo.

11.113. El tridngulo ABC ticne trazadas
las bisectrices AD, BE y CF. Una recla per-
pendicular a AD, que pasa por el punto medio
de AD, corta AC cen el punto P. Otra recla
perpendicular a BE, que pasa por el punto
medio de BE, corta 4B en ¢l punto Q. Por
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fin, Ja tercera recta perpendicular a CF, que
pasa por el punio medio de CF, corta CB en
el punto R. Demostrar que Jos tridngules
DEF y PQR son equivalentes.

I1.114. En el triangulo isosceles ABC
(l1AB{ =1|BC|), D es el punto medio de
AC, E, la proyeccién de D sobre BC, F, ¢l
punto medio de DZ. Demostrar que las rectas
BF y AFE son perpendiculares.

1I.115. La circunferencia inscrita en el
triangulo 4 BC entra en contacto con los lados
AB y AC en los puntos C; y By, mientras que
la circunferencia que tiene contacto con el
lado BC y las prolongaciones de AB y AC, es
tangente a las rectas A8 y AC en los puntos
C, v B,. Sea D el punto medio de BC. La
recta AD se interseca con las rectas B,C, y
B,C, en los puntos £ y F. Demostrar que
BECF es un paralelogramo.

11.116. El tridngulo ABC tiene trazada la
bisectriz del angulo interior AD. Construya-
mos una tangente I al circulo circunscrito en el
punto 4. Demostrar que la recta trazada por
D paralelamente a I es tangente a la circunfe-
rencia inscrita en ¢l iridngulo ABC.

I1.117. En el tridngulo ABC se lraza una
recta que corta los lados AC y BC cn los pun-
tos M y NV de maneraque | MN | = | AM | +
4+ | BN |. Demostrar quetodas las rectas de
este género son tangentes a una misma cireun-
ferencia.

IT.118. Demostrar que los puntos simétri-
cos al centro del circulo circunscrito alrededor
de wn iriangulo, respecto a los puntos medios
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de sus medianas, se hallan en las aliuras del
triangulo.

11.119. Demostrar que si la altura de un
triangulo es J/2 veces mayor que el radio del
circulo circunscrito, la recla que une los pies
de las perpendiculares bajadas desde el pie de
esta altura sobre los lados que la comprenden,
pasa por el centro del circulo circunserito.

11.129. Supongamos que ABC es un tridn-
gulo rectangulo (L C = 90°), CD, la altura, X,
un punto del plano; ademas, | AKX | = | AC |.
Demostrar que el didmetro de la circunferencia
circunscrita alrededor del tridngulo 4BK, el

cual pasa por el vértice A, es perpendicular a
la recta DX.

I1.121. Por el vértice A del tridngulo 4 BC
se traza una recta paralela a BC; en esta recta
se toma el punto D de modo que |AD | =
= | AC | 4+ | AB |: el segmento DB corta el
lado AC en el punto £. Demostrar que la recta
trazada por £ paralelamente a BC, pasa por el
centro de la circunferencia inscrita em el tri-
idngulo ABC.

11.122. Dos circunferencias pasan por el
vértice de un dngulo y nn punto gue se halla en
la bisectriz. Demostrar que los segmentos de
los lados del dngulo, comprendidos entre las
circunferencias, son iguales.

11.123. Sec dan el tridngulo ABC y el punto
D. Las rectas AD, BD y CD se intersecan por
segunda vez con la circunferencia circunscrita
alrededor del tridngulo ABC en los puntoes
A,, B, y €, respectivamente. Examinemos dos
circunferencias: la primera pasa por 4 y A4,
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v la segunda, por B y B,. Demostrar que los
oxtremos de Ja cuerda comin de estas dos
circunferencias ¥ los puntes € y C; sc hallan
en una circunferencia.

11.124. Por los vértices 4, B y € del lrian-
oulo ABC cstan trazadas tres rectas paralelas
I, 1, v 15. Demostrar que las rectas simétricas
a l, I, v I, respectivamente, en cuanto a las
bisectrices de los dngulos 4, B y C, concurren
en un punto dispuesto en la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridangulo 4BC.

I1.125. Demostrar que si M es un punto
en el interior del tridngulo ABC y las rectas
AM, BM y CM pasan, respectivamente, por
los centros de las cireunferencias circunscritas
alrededor de los tridngulos BMC, CMA y
AMB, M es el centro de la circunferencia ins-
crita en el tridngulo ABC.

I1.126. En los lados BC, CA v AD del
triangulo ABC se toman los puntos 4,, 5,
v €, respectivamente. Sea M un punto arbi-
trario del plano. La recta BM corta por se-
gunda vez la circunferencia que pasa por A,.
B y C, en ¢l punto B,, la vecta CM corta la
circunferencia que pasa por A,, By v C, en
el punto C,, y la recta AM corta la circunfe-
rencia que pasa por 4, By y €y, en cl punto
A,. Demostrar que los puntos 4, By, C, ¥
M se encuentran en una circunferencia.

11.127. Sea A, un punto simétrico al punto
de tangencia de la circunferencia inscrila en
el triangulo ABC con el lado BC, respecio a la
hisectriz del 4dngulo 4. De manera andloga
se determinan los puntos B, v €. Demaoslrar
que las rectas A4,, B8, CC, y la recla que
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pasa por los centros de las cirennferencias ins-
ceila ¥ circunserita def Lridngulo ABC, con-
curren en un puato. ;

11.128, Sean AA,, BEB,, CC, las alturas
del triangulo ABC. Una recta perpendicular a
AL corta AC y A,C, en los puntos K y L.
Demostrar gue el centro de la circunferencia
circunserila alrededor del tridngnlo KLB, se
halla en la recta BC.

11.129. Cuatro circunferencias iguales que
se intersecan, pasan por el pumnto 4. Demos-
trar que Lres seginentlos, los extremos de cada
uno de los cuales difieren de A y son puntos de
interseccion de dos circunferencias (los lados
opuestos de cada segmento no pertenecen a una
circunferencia), concurren en un punto.

I1.130. En el tridngulo reclangulo A BC el
angulo C es recto, O es ¢l centro de la circun-
ferencia inscrita, M, el punto de tangencia de
la circunferencia inscrita con la hipotenusa;
la circunferencia con el centro en M que pasa
por O, se inlerseca con las bisectrices de los
angulos 4 y 22 en los puntos K y L distintes
de 0. Demostrar que K y L son centros de las
circunferencias inscritas en los tridngulos ACD
y BCD, dondo CD es la altura del tridngule
ARBC.

IT1.131. Demostrar que en el tridngulo ABC
la bisectriz de! angulo 4, la linea media, pa-
ralela a AC, y la recta gque une los puntos de
tangencia de la circunferencia inscrita con los
lados CB y CA, se cortan en un punto.

T1.132. Demostrar que tres recias gue pa-
san por los pies de dos alturas del tridngulo,
los extremos de dos de sus bisectrices y dos
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puntos de tangencia de la circunferencia inscri-
la con sus lados (todos los puntos se hallan en
dos lados del tridngulo), se cortan en un punto.

I1.133. En los lados BC, CA y AB del
triangulo ABC se loman los puntos 4,, B, ¥
C;, respectivamente, de tal manera que las
rectas 44,, BB, v CC, se corten en un punto.
Demostrar que si AA, es la bisectriz del dngulo
B\A,C,, entonces AA, es la altura del trian-
gulo ABC.

11.134. En los lados BC, CA y AB del
tridngulo A BC se toman, respectivamente, los
punios 4,, B, y C; de manera que £ AA4,C =
= £/ BBA = £ CC,B (los dngulos se miden
en un solo sentido). Demostrar que el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
triangulo limitado por las rectas 44,, BB, ¥
CC,, coincide con el punto de interseccion de
las alturas del tridngulo ABC.

I1.135. Los vértices del tridngulo 4,B,C,
se hallan en las rectas BC, CA v AB (4, se
encuentra en BC; B,, en CA: C,, en AB).
Demostirar que si los tridngulos ABC y 4,8,
son semejantes (son homdlogos los vértices A y
A4,. By By, Cy (), el punto de interseccion
de las alturas del tridngulo 4,8, es el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
triangulo ABC. ;Sera cierta la afirmacion in-
versa?

I1.136. En cada lado de un tridngulo se
toman dos puntos de manera que los seis seg-
mentos que unen cada punio con el vértice
opuesto, son iguales entre si. Demostrar que los
puntos medios de estos seis segmentos se
hallan en una circunferencia.
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11.137. En los ravos AB v CB del tridn-
gulo ABC estin trazados los segmentos
| AM | = |CN { = p, donde p es el semipe-
rimetro del tridngulo (8 se halla entre A y M,
asi como entre C y N). Sea XK el punlo de la
circunferencia circunscrita alrededor de ABC,
diametralmente opuesto a 5. Demostrar que
la perpendicular bajada desde K sobre MN
pasa por el centro de la circunferencia ins-
crita.

11.138. Desde cierto punto de la circun-
ferencia circunscrita alrededor de un triangulo
equildtero A BC estan trazadas las rectas para-
lelas a BC, CA y AB, que cortan C4, AB y
BC en los puntos M, N y Q, respectivamente.
Demostrar que M, N y Q se ballan en una
recta.

I1.139. Demostrar que tres rectas simeé-
tricas a una recta arbitraria que pasa por el
punto de interseccion de las alturas de un tri-
angulo, respecto & los lados de éste, se cortan
¢n wn punto.

[1.140. Teorema de Leibniz. Supongamos
gque M es un punto arbitrario de! plano, &,
¢l centro de masas del tridngulo 4ABC. Enton-
ces se cumple la igualdad 3 | MG PP =
= |MA P+ | MB]P+ IMCP —

~ $(IAB+ | BC P+ |CA D).

II.141. Supongamos que ABC es un tri-
-angulo regular con el lado a, M, cierto punto
del plano que se halla a la distancia d del
centro del tridngulo ABC. Demostrar que el
drea del triangulo, cuyvos lados son iguales a
los segmentos MA, MB v MC, se expresa por
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7
medio de la [érmala § = % | a* — 3d *®|.

IL.142, Se dan dos tridngulos regulares:
ABC y 4,B,C,. lallar el lugar geomdlrico de
los puntos # tales que dos triangulos forma-
dos por los segmentos MA, MB, MC vy MA,,
MB,. MC,, respectivamiente, sean equivalen-
tes.

11.143. En los rayos AB y CB del triangulo
ABC se trazan los segmentos AK y CM iguales
a AC. Demostrar que ¢] radio de la circunie-
rencia circunscrita alrededor del tridngulo
BKM, esigual a la distancia entre log centros
de las circunferencias inscrita y circunscrita
del tridngulo ABC, mienlras que la recta KM
es perpendicular a la reeta que une los centros
de las circunferencias inscrita y circuns-
crita.

I1.144. Por un vértice del tridngulo estd
trazada una recta perpendicular a ia recta gue
une los centros de las circunferencias inscrita
y circunserita. Demostrar que esta recta for-
ma con los lados del triangulo dado dos trian-
gulos, sin incluir el de partida, para los cuales
la diferencia de los radios de las circunferen-
cias circunseritas es igual a la distancia entre
los ceniros de Jas circunferencias inscrita y cir-
cunserita del triangulo inicial.

IL.145. Demostrar que si las longitudes de
los lados del tridneulo forman la progresion
arilmética, entonces: a) el radio del circulo
inscrito es igual a 1/3 de la altura bajada sobre
el lado medio; b) la recta que une el centro de
masas del Lridngulo con el centro del circulo
inscrito, es paralela al lado medio: ¢} la
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bisectriz del angulo interior, opuesto al lado
medio, cs perpendicular a la recta gue une log
centros de los circulos inscrito y circunscrito;
d) para todos los puntos de esta bisectriz, la
suma de las distancias hasta los Jados del tri-
angulo es constante; e) el centro de la circun-
ferencia inscrita, los puntos medios de los la-
dos maximo y minimo y el vértice del angulo
formado por éstos, se hallan em una circunfe-
rencia.

[1.146. Sca X el punto medio del lado BC
del triangulo 4 #C, M, el pie de la altura ba-
jada sobre BC. La circunferencia inscrita en el
{ridgngulo ABC tiene contaclo con el lado BC
en el punto D; la circunferencia exinscrita que
enira en contacto con lag prolongaciones de
AB y AC vy cl lado BC, es tangente a BC en
el punto £. La tangente cominn a eslas clecun-
ferencias, distinta de los lados del triangulo,
corta la circunferencia que pasa por K y M,
en los punios F y G. Demostrar que los puntos
D, E, F y z se hallan en una circunferencia.

]
* #

I1.147. Demostrar que el centro de masas
del  triangulo, el punto do interseccion de
las alturas y el centro del circulo circunserito
se hallan en una recta (recta de Euler).

I1.148. :Qué lados corta la recta de Euler
en los tridnculos acutangulo y obtusangulo?

I1.149. Sca K un punto simétrico al cen-
tro de la circunferencia circunscrita alrededor
del AABC, respecto al lado BC. Demostrar que
la recta de Euler en el tridangulo A BC divide el
segmento AKX por la milad.
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1T.150. Demostrar que en la recta de Euler
en el tridngulo ABC existe un punlo 7 tal,
que las distancias desde los centros de masas de
los triangulos ABP, BCP, CAP, respectiva-
mente, hasta los vérlices C, A y B son iguales
entre si.

I1.151. Sea P un punto interior al tridngu-
lo ABC, tal gue los angulos APB, BPC y CPA
son iguales a 120” (suponemos que los dngulos
del triangulo ABC son menores de 120%). De-
mostrar que las rectas de Euler cn los tridn-
gulos APB, BPC y (P4 sccortan en un punto.

Observacion. Al resolver este problema, se
aprovecha el resultado del problema I1.296.

I1.152. Demostrar que la recta que une los
centros de las circunferencias inscrita y circuns-
crita de un {riangulo dado, es la recta de Enler
en el triangulo con vértices en los puntos de
tangencia de la circunferencia inserita con los
lados del tridugulo dado.

* » *

11.153. Demostrar que los pies de las per-
pendiculares bajadas desde un punto arbitrario
de la circunferencia circunscrila alrededor de
un tridngulo, sobre los lados de éste, se hallan
en una recla (recta de Simson).

I1.154. Demostrar que el dngulo compren-
dido entre las rectas de Simson que correspon-
den a dos punios de una civcunferencia, se mi-
de por la mitad del arco entre estos puntos.

11.155, Sea M wn punto de la circunferen-
cia circunserita alrededor del tridngulo ABC.
La recta que pasa por M es perpendicular a
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BC y corta por segunda vez la circunferencia
en ¢l pento . Demostrar que la recta de Sim-
son que corresponde al punto M, es paralela a
la recta AN.

IT1.156. Demostrar que la proyeccion del
lado AB del tridngulo ABC sobre la recta de
Simson que corresponde al punto M, es igual
a la distancia entre las proyecciones del punto
M sobre los lados AC v BC.

II.157. Sean AA,, BB,, CC, las alturas del
tridngulo ABC. Las rectas 4A,, BB,, CC,
cortan por segunda vez la civeunferencia cir-
cunscrita alrededor del triangulo ABC en
los puntos A,, B,, C,, respeclivamente. Las
rectas de Simson que corresponden a los puntos
A, By, €y, forman el tridngulo 4,3,C, (A
es el punto de interseccion de las rectas de Sim-
son que corresponden a los puntos B, y C,,
etc.). Demostirar que los centros de masas de
los tridngulos 4,B,C, v A,B,C; coinciden,
mientras que las rectas 4,43, B,B; vy C,04
se cortan cn un punto.

I1.158. Supongamos que A;, B, y C, son
puntos cn la circunferencia circunserita alre-
dedor del tridngulo ABC, tales que UAA, +
-+ uBB, + ulC, = 2ka (Lodos los arcos se
miden en un sentide; & es un nimero enters).
Demostrar que las veclas de Simson de los
punios 4,, B, y €, respecto al tridngulo 4 BC
se cortan en un punto.

IT.159. Demostrar que la tangente a una
pardbola en su vértice es la recta de Simson
en un tridngnlo formado al intersecar tres
olras tangentes cualesquiera a la misma para-

bola.
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11.160. Demostrar que los puntos medios
de los lados del {riangulo, los pies de las altu-
ras v los puntos medios de los segmentos de
las alturas desde los vértices hasta el punto de
su interseccion se hallan en wna circunferencia,
0 sea, en «la circunferencia de los nueve puntosy
(teorema de Euler).

I1.161. Supongamos que #H es el punto de
interseccion de las alturas de un triangulo, D,
¢l punto medio de cualquier lado, K, uno de
los puntos de inierseccién de la recta HD
con la circunferencia circunscrita (D se encuen-
tra entre A y K). Demostrar que D es el pun-
to medio del segmento HK.

11.462. Supongamos gue M es el punto de
interseccion de las medianas de un tridngulo,
E, el pie de cualquier allura, 7, uno de los
puntos de interseccion de la recta ME con la
circunferencia circunscrita (M se encuentra
entre £ y F). Demostrar que {FM | =
= 2 | EM |.

I1.163. La altura bajada sobre el lado BC
del triangule ABC corta la circunferencia cir-
cunserita cn el punto A4,. Demostrar que Ia
distancia desde el centro de la circunferencia
de los nueve puntos hasta el lade BC es igual

1
a 5|44, |

I1.164. En el tridngulo ABC, A4, es la
altura, I7, el punto de interseccién de las altu-
ras. Sea £ un punto arhitrario de la circunfe-
rencia civcunserita alrededor del tridngulo
ABC, M, un punlo en la recta #P, tal que
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| HP |- | HM | = | HA |- | HA | (H se halla
en el segmento MP, si el tridngulo ABC es
acutangulo y fuera de éste, si es un tridngulo
obtusdngulo). Demostrar que M sc sitia en la
circunferencia de los nueve puntos del trian-
cgulo ABC.

11.165. En el tridngulo ABC, BK cs la
altura, BL, la mediana, M y N, proyecciones
de los puntos 4 y C sobre la bisectriz del dn-
gulo B. Demostrar que los puntos K, L, M y N
se hallan en una circunferencia, cuyo centro se
dispone en la circunferencia de los nueve pun-
tos del triangulo ABC. {

I1.166. Sean H el punto de interseccién de
las alturas de un tridngulo, #, un puuto arhi-
trario de la circunferencia circunscrita. De-
mostrar que la recta de Simson, la cual corres-
ponde al punto #, pasa por uno de los puntos
de inlerseccion de la recta FH con la circun-
ferencia de los nueve puntos (véanse los pro-
blemas II.453, 1L.159).

I1.167. Supongamos que [ ¢s una recta ar-
bitraria que pasa por el centro de la circunfe-
rencia circunscrita alrededor del triangulo
ABC; A, B, v C, son las proyecciones de 4,
By C sobre 1. Tracemos por A, una recta per-
pendicular a BC, por B,, otra recta perpendi-
cular a AC y por C,, la tercera recta perpendi-
cular a AB. Demostrar que estas tres rectas se
infersecan en un punto dispuesto en la circun-
ferencia de los nueve puntos del {ridngulo
ABC.

11.468. En el lridngnlo ABC, AA,, BD,
v CC, son sus alturas. Demostrar que las reclas
de Fuler de los tviangulos AD,C,, A,BC,,

101



A B,C se cortan en un punto P tal de la cir-
cunferencia de los nueve puntos, para el cual
uno de los segmentos PA,, PB,, PC, es igual
a la suma de otros dos segmentos (problema de
Victor Thebault).

I1.169. Demostrar que Lres circunferencias,
cada una de las cuales pasa por el vértice de
un triangulo, por el pie de la altura, bajada
desde este vértice, y es tangente al radio del
circulo circunscrito alrededor del tridngulo,
trazado hacia este vértice, se cortan en dos
puntos dispuestos en la recta de Euler del trian-
gulo dado. -

11.170. Examinemos tres circunferencias,
cada una de las cuales pasa por un vértice de un
tridngulo v los pies de dos bisectrices, interior
v exterior, que salen de este vértice (semejan-
tes circunferencias llevan el nembre de circun-
ferencias de Apolonio). Demostrar que: a) estas
tres circunferencias se inlersecan en dos puntos
(M, y M,); b) larecta M, M, pasa por ¢l centro
del circulo circunscrito alrededor del tridngulo
dado; ¢) los pies de las perpendiculares bajadas
desde los puntos M, y M, sobre los lados del
triangulo sirven como vértices de dos tridn-
gulos regulares.

11.171. Una recta, simétrica a [a mediana
de un tridngulo con respeclo a la bisectriz del
mismo &ngulo, de! cual parte la mediana, se
llama simediana. Supongamos que la simedia-
na que paric del vértice B del tridangulo ABC,
corta AC en el punto K. Demostrar que
|AK |2 | KC | = [ AB [ | BC %

[1.172. Supongamos gue D es un punto
arhitrario tomado en el lado BC, E y F son
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puntos en AC y AB tales, que DE es paralela
a AB y DF es paralela a AC. Una circunferen-
cia que pasa por D, £ y F, corla por segunda
vez BC, CA v AB en los puntos D,, £, v 7y,
respectivamente. Sean M v N los puntos de
interseccion de DE v E\D,, DF v DE,. De-
moslrar que 3 v N se hallan en la simediana
que parte del vérlice A. Ademaés, si D coincide
con el pie de la simediana, la circunferencia
gue pasa por D, E y F, enlra en conlacto coun
el lado BC. (Esta circunferencia se Hama cir-
cunferencia de Tucker).

I1.173. Demostrar que las cuerdas comu-
nes de la circunferencia circunscrita alrededor
de un triangulo dado y de las circunferencias
de Apolonio son simedianas de este tridngulo
(véanse los problemas TL.170, II1.471).

*
#F *

11.174. En el trapecio ABCD, el lado CD
es perpendicular a las bases AD y BC. Una
circunferencia con didmetro A8 corta AD en
el punto P (P difiere de 4). La tangente a la
circunferencia en el punto P corla CD en el
punto M. A pactiv de M, hacia la circunferen-
cia, estd trazada una segunda tangenle que
tienc contacto coan ella en el punto Q. Demos-
trar que la recta BQ parte CD por la mitad.

I1.175. Sean M v N las proyecciones del
punto de interseccién de las alturas del trian-
gulo ABC sobre las bisectrices de los angulos
interior v exterior B. Demostrar que la recta
MN parte el lado AC por la mitad.

IT.176. Se da una circunferencia y dos pun-
tos 4 v B cn ésta. Las tangenles a la circunfe-
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rencia que pasan por A v B, se cortan en el
punto €. La circunferencia que pasa por C,
es tangenle a la recta 4B en ¢l punto B y se
interseca por segunda vez con la dada en el
punto A . Demostrar que la recta AM divide
el segmento CB por la milad.

I1.177. Desde el punto A, dispuesto fuera
de una circunferencia, cstan irazadas a ésta
dos tangentes AM y AN (M y N son puntos de
tangencia) y una secante que corta la circun-
ferencia en los puntos K y L. Tracemos una
recta arbitraria ! paralela a AM. Supongamos
que KM y LM cortan I en los puntos P y Q.
Demostrar que la recta: MN divide el sog-
mento PQ por la mitad.

11.478. El tridngulo ABC tiene inscrita una
circunferencia, cuyo didmetro pasa por cl pun-
to de tangencia con el lado BC y corta la cuer-
da que une los otros dos punios de tangencia,
en el punto N. Demostrar que AN parte BC
por la mitad.

11.479. El tridngulo ABC tiene inscrita
una circunferencia. Supongamos que M es el
punto de tangencia de la circunferencia con el
lado AC, MK es el didametro. La recta BK
corta AC en el punto N. Demostrar que
| AM | = | NC |.

11.180. El tridngule ABC 1iiene inscrita
una circunferencia, M cs el punlo de tangencia
que tiene la circunferencia con el lado BC,
MK es el diametro. La recta AK corta la cir-
cunferencia en el punto . Demostrar que la
tangentc a la circunferencia en el punto P di-
vide el lado BC por la mitad.

IT.481. La recta I es tangente a la circun-
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ferencia en el punto 4; supongamos que CD
es la cuerda de una circunferencia, paralela a
I, B, un punto arbitrario tomado en la recta [.
Las rectas CB y DB cortan por segunda vez la
circunferencia en los puntes L y K. Demostrar
que la recta LK parte el segmento A8 por
la mitad.

11.182. Se dan dos circunlerencias que se
intersecan. Sea A uno de Jos puntos de su
interseccidén. Desde un punto arbitrario que
se halla en la prolongacién de la cuerda comiin
de las circunferencias dadas, estdn trazadas ha-
cia upa de éstas dos tangentes que tienencon-
tacto con ésta en los punlos M y N. Sean P
vy Q los punlos de interseccion (distintos de A)
dc las rectas MA y VA, respectivamente, con
la segunda circunferencia. Demostrar que la
recta MN parte el segmento PQ por la mitad.

11.183. La altura BD del tridngule ABC
sirve de didmelro de una circunferencia que
corta los lados AB y BC en los puntos K y L,
respectivamente. Las rectas tangenles a la cir-
cunferencia en los puntos & y L, concurren
en el punto M. Demostrar que la recta BM
divide el lado AC por la mitad.

11.184. La recta I es perpendicular al seg-
mento AB y pasa por B. La circunferencia con
el cenlro situado en I pasa por 4 y corta  en
los puntos C' y D y las Langentes a la circun-
ferencia en los puntos 4 v € se intersecan en
N. Demostrar que la reclta DN divide el seg-
mento AB por la mitad.

IF.185. E!l tridngulo ABC liene circunser-
ta una circunferencia. Supongamoes que NV es
el punte de inlerseccion de las tangenies a la
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circnnferencia que pasan por los puntos 5 y C,
M, un punto tal de la circunferencia que
AM || BC, K, ol punlo de interseccion de MW N
con la circunferencia. Demostrar que KA di-
vide BC por la mitad.

I1.186. Sea A la proyeceion del centro de
una circunferencia dada sobre la recta I. En
esta recta se toman dos puntos mas B y C de
manera que |4AB |=]4C|. Por B y C
estan trazadas dos secantes arbitrarias que
cortan la circunferencia en los puntos P, @
y M, N, respeclivamente. Supongamos que las
rectas NP y M(Q cortan la recta I en los puntos
Ry 8. Demoslrar que | RA | = | AS ).

I1.187. En el tridngulo 48C, 4,, B,, C,
soil los puntos medios de los lados BC, CA y
AB, K v L, los pies de las perpendiculares ba-
jadas desde los vértices B y € sobre las rectas
ACy v A\By, vespeclivamente, O, el centro
de Ia ciccunferencia de los nueve puntos. De-
mostrar que la recta 4,0 parte el segmento KL
por la mitad.

s T

IT.188. Sean los puntos A,, 8,, C, simé-
tricos a cierlo punlo P, respectivamente, con
respecto a los lados BC, CA y AB del tridngu-
lo ABC. Demostrar que: a) las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos 4,8C,
AB,C, ABC, tienen un punlo comun; b) las
circunferencias circunscritas alrededor de los
triangulos A4,3,C, A,BC,, ABC; tlienen un
pinto comun.

11.189. Supongamos que 48 cs el didmetro
de un semicirculo, 3, un punto tomado en el
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didmetro 458. Los puntos C, D, £ y F se ha-
Hlanen la semicircunferencia de nanera que
LAMD = L EMB, /CMA = / FMB. Sea
P el punto de interseccion de las rectas CD
y EF. Demostrar que la vecta PM es perpendi-
cular a 48,

1¥.190. Una perpendicular levantada hacia
el lado 45 del triangulo ABC en su punto me-
dio D, corta la circunferencia circunscrita
alrededor del triangulo ABC, en el punto E
(C y £ se encuentran a un lado de AB); ¥ es
la proyeccién de £ sobre AC. Demoslrar gque
la recla DF divide el perimetro del tridngulo
ABC por la mitad y que semejanles ires rectas
construidas para cada lado del tridngulo, se
intersecan en un punto.

I1.191. Demostrar que la recta que divide
el perimetro y el arca de un tridngulo cn razén
igual, pasa por el centro de la circunferencia
inscrita.

11.192, Demostrar que tres rectas que pa-
san por los vérlices de un triangulo v dividen
st perimetro por la mitad, se cortan en el
punto N (punto de Nagell). Supongamos que
M es el centro de masas del {riangulo, 7, el
centro de la circunferencia inscrita, S, el con-
tro de la circunferencia inscrita en el tridngulo
con vértices en los puntos medios de los lados
del triangnlo dado. Demostrar que los puntos
N, M, I y S se hallan en una recta, siendo
que | MY | =2 |IM |, 1IS | = {|SN |

=
* ES

I1.193, Designemos con ¢, & y ¢ los lados
del tridnoulo ABC; a + b + ¢ = 2p; G cs el
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punto de interseccién de sus medianas, O, 7,
{4, respectivamente, son los centros de los ¢ir-
culos circunserito, inscrito y exinscrilo (el
circulo exinscrito ticne como tangentes el
lado BC y las prolongaciones de los lados AB
v AC), R, r, r, son sus radios. Demostrar la
validez de las relaciones siguientes:

ay @ + b 4- ¢* = 2p* — 2r2 — 8MHr;

=y 1 y ’
b) |OG P = R* —— (a* + b* 4 ¢%):

¢} |16 | = 5 (p* + 5r* — 16Rr);
d) |0 12 = R* — 2Rr (Euler);

e) |OI, ¥ = R 4+ 2Rr,;

£) | IT, 2 = 4R (r, — ).

I1.194, Secan BB, y CC, las hiscctrices de
los angulos B v C del tridngulo ABC. Demos-
trar (usando las designaciones del problema

abe
b+ a)(c+a)RR %

anterior) que {B,Cy| =

% 1 0La s

I1.195. Demostrar que los puntlos simétri-
cos a los centros de las ciccunferencias exins-
critas conrespecto al centro de la circunferencia
circunserita, se hallan en la circunferencia, con-
céntrica con respeclo a la circunferencia inscri-
ta, cuyo radio es igual al diametroe de la circun-
ferencia circunscrita.

11.196. Se da el tridngulo ABC. Demostirar
que la suma de las dreas de tres triangulos, los
vértices de cada wno de los cuales son Ires
puntos de langencia de la eivcunferencia exins-
crita con el lado correspondiente del triangulo
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ARC y las prelongaciones de otros dos lados,
es igual al area duplicada del tridngulo 4 BC,
sumada con ¢l drea del iriangulo con los vértices
dispuesto: en los puntos de tangencia de la
circunferencia inscrita en AABC.

I1.197. Hallar 1a suma de los cuadrados de
las distancias desde los puntos de tangencia de
la circunferencia inscrita en un tridngulo dado,
con los lados de ésie, hasta el centro de la cir-
cunferencia circunscrita, si el radio de la cir-
cunferencia inscrila es igual a r y el de la cir-
cunscrita, a K.

11.198. Por los pies de las biscetrices del
tridAngulo ABC esta trazada una cireunferen-
cin. Demostrar que una de las cuerdas forma-
das al intersecar esta circunferencia los lados
del tridngulo, es igual a la suma de las otras
dos.

1T.199. Supongamos que 44,, BB, v CC,
son las bisecfrices del triangulo ARC, L, el
punto de interseccion de las rectas 44, v
2C,, K, el punto de interseccion de CC, con
A,By. Demostrar que BR, es la hisectriz del
angulo LBK.

[1.200. En los lados AB y BC del trian-
gulo ABC se toman los puntos K y L de ma-
nera que |AK |={KL|{=|LC|. Por el
punto de interseceion de las rectas AL y CK
se traza una recta paralela a la bisectriz del
angulo 7 que corta la recta AB en el punto M.
Demostrar que | AM | = | BC |.

I1.201. En el tridangulo ABC, la bisectriz
del dngulo B corta la recta que pasa por el
punto medio de AC y el punto medio de la al-
tura, bajada sobre AC, en el punio M; N es
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el punto medio de la bisectriz del dngulo B. De-
mostrar que la bisectriz del dngulo € también
es la bisectriz del dngulo MCHN.

I1.202. a) Demostrar que si en un tridngu-
lo dos bisectrices son iguales, éste es un tri-
angulo isosceles (teorema de Steiner).

b) Demostrar que si en el triangulo ABC
las bisectrices de los dngulos adyacentes a los
angulos 4 y € son iguales entre si y ambas se
sitan simultaneamente en el interior o fuera
del &ngulo ABC, entonces |AB | = | BC |.
oSerd cierto que a partir de la igualdad de dos
bisectrices exteriores de un triangulo se deduce
que éste es isdsceles?

I1.203. Un tridngulo tiene en su interior
otro tridngulo, cuyos vertices son los pies de
las bisectrices del primero. Se sahe que el tri-
angulo interior es isosceles. (Es cierta la afir-
macion de gue también el primer tridngulo es
isdgceles?

&
* *

11.204. Sea ABCDEF un hexédgono inscri-
to. Designemos con X el punto de interseccion
de AC y BF y con L, el punto de intersec-
cién de CE y FD. Demostrar que las diagona-
les AD, BE y la recta KL se cortan en un pun-
to (teorema de Pascal).

11.205. Se dan el tridngulo ABC y el punto
M. La recta que pasa por M, corta las rectas
AB, BC v CA, respectivamente, en los puntos
Cy, A, v B,. Las rectas AM, BM v CM cortan
la circunferencia circunscrita alrededor del tri-
angulo ABC en los puntos A,, B, yC,, respec-~
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tivamente. Demosirar que las rectas 4,4.,
BB, y C,C, se intersecan en un punio dis-
puesto en la circunferencia circunscrita alrede-
dor del AABC.

I1.206. Por el punto de interseccion de las
alturas de un iridngulo estan trazadas dos rec-
Ltas mutnamente perpendiculares. Demostrar
que los puntos medios de los segmentos corta-
dos por cslas reclas en los lados del tridngulo
(més exactanente, en lag rectas que forman el
tridngulo), se hallan en una recta.

*
* *

I1.207. Se dan el tridngulo ABC y el puntio
arbitrario P. Los pies de las perpendiculares
bajadas desde P sobre los lados del (ridngulo
ABC, sirven en calidad de los wvértices del
tridngulo 4,8,C,. Como vértices del triangulo
A.B,C, sirven los puntos de inlerseccién de
las rectas 4P, BP y CP con la circunferencia
circunscrila alrededor del triangulo ABC, dis-
tintos de los puntos 4, B y C. Demostrar que
los tridngulos A4.8:C, v 4,2,C, son semejan-
tes. ;Cudntos puntos P habra para el triin-
gulo escaleno ABC para que los tridngulos
correspondientes A, B,C; v 4,5,C, sean seme-
jantes al tridngulo 4 BC?

IT.208. Sean A,, B4, C, los pies de las per-
pendiculares bajadas desde el punto arbitrario
M sobre los lados BC, CA, AB, respeciiva-
menie, del tridngulo ABC. Demoslrar que tres
rectas que pasan por los puntos medios de los
segmentos 8,C, v MA, C.l4y y MB, A,B, v
MC se intersecan em un punto.
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I1.209. Supongamos que S eg el drea de un
triangulo dado; R. el radio del circulo eircun-
scrito alrededor de éste. Supongamos, luego,
que S, es ¢l drea del tridngulo, cuyos vértices
sou los pies de las perpendiculares bajadas so-
bre los lados del triiingulo dado desde un punto
alejado respecto del centro del circulo circuns-
crito a una distancia d. Demostrar que §, =

S 2 {teorema de Euler)
% R | .

11.210. Demostrar que si 4, B, € y D
son puntos arbitrarios de un plano, entonces
cuatro circunferencias, cada una de las cuales
pasa por tres puntos: Jos puntos medios de los
segmentos AB, AC y AD; BA, BC y BD; CA,
CByCD; DA, DB y DC, tienen un punto co-
min.

I.211. Seca ABC un triangulo, D, un punto
arbitrario del plano. Llamaremos tridngulo de
pedal del punto D respecto al tridngulo ABC
al tridngulo formado por los pies de las per-
pendiculares bajadas desde D sobre los lados
del tridngulo ABC, y a la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del tridngulo de pedal,
circunferencia de pedal. Degignemos con D, el
punto en que se cortan las rectas simétricas a
las rectas AD, BD y CD en cuanto a las bisec-
trices de los angulos 4, B y € (respectiva-
mente) del tridangulo ABC. Demostrar que
las circunferencias de pedal de los puntosD
y D, coinciden.

I[.212. Examinemos cuatro puntos de un
plano, eutre los cuales no hay tres que se ha-
llen en una recta. Demeostrar que cunatro cireun-
ferencias de pedal, cada una de las cuales co-
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rresponde a uno de los puntos examinados res-
pecto al tridngulo, cuyos vértices son los tres
puntos restantes, tienen un punto comun.

IT.213. Una recia que pasa por el centro de
una circunferencia circunscrita alrededor del
teiangulo ABC, corta AB y AC en los puntos
C, v B,, respectivamente. Demostrar que las
circunferencias construidas sobre BB, y CC,
como sobre didmetros, se cortan en dos puntos,
uno de los cuales ge halla sobre la circunferencia
circunscrita alrededor de 4 BC, mientras que el
otro, sobhre la circunferencia de los nueve pun-
tos del triangulo ABC.

§ 5. Cuadrilétero

11.214. Sea ABCD wn cuadrilatero inscrito
y AB, su diametro. Demostrar que las proyec-
ciones de los lados AD y BC sohre la recta CD
son iguales.

I1.215. Supongamos que ABCD esun cua-
drildtero convexo, O, ¢l punto de interseccion
de sus diagonales; &, F y G, las proyecciones

de B, C, y O sobre AD. Demostrar que el drea
del cuadrildtero es igual a 142 |2 lI 1:)2 II.' el
1I.216. Sea A BCD uncnadrilatero convexo.
Examinemos cuatro circunferencias, cada
una de las cuales tiene como tangentes los tres
lados de este cunadrildtero.
ls; a) Demostrar que los centros de estas cir-
cunferencias se hallan en una circunferencia.
b) Sean r,, ry, ry, ry los radios de estas
circunferencias (r; no tiene contacto con el
lado DC, de manera andloga r, no tiene con-
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tacio con el lado DA, r; no lo tiene con AB,
| 4B| | 16D _
T s

4, con BC). Demostrar que
_1BC| , 14D

r, 14

11.217. Demostrar que para el area S de
un cuadrilitere inscrito es valida la férmula
S=Vp—a)p—0(p—c—4d (pes
el semiperimetro, e, b, ¢, d son los lados).

11.218. Supongamos quo 2¢ es la suma de
dos dngulos opuestos de un cuadrilatero circuns-
crito, a, b, ¢ y d son sus lados, 8, el area. De-
mostrar que S = V/ abed sen .

I1.219. En losilados AB y CD del cuadri-
latero convexo ABCD se toman los puntos M
y N que dividen aquéllos en razén igual (con-
tando a partir de los vértices 4 y C). Listos
puntos estan unidos con todos los vértices del
cnadrildtero, a consecuencia de los cual ABCD
estd dividido en seis tridngulos y un cuadrila-
tero. Demostrar que el drea del cuadrilatero
obtenido es igual a la suma de las 4dreas de dos
triangulos adyacentes a los lades BC y AD.

I1.220. En una circunferencia estan traza-
dos el diametro AB y la cuerda CD que no lo
corta. Sean £ y F los pies de las perpendicula-
res bajadas desde los puntos A y B sobre la
recta CD. Demostrar que el 4rca del cuadrila-
tero AEFB es igual a la suma de las dreas de
los tridngulos ACB y ADB.

I1.221. Se da el cuadrilitero convexo Q.
Las rectas perpendiculares a sus lados, las
cuales pasan por los puntos medios de los
lados, forman el cuadrildtero Q5. Precisamente
de la misma manera, para el cuadrilatero Q,
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esta formado el cnadrilatero Q5. Demostrar que
el cuadrildtero Q; es semejante al cuadrilatero
inicial Q.

[1.222. En los lados opuestos BC y DA
de un cuadriliterc convexo se toman Ios puntos
M v N de tal maneraque | BM |: | MC | =
= |AN |: |ND | = |AB|: | CD |. Demos-
trar que la vecta AN es paralela a fa bisectriz
del angulo formado por los lados 4B y CD.

I1.223. Las diagonales dividen un cuadri-
latero convexo en cuatro triangulos. Los radios
de las circunferencias inscritas en eslos trian-
gulos son iguales. Demostrar que el cuadrila-
tero dado es un rombo.

11.224. Las diagonales de un cuadrilitero
lo parten en cuatro tridngulos de perimeiro
igual. Demostrar que el cuadrilitero dado es
un rombo.

IF.225. Se sabe que en el cuadrilatero
ABCD los radios de las circunferencias inscri-
tas en los tridngulos ABC, BCD, CDA, DAB
son iguales. Demostrar que ABCD es un rec-
tangulo.

I1.226.. En una circunferencia esta inserito
el cuadrilatero ABCD. Supongamos que M es
e] punto de interseccién de las tangentes a la
circunferencia que pasan por A y C, N e¢s el
punto de interseccion de las tangentes trazadas
por By D, K es el punto de interseccion de las
bisectrices de los dngulos 4 y C del cuadrilé-
tero, L es ¢l punto de interseccién de las bise-
ctrices de los dngulos B y D. Demostrar que,
si se cumple una de las afirmaciones: a}) M
pertenece a la recta BD, b) N perlenece a la
recta AC, ¢} K se halla en BD, d) L se halla en
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AC, enlonces son ciertas las demds tres afir-
maciones.

11.227. Demostrar que las cuatro rectas,
cada una de las cuales pasa por los pies de dos
perpendiculares bajadas desde el vértice de un
cuadrilatero inscrito sobre los lados que no
comprenden dicho vértice, concurren en un
punto.

11.228. Supongamos que AB y CD son dos
cuerdas de una circunferencia, M, el punto de
interseccion de las perpendiculares levantadas
hacia AB en el punto 4 y hacia €D en el pun-
to C, N es el punto de interseccion de las per-
pendiculares levantadas hacia AB y CD en los
puntos B y D, Demostrar que la recta MAN
pasa por el punto de interseccion de BC y AD.

11.229. Sea ABCD un paralelogramo. Por
los puntos A y B pasa una circunferencia de
radio R. Otra circunferencia del mismo radio
pasa por los puntos B y C. Sea M el segundo
punto de interseccién de cstas circunierencias.
Demostrar que los radios de las circunferencias
circunscritas alrededor de los tridngulos AMD
y CMD son iguales a R.

11.230. Sea ABCD un paralelogramo. Una
circunferencia es tangente a las rectas AB y
AD y corta BD en los puntos M y N. Demos-
trar que exisle una circunferencia que pasa
por M y N y tiene como tangentes las rectas
CB y CD.

11.231. Sea ABCD un paralelogramo. So-
bre la diagonal AC, como sobre diametro, cons-
truyamos una circunferencia y designemos con
M y N los puntos de interseccidn de las rectas
AB y AD con esta circunferencia. Demostrar
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que las rectas BD, MN y la tangente a la cir-
cunferencia en el punto € se intersecan en un
punto.

11.232. El cuadrilatero ABCD estd inscrito
en una circunfercncia; 0,, 0,, O, O, son los
centros de lag circunferencias inscritas en los
triangulos ABC, BCD, CDA, DAB, y I, I{,,
IT,, I, son los puntos de interseccion de las
alturas de los mismos tridngnlos. Demaostrar
que 0,0,0,0, es un rectdngulo y el cuadrild-
tero H,H ,H I , es igual al cuadrilatero ABCD.

11.233. Se dan el triangulo ABC y el punto
arbitrario D’del plano. Demostrar que los pun-
tos de interseccién de las alturas deles trian-
gulos ABD, BCD, CAD son los vértices de un
triangulo equivalente al dado.

I1.234. Demostrar que, si en un cuadrila-
tero se puede inscribir una e¢ircunferencia,
entonces: a) las circunferencias inscritas en dos
tridngulos, en los cuales el ¢nadrilatero dado
se divide por una diagonal, son tangentes una
a otra; b) los puntos de tangencia de cstas dos
circunferencias con los lados del cuadrilatero
son los vértices del cuadrilatero inscrito.

11.235. Demostrar que, si ABCD es un
cnadrildtero inscrito, la suma de los radios
de las circunferencias inscritas en los fridngu-
los ABC y ACD es igual a la suma de los ra-
dios de las circunferencias inscritas en los
triangulos BCD y BDA.

%
) * *
11.236. Teorema de Breischneider (teorema

de los cosenos para el cuadrilitero). Sean a, b,
¢, d los lados sucesivos de un cuadrilatero: m
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v n, sus diagonales; A y C, dos dngulos opues-
tos. Entonces se cumple la relacion

m*n? = a** + b*d* — 2abed cos (4 + C).

11.237. Teorema de Tolomeo. Sean a, b, ¢, d
los lados sucesivos de un cuadrilatero inscrito
y m y n, sus diagonales. Demostrar que mn =
= ac¢ + bd.

I1.238. Demostrar que, si ABC es un tri-
angulo regular, M, un punio arbitrario del pla-
no que no se encuentra en la circunferencia cir-
cunserita alrededor del tridngulo 4 BC, existi-
ra un triangulo, cuyos lados son iguales a
| MA |, | MB | v | MC | (teorema de Pompeiw).
ITallar el angulo de estc tridngulo que se sitiia
frente al lado ignal a | MB |, si LAMC = «.

11.239. Sea A BCD un cuadrilatero inserito.
Cuatro circunferencias «, f§, ¥ y 0 son tangen-
tes a la circunferencia circunscrita alrededor
del cuadrildtero ABCD en los puntos 4, B, C
y D, respectivamente. Designemos con {,4 un
segmento de la tangente a las circunferencias
o y fi, ademas, f,p es un segmento de la tan-
genle exterior comin, si ¢”y P tienen puntos
de tangencia con la circunferencia dada de
una manera igual (por dentro o por fuera), v es
un segmento de la tangente interior comin,
si @ v @ son tangenles a la circunferencia dada
de mancras distintas (en forma andloga se de-
terminan las maguitudes tgy, 5, etc.). De-
mostrar que

tuptes + fpvton = Lantpa &)
(teorema generalizado de Tolomeo).
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I1.240. Sean «, P, y v 8 cuatro circunfe-
rencias en el plano. Demostrar que, si se cum-
ple la relacion

taﬁtvé e tﬁvtba = lyylpas (*)

donde ¢4, etc. son segmenlos de las tangentes
exteriores o interiores comunes a las circunfe-
rencias o y p, etc.; ademads, para cualesquiera
tres circunferencias se toman tres langentes
exteriores o una exterior y dos interiores, enton-
ces las circunferencias ¢, B, ¥ y 6 son tangentes
a una circunferencia.

*
* *

11.241. Las prolongaciones de los lados 48
y DC de un cuadrilitero convexo ABCD se
cortan en el punto K v las prolongaciones de
los lados AD y BC, en el punto L; ademas, los
segmentos BL y DK se intersecan. Demostlrar
que, si so cumple una de las tres relaciones
}AB |+ |CD | = |BC |+ 14D |, | BK | +
+ |BLl=|DK |+ |DL|, }|AK ]|+
+ |CL | = J{4L | 4- | CK |, se cumplen tam-
bién las dos otras.

11.242. Las prolongaciones de los lados AB
y DC deuncuadrildtero convexo A BCD se cor-
tan en el punto X y las prolongaciones de los
lados AD y BC, en el punto £; ademaés, los
segmentos BL y DK se intersecan. Demostrar
que, si se cumple una de las tres relaciones
| AD |+ |DC | = |AB |4 |CB |, | AK |-+
+ |CK | =1AL |+ ICL}, | BK |+
- | DK | = | BL | 4 { DL 1, se cumplen Lam-
bién las dos otras.
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11.243. Demostrar que, si existe una cir-
cunferencia que tienc como tangentes las rec-
tas AB, BC, CD y DA, su ceniro y los pun-
tos medios de AC y BD se hallan en una recta.

11.244. Sea ABCD un cuadrildtero inseri-
to. La perpendicular respecto a B4, levan-
tada desde el punto 4, corta la recta CD en
el punto A7, la perpendicular hacia DA, levan-
tada desde el punto A, corta la recta BC en el
punto N. Demostrar que MV pasa por el centro
de la circunferencia circunscrita alrededor del
cuadrilatero ABCD.

11.245. Sea ABCD un cuadrilétero inscrito,
E, un punto arbitrario de la recta 4B, F,
un punto arbitrario de la recta DC. La recta
AF corta la circunferencia en el punto A, la
recta DE, en el punto N. Demostrar que las
reclas BC, EF y MN se intersecan en un pun-
to o son paralelas.

11.246. Demostrar que los pies de las per-
pendiculares bajadas desde el punto de inter-
seccion de las diagonales de un cuadrilatero
inscrito en sus lados, son vértices del cuadrila-
tero, en el cual se puede inscribir una circun-
ferencia. Hallar el radio de csta circunferencia,
si las diagonales del cuadrilatero inscrito son
perpendiculares, el radio de la circunferencia
dada es R y la distancia desde su centro hasta el
punto de interseccién de las diagonales es d.

I1.247. Las diagonales de un cuadrilatero
inscrito son perpendiculares. Demosirar que
los puntos medios de sus lados y los pies de las
perpendiculares bajadas sobre los lados desde
el punto de interseccion de las diagonales se
encuentran en una circunferencia. llallar el
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radio de esta circunferencia, si el de la circun-
ferencia dada es R y la distancia desde su cen-
tro hasta el punto de interseccién de las diago-
nales del cuadrilatero es d.

11.248. Demostrar que, si un cuadrildteco
estd imscrito en uma civcunferencia con vadio
R y simultdncamente esta circunscrito alrede-
dor de una circunferencia con radio r, siendo
d la distancia entre centros de estas circunfe-
rencias, entonces se cumple la relacién
(Rid)g + {Rid)g = 1/r*; al mismo tiempo
existe un namero infinitamente grande de cua-
driladteros simultiéneamente inscritos en una
circunferencia mayor y circunscritos alrededor
de una circunferencia menor (como uno de los
vértices puede tomarse cualquier punto de la
circunferencia mayor).

H.249. Un cuadrilitero convexo esta di-
vidido por las diagonales en cuatro triangulos.
Demostrar que la recta que une los centros de
masas de dos tridngulos opuestos, es perpendi-
cular a la que une los puntos de interseccién
de las alturas de los demds dos triangulos.

I1.250. Supongamos que ABCD es un cua-
drilatero inscrito, M y N son los puntos me-
dios de AC y BD. Demoslrar que, si BD es la
bisectriz del dngulo ANC, también AC es la
bisectriz del éngulo BMD.

I1.251. Sea ABCD un cuadrilidtero inscri-
to. Los lados opuestes A5 y CD, al ser prolon-
gados, se cortan en el punto K v los lados BC
v AD, en el punto L. Demosirar que las bisec-
trices de los dngulos BAC y BLA son perpen-
diculares y se intersecan en la recia que une
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los puntos medios de log lados AC y BD.

I1.252. Las diagonales de un cuadrilitero
son perpendiculares. Demostrar que cuatro
rectas, cada una de las cuales unc uno de los
vértices del cuadrildtero y el centro de la cir-
cunferencia que pasa por este vértice y dos vér-
tices adyacentes a éste del cuadrildtero, se cor-
tan en un punto.

I1.253. Sean P, Q y M, respectivamente,
los puntos de interseccion de las diagonales de
un cuadrilatero inscrito v de las prolongacio-
nes de sus lados opueslos. Demostrar que ol
punto de intergeccion de las alturas del tridn-
gulo PQM coincide con el centro de la circun-
ferencia circunscrita alrededor del cuadrilatero
dado (teorema de Brocard).

11.254, Sea ABCD un cuadrilatero circuns-
crito, K, el punto de interseccién de las rectas
AB y CD, L, el punto de interseccidon de las
rectas AD y BC. Demostrar que el punto de
interscccion de las alturas del tridngulo for-
mado por las rectas KL, AC y BD coincide con
el ecentro de la circunferencia inscrita en el cua-
drilatero ABCD.

[1.255. Sea ABCD un cuadrilatero conve-
x0, LABC = L ADC; M y N son los pies de
las perpendiculares bajadas desde A sobre BC
y CD, respectivamente, K, el punto de inter-
seccion de las rectas MD y NB. Demostrar que
las vectas AKX y MN son perpendiculares.

E S
® %
11.256. Demostrar que cuatro circunferen-

cias eircunseritas alrededor de cuatro tridngulos
formados por cualro rectas que se intersecan y
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pertenecen a un plano, tienen un punto co-
mun (punte de Michell).

11.257. Demostrar gue los centros de cuatro
circunferencias circunscritas alrededor de cua-
tro triangulos formados por cuatro rectas
que se intersecan, pertenecientes a un plano, se
hallan en uma circunferencia.

I1.258. Se dan cuatro rectas que sc interse-
can dos a dos. Sca M el punto de Michell co-
rrespondicnte a estas rectas (véase ¢l proble-
ma I1.256). Demostrar gue, si cuatro de los
seis puntos de interseccion dosados de las rec-
tas dadas se hallan en la circunferencia con
el centro en O, entonces la recta que pasa por
dos puntos restantes, contiene el punto M y es
perpendicular a la vecta OM.

11.259. Cuatro rectas que se intersecan dos a
dos, forman cuatro tvidngulos. Demostrar que,
si una recta es paralela a la recta de Euler
(véase el problema II.147) del tridngulo for-
mado por tres otras rectas, tiene esta misma
propiedad cnalquier otra recla.

11.260. Viene dado el tridngulo ABC. Una
recta corta las rectas AB, BC y CA, respecti-
vamente, en los puntos D, £ vy F. Las rectas
DC, AE y BF forman el triangulo KLM. De-
mostrar gue las circunferencias construidas
sobre DC, AE vy BF usandolas como diame-
tros, concurren en dos puntos P y N (se supo-
ne que eslas circunferencias se intersecan dos a
dos); ademas, la recta PN pasa por el centro
de la circunferencia circunscrita alvededor del
triangulo KX LM, asi como por los puntos de in-
Lerseccion de las alturas de Jos tridngulos ABC,
BDE, DAF y CEF.

123



I1.261. Viene dado el tridangulo ABC. Una
recta arbitraria corta las rectas AB, BC y CA,
respectivamente, en los puntos D, £ y F.
Demostrar que los puntos de interseccion de
las alturas de los triangulos ABC, BDE, DAF
y CEF se hallan en una recta perpendicular a
la recta de Gauss (véase el problema II.53).

I1.262. Demostrar que las mediatrices le-
vantadas hacia los segmentos que unen los pun-
tos de interseccion de las alturas y los centros
de las circunferencias circunseritas de cuatro
triangulos formados por cuatro recias arbitra-
rias de un plano, concurren en un punto (punto
de Hervé).

11.263. Examinemos dicciséis puntos que
son centros de todas las posibles circunferencias
inscritas y exinscritas para cuatro tridngulos
formados por cuatro rectas que sec intersecan,
pertenecientes a un plano. Demostrar que estos
dieciséis puntos pueden dividirse en cuatro
cuaternas empleando dos procedimientos de
manera que cada cuaterna quedaré en una cir-
cunferencia. Al emplear el primer procedimien-
to, los centros de estas circunferencias queda-
ran en una recta y al hacer uso del segundo, en
olra recta. Estas rectas son perpendiculares y
se inlersecan en el punto de Michell que es el
punto comun de las circunferencias circunscri-
tas alrededor de cuatro tridngulos.

§ 6. Circunferencias y tangentes.
Teorema de Feuerbach

I1.264. En una recta se sitiian sucesiva-
mente los puntos 4, 8, C y D de manera que
| BC|=2|AB|, ICD | = | AC|. Una cir-
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cunferencia pasa por los pninios 4 v €, mien-
tras que la otra, por los puntos B y D). Demos-
trar que la cuerda comun de estas circunferen-
cias divide el segmento AC por la mitad.

IE.265. Sea B un punio del segmento AC.
La figura limitada por los arcos de tres semi-
circunferencias con diametros AB, BC v CA,
dispuestas a un lado de la recta AC, lleva el
nombre la cuchilla de zapaterc o arbelos
de Arquimedes. Demostrar que los radios de dos
circunferencias, cada una de las cuales es tan-
gente a dos semicircunferencias y la recta gque
es perpendicular a AC y pasa por B, sonigua-
les entre si (problema de Arquimedes).

11.266. Cada una de tres circunferencias
pasa por dos puntos «ados de un plano. Sean
0,, 0,, O, sus centros. La recta que pasa por
uno de los puntos comin a todas las tres circun-
ferencias, las corla por segunda vez en los
puntos A,, 4, A, respectivamente. Demos-
trar  que | dydsils Y] Aedyfes |100::] 4
: 10,0, |.

I1.267. Se dan dos circunferencias que no
se intersecan. Demostrar que cnatro puntos de
tangencia de las tangentes exteriores comunes
a estas circunferencias se hallan en una circun-
ferencia; de Ia misma manera, cuatro puntos de
tangencia de las tangentes interiores comunes
se hallan en una circunferencia y cuatro puntos
de interseccion de las tangentes interiores co-
munes con las tangentes exteriores comunes se
hallan en una tercera circunierencia; ademas,
las tres circunferencias son concéntricas.

I1.268. Se dan dos circunferencias que no
se intersecan. Una {ercera circunferencia es
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tangenie cxterior a amhbas y liene el centro en
una recla que pasa por los centros de las dadas.
Demostrar que la tercera circunferencia corta
Jas tangentes interiores comunes a las circunfe-
rencias dadas en cualro puntos que forman un
cuadrilatero, cuyos dos lados son paralelos a
las tangentes exteriores comunes a las circun-
ferenciag dadas.

I1.269, Se dan dos circunferencias. Por el
centro de una de éstas estd trazada una recta
que corta esta circunferencia en los puntos A
y C, intersecando la olra circunferencia en los
puntos B y D. Demostrar que, si | 458 |:
: | BC } = | AD {: | DC |, las circunierencias
son perpendiculares, es decir, el dngulo entre
las tangentes a éstas en el punto de su intersec-
¢ion es recto.

I1.270. Los puntos 4, B, C y D se hallan
en uva circunferencia o en una recta; por los
puntos A y B, By €, Cy D, D y A cstan
trazadas cuatro circunferencias. Designemos
con B, C;, D, y A, los puntos de interseccion
(distintos de A, B, C y D) de las circunferen-
cias primera y segunda, segunda y tercera,
tercera y cuarta, cuarta y primera, respecli-
vamente. Demostrar que los puntos 44, B,, C4
y D, se encuentran en una circunferencia (o una
recta).

11.271 Supongamos que a partir del
punto A, tomado fuera de una circunferencia,
est4n trazadas dos tangenles AM v AN a la
circunferencia (M y N son dos puntos de tan-
gencia) v dos secantes y que P y @ son los
puntos de interseccidn de la circunferencia con
la primera secante, mientras que X y L son
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los puntos de interseccion con fa segunda. De-
mostrar que las rectas PK, QL y MN se cortan
el un punto o son paralelas.

Oblener de aqui el método de construccion
de una tangente a la circunferencia dada gue
pasa por el punte dado, usando una regla.

I1.272. Se da una circanferencia con el
centro O y el punto 4. Sea B un punto arbi-
trario de la circunferencia.Hallar el lugar geo-
métrico de los puntos de interseccion de las
tangentes a la circunferencia en el puate B
con la recta que pasa por O perpendicularmen-
te a 4B.

I1.273. Se dan una circunferencia y dos
puntos A y B en ésta. Sea N un punto arbitra-
rio de la recta A8. Constrayamos dos circin-
ferencias, cada una de las cuales pasa por el
punto N y es tangente a la dada: una, en el
punto 4 y la otra, en el punto B. Designemos
con M el segundo punto de interseccién de
estas circunferencias. lfallar el lugar geomé-
trico de puntos M.

11.274. Por el punto fijo A, situado en el
interior de una circunferencia, estan trazadas
dos cuerdas arbitrarias PQ y KL. Hallar el
lugar geométrico de los puntos de interseccién
de las rectas PK y QL.

I1.275. Dos circunferencias se inlersecan en
los puntos 4 y B. Una recta arbitraria pasa
por B y corta por segunda vez la primera cie-
cunferencia en el punto € y la segunda, en
¢l punto D. Las tangentes a la primera cir-
cunferencia en C y a la segunda en D se cortan
en el punto M. Por el punto de interseccion
de AM y CD pasa una recla parvalela a CM,
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que corta AC en el punto K. Demostrar gue
KB es tangenie a la segunda circunferencia.

I1.276. Se dan una circunferencia y la
tangente a esta /. Sea /¥ el punto de tangen-
cla, VM, el diametro. En la recta M se
toma el punto fijo A. Examinemos una cireun-
ferencia arbitraria que pasa por 4 con el
cenlro en ! Supongamos que C y D son los
puntos de interseccion de esta circunferencia
con I, mientras que P y Q, los puntos de in-
terseccion de las rectas MC y MD con la cir-
cunferencia dada. Demostrar que la cuerda
P@Q pasa por el punto fijo del plano.

11.277. Los puntos O, y O, son los centros
de dos cirennferencias que se intersecan, A4
es wno de los puntos de su interseccién. Las
circunferencias tienen dos tangentes comunes;
BC y EF son cuerdas de estas circunferencias
con extremos en los puntos de tangencia (Cy F
son los puntos mas alejados respecto do A4),
M y N son los puntos medios de BC y EF.
Demostrar que L0OA40,=/MAN =
= 2/ CAE.

I1.278. En una circunferencia esta trazado
el didmetro AB y la cuerda CD, perpendicular
-a AB. Una circunferencia arbitraria toca la
cuerda CD y el arco CBD. Demostrar que la
tangente a csta circunferencia irazada a partir
del punto 4 eg igual a AC.

I1.279. Se da un segmento circular. Dos
circunferencias arbitrarias son Langentes a la
cuerda y el arco de este segmento v se inter-
secan en los puntos M y N. Demostrar que la
recta AN pasa por un punto fijo del plano.
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11.280. Se dan dos circulos iguales que no
¢ intersecan, En dos langentes interiores co-
munes s¢ toman dos punios arbitrarios F y
F'. Ademas, desde ambos puntos se puede
trazar sendas tangentes a los circulos dados.
Supongamos que las tangentes trazadas a par-
tir de los puntos F y F’ hacia uno de los cir-
culos concurren en el punto A y las trazadas
hacia el otro, en ¢l punto B. Hay que demos-
trar que: 1) la recta AB es paralela a la recta
que une los centros de los circulos (en caso de
circulos desiguales ésta pasa por el punto de
inlerseccion de las tangentes exteriores); 2) la
recta que une los puntos medios de /' y AB,
pasa por el punto medio del segmento que une
los centros de los circulos. (Este problema
fue propuesto a los lectores de la revista
«Boletin de fisica experimental y matemdticas
clementalesy por el profesor V. Yermakov.
Este boletin se editaba en Rusia en el siglo
pasado. El problema se publicoé en el nimero
14 (2°) de la revista del afnio 1887. Por la
solucion del problema se prometié un
premio a los lectores: un conjunto de libros de
matemdticas.)

I1.281. Se dan tres circunferencias «, P
y y. Supongamos que #, y !, son tangentes inte-
riores comunes a las circunferencias o y f,
m, y m,, tangentes interiores comunes a las
circunferencias p y y, 7, y n,, tangentes interio-
res comunes a las circunferencias y y @. De-
mostrar que, si las rectas I;, m; vy n, se corlan
en un punto, las rectas Iy, m, y n, también se
cortan ¢n un punto.
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11.282. El arco AB de una circunferencia
estad dividido en tres partes iguales mediante
los puntos C y D (€ es el punto mas proximo a
A). Después de girar alrededor de A a un am-
gulo @/3, los puntos B, € y D pasarédn, respec-
tivamente, a los puntos By, C, ¥ D; F es el
punto de interseccion de las rectas A3, y DC;
£, un punto tal en la bisectriz del angulo
BBA, que | BD | == | DE |. Demostrar gque el
tridngulo CEF es regular (teorema de Finlay).

*
# *

I1.283. Se dan un angulo con el vértice A
y la circunferencia inscrita en éste. Una recta
arbitraria, tangente a la circunferencia dada,
corta los lados del angulo en los puntos i v C.
Bemostrar que la circunferencia circuuscrita
alrededor del triangulo ABC, contacla con la
circunferencia fija inserita en el dngulo dado.

I1.284. En ¢l lado AC del triangulo ABC
se toma el punto 2. Examinenios una circun-
ferencia gue es tangentie al segmenlo AD en el
punto M, al segmento D y la circunferencia
circunscrita alvededor del triangule ABC. De-
mostrar que la recla que pasa por M paralela-
menie a BD, es tangente a la circunferencia
inscrita en el triangulo 4AB5C.

11,2853, En el lado AC del tridngulo 4ABC
se toma el punto D. Supongamos que J; es el
centro de una circunferencia tangente a los
segmentos AD, BD y a la circunferencia cir-
cunscrita alrededor del triduguio ABC, mien-
tras que O, es el cenlro de una circunferencia
langente a los segmentos CO, BD y a la cir-
cunferencia circunscrita. Dewmostrar que la
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recta 0,0, pasa por el centro de la circunfe-
rencia inscrila en el (ridngulo ABC— ¢l punlo
O—; ademas, 10,0 |:|00, | = Ig* (¢/2),
donde ¢ = £/ BDA (teorema de Victor The-
bawlt).

I1.286. Cada una de laz cuatro circunfe-
renciag loca interiormenle la circunferencia
dada vy dos cuerdas suyas que se intersccan.
Demostrar que las diagonales del cuadrilatero
con vértices en los cenilros de estas circunfe-
rencias son mutuamente perpeundiculares.

3
* w

[1.287. Demostrar que la circunferencia de
los nueve punlos {véase cl problema II.460)
es tangente a la circunferencia iunscrita en un
triangulo y a Lodas las circunferencias exinseri-
tas (teorema de Feuerbach).

IL.288. Sea If el punto de interseccidon de
las alturas del triangulo 4 BC. Demostrar gue
la circunferencia de log nueve puntos es Lan-
gente a todas las circunferenclas inscritas y
exinscritas de Jog (ridngulos AIIB, RHC, CHA.

I1.289. Demostrar que cl punto de inter-
seccion de las diagonales de un cuadrilatero
con vértices en los puntos, en los que la cix-
cunferencia de los nueve puntos del tridngulo
ABC toca las circunferencias inscrita y exins-
critas de este triangulo, se halla en su lineca
media.

I1.290. Designemos con F, F,, F, y F,
los puntos, en los cuales la circunferencia de
los nueve puntos del triangulo ABC toca la
circunferencia inscrita v tres circunferencias
exinscritas (F; es el punlo de Langencia con
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la cireunferencia, cuya cenlro es [, elel).
Supongamos también que A, y A,, B, v B,,
C, v €, son Jos puntos, en los que las bisectri-
ces de los angulos interiores y exleriores 4, B
y €, respectivamente, intersecan los lados
opnestos, Demostrar la semejanza de los tri-
angulos siguientes: AF FF. v AABC,,
AFEF: v AARC., AFPRE; vy ABC4,,
AFF F, v ACAB, (teorema de Victor The-
bault).

§ 7. Combinaciones de figuras.
Desplazamienios por el plano. Poligonos

11.291. Sobre los lados BC, CA y A del
triangulo ABC hacia el exterior estin cons-
truidos los cuadrados BOCDE, ACFG, BAITK.
Sean FCDQ y ENKP dos paralelogramos. De-
mostrar que el tridngulo 4 PQ es recliingulo ¢
isdsceles,

I1.292, Supongamos que ABCD es un ree-
tangulo, £ es un punto tomade en BC, F,
en DC; E, es ¢l punlo medio de AX,, ¥, el
punto medio de AF. Demostrar gue, si AAEF
es regular, los tridngulos DE,C y BF,C lo son
también.

I1.293. Sobre los catetos 4C y BC de un
tridngulo rectanguto hacia el exierior estan
construidos los eunadrados ACKL y DBCAMN.
Demostrar gue el cuadrildtero acotado por los
catetos vy las rectas LB y NA es equivalente al
triangnlo formado por las reetas LB, NA y
la hipotenusa AB.

I1.294, Sobre los lados de un cuadritdtero
convexo hacia el exterior estdn constrnidos
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sendos cuadrados. Demostrar que, gi las diago-
nales del cnadrililero son perpendiculares, los
segmenlos que unen los centros de los cuadra-
dos opuestos, pasan por el punlo de intersec-
cion de las diagonales del cuadrilatero.

11.295. Demostrar que gi los cenlros de
los cuadrados, construidos sobre los lados de
un tridingulo dado hacia el exterior, sirven
como vértices del tridngulo, cuya drea es dos
veces mayor que Ja del dado, los centros
de los cuadrados, construeidos sobre los lados
del triangulo hacia el interior de éste, se hallan
en una recta.

11.296. Sobre los lados BC, CA y AB del
triangulo 4 BC hacia el exlerior estdn construi-
dos los tridngulos A,BC, B,CA y C,AB de
manera que £ ABC = LC\BA, LCAD =
= /B,AC, /B,CA = /A,CB. Demostrar
que las rectas AA,, BBy, CC, se cortan en un
punto.

I1.297. Supongameos que ABC es un iri-
angulo isosceles (| AB | = | BC |); BD es su
altura. Un civculo de radio BD rueda por la
recta AC. Demostrar que mientras el vértice
B se encuentre en ¢l interior del circulo, el
arco de Ia circunferencia dispueslo en el inte-
vior del tridngulo tiene una longitud constaule.

11.298. Por dos vectas que se inlersecan,
con velocidades iguales se mueven dos puntos.
Demostrar que existird un puanto fijo del plano
tal gue en todos los momentos de Liempo serd
equidistante de éslos.

11.299. Dos ciclistas avanzan por dos cix-
cunferencias que se intersecan. Cada uno sigue
su propiacirennferencia con una velocidad cons-
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tante. Al salir simultaneamente del punto, en
el gue se inlersecan las circunferencias, y al
dar sendas vueltas, los ciclistas se encuentran
de nuevo en cste punto. Demostrar que existe
un punto inmévil tal, en cuyo caso las distan-
cias del mismo hasta los ciclistas siempre son
iguales, si estos se mueven: a) en una misma
direccion (en sentido de las agujas del reloj);
b) en direcciones opuestas.

11.300. Demostrar que: a) el giro alrededor
de un punto O en un dngulo « equivale al eni-
pleo sucesivo de dos representaciones simélricas
axiales, cuyos ejes pasan por el punto O, y el
angulo entre los ejes es «/2, mientras que la
traslacion paralela equivale a dos simetrias
axiales con ejes paralelos; b) dos giros sucesi-
vos alrededor del punto O, en un anguio o y
alrededor del punto O, en un Aongulo p (U <<
< o< 2a, 0 << P << 25, los giros sc hacen en
una niisma direcciéon) equivalen a un giro en
el dngulo o + B alrededor de cicrto punto O,
si o + P %= 2n, Hallar los dangulos del tridn-
gule 0,0,0.

11.301. Sobre los lados del tridngulo arbi-
trario como sobre bases eslédn construidos tres
tridngulos isdsceles AKB, BLC, CMA con
los Angulos en los vértices K, L y M iguales a
a, Byy, a-+B+ v+ 2rn Al mismo tiempo,
los tres tridngulos estin dispuestos fucra del
triangulo ABC o bicn en su interior. Demos-
trar que log dngulos del tridngulo KLAM son
iguales a a/2, B/2, y/2.

I1.302. Supongamos que ABCDEF esun
hexdgono inscrito, en el cual |AB | =
= |CD | = | EF | -~ R, donde R es el radio
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de la circunferencia v O es su centro. De-
moslrar que los puntos de las interseccionoes
dos a dos de las circunferencias circunseritas
alrededor de los triangulos B8OC, DOE, FOA,
distintos de O, sirven de vérlices para un tri-
angulo regular con el lado A.

TL.303. Sobre los lados de un cuadrilatero
convexo hacia el exlerior estan construidos
sendos rombos, cuyo angulo agudo es igual a a.
Al mismo tiempo, los dngulos de dos rombos,
adyvacentes a un mismo veértice del cuadrila-
tero, son iguales. Demoslrar que los segmen-
tos, que unen los centros de los rombos opues-
Los, son iguales y el dngulo agudo entre estos
segmentos es igual a «.

I1.304. Viene dado un triangulo arbitrario.
Sobre sus lados, fuera del tridngulo, estan
construidos sendos tridngulos equildteros, cu-
yos centros sivven de vértices para el tridngulo
A. Los centros de los tridngulos equilateros,
construidos sobre los lados del tridngulo de
partida hacia el interior de éste, sirven como
vértices para otro tridngulo §. Demostrar que:
a) los tridngulos A y 8 son equildteros; b) los
centros de los tridngulos A y § coinciden con
¢l centro de masas del (ridngulo inicial; ¢) la
diferencia de las dreas de los tridngulos A y &
es igual a la del triangulo de partida.

I1.305. En el plano se dan tres puntos. Por
éstos estan {razadas tres rectas que forman un
tridngulo regular. llallar el lugar geométrico
de los centros de estos triangulos.

11.306. Se da un triangulo ABRC. En la
recta que pasa por el vértice A y es perpendicu-
lar al lado BC, se toman dos puntos A4, y -
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de modo que | A4, | = |AA, | = | BC | (4,
es mas proximo a la recta BC que A,). De na-
nera analoga, en la recta perpendicular a AC,
que pasa por 5, se toman los puntos B, v B,
de modo que | BB | = | BB, | = | AC |. De-
mostrar que los segmentos 4,5, y A,f8, son
iguales y muluamente perpendiculares.

*
& *

I1.307. Demostrar que un poligono cir-
cunscrito, con todos los ladog ignales. es re-
gular, ¢i el numero de sus lados es impar.

11.308. Por el centro de un poligono regu-
lar de =z Jados, inscrito en una circunferencia
unitaria, estd trazada wna recta. Hallar la
suma de los cuadrados de las distancias desde
los vértices del poligono de n lados hasta
esta recla.

IT.309. Dcmostrar que la suma de lax
distancias desde nn punte arbitrario tomado
en cl interior de un poligono convexo hasta
sus lados es constante, si: a) todos los lados
del poligono son iguales; b) todos los angulos
del poligono son iguales.

I1.310. Una semicircunferencia estd divi-
dida por los puntos A, Ay, ..., A4,,4,
en 2n + 1 arcos iguales (A, y 4,,4, son
los extrewos de la semicireunferencia), € es el
centro de la semiecircunferencia. Demostrar
que las rectas A;d,,. Apdyp g0 - - o A A,y
forman al intersecarse con las rectas 04,
vy 04, , wnos segmentos, la suma de cuyas
longitudes es igual al radio de la circunferen-
cia.
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IF.311. Demostrar que si a partir de un
punte arbitrario de una circunferencia s¢ ba-
jan perpendiculares sobre los Yados de un poli-
gone inscrilo de 27 lados, los productlos de las
lougitudes de cstas perpendiculares, tomando
una si y otra no, serin iguales.

11.312. Sea A;A, ... 4, un poligono ins-
crito; e} centro de la circunferencia se halla
en el interior del poligono. Un sistema de cir-
cunferencias toca interiormente la dada en
los puntos A,, 4,, ..., 4,; ademas, uno
de los puntos de interseccion de dos circunfe-
rencias vecinas se oncuentra en el lado corres-
poudiente del poligono. Demostrar que si 7
es lLinpar, todas las circunferencias lienen ra-
dios iguales. La longitud de la frontera exte-
rior de la unidén de circunferencias inscritas
es igual a la longitud de la circunferencia
dada.

11.313. Examinemos una circunfercncia,
en la cual estd inscrito wn poligono de (2n -| 1)
lados A4, . - . Ayp 4y Sea A un punlo arbi-
trario del arco A 4,,.4,.

a) Demostrar que Ja suma de las distancias
desde A hasta los vérlices con niumeros pares
es igual a la suma de las distancias desde A
hasta los vértices con nameros impares.

b) Coustruyamos circunferencias iguales
que sean tangeutes a la dada de mavera igual
en los puntos ;. 4,, ..., A,,+. Demosirar
que la suma de las tangentes trazadas desde
A hacia Jas circunferencias (ue tienen contac-
to con la dada en los vértices con niimeros
pares. es igual a ia sama de las langentes tra-
zadas a las eircunferencias que tienen contacto
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con la dada en los vérlices con ntmeros impa-
res.

I1.314. a) A una circunferencia dada estin
trazadas dos tangentes. Sean A y 7 los puntos
de tangencia, C, el punto de inlerseceién de las
tangentes. Tracemos uwna recta arbitraria [,
tangente a la circunferencia dada. que no pasa
por A y B. Sean u y v las distancias desde A
v B hasta I; w. la distancia desde C hasta {.
Hallar wv/v?, si £ ACB = q.

b) Alrededor de una circunferencia esta
circunscrito un poligono. Sea ! una recta ar-
bitraria tangente a la circunferencia, que no
coincide con ninguno de los lados del poligo-
no. Demostrar que la razén enire el producto
de las distancias desde los vértices del poli-
gono hasta [ y el producto de las distancias
desde los puntes, en Jog que los lados del po-
tigono contactan con la circunfercncia, hasta
{ no depende de la posicién ocupada por la
recta [

c) Sea 4,4, ... A,, un poligono de 2n
lados circunscrito alrededor de wma cireun-
ferencia, y /, una tangente arbitraria a la circun-
ferencia. Demostrar que ¢l producto de las
distanciag desde los vérlices con nitmeros im-
pares hasta ! v ol produclo de distancias desde
los vértices con niuneros pares hasta I se
cncuentran en razon constanie que no depende
de I (se supone que / no contiene los vértices
del poligone).

[1.315. En nn poligono inscrito estin tra-
zadas las diagonales que no se intersecan, si-
no que lo dividen en tridngulos. Demostrar
que fa suma de radios de las circunferencias
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inscritas en estos tridngnlos no depende de la
manera de {razar las diagonales.

IL.316. Supongamos que AzA, ... A, es
un poligono de perimetro 2p circunscrito al-
rededor de una circanferencia eon radio r:
By By . . By, respectivamente. son los pun-
tos de tangencia de los lados 4;4,, 4,4, . . .
« ..o, Apyd, con la circunierencia; I es un
punto gue sc encnentra a la distancia 4 del
centro de la circunferencia. Demostrar que

A8, | 5 | dpils | B 328, %= [ 451 4
‘%‘- L 3 _l" lj"jfb’” |2' |A:1A1l = 2}) (‘.;’. + da)v

I1.317. Supongamos que A BCD es un cua-
drildtero ingerito, M. un punto arbitrario
de la circunferencia. Demostrar que las pro-
yecciones del punlo M sobre las reclas de Sim-
son (véase el problema 11.133) que correspon-
den al punto Af respecto a los Lridngulos ABC,
BCD, ¢DA yv DAPB se hallan en una recta
(recta de Simson del cuadrildtero).

Luego, por induccion determinemos la rec-
ta de Simson del poligono de (» + 1} Jados
haciendo uso de la recta de Simson del poli-
gono de n lados. a saber, para el poligono de
(n 4- 1) lados inscrito arbilrario y el punto
M en la circunferencia, las proyecciones de
este punto sobre todas lag rectas de Simson
posibles de este punto respecto a todos los
poligonos de n lados posibles. formados por
n vérlices de este poligono de {(n + 1) lados,
se hallan en wna recta que es la recta de Sim-
son del poligono de (n 4 1) lados.
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I1.318. En el interior de la circuniorencia
2« se halla la circunferencia p. En la circnnfe-
rencia o se dan dos sucesiones de puntox:
Ao Ma, Asexi 3 B B Bres s QU8 8-
guen en una misma direccion, y lales que las
rectas A,d,, A.A4y, Agd; ... ¥ B8, BB,
B,B, ... son tangenles a la circunferencia f3.
Demostrar que las reclas 4;5,. A,0,, A 483, .
son langenies a una circunferencia, cuyo cen-
tro se encuentra en la recta que pasa por los
centros de las circunferencias a v .

I1.319. Aprovechando el resultado del
problema anterior, demostrar la afirmacidu
siguienle (teorema de Poncelef). Si existe un
poligono de r lados inscrito en cierta circun-
ferencia a y circunscrito alrededor de otra cir-
cunferencia f, existirA un ndmero infinita-
menle grande de poligonos de n lados inscri-
tos en la circunferencia o y circunscritos alre-
dedor de la circunferencia f; ademas, por uno
de los vértices de semejante poligono de n
lados se puede tomar cualquier punto de la
circunferencia «.

11.320. Sobre los lados del tridngnlo re-
gular PQR como sobre hases, hacia el exte-
rior del mismo, eslan construidos los tridngu-
los isésceles PXQ, QYR y RZP; ademis,

LPXQ =5(n+ 2L A) L QYR =5(x +
+ 2/ B), RZP =4 (n + 2 £ C), donde 4,

B, C son angulos de cierto tridngulo
ABC. Sea A, el punto de interseccion de las
rectas ZP e YQ, B,, el punto de interseccion
do las reclas XQ y ZR: C,, ¢l punle de inley-
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seccidn de las rectas YRR v XP. Demostrar
que los dngules del tridngulo A ,B,C, son igua-
les a los dngulos correspondienies del triadn-
oitlo ABC.

Aprovechando el resultado obtenido, de-
mostear el teorema de Morley que reza: #i los
angnlos de wn tridangulo arbitrario estan divi-
didos en Ires partes iguales cada uno (las rec-
tas obtenidas se llaman f#risectrices), entonces
tres puntos que son los punlos de interseccidn
de pares de Lrisectrices adyacentes a los lados
correspondientes del triangulo, son los vérti-
ces del triingulo regular.

I1.321. Consideremos que los vértices del
tridngulo ABC siguen uno tras otro en orden
positivo, o sea, en sentido contrario a lasagu-
jas del reloj. Para cualesquiera dos rayos o

i
y B designemos con el simbolo (o, B) el angnlo,
en que hace falta girar el rayo a en sentido
conlrario a las agujas del reloj para gue coin-
cida con el rayo B. Designemos con o y «;
dos rayos que parten desde A. para los cua-

S % 7N {
les (4B, o) = (o, %) = (a7, AC) =5 £ A,

2™\
%, V 0. Son rayos, para los cuales (458, a,) =

ARy ‘//\ 1
= (g, CL,,_) — (0‘—2, AC) =_3'( LA =+ 2“’) Y,
por fin. &y y =, son rayos, para los cuales

e /‘\’ . {
(AB, a3) = (2 "—":1) = (tt: AC} ﬁz‘;.j‘(r-/—/i I

- 4m) (@52, donde i =1, 2,3, respecti-
vamente, los llamaremos trisectrices de prime-
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ro, segundo y ilercer géneros). De la misma
manera, para los vértices 8 y € determinemos
Bio Bi v yro v (. k=1, 2,3). Designemos
con a;p;ye el tridngulo formado al cortarse
las rectas (no los rayos) o; ¥ B, By ¥ Vi Yo ¥ @
Demostrar que para todos i, j. & tales. que
i 724 k—1 no es multiple de tres. los
triangulos oy, son regulares. sus iados son
correspondientemente paralelos v los vérti-
ces se sitian en las nueve rectas. seis en ca-
da recta (teorema completo de Morley).

§ 8. Desigualdades geoméiricas. Problemas
del méximo y del minimo

11.322. Al principio del siglo XIX, el
gedmetra italiano Malfalti planteé el proble-
ma siguiente: de un tridngulo dade hay que
cortar tres circulos de tal manera que la suma
de sus areas sea maxima. Ean las invesligacio-
nes posterioves, por circunferencias de Malfatli
se enlendfan tres circunferencias que se tocan
dos a dos, y cada una de las cunales es tangenie
también a dos lados del tridngulo dado. Demos-
trar que para el tridngulo regular las circun-
ferencias de Malfatti no dan la solucién del
problema inicial. (S6lo a mediados del siglo
XX fue establecido que las circunferencias de
Malfatli no dan la solucién del problema ini-
cial, cualquiera que sea el (ridngulo).

11.323. Demoslrar que p;a%j— 1 642, don-

de p es el semiperimetro, r vy 1. los radios de
las circunferencias inserita y circunscrita del
tridngulo.
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11.324, Demostrar que el perimetro del
triangulo, cuyos vértices son los pies de las
alturas del tridngulo acutangulo dado, no
supera ta milad del perimetro del triangulo da-
do.

I1.325. Demostrar que si el triangulo, for-
mado por las medianas del tridngulo dado,
es obtusingulo, el dngulo menor del tridngu-
lo de partida es inferior a 45°.

11.326. Sea ABCD wun cuwadrilatero conve-
x0. Demostrar que por o menos uno de los
cuatro anguios BAC, DBC, ACD. BDA no
supera m/4.

I1.327. Demostrar gue la mediana traza-
da al fado mayor del triangulo forma con los
lados gue la comprenden, dngulos, la magni-
tud de cada nuno de los cuales no es menor que
la mitad del 4Angulo winimo del tridngulo.

11.328. Temostrar que si en el triangulo
ABC el dngulo 8 es obluso y |AB | =
= | AC | /2, entonces £ C > / A/2.

I1.329. Demostrar que Ja circunferencia
cincunscrita alrededor de un tridngulo no
puede pasar por cl centro de la circunferencia
exinscrita.

11.330. En un tridingulo, del vértice A4
parten la mediana, la bisectriz y la altura.
{Qué angulo es mayor: enire la mediana y la
bisectriz o entre la bisectriz v la altura, si se
da el angulo A?

J1.331. Demostrar que. si las medianas
que parten de los vértices 5 y C del tridngu-
lo AC son perpendiculares, enlonces etg & +
4-etg C  2/3.

11.332, En el tridngulo ABC. | AB | <<
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< | BC | . Demostrar que para el punto arbi-
trario 3 tomado en la mediana que parte del
vértice B, £ BAM=> £ BCM.

11.333. Desde el punto exterior 4 hacia
la circunierencia estan trazadas dos lLangentes
AB v AC y sus puntos medios D y £ eslin
unidos medianle !a recta DI, Demosirar que
esta recta no corta la circunferencia.

[1.334. Demostrar que si la recta no corta
la circunferencia, entonces para cualesgniera
dos puntos de la recta la distancia entre
éstos esta comprendida entre la suma y la di-
ferencia de longitudes de las tangentes tra-
zadas por estos puntos hacia la circunferencia.
Demostrar la afirmacién inversa: si para dos
puntos cualesquiera de la recta la afirmacién
no se cumple, entonces la recta corla la cir-
cunferencia.

11.335. En el tridngulo ABC, Jos dngulos
estan ligados mediante la relacion 324 —
— £LC < n. El angulo B3 estd dividido en
cuatro partes iguales por las vectas que corlan
el lado AC. Demostrar que el tercero de los
segmentos, en los cuales estd partido el lado
AC, contando desde el vértice 4, es menor de

| AC | /4.

I1.336. Sean a, b, c. d los lados sucesivos de
un cuadrildtero. Demostrar que si S es sn
drea, entonces S=<C (ac + b0d)/2; ademas, la
igualdad es valida sélo para el cuadrilatero
inscrito, cuyas diagonales son perpendicula-
res.

J1.337. Demostrar que si las longitudes de
las bisectrices del tridngulo son menores que

1, entouces su rea es menor de }/3/3.
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11.338. Demostrar gue un tridngulo seréd
acutangulo, rectangulo u obtusingulo, segiun
que sea positiva, igual a cero o negativa la
expresion a® -+ b* + ¢ —8R? (a, b, ¢, son los
lados del tridngulo, R, el radio del circulo
circunscrito).

I1.339. Demostrar que un (ridngulo sera
acutidngulo, rectdngulo u obtusingulo segin
que su semiperimetro sea mayor, igval o me-
nor, respectivamente, que la suma del didme-
tro del circulo circunscrito y del radio del ins-
crito.

I1.340. Demostrar que si las longitudes
de los lados del tridngulo estan ligadas me-
diante la desigualdad @® + b® > 5¢?, ¢ es el
menor de Jos lados.

11.341. En el tridngulo 4BC, el angulo B
ticne magnitud media: £ A < LB << £.C, I
es ¢l centro de la circunferencia inscrita, O,
el centro de la circunferencia circunscrita,
H. el punto de interseccidon de las alturas. De-
mostrar que / se halla en el interior del tridn-
gulo BOH.

11.342. Dos tridngulos ABC y AMC estan
dispuestos de tal manera que MC corta 4B
en el punto O; ademds, |AM |+ | MC | =
= |AB| 4+ | BC|. Demostrar que si
| AB | = | BC |, entonces | OB | > | OM |.

I1.343. En el triangulo ABC el punto M
se halla en el lado BC. Demostrar
que (|AM |—1AC ) |BC|<(|AB|—
— AC |) | MC|.

I1.344. Sean a, b, ¢ los lados del tridngulo
ABC: M, un punto arbitrario del plano. FHa-
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llar el minimo de la expresion: | MA | * +
+ | MO |+ | MC ).

11.345. Los lados del angulo igual a o
son las barandas de la mesa de billar. {Qué
namero maximo de rebotes de las barandas
puede hacer una bola de hillar (se puede pres-
cindir de las dimensiones de la bola)?

I1.346. En los vértices de un cuadrado con
el lado igual a 2 km estan dispuestos sendos
pueblos. Estos ultimos estin unidos mediante
caminos de manera que desde cada uno de ellos
se puede ir a cualquier otro. ;Podra ser infe-
rior a 5,5 km la longitud total de cami-
nos?

I1.347. El punto A esti dispuesto entre
dos rectas paralelas, a unas distancias a ¥
b de ellas. Este sirve de vértice de un angulo
igual a o de todos los tridngulos posibles, cuyos
otros vértices se siltian uno encadauna de las
rectas dadas. Hallar el valor minimo del area
de semejantes triangulos.

11.348. Se da una circunferencia de radio
Rt con el centro en el punto 0. AB es su did-
metro v el punto M se halla en el radio OA:
ademas, |AM |: | MO | = k. Por el punto
M estd trazada una cuerda arbitraria CD.
dA qué es ignal el valor maxime del drea del
cuadrilatero ACBD?

11.349. Viene dado un Angulo con el vér-
tice A v dos puntos M y N en su interior. Por
A se traza una recta que corta los lados del
dngulo en los puntes & y €. Demostrar que,
para que el drea del cuvadrilaitero ABNC
sea minima, es necesario y suficiente que la
recta BC corte AN en el punto P tal que
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| BP | = [ MC |. Dar un procedimienio de
construccion de esta recta.

11.350. El vértice del dngulo « se halla en
el punto O, A es un punto fijo en el interior
del angulo. En los lados del dangulo se toman
los puntes M y A" de tal manera que £ AN =

= P (2 + P < n). Demosirar que  si
|AM | = |AN |, el drea del cuadrilatero
OMAN alcanzara el maximo (entre todos los
cuadrilateros posibles gue se obtienen al cam-
biar la posicion de A/ y N).

I1.351. Teniendo en cuenta el resultado
del problema anterior, resolver el siguiente,
En el interior de un angulo con el vértice O
se toma el punto A. La recta 04 forma con
los lados del dngulo los dngulos ¢ y ¢. Hallar
en los lados del angulo los puntes M vy N tales
que LMAN =B (g -} ¢+ p<<a) y el area
del cuadrilitero OMAN sea maxima.

I1.352. Viene dadoe el tridngulo OBC
(£.BOC = @a). Para cada punto 4 en el lado
BC determinemos los puntos M y N en OB
y OC de manera que L MAN = f (a + p <
< n} v el area del cuadrilitero OMAN seca
maxima. Demostrar que esta drea maxima
alcanza el minimo para los puntos 4, W y
N tales, para los cuales | MA | = AN |
y la recta MN es paralela a BC. (Semejantes

puntos se encontrardn si los angules 8 y C

del tridngnlo 4 BC no superan % ~:——g-)
11.353. Sea A BCD wun cuadrilitero inscri-

to. La diagonai AC es igual a a y forma los

dngulos o y B con los lados 4B v A D, respec-

tivamente. Demostrar que el area del cuoa-
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drilitero esté comprendida entre las magnitu-
B a? zsen {a+P) sen § a? sen {o.-{-§) sen &
- 2sen a ¥ 2sen f

11.354, Se da el dngulo « con el wvértice
cn el punto O y el punto 4 en su interior. Exa-
minemog todos los cuadriliteros posibles
OMAN, cuyos vértices M y N estan dispues-
tos en los lados del dngulo, y tales que
L MAN =B (¢ + p >mnr). Demostrar que
si entre estos cuadriliteros hay un cuadrila-
tero convexo tal que | MA | = | AN |, en-
tonces este cuadrilatero tiene el area mi-
nima entre todos los cuadrilateros examina-
dos.

I1.355. En el interior de un 4angulo con
vértice O se da el punto A tal que OA forma
los dngulos @ y ¢ con los lados del dAngulo dado.
Hallar en los lados del Angulo los puntos A
v N lales que ZMAN =P (o +¢+ B>

=) y el drea del cuadrilitero OMAN sea
minima.

I1.356. En el (ridngulo OBC, £ BOC = a:
para cada punto 4 tomado en el lado BC
determinemos Jos puntogs M y N, respectiva-
mente, en OB y OC de modo que L MAN =
= B y el drea del cuadrilitero OMAN sea
minima. Demostrar que esta drea minima sera
méxima para tales punfos 4, M y N, para
los cuales | M4 | = |AN |y la recta MN
es paralela a BC. (Si semejante punto A no
existe, el maximo se alcanzard al final del la-
do BC para el cuadrildtero degenerado.)

11.357. Hallar el radio del circulo de area
mixima que pueda cubrirse totalmenie con
tres circulos de radio R. Resolver el problema
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para el caso general, cuando los radios son
iguales a R,, R,, Rs.

I1.358. ¢Es posible o no cubrir totalmente
con tres cuadrados unitarios un cuadrado con
¢l lado 5/47

I1.359. ¢A qué es igual el 4rea méaxima de
un triangulo regular que puede cubrirse to-
talmente con tres tridngulos regulares con el
lado igual a 1?

[1.360. En el tridngulo 4ABC, en los la-
dos AC y BC se toman los puntos M y N y
en el segmento MN, el punto L. Supongamos
que las areas de los tridngnlos ABC, AMI y
DONL son iguales, respectivamente, a S, P
y Q. Demostrar que VS>> ¥ P + v Q.

I1.361. Supongamos que a, b, ¢, S son,
respectivamente, los lados y el area de un
tridngulo; @, P, ¥, los angulos de um otro
tridngule. Demostrar que a? ctg o + &% ctg p +
+ c*ctg vy 2> 4 S; ademais, esta igualdad es
vélida s6lo en el caso, en que ambos tridngu-
los son semejantes.

[1.362. Demostrar la desigualdad a2 -
TP+ ESASVE A (a— DR+ (b — o) +
+ (¢ — a)?, donde a, b, ¢, S son, respectiva-
mente, los lados y el drea de wn tridngulo
(desigualdad de Finsler y Hadwiger).

I1.363. Se da un {riangulo con los lados
a, b y ¢. Determinar el irea del mayor tridu-
gulo regular posible circunscrito alrededor del
dado y cl drea del menor triangulo regular ins-
crito en el primero.

I1.364. Sea A7 un punto arbitrario en el
interior del tridngulo ABC. La recta AM corta
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la circunferencia circunscrita alrededor del A BC

en el punte 44. Demostrar que IBI[IZI -J{L}Mi =
14

> 2r, donde r es el radio de la circunferencia
inscrita; ademds. la igualdad se obtiene cuan-
do 3/ coincide con el centro de la circunferen-
cia inscrita.

I1.365. Sea M un punto arbitrario en el
interior del triangulo 4AB8C. Demostrar que
| AM | sen £, BMC 4+ | BM | sen LAMC -
| CM |sen LAMB<_p (p es ¢l semi-
perimetro del tridngulo ABC) y la igualdad
se logra cuando M coincide con el centro de
la cirennferencia inserita.

1£.366. Sean Ay, h, ks las alturas del
triangulo ABC, y u, v, w, las distancias hasta
los lados correspondientes desde el punto M
que se encuentra en el interior del triangulo
ABC. Demostrar las desigualdades:

) 2 2 >

h) h’lhzh:}} 27 v,

¢) (hy — u) (hy — v) (hy — w) > 8 uvw.

11.367. Supongamos que A es la longitud
de la altura maxima de un tridngulo no ob-
lusangulo, R y r son, respectivamente, los
radios de las circunferencias circunscrita ¢
inscrita. Demostrar que R - r<Ch (Erdos).

11.368. Demostrar que ¢l radio de la cir-
cunferencia circunserila alrededor de un trian-
gwlo formado por las medianas de otro tridn-
gulo acutdngulo, es superior a H/6 partes del
radio de la circunferencia circunscrita alre-
dedor del triangulo de partida.

I1.369. Demostirar que la suma de cuadra-
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dos dec las distancias a partir de un punto
arbitrario del plano hasta los lados de un
triangulo toma el valor minimo para tal pun-
to seiialado en el interior del tridngulo, para
el cual las distancias hasta los lados corres-
pondientes son proporcionales a estos lados.
Demostrar también que este punto es el pun-
to de interseccidn de las simedianas (véase
el problema [I.i71} del tridngulo dado
(punto de Lemuan).

I1.370. En el teiangulo dado todos los
angulos son menores de 120°. Demostrar que
la suma de las distancias desde un punto ar-
bitrario hasta los vértices de este tridngulo
toma el valer minimo para lal punto en su
interior, desde el cual cada lado del tridngulo
se ve bajo el dngulo de 120° (punte de fTo-
rricelli).

1E.371. Demostrar que cntre Llodos log
tridngulos inscritos en un tridangulo acutangulo
dado, el perimetro minimo lo tiene aquel,
cuyos vértices gon log pies de las alturas del
triangulo dado.

I1.372. Demostrar que la suma de las dis-
tancias desde un punto tomado en el inferior
de! triangulo hasta sus vértices no es menor do
6r, donde r es el radio de la circunferencia
inscrita.

11.373. Para up triangulo arbitrario demos-

trar la desigualdad (las designaciones son

i Biile
corrientes) t%%% Lo __‘."_:fsf_ )

I1.374. Supongamos que X es el punto de
interseccion de las diagonales del cuadrilatero
convexo AH5CD, L. un punio en ¢l Jado AD
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N, otro punto en el lado BC, M, un punto en
la diagonal AC; ademés, KL y AN son parale-
las a AB, LM es paralela a DC. Demostrar
que KLMN es un paralelogramo y su area os
menor de 8/27 partes de la del cuadrilatero
ABCD (teorema de Halttori).

I1.375. Dos tridngulos tienen un lado co-
mun. Demostrar que la distancia entre los
centros de las circunferencias inscritas en éstos
es menor que la distancia entre los vértices
gue no coinciden (problema de Zalgaller).

I1.376. En el triangulo A5C, los dngulos
son iguales a «, P y y. Otro tridngulo DEF
estd circunscrito alrededor del triangulo ABC
de modo que los vértices 4, B yv C se encuen-
tran en los lados £F, FD y DE, respec-
tivamente; ademds, /L ECA = /DBC =
= L FFAB = ¢. Determinar el valor del
angulo ¢, en cuyo caso el irea de! tridngulo
EFD es méxima.

I1.377. En los lados BC, CA y AR del
triangulo ABC se toman, respectivamente,
los puntos Ay, By, €,. Demostrar que el area
del tridngulo A4,8,C; no es menor que el
area por lo menos de uno de los tres tridngu-
lOS; ABICI, A]_BC!, AIB,C.

I1.378. Sean @. I, H, respectivamente,
los centros de las circunferencias circunscrita,
inscrita y el punlo de interseccion de las al-
{uras de un triingulo determinado. Demostrar
que |OI |z |1H | 7z

I1.379. Supongamos que M es un punto
arbitrario Lomado en el interior del tridngulo
ABC; z, y v z son lasg distancias desde 3 hasla
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A, B v C, respectivamente; u, v v w, las dis-
tancias desde M hasta los lados BC, C4 y
AB, respectivamente; ¢, b, ¢, los lados co-
rrespondientes del tridngulo A BC; S essu drea;
R y r, los radios de las circunferencias cir-
cunscrita ¢ inscrita. Demostrar lag desigual-
dades:

a) ax + by -+ cz > 48S;

b) 24+ y+222 (-t v+ w (desigual-
dad de L'rd('is)

¢) «u + yv + 2w > 2 (uv 4 v - wu),

) 2 —+l4~i)r--—+—+;.

e} :zyz} (u+ v) (v + w) (w+u);

48 .
f) zyz> - uow;

g) wy 4 yz-+ z.z,}zx—‘ff(uu—{—uw-# wi).

11.380. En un tridngulo dado lracemos la
mediana hacia el lado mayor. Esta mediana
divide el tridngulo en dos. En cada uno de los
tridngulos obtenidos también tracemos la me-
diana hacia el lado mayor, etc. Demostrar que
todos les tridngulos resultantes pueden divi-
dirse en wn nimeoro finito de clases de manera
que todos los tridngulos que pertenecen a nna
rmisma clase, seran semejantes entre si. Demos-
trar también que cualgquier dngulo de cual-
quier tridngulo oblenido a consecuencia de
estas construcciones no es menor que la mi-
tad del angulo minimo del tridngule iuicial.

11.381. Hallar el tridngulo del frvea mi-
nima, el cnal puede cubrir tolalmente cnal-
quier tridngalo con los lados que no superen
al.



