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_n_;_____inñ;xt;t?_?_v_mV_n^ las grandes eta_as de la

_ _ i
m_tema _ C_

LA _A C�n�_Cn  DEL cERCANO ONENT�

_geo__8yla9dt_pltnas _
e_as TeO_a de 1D8 n_mero6 &_eb__
_ an_a_
_ b8b1lo_as: _culo de superncies y de 3000 a.n.e. TableEas La numeración sumena (sexagesimal) y
volúmenes; sislemas de unidades de medi- cunei(ormes. el _lgebra (resolución de ecuaciones de
da, aproximación n�3;  relación de Pi_gor_ lO y 20 grado por los babilonios).
' (n0 demOS_ada_ _r0 ''C_CWada'')_ Establecimjento de correspondencias
entre conjuntos numéncos (noci6n mo-
derna de Función) por los babilonios.
Conocimientos métricos rudimentajos. Hacia l 600 a.n.e. Numeración decimal por yuxtaposici6n ;
Papiro de Rhind notación de rraccianes.
(EgiploJ.
THAL_ de Miteto, Fundador tradicional FinSigloV1ll-pnnci-
de la geomet�a.  pios Siglo Vl a.n.e.

PITAGORAS y los pitagóncos: ''El mun- 550-450 a.n.e. _imogeomet_a de los pitagóncos. Irra-
do está regido por los numecos"_ a_e de cionalidad de ; inconmensucables en-
Ia demostración; teorema llamado _e tre ellas (consecuencia del teorema de
Pit_goras'' (el cuadrado de la hipotenusa Pil__ oras).
es igual a la suma de los cuadrados de
loscatelosJ.
HlP6CRAT_ de Quios: Problemas rela- Siglo V a.n.e.
_vos a la cuadratura de las lunulas y a ta
duplicación del cubo de arista dada.
_imera tenlativa de recapilación del sa-
' ber geornétnco en los Elementos.
_GORAS: pe rspec tiva.
HlRASOS de Metaponte (hacia 460): qui- TEO_ORO de Cirene, el matemático_
2ás el verdadero autor del ''Teorema de descubrimiento de la irracionalidad de:
Pitágoras". se le at_ibuye la construcción _, _, ..., _.
del penlágono y del dadecaedro regular.
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lu mbreras Ed itores Álgebra

'" ' _ _.. ' _28__ _ _lento,__, PI__n ,_ ' . _ __

HlPlAS de Elis descubre la cuadralri2.
ARQUl_ de Tarenlo (hacia 430-360 Sig_o N a.n.e. Teo�a  de los números: ARQUlT_ ha
a.n.e.): duplicación del cubo. enunciado la im_sibilidad de encon-
p_T6N (q2g.348/7 a.n.e.); Filoso_a de tfW Un nÚmerO entefO COmO media
las matem__cas ("_os cjnco cuerpos pla_ eeOmétnCa entfe d05 nÚmerOS en la F_Ón
/_ ,_ . _ n
OnlCOs SOn OS ClnCO pO _e fOS fe_U aCeS
n+I
CUya InSCnpClOn eS ßOSlble en a eS efa.
EUDOXO de Cnido (hacia 406-355 a.n.e.): TEETETES (hacia 4 l O-368 a.n.e.): Teo�a
geomet�a  del espacio; teoría de las pro- de los números; estudio de los irracionaN
porciones y de la semejanza; método de les.
exhaustión (anlepasado del cálculo dife-
rencial). EuxoDo
: Teorla de las proporc_ones.
ARlST�TEL_  (384-322 a.n.e.): Investi-
gaciones sobre el innnito y el continuo.
Parece ser que Fue el primero en simboli-
2ar las magnitudes que intervienen en Ios
razonamienlos matemáticos mediante
le tras.
MENECMO (hacia 375-325 a.n.e.): Seccio- HERmoT_Mo de colorón; cont_nuac_ón
nes cónicas: Glros geómetras del siglo IV: de 1os trabaJos de Eudoxo y de Teetet
Theudios de Magnesia, León, Leodaman-
te. Neó�lido_  Amiclas de Heraclea, Filipo
de h_edma, Aristeo, Autolico de Pilana.
EUCWDM (hacia 3l5-235 a.n.e. en Siglo IIl a.n.e. EUCLIDES: Teo�a  de los números irra-
Alejand�a):  Los _lemenros (t3 libros): cionales.
465 proposiciones: las cuales, 372 son
teorema__ y 93 ''pro_lemas'' que recapi-
tuIan_ metódicamente_ todos los conoci-
mientos matem_licos de la Antigüedad ,
(lná�gulos,  se mej anzas, proporciones ,
áreas, volúmenes, conslrucciones, geo- !
mel�a  del espacio).
ARQUíMEDES (287-212 a.n.e.): cuadratu- _QUlMED_: Teo_a de _os números; '
ra de la parábola; dennición del número sistema de numeraci�n  por clase; des-
n (mélodo de los isope_metros) ; áre__ s y cubrimiento del c_c. ulo inrlnitesimal.
volúmenes de los cuemos redondos; es. 3 I O < _ _ 3 l 0
ludios sobre la espiral, las tangenles, los 7I 70
poliedros semirregulares, etc. '
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Resumenhistórico

__lONlO de Pérgama (hacia 262-I80 AP0LONlO:Nolaciónde losgrandesnú-
_n.e.): 7ra(_do de las cónic_s (elipse, hi- meros; n=3_l4l6
' p�_ole,  par�bala).
_ _s matemáticos del siglo III: Nicome-
& (descubjmiento de la concoideJ_
_Ies (la cisoide para la duplicación deI
cubo), Perseo, Zenodoro.
_lCLÉ�:  Di_sión del círculo en 360 Siglo Ill-I a.n.e. HIPSlC_: _ogresiones eeomélncas_
_dos. teoría de los números.
_ON de Alejandna: La Metntca, com- s_g_o _ d.n.e. HlR_CO (l6I -I26 a.n.e.): _trónOmo,
pWación sobre los mét_os de medidas y utiliza las Fracciones sexagesimales para
_ c_culos apro_mados (raíces cuadra- medir los �ngulos  (estas fracciones cons-
__.cúbicas). tituyen el oneen de nuestros ''erados'',
_uAo de _e_andna. Teorema de _as ''minUtOS'' Y ''SegUndOS''); PreCUrSOf de la
. p,ecuno, de _a tn_gonome. t ngonome tr ía.
, _ es_énca. NlC6MACO de Gerasa: Introducción a Ia
_ _D_o To LoMEo (_28__68,. en s., _o __ _itm_tic0 (aue tendrá una gran innuen-
. .__d�a)._  _trónomo_ geógr_o_ male_ Cia en la Edad Media)_
ma'_co, autor del Almagesto. Fundador TEON de _mirna (l20-l80): Mposición
_ la _gonomet_a, que utili2�  para sus de los conocimientos malemáticos útiles
x- _Naciones astronómicas (cálculo de para la lectura de Platón. Desarrollo de
"' _ líneas trigonométncas, fórmulas de _.
;_' ión,etc.).
_NO (hacia 232-304): Explicaci6n Siglo III y IV TE�N  de AJejand�a  (siglo IV): Cálculo
;, _ los Elementos de Euclides. con ayuda de Fracciones sexagesimales
!_,x __ uco (hacia 283_33o)t. p_po (_radOS_ eIC.J_ _tfaCCiÓn de f_CeS CUa-
__ienzo del siglo _v)_ _oblemas de dradaS_ SU _la_ HIPat_a (mUe_a en 4l5)_
_ t_
:__ _et_a proyectiva; autor de las Co- U U a ma Ca am05a'
_ _ciones matem_tjc_s (recopilaci6n de DIOFVTE (hacia 325-QlO): Autor de las
?
prab_em_ y proposiciones). A_tméticas. Teorema sobre la teo�a  de
_ __ e_ D_adoco (4 lo q85). coment0_ siglo v y vl los números y, pnncipalmentet teo�a  de
_ - '
t _ sob_ (os __emen(os de Eu,(;_es. las ecuaciones de I O y 2^ grado (sin duda
_ _ _ u c _ o inspirada en fuentes mesopot4micas).
sl_lO M: COmentar1OS e In-
_ _ac;ones sobre las teo�as  de Eudoxo DOMlNUS de La_sa: _blica una _tmé-_
__ a __ e,Fe,,, homocetn_;,as. tica euclidiana.
_s matemáticos: Anlemio de Tralles
__ 534), Manno, Eutocio de Ascalón,
?E __ oro de MiIeto: compiladorest restau-
___res.
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' L_S MATÉMÁTICOS ÃRAB_ Y ARABIZADOS

Siglo VIlI Kankah aporta a Bagdad en 766, eI Siddhanta_ del matemático hindú Brahmagupta, llamado
en árabe, el Sindhind.
PNmeras traducciones importantes: del Sindhind, por Ja'qub ibn Tariq (m. 796) y al-Fazari, del
Nmagesto; por Muhammad ibn Katir al-Fargani (m. 833.), conocido en la Edad Media con el
nombre de Al(raganusJ de los Elementos de EucIide_ por al-Hajjaj.

Siglo IX Dominado por la obra de Muhammad ibn Musa al-Khare2mi (o _-Jwarizmi), de Bagdad: in-
troducción de las matem_ticas �ndias,  obra que trala de la resolución de ecuaciones, titulada:
Al-d_abr w_ 'l mu6abala (rransposición y reducción) , de donde se onginar�  la palabra ''átgebra''
en Occidente; el nombre del autor dio origen a la palabra álgebra.
Nuevas lraducciones: Apolonio por al-Himsi (m. 883), el Almageslo y los _lemenros por Tabit
ibn-Q.urra (826-90 I J, Geomet�a  de Ahmed, Hazan y Muhammad Banu Musa (reanudaci�n  de
las preocupaciones arquimedianas).

Siglo X Siguen las traducciones, adornadas con comentanos_ trabajos originales de al-Battani (877-
929), que substituye la noción de cuerda, utili2ada hasta entonces en tne_nometja, por la de
seno y establece la fórmula (undamental de Ia tngonomet�a  esFérica; de Abu'l-WaFa, llamado
Albujjani (940-998), un persa, que per Feccionó la t_gonomelja introduciendo las nociones de
tangente, cotangente, secante y cosecante.

Siglo Xl Al-Karchi (m. I029) publica un lratado de álgebra sobre las ecuaciones del tipo _n+b_�c.
lbn al-Haytam al-Hazin (llamado Alhazen, 987- l 038), descubre la prueba del nueve. Al-Biruni
rehace el c_culo de las tablas trigonométricas. AJ-Hajjami (l044-I l23) aborda las ecuaciones
del tercer grada utili2ando las secciones cónicas y estudia los ''postulados'' euclidianos; dio,
también, ta fórmula general del binomio.

Si_lo Xll El poeta persa Omar Khayyam (m. hacia l l23) da ciertas sotuciones geométncas para tas
ecuaciones de segundo grado y una clasif_cación importante de las ecuaciones. Al Tusi (l201 -
l2T4) publica un tratado sobre los tri_ngulos rRctángu Ios y una traducción de los _(emen-
tos. Después del siglo XlI, la ciencia ''árabe'' declina. El soberano Ulug Beg da unas Tablas
en las que n está calculado con l6 decimales. iU-Kalcadi da un proced_miento de adición
ara _P+2P+3P+...+nP. El último ,an com ilador Fue Baha al .Din muhammad al_Amili 1547_
1621).
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l. Trans' _isiÓndel8hie_ nda._eg_y4nbe_ ,precisione_sob_latea�íade.  l_snúmero_
_nu_er_ acîón_ _í_boIo_, etc.J ' ' ' ' ' _
siglo XlI Gherardo de Cremona (I I l4-l I87), traducciones de los matemáticos árabes (y, a través de
ellos, de Euclides y de TolomeoJ.
Fibonacci, llamado Leonardo Pisano (hacia I l 75, después de l 240) introduce en Europa oc-
cidental crisliana los métodos de lOs matem�ticos  árabes, su sislema de numeración y sus
conocimientos algebraicos (l^ y 20 grados); estudia las propiedades de la sene O, l, l, 2, 3, 5,
t , . / . ,
! , ... Ca a lerInlnO eS a SUma e OS OS termlnOS qUe e pfeCe en. U O ra eVa e tltUlO
; deLiberabbaci.
J;, Stglo XlIl Thomas Bradwardine ( l290-I349), arzobispo de Canterbury, teólogo, se inleresa en la geome-
!_ tja ''especulativa'' y en el cálculo, presiente la noción de loganEmo.
., Siglo XN Nicolás de Oresme (l325-l382): introduce la' representación de un sistema de coordenadas
_ ' según dos ejes rectangulares.
!_ l_64 Regiomontano (I436-I476), astrónomo alem�n,  per Fecciona la trieonome_a plana y esfénca
j' (SU ll'brO de T_an_UltS OmnimOdiS, nO Se _UbtiCafa, haS ta l 553, _O_ StUmamente).
i
;-._ I4&4 Nicolá�  Chuquet ( l445- l500): Tnparty sur ta science des nombres_ uso de los exponentes, regla
;- de los signos (cáIculo aIgebraico); precursor de la noción de logajtmo.
l_9 Johann Widmann (S. XV), publica un tratado de ajtmélica, en el cual emplea, porvez pjmera,
. de una rorma sistem�lica,  los signos + y -.
t Ii _geb. ri_ del. Renaci_ento: ie8oI.ucfón de l88 _ua�one8  de 30 y 40 grada. _ .. .. '
. l5IO Scipione deI Ferro (I465-I5267, solución de la ecuación_+px=q.
_535 Niccoló Fontana, ltamado T__lia (''EI tartamudo'') redescubre el método de solución de la ecuaci6n
_+px=q, en ocasi�n  de un torneo de matemá_cas, y comunica su descubnmiento a Card_o.
l_5 Gerotamo Cardano ( I 50 I - I S76) publica el Ars magna_ tratado en el cuat da la (�rmula  eeneral
de solución de la ecuación de tercer grado, llamada rórmu Ia de Cárdano, utili2ando el método
deT__lia.
l_6 Tartaglia publica Quesri e inuenzioni diuerse, que conliene la exposición de su método de
tratamiento de las ecuaciones de tercer grado.
El alemán Adam Riese (hacia I499-l5J9) introduce el signo. "
l_ El italiano Ludovico Ferrari ( l 522- l 565), discípu lo de Cardano, descubre e l mé todo de solución
_e las ecuaciones de cuarto grado.
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Lu m b reras Ed ito ree A l gebra

l579 Francois Viéte (l540-l603): Canon mathematicus, que da su forma de F_nitiva a la tngonometria.

l_8_ Simon SEevin, de Brujas (I548- l620) publica su iMthmetique introducci6n de la noIación deci-
mal para Ias fracciones_ intenlo de creaci�n  de un sistema de unidades Fundado en el sistema
decimal (precursor de nuestro sistema métrico).

l_9l Viete: Is_so_e jn artem 0n_Iyticum. Empleo de letras para representar cantidades num�ncas
(empleo de las vocales p_a representar las incógnita,s y de las consonantes para las cantida-
des conocidas), que permiten resumir todos los métodos de cáIculo (hasla entonces expresa-
' dos laboriosamente) en fórmulas algebraicas. Numerosos descubnmientos sobre la leo�a  de
los números (aproximaciones, represenlación del número n mediante un producto ilimitado
convergente). Tratamiento algebrwco de los problemas de geomet_a.

,__,,,,_,,__,_,_,,,_,,___ ,e,?_, _ ,_o_., ,____,,,,. ,,_, ?_ ,_,__n_,_,,__,__g,_? ,_J,_,_?,_, ,_,?_,,_,?,s,,,,,0,,,,?,_,J_,_v_ _,__,,,___,,?,, ,? _ c_v,_,_,,_,,;,?_ __ _.__ x,,,,_, ;,

Invenci6n de la geomet�a  analitica (Descartes), del cálculo di Ferencial-integraI (Leibnitz y Newton), rena-
cimiento de la geometja pura (Desargues), teoja de los números (Bernoulli_ Pascal).

_eb_yt_�8de  __ ' . ' ' ' , '_n , , ,_ _ '_;
nÚ_e_, ' j _lCUlO _e ' __, _tS ' Geo___
prob&bi_deS _ _ ' ' _, _ x , _ , , x n'
l60_.Elas_ónomoJostBurgielaboralos A pjncipios del siglo XVlI: La
Jund0mentDs deI c_Iculo logamtmjco. ensen0_ de la geomelna
16_4. Neper (John Napjer).. pe,fec. se imp_e, pnncipalmenle a
cjonam_ento de la nocjón de loga,it. pa_ir del tratado de Clanus, a
mo y de tas reg_a, de cá_cu_o (M;,J_r,_,; quien se dio e1 sobrenombre
(o_afir_mo,,m c,non;, des,n_p(,_oJ. de ''Euclides del Siglo XM''.
l625. Gjrafd: _uncjado (sjn 1635. Cav_ien. Geometríe de los jndjvj_ l637_ DeSCa_eS: InVenCiÓn de
demostracjón) del teorema sibles_, anuncja el cálculo integral. la _eOmet�a  analítiCa (en el
Fundamental del álgebra. tfatadO cuyO pfefaCio eS el DiS-
. Fermal: EstUdlO de lOS m0mOS y
curso del mélodo).
e loS mínlmOS, m_todo de las tan_en-
tes_,_uncjaelc_culo jnfjnjtesim_ (djre. l639_ PaSCal: _C_be (a lOS I6
Tencjal). _dea de la geome_a an_j_ca. anOS) el Tf_t0dO SObre laS CÓ-
nICaS.
. Fe_at: Idea SObfe el l6__. VValljs: _it_métic_ in_nitofum,
_culo de pfobabiljdades. preludjo del cálculo jntegral. Fófmula l6_2-l6__: Tr0b0iOS de DeS_r-
_ _ 654 _ _ c , J ( d de _a__is. n 2 2 4 2n gues, que co_stituyen la base
I - ' - --'-''''-'''
:, _.JJ. n + de la _eomel�a  proyecllva e
_ _ponentes negativos y rraccionanos. inauguran la geome_/a supe-
, _or.
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Lumbreras Ed itores Algebra

l579 Francois V_éte ( I 54_l603J: Canon mathematicus, que da su Forma def_nitiva a la tngonomet_a.

l 585 Simon Stevin, de Brujas ( l 548- t 620) publica su iMthmetique introducción de la notación deci-
mal para las Fracciones, intento de creación de un sistema de unidades rundado en eI sistema
decimal (precursor de nuestro sistema m�trico).

I59l Viete: Js_soge jn __em _n_(ytjcum. Empleo de _etras para represent_ cantidades numéricas
(empleo de las vocales para representar las incógnita,s y de Ias consonantes para las cantida-
des conocidas)_ que permiten resumir (odos los métodos de cálculo (hasla entonces expresa-
' dos laboriosamente) en fórmulas algebraicas. Numerosos descubrimientos sobre la teoría de
los números (aproximaciones, representación del número n mediante un producEo itimitado
convergente). Tratamiento algebraico de los problemas de geomet�a.

..,,,_ .m, ,.,.,, _.-_____;, _,,,,,,._. ,__??, _,,,n,?_g,,,,_,u______q gq, ,e _ __ ,,,,,n,__0__ev?m, m _ _ ,,_,__ _,, ? ___ _v,, _, ,,?_, __ ,_,_,_, _, _ _

Tnvención de la geometría analítica (Descartes), del cálculo di Ferencial-integr_ (leibnit2 y Nevvton), rena-
cimiento de la geomet_a pura (Desargues). teo�a  de los números (Bernoulti, _scat).

, __br8yteo__delos _ 'y' ' ' ,,' , , ', ,, '____
___eros_ _cul0 de , ' ' An_, __ Geo_ __a
' ' ' _proba, b1l1_' des_ ' , _ _ , , - _ , _
I604._as_ónomoJost8urgielaboralos A principios del sielo XVII: La
rundamenros del c_lcu Jo loga�tmico.  ense�anza  de la geometja
16_g. Nepe, (John Nap_e,).. pe,fec_ se impa_e_ pnncipalmente a
cjonam_ento de _a noción de _og_;t_ p_ir del tra_do de Clanus_ a
mo y de las reg_a, de cá_culo (M,_,,'r;c; Quien se dio el sobrenombre
(o_an_r_mo_m ,anon;s de,c,,.pt,_o). de ''Euclides del Siglo XVI''.
l62_. Gjrard: Enunciado (sin 1635.cavaljen.Geome__ade losindi__ l_1- DeSC_eS: lnVenCi�nde
demo5tración) del teorema sib_es,_ anuncia el c_culo integral. l4 geOmet�a  analítiCa (en el
Fundament_ del a'lgeb Fa. , lratadO CUyO ßfefaCiO eS el DiS-
. Fe_at: _tUdlO de lOS m0mOS y
curso del método).
e lOS _nlmOS, métOdO de ta5 tan_en-
tes _, anuncja el c�lculo  infj_tesim_ (dife. l639_ P_Cal: _Cnbe (a lOS l 6
fencjal). Idea de la geomet�a  an_j_ca. anOS) el TfatadO SObre laS C_
nICaS.
. fermat: ldea SOb Ce et l6__. VV_ljs: _ilhméfic_ in_ini(orum,
cálculodeprobabilidades. pre_ud;o de_ cá_c,1o jnteg,a_. Fó,mu_a l6g2-l_5: Tr_b0iosdeDesar-
. c 4 _ c u ( o d e , o de _a_lis.. n _ 2 2 4 2n gues, que co_stituyen la _se
.(,._,des 2 I 3 5 2n + I de la geomet�a  proyectiva e
Mponentes negativos y _raccionarios. inauguran la geometfl_a supe-
nor.
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n., I656. Ch. Huygens: P4imer tr0- l656. Pascal: _opiedodes del triÓngu Io l656. Trabajos de Huygens so-
t_do comp(e(o sobre el c_lcu(o 0rltmétlCO (ßrellml_af al CálCUlO 1nte- bre la cjcloide.d
gral).
e_rO 0 ll 0 eS.
l_6. Ullimo leorema de Fer- 166_._merasl.
mal: La ecuaCiÓn: _+y'=Z" delaposjbjlidaddeunca/lculosobrelos
no liene solucjones enteras i_lnitamente peque�os.
_sitivasp_an>2.
l672-I676: Leibniz inventa el cálculo l672. De la Hire: Nue,vo méto-
diferenciat e integral. do de geome_/a pa,a las sec.
l679. _bIicación póstuma de ciones cón;
las obras de Fermat. l684. Leibniz: Nuevo método para la
determinación de los máximos v, de los
mínimos. l685. De la Hire: Secciones có-
njcas (desarrollo de la geome-
1686. Ne_on_. cálculo de las nuxiones t�a  SUPertOr),
(cálculo di Ferencial e integral: igual
método que leibniz, notación diferen-
te; descubnmiento independiente de
Leibniz, que Nenrton ignoraba).

l687. Nenrton: _incipjephjlosophjae.

; I690. Rolle: rratado de _Jge- l690. Bernoulli: Cálculo integral_ (so- l690. leibniz introduce la pa-
_ bra (método de las cascadas lución de ecuaciones di Ferenciales, labra coordenadas.
que permite encuadrar las raí- ecuaciones de BernoulliJ.
ces reales de cieItos tipos de
: eCUaCiOneS )_ 16gl. Teorema de Ro((p: una Funcjón no
. l690. Jacques Bernoulli: CÓl- puede anularse más de una vez en el
l _. _ /
. CU O e _rO a l l a RS eyeS ln elVa O qUe Sepafa OS IalCeS reale
2 !_, de los grandes numeros, etc.) consecutivas de su denvada. 16gg
. De la Hlre: Mem Orla SO-
'_ l69l. leibniz: Teoja de las de- bre las ep;c;c(o,'_es.
terminantes. I696. L'Hospital: An_isis de los innni_a-
menEe pequenos parala inte_gencia de l_
, líneas cuNas (aplicaciones geomé_cas
'_ del 0_isis). Regla de L'Hospital, el lí_ie
J(x) -
el COClente que toma la forma ln-
g(x
dt _ d 0 _ d
!. e e_lna a -O - CUan O'

i r '(xo)
!_ X_Xo eS
_ .. g' Xo
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Si se exceptúan aIgunos investigadores aisIados, lamayoría de matemáticos_ en el siglo XVI I I, explotaron
el geniaI descubnmiento de Leibniz y Newton: El c_cuIo diferencial e inlegral, que se convie_e en
una herramienta excepcional para estudiar tantos objetos malemáticos como las funciones de una
vanable reat, las curvas y sus propiedades geométncas, Ias probabiIidades o la mecánica celeste.
Con el liempo, los cienEíF_cos van perfeccionando el Análisis,, sea invenlando medias para simplin_car
los c_culos, sea precisando el rigor de sus der_niciones y de sus razonamientos, con los trabajos
de Clairaut y de legendre, se anuncia una geomel�a  nueva. He aquí las etapas esenciales de este
período.

l 7l3 Jacques Bemoulli: AJs coniectandi (póstumo) , s_ obre las "leyes del azar''.

I 7l_ Taylor: Merhodus incremenrorum directa e( jnuena (Mélodo de los ''incrementos'' direclos e
inversos), en el que indica el desarrollo en seje de una Función de una variable real (Fórmula
deTaylor):
2 _n
_ f(x+h) _ F(x)+- r'(x)+_F''(xJ+ ...+_r^(xJ+R,(x)
a l! 2! nt
(R, es el resto de la fórmula de Taylor).

I7l6 De Moivre: _clJine ofC_ances, aplicaciones prácticas del cálculo de probabilidades; teore-
ma de las probabilidades compuestas.

l722 Resoluci6n de ecuaciones djrerenciales de la forma
y'--F(x)+yg(x)+y_h(x) por Riccati.

l723 mmeros trabajos importantes del matemálico suizo Euler, sobre las Fracciones conlinuas
cuya abundante obra concierne a todos los aspectos del Análisis_ los tratados de Euler sobre
el cálculo diFerencial e inteer_. sus innumerables memonas, artículos, etc.; proporcionaron
a lo_ s matemáticos de los siglos XMII y XIX un matejal cuya _que2a toda�a  es maniF1esta en
nuestrosdías.

I72_ De MoivTe: Annuiries upon /ife.

I729 Clairaut: Recherches suf les couIbes a double courbure.

l730 De Moivre introduce los números imaginarios en t_gonome_a y establece la Fórmula __
Moi_e: (cos0 + isen0)" = cosn0 + isennY.

I7_ Sacchej: Eucli_es ab omnin_euo ujndicatus. Saccheri es el primero en establecer un métudc7
(que, por otra parte, no supo utitizar) _ara probar el valor del postul_do de Euclides; e__ _l
precuTsorde los geómetras no euclidianos del si__lo siguiente.
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Resumenhist6rico
I7_ Euler: Ptimera exposición del cálculo de vanacionesc _ problema que se plantea (y que re-
soIverá Lagrange) es el siguienle: cómo caIcular la variación 6/ de ciertos tipos de integrales
en las que f_gura la Función y(x), en la hip�tesis  en que esla funci�n  va�e  a su vez 6y.
l748 Euler: Inlroduction _ ran_lyse des innnimen( peti(s. Este tratado es la obra más importante de
Euler; hace de la teo�a  de las Funciones y de su lralamiento mediante el cálculo diferencial e
inlegral, la pie2a maeslra del Análisis.
I750 Cramer: InlrDduction _ relude des couIbes _(_éb_ques (uno de los pnmeros tratados de geo-
met�ía  analítica); método de resolución de un sistema de ecuaciones de pnmer grado (mé-
todo de Cramer) mediante el empleo de determinanles.
I755 Euler: Jnstilucjones calculi di__efentj0lis.
l760 landen: Trabajos sobre integrales elípticas.
I 766 Monge: mmeras intuiciones que llevarían a la geomel�a  descnptiva (aprox. l 799).
InO Lambert: Elaboración de la tngonomet�a  esFénca. Trabajas sobre Ias cónicas.
IMl Vandermonde: Investigaciones sobre las ecuaciones de quinto grado.
IM2 Lagrange: Ad_itjon 4 L'0l_ébre d_uler, introducción del conceplo de inv�nanIe.  La obra de
L_range no es tan voluminosa como la de Euler, pero sus fundamentos son de un ngor que
se converti�á  en modelo de cons_ucción lógica.
IT88 L_range: Mécanjque analytigue: la mecá�ica  celeste tratada como una rama de análisis. Es
la obra má�  famosa de Lagrange.
I_ Legendre: _lemenrs de géomenie= intentos (vanos) p_a demostrar el postulado de
Euclides.
I197-l799 L_r0ge: Teo_a de las Funciones an_íticas ( l 797) y Lecans sur le calcul des fonctions ( l 799).
En estas dos obras Lagrange _ala de dar a la noción de función un signif_cado má�  general
pa_endo del desanollo de la Fórmula de Taylor (hacia l 7 l 5J.
l198 Legendre: TJ1éorie des nombres.
I800 Monge: PtIblir_ción del Traité de géome_e desrripliue.
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Este es el siglo de Ia polémica y de las revoluciones, tanto en matemáticas como en los oEros campos de
Ia actividad humana. En su transcurso tiene lugar la creación del álgebra moderna (teo�a  de los grupos de
Galois)_ el poderoso desarroflo del Análisis (Gauss, Riemann_ Poincaré), la reconsideración de la geome-
tría (geometrías no euclidianas) e inctuso deI análisis, lo cual tleva a Cantor a la elaboración de la leoría
de los conjuntos.

__b_ An__1s Geo_e_a
l797. Wessel: Repr_enta_ón geom�_cade  los números compfej0s,
l797-l799. Lagrange: Las runcio-
nesanaljtjcas.
l80t. Gauss: Djsquisirjones anr_merjca_. Es_dio de _s congruenciasx
de IaS (OrmaS CUadr_a_cast de Ia COnYef_en_a de l_ Sef'_eSt etC.
l803. La2are Cafnot: Geométrie
de posirion (topología). Naci-
miento de la geometría moderna.
. Fourner: EstudlO de laS Se-
nes _gonomét_cas. l 806_ TeOrem0 de Br_nC_On (eeO'
met_a proyectiva).
. La_lace: A_llCaClÓn del
análisis al cálculo de probabilida-
des, con la rhéorje ana(ytjque des
probabilités.
l82l. Cauchy: Cours d'an_yse. l822.Pbncelet: rr_ilédesprDpié-
Cauchy escribi6 má�  de 700 me- téspIoiecljuesdesn_gures (edi_ca-
monas. ción de la geomet�a  proyecliva).
182g. Estud;o po, e_ as_,ónomo Investigaciones sobre las lrans For-
Be,sel (_ 7g4__gq6), de __ Funcio_ maciones medi_te Polares reCí-
nes llamadas Funciones de Bessel PFOCaS-
de orden µ y que inEemenen en
matemáticas aplîcadas (es_ci_-
mente en electncidad).
l825. Leeendre: Primeros Eraba- l826. Plücker: lntroduce en geo-
jos sobre las integrales elípticas. met�a  analítica las coordenadas
homogéneas (o coordenadas de
Plücker).
I827. Möbius: El c_Iculo baricén-
rrico, obra Fundamental para la
geomet�ía  descjptiva. Topología
(cintadeMöbius).
l829. TeoremadeSturm. l829. Jacobi: _tudio de las run- l829. Lobachevski_ La geometría
ciones elípticas. no eucIidiana.
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l 830. Tr_bajos de _uarjste Galois,
que continúan los de Lagrange,
Vander- monde y Gauss, acerca
de la teo�a  de las ecuaciones,
sobre el papel de los erupos en
la resolu__n de ecuaciones alge-
br�icas.
l83I. Gauss: Teo�a  de los núme-
ros complejos.
l832. Galois: Cettre _ Auguste I836. Fundación por Liounlle del l833. Boly_: Geometría no
Comte, escnta la noche antejor a Journal de Mathémaliques pures euclidiana.
su muerte (en un duelo7 y en la et appliquées.
que resume sus descubrimientos _838 po_,sso,. Teon/e de _a proba.
sobre la reo_0 de los grupos y las b___;
inte_rales abelionas.
. 8oole: Teoría de las tr_ns-
l842. Boole: Teoría de la invan_- rorma,,_ones ,na(,_tJ-
cia y de la covariancia.
l843. HamiIlon. Teoria de los cua-
l ternii
,,; S �,e,,,n_n.  A,,,,n,n,, ,,g, L,.ou,,.,,e. D,.,_,.,,.,o,, e,t,e
f __ n _ - _ _
mática de tendencja axiomática_ trascendentes.
'_ en senlido modemo. Al Fundar
la ''nueva álgebra'' Grassmann
presenta su c_lculo sin tener ne-
cesidad de precisar si se calcula
' sobre punto_s_ líneas o números
- (la geomet�a  de ''n'' dimensiones
hace pareja con el álgebra de ''n''
_an_bles).
I84_. Cayley: TeoJía de las matri-
fRS.
l_T. Boole: Análisis matem_ti- I847. Von Slaudt: GeDme_a de
, cos de I_ lógjc0, posición.
I848. Quételet: Fundador de la l8_l.Riemann:_studiodelasfun- I852. Chasles: Apercu hjstonque
J _tadística. ciones de una uaFi_b Ie compleia. sur Ies mé(_odes geomét_ques.
--' I&t. Boole: Las Ieyes delpensa- l864- Weierstrass: Funciones de l85_. Riemann: Fundamentos
:.! mjento. una uaJi0ble complej4. de l0s hjpótesjs de la geometrí_
_ l866. He_ile; utili_ción de les (_eOmet_a nO eUClidiana)_
i
_'-, fun. cioneseIípEicasen la resolución I857. _emann: E_in_c0cjón de
'?_, de las ecuaciones de 5^ grado. la ropología (llamada enlonces
__. analysis silusJ.
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l870. Jordan: rraité des substitu- l87l. Sophus Me: Noción de gru-
r�ons  des equ4tions 4/gébriques po de transfo_aciones y descu-
(prolongación de las teo_as de bnmiento de la trans(ormación
GaIois). de Lie, que establece unas rela-
ciones inesperadas entre las rec-
tas y las es Feras del espacio por
una parte y entre las líneas asintó-
ticas y las líneas de cuNatura de
las super F_cies por la otra.
I8?. ..Cantor=Te. o�ade  Iosco._j_t0s . . . ..
l873. Hermite: Tr0scendencja del
númeroe.
l873. El matemático peruano Fedenco V_Jlarreal (l850-l923), nacido en Tucuman, Lambayeque, cuando
apenas contaba con 23 a�os  descubnó un nuevo mélodo para elevar un polinomio a cualquier potencia.
Dicha investigación le dio renombre universal.
Otro compalnofa, gran malemálico, Cnstóbal de Losada y Puga, le dio pro Fundos estudios al descubri-
miento 0tenor incluso en adelanle lo llam�  ''polinomios nllareal'', considerándolo realmente nuevo, ''ab-
solutamente onginal y tan per Feclo''_ que aun p_a el caso de un binomio resultó más fácil, seguro y rápido
que el método del binomio de Nenrton.
l880. Kronecker: Teo�a  de los l88l. Poincare: Las Funciones Fu-
grupos; teo_a de los cuemos de chsianas (Funciones trascenden-
númerus algebraicos. tes que permanecen invanables
cuando se somele la v�nable
''z'' a susti_uciones de la forma
az+b conab__a_-__.
a'z+b'

Siendo a, a', b, b' reales (estas
suslituciones rorman un grupo:
el grupo Fuchsiano). La teo�a  de
las runciones ruchsianas es una
generali2ación de las (unciones
elípticas. _
l882. Lindemann= 'rrascendencia
delnúmeron. . r.
l888. Dedekind: îQu_ s_ on. y_ _qu_ _ d__n ser l.Ds nú__, ? - -- _ __ jt
' ocío_ n de entera ._t__ _ ede _�__e  _, .'i de_ _as __ones i' ' m
e 'n' 'i_' ' e''5 -d - -__e_ =___._ __- - = ___ -= _ _las_on'''___' _os:_ : ' ' '';'''. : :__ _ .. '' "
189o. _eano: Jn_sr_g_c_ones _o- 1894. vollerra; Direrenciales h�-  l899. Hilbert; Fund_menros de la !,
gíslic_s (la pasigrafia). _rbólicas. geomerrí4.
l 897, P_r0doj0 de Burali-FoFfi. '
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, EL SIG,L_O_ ,_ ,y,, ,, \ , y ,, _,_, / ? m , ,

Lo__ trabajos de Cantor ?,J de Dedekind pusieron en orden el conJunlo de conocin_ientos matem_ticos, mos-
traron la naturale2a de los Ia2os existentes entre el Algebra_ el Análisis y la Geometja y crearon -según la
frase de Hilbert- ''un paraíso para ma' te__ático._''. Sin embargo_ se abre a una c_sis grave en el Siglo XX_ que
termina sin que realmente €uera resuelta, en los a�os  30. Tras esta épo_a, los esfuerzos de los matemáticos
se han dingido prin__ipalrnente al eitudio de las estructuras a los pro_lemas l�gicos  y a ciertos dominios
de las matemáticas aplicadas.

Ttabajos de c8rácter lógtco _ebr8 y _si6
l899. Hilbert: Fundamentos de la I903. Fredholm: Teo�a  de las ecuaciones integrales lineales (''deter-
geometria. minantes de Fredholm'').
l9l3. Russel-Whitehead: _incipi_ l90_. Lebeseue: Leccjones sobre Ia integracjón y la inuesli_acjón de
r;!ar_emalicae. l0s runci_lles primitiuas (''integr_es en el sentido de Lebegue'').
193l. Teorema de Gödel (meta- l9lO. Axioma de Zermelo.
ma-temátiCS) SObfe la nO COntfa- lglo. s_init2; Fundadordel_gebramoderna.
dicción de la aritméticaJ. _g_6
. BOfel: Cálculo de DIab0blll_adRS.
l922. Elie Cartan: reoJía de los espacjos generaljzados_ concepto de
un espacia sin curvatura_ con paraleIismo absoluto.
l939. Fundación del grupo Nicolas Bourbaki.
l9_. Eilenberg_ To_ología a Igebraica.
I960. Abraham Robinson (l9l8-l974) de nacionalidad Alemana, elaboró a lo que ha dado en llamar el
ANALISIS NO ESTANDAR, utilizando un teorema de lógica y retomando los innnitesimales que nos hará
!__ vef que no solo puede sec__r de base paca desarrollar todo el c_lculo '_nr_n_'tes_'mal, s'_
i mostraciones de _eoremas como sus soluciones pueden hacerse de manera m_s simple que utiIizando el
; concepto de límite (técnicas con _ y 6).
. l9T5. Et ingeniero matemálico Benoit h_andelbrot, con el apoyo de las computadoras logra visuali2ar diver-
;__ sas curvas y superf_cies raras tolalmente irregulares originadas por alteraciones sucesivas de funciones.
_andelbrol, no solo da el nambre de Fracrales (del latín FRACTUS; quebrado o roto sîno qu_ hace ver la
. ; posibilidad de crear una geometja para descnbir el mundo natural. Aunque sus teorías no fueron asumi-
das de inmediato el nuevo modelo matemálic_ se ha ido introduciendo en rnuchas ramas de la ciencia,
tales como la eeometría, biología, ecología, física, informática, economía, lingüística. incluso la psicología,
_eas que estudia la _eometría de la naturaleza y los sis(emos caótjros.
l997. _l matemático inglés Andrew Willes de la ur_iversidad de Princelon, demoslró que la ecuaci_n
' a"+b^=c" no tiene soIución para a_ b, c _ Z v, n>2, llamado el ''u Itimo teorem0 de Ferma('' pl0teado hace
_íO anos , logró su hdzana des_ués, de cas i I O a�os  de lrabajo, aplicó lo__ lrabajos de lu.s japoneses Sh__mura
_. ' Taniyama, _lasmándolo en un trabajo que ocupa cien páginas,
I998. El rnatemático peruano CésaF Camacho Manco, resuelve problema__ de ecuaciones di Ferenciales
_lanteado por fos matem�ticos  frances_s Briot _' _ouquet en I 854, su traba' jo y esFuerzo fue reconocido _. '
_. remiado p_r el presidente Brasite�o  Fernan_o He_,_-rique Cardoso.
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La pirámide de Keops tiene como base un cuadrado perrecto v, sus caras son lnángulos equiláteros
orientados a los cuatro puntos cardinales.

La cara sur está construida de tal modo que recibe perpendicularmente la lu2 de Sirio y al pasar por el
meridiano alumbre un conducto de ventilación qu_ termina en la cámara del Rey.

En la cara norte está la galería de entrada, que conduce a la cámara subterránea; paraleta a ella hay
olro conduclo de ventilación, orienlado hacia la estreIl_ polar de la _poca (Alra de la constelación del
Dragón) que no es la de hoy, ya que el eje deI mundo_ a cau.sa del mavimiento de balanceo de la T_erra,
describe un círculo alrededor del polo ideal y es preciso que transcurran veinticinco mi1 uchocientos
anos para que vuel__a a la misma posición.

La Cámara del Rey está unida pur una galería a la de entrada, ta cuaI recibe la luz de la estrella p_lar
en el momento de su paso infenor por el mejdiano.

Las dimensi_nes de la cnpta faraónica son proporcionales a 3. 4 y 5, numeros _ue según PIutarco
representan los dio.ses Horus_ Osiris e Isis, respectivamenEe.

En el centro de Ia Cámara del Rey se al2a una especie de piIón de granito rujo pulin_entadc_ tallado en
ángulos rectos, cuyo volumen es sesenta v. nue_7e mil pulgadas cúbicas pirarnidales, que es un décimo
d_1 co_iente de un cuba de cincuenta puIgadas (rracción del eje terrestre), por la den._idad media de
Ia Tierra, que a presi�n  no_al representa la unidad de peso en la esc_la de la pirámide., y el volumen
ex_erior del misterioso cofre es doble de su capacidad y coinci_e con el del Arca de la AIian2a, que,
seeún _a Bibfia, había construido Moisés para guardar las Tablas de la Ley y cu_'a mediUa ano_a en el
Exodo el _isroriador sagrado.

Una le?.7enda di Fundida por los autores eriegos atnbuye la invenci6n de Ia geometría a los egipcios (si-
glo lV a.n.e.). Se dice que ésta se debió a la necesidad de volver a encantrar las límites de los campos
después de las inundacione__ del Nilo.
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la hisloria de Evanste Gatois es proba_lemente la más Ejste y lamentable de toda Ia historia de la
matemática.

Entró a los doce a�os  en famoso liceo Louis-le-CJrand de Ra�s,  donde las materias principales era el
latín y el griego. Sus resultado__ en esas asignaturas eran mediocres y decidió seguir un curso optativo
de matemáticas; eso cambió el curso de su vida, 7e entró una exaltación sin precedentes: terminó en
dos días obras que se estudiaban en dos anos. Lev, ó y asimiló a todos los maestros de su tiempo, tales
como Legendre y Cauchy. Más aún, su genio creador lo ltevó a hacer descubrimientos inesperados
(descubrió que las ecuaciones de quinto _rado, con Ias que habían tropezado muchos maEemáticos
famosos, no tienen soluciones generales por radicales).

los docenles del liceo Louis-le-Grand no reconocieron para nada s_ Eale__Lo ni su geI_io. _st_s son los
; comentarios de algunos de s_ us pro Fesores:

''No entiendo bien su p_. rsonalidad , pero veo claramente su engreimiento,. ..ha descuidado gran parte
de su trabajo de clase, por es'o fracasó en los e_ámenes''.

''Su talenta_ en el que tend�amos  que creer, n_ lo he visto Lod_via; no lIegar�  a nada, su trabajo solo
demues_ra e_travagancia __ negligencia''.

Est�  siempre ocupado en cosas que no debe, la situación empeora cada día''.

Un solo profesor sugiere que abandone las otras asignaturas v, que s'e dedique exclusivamente a las
matem�ticas,  dice: ''_'na locura matemática se ha apoderado de este joven, aquí está perdiendo el
liempo_ sólo atormenta a sus maeslros; su conducta es pésima, su carácter muy reservado''.

Galois quería entrar en I'_cole Polytechnique_ la mejor escuela de matemática de francia, y se pre-
sent_ a_ concurso de ingreso, pero criticó las mreeunt_s, F_e insolenle con los exa_ minadores y no Fue
aceptado. Tuvo que volver al liceo.

A los diecisiete a�os.  envió a la Academia de Ciencias una memoria sobre la resolución de ecuaciones
algebraicas que contenía ''algunas de las ideas malemáticas más importantes del siglo''; desgraciada-
mente, Galois nunca supo nada más de ese trabajo; es muy probable que Cauchy, el principaf mate-
mático francés de la época lo haya perdido.

Se presentó por segunda q_ez a l I'Ecole Pol_'techni_ue y por seeunda vez se peleó con los e_aminadores
que le cerraron l_s pue_as- de F_nilivamente. Enq_iô un segundo trabajo a la Academi_a; es_ta vez Poisson,
un matemático de p_estigio, fuR el juez v. declaró _l trabajo "incomprensib_e''.



lu m b reras Ed itores

En Febrero de l830, a los diecinueve a�os,  Fue ranalmente admitido en la ''Ecole Normale'', de menor
prestigio q__e la anterior, _ero también tuvo connictos con los prores_res, pa_icipó en tuchas politicas
_- (ue ex_ulsado a lo__ pu_os meses.

Abandonó, ca_'i por compIeto las maten_áticas, se d__dicó a la fucha re__olucion_ria v. llegó a ser u__ líder
prestigioso, _ero termin�  en l_ c�rcel;  allí se enamor�  de una jo__en (''une _uquette de _as étage'') que
iba a visitar a otro pr__'u. __ relación Fue corta y dramáti_-a_ salió de la cál'cel el 29 d_ mav. o d_ I832 y
mu_ó dos dia_ __ después en u__ duelo ridíc'ulo (se sos_echa que _3 coquete _' la provocación a duelo
fueron ardides dc la policía). Galois tenía Jl a�os.

La noche antes del duelo, escribìó cartas 1' unas sesenta páginas de matemáticas. En ellas
presentaba _u teoría de grupos abslractos, fundando así el álgebra abstracta moderna, que iba a
mantener ocupadas a vanas generacioncs de matemáticos y de fí_sicos.

Hermann Weyt, un importante matem�tico  aIem�n  del sio__o _, dijo de este testamento
matemáticu de Galois: ''Si se considera_ la originalidad y la profundidad de la.s ideas que contiene,
es, qui2ás, el documento escrito más valioso de toda la Iiteratura de la humanidad''.

Superanda largamente su fama l_ F_n__ l frase de su ú_tima carta pedía: ''Conserv_d mi recuerd_,
ya que el destino no me ha dado sunciente vida para que mi país _onozca mi nombre'', pues el
mejor monumento a su recuerdo es su valioso le_ado a la hurnanidad.

Cian enciclopedia - _DUCAR.
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E T > _e D__c__es , n Nezuto_ , _ . ,
C
T La ,,,,pv, ,_n_;,, /4 ,,,_p,,_;,_, yRz,,(,,,;;,, d,I ,,,,,,,d, ,,,,d,,,,, ,,,,l,,,,',,,/ ,,, J,, ,,'gl,, __CJ7J_.,___JJr
U ^' ' ' ' -
COtJ Il1ln ,_e,lOv!nClOJl C01Ilp ern e Il,llG'PYSO p l'01lOcllIl IeJltO.
_ g Hnsrn el sigo ____l, In c'ie,lc'irI I7n_ín pc_Jrn,lecido íJlriJJ,4J,,pJJte lignrJo n In rco Iogín .?' n InJiIoso_rn,
/ns iJ,_'esrigncio,Jes e1/JpíJ-ic_ns _Irc In I,nbínJ, /,pcI,o dlrJ_nJrre eI J-_JJaciJJJic,,to, su_J-e rodo e,, el re,7-eJ7o
de ln 9J,ediL_i1Jr_ .?' eJ, ,I d, In nsr,_o,Jo,JJín, /,n_ín97 __i_o z,iol_J,JrnJ,JeJlre coJJJbntidns poJ' In ig/esin .?7 In
o_1_n de ,lJ, LeoJrnJ-Jo de _ilJr'i, _J,e iJ7re,J/4bn relr lli/' e1J ,,J, coJ,JirJ,ro L'o/J,J-e,,tc rodo eJ sn_pJ' de s,J
tielJlpo _,_e_ó c-o1Jro l_lln cv_np_?J-ieJ1cia nislndn, Ins posicioJles ieIieiosn__ deJ sig Io ,__I ,1o_nz'oJ_ec_ieyotJ
cJ2 9,aJa In e_'pnJlsió,J de In c_ip,,c_in.

. _l gyn1_ 1_2o_!i_12'ie__f0 i_telect_nl

C'oJ,,ieJ,_.n c,l e/ n_,o l _ZO tir'Jle? pol' nJf7__iL'es n Cnli Ipo, Ivp/eJ_, DcscnJf_?s, Lei_J,j__ _' ,\_eT__ro,J.
PJ_o.J_sorRs de JIJ,i'l'er._irJndp,_o_'ocnJJ r'oJl._ic'ros feoJó_i,_os, _?'4 _JJe In i__l__si4, _,rc /ln_í4 coJ,de12ado 4
C4Iileo, J,O i,,tee,_r_ e/pJ_u_J-Rs, c_ieJ7l Jiic'o eJ, s,r __isióJl d,l 7JJlJ1rrIo. DiscípIJlo de_1istórelcs. ,,opllede
ncpptnJ- ,r,J ,J,lr Jld, eJl ,J7oz'iJJ,ieJ,ro, J_c_irJo poJ' le_?'es JJ,4/e,J,áric-ns J_, si,J eJJ7_nJgo, Ios sn_ios deI sigIo
,__C_l c-o17 iJ,__rJ_rJJ,eJllos dc ó_tir'r_ .?' c_íI,-Jr Iope Jfe?c'c_io1lr_/,du deJJl,lcJsrJ_r2,, rJlle es eI soI e7 _,rc esrá eJJ e_I
c-,7Jr,-o deI J,J,iz_eJ_so ._' _J,p ln ._nJre,_R 9lo es 7r1J Ií_J/i_o c._rnJ,c_ndo. SiJ, eJJ,_n Jgo, pnJ_n In JI,n?'oJ-ín dc /os
cJ-e.?'eJ,Jes po,lc1l /n l_eli_ió,l ''e1, pJ,tJ-cdicJJo ''. _ In JJll,,J1e dc CJisriJ1n de S,rec_in, e( __,_rpo de snbios
_7re Jn J_odenba scx dispe/_srlpol' tor In _,rJ_opn, peJ_segl,irIos.J/-ecl_eJ,le1J,c1,repo/' Jn ,-o1,l,-n ,-e_oJ1Jln. PeJ-o
Ius L_O,,tnctos eJlJJ_R c'ieJlIJiic'os seJ J,l,,Jtip/icnJ, _J_ncins rl lI,l nJ/ligo de DcscnJ1es, eJpndJ_e _'__erseJJJ,e,
_,rieJ1 __e eJ,c_nJgn _e d,__ll,lcJiJ- /ns idens JJ,ns J__7_'o Ilrc'io/,nJnins, e,J,p,vn,,do pu_ Ins de GnJi Jeo+

I. Cn Ji/eo se iJ,sfnló e1, _Io,-e1lcirl e?J, I _j8_j. Se dPdicó n csrJJrJiaJ'pJ-iJlcipio__ de_J__JIíJJ7,des.
II. I_Jpler, xJ-ncins n s,I psJJrrJio dc _!lrnJte, es(e dis,-ípJr lo dc Copé,1liL_o J__iJ,lel_pJ-Rtrl el JJ,o'_!iJJ,iel,to de
Ios plnJ,pl4._.' Je__c'l_i_e1l lr,,n cJipsp gi/_n,lrJo r,IJ-ededoI- deI sol.
lII. J7escnJ_es, iJItJ-od,r.io Jns JJlnteJJ,ríricns _JJ7 eI sPJ,u d_? /r___ cieJ,L'ir_s .?' In ,-e IixióJ,.
I__ l,ei_1lih_, iJ7I,J__sndo poJ- _JI deJ-Rc_/Jo, In g_?o Iogír_, Ir_s 11JnfeJJlá/ic-ns _' In Jj/yso__n, dolnJo dc lr,r
c._pjJ-irJ, e,lc'iL'Iopédico ,-_.JJ,ln In Dr_c'r/_jJJn de _esc_nJ1c._. _lr Jlro coJ, _!_'e1L_toJ, dcsnJ1-oJJn el c'�IL',l  Jo
iJ J_j, J iresi9,,n l.

I'_l_'l7_e: (iJrIJ1 /_:l7_'ic'lrJ_erlirr l_:JJ_i;lI(.



l__o&lmv_os ___ t___pA___op_p_|Fo___e0psnlq)___gm__s_cs|na_________rJ g_/_ qs \_ _ n ___hm__;;_

_ '' ,s,''
' _ '' ____ __, ..,.-,_,_, _',-. ,-,,,;_,_n_

_ '_ ' _,____is_-,._,;X?,e_v-,_v_- ,,,_;;_/_ _ f

_ M "__ N N N _ _ 'w_\ _ _ " _ _ __ __ ___ _ _m_\ __=; _-"_____"_-_
t, Hemos co_,.de,,do e,,e _ _,u,o _,.,m,.,,, o., ue som,, cons,_,.en,es de ___ e, ,ec_o, eces,.,, _
!_ conocer prevîamente al_unos aspecto_ b_icos de_ __ebra _omo:
i_ ReaIizar operaci0nes a_ebraicas ele_n_les (adici6n, _ust_acci6n, multiRlicaci6n, di_i6n,
_ potenciaci_nyradtcací6nJ. '' ' _, sv _s __
_. _am__i_'2arse con e_ _engua_e a uu__izar en el de; __,_0 del texto. '
' _ ;
!, De est_ m0_ra, el lector estar_ mejor pre, parado para _provechar con mayoc er_c�encia  el desanollo __
_delostemassubsigu.îentes, , _;_ :?,,_';/__. ' _,_-: , _''''X''

_^^^ ^^'-'^^
_' DrcróN - usrRi1ccr_N ?

Para de F_nir las operaciones algebraicas partiremos de algunos ejemplos prácticos.

_. Juan liene 7 caramelos y Ana_ 5 caramelos. Si los junt_ramos en una sola bolsa tendríamos l2
caramelos en total. Esto se puede simbolizar de la siguienle manera:
5car + 7car = l2 car 6 5c + 7c = l2c
Il. Si tuvieramos 6 caramelos y 7 panes y quisiéramos juntarlos en una sola bolsa, sólo diríamos: "se
tiene 6 caramelos y 7 panes'', es decir, no pod�ía  e Fectuarse operación antmética alguna,
De donde se concluye lo siguien_e:
P__ adicionaf o sustr_er e8 neces8rio tom_ elementos de un mis_no conJunto.

, ,_ Para no escribir e1 nombre de taI o cual obJelo o cantidad de objetos,
_,, _ O _o ,_, se les puede asignar ciertas letras equivalenles al nombre.

El ejemplo anterior tambien se puede expresar de la siguiente fonna:
7x+5x y se obtendría I2x o en otras circuns_ancias se tendr_ 7_+5_ y se obtend_a I_.
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_Ro_ er_dsloe6_En_ula7ccn+_u6danoll___e__s_e__23xqK(u2_ll_+6+5xll)____(_+5x2) _ ____A___ _ BBl______ _(A4_6x__3B(+_36_9_)_)x3___+3xy(_5_78xy_v5__9)4yA+_)(5_3B5),+3s)y5 _0___t___p__gt_______t________________
Lumbreras Edi_ores Á_gebra _P

Donde: _a

_lgebr__c_s que en el capítulo Ill se verá detalladamente. \-
III. Para redurir dos o más expresiones, es_as deben ser semejantes. __ n
Dos términos se dice que son semejantes en x sí y sólo sí x tiene el mismo exponente en '
Los té_ninos semejantes se pueden reducir por la Iey distributiva de multiplicación respecto a la adici6n
por la izquierda o derecha.
(a+b)c = ac+bc c(m+n) = _+cn

Ejemplo l Eje_pIo_
_ 3xS + _ _ (3+8)_ _ I l_ Dadas las expresiones
. 35xJ- 2_7 _ (35_22)x7 _ __7 A = 4JrJ - 7_ - 5_
As_ mismo, diremos que _y5 y -2__ son '
semejantes puesto que tienen los mismos HalIar el eQUiValenle de
exponentes para x y para _ respectivamenle. l. A + B IIl. 2A + 3B , ,__
EJemplo 2 Resolu_ón: _ =
ndicionar 3_'-8x+l con _2_+5x I.
' ,e a,ue,do a su, te,,m.,,o, B __ _6x3 7+ xy9, _ _3,s (') ,
semeJantes: A+B __ (4 - 6)x 3 + (-7 + g)_ + (-5 _
2__+_ _A+B-__2x3+2 _ 5

(3_2Jx 2 + (_8 + 5Jx + _ A _ _3 J, 5,s _
.,a_e,,ea __3x+ _ B ;___3 +9__3_5 (-

Ejemplo3 _ A-B _ lox3_ 1_-2,5 _
Sustraer. 3x+5 de 2___+3
Reso_ución: llI_ , __
denando y ,educiendo los té,minos 2A=2(4_J-7,-5y')=_-l4xy_lO_'
_antes, 3B = 3(-_+9_-3_5) = - l_+27_-9_' ' 0
2x 2 - _ + 3 () _ 2n+3B=(8- 18)_ + (_ 14+27)_ + (- _o_9)_-
3x t 5 _ 2A+3B _ lo_ + 13 19 5 i

_valenEe a 2_ _ _ _x _ 2 lV. Ejercicio para el lector. ,;
3O



__8_y (aa7_y__(_y__+x_5_x+5)xt_) (x_+y()_J ____ob___________l _ea__n2_t____e_l_n_3t_d_a___ob______c__6o__+_mat_3__o_ab__2rJ__e__t_8s_c(_pa__atbuNa_tne_++_dsN5tobt_a_J)___J_t__+o_2_sa_3__b__+_)t_e_/_5+F__am__t_t4bl_an+losl

CAPiTULO l

Eemlo_ s .2__ _
_ados p _ (c - 1 )_ + 3x + 3y debemos restar de a_
__ _ 2
32 5b _ (-
Si a - a -
p_ se ,educe a 6 x+ hallaf el va_o, de c, - 2a 2 + 5ab + I
Resoluc16n:
Ordenando:
p _- (,.-_)x2+_+3y :_ -(3a'-5ab-l) _ --3a2+5ab+l ';
2 _ 3x _, 3 _--_ _ __ -- - _ _ _ -- -- _ N _. -- __ __ .. ._ _-_. ... N _. ..... _ ...... .. ... .. ._:'
p_ __ c___5y2+6
' t_ 2
De donde c _ _ _ 5 __ o t c __ 6 Otf8 fOr_8_
Del enunciado se tiene
a2- E (3ab - 6J + (3d- - 8ab + 5) 1
EJempIo6
YecEuar __ a2_ __5ab_ _ +3a2 J
- 8y- (- 7y- t(3y- 7x) _ (2y- 8x)J + 5x) _ a2 + 5ab + _ _ 3a2
___uc_'6n: = - 2a2 + 5ab + l
_ectuando por partes:
_g,, _ (_7y _ _(3y_7x) _ (2y__)J + 5x) EiemPlO 8
_ SimßlinlCaf la eX_reSiÓn
3y_7x_2y+8x _E-3a-(b + E"a + (2a-b) -(-a+b)J+3b) +4aJ
- =- _ Resolu�i6n:
(x + y) Em pe2a,emos sim p_i Fi
t_ _ _ _ _ 'emel""EeS ma" 'l^temO't eS deC'lf_ lOS afeCtadOS
por los paréntesis.
= - 8y _ ( -7y - x - y + 5x) _ __3a_ (b+ _ _a+(2
= _ 8y- (-8y+4x) ?b
a+ 2a - b+ a
= -_+_- 4x
2a -2b
= - 4x
- l-3a-jb+l2a-2bl+3b) + 4al
2 b+2a_2b+3b
SUSt Caer a SUma e a _- y _ a - a +
2 a + 2 b
= - l -3a - (2a+_b)+_al
EFecluando la adici6n:
3ab- 6 =-l-a_2bJ =a+2_
2 _ 8ab + _-
2 3 1
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lu mb reras Ed i tores Á

/_u_rri_rcAcr_N

Es necesario recordar aspectos esenciales de la multiplicación como:

l. lqr de los Signos Ejemplo 3
(+)(+) = (+J (-) (+) = (-) Efectuar (a'm + bn')(a3b+mn + abmn_)
(-) (_) �  (+) (+) (-) �  (-) Resolución:
Dist_buyendo como se indica

'''_ ____"'''_, ''''_,'''__,,', __'''',__ _,''_,''__,''''_,''_'__,'''', '''_,,_'0''''''''' ''' '_'_''_ __'''.'_'_'''''___'__' _ __'_'''_ _____*___' __"_ _'_e__%''__ ___' __'_'_____''''''__'__'_d_,___D _ _ _ _ _' _ _'' _0__ _ ' ' ^ ' ' ' '''_'__0, 0 ^ '_ -
_ __ ^__. __ 0_, _. _..__, _: _ _ 0, __.. _..,.,. _'' '_, _..; '; _'' _:_ _ ^::._, ^';; ___, _ _,d'__d _0'_D,
I. La muItiplicación de dos signos iguales __t.'D,0,
resulta (+) '_,t?_DD__,,. _
IE. la multiplicaci�n  de dos signos direrentes __g_DD_,,,_
resulta(-) . ______' _ 3_ _ _
e,_e0,., = a m. a +a-m.mn+a-m.a mn +
3a3_+3 3 _
2, Propiedades de los Exponentes ' U ' '
a"'.a''= a
sbm+a2 7 + a3b 2 2 + 3 7 3
(_e_ .b)'' = an.t_n = a m-n m n a _
4+a 2mn5
mn mn
a -a '
a_ßn_aK,nbß.n , . ,
' _ ' . rO_lea OClaIV
_ ' '''_ '_ n'_^^^ __^ _ ' -__^'__, ''_ ^^^_^^^^^^__' _ _ "_' " _ _
_, p,op,,e,,, Dl,s,n,bu,,-,a ___._.o,.,_00a .,Cb;___0J,000.._, ,(,_... .,,,,,___, _0 .,_,,,,_6.,.

i? a(b m'''c) _.. ab ?' '.''''''''_c ^oD_ EjeInplo l_
mmn,na. ,_. ,,\m.,a._D 0 ,,d , ,_, , , _, , _, ,,0,.,,. ; _ ' D
Multiplicar 2a2 por 3a3
Ejemplo l
eSOlUCiÓn:
__ 23__ 23__2+3__J
\ '
E_emplo2
EJemplo 2 Efectuar la multiplicación de:
4 + 3
2 xm a2n
Resolución: 3 4
Erectuando con(o_e se indica Re,o_uc__o_

(_ +_3)(_3_yJ __(_J(_)(_J _2 3 _y_a_yn
3 4
t _q J3_3
_ q 6 4 l_+m_+n2
=__-XY+ y__ ='-_y a

__



_ERmul_p_____( __vy) _y ( _yy) _y (( _____(3_)_3(3_x+)t____))_t_(2+(_)53____)+l(8x)3__)18___8x

CAPlTUlO l Nocionee pre_imi

Eje_plo3 EJemplo6
Multiplicar 3_-5_+_ por _2_y4 _ectuar 3x(x+3)(x-2)(x+l)
Re,o_uc__o_ n .. ReSoluCiÓn_
Mectuando por pa_es como se indica en l Il
3x2- +__(-2x3y4) ___. '

Aplicando _a propiedad distTibutiva: _ _
_ _Xt3J--3x+9X
= _3.2_.___'+ 5.2_ ._y'_ 2_._y4
_ -6_y4+ Iox__ - 2_y7 ll. 3x(x+3) (x-2)

2
EJemplo_
___caf2x+34 r5_7
=3_-6x2 +9x'_ l8x
eSOlUCiÓn:
=3_+3__ l8x
Aplicando la propiedad distributiva
conforme _se indica: 2 _
lII_ (_+3x -l8x)(xt l)

(2x+3_) (5_-y)
_
4 +6 3x _3
__ 2x.5__7_x. +3_.5__3_
= lo_ _ 2m7 + _5_yt _ 3yj EJemplO 7
Reducir (x+5) (2x-3) - (2x+ l) (-K-4)
Resolución:
_emplo
Aplicando la propiedad distributiva:
._1ultiplicar a'''+'' -_a'"_2a'_" por a'-2a
Re,o_u,ión.. _ __ ' _ 4_
X+52x-3-2x+l X-
._átogamente con Forme se indica: . _ __
= (2x 2-3x+ 1ox- 15) - (2x '-8x+x__)
= 2_+7x-l5_ (2.x-2-7x- 4)
(d'2- 4à- 2à l) (a2- 2a)
_ =hr+7x_l5__+7x+4
= l_-ll
n;+_ 2_ m __ m+l 2
,.__ 2a +4am 2a +2am+_ 2a De donde lo reducido es: I4x - l l

__ an_+__+2 _ 2am+_ _ 2am+3
E_emplo8
m_t t _ni2
ed_ClC
m-t _n__J + m+l
_ a - a a 2X __ X-y _ X +Xy 2X-5y
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_5_ dE__q____n__u___(___l_(y_a+(5+_y)_)(__(___ t_J_5_y____)__ ___(h______) _t_ ____n/r_D_rvlsr gN_(x__7) (x+5__)v__________+ (_7+5y)x+ (_7)(5)

Lu mbreras Ed itores Á_geb

Resoluc16n: Resoluct6n:
Aplicando la propiedad distributiva: Ap_cando las equivalencias notables
a. (_+3yJ' = (2xJ' + 2(2x)(3y) + (3y)'
3+_xx_ )_(_,Nx__5) = 4_ + l2_ + 9_

= (_4__3y_sy2y-_2)- (__-5x3y+_ay-5__) b. (3_-5Y4)2 = (_)2-2(3_J(5YQ)+ (5Y')'
___,x3y+5x2y___sx3y _ 2x2y__y = 9x4 _ 3O_y9 + 25_
= 3_y+ lO_y
c. (4x+3yJ (qx_3y) = (4xJ2 - (3y)'
.va_enc_,as Notab__ �  l_ -9�

_; ìa__b)2,__-_ d2_ __' 2a__b2 d. (x' + 5y4) (__ 5y4) = (_)2 - (5v4)'
_+_ a_b _ a__b_ ;/,. -_ x6 _ 25 6
_ (x+a)(x+, b___+(a,+b_y+ab_' n__
e. (x+5) (x+3) = _ + (5+3)x + 5.3
EjempIos_ -__ +_+ _5
E(ectuar:
a. (2x+3y)' e. (X+5) (X+3) f. (2x+ IJ(2x+5) = (2x)2 + (1+5)2x + _.5
b. (3_-5y9)' f. (2x+l) (2x+5) -_4x2+ _2x+ 5
c. (4x+3yJ(4x_3y) g. (x_7) (x+5)
4 _ '
=í -2x - 35

_N /

Recordando aspectos básicos: a n an
b bn
1_ L_delas Signos
(+) _ (-) _ aa _ aan(
+) (+) __ - _b_n
c-) () !+J
(-) (-) '''' ' TE0REMA _

-n l
t_ Propiedades en los _ponent_ a _ -n i a '
m
- = a -n
n nO de FlnldO SlendO n>
a
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_D__68xl4vyxl_dylr_6_1qx5__l__l__________e2n_t__rye_4y__x__o _sRE_nto_pncnes_3_______t_6x_________t_2__t_+_Nt___N9__2____x_____N_____t______________5__x+_________t__2_2t_o______ll_+_

CAPITULO l Noc_ones prel_m_

_- Propiedad "i,_'0_.
,.00,0...,..,,,...0...,....,......,...,...,.,.....,.,..,..d......D..,_D.,..,..,,.,.d.,..,...,.o.d...,...,....,,...o.........,....... Se de be tener presente que la __i,.i _0_,,.._,.D
',_'_____'__'__'___(ä_ m..bJ_'_,'_'_.,,_;:','_,__''_,:_'_,___:'.__::'._S'''''',:_::_;_,'__',''''_'_,,.''','_''''''_'_,''''_,''_'''_,_'_'0'''''''''_,''''''?'''''''''''' ____''_,,a'____0__,,0_,__,__,_00'_0_0a0__,,i00,o0__'0,a0,o_0_o0a,'__,o__0_0,,__0,'__,,'___'_0'__'_,'__'_''__0___'______ii',',__,__0_,0___,'__8_'_,'___i_,____'_,_'____.__',,_0___,._e'___,____,''_'__.i'___i_'_,i____,_i'__'_.''__i'_,i___,i.____,i'____,i d!V!S!Ón _r CerO' nO eStá _'___0'''0__
i,:._;,.__..............!........!!..__!...!_..........'_''___i''_'''''__..'_.__.__'__''''__...'__',;'._ _'' t' _'____i'''_.._,'__,___,_,_____i'_,_O^..'0,0o____' '^P___...._.=,._'_''':'=_'._''''''':'''==......,=_.ao.'_.._.._ii.i_ii''_.'_..i'_._iii'_._ii de F_njdo ior lo tanto el '_'_''_._.
_ '''_.._''___.':___ _;.'_'__,:;'_,'_.:;'_'':'' : _''_. :''_:'_. '''''' ::': '''.', ::. '__:'_'_.'' ''''_.,_ ''c ' '' '''' ' ' '_'_ ''''' '''' '' ''' '''' ' ': ' ' ' '''' '''' ''''' "' '' ' '' '' '' ' ' _ :; __ �  ' _ ___ ''. '. '...' ''... c : i_, _ ___...__,,__; ___., _ 0 __,'_ .,.,0.._,. _._9.;._..;_..;;._:_,!v,::.__.,';,,_,,:_;, denom __nador debe 'se, i.__, _.iii__.,
i_''i'_'''''P'"''0P''P''_d'd0 d00'-''' 0_0'0P0P0'^''0 '0"' '0''0"_00P'''^'''"P''0'0'0''0'"'0'0'0'0'''' dife re n te de ce ro. ____.?'''_..

EJemplo l
D;v;d,_r 8xSy1o ent,e _2__ Eje_nplo 3
_v__d__F 3as+6a4b+9a3b2 entre 3a2
Resolución:
5 _o ReSOlUCiÓn_
y 8 s-31o_2 _28
_ _ X _ Y = ' Y Aplicando la propiedad distjbutiva de la
_2x3y2 - d__v_Ns__o/

E_emplo2 3e5+6e4b+ga3b2 3e5 6,4b ga3b2
N__ 2 2 2 2 2
e 3a 3e 3a
Resolución:
3 2 2b 3ab2
S8 6q _a+a +
__ x5l 8(2)
42x 4
Ejemplo4
= l6x4y8'2_I6x4y
._m__.Flca, x_4 s._
t
2
...._.... _,__.....;.:_.''''0'_____:''::...'''_',:':,''';,,.,.,...:._,:,,
Resolución:
Seaxyzwk_O
eCOfd8r:
x I ; _ ;
' -y _X -y .:; 6xcx+2J -- ___2x _:;

x w X.w
y k y.k
x2_4 __ __x_2
x._'_y _2+_2x _ 6x
w.X W

tv. _X __Z __X+Z Ejemplo_
YY Y x2
Reduc!r
2+__x_4x2
V. -+ =
y_ yz
Resolución:
_x. w __ xz De equivalencias algebraicas' recordar:
y z

y__+y :_. _ 2 ;.
w W _ 2 _
_ X_ X+ _X+X_ _
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__A_____x( ) (_x _2__x + 5_x_+_6_+ l8 A ________x_2 _ _l ___y_ __(_+___x2)(_6l l)

Lu mb reras Ed itor_ �lgebrg

Entonces .0.,,.d.,,o..0.o,.d,....0d..,0o.p,..,.,o.,..,.0.....d..,,.,.,,...,.,..,..,...,..,....,,.. _'0__,_o0,,,,
_ 5(x+3) '____0i0_____;___,_'_^000' '_._'_0._0.,__0_d_g_0'__0'''''_,a0_'_0', '-b _" b '' __ _6___,o,
(3x_l)_ (x_l)_ (_-l)(x-l) _____oo_,,,

EJemplo 6 Resoluc1ón:
EFectuar 2 ;) x.+5
X+I+_y_1+_-_ x+l x-l x2_
x_l y+l (x-l)_+l) __
Resolución: 2 (x _ _J + 3 (x + l) x + 5
APliCandO el teOrema (V) (x + l) (x - l) x 2 _ _
(x+ I)_+ l) + (x- l)_- I) + _2xy
(x_IJ_+I) (x'IJ_+'l) 2x - 2 + 3x + 3 + x + 5
plicando el teorema (IV) y e(ectuando:
xy+x+y+ I +_-x-y+ l _2_ 2
�_  5x+I+x+_ 6X+
x-1)__l) (x-l)_+l) _ _
x2_I X+lX-

Ejemplo7 6(x+l) _ 6
x3+ 5x2 _ lg (x-I)(x_I) x - 1
Reducir x+l_
2

ReSOlUCiÓn : EjempIo 9
APliCandO el teOrema (VII) Se tiene Efectua,
(x+ l) (x2 + 5x+6) _ (x'+5x2- I8) 2_,
2+5x+6 l +_, -,
X +
EFectuando las multiplicaciones obtendre- l +_X
mOS: y
3+5x2+6x+x2+5x+6 x3 5x2
Resolución:
x +5x+6
plicando el teorema VI_ en el numerador _.
cuyo equjvale nte simpli F_cado denominadOr
2+__x+2q (x_3)(x+g) x+g x'__y2
_+5x+6 (x+3)(x+2) x+2 x2+y2 _ (x'+y'+2_)y
Y+x (x ' +_' ')(x+y)
Ejemplo8
Simplir_car

x+l x_I I-x2 (x2+y2)(x+y) x2_y'
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t_Hau_
_sRLc_p______oa___e__0___________p_____D_0_s__n___0_s____0____D__0_____o_t______________F_______f___u_0_______a0_0_0l______0______c______0c_p_(_____0___0_p________c__0_06____0___0_______l______l___0______on__po___o________>__)____p_______o___y___0__n___________e_________________a___ts______________2___0________t____p_________d______________6__p______e(/____________p__________________0______p____e_p___4__)_p____p_____s________)p_____________t__________l_paa______________t__2__________________(___________o_____________(_____________rm___p____________00____N______________p)________e_________00b________0___________________________s_____________e________________t_____________Nl__________l______a__N____p__________p_0__________n______p0_____0_0_______pa___p_____0___________n_p________________________________D______D__________________________t____tttt__N____________________________________t____________t_________t__________(_
___x_2__2______)________x(__x___x__+____l__J_ __________ /______xr_____+_ ___ _x _

CAPlTULO l Nociones prelimjnares

Ejemplo 10 Para el ejemplo, coMiderando la nota se
_mpl,_F_car tiene en el denominador:
X-2 2 x+2_2 x
-_ x+2 x+2 x+2

x+2 Luego
x_2 _ x_2
l xx+2

.nu_ se s_lm __lF,can erectuando las x + 2
x - 2 x(x_2)
OpefaClOneS de abalO haCla am a. _ _
x-x_2 x2_x-2

'',__i_.'_,___ii__,____i_,iii____,i_.___,________.'__'_i___'___'0a'_'''_da'_____,o.ida____'_a0'_'_0__.0___.'_.,_,_,_,___,__,0___?,___0,_e.__.__,__,__0i_____,_e,_,_,_,,_,'_a0_0,0,___,0__,,'_,0'_,,'__,,_'_,_i_ + b + b a+ by ",_i0'''D_, x(x _ 2) _ x
'__"__''__'''0_O__'0____!_00_'_._00_ _''___0_^ _P..__D.____'___'''^__'_____i^_______ c+x _+x _+x i'__,_ - x _
_________i_____/___________,_/__:___._____:,'__.'_,'_.'__:'v_'__:','_'_v''__''_''_._'_,:_.'''_,__ Y _ i__'',___,

,, _cuAcJoNEs 1 D_sR___ D_ INcóGNIrAs

Se expondrá mediante eJemplos pr_cticos, utilizando expresiones que se considerarán bien
_r_nidas.
_rdar:
; a =b siysolosi a+c = b+c ;
;; a_b siysolosi a.c=b.c ;c_O :_:

_mplo l Etemplo 2
x x _ De: u = a+(n_ l)r, despejar ''n'
afXen -=---
2 6 4 Resolución:
./ u = a+(n-l)r _ (n_l)r = u-a
. _._cando todo o, 12 (12 es el m_,n_.mo (dividiendo ambos miembros enlre r)

X_ X
2 6 4 lransponiendo términos
6x=2x-3 ' n'-
6x_2x =-3



dD_e_gam2e_(xppretls_ e3F o22o oo __p t_ggg2pr+3F d_dqgdt6n__r__b_(q. __(____l()_l ___)__ l +l

Lumbreras Editores Á

Ejemplo3 Ef l+a ab
eCtUandO _=
t2 2 3 X X'b
De -=--- despejarp'
F p' p setend,_

Resoluc_6n:
l+a)x+b) =xab_x+ b +_ +__ xa&
2 2 3 t2 3 2 V
De -_--- _ -+-_-
f p' p f p p'
Luego x+ax=xab-ab-b
2
Lue o _P + ___ t t __ _P t X l+a) '' b __a' l
Fp p' t2
X a+
_ =_ ; Vaxta
ax_a-l

Ejemplo_

_o_n e __ v _ + _l t2 EJe_nplo
2
eS_eJe l. _ Despejaf _+_ _. v
q-X

Resoluc16n: de _a _N ua_dad. K _ a - I

I. Despejando ''g'' _ +_-r r _q

I 2 I 2 Q-X
e=Vot+_g_ _ e-Vt=-gt
2 ^ 2 Re8oluc_'o_

luego es e u _. v a _ e n t e a _ +a-_ r+q _ a-l

2 2(e-Vot) Q_X K
e_Vot)=gt _g_
2
Iueeo

__. Des _ando __v tt a -l r + 4 __ _a - l _
q_x K
ultiplicandopor

2e__2vt+t2 _ 2vt_2e t2
O O a-l
r +Q a-l-
2e_ t2 e On e ___ eeVandOa
V=_ q-X
2_
aa- reSUltaqUe:

EJemplo5 r + q a_ _ __ a-I

I a ab b q-x k
e: -+-__ deSpeJe
x x x+b

Resolu�ón:

". A c :' _eSpe}af P(X) de
eCordar: ;' _=-_AD_BC :!
_ B D _ _
:'.....................................;". c__ +X + 3 = 4 - 6_ - 5XP(X)
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___ t )_( _____ _N_)(_________) ç______(______b_2_+bcca+a)(_t_(__b_____)__a__) _

CAPITUlO l Nociones pre___m__

Re8oluct6n: EJemplo l O
Transponiendo los té_inos al pnmer _'embro Efectuar
l l
i(x_+_ (x)+_1+__l __o a b+c b2+c2_a2
l+
P(x) (_ -l) l _ 2b
P(_) (_ I) a b+c

Por el criteno del aspa simple Re8ol4cl6n:
_P(x)+ (3x_ I) l EP(x) + (2x+ I) l = O
de donde _a(b+cj 2bc + b 2 + c 2 _ a 2
P(x) = "_+ l ó P(x) -- -2x ' l - _b+c_a 2b, '
a(b+c)
E1emplo8
_ectuar
_J _ x2 _ (a+b)x + ab x2 _ c_ b+c+ +c 2 2(
_x. a __x2_b2 _x2_c,_c,x+ac _X-a _ -- _b+c_a 2bc

_xtta ; x_tb; xftc
(b +c +a) (b +c _ a) (b +c-aJ
Resoluci6n: (b+c -a) 2bc
la expresión es equivalente a
'_l __ ( (,+b+cJ2
'__ (x+bJ(_ (_(_ -

X+C
x +b EJemp_o __
_plo9 D __ l
eSpelafXde: m=
m+n +_ _+9
n _ p ,
Uar - + l - + _ + lO ReSOIUaOn:
p m+p
' _-l
n m --
__9
_lu�ión:
' __ando convenc._ona_mente _ m_ + 9m =_ - l
_ _(m_ l)_ =-l _9m
__n+ __p + _ o _+gm 1+g
_ m+ _ m-l l-m
n
ue_o elevamos al cuadrado
n n
-0. ^, ' -- x_ l+9m
l -m
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_d)_( _)____ )) _ c _ _ _ct ] __)o(ne_st_ )__)

0
fObICmaS __o 0 ugstos

l. Hallar la suma de: 3. EFectuar:

a) 3a+2b-c ; 2a + 3b + c
a) (2x+3y_ 4_)(2x_ 3y+QN_J
b) a+b-c ; 2a+2b-3c ; _3a_b+3c
b) (x+ I)(x-2)(__- I)(3x+5)+ l l(x_3J(x+7}
c) x+y+_ ; 2x-3y+_ ; -4x+5y_2_
__5x+g ., __J+_ox_3o ., cJ (3x-l)'--_3(2x+3)'_2x(_x_5)+(x_l)2

- 6x2 +5x_ 5o d) 5( l -x)' _ 6(_- _' 7) --x(x_ 3J + 2x(x+5)

e) _y__+5; x4-__+5_y-6_

-_ _ +_r+2 4. s__mp___F_ca, las s__gu_Nentes exp Fes_,
_ (_+__3_)-(-_+3___4_)

_ _--Ex+y__2x+yJ
a) 3(x_2)+2(l-x}
h) __=+ l- (___)+(_3y'+2xy)- (-3_+r)J

iJ _'_!' _a _ (_a+(a_b)-a_b+c__- (_a)+bI) I
b) 2x-5E7_(x-6)+3xl-2l
jJ - i__- + {_(x+y)-- __x+__-_)_(-x+y)I_ y)J

k) ___ - x - 2y + (5x __ 2y) - x_y
l Il ll
C - X_- _- x+- -- (x_
t) -_3m+{_m_(n__m+Q))+(_(rn+n) 3 2 2 3 4
+ (_2n _3) )I

O,75_y 2x+4 l
' ' d _-_-X-4-
3 l_5 3
:. símbolo de agrupación
llamado barra o víncuIo.

e) 2x-4l5x_ ( l ly_3x)I _3l5y_-2(3x-64)I
2. Ha1lar el producto de multip_icar:

r) l 4(bJ2b _Io5bc
___1 ,,_J ^ C' 'C ' _ _ _ '_
a a - ßOr a" 2 3

bJ 3a-' '+a-'-2a' _' por a'_a'' '+a" 2

c) (3_'+2x-y) por (x__4xy+l)
2 2 o75 b 4c
xmnt l n_ '- C" f '_

_



__ d) (_(5(_a_ _94_ _a_)_ _32__(____2a_6_ __ _)_ + eFJ)) ____( _ +___x22___)__2x_m+(_n_+_np4_++811)+__28__ _

CAPITULO l Noc;o,es p,e_im;,,,e,

_. Simpli Flcar Ias siguie_tes expresiones:

c) _+ C l+
I I 2bc
2 _ a b+c
a a+3a a+
a-+_-
a+2 4_a2 3a_6

4 2_ x
b) _X Y+_X Y __ _X Y- __ Y j'x' 3
x_yx+y x_yx+y d X X_

2
c)_a __a+
3b3 _oa4 ab4

a+I a2+_ a4+_ a8
x_y) __(x_y) _ 2x2y2 +6xy

(x_y) (x3_y'3) + 2x2y2

(a_I) (_ +a-3_)

b4 8b ,b b_6 6bq _+ J _+a Y _
e)--;-+-_- _-
b-2 b3_g b2+2b+g 2-b (4_b)2

__luar: n
_J- p+I_J+_mP_ +

'_x2(,+b)x+ab x2_c2
_) j
_,x2_(a_-c)x+ac x2-b

_ 5y _5 h _m 2+n' + 1 +2mn _m 2 +n'+2mn - l. + 1
b)X-3+_-__2X-I+- 22 j
2x-G __-3 m +n +mn



_dr)))__l___c__a__3(Rr_mK6_o____xl)d+___b4x_7______b__(n___x)_l+_ax pqm_))))))(v_(_3x)(2_)___)((_(h_)())(_)b_)( )

Lu mbreras Ed itores Á_geb,a

7. De las igualdades siguientes, des_jar la _ M + 5y - _ x x
incógnita _x: 3x + 5y + _ y ?

a) _2a+X_(n_l) n __ 5 '_."' _ _ _1 +_l __1 +_l
2 __ x_a x+b x_a x-b

b) 3{ IO_2_3x_2(x_5)I+7x} = 3x_4
Xta X-a
a-t _ -'-
k2+n2+m2x x-a x+a
c) t_
a+X

l __
- n oX+-gX_
3 _ 2
4'_ 4_2

3 3
O X+ X_a+ba-
V
e)W_
60d +v(t_x}

4+a2 3x4a2_4ga5b4
n
m x_3 x_5 x+2 x+4__J_x__3_

+ 2x= 50
g) y _- (b_�)-  (b_c)2-4hcx
2 ,) _+2_+2__a __ 2xy + 2x_?, (,,, y, _,) ,_ _

Ill I
S -+-+-__
hJv__V l+--I xabx_a+b
T x

t) (x_y+?)' = 2+_+�+5,  '
. a
l V_
_ _ ___ _ _r_ u) _+_+_'- -- _+x?+Y?, (x, Y, __J __ N
d P' X
_ ___
_+3

2 4_2
i) X __- _
x2_4b2 b W _X +_fX =__X +fX
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_ A_t __ __ n y n _ t _ _ _ _/ t n

__ - _ __, v_v
;-_;, ''"';_ _ __' l_m_ton___n,I,?,_ero , , '___ ";';n, _
'_-_u
, - _nsrn eJ n_-_o JlOD dpspl_ps dp _11_ro sp J_só e1_ _J_rDpn In JlJ____e_/_n_,'ó_l _lJ14,,n. p,y ,s-
, __-n, IIII 1J_ercndpl- dR Pisn, LeoJInrdo PisnJ1o, nl __o/_'e/' de ,I1J InJ_o _'inie po,' ,_J_i_'n _' eJ
_ _'_Je_io OiieJIf_ escJi_i�  IIJI Ii6ID litI_Jndo _i_erAbaci do1J_e e_'poJlír_ ._'pJ_poJlir_ el_Jp IenJ' In
. Mn Ip_IJ�ticn  I_n_n _r Ios �J-nbes,  _I_ n sII __e_ In /lnb/n1, npJ-_J1rIi_o de Ios IlixlrIIícs .?_ r/_Je J,o
s____iicn olrn c_osn _lIe _ada
Si 6ie1I In o6rn de LeoJ_nr_o Pisn_IoIJ_e l_1l /lec/lo li_'o Il_cioJlnJ_io, _ebi_o n _IJe I_o estnbn
i1n'e11ln_n la iIJ_pre1I_n, _6ieIa_I tmI_sc J_IMi ttis sigIos pnJ_n _J_e J,_iJ_n c'o,_oc'i_n eJJ _o_n
__JJ_o__.
_s iJlteresnllle seMln/nJ' rJJle eJ7 In _lllér7cn pI-ecolo1IJbi1In, IJI�s  precisnJJleJIte eJJ1r_ los
__n._'ns, e,K'ist/n ln llocióJl rJe "c'el_", lllí1Ile_ glIe ellos e1J_plen6n_l eJ_ sJI sisl_I,n _R
1,lJ1Jlel_nL'i_1t _'igesiJJJn I.
_sfe J1líJ,le1_ es J_lJn _e Ins 1J_rís _,-nJIdes _I_'_e,_cio1Jes dpI geI_io IJ_I1IJn1Io _'n _I_e _-4_'ins
n _I se nbnJJ_o1ló In 1llIlJleJ_nL'ióJ_ J_oJl1nlln, ndopl�JIdo5R  ln dpci_IInl _'igeJIre nIíJJ e1J I_IIrslros
lie1Jlpos y_ncilitó Ir_ ejec',JL'iuIJ _e lns o_J-acioJ1es nni_IIéJicns.

J_ll_ntf: l,rl .\iI_'rl .l Jrl lell1rit1_ -__ _ I __rJ. .__ I__rl_.



__l___ A_ra_n_est_ha?mscu__tm_____0t_o___3_ __l3_ ll_lloooooL23__m_________te_lllloooo3xxx2y_eolll4oooo_e0__xx___x__13loosot2o___x_ lllooaooa__olo__eonl ooloent_t_ed_ds _y____n__ ______v_v 9______3?xq______

_ ^ , __ _ ~ _v h _ _ _ / // _ _ ': n

! O_mVOS _
t _ _usc_r un_ r_laci6n en_e las defln__îone5 _ _os teoremas carresP0ndjentes a los _Pon_ntes de
Un_ eXPr_Si6n matem__Ca_
_ _ Caf C0n CntRnO a _OtaCl n ClentI ICa en e C CU 0 C_n Can l a eS mUy peQU e naS O mU y s_

_ Capacitar para recon_cer l0s __nentes mamres de cacientes, praducto5, potencias o ra_ces _; _
n__sîma5. :
_ Aplicar l_ relaci6n de base a base __ exponente a e0onente en la resolu_i6n de las ecuacione5
exponenciales. N x,

lMRODUCClÓM
Veamos la necesidad e importancia de este capíEulo a través de algunos ejemplos:
Los números lO, lOO, lOOO, etc. juegan un papel muy importante en la notación decimal y se llaman
potencias de IO. Un modo conveniente de indicar estas potencias es mediante el uso de exponentes:

10J= 10 x 10 x lO x lO x lO= lOOOOO
_. así sucesivamente; leemos l05 como ''diez a la quinta potencia". El numeral 5 en lO ' se llama
e._ponente.
La mayor utilidad de estas formas exponenc iales está en e l trabajo cientíF_co, debido a la necesidad
de simpli F_car los cálculos con números muy grandes o números peque�os.  Citamos los siguienEes
_ejernplos:
; _. la estrella más cercana, AIFa Centauri, está a 25.OOO.OOO.OOO.OOO millas de la tierra que puede
simplir_carse diciendo Al Fa Centauri está a 25. l0'_ millas de la tierra. .
F_. Entre los años l 908 - l 9l7, el físic_go norteamencano RobertAndrews Milfikan2gdedujo que la carga

_Cómo sería sin la representación exponencial?
_l. En la teoría molecular de la materia, Amadeo Avogadro determina una constante llamándola el

Vemos la gran utilidad de esta forma exponencial en el trabaJo cientíF_co.
Para F_nalizar, planteamos el siguiente problema de astronomía. Se acostumbra describir las
distancias entre las estrellas mediante unidades llamadas a�os  luz. Por de F_nición, un a�o  luz es la
�istancia  qu_ reco_e la luz en un a�o  (365 días}. Si la luz viaja con una velocidad de 3, l _ lO ' kmrs.
aproximadamente _cuántos km hay qn un a�o  _u2?
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Lu m b reras Ed itores Á

_FINICI0N_S____S

_NE_,MRN._,, '- _--y_ns.' "'-'- ',';-''--=_''\__;;_:x"v___ ,,'. ,__,,';_v_,,___,' _ ,__n,\,_ _ .',;:'''_'

Es el exponente entero y positivo que nos indica el num/ ero de veces que se repi_e una expresi6n
como factor.

E_- plos:
l. íb _ . 5. ...... 5 En general:
0VeCeS
72 _,, ,-_...._ ,
2. __X __X __X __ __X ,'_nc'�_\s___  .-:',_;''._' ' _ _ ;,, v___';,'x_
_' y '''' y y __Qn__'_---___'5i__n=l ''. ' '-=_' _:_'_,5"'"Y
_ '' '_;_'_';_/_:..a Sin_,N,_;'n_2 ' _n
72veces '',4 , Mm , . , _ ' '_ ' ,_
3 _ 3 3 3 4n _ _ , y,__;____mnm_ce_ 7 ' ' \,;,' / '
3. y_'. ... �  _ 4n- I _ N _. __'___n,_ ',. , ' n__^__ v_; . , , _, '

_n-l veces 8
q3 _ __cqm_,'__,____
;_'_,,_, _,,_, ?

v (_) (_) .... (_) , (_ )_ +_ ,,
43veces
33 3 32p_3q7
j. _ _ ..... _ = _ _ (2p+3q_7)f_ + VeCeS
PP P P
No liene sentido ya que ( vt + _) no es un número
p+3q-7) veces

N es el conjunto de los números naturale__
R es el conjunto de los números reales.

a' 0M >_ _n , _' n__ / 'v_- v ' ___ n ____ ' _
Todo número direrente de cero elevado al exponente cero es la un�dad.

a_?_ ,,__x____;___v/_ æx

EJemplos:
O
l ( 4+ _ l 2 _+ _ l 3 x2+ 2+15 O_1 g - -- obse_aci6
_ ' ' ' ' - '_4250

'q ' ,, _ , __, OO es indeterminado. _

Eje_plo:
(_ _ _) '_ + 2 = (4- 4J '' 2 = oO _ dicha expresión no esta/ der_ida.

46



_3___tv 8_____4_(3_)x_4o___t9_____t___y2)y__7 t _ vn __ _dc/x))___(5a___b___(__as)_lt__o______)cro(8m_5o_l7_s6_(tl4gl_)u3e_t____(l) ?

CAPITUlO ll

_ ,' ' ' Y v_x'_ _ __'''
n' nh _' / __ vn_h__ , ~' ' _

Nos indica que la base diferenle de cero se invierte (inverso multiplicativo).

Eje_plo8:
I l
aJ 3-_- =
'' '; V\__y_ x n/x_ 32 g
_?h____nv '
__ ;^_x; _' , ', n;; b _4-3 _*_______
'__ \ ' 'h' ,_ / '_ _4 3 _64 64
2
2
8
' __"h_T____MA _ nn n/
23 l j
_ _ -_-
a"=_ n_af _.n_
a
_ ___ J _ x__ O " no est_ deF1nido (n _ N)

_M_FRA_CIONA_0. ' y ' s's n ' , ' , _ '

El exponente fraccionano se expresa como los radicaJes, donde el denominador de dicho
exponente representa el índice del radical.
m x,?'_^\_'' /m ___x ' '^__ -_
_n a�  _' _a _ _v_ x _ _cn;___xvn _n 2 '

EJ e_plos: Res olu ció n:
_. 4__ _ _ - _ - g _ eqUi Valente a_
3 (_,)2
2. 810/3_ 8 __8 _21O_l024 J -_6
4 4 3 269
3/9__ g __ g __33

_2-l Se reduce de dos en dos de arriba hacia
, CaICUlaf;
Re8oluciún: _ 2
Usando l6s der_niciones de exponente ' - ' -
negativo y fraccionario, se Eiene:
_ l/_ _
_21_I2_ l _ _ = =
- 4 - -- 2 l6 2
l/2
_. RedUCIr:
_22 9 9 3
9-
3
inalmente: 271/_= _
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LU mb fefa_ Ed i tOfeS Álgebra

or_NcIA___N

_E_NlCl_y , _ ,v'_ , ' ^ ' ' ' - ,_ - -_,_,_,c_ " _ ' ': ., __' '_?''_;' .. _ ^ ' -_'
Es una operación matemática que cons iste en hallar una expresi�n  Ilamada po_encia, pa_iendo de o_as
dos llamadas base y exponente respectivamente.
Id mtidad Fund am_ntal
v , ;,;'';;____, i_,; TE0R_Mg 2 ' ' -y'
P_^__ _ _ a_ _ _ m_,_ _ ___
_ '_ ' (_)^=_":x___.m,n__
Donde: a=base
n: ex_nen_e natural Demo,_8c_.o/n.
p: potencia ,,_,,n + _m
xm)"=_._. _^..._=.x ' _-

TE,O_EMA 1 n_eces
_ (xm)'' �xm'n
,_=X-m'n _ X_ _ J" ln_n_

Demos_a�ión:  Ej emp_os:
xm_ _ --x__ x ___x _ x__ x ___x _. (x3_(x3_ __-4 ._s =x__ .x___ =__' _

_ _ = X_ X.NNN X _ _ ' ' " 2 3 q J_o _ _3 _o o,
__ 2. ... x .... --_ ,K ' ' '''' _ x' '
(m+n)veces

Ejemplos: 'v', _-'____,_'9_.: Se llama factor1al de 50 _,_
5 a6 7_ 5+6+7_ 1g
/ __5 .t_ li l4 )5 _s( __) (_.,,)
2. x._._..... _=xl+2'3' '
= xU= l
n(,+_) _x X O
erO: l+2+3+ ..... +n =

!!cn+!! ?J__,_, _,_J
_X. . ..... _=X ;,,_ , _ __ - - ''N - ''' --
3._x_'l_x-.x...x7. " '_'_"'v"' ' v"'_""'"_'

(___ _ I) vpce_. T E O'R E M A 3
(a.b)"= _",b" ; a_b e _ _, n_ IN
lPorqué? ... ......
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CAPITULO ll

Demos_ación: EJ emplos:
(a.b)" = (abJ(ab)(ab) .... (ab) 22o
20-J6_2__
I6
nVeCeS
= a.a.a ... a. b.b .... b
3 +5i
_ a _ a(3 _5x)- (3-5x} _ alO_-
nveces nveces _' 3-5x
a -
_ (a.b)''=a'.b''

''' TEOREM_ 6
Ejemplos: . ,
5_ J_ n
' X'Y - ' _ - _a ; n_Nr\bc_IR-(O}
__, 2333_r23)3_6__2i6 . b bn

/ 7 _gIG lG716d_G
_3-tY_-'" Y?

\_1 \1
_. - c' -__ - _c''_1 _______.__
- b b __a,,,,,0o._._..?.COrOlar_O

______0 a"b'b^
__,__a0---_ ?'a.h_
. . , 0___^'0_,,,P0"0,,,000aa_0o0_.b aa_

. T E O R E M A _ '~___^''"_"^^"_"^^_^"_'''^^_^^'^'^^'^^^^^''^^^^^_^^^^^__^^^^^^^^^"^^^^^__^_^^^^^__^__^^^^'^'^"_______"__^''_'^___0 __''_'__'__"'_'^~_^''^^^i__'^___"^8^"^_''_^'_' '"~'0'"'' '"'"^^^_^^^_^^^_^_"__"___^_"___^__^

a bn__a.n b.n
. . E_emplos:

aa_n__aK_''_a
___losN _ bPJ (b_J)n b_'n

J_ jx'.y')_' _(.x')'(_y')' _ x'''y2'

_ _,__722 gs1 J30_J_
it__ a'c^ _x'.a -_c - _x a c' _ __ __ __lOO
_ -2o __2__o ^

_ .., 'TEoiEn_A _ '' 2 x -2 _, _2 _4x 6_,
i ''' '' a _a a

m (b3_V (b3>')-' b-'_? a'X
_a"'-n; m,ne-N_m>_n
a
aí_ IR _ (O)

_____,o___,_o_____',__,,,_,__,_,_o,,'_,,__,,0',___,__'_'_____'_,__,_'0'_a________i0_____do,_,___..__._0_,__,'_o,,,___Do,___,,_o_'_____.___,__o,,,'__o,,__,a,_,_,___,___,__?,.....___..,,_9__._ L o s t e o r e m a s e x p u e s t o s y _i_i____'_,____.
_______'____,^______,'__8,' '_!'_j__0''____~__'__,_______'_____'?'''''_!. demoslrados para exponentes ____i.,._'i?,,
' _ _:_'___''__'_' ''''__'_._._'v _''_____''_.____:__:_''' naturales, pueden ampIiarse a '__'_,_''_,_,,'_D_,,
exponentes reales. Pero para su ____''0',,,'o_,
a _ a . a m n demostreción es neceseiio ye otros elementos de __l,__,,,,,
_ a n a n mâtemátlCa SUperlUr. D_^,^,
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___de_aA__y____s_____________s_____edenn________o___tTa_Epoa_____r_______g_bE__A___________o_D___D_____0___1m__y__________+__y___________________________n_________________________a______________0____________0%__0g_N_________________________________0________________0__0________________0____0_____1___0_____0__x__00_________________N0_________p__________________________________n0__D_____________0____e___c_t___0____a____y____os____o_oe___Nl_______n____g______t_______0_n_________________0__________e_0>__)0s2__M_____________Ty_p0_b_a_____0_E__r__________0__1e___p_____9__A____o___ooo0_0n_ga(t Rlo)__n_)__E__c__e_s__3A__e_________>___ 2o_ __ b>o ___ _
LUmbfefaS Ed itOfe_ Á lgeb ra/
_AD_cAcro_
_E_M.l___''''__'__.,,..._,,. '''''_.____''_::..... '''' _ '''' _:''_._;_'_____:''.,_ _.. __.,........ ''''''''''''''''''''''''',_'____',.. ' ..'''';:.
Dados un número real i'a'' y un número natural n mayor que 1, "b'' se llam__ raí2 n _ ésima principal
si n es par, entonces 8,b e _ o.
_, __ __ 2 y, que 2_ __ _6 (2 es _, f,,/, pn_nc,_
3 __g __ _2 pue,to q,e (_2)3 __ _g (u/n,_
Id entid ad fundam_ental;

__o_.E___ DERn_D._...cn''''c__6N..... ... ...__'__.:''''''''''..''' _.._:.......'''"'. '_.,_. ..: ''

___._eniR ^_= _ .,bxo l
Si n esparentonces _>_O ,_ b>_O .
Ej emplos: EJ e mplos;
l. _ _ _ = __l6 , v_2 = 4(l ,4 l) __ 5,64 l6 __ 2
(Apro,_ ima dame nte)
,. 3___3_.3_ 2. _3 =. _ 6 ='_8=2
3. _ _(-_3) (-2) = _ !_ ? ' _ _ -2
_ Por qué ?. , , _Por qué? .. ,
5O
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CAPITUlO Il

Ejemplos:

_'__,_ _'_'''''_,. T''''''E''''aR_MA_....';3__,...'''''''''__..;__''''_,__,._:_: 3
___'' m'' mn ''''' '' l. 2x_3_'_'2x__4_x
_?_, na_ am,neN
'__, 3
_,., s_ _. m n e s e r_ a > o N _ _24

_Porqué? .......

' __lCA_ _M 'SUCESlV.0.. _'' '' ,;.... _.,__''''''''_;';'_'.:''' . _'' __ __ ' ' .,, '''' ' ...,.'' ..__:_'''''''._,,._,_''''''__''_'_'',''''''''''' __ ..::..._,.,.,_._.,_.'_,';,,''''''''' ....,._, ,...... '._ ._..::''__.:._:__,._'.. ''' '.:..,,,...;: ,;'' . .......'' ..;___._:.;_;,v. _..__ ''.,
l

'_ '''_' '',i'"0'^^___''''''0d''0^_0^"'__'''__'' _' __ '''^^^^'^^_^ __^_ '^ ^_'_''''''''''''90D^ 0'"0 _''__'_,
' _m. _'_' .__ n .'_''...nm _;_:_:'.:.'_:__mm...___Y.0_'
_ ._.a.,,....,.,,.,., ' 'b _. ,.... '_,:_-'''': _a._!,,...:'''_''''_'__. '.. _,.. '''''''',''.':'' ' ' -.. ' _o,__o, 2. 3 x5 _ _ 6

Ejemplos: - -
i., _3 -
' 4 _.3 4.3.5 5 2 - 3 s 4 _ ' ' (2.3+si1+1
' _ ' _ 3. x x x -- x
i _ l2 6O
i _ _ _ _45
= X
7
'__ 7 7.4 7.4.5
'-' ' ' x_x+_
_ 3 _ 43 3 4
--'_.'8_.''O_ ' 2 =

__ la fórmula anterior: Si las bases a, b, c son
i_uales,esodeterminaauna Formapráctjcade ' ' (l_4+3)3+4 _ 24 2S
_,Rducir.
II.
_ _Ia PráCtica _oD_0_'"'''_^^____"''"'_' '' '_'__' '' ''''''' __''"_'' '''''''' h '''__'''''''''_'' "'"'"''''''_' _ ' ''''0___o__
ii_ '___'';'_ ''_x_...,x._'..'_'''' _'' ''' _
_ _"_d_..- '.:_ ''______"'''''''_' '_'_;..._,...,._._0"'_.'''___''''_''_9_''_.'"'':'.''''______,:_..______...,_....__,,.,., ____,.''''a __ __ ''''_._ _._.: '''y _,._,_.. .:'' t_. .;._.'''_. )R.. .+'.Y..
.. ,_ x'+''.x+ nm._ '' '_'_ ^^o0__0 _._ _' _____'__. __3
i n 0 _ _ __)__ :__ ^^^_ ^'^^_^^_^^_ ^^^__^^^ _ ^^^^^^ __ ^^ ^^___''^_______^'^__0d00'0d^0_'' '^%
(. ....'_..' .._X_'....:_,,.'._'''X __'..,_''._0___, (x-x+__
?_ En los exponentes, los signos se alternan
'' X + X + X +.....
..__Rlo_:
.., Ejemplos:

__ X+ 4.3 '
,.g _l 35 8 43X2-j 4.23.2_1 g s
i - - ' X__X- X - X
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LU mbferaS Ed itOfeS Álgebra

2. _I_. x1_. x1_. xl_. x1=
iPorqué? .......
2.2.2.2,2 c(_ 2__ 2+_ 2__ 2+_ 32 _1 Eje_nplos aplicativos:
3. l. Hallar el exponente de x, luego de
simp lir_car
3x4. x1 . 4x1 __ '' x(__2-1)

= X x3
______,0_00'_00,__.. COrOlaf_0 2 Resolución:
__8_,,__'_o,,,00_aoi,.. a.b ,c b c Usando la reg la pr áct ica I
___,0_______'__0,.0_ s_i. a.b es par _ ,_ _ _o ' - _x{J,2_J_,3__ . x2 _x22. x

Ejemplos:
1. '- 5_ _ _ _ ' 2 x ' ' x2 _ ('2_ x2) ' 4 _ (x x__)'_
3 3,22,3 66 6 _ _x72 J
6 Respuesta: El exponente F_nal es 72
=_8
2.Reducir:
AnaliCe C8da Una de Ias Sl'_Ul'enteS _re_Unt_S: 3 4
x_. _O'
a) _ = ? x_ y_
Resolución:_ P O r q U e ?
......... _.... _ N N _.. N. N ,
Aplicando las reglas prácticas l y II se tendrá
b ; _l_3/4__ 7.
_Porqué? ....................... , x
3 4
c) _(-27)4'3 = _ (-3)4 = 8l ?



___Rseduc_(58(ll(___2__2N2_)n2_)__)n_v(__e3_ce__)s__t_____5___(__J____55(__3) __3_3 llnx_d_(4lc(_2_ax(_FN__x_e__(o_lx(2v_)()oax_l)lox_(F_2_d)o_xer(v)oe(_(2x9orJd_____)a_+d)__+d(le____(9tlvI)al)s)lp_xfo_)p3lotslc)lones

ro b l e m as Qesueltos ,

P_aDl_m8 1 Pia_l_m8 _
Reducir Al feducir
IOveces 7veces x2 x23 x(_2)3 x(-2)'
5.5....5 l5. I5. l5.... l5 x_22.x(-2)O x20 x-20

Indicar el valor de verdad de las proposiciones
ReSOlUCiÓn: _. se ,educe a _5 _ x, _g
Por exponente natural
o _ 57 5lo 57 37 I I. Es equ iva len te a _ ' _ xx O
N _ _ _ _IO+1l5 78
2 _5 J 2 )5 ' ReSOl4CiÓn:
, , 25 Vemos que x x O (por estar en el denominador)

2.3 x23 x(-2)3 x(-z)_ x6 x8 x-8 x16
__al_m82 _X ' _ ' -_
_r x-2.x-.x.x' X_X_X_X

J4565g5 2n5
_ ' ' ''''' ; n > I 0 6 g -g 16 6+g-g+ )6 22
53545 nS _X_X_X _X ___X ___X __x25

Resolución:
Asociando adecuadamente Luego I_ (F)
45 65 g5 (2n)s II.(V)
25. - - -
5 35 45 n5
ProDl_m85
_ 2'. 2'. 2'. 2'..... 2'_ 2' " _ 32n . ..
I. Vx_O
_g_g-7 9
_mDl_m8J _lo
_2-13-20 6I
i la expresión V axO N 4 - -
3 _u a3 9,o88' Resolución:
a _ .a
a. a... .. a l. x 9( 8)( 7) ' ( 7)(O) -
n VeCeS - - t '''''__'___'

_ reduce a la unidad. Calcular "n''. a__,..__i._,.,..,._._,.__.,,.__.,,,,_o,,.e_,_ai8,___,,_,6,_?____.__,__._._,,__a.,__,,.i__,,_,_,,__,.,___?i_.,._,,,_o.i_.,._i,.i_..,_,0.e_._i_._a_.____9_..i.,._ _'____^^'_D,o
__u,,_o_n.. II. __._.._P__.._,...___,..___..._..g.._.__.._._..'0.. -_,:_=_'_.'':___,:'__'____;,';_;;._;;;?__?M__.__o,..,.___;'__...... O ' noestáde Flnido 0_____^^__,,,0,......... (F)'
' _ ve que n �  N, luego ,,,0,,,,,._,_,_D0D90,_,_,,_,_,,_,,0,,_,_,,0,,_,,0,,0,,0,,_,,0,,_,,_,,_,,__,_,_,_,_,,_0,9_.__,_a.8_._8,_,_,_,_,_,_,,_,,_.__._,0._._._,.__,_._,0._,.,0,9,,,,,.,,,0.,,,.,,,,.,,.,9,,,,,9,..,,,..,,,,,.,,0,.0,,9.,..,,,.,.,,_,,,,.,,,,,,,.,.,,, ,,,,_,8,,o _ ___ ' '_ _ ' ' '
3 885 a3
2.n.3._10 _a a_O _ a6n _ a1 __a5n+4
a_'' a n PfODl_m86
_ se reduce a _a unid,d (5n+4) -_ o ., pero no Con respecto a la expresión



_pprroo____(_gg(mm(t2g(8Jg_)( )__n(__)39oN)(2nn2_9)3__+3_9nn(_)93 ) ) 2 ty____ q _ _x_(>_o)Jp__y___>3_o_

Lu mbreras Ed itores Álgebra

EnUnClar el ValOr de Vefdad jn + 3 _1) _ _
_lo/ n se reduce a la un_ldad 2n + 3 -_ 2n + 3
_ 52n+3. j 5
ll. Para n par la expresión es uno
III. Para n impar la expresión no está der_nida -- 45
Resolución:
Simpli F_c ando Pr0_l_m 8 9
_n _ 3 -n O Con respecto a la expresión
-!,. _8 +-,._8 x,

o Establecer el valor de verdad de cada una de las
_ _2 -^ + _ 2 '^ _ 2n + (_2)n o proposjciones:
4 4
l. Miste en iR; si x e N
Si n es par 2n + 2n _ l __ ___ste en _g. s__
s; n es;mp,, (2n_ 2n)0 -_oO noder,n;do Tll. _isteenIR; sixeN /_ y>O
IV. Miste en 7R; si {x,Y,z} c _
.'. Concluyendo que
I. (F) II. (v) III. (v) Re,o_u,,,o,n.

_ara que ( X_) ' exista en iR sólo es necesario
Simpli F_car: Si y > O _ x es cualquier natural
32n+I + 9n+J Si < O sólo uexseaim aF ,_ __ f_ Z,
; n_N
gn+l - 32n'1 Si xeN_ y> O

Resolución:
Luego se concluye
Descomponiendo _' 2 ' l. (F) II. (F) IlT. (v) lV. (F)

9n (3 + 9) _ 2 Pro_l_m8 10
y faCtO_ZandO 9 Se tlene _ _- - = 2 2
gn (g - 3) 6 Hallar el valor de a + b en

a' _ _ 4
Simpli F_car _
ab.b

2n + (3 _ 25 52 !. 4 + ; 22n 2+ 53. 53
Resolución:
Reeolución: Transformando a exponentes fraccionarios se
De scomponiendo adecuadamente tlene
2n+3225 a-b a ! a__
2n+3 ' ab bb -a_- ---

aa. b
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CAPITULO Il leyes de exponentes

Simpli F_cando se obtiene Resoluct6n:
, , a+b _ En eI radicando
a ^b .b "b = a _. b"b ((x4)_'_.xl6'=x2'_(26)'_2'.x(24)4

ab 3 22l6_2l6 32l8
__.aa_b.b=34 =X' _X'
/_o se ven_F_ca en Luego
1g 42)g
3.2l63__ x21
2+b2

_raa_gmg __ P__l__8 1_
siendo (m_n) c _ Efectuar
_caf s__ es verdadero v o fa_so F en cada una n , I
3 3 3
de las sj uiente5 ro osjcjones: 3-l . _ . n f _ . n ,_ 2
l ?3n2
l.__m__x_y_& 3'
_I. m=m''_ _xe_
Resoluc16n:
ila. __m m vxe_ _.3_._n3!n__3__n.3_,__3o__l

n:_=x^_ vx,y__ '' '

iesolución.. __._.__.''__^_'"'___,_!''__i'ii!i'.i__iii._..i_ii'i,._ ^ ,2 , '_,__^'_0
_.__.._.;,_:'__:'____''_'_'-'''''' - __0_,
-tmarentemente todas las proposiciones son ''''''_'''''''''''''''"''''''''''''"' __,__,,,
co_ectas pe ro no siempre. _0_'_'^'____a____ ''"^^^'^ ""_ MY_"''^ __'^"''d___"''___''_'' ''_""____''"'''_"^"___^'^ '^^
E. Si n es par y x 6 _ son negativos no es
cie_o. prgD__mg_
_. Si m es par y x negativo no verif_ca.
_ Si n es par y _ negativo no cumple.
-I ( _I -
_- Sines ar x ne ativonocum le l 5 - 3 - 6
'- ' -+- +2--
5 2 5
_ donde se obtiene que
, Re8olución:
-1
l2+5-2 I+4-I 5-l
Mltmg11 5 2 2525 25
_ucir
-l _l -l
q 2-- =2-- =- _3
2"_q_jg _6 j 3
y .x ;x>O
_ (5+3)'/6 _ 8'_ _ (23)'/6 _ 2'_ = _
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Lumbreras Ed _ores Á _ geb,

Proal___ 1_ Pr__l_m8 1l
Simpli F_car S impli F_c ar
y3+33
q
a'b3 a'b2_ 3 _+3 _+3
9 j
6 4 25_
S
a6b
Resolución:
Resolución:
Recordando que (a.bJ" = a''.bn _'___'_c____'''^% _'_'____ _~_'____''_^__' 3_ _8 3_ J 3_ c_
selendrá ___ _c-c_v,_ '
4
b 3. _b 2 ab Luego ,ne tendfd_

'''''''_(a_J6 ' 9_ 3__3_+3_ 9_____ +___)

hac,_endo ab -_ x (9_3_)3_+3_+3_ 9_3_r__3_ +3_)
Tenemos:
_
x3 ç ' '_x('"")S'' P__l_m818
JO _O Calcular a roximadamenle cada ex fesió

to qo_ A=55_
7lqo J
40_ x B_ 72+ 72+_

4 ' 64
al reponer x por ab se obliene
64
S
f_al_m8
ieducir _ '_
70
' 7O_6g
x x- xNNN__ _x _ D_ g _2 _8_
7l radicales
5 _ t
Re8oluct6n: E= _ _
Busquemos alg_na ley de formación
70 6g 7o.6g 6g
,K _ Ç , -_ _ , Caso de las in Flnitas veces de una operación.
N_ tomam_s _os dos u/ _t__mos rad__ca_es ,esulta e_ Usaremos el cnlerio sieuiente
úlEimo.
De donde puede obseNarse 4ue esa _peración se "Inrr_io e_ _4 c0nti_ad inmen. sA_e____n% que si !
va repetir, dejando elmismo resultado, entonces, _'if_sJ. ,=_,.,;J_;,._.n. ;''nFdY,,m- s�'_,  re__,__�___'  njro_.._
69
todo se reduciráa
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CAPITULO Il Leyes de exponentes

Veamos

_. n_ 5 _s ___A=_ , s_ _
_5 E E
v. ___ _E_
2
_ d O A - ' A _ A - 5 Fv_, _
ll. B_ 72+72+_ ' '
Por comparación E = 5
_ B__B
PioDl_m819
At _uadrado B' = 72 + B c
a CU ar e mayOr Va or de n_ Sl
_ _^''B=72 , ___
' _ _+l l'__o
' YC_-_''=9C9-1_ ( _)__ l 2_+-_ '+áJ 3
n n___
Por comparación se o_tiene B = 9 Reso_uc_o_n..
5
2---- -
. n nÇ 223_lo 22
,,.e.,.0 c_ 5 64 _c 564 ' - '
s64 - c
:-- -! 2_ 2_2_ __ 4-_'
aS{_SmO_2�  _ _ _

Elevando a la quinta de donde n_ = 4 v n_ = 2
_ cs __ _64 _ __ __ 64 _ c __ 6_ Como piden el mayor valor de n se tomar_
C

;.C__ 2 2 3 3
n.n= _n= _n=

__ ___8 2J8_
fODl_m_
D Sjmpli Fjc__ r
'D=8_ n''' n n"'
nn'n I nn'n
n . _
_
2
_ cuad,ado D_ __ g2. 2D ResOlu_ón:
3
_ D_= l28_ D=_8 ......,,.
_ 3 _ __ ___ _ _ _ ____, __,. __'_,__gD __0,,.,,..i_. _ _..''0 '' _ O _ ^ " _''_=' _0 ' _V_' __._^_.__ _ _'_ _'. _'. _' _' '_' ^ __,__ ___ ______ __,___ ^_. ;_h a _ ' ' !_ ____.,,^''_,,,,,,',,,,,

3 , ................,..,.,,0.,.,..,....,,,,,.....,..,..,.......... ,...,....,...........,,,..,.,,.,..,,,,p.,,,.,,,.,....,..,,,.,,,.,,,.....,, .,,,,. ,..,0., .. .,.,._^__.,_,..
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+_) R_pHs_Ru_2sssr0a_el_tao___l_xlgsfl(na_lul_ao2d___e_r3eaJ_or7_derm3x4a_ecllN4a__38ml2_e35_xxr_rl_oxe2ap_o2xs_gtl(_xdod__5l_x_u2_labn3c_n_et4apJg_an7l4lr__xe__aL_/__el6s____ce3l3x_)x3bytd_l2_5t33_cxoe__q__a1x___6__u_x24txe_x___4834e__n34x(n6olx_o___3ls7_h)t)tGp_____5xpe521foJ_xms_____l__6t2a0_xxh___Ja__nr_1_l7larruna

Lu mb rer4s Ed itores Á Ige b ra_ + n

. -1 ' L _ '________-N_________ :'; _

, ; _. ; _..; ;_.:_ ?..__ ;5_. __m;s __ _ ;.. __., __;. _ _._. i ;. _.. ;,_;, ;,, '_,_ ' _, '_, ' _, i_ ': ! _ r,,0,,,, _ o o,,,,
PraDlem8i1 _
Simplir_car Luego se tiene
n'+l 2', , n __l 2 ) nj )2 )o 2o
n2 + I
__onde: n?N' O _ ' _ ' _ ^ ' '
_., _ _ _ _ ^ ^ ' _ _.. '.. _ 0 _. __ _.. _, _ __ _ '_, _ _ ' __. '_, ^ _._ 0: ^ ^ : ^ ^: __ e ., ' " _ _ _ _ 0 ' ,,,D _ 4 , j _
E_ el PrOblema Se tiene
''-+_ ,' ( _} _j2_ _ ( 2 _ja, n' +1 j o 9 7 ra d ica les
n+I"' ''-''' -- n+ _ _u,o/n.
PfOalem8 22 fegla de fo_ación (método inductivo).
Re_UClr la Sl_Ule_te eXPreSlÓn si ruer, _ ,adical

5 l _ t5

____ _l nUmeradOr Se UtiliZará la re_la PfáCtlCa en ve,mos la Fo,mación de sus ex one,tes
rad 'lCaleS SUCesIVOS
2 _x_ x7 __ 5'''2_x_(2.3) _J).2+7 4 ' l 6 ' 6 4
n el d _enominador (exponente negatlvO



_LA0_2_u2eA2elga_oc2o2n((__3d__lc__o__x(3_)22)_x((+__lx2))____)________p______o__2_2_______________2______________________0____________2_2__________a_________yo________0____0___(0_______0_D_0_2_____0_____0_2_00o_0___0___0a0___2+_0p_o__0___0_0________0____0__)________+__________________________6______________________________0000_0_0_____a_0_0_0______00000__00__00________pD_0___0_____0_ dL(Rgue)esgo_u(cn__6)_n_____ yt8_lg__8_____o__gt_a_tt t

CAPlTUlO ll leyes de exponent

Para 97 radicales su exponente será Despejando y de _ = _ se tiene
_7
_Y-- --
4
_--l 3-l
ValOf _
P_al_m82_
s_ se cumple que 22_ + _o24 -_ _o24, de dOnde X = 3
22 240.5
aICUlar2_2 .a
Re6oluci6n:
. _.o, n CalCulaf Un valor de n de la l_ualdad.
22 lO_lO _l2 _ _
n" __72+ 72__M_'
2
.4.1 l2+ _I6__l_

l6_ l6_ 4 __ _ _ ualando a una se unda inco/ nit

twaI_m_25 ,,__ 72+__ '
si se cumple que a y 72+__ Y
_ =72+ =y

n''- X x x
= X X X.....

_ n_ "
además A-- 3_ 3 , se_únellocalcularun dedonde _ _y _ _=y_y ..... (,)
_'alorde "x''.
Resoluc1ón:
simpl_ F_cando en A asimismo 72 + _V_ = y......... ... (ß)

3 ? __'____.-_-_'___-.__'_',."'_0_,_9,.,__,__'.D 3_ _J _''__ ' ' ' ''''_,
A = 3 _:,._.;,_',,,._,_,_,'_,,,___;'____,,: - __i.D'_,,,,,, a en D: 72 + �y

_ __, entonces y-__72_
_A_ 3 _A=
edonde Y=
' x 81
A' ' X x Oena n"
4

_l prob1ema _ g PfO_l_m8 27
. _ _ Delaigualdad
A' ' -
=tA'=tA= = x ,,1
' _I
Por comparaci6n: y = _ y �  _ i X_ Y _ N
-I
_lmISmO

x x__ =y_y=_
3x
V _a_eVa Of e-
y y
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s_claa_lcd_ue__l(mayf__esl__v___x_)a_)lo__F__2_d__e_(__(__y__t)__J )__x_2_ __(_y)_____ __t_p___________0____0A_____________________A_________________________________2______________________________0_____t0_2__l_____________t_l_2_4____+__+_t_4__________N__(_(2_1J+)NaN_N____ ________________

lu mbreras Ed itores Á_geb

Resol u_ón: _ro_l_m g 2 9
De la igualdad a exponentes fraccionarios E_ va_o, a p,ox;

1 __J x 2 1__1 x
x+yxXX x+yxX_'
_ = - Resolución:
I I IJ
- -y -'- 4 8 l6
y_.x_ yJX __._ _t_

l 2 3 _
.2 A_22 24 28 2l6
_-+y
X X) _ X _y _ X v _ 2'_'�'_6+''''-
Xty x+y
xy ' Sea e, el exponente de 2
123 4
e _-+-+-t_t
_ordato 2 4 8 l6
x I
x ____l _ I J 2e___+_2+_3+_4
y 3 3 248

Porcomparación
x l _ _ (2)-(l)_
y-3 ''_y- e___+_l+l+l+l
2 4 8 l6
proDl_mg2g V
l
l
2
F_ 2 22.....2
_e =_=2
n radicales l
' __ n+1 2

2
Resoluc16n: '' - -
Seráequivalentea

2.2.._..2 0.o,,,,,...,...,,,o..,,0,...,..,.0.d..,,..,.,,..,,,,,,.,,,.,,.o,.,.,..,,,.0...,,,a,..,,,,.,,,.,.0.., a+ar+a + + _ a '_,_'_,
F = 2 2 _ . !'i__'0'____'_'_P'_'_'__'_,_''P''_''''''''_'''''_i'_''''''__''''_'''_'''_'''''''''''''''''_'''_'^'''_!''_''''''__''^''''_0_"_''__'_,_',_'_'_.'_i''__ '-'''' - _- r '''_.''_.
_''"'''_______'_',__:_-_'_-____:___,s__ _ _'
(n-l) rad. "%-n_:__''_ ''''___"__________'5-__'__''_--^-''"' l' ' < r < _'_.

DeIproblema23:
nl__ 22n_l
___ l 2n _2 n _ _- n P_Oal_m8 30
2^1-l 22 22
�  _ = N S_elfedUCldOde
n_22_rl+l 2n22_n
+_ _' _ bn+a
F --2''' 'n --2 2 -_2'-' x x' x5 x'....-_esx '^

__ l '
- ' -- j hallar el valor de _+ -
b+l b-1

6O



_psHa_b_lor+lldnln_e___rlb_n__l_c__l_no/_2n_ad__e___l_d____a2en_n____T_22tl_l_dl2a_21d____ 33 _3 ___a_a'+____+a__2a___3_(aa______cla(______a_2a_____+1_a____a____e)____a_a_______a___a_,_atr__J__+a)2__t__l)_

CAPITULO Il Leyes de exponentes

Resolución: Obsenramos que tiene (n_ l) radicales , luego para
Deduciendo (n_ lJ radicales se tendrá
_! l_- 1
para _ radjcal __x2 _
A=x
pa,a2y ' les x __x'1 !_1
.'. El exponente de x es .
Como el exponente de x es de la forma
,, _bn_a Proalem_Ji
,, Simplirlcar

_ a-b=l .......... (a) _ - a
_a- . a_+I
Si n=2 _4a 2b-a=5
' 32-2b = 5 , _ _ _ _ _ _ _ (P) Re,o_u,,.o/n..
Veamos
De (a) y (ß): a = 3 ; b �  2 "_

Wego lopedido
a_!__a-! es_3+!__3-l___4_2____2 a-_ aI'â__a

_lgmg31 a__ a-_a .
arelexponentede"x''en _ a a + a ' _ ava +-a

s __ __ xn'I xn-2 xn-3 ..... xJ_
,__ aa__ "l ___a-1.(J
UCiÓn:
_camos una ley de formación deductivamente: _
_ _ rad;c,_ _ _ x 2 Reemplazando, se tiene

_, ,,d,.c,,es 3_ __ x- '6 a_ - _. (a_ 2 + _ ) ' _aa __ _ _

_23 aa-! (^_2+_)-a
__ 'ales'x3x2 __x_24

__-I !__l __1
_ '___ '_g _ (a_ '+ l__) " =a2



_t _Ar2))5__A_6B_________4(l_l6__x(_8dtt_4)x B_x()x___l4)___6x_t__t__2___t3hxt______6__sNelthN_o_cb__t)t____xenNe_xt>o 9_ AD(Dc3D_J)a)e3_l8_c_____l22ax_Ju(n_)ltNl3__+a_g3r_lluN_a9l__xl)d_xa_)_d3_BxI_)7_x_(_l_x(___33_l)_2t+t__Jt)2t_xN+cEEl)))l__ltc__o_l__2t___(_2_r_Jn3akld_l___c)ales

0
FOblem__ _FO 0 UeStO_

_ a 2a6 __ 3 . a, o 6. Se�alar  la suma de los exponentes de
- x e _ luego de reducir_x

2 v ' __,. _ ". _' - ' _ ). y

Sabiendo que x-y �  2k r\ y- l = 4r
donde k, r c N
2. Si n es un número impaT
3 3 3 A)_2 B)4 C)6
3
de _'' radiCaleS T. se�_lar  el exponente r_nal de x en
3 3
3 '3 13
e "n'' radlCaleS
enlonces A.B es:
n)4 B)2 C)l 23k 93' 33k
l e)l D)3k+_ E)1 3k _
2 4 3k-_ 2 3h'!_
3. Luego de efectuar
_! 8. Indicar el exponente F_nal de x en
! )2
' x x4 x2_ x2QO.,.. "n'' radicales
A) l B) _ c) _8 A) 2n+ l B) 2n c) 2n
D) 2 E} 4 2n.l 2_1_l 2n_l
4. Simplif1car

XX_XX l-x2-X s;.

D)_ E) I A)2 B)4 c)5
5. Luego de resolver
_+o.2,_ l __-2_ lo. calcularapraximadamenEe

_ndicar el _Jalor de 8
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__l__ll__ _(___(\4)____c5____t__t__o_ __2t5_(__t_t_tt)___r_ 5 l7_ sADa))Jb_34l_ç_r 3( B)_)_4_1__(__a___)___+_2tEc Etft)))g24_l_(

CAPlTUlO _l Leyes de exponentes

Il. Hallaruna relación entre x e y en A) _ g) 2 c) _
2 D) q _ E) 8
Y x__'".yI '_!
y. x_ _ l6. Luegode ,esolverla ecueciónexponencial._

v; -- X3 B) Y -- 3X CEj! Y --- _2 el valor _e x toma la fo_ma 4n donde ''n" es
X-- Y Y-- iguala
I 2. Simpliilcar A) _ 4 B) _ 7 c) _ _ a
_, _ D)_l2 E)_l6
. 5__m a
_en_o_ue ab __ _I _
b
hallarelvalorde
A)I B)5 c)25 bln b_lh 1_a''__'_

D)l25 E)_ __)+n _)+h
a +b
ndlCar el ValOr de Verdad _e Cada Una de
las proposiciones A) 2 B) - C) _
_ 1 2
_ __ (_g)3___2 D l
Il. __^ % a > O (a=O,'n\n>O) _ _ ' _

__-l -J _ / _ l8. Six _4,calculare_vaiorde:
' t__ '- '-'''1 ,T,__
1,.x2 _
,__) _vF B) _w c) F_.F tx _ ' '
_' t_J 'JF_ E)VVF

on respecto a la expresiÓn _ -_
('_-_x,_,_ x_-7
y y \ - l9. Calcular el exponente rlnal de x en
X +X- J.......___-
x sumar__,os x x _ x_ 5 x1

Establecer el valor de _ie_-__ac1 _e cad_ una A) _ B) __ c) 3
_e las proposiciones _ _
I. __e reduce a 1 , si _ __, -- _; l _j D) -2 E) -4
il. Sere_uce_ax,si+______ - {I) '
' e rR UCe a ^ ' Sl _ ''- _ 20. Dada 1a siguiente sucesiún

._J_'FF B)_' c)FFv x_=__ x__;x3_ __;....
JjFVF E),___F x_ x2
Calcular _4 7 !_
_\dbiendO _ue X e _' _'efi FtCan la i_ualdad X3 _ x_o
, ___. __ x+y = l , halle Rl __alor _e
_v+I ((,___)l A)2 BJ.4 C)5
i_,;_ ' '_-'_' _)_1 E)-!
_-7 2 4



_2234__ sAHDDAl_))e)__te2lAl Br_3r__n___l_(_n2_(a2r_____e33_t__))B_v_B3q_a)()__(5l2o__2ft)_(54d_3_e)lg(s_3_nl._23.t)___5)cEc)))____422__3c 5 22389o___ pllRADHA__L_re_)uao)__delp__sl2_u5ago_ltcro_xsl_el_mrcrd__rlletvo__x_anr_2_ele_0_x)__s__r+u_l__dB_y+__ce)l__2rln+xln_t_2__+_ 2(vwnx_3\_233)+3o.2___KcEl_J_)3ty_362

lUmb fefaS Ed itOfeS Á lgeb fa

2I. Se tiene la siguiente igualdad 26. Analiza_ las proposicianes siguientes:_
. _ = __ I. En_; _=4 _ Y __ -2
anunc�ar  el valor de no verdad _e las
l. _sex_resionesquedanbienderlnidas, / IlI. En ;R: _(-_)(-2j = ___ _-2
si' X' R y determine su valor de verdad
. La l_Ualdad Se Ven FlCa Sl y SÓlO Sl
�.,x  _e x,,s;,e ___-,oance, a ,x.,s_e n) _F B) FFF c) wv

A) _ B) VFF C) wF 2T Dete,m,_n,, e_ ,alo, de ve,d,d de la.s
D)FN E)FFF ' ..
. '"'Xtx'K+''', t.'_' _
22. Reduclr __s_: _ = . l: = _3. ' = 9'
x (x"-^' + l) _ll. '_x- _ 7R ; (-x)2__'' _J (_3)_ = -_
A) I_ B)x C)x+l A)v_ B)vvF c) __
D) _r E) DjvFF EjFFF
__3s2._ S .,,_33,__ _ .
2 _ 6 IJ , (_)I_+__,)n+(__x)__ _--l _,-l

alle 'l V"lO' d' _2,_(nj _ __ n _? N _ ( l) : _z x o
DOnde l '2'3_4___6__ = n A) 1 B)o c)x
)__''_n E)x-y_

_ 2_'' _ _ 2x+2 _ 2_-'3+ 2_''

45 34s
2_6 23í
4

D) - 43 E) - 23 ^ ' 3 _ a dar el exponente de a
2_. calcula_ el valo_ de a ' a ' ' a 3 _
a_l

A)2_ B) 3_ C) 4_ D) _l e) _!3
D)___ E)_



__AAsDDl_)))Jm_l_pllt_rlcaEr__y___x_(____f3)N_(_l_)+E_)Jy_5n__x(+___ _n_+_)_ / _ DDs)()x3G)_n/___2a_n3__x___3x3___x________t_2___n_1/_|nrad_lE_E1ca))a8l_3esE)_n_

CAPITULO Il

3l. Si _-=2; calcular el valor de xX 36. Si x = 3 _ ,_ además_ y=2_/3

. Simpli F_car
o _-2 3o7 D)2 E)i6
_ 16zl25-2
36"J25-z'+8l"-' _\_,_2 i -(_,)O \37 ,educ,., p__n.(48)n.9

A) _9 g) _86 c) _43 A) 3 B) g ' c) 27
86 9 Il D) l E) _2
20 E) 3l
4 l 86
38N Si A = 20 + 20 + _20 _ ,....
a Reducir J
! , _n además T_ A+11_ VA+1__!_A____.....
S_x^-l.n-_ Y m
'__ ,._ Ca_cular
A) l B) 2 c) 4
X B)x^ C)xy

_' 39N Calcular el exponente i_nal de x en

_~ _2-x+3"x+'_'2-_-+3x _
A) __n- l/2n _) 3n- 1/3n c) 3''- l/2

5 B) 1 cj__2 2.3
6 5 ,
D) 3 E) J 40. Sielexponente r_naIdexes l5 en_
eCtUai ' x.a+1 ' ,a___ a a3+3
(a3'-_'')'2+(a''b-'/')'_ a'.b2 3 _ xa
a-I.b
a 2 a El valor de ''a'' es
b b
l b A) 8 B) 5 C) 3
ab2 a D)3a - E) _
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k,,_,,,,,,,_,,,,,,,,,,_, _.,_._,. _ ,,, _ ,
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'C_,' ' ' ' ' __
_::_; /._'._.: _ ' uJ2 eJ'eJ,Jp(o sçJJ___'/Io._ s_-rJ_éJJ,oJ,os e,, eJ c_JJ_JiJ__o _, _J_e es eJ _e/ �Ig_bya  e Je_,pii_a/, J_
de,loJJlil1e1Jlos "x'' IJJ_ JIIjJJleJ-o y_nJcJ,.nJ_l_ieJ_n _lo cJ_I, coJJlo /___'o/_JnJJios, se esc_be x_ e _).
He n_llí ll,l eie1JJplo de c�IcJi  Io slIcepli_Ie de seJ- e_ectJcndo sob1_R Jos 1J7j1JIeros __oJJJo v_'.
__, __ s,, o,, 4,,,o, ,,e _, de,,- 4 ,,,74 Jo,J ,'f,,d ,-,Jd,f,J,JJ,',7,da ,,,,d,'d, ,,J JJJ,rJ,os. ,J,fo,,,,s
_-' desig1lal_�  In s,,pe_ficie _ IJJ, cJJndrn_o de lndo v_ J,' v_ ' eI __oIJ_11Je?IJ de JIJJ _'l_bo de nJ_istr_ ,x.
lJJlagiJlc17los qIJe lIiJn peJ-soJJn co1Jlpy4+
l r_1n clrey_n c_lI.)'n lo1Jgill__ e_lri_'nle rl_es _'eces n Ia lo1Jgi/,r_ di _K, es deciJ-J__ JJIelJ_s ._,
c7r__'o p/_eL'io es d__ _ ._o7es eI JJIetJ-_,' esta cJIe1_da L-7resrn p,Ies:
_3x.2=_x_ so Ies
L'J1 tnblel_o Je _-oJllJ_ncllnpndo _e s7__eJ_jcie l_K' ie1J ,J,_,//_os _'JrI__J_ndosJ, nIpr_r'io de J_
so/es eI JlJetJ_ c'lIn_J_ndo,' poJ' Io tn1Jto, este tnbleJ_ cJIest4 ___+_. /_ = _1._'_ soIes.
I i' l foJJeI _e _'iJIo de c4_cidn_ ig,JnJ n ._ ' (cJI JJIerJ_os c'líbicosJ, n Ipl '_9c-io de l su Jes e?I Iir,_
r_e lOOO soles el JJ_etro c,íbic'o, pJ,es'/o gJI__ e9J JIJJ 7Jret1_u L'Ijbi_'o /JaJ' 1000 7irJ_osJ,_ _'JI.este
ZOOOx''sole._.
_c___liís _e estas coJJJpr_s, I_, qJ_crJnJl íO so Jes se pi_e evK'pl_esn/' In slIJIJn _J_e_ esrn peJJ_so1'_n
fe_7ín i17icinllJleJlfe. _spe Ifec-tnJ1JeJJre e_'ide1Ire _,_e esrn s,I,Jln depeJ,__ dc vK ?' _J_ J7o sepJrcde
co1locer, pJresto _lIe? ,_n es i1JdereJ11Jii7ndo,' si1J e7JI_a/gopJ_ede _,x'p/_esnJ_s_, e,_ so Jes hnjo la_oJ7JJn
_j_ + 6x + l_x' + Z_x ' (JJ
l,iln expI_e_sió17 coJJ7o (JJ se deJloJJJiJla po IiJJoJJ,io de IJJ,n iJJdetRJ1JJiJJndn (ln
iJrdeteJ71lil1ndn es _nJ,' s-e F-c_J__scJ,ta L_o1l _/_ecJIeJ1cia po1- P(.KJ, _JJe se Ice "P de _K '' (P es In
il7iciaI _ Ia p4In(_J-n ''_IiJIoIJJio "J.
Las co1JJpJ-as de JJlJ4 se_I1Idn peJ_oJ_n Ile_'n1ín17 n es'tn_Iec-eJ; poI' ejeJJJp Io, eIpo IiiJoJJJio:
PJ(v_nJ = JO + lv_' - lSx'_ + ìO,_' '
' lor'__,d_InJlfedpJ_x.-7sJ' Jl'J'c4J_1 d lrda_rl(J'_,rJlç_Jren Jns _) Js _
Pnra otJ_4 peF_oJ,4 podJín lei,erse.' P_,(xnJ = Ji - l._' + 2._n', ercérer_.
Lo _JJJ,e _isriJlgl_c de Ios po JiJJoJJIios P , P, , P, , .... , JJo es In preseJJci4 _ l4
iJ1derei7'J1i,1ndn x a ln poteI2cin l, n Ia poreJ_cio l. etc., siJJu el coJ,iJ,9Jro de c'oeJic'ieJllcs:
(jO, _, 24, _ _J _ra eIp,iJJ2erpoJi1loJJ,io;
(JO, Z, _ J 5, _jOJ p4i_ el segIJ__do poli1JoIJlio,+
r. l_, _2, JJ pnJ-a el rerceJ-poli_7o1J1io.
P4ra renJ,i1JnJ-, e5 posi_le J-e4Ii_nar, poi sJ__,_isto, o_eI'acioJles coJl Ios poIii7oIJ7ios coJ_ro
P+P, o P. P,.
_st_s ob,e__nc'ioJ,es llo IIe__nr41J a _IJ2a de_i1lició1l n(go J1_�s  geJ7e1-nI de los poIiJloJJJios.
_,J lo _J_e siglIe, x de_1lil__ sielJJpJ_R In JJ,4g1JirJrd illJelcl7llilJa_ sobJ__ Ja _lre s'e c4IcJr/a, J, los
L'oeIici eJ1tes se iJldiL_nl_�i7  ,JJedinJI_e IetJ-ns 1JlillJíscJIlns coiJJo n, b, c,... o -pnJ-n I1o agornr
deJJlnsiado np Jisn el 4JJabeto - 1JJedia,Jre JJ7iJJJjsclil4s n_c__I4daspoiI,__ j1,dice, es deciJ-, _r II1_
1,ljJ1_eJ-o eJ1teyo (Y, l, l,.. .J _sc_io e7r cnJ-ncteJ_es _4lieMlos eJ, In paJ_e iJ,_eJioJ-.?' n In deJ__cl_a
de l___n letrn.'
a, se Iee "_ JIt7o ''o "n í,ldice J''.
L_ 1_or4ció1r poJ'- ,,Jedio de íildices, qJIe .?'a _Jos es_n1/liJin/-, nreJ1Jo__?n n __eces a los J,o
JJl4rerJI_ricos. Si,I eJJJ_n_o, Jlo ri_ie J1nda de iJlistelioso.' siJJJpleJJJeJJre es J__J 1Jledio c_7JJodo
de o__deJ1ar Ins JelJ_ns del n/._abero.

I'il_1tt_: l'_ll__-lrJ_rlir_ J�mrili_'rl  - , Il_/r_._' _i1K_rl1-r_.
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__oDucc_6y
Citemos un ejemplo senc illo que nos pennitir_ comprender la utiIidad de los pol'_omios en nuestra
nda cotidiana y cómo podrán ser utilizados para proyectos m_s _ndes:
Para la construcción de una casa peque�a  de apenas una habilaci6n de "y_ metros de largo, " _''
metros de ancho y con una altura de "x'' metros, demandará los siguientes gastos: ''8" soles en la
compra del teneno, "b'' soles en estudio de la calidad del suelo, 4c" soles en la construc_ión y Ud'' soles
enelacabado.
. Las letras _, _, _, _, b, c, d, son Ilamados variables con la cual se tendr_ un presupuesto totaI
de la obra que lo llamaremos ''H'' (habitaci6n), que dependerá de dichas variables y lo denotaremos
de la siguiente fonna: H (x, y, _ _ _ _b ,c ,d ).
_los mismos dalos le podrán se_ir a un ingeniero civil para elaborar un proyecto de construcción
de un conjun Eo habitacional, de dimensiones no necesariamente homoséneas.

_ _=,, "" __,_ ,_

^000'____0 m___''_' _ _n__ 'nun__ _' :__,j---:_
n ^ '_ _'_'" n ?__ i J___ ___,; ! '_ _ _ _ _
_ _ __ ' ' ___ _,_,_,_, ____ _ w ' _ _ __ m,_ __ _, ' __, _ _' __x_! i_ ; ___ _ _ __. _ _ , - - __ __?, D ______c--,_

_ así como se elaboran los erandes proyectos, que F_nalmente obedecen a ciertos modelos
matemáticos llamados 4pol-_omios''.
_ _. _ 4_ n_n+3
' (_.y._)- '- l _
Donde: _ x, y, _ son las vanables.
_ _, a_ Son coerlCienteS (COnSlanteS).

69



_____ (_3v2(l6_y(_l)2x3_) )__+5J4_ac _ _cy vm _(_vt (_) _ t )l) /
___________________________________0__o__________0______o__0_0__o__o_________o____________o_0______________________o____o___0_____0_0______o_____o______0___o_0___________0______________________________0_____________________________0_____________________o__________________o____0__o_________o________0__o________0____o___________________g__0_____0_0___________o___________o____________________________0_________________________________0__________7_______________0__________________0__0_ yJ ___

Lu mbreras Ed i_ores Á _geb ,a

/
ONC_P_OS _REVIOS

_p_'i___nb_''_ncn _.__ ..._..... .,.. ...... ''' '''

M una representación matem_tica de números y letras ligados por los di Ferentes operadores
matemá_cos.
Así: 45_ _ expresiónnumenca 2_+3x _ expresionesliterales

Ejemplos:
_ 3_x' + 32senx + e''I _ 4Jsen(1Tx + l) + Log(_ _ 3)

4 X 3 c+t+_
' _ X+y _ ' - + __T
a
2

NOTAClÓNmnnMÁ_CA

Es una representación simb6lica de una expresión matemática que nos permite diferenciar las
L'0ri_bles y las const_ntes.

Var1ables __ercjcio par_ el lector
Son aquellas expresiones que para cada Indicar las variables y constantes en;
problema cambian de valor. Se les representa _ R(xy) __ 9gx_y + _sen(x_
mediante las últimas letras: x, y, _, ...
__. m abc __3333a_3+222bI�  + 11_c_
COMta_t_ + Log _ (abcJ
Son aque llas expresiones que tienen un valor
F_Jo para todo problema.

EJem_IO: ______aa____ __ _ '______,?__'_____ __
l. sf _ q, 2_ 27_+ _ "' '''' ''' i
v__eg 3 : V Dentro de tas constantes, algunas son: P
_ l _. constantes absolutas: _ ,_ 4,3 i
CO__t_ Il. Constenles reletivas: (acelereción de le
gravedad: depende del radio terrestre)

EXPR_IONES AlGE_BRnlCnS '_ _, ., ..
Es una expresiónmatemática en la cual para la variable o vanables s6lo se den_nen las o_raciones
aritméticas (adición, sustracción, multiplicación, división, elevaci6n a exponente natural, extracción de
una raí2 ariEmetica) en un número limitado de combinaciones de estos.
EJemplos:
3 7 X+2y _3
_ X= X' _ X,y�  X- _ X,y=_+X
2x-y +5

7O
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CAPITU LO l l l _o l inom ios

T�RM_NO_lGEBRAlCO  ' '" -'
Es una expresi6n algebraica previamente reducida donde no se deF_ne las operaciones de adici6n
ni sustracción enlre las va_ables.

Ej e m p los: Ej emplos:

, 45 R(J 4353
__X,Y-__X ' X=X-
a+b 0
ténnino i nde pe n d i e nte
2. f(x,y,_) '_ -_vmxY3 . n(x,y,__) _ a_'' + a__ + a__ '96
+l
3. R(__)=2x+ l no es término algebraico Estas expresiones a su vez pueden ser:
' a) E._R.Entera
'__^"''''~'____'__""M""M_M__"""'_____ _s una expresión racion_I, _onde pura
tt Pa_eS de Un teMi_O al9ebra1CO l4 u0_able o uariab(es no está pe__tida la
,, _ _e_e 3 ßarteS_ _e_OS_ , ' operación de diuisión.
;' EJemplos:
;,: t__ _ x,_cJ _ ,3
_ j
,, !,_ .,_--_2-_Ò___, . R(x,yJ = _ + ( _ l)y +
; __,_,__ __-- _,_
; ! _ !__....._...,______ . M(a,b,c)=(__l)a^-y_ab+-C
j ;-_ _ _
_ ' _(_j b) E, _ R. Fraccionari8
:: ' _s unn expresión n/_ebraic_ racion_I
i ;_ S0n _e8 l_ __eS_ donde se de Jine una diujsión que reng0 en el
f _ I _ COe_ciente (incluyendO _ si_n0) : diujsorpor ro menos a una ua_able.
l,_.2.i_esv��iables  . .
a. 3. los ex_nentes de las v�jables
___\________ _ F (xty) = - + _ ; x _y
(x-y)'
_jercicio p_r_ el lector g
se�a_e  _,, p,,te, en lo, ,;gu;ente, te/,m;nos.. ' G(X_ Yt _) = -32x + _
5 3-3
X_Y)=-I6 XY . Habc _45x+ c
a+b a-b
S(x,yt?)___ l8xy--I
a+b
2, Expresión algebraic8 1rracional
Son aquellas expresiones algebraicas, en
asI_Ca_6n de l_ __r_lOnes _l9_bfaiC_
Se clasi Flcan tomando en cuenta los exponentes radicación que involucre a las variables.
de las variables (clasif1cación por su naturaleza)
Así: Ejemplos_
l. Expresión _gebr8ica r8cion8I (E__) . m (x _ 4
Siendo los exponenles de las vanables
números enterost pudiendo contener a su . s(x y ,J _ 45 _ _ _3
vez terminos independientes. ' ' _ _
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Lu m b reras Ed i to res A'

En resumen:

v0_' __ , '' ' '' _: _, ' ,_'_n''
ub____&1ón D' _nente8de_'variab_e_y,_Nx__'n,''_' Ete_plo ,

entera entero (+) o ténnino independiente 3 l_- l7___
. A. faClOnal
raccionaria entero (-) 39_ 3+?
E. A. i_acional fraccionario l6_ + _ -3/2

:x:_.._. '_i,A,_.,;n,_,_, _n

Existen otras expresiones que no son algebraicas a las cuales se les _lama tra8cendentes, las m_s import3ntes:
SOIl;

_, _presjones exponencj0le_ c. _pr_siones log0rítm_c4s _
Son aquéllas de ex_nentes no racionales De F_nidas por logaritmos.
_jemplos: _je mp lo s:
.x yt;x_.6x , _ _+_ ,
' ' log_x-l ;log ;Ln 9
. X+ - 2
. / _427Logabc-Lo_,x
. preSl OneS tr_O_ OmetflCaS ' ,
Son aquellas que involucran a o_radores _ d F e ?
. /. d_ _reSlOne_ e In InltOS t fm(nOS
n_OnOmetrlCOS. . s. _
_jemplos.' p (x j ' _ + _ + x_
_ Sen(x) ; Cos(t'__) ; Tg(x+y) ' 2 ' 3''
2 X X _ X X
. Sen X-y + OS- ' X ' +-_-+-+_____
2 l! 2! 3!
' Ctg(2x+y)+Tg2x . H(x)___! +_2 +_2 +_3 +_3 +_4 _ _
X ç x2 3_ x3 __ '_

__M1_NTO 0E V_RM AD_lBM l_V_} ' _ ý '_ nx__ _ ' _ '

Es el conjunto donde la expresión matemática se halla de F_nida así:
l7
a. ((x = _ Se de Flne _ara tOdO valOf de X eXCe_tO en
x-5

b. g(x)=_ en_ ; 9-_>o _ __9so _ (x+3)(x_3)_o _ x__r-3,3]
_ g(x) está de F_nido 4 x e I-3,3_

c. h(x) =__2x-I6 seder_nepara todovalorque seasignea x quepuede ser realo cornplejo

n,_,_nexos_Iëm, ,�mrosest_^\  ,___ y4' enposìbili_, _d' __irlo,que.__es,_. ' p0lino__.
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CAPITU lO l l l pol jnomios

i_a_1NoMros/,,__'

DE_NIClÓM_,__''''_, '''''T ' ,...:.. .. .,_:'''', .,,__ ''''..,.

Se de F_ne así, a toda expresión algebraica rd_cionai entera, que a su vez está definicla sobre un
campo numéjco y en cualquier conjunto numérico para las variables.
EJe_nplos:
p(x) -_ 3,,+ 15 ; a(x,y) = _x+_ ResPuestas:
_on polinomios los siguientes:
9_2x+ _ I. Sí, der1nido en todo C.V.A (IR o __
_1. Q(x,y)__5x_x_'+2 II_ Sí, derlnid0 en t0dO C_V_A_ (R O _)
Ill. No, puesto que no está de(inido en x=O
Ill. R(x)=_x'+5x-l?
2

P0lI'M0mIO EN 'U.NG. V. ARlABlE ___,.::''_;., .;, ,_.: :''''' '''. ''_' _: '' .. '_ ' ' ' ' '

Es aquella expresión algebraica de la siguiente forma general:

___'^ ^^ ^^ _^'^_ ^ ^^^ ^' ^ '^ n___^^^"'^'^ ' ^'^'''___'''. _^:_''^"^^ "''_^^'^ '_ _'_'' :P 2'''__ ^ _'''' _' _^ ' __'"' ' '_' _ W_'_'_' '-"_____,
, P(.X) _ a_ _oX. t a.IX .._ _..2 X. .:::......:: '''+. _._._ +..a. n _ a�_0...._,,,

D0nde: E_emplos:
ao, a, a, a _ coer_cientes
'_ n p x x + l _ x1
x _ vana_le = '
n _ grado del polinomio Q(x) = 5 + 2x ' I2i + _
__
ao _ coe F_ciente princlpal X �  ' X _ + X '
an _ téfmjno independiente R(x) = 8 + 3_ - 2x' + l6x''

__oRNu'_m�R'1c_DE__u,,Nn__^Ex____R_R__E___'__6.Mmn__Cn''''''  ''''''''__'''''''' '''''''''''' ''' /..'_' _'__ _

_ el resultado que se obtiene al reempla2ar las _'ajables por alguna constante.

EJe_nplo l _l ualor numérico no siempre est_ derin_ido,
_a p(x)__+7 dependerá del campo de estudio o de nl_unas
Ha__a, e_ va_or numé_co de p en x-_3 der�niciones  matemáticas.
Resolución: E.
Reemplazamos x por 3:
p(3) __ 4(3) + 7 __ lg _ p(3) __ 1g Sea H(X) = _ + 2x_ l
.X-
Hallar el valor numérico de H en x = 7
Ejemplo 2 Resolución:
3 5 Reemplazando x por 7
X+
a F(X) = + 2X H 7 + 2 7 l ero no esta_ deF1n__
x _ 2 - _7 _J _ �
Hallar el valor numérico de F en x=5 . _(7) no ex._ste o no esta, der_nl.
Resolución:
Reemplazamos x por 5: Recordemosqueeloperado,d,.v._s.lo,,esta, __,,
3 J __i_'0___!,._??_______.'_i''_"0'i'_'______0_,____,'_o_0,__,_,_o_0'__'__0__'_,____i,____'____0',___o____,__0_,"_ . , . . '___i__,
+ _ ___-______._!_i_|__''' ' _____o_ __gD___^___'_'__g'o. de lnl O SO O Sl e denOmlnadOr eS t_'_,,i_0_
''M"''iii'' ' _"_'5_:'''_'n_""''_' diferente de cero .__,_,e,_,
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_pEppHs__(3l)_____3_+ 3)e___7J_54___+l_l ) __r (_t ) __ )_(_) 3 (_)) 5 ene

LUmbfefaS Ed itOfeS Álgeb ra

EJemplo_ .,,..,,.,..,_dDD,,,......,,,.,,,.,,........... En_aex ,es._o,n. _;.

_ 5 + x + 2x en _g _''''''_'''_'''__'''''' __._!,_.._:.:_,?____' P(x+ l ,_'-3) = 2x-y l''_''__
7 _ x ' ' Lasvanábles son x+l r_ y-3 _0D,_o,_,.

Hallar el valor numérico de G en x = l l
Reso_ución; EJ emplo T
Reemplazando x por I l s_l G(2x_ t) __ 4x + _ _
, 5 + l l Hallar el valor numénco de G en 2
g(___ +2lI_ +22
7 Il Resolución:
r.d Sea 2x-l=2 _x---3/2
erO en IR _O eStá de lnI O
Luego
or lo tanto G( l l) no exis te o no está de F_nido
Sir_ embargo G(I I J es_á de F_nido en el campo de G 2 3 _ _ 42 _ g 3 _
1os cumplejos que más adelante estudiaremos. _ 2

.emp_o , _ G (3 - l) = _ _ 4.3 - 5 _ 15
Sea P(__) = 2__' 5x-7 .'. G(2) _ 1_
Hallar su valor !_uméjco en v\_--3
Res_lución: E__emp_o g
Reem_laZandO X POf 3 s_ hr_x,y_1,__+3)=__3__+y__
._ rr _
=_2N _ J_ ' = J 1=62 Hallarelvalornuméricoen (l,3,5
Sq Resolución.:
Las varia_les tomarán los valores:
E_emplo6 x=l, y-I=3 y _+3=5
s_ r(__)-_ex+__x / r(3)-_1 esdecir x�I_  y=4 y __=2
Reemplazando h(I, 3, 5) �  4(l) -3(4)+4(2) \
3!! r(1)
al af Rt ValOf IIUm rlCO de _ .'. h( I ,3,5J _ 4- 12 +8 _ O
f(_J - f(7
Resolución: T E O R E M A
Deldalo D
adO Ul_ _llnOmlO P X:
f(3) __ e3+,i__ l t e3+,3 __ 1 .. .. (a) _. La sume de sus coef_c_entes se obt_iene
reemplazando la v8rtable por l
eßl_e
_! e_ _ __ _CoeI. PCxJ = PCl}

e''__'__e'-__' e'(l_e')+n'(1__') __ su te/,m.,,o ._,depe,d.,e,te ,e obt.,
reempfazando su v8rl_ble por cero ,,
3__3 l_3__
T.ind. P(x) _ P(O)
Lue_go
3_' 3_) '
eJ_ I (e+_
_ _J-"__3 EJemploI
e _U _ ne e n(e__

J Sea i(x)_6_+_-15
=' -, ._ �  - I. _CoeF:P(l)=6(l)+4(IJ-l5�-5
e_' e_
. T. ind: P(_)=6(O)+4(O)- l5=-
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CAPlTU LO l l l po l inom io_

Ejemplo2 _____,___,a
' _ 6o __'ii_,__o_,'_. CO_Ola_O_
i__..___ En un polinomio de más de una variable:
. _Coef: _ l)�(2(I)_l)  -3 l)+l = -I _i___d__,_ii__ _ La suma de coenc__
_ . 60 + 2 __^__,^'_,000a
_ _l _ = - - = __.__0a0o feem_aZandOCadaunadelaSv_rlablespoC
__a_,_0,_a elnúmerol
E_e_p_o 3 ^__,_ II. Su término independiente de las variables
_3) __ 4x+5 ____,_o____.'. se halla reemplazando cada una de las
___0'''_,.po____O'__.. variables _r el número cero.l
. _ Coe f: 5x- 3= I _ x= - reemp lazan do '_ _ _ ' _'00 ^_ 0'_ 0''d_,_,8i8,_d,_,d8_,_,,_d,8,__d_._,_d,_,,8_8,,_._,__,___,_.i_Dd_.d_D_,_D,_,d_.__.0_,__m__.__. .!,e0____0_0._,_8__.,,_,_00,,,_,__0,_0,i_._,,8__,_,_,___,,__,_,__,_,8i_._,e_,,8_,____,__o,_,8_0__8__08_,0__,_,o_,8____9_ _ .,.\, ..,_ ,____,_,_,_,,0___0,,_,,0,,0,,_,_,_D,,_0i_-,_w___,8i_,d__,8_,_,d_,,8i_,d8_,_,,__,_,d8i_,,_,d_,d__,_D,_,d0,00_,_e0
5 E_,
S 4
h(7)=4-+5=_+5_- _ __F sij 2_Is ii__+2J
5 5 5 . Oe.= ,= -++=
4l :. _Coef.--I7
_nd __ s(o o) __ (2(o)_o)._ + (o+o)_
II. T. ind: 5x_3=O _ x=3/5 reem_la2ando .'. t. ind. _ o
3 5 l2 5 37
5 5 5 Ejemplo 2 (Pnin el lectorJ
De S(x-I; 2y+3) =_xy+ (x-y)'
__ TN ind = - halle su término independjente )7 la suma de
5 coeF_c_.

/
CAMBlODEVARIABlE

Propiamente debe llamarse composición de funciones dentro de un conjunto de valores admis ibles.
Consiste en reemplazar una o más varia_les _or otras.

Ejemplo l Il. Formar la v8riable en el segundo
Sea F(x)=_+3 ;hallarF(3x-5) mieInbro
Resolución: f(.x l) = l9x + l _ I9x - I9 + 20
Reempla2ar x por 3x_5 f(x_ _) __ _g (x_
f(3x-5) �  4(3x- 5J+3= I2x-20+3
._. F(3x_5)= _2x_17 F_) = I9 Y +20
Cambiando _ por x se o_tiene:
f(x) = l9x+20
emplo
Sea F(x- l) = l 9x + l _ hallar f(x)
em_lO
Re8olución:

__oDos: ie,ol4c_.o,
I. Cambio de v8rt8ble
x- l = y _ __ = y+ l reempla2ando ?
= 4(x - 5)+ 29
?)-- l9_+I)+l --
Luego f_)=l9y+20
f(2X+ IJ = 4(2X+ lJ+29 = 8x+
amblandO _ pOf x se O_tlene:
F(x) = 19x+2o _, f(2x+ I) = _ + 33
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Lumbferas Ed itOfeS Á_gebra

EiemP!04 _11__
Sea h(_-xJ=x+5 , hallar h(x+I) __ h(X+l)--
Resoluc1ón:
Iro. 2do.
sefa_ en2pasos; h(_-x) _ hW) _ h(x+l) E_em_lO_
_endo ,__x__y _ __x_y_ o Si f(_-_)=3x+l
Hallar el mayor y el menor valor de r(5)
___l t _ Rego_u,,_ón..
2 Sea _-4x=5__-4x_5=O
___It_ , _llt 1+4y _decir (x-5)(x+l)=O _x=5 6x=_I
2 2
l. Si x=5 _ f(5) = 3(5)+ l= l6
__ hW)-"_- 2 __. six_-_ _ ((5)=3(-l)+1_-2

2do. Reemplazar y por x+ l

_ ll t_l+4(x'_I) _ Il t_ __ mayor \
2 2

G_D'ODE_NPO_N0M_0 .. __
Se de F_ne como una caracte_stica exclusivamente para los polinomios_ relacionado con los
exponentes de sus vanables.

los grados se clasif_can en: E_emplo 2
l' Gr8dOrel8_VO(G'_) sea h(xy) _ 5_+_'y-_x'y'
' _ representado por el valor del mayor Los grados abso_utos de _os monom_.os son.
exponente de la variable en referencia 5 lo y _2 respect__
Ejemplo _ue o GA(hj__
_(x_y) = 4_4__ __'+_'Oy
Luego G.R,_ = lO y G.Ry = 7 E_emplo 3
HaI1ar el grado relativo a "x'' en el
2. Gr8do 8bsoluto (G,_) polinornio
Se de F_ne como el erado de un polinomio: _3
l. Para un monomio.- Se obtiene P(x_y)=__'_14x"-5_+__"
SUmand0 lOS _radOS _latiVOSN Resolu_ón:
ll_ Pafa Un _ßOlinOmiO de m_S de Un Como i(x_y) es un polinomio, los
tefminO Se Obtiene COmO el mayOf exponentes de las va_ables deben seF
_fadO abSOlUtO de Ios mOnOmiOS QUe lO entefos y posit_vos.
conro_an.
Pero eN_si n=6 ó n=8
Def_ntción; El grado del término n'5
independiente eS Cero. _ Si n=6 _ (7-n) e N
_Si n=8_ (7-n)__
Ejemplo l
sea r(x,y,__) _ -6_9__ __ n=6 (único valor)
LUe_O G_Rx=9 _ G_R}_=5 Y G.R_=l Lueeo i(x,y)=__-I4_y'+__
.-. G.A(FJ = 9+5+ I = l5 De donde G.R, = 3
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CAPlTU lO l l l pol inom i

EJemplo4
Sea ___''__,^o'o
__.,.?_,_?,___, ___,___.,'.__.. _ ! ',. __,___,,8_,_,____,_,,'_,,,,,__,,__,_,,_o_,.._,,,,,__,_,_,,'_,,_a_'_o0'_09o____0,,a,o__0%__'_a_,_,_0 _,g'_00__,__a_,,,__0,o_ R_,_,_,
__ xa a' ^ + _y _a" )a ^-^ + _6_ ' __._. _ __ ____._ __,. i _,__ _.,.. _,... _... __'_'._. _,:_'._0....,.__,._,,'.''_: '_.. _ _ __' _ %^'_:_: _ 0^0a__O _, ^^ _'__.:_, _''D _ ___, ^ ^'"0,,,^o_,,,,,

donde G.R - G R - 16 l. El grado se derlne como el exponente de la ___
_ 't _ _ _,,..
Hallar el valor de "a'' Ej_emp_o. ' __,_D,-
Resolución: p(x) _ 3xsy _ GR _5 M _,,o ''___,^^'0,
Pordato __
2. Si no se especinca el lipo de grado se __^^
a6 _ aa^ a^ ^ _ aa^'"-^ _ ea6 _ aa ^ sobrenLenderáque se renlere algradoabsoluto. _____

I6 J1
_ a" = n _ G.Rx=n= l6 _ ai =

_lINOmlOS ES PECIALES

Son aquellos polinomios que o_edecen a ciertas características y de acuerdo a ello son:

l, PaIinomio ordenado
Se dice ordenado respecto a alguna de sus
variables cuando sus exponenLes sóto Dadoun_olinomiocomplet_enunaveriebte,el
aumentan o disminuyen (ordenado nÚmefO de t�fmlnOS  eS igUal a SU erado
aumentadoen l.
CreClente O deCreC!ente.
EjeInplos: _
. i(x,y) = 2x+x3y+6_K6 _, EJemplO_
es creciente respecto a x P(x) = _+_+2x- _xa+4_+ (__ 1)_
__ _x7+n_ yq+5 __7., Vemos que es de grado 5 y tiene 6 térmir_os

es crecien _te respecto a _, _
decrecienterespecEoa x '__:,_ '' '''' T'_:O. ..RE._A '' ''
M(x) = _ - 2x4 + 8x1' no es ordenado
Si un polinomio es completo y ordenado respecto
\ e 4na variable, se tiene ue los rados reletivos e
esa variable de dos términos consecutivos dir_eren
2, Polinomio completo en la unidad.
Llamaremos completo respecto a alguna
var;ab_e si existen té,m_nos de todos lo, EJemplos:
grados incluyendo el término independiente,
hasta un grado determinado. p
l. (_)--X-

_emp_os ___gm,
' 2. Q_)�12+3X  -TcX +l7X -l5X
I. P(x) �  2_-5+2x+7x_
3. Halle el valor de ''a'' si el polinomio es
_ _ _ _ 3 COmpletO y OrdenadO
. X,y=X-_+_y+y-X_
px a2+3 +(a__I x__-5__J+3x_2-2
es completo respecto a x y respecto a - _
y es de grado relatjvo 4. Rpta_ a = 2
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_Tss_( _l() d(tyttt)f_ty((()x_yah))) ____yy4(l___xyyl)Nyr(y_1y) _ yg sont _sl l(ostQp)o_llna(om+_bloT)sgt__2Eatob R/ _E(_yah_bn) +2ab_4a)b

lumbreras Ed itores Á _geb,

_, Polinomio ho_og�n_o  _, Polinomios identicos
Un polinomio de dos o más términos y dos o Dos o más polinomios en las mismas
más variables es homogéneo si cada término varia_les son idénticos_ cuando tienen los
tier_e el mismo grado absoluto. mismos valores numéricos para cualquier
valor que se asigne a sus variables.
EJemplo l
____22 6+2x.52 Et
G.A._T G._.=7 G.A._7 _ P (x_y) = (x+y) '-_
Diremos que es homogéneo de grado 7 o _ Q(x,y) = (x-yJ_
grado de homogeneidad 7.
Reemplazando ''x'' por 8 e ''y'' por b
EJ emplo 2 te nd re mos:
._ K x _ax5 b+b_ 1 es _omo e_neo p a b _ a+b 2 4ab _ a2+b_
hallara._b __ _ 2_ __ _ 2
ReSOlUC1Ón_ Q(a_b) = (a-b)_
I. Por ser polinomio
b > I y a- I > l Vemos que i y Q tjenen el mismo valor
II, Por ser homogéneo numéjco para un determinado valor de x e
5+b=a_l+I _ e_b=5 y, ysedenotapor:

P(x_,y) _-Q(x,y)
é__O5 SemeJ8nteS_
Dos o más términos no nulos son semejantes p _
. , . . Y Se lam_n l_entlCOS.
Sl SO O l lefen en OS COe lClenteS.

EJemplo I
_ J �
1 _
_ 7 Dos polinomios en una variable vv det mismo
_ X,Y - X Y grado de la forma:
_ 7 P (_) �__+a__  ' + a,,
3XtY - + X Q(x)=bo_+b__I+b,\

son ide_nticoso__ ua_ess__ so__osl_+
Diremos que t_, t,, t3 son semejantes ao = b_ , a, = b, .......... _, �,  -_ b,

EJemplo 2 EJempIo I
_mx __ _I9 x _b_-b+3 _ _ _
Seme_anteS. Hallar a+b i(x) = 3_+ (a- l )x+c
Resolución: a(x) -_ (b+ _ )_+Jx_4
Se debe cumplir son _.gua_es o __de/nt__cos Ha__ar (a+b_
a - l = 5 y b+3 = 9 Rego_uc_6n.
a=6 y b=6 c
OmO SOn ldéntlCOS tenemOS:
.-. a+b=l2

,_ Esdecirb=2 _ a=8 y c=-Q_
__'___'_______,,.,_,____i___'_____B____'_'___'0'___'0,'___,_,__'_____. En este Problema se halla que M y N __,'
_........._....._,.,_.._9.._..____.:_ son semejantes e jg_eles. __._,'_'0.. _ a+ +C '_
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s_H p(x((a)+b_)()__x_x1+c5a)__yb__2+( +ybJ_ __s_d(en)ptl(c_a)m(/(e_n_t)eo(_nn_eu__sl)o()(2_ltEh)+ayl4(le(r_(_2__)4_2)xxJ_+_+4)__++c4+r_+xc_

CAP íTU lO l l l po _ inom i

Eie_plo 2 5, Polinomio idénticamente nulo
Sea P(x) un polinomio de tal manera que: Un polinomio es idénticamente nulo_ si sus
p(p(x)) _ 4x_5 ValOreS nUmerICOS _ara CUalqUler ValOf O
Ha__e la ,uma de coer_cientes de p(x) V_lOfeS aSi_nadOS a laS V^nableS feSUlta Sef
/ siemprecero.
eSOI4C_On;
Se denota por P(x_y) ---- O
Como P(P(x)) es de p_mer grado _ P(x) es (p (x y) es _.dent__
también de primer grado EJemp_o,.
Sea P(x) = ax+b P(x) = (,K+2)2-_ (x-2)'--8x
Luego P(P(x)) _ aP(x)+b = a(_+b)+b Vemos que si x toma el valor de 8,
__a2 +b tenemos
ioI _'gualdad con i(i(x)) = 4x+5, cenemos: P(^J = _("+2)J_ ' (' - 2)2 8a
_-=4 _ a=2 ó a = -2 (8a)
Adem_s b(a+_)__5 _ b___5 o/ b___5 P(a)_8a'8a t P(')_O ?_a_i
3 .'. P(x)_-O
Il 7 ,
.'. a+b = 2+5/3 = - 6 a+b = -2-5 -- -
3 TEoREhf_
Un _linomio de la rorma:
E_emplo 3 P(X! = ^_ ' a!X^ " + ''' + an
eS lde_tICamente nUl01 Sl tOdOS _'US
i los polinomios: _ coef_c__entes son cero es dec__,.
4 t7+8 c l ' '
_Y = a- X a X Y+CY _=a_=.....�an=O
Q(x,y) = 9x'+_y+c_' Y _ .
son idénticos Ejemplo:
- 2 + _
alleelvalofde_(a-bJ+(c-n)I+_(l;2) l X = X- rX- -+C+xeS
Re&oluc_ón.. _ _ . _k+C
_of ser idéntjcos: r
Desarrollando y ordenando
a-'5 X _ 4X t a �  9 p x __ __7_2x+_ +ri_
b+8 = 3_ _ a+b __ y __ _+r__
Reemplazando el valor de l_a" Sef_ identiCamente nUlO Si
g+b = 3 _ b _ _6 y n = b+g k+r -- O _ k = -r ...................,.. (l)
2k+4r-l = O _ -2r+4r=I ....... (2)
__ b = -6 y n = 2 De _as ecuac-_
._demás cy' ' �-  c_' ' r _ l _ _ l
_ton_es c_I=2c-3 2 ' 2
Además
c _d l l
onde h+4r+C =O _ C = -_ -- - 4 -
(,__b)+(c__nJ __ g _ (_6)+ (2_2) __ __ 2 2
_ 3_ 2 _ l 2 3
e_o Px-,y)=4X+ y+ y; ue_O C_--- _ C=--
s; x__1 y y__2 2 2
Por lo tanto
' _ ' l3 4
uego P l;2) = I I -_-- --
_-C 2 2 2 k+C
.'. (a_b) + (c-n) + P(l,2) = 26 _r _ __ - __ ' _, - -

__ _1 2 2
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s_o_o_se( cum__2p__nless6l n____1 )28 3y_n (2_g__E____ DEpreodapot_(gnp_d((pex8(_x52J)a)J_J3____2yg8xx+4+_+y_a7__tbbbx(h(__a_a_2al+leb+_ap_+)_(x_bJJ 7_

0
fObIemaS QeSUeltOS

ifoDlg_g 1 Re8olución:
He_lar la suma de valores de _n" para los cuales la Si P(X) eS _linOmio ; (n -- l) e __ se tiene:
expresi6n IN SU té_inO indePRndiente P(OJ
n _2_ P(O) = 5.n.(n+ l )(" l) =-5n(n+ l)
p x __ 4x_2 _ 3 _n e, un o_,_nom,.o lI_ COef_ __nCiPal: l _6_2_(-5J " '60

Resoluci6n: De (j) y (__)
Por serpolinomio -5n(n+l) = -6o _ n(n+ _) = _2 _ n_-3
IO _ 2' _,. y _l28 c _ LUegOt el _rad0 de P(X) eS
2 2n 2+n+4+n _- 2n+6
/ _ __ COmOn_"3
' ' .'. Grado de P(xJ = 2(3)+6 = I2
'. _n: I+2+3 = 6
P_o_IBm8_
Pr__l_m82 De F(_-_)_x-2_ha__ar F(x)
H_llar el mayor valor natural de n de modo que Resolución:
laexpresi6n: Sea x'-4x- =y _ __-4x+4 = y+4
Y _
P(x) =_'
_1 l2 2 _F_)=2t -2=t
X Il
Reemplazando x por y ; F(x) = t
Sea equivalente a una expresión racional
fracc ionana.
Resolución: si
Nos interesa el exponente de "x'' Resoluc_6n:
_l n_2o)+_1 __l(n_g __1 2_n) _ E COmO P(P(P(X))) eSlineal
3 6 _ j2 _ P(x) es lineal; sea P(x) = _+b
4(n_2o) +2_3(n_g)_ (2_n) _ P(P(x)) =aP(x)+b = a(_+b)+b
- j2 -' P(P(P(X))) '' a(P(P(X)J) + b
= a(a__K+ ab+ b )+ b
2n_56 __a3 2 + +
Simplir_cando E�_
12
a-+a+ l
y como P(x) es racional fraccionario
.. _ __ 2 __
Entonces r_' __?_-
_2 _ ntOnCeS a= y b=
o .'. P(x)=2x+l
-n=6 .'.n=22mayor
Praal_m86
Pr__l8m83 s.,
El término independiente y el coe F_ciente
princ ipal _e Resolu_'o/ n:
P(x) = (_ + 5 - 3x)(x+n+_) - s _ + _ y n
_+ x4+ + ___+ nI - -
soniguales. Hallarelgcadodei(x_J. ' F_) �  _'l
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_sR_tha___aJ_ltclKl(u(x_l__a)_rpe__(_(_s3)(u__n_l__)p_o(l)) ( ( ))( )N p t _ pELlllpodpl(t2p__()3__p()23(x2y3)7_t_+33)ax3x_+_y(35_x4J2y3_2_____(y2+yh5J_3+b5y/(_) 3

CAP lTU lO l l l pol jnom ios

Dedonde Pr__lgmg9
_ ll _ _ _ 7 pof dato En el polinomio
2n5x+ 2
_! _ Seobservaque
_ �  - g _ 2 ^ __ 2 -' _ - -- _3 3_CoeF. = 343 veces el término independiente
n

=_ n = - l/3 Resolución:
l. T_Coef_P(I)
_al_m8l s_x=o
I _ _ p(_) -2in 7_ 7 -2n 343
l P _ = a-X+3a+a i_ Fx =_+ ' ' - '
F(.x) I_. T. Ind. = P=(O)
_ Six= - l
ar P --
2 _ P(O) = ( - l )-^. (_5+7J. (-4+7J _ 2'.
2n 34 2
eSOlUCt6n: OfaO _ = ..
l I
qUIere QUe _F -- - - 2 eS deCIr ' ' n -
X
= --! _ _+l = -2__= _3 Pr0_l_m81_
_ __ l 2 _Cuánto hay q__e ag Fegar a
4 __ 2
We_oo P -- = a(_x) +3a+ l '
2 ______, para QUe Sea Un _OlI_OmlO OmO_ene0 y
'3 completo con fespecto a x_ _ la suma de
coei_cientes sea 2 l?
, __1 _ _3a+3a T.. _ Adem_s p_(2;l)=ll4/ p_(__,y) es el po!inomio
2 fesu1tante.
. p(_ _/2) __ _ Resoluctón:
inom___ a sumar es _ +b 4
4 _ 9
_lgma_ Ue_O IX_Y=X '
._nom_.o de F_n._do o,. l. 3+a-2+5+b = 2 l
_,_____-l)_ F(2x)+F(_)además F(oJ=2, _ a+b--l5 ..... ......... ', .... ... (I)
4+a2Jl 22212+ 21,1
'I_-' ' '
_lución: +_. I4= ll4
Ÿ .X= 1 _ 8a+b= 64 ..................... (2J
_ f(I) = f(2)+f(l) _ f(2) = O
-- ___3 De(l)y(2J a_7 ; b_8
2 ._. Se agregará: 7_y + 8)J_
3_ f23
2 2 Pr__l8_811
_ F(2)=f(3)+F(l) s_. (x)_x(I+__2) x2
f(3)= _F(l) x_ _ l
l
__ _=-
2 __b+_
g(g ...g (g (x)) ...) =_' ;n e N
' rO =fl +fl '2=2fl ^ fI =l V _-b+l
.'. F(3)=-l (2n+i)
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D_e(_g_)(_(gNtytt)_(__gr_n(x_))_)_______2g(t__x______)__t_t__t2t(___2))6 6_(y )_ p(__J_gmmg+__bn5+opp_l_9 o___

lu m b reras Ed ito res Á

Resoluc16n: Resolución:
EFectuando
x(I+x2) ( 2
X __-X tX+ -
_ _"^'_'' a_O

3 x3
g(x)=_X+X_ + _g(x)�
x-I x_I
n n-
luego EFeCtUandO n - 1 + _ 2 - _4 = l2
x+l x+I+x-l
x - l x - l _ Por4 9n-4+2n-n+2 �  48 _ 5n = 50
_(g(X))=_ __ =- �  x
x+I _ x+l-x+I 2 .'.n_10
x-l x-I
ycomo (2n+l) esimpar t_l0m81_
x + I sia_polino_'x
- I p ( x, y) _ Mr y _ + mJr l y _ 3 + _ �

_ _x_! _ _+b+! lerestamos I2_y4 sugradoabsolut_dismir_uye.
x_1 ax__+I HaIlarm+n+
Aplicando proporc iones
2x 2_+2 b 2 b Resoluciónt
-__m X_ax+ _ Xa- =2 '
2 2b Sj el grado dismjnu__e es porque
. x _ 2 __,_ es igual a l 2_y'
a-b
__Dlg__11 Entonces
Dado el polinomio homogeneo n-- l2 _ m--3 y p=4
px __m2xmm"+_ ,6+_6 m'"" ... __

Hallar l_ suma de sus coef_cientes.
Re9oIu�ión:
Sieshomogéneo
r
_-_ _+
_ =+_+_
? ? calcular _ab a_ sj el polinom'o
_ 1
p x __5+xa'" - l5 + 3x (a t I}^ _ 1 +5_a l+ ... nx_2 - l
De (I) mm " = 8. ...... (l)
m+n_ Donde nrO y b>
De (_j y (2) m2m _ 42 _ m_2 e' 'OmP!''O Y O'd'^"d0' 'd'm_' '""e 4"'
2+n l te/_'lnOS
n(2) 2 = _n=_
eSOlUCi6n:
.'. _CoeF: m2+n+m = 2__ l +2 _ 5
OmO e pnmer termln0 eS COnStante e
polinomio será ordenado ascendentem_nte
2a
Hallar el valor de "n'' para que el equivalente de a _ - ' a -
_. _2_ . _ _
3 _ Xenra_ __ _
X. N 2
= x. _ ; X f OC prO_le _ - -- - _ = __erp�g.
4 2
x xn' _ j q
' ' luego 1o pedida 2 q 9 _ _ = 2
SeadeqUlntO_ra O.
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_ slp_(Eu(_eJg)o_xe_l_c2o(e_r_lc)nn_n_)n_+ln p( e_ne)nnt (l_ )g(_nl o)sl H_a(lla((r(J___FF((F__FF(((FFx()x2)+s)_)l(3J__F_)__(3)3_x)xx__))(6_337_x__2)l__J)___Nl_N(33__2N_xN_____tl(t_)3t______l)((yp)) _
r '
f

CAPITULO lll po_._nom__os

troDlgm8 16 PraDl_m8 18
Luegodereducirlaexpresión Sea F(x+l) =_+l, calcular la suma de
2 l l _n coe Flcientes de _(x) si se cumple que
E(x) __ "' xn^''x.xn^'-l ., n,__(_) _(x-1J=f(x+3)+f(3_x)
Resolución:
x>O yxfl _coer._-__(_
resulta una expresión algebraica que a su vez se en _(x_ I) _ F(x+3J + f(3-x)
clasi Flcacomo x-_
Resolución: en F(x+_) _ x2
Utilizando las leyes de los exponentes s
i X=4_f(5) =4- + l =
n-+l _ -
n^ '+I+n" -I Si x = o_ f(l)_ o+ l _ l
v De (ß)y(y)en(a)

1 , n2 + 1 _(I) = f(5) + F(I) __ _(l) = l8
nn.n+nn.n-l nnn+_ n
X - =X =X 17 l
Luego
1 _n Pr_Dl_m819
n+I 2 SjFx-_3x_
I
X-_- X =Xn'n ''''' '''''

' ero nn l l n sera/ siem r ero ne at_v _
- _ lOparéntesis
n > 2 y n e N Reso_ución;
.'. E(x) es una expresión algebraica racionaI l Paréntesis F(x} -- 3x - 2
Eraccion8_a 2 Paréntesis F(F(x)) = 3F(x)-2 = 3(3x_2)-2
2_ _ _2_ 2

Praalgmg 1J 3 Paréntesis F(FF(x)) = 3(F(F(x)) = 2
2 2
ea P(x) un polinomio de tercer grado que - 3 _ 3 ' -
cumple la siguiente condición = 33x - (33 _3+2)
p(x_ _) _ p(x) __ _2x(3x+2) �  3 X- (3 - l)
_lente de su te/,ml_no cuadra, t_Nco es Por inducción
FFF _l0 lO
Resolución: _' ' ' ' ' ' ' -
Sea P(x) = _ + _ + _ + D _o p,,e,n_e,,.
De P(x) _ P(x_ l) --_ 2x(3x+2J
ProQl_m_20
T, _i x=O _ P(O) ' P(" l) = O Sea el polinomio
Es decir D_ (-A+B_C+D) = O P(2x- l) �  (5x_ IJm + (2x+ IJm - 2x+ l
luego A+C = B .......... (a) _Qué valor toma ''m'' si se cumple en el
__ x__ _ _ p (_) _ (o J _ 2 (3+2) _ lo polinomio que la suma de coerlcienles y su_ o
término independiente suman
SdeClr A+B+C+D ' D =
Luego A + B +c _ lo .......... (p) 24 + _3 m_ 2Ic_ 7.
2

(a) en () g + (A + c) __ _o _ 2B __ _o ReSOlUCiÓn:
Dato
B
_ B = 5 _c_f + T,,d = 24 + - +2^'....(a)
' ' 2
.'. El coeraciente del término cuadrátjco es 5. p(_) p(o)
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_l LsFpl(eu(aeg(tt_o(Jx)_lp)op(u_(3p_n)e_lp(d_)_o2)__l 4(_5__()( )_4)_n _ _ _N p(3)___9_ab++3_bp_+__q2_______36o_2tb_____l ql__ 3o _t_N__t_tt__ (_)

CAP lTULO l I I pol inomios

Praal_m8 1_ Proal_m8 28
+ _ _ g_ _ g, Sean los polinomios idénticos
DelaeXßreSiÓn P _ =X _2X +4 A(x)=(a+bJ_+(b+c)x+a+c
x-I
p(_) B 2 X 2 x l
Va Or e X �  -+-t-

Resolución: c a 2 + b 2 + c 2
alCUlar S_
Xt _ _ _ a+b+c2
X- l Resolución:
Si x_O _ p(-l) =O__2(O)+4 PorseridéntiCOs

x+1 2 _
. __3 tX=
x_ l a+b=2
si x__2 _ p(3) -_ 21999_2.2I998+4 LUego a = b
_ 4 Análogamente

+C=2 -_b�C
__does p3 i(_)_44_256 a
a+C=2 abC- _ a=C
t_oal_m826
__nom__o _ue cump_e con de donde a �  b �  c

X+1 =3fX _2fX-l LuegoenS,setiene _a _ -
Además F(4)=l y f(6)=4 (3a)2 3
Calcular f(5)
Resolución: Pr_Dlgmg _9
Evaluando en x--5 se tiene Sea el polinomio P(x)=_+px+q de coe F_cientes
F(5+ lJ = 3F(5)_2((5- l) naturales y de suma mínima, que veriF1ca las
_ F(6) = 3r(5) - 2F(4J siguientes condiciones:
' __ l. P(3) es divisible por 6
II. P(4) es divisible por 7
t 3F(5)=6 ' f(5)=2 __l. p(5j es divisible por lo
Hallar el polinomio P(x)
t_Dl_m8 27 Resolución ;
Calcular el grado del polinomio Condición p+q es mínimo ; p , q e N
'
X,y _4Xn +Xy n+y o
Re9o_ución, ll. P(4) -- I6+4p+q = 7 ..... (II)
Por serpolinomio ___. p(5) = 25+5p+q = lo
n-2 > O y 4_n>O o
_,, n,2 y n<q _q--5 _,,_.
_3 De I y III q = 15 _ qm.,n=l5

Reemplazando en (II)

Luego p(x,yJ ___4x+_2 ._y l6+4p+I5�7  _ 4p+3l=7

= 4x+_'+y _ (4p)m_,n -- 32 _ pm-,, -- 8
._. El grado del polinomjo es 5 __ P(x) �  _+_+ l5



_RReesc_ootlr__udce3_(l_mm_o+_n0(4__smq)_u___n+e(3n222)__n5+_1c__)oe5c2f_( ) _J 3_m( ) _ pt_f(Dp_g)_m(g((t2(__))o__o)d_F((eb(yg))_r)ad5or(t_l)__(le__n_n_e)+hn_e_+l_eb__t1 h f o

Lu mb reras Ed itores Álgebra

I. Six= l ll. H(IJ como x >_ l

II. Six= l/2
.'. H(O)+H(l)=8
Entonces
_ _ m 2 _ lm2 l _ PtODlgmg1_
2 2 2 Si ( (t,,+,,) _ f (Lx). _ (t,,)

2 donde (x,y,a,b) c z o __ 2 < e < 3
En (a) calcula, f t _ f t + ..... ( t

Qn'+3m-l+ - +2m=2Q+ - t2'" Resolución_
2 2 ' a_b '_
De r(l_,)_f(t_).e

f(t) e a f(tc,) = he
:. m = 2 _ _a __ _
b e _
PfOal_m8 21 de la condjción
Determinar el té_inO Central del POlinOmlO f(t,+_,) = f(ta). F(tbJ obtenemos
P(x) =__'(n_l)_+(n_2)_+....__'' _ga+b_ _ea heb t _ _
sabiendo que la suma de sus coe F_cientes es l53 b
__ . _ ta " e ' _ th = e
__ p(_) lUegO f(_) + r(tf) + ___ + f(tn)
_ n + (n_ l) + (n-2) + ..... + 2 + l = l53 _ eO+e_+�-+  ..... + e'' _
e_l

'- I53 .'. f (to) + f(__) +.... .f(tn) =
e-I
_ n(n+ I) = l7 x I8
como tiene l 7 términos, el central será el término
del lugar 9, pero cada término es de la forma De_ o__.nom._
i a+b = l7+ l p(xy) _ 3s_+3ym+2+_+2ym 3
.'. _ _ 9 _ se t.,en �  GR _Gi __
Luego 2m+nes:
Pr_Dl_m821
Sea el polinomio P(x+ 1J �  _+ l Reso_ución;
Si el POlinOmiO H(X} Se derlne aSí En p(x,y) _ 3'5_'' ym 2 + xn+2 ym '
P(x- I) _ P(x+l) si x > l
_ G .A. = m+ n+ l G .A. -- m+n-
P(X) +P(-X) Si X<I Dato m+n+l -_ ll _ m+n-_ lo ....... (,)
Determinar H(O)+H(l) Adema_s G.i, = n+3 ; Gi,, = m_2
ReSOlUCiÓn: Dato (n+3)_ (m_2) -_ 5 _ m-_n
I. H(O) como x<l En a 2m _o _ m n
_ H(O) = P(O) + P(_O) =
-_ 2(o2+ l) = 2 .'. 2m+n = l5
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__A__De__)_ptw(px(v_2(2_))(____J6)(xB+J+F24(F)F_)3_(_x__(lr)c+)(vmxJFF+(5 ) _ ApAt())xvw_) ( __5)BBo))2v(Ev(_ n() 3) cc)))3vvF 2

0
fODlem_S _fO 0 UeStO_

I. Si H(H(x))=4x-3 ; H(x)=ax+b y a>O 6. Enelpolinomio
Señalar el valor de verdad de las siguientes p(x) = (1 +2x)n + (I +3x)n
PrOßOSlClOneS: La suma de coeF,cientes excede en 23 al
I. La SUma de COeflCienteS de H(2X- l) téfmino jndependiente.
es _ l segu/
Il_ H(5J = l7 las siguientes propo,;c;one,. '
III. El término indePendiente de H(3x+ l ) _ E_ po_;nom,_o p(x) e, de gr,do -2
es -3 _ i

III. El término cuadrático de P(x) es l2_
DJ_F E)_

2. se,n lo, po_jnomio, D) _V E) F_
P(xJ = 2__ l5 y Q(x,yJ = 2x +3y - 2
Hallaf el término independiente del 7. Sl la eXßreSlÓn -
polinomio H(tJ _ H(t) = Q(P(3) _ 3 t- l) s(xJ _ __ (x n -2 )3. x 'n -3 _2. x '

_ _2
A)_5 BJ_t5 c)_2 X .x
D) l E) 7 se reduce a un monomio de segundo grado,
hallar ef valor de n.
3. Enelpolinomio
3
se cumple que la sumatoja de coe F_cientes y DJ 4 E) 5
el término independiente suman 200; según
ello establecer el valor de verdad de cada 8. s Nl e_ pol__nom__
uno de las proposiciones:
l. El termjno independientedelpoljnomio P(x,y) -- (a'-+ l)x" '2y'+ (a+I)�^  'y" -l
es l29 es homogéneo, hallar la suma de sus
lI. La suma de sus coe Flcientes es 7 l coe__cientes.
3
n)16 B)13 c)1l
A) V_ B) V_ C) VVF D) 4 E) 22
DJvFF E)FFV
9. En base a los polinomios idénticos
a FkX =XX_2 ; fX = X+2 X _n f n7
=m- _ +n- X-
ermlnarelValOrde ( '
3)) Q(x) = - P_ ' + (3-m)x'
4
._) 2 B) 4 C) 5 Establecer el valor de verdad de las
D) 8 E) I5 proposiciones:
l. La suma de sus coer1cientes es O
_ __ 3_ Z
_linomio mónico ; (ae&)
H_lar el té__o que no depende de la IIl_ El ValOr de _ eS 0_ l _5
2+ _
_-anable.

._) 2 B) 5 c) 1 o A) VW B) _'F C) VFV
D) 17 E)26 D)vFF _) F_7v

__' ,-0,



____________________ _Adp)e(vw4)a(a7tyte_)rml_a_tngo)svy_3_v___5yc)vv_ Fv c_de llT8_ 0ApcsD(a))__xll5c1l32_y2o(u)8llta__y+rt__e_tllm_g__+r)+n Bal_d)_4yo6d_m Jd+o_en+_m2++n3ym_+EcNnN)Jl+917+2o_dmlc+nl)oa2nybmlde)+yesn

CAP lTU LO l l l pol inom ios

lO. Dado el polinomio l_. Dada la siguiente identidad:
P(x) = x(_ + b_ + cx + d) donde se (2x+5)'_(x- l)7 = (_+9x+l8)A(x)+_+b
ve_F,ca P(x) --- P(l-xJ, calcular 2a + b. donde A(x) = a_'+a_x4 +....+ as _ ao_o_

',_ AJ 3 B) _ c) _ 4 dete_jar a + -.
_! Dj _ E)o

' la siguiente expresión rnatemática es un A) 2(47 + l) B) 3/47 + l) c) 2/47
linomio 3 _ / 2 _ / 3 _

P(x,y,__) = (a-b7 + (b-c) + (c_a) , D) _47_ l) EJ 4325
. eStableCef el ValOr de Verdad de Cada Una
1as pro pos ic ione s:
I. P presenta 3 té_jos l 6. Si el polinomio
II. P es un pol_'no_-o homoge/neo m(x,y) _ (a+b-c-d2J_+(b_de)_+g(b+c-a-e_
Ill. P es identicarnenle nUIO es idénticamente nulo, calcular
' lV_ _ eS de 8radO CerO d2 9b 6a
b e2 c
DjFM EjFFFF
A)15 B)l6 c)l8
b a D)_3 E)g
.., l2. CalculaT el valor de ab _ si el polinomio
i a2a 15 (a_I)a 2a l b2 E .. /
X �  +X - + X + X +.......nx - . CUafe VaOC em+nCOn aCOn
. talque nx0 y b>O_ es completoyordenado queelpolinomio

. A) 7 B) 6 C) 4 sea de grado absoluto 2g y la diferencia de
i D) 3 E) 2 grados relativos a x e _ sea igual a 6.

_ I3. Si al Polinomio A) _7 B) l5 c) 13
'' px __ p+_n 1 p l +_8
. le restamos lO_y4 su grado absoluto
. disminuye. LCuánto _ale el menor de los
_fadOSrelativos? Ax , _ ,_3ws de_ova_.

i A)o B)I C)2
_ D)3 E)4

_ + 2 ,_, e_ po__,nom_,o 9 _ _.
_' ' a afe VaOF e a _a_ ' l ' Ene PO lnOmlOhOmO_
'i'., 3aba bab
_'._ 3 a6 _9 XtytZ '' _ '1 '2__ t
_ X = a+ _C- X + C_ + X
'''' calcular a+btC
i eS ldentlCamente nUlO.

. A)2 B)_ c)o A)4 B)5 C)7
Dj4 Ej3 D)9 E) I5



_pcrlDf_ep(u)Js(euJ__d_)ltea_a(a Ful2rnm)ap(ro_dl_lel Jn n (n_pE)__)q 27_ AAcps(_l)()xlc2el)4ul__l)apr_o_ll6n_4+ommBBbxJ)lon444secxan+ula_ cc_p+))a_a2rlabocmdatts de 21

Lu mb reras Ed ito res Á

. f ( J 3x h ll f (2) / . 2_. Dado el polinomio que posee grado absoluto

. l X=_, a af X enlermlnOS de _
x_l
f(x). P(x,y)=2x_y'" + _^y''3 - _ 'y''' +
7_6_'' ,
6r(x) 3f(x) 6F(x) calcular el G.Rx y G.R, resPecti_'amente.
A)_ B)_ C)
f(xJ-2 f(x) +3 f(x)+3 A) lo. 23 B) 2o.
6f(x) E) _l Dj lo :, _ _ ' Ej _4 :, lo
F(x)+3 F(xJ
2_. Enelpolinomio
2l. Sabiendo que P(x) es un polinomio de grado P(x) = 6_' + 5_4a + 4_' + 3_'a
n'' completo y ordenado en forma +2o_+a,
descendente, donde además se cumple que calcular el valor de a, sj se cumple que la
la Suma en cada té_ino de l coe Flciente con suma de coe Flcientes es igual a su te/ rmino
SU eXpOnente reSßeCtiVO eS n+l, hallaf el jndependjenteincrementadoenJ6.
polinomio evaluado en A si
2 b2 c2
A__+_+
(a_b)(a_c) (b_c)(b_a) (c-a)(c_b) D)3 E)5

AJ n B) (n+2)(n+ I) 26. Calcular la suma de coer_cientes del
(n + l) (n + 2) polinomio completo y ordenado
b + c dxd

n (n+ l) n_3 atbfCfd
2 2

22. si al ,educ,_, n D) 34 E) l4
x _X
X_X+IX_ __;X_O _ _ _ /
x
_nom_lo com leto __ ue/ se ValOfeS aSlgnados a su vanable
' P(x) = (ab+ac-3)_ + (ac+bc-6)x
+(ab+bc_9)
J(x) _-_ (2x ^)^+3x ^ _ _6'"+y ^ ? hallar abc(a+b)(a+cJ(b+c)

A) Es homogéneo B) Es completo A) l60 B) l63 C) 16 l
C) Es ordenado D) l62 E) l6Q
D) Es un monomio E) Es un trinomio
2_. Si el polinomio
23. Sea la expresión matemática _ 3
n"- l + (m^-2)y __ _ - +62Y,
x l_x2 _ o _ 4 -
X =_ +_ ; X_ ' ; ;
2 X
A)-3 B)-2 c)3o
Determinar m (m e _'), si se cumple que D) 2o E) _o
F(_)=2 cuando
29. Calcular los valores de m y n para que el
_ = - - - - - polinomio sea completo y n>p
2 4 2 p x __ 2+n _+3+ +_ m+2_

A)-2 BJ 49 c) 2 A) o; 4 BJ 2; 3 c) o; 2
DJ 4 E) _ D) I; 2 E) 3; 4
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Po l inom ios

30. Si el polinomio completo es de (4+a) 36. Dado el polinomio

haI_ar eI va_or de Ua''. calcular "m'', 5i su término independiente es
iguaIa l600
n)o B)3 c) I
D) 2 E) 4 A) I B) 7 C)

3l. Calcular H(3) a partir de
= F(x+ t) + G(x- _) 3T. Sean los polinomios:
_ _j -_ ,7+x+ _ y P(x) = 2_+5 x2+4x+ 1
__ __jx+2 Q(x) = (_+b)C (_+d)"+k
K_ l ; donde i(x)- Q(x) =- O
Calcular
D)8 EJ35 _bCda (acca

32. Delpolinomio

GA(p) _ 1 I ; G.R, - G.R_, = 5 DJ_2 E) _
Lueeo 2m+nes
38. Si al sumar M(x) y P(x,y J se obtiene un
A) 5 B) l_ C) IO polinomio homogéneo donde
D) 25 E) l2 m(x) = ax ca""-b'

33. Sabiendo que F(x)= -_+x+m y
(X)= X+3_ calcular a _b(a+1j ; ab_o
hallar m de tal manera que
F(G(F(2))) ' - I A) 2 B)_3 c) 3
IndiCaf el maYOf ValOf. D _2 E l

A) 2 B) O C)! 39 cla,_f_que l, exp,es;6n algeb,,;c,
DJ-I E)-2 ' _3 _,,3_
cK,_',_} = 2,_3
_. Si P(x)=x
PlM(X)+G(X) l '' _+6 A) Rac_onat entera
PlM(x)-2G(x)I = X+ I2t Bj _,,acional
hallaf M(G(2)) cJ Raciona_ ffacciona_a
D) No admie clasi F_caci6n
AJ O B) l C) 6 Ej Trascendente
D)3 E)8
40. Dete_inar el grado del polinomio P(x)
_. iCU_ntOS FaCtOFeS han de tOmaße en la sabiendo que el grado de Ep(x) l2 lQ(x}lJ es

tal que P(xJ sea de _rado 330 ? E p(x) J4 E Q(xJ l' es igual a 22.

A) I0 B) l2 CJ I3 A) 2 B) 5 c) 3
D)9 E)8 D)7 E) _
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;___ __,_O'_,c _^,;0___, ^'_, _0,0, ^'D ___,_ ^'''__,, ^a0,0,___ _,0q,,''__,,_o,,_0, _0,,^c _,v_ ^P'0,_0,_e 0 ^'''_, _0,o _n_ _ _'_,,0 0,0,__,oo__n'_,,^'v,,_ 'c,,o__, '__,, 0^''_,0 ' ^'cc0_c_ ' ^,' __o__ '''a,,,_o_,,, ___ _, _'__ 00__ _,o __''_,_ _,, '__,' _'c,, O__, ____, '^v,0_,_, _,'o0,, lWecani4ue Ana/ _i que. Descubri�  __ o ____ _ _ ^''_0' ~___- d9_^' ''_^_,0 _',_nh. 's-' _' ,7, , . ,_;,_'_
_, _,___ ^ _'_, ''''_ _0'_'___,o_ ^ '''_'___ ^ '^c_cc __ _' __ ''' _''___ '^'0,0e'_c, _'_ ' ^_''J_, __,v^o', __ __D, ^ ''''_, O"0_,,co0_'_ _'_ae ^,__, ^ '^0__ ' _'0_0'0 _, _' ^^_''_ ^ ^'c_, O _^0,^' ___, ^^''_o_ ' _^ _^'_^_D,__ ^ ' _''_ '0'0 _0c,c _6"_ '^0_ ^'__,,0 ''D _ _'''___ '^o00_u0o_0_'0, ' _0 ___' __ 0'__ _0'_,c ^00 _c ^"'^ _' _____^'''_0 _, "__,'o tambié n las __amadas series de _' , _ _o "_ '___ __'v__ ___ '''' ' ' '___'_'
_o0__0'c0c_n___',_,___,0_,,______0,e_v,,''^'___'__,_c,,__n,_v_,,_o__,_,___00,,0_'_o^'_,0,0_,o,___,___,__00__,___0___,c_O_______,e,c_,___0__0,,_'____,_0__0,c,_,,__,_c,_o__,,'__,_,_,a, La ran e laf�rmuladeinter  olaci�n  ' -^ '_' ''_; ___t ,_ _' o___oi__>__,._
', '',,', _c __'_ _0_ _,_ ^c0 __ '_ ^__0, ^ 0'_c_ _;a,,_ _' ___, __ 0_e,, _ __ _ ___,D "__L0'_,0 _;_o ___0 _, _0_o _0'_0o00o'_, _, _,'_ _0, _o_ __ ^_v,_ _0,0 _0__ _ __,,_, 0c_0_n,_ ^''____ ^__,_ ' 0'_,__,,_ _ '''__ _0 _, ^''_cao_ 'oD ^''___ ',,'__ __,, _ _,c_ _' __0 qv_ __ _____,_ que Itevasunombre. ' ' _' \ '' _ ., _' ._ ,, __,,___,__a'n9,___ %_ ;'_, '_'_; _- "' _ ^_,
_____0o,un__c___0'___,'__0_oc____''_____,o_0c______''__oie_0,__'___,_''__,_n^__,___^_'___0___00,_____00__^0_,,00_oon_,^'__0'_____,,__^0v''c0_,_0_,gv___,__,'_0e,v0_D_,_;,_0u0^c,,__',______;,00n0_,__''_'___,^_ecc,en'_ Respetado por Ia revolución fue ami- ' ',__o , ' _ _ ' _' ^'_''~^^>'''' "'' .__
_;^c_O___^0__,,__,_,_O___,'____c,_n,_'_,__o^'_,00,,i__'_'0_o^'_,o___'_,D^'"'_,,'o______,_D'__,__'___'_'_oi'_,0__0''___,'C'__,_'_,co0__0____0__,_,c,'c____g_____o,__,'o__o'_,___'_,_?_,,0''_'__,'__co__,^'_Dc_c,,0_ go de Bonapa_e quien lo nombr�  - ;_ '__' ,,,�  _,. ,_ J_ ;-7';
^_^__0_"''^o^'_,___,e_'__,a_'''__^'_____0_,_'_,o_,''0__'0_,_,___,_'_'____,_,o'^_o^',_,_D__,,^_v,___>'0_'_0_c___,____,^a;_^_''0,___,__0__,'D__,^'0,'e_,,0:_______'_0_,'',''o_,0e'_,_,,_'___,g0_,'^'_,,0e_n,___'_o,o Senadorporsuscualidadesdecientí- '_!.\ �_'  _ "'_ _.___ ' ' _
_ ^ 0 ' ,,0 ' _,o , _,o _ _,, ' _ ' _0,v ' 0,0 ,n __n, ' s ' ' _ _0, _ ' e00, __0, ^ ,,D O o _ _,c_ _ ' ' ' v ,,0 __ _, _ ' _ ,, _D ^ ' _,0 , _', _0, _ ' _ _,_D, 0 _ _, , ' 0 ' _ _,0 , _ _, _, __o ' _ _, , 0 0 0 ,, _00, _0 __ ^ _0, , ^ 0 ' o_, ^ _ _o _o, _ o __ __ _, _ , ^ c _ 0 _, ,D , _, ', ' ' _ _, , _,o __ _,o _, _ _ ; _, _, ^ 0 __, ' 0 _0_, , ce, __ ' _, c __,^ _ __ o _ ' ' _ c, ', _ ' _, __ _ __L __v ^ ' v cu_ _ __ ' _ ^ ' _ _ _,, _ c o y g e n i o. '_

_, _, ' _ __ _ '__ ' _, 0_,,,___ '_ _, ccc _, '_,o _0 _,0 'c,D_,_ &,__,eo_, ?_, ' ', _',,_0 __o _ _, ', ' _,,, ',_, _,0,0,,__, _o _, '_o,0 ; - :
_'_''_,^a_,_^'ic'_____c_'_'^__,_^v0', _ _ ''c_i___?____'0_??__''_'_o___0_
____0___c,_,,_0_,^''__,__o,,e_,_,'0n,_,,>__,_,_cc,,c,c_'__'___,,__n___;__;;o_,,____,c_,,_v_'0_v;_^_o,0__,,_0,_0__,^_0__,',,_,o__,_,_,_,,v0o_______,,_,0__','0_,,___',o_,_',0'_, ax+b 2+ a bx 2 _ a2+b2 x2

:__'u,j_'____'ec^'__o__^'___^___,__'_^,^^_00_'__0_'0^_c''n'__'^'_^_''_'^'__^_o _ '
:____,ne_,''',,''___t0,0___0,^,,00,,___'_,_,^_,'_,,,_c,___,'u,_,e_,,_,__0,,c,c,_,___,0uo,,0,,ec___0,_,'v_,n_e,'_,____,__,,','__'__o0_,v,_0o0__^_o^'_co_'e___ i_.___.____.___.__._____._________________.__________._ _,.i
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_ , , ,
e _ ' :: ' , ' ' ,_ ' , L_ n_e__zÓn del __1___2to
_
' _' ' _ _nJ_n jJ_J(_-)Jn g_JJ(e eI i)J_JJilo ijJJpJic-rl n Igo iJJJJJpJlso e il)7posib Ie de Il,gnJ-n c-oJJocpy. _JJ eJ Je,,_,,nJ,
', R_ popJ_lnJ- se J_riJi_n n JJ7eIJJ_ do e__ln pn)n_J-n pnyn iJJdicnJ' de .roJJJJn _'ngn "ev_'ryeJJIndnJJJeJJ(e gJ_nJJde '' u
, ''siJ7 posibiIidnd de s,rcolltndo ''. Fl_ec_l_c9ltelJlellte se ciln eJ 1llj1JleJ_D de estJ_RIIns eJ2 e/ cielo o de eJ-nJ7os
,, dr nJ_R_Jn e91 In DIn.1'n. _slos cjeJJlplos JJo so1J, des_ IIIego, J-enIJJleJIre iJ7JiJliros, sólopodeJJJos obseJ__nJ-
n siJJJ_ Ie _'istn dos o tJ___s JJliI estJ_eIIr_s cJJ IJJl iJIs-tnJJte dndo. De /Jec-I1o, eJ) In _'i_rJ dinJin jrJI1Jcn /eIle1JJos
ocnsióJ1 de eJIco1Jr/-nJ7Jos co91 eI iJJ_7J,iro.
_l2 In ci_Jlcin, siJJ eJJl_nJ__o, se eJJc'J_e1Jt_-n JJIJIcIJns _'eces eI i1J_jJ1iro, eJJ ocnsioJJes de /o_1In
desL_o_n_.ollndoyn. Hncc JJIJIc/Jo tieJJIpo rJIle Ios JJ_n/eJJJ�lic-os  e9JJpe_nJ_uJJ n iJ,reJJtrlJ'oIJreJleJ'I,9Jn JJJe_i_n
de iJ7JiJJito _' n desc_J_l7JiJ' J-eg Ins _JIe peI7JIiriernJ_ _JIe eI iJ1_iJJiro eJ1grosnrn Ins _iJns de orJ-os o_je_os
JJJate1JJ�ticos  co9JJo JI1J coJJcepto Iógico _ieJJ coJ_ocido ?' discip IiJJndo. IbnJJ n 1e?JJe_ JJJJ__'IJns so JprRsns.
Los griegDs cl�si__os  sólo coJJsigJrieJ-o17 Ji1JJifndospJ_ogJ-csos, ?' JJoJJ_e siJ1o /Instn eI siglo___.cJ_nJIdo se
IogJ-nJ_1_ pJ_og1_esos decisi'z'os coJJ el rrnbnjo de gJ_nJJr Ies 9JJnre7JJ�1icos  coJJJo GeoJge C_nllror .?! JV/_l
_eieJ-stJ_nss.
J1_cll_so eJ7 In c-ieJrcin eI i1JJiJJito es, pnJ-n JJJJ_c'IJos e_ecros, so In1JJeJJle 7n iden Ii_ncióJ2 de JIJJn
cnJ_tidnd, _J_e eJJ renIi_nd es tnJJ grnJ_de _Jle coJlsider�JJ_ola  co1JJo esrJ-ic_rnJJJeJJre iJJ_iJJirn se c_oJJ_ele
J_j2 e1roJ' despJ-Rcinblc. PeJ_o, de __ev cJ1 cIInJJdo, In npn_iió1J deI ilJJjJJiro eJJ __J,n reoJínJ(sicn iJzdic_n
n Jgo JJJJ_cIJo JJJás especrnc_J_Jnr.- el_iJJ de In JJJisJJla feoJín o bieJJ rJe lo _lIe ésfn __sL'_i_e. _ste es eI cnso
de /4s si9__l_l4J_idndes de/ espncio _rieJJlpo. GJ_ncins n eJJns 1los eJJcoJ7(J__rR1JJos c_nJ_a n cnrn co_I el
j1J_iJJito, _?'pnJ-ece _JIe J1o__ est�JJ  J-R_'elnJJdo nlgo JJJ2I_1Jpl_o_J,JJdo.' _,Ie /JeJ1Jos IIegndo nIJilJ deI IIJJi__e_so.

I'lIel1te: J'Jill_'1_irJ_' _le __ IrJ_eI_7rjri{-rI .1Jr_r Ji1'17r_ _ I_I/il/irI1_1 J__. JIr_11ellI__J._.
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_ _ __
UltlD ICaClO_

_
l

_ _
_ Saber aplicaT la prapi_dad dis_butiva pa_a _ul_plicar _lin_m�as.
' _ Conocey eI manejo de 1os _rod__os not8ble8 por ser de suma ^_portanci_ en la simpli_caci6n
yfacto_ación. _
_ _u_car l_ habilìdad oper__va en a1g_nos ca5os para la rRso1u_i6n de ecuacíones. _s

lNTRODUCClÓN
Sabemos que la parte teórica de la matem_tica tiene su origen en las escuelas cientír_cas y
F1losór_cas de la Grecia antigua. Una ve2 descubiertos los números irracionales, en la aún no fortalecida
matemática griega, hubo la necesidad de crear para la investigación cientír1ca una teoría matemática
general adecuada, tanlo para los números racionales como para los irracionales.
En cuanto se descubrieron los números i_acionales resultó que la colección de magnitudes
geométncas por ejemplo, los segmentos era más completa que el conjunto de los número racionales,
entonces resultó oportuno construir un cálculo más general en forma geométrica. Este cálculo fue
creado y recibió el nombre de AIgebr8 Geométrica pues desde este momento los productos notables
_conocidos en la actualidad- tienen su inte_retación geométnca.
Algunos de estos ejemplos se muestran a continuación:

1. Trinomio cuadrado perFecto
_ a__b>l

! + a_
a !2
_! �  a2 +b

_------------;---2- + ab
b ab !
_ !!

2 __ a2+2ab+_2)
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Lu m b reras Ed ito res Álgeb r4

2. 0iterencia de cuadrados
2-_'_b

_ a(a-b) '! = a('-b) +
_b(a-b) a-b _a_

_ a-b__b>l
l_a
Sn a(a - _'J _ 'b(�  - b) --_ça m_b__a _ bJ _ _2 _ b2_!_
_.n._...._m___,. .m...hm,,__'__v___^9 x' _ tm i___m___ _S! !_, :,;nnJn,_.mn
3. DetarrolIo de un _rinomlo al cuadrado
a b _
2_ ab ,;ac +

bab;b2;bc= + +
c ac; bc ;c2

!_._ _a __ b _ c)Z ;,i_ _'_ + _'_' _ c _'_ 2ab,__ac _ 2bc ?_;

0enN_c_6N__mu__e__c__N .. '; _',',_^'_x_'"____' '-'-'' '__ ^_ v_,_ _'
La multiplicación es aquella operación ma Iemática que consiste en hallar una tercera expresión
Ilamada producto (P(x))_ a p__ de otras dos llamadas multiplicando [ M (x) J y multiplicador l N(x) J
respectivamente, tal que
? ,' �x'_  =_' ' _�x_.  _,;__v._x,J;,*_,;v_'_
Porejemplo
multiplicar x _ - con (x+_)_ se obtendr_ como producto _+_-x-

_ _E _ m___1__N _ X_ ' _ ' , '' _ '
Para dos expresiones a, b, cualesquiera, se E_emplos=
cumpje las Ieyes siguientes: 5.3 _ l5 = 3.5
(_- l)(_+2) = (_+2)(_- l)
l. Leyconmuta_v8
r____' _
t_a___=; __,ì, 2. Ley__at_vg
sto justif_ca que en una multtplicación el '__,(__c _5 -a__' ) _;_
arden de sus Factores no altera el producto. ___' ' _____'_
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__El(_ )l _3x_ N_l_ 1____t_ _p_l_ 1d _ ____J___(__ _t__ _3x3)va /__y_ b___ _

_PlTUlO lV mult._p_'_cac._o_n a_geb,a._

EJemplos: ^^__ '0_^'^
__5.6__3o__(5.2)3__ _o.3 ,_ ' '_' TEog'_M_ ';,' v

(_- 1 )t (x+ 1JyJ = [(3x- l)(x+ I)Jy pe_a a,o et p,oduc_o r_e _,ab, es ,_a,, s,. y so__o s._
b_l
3. ley de la iden6dad mul_p_caa'va ASimismO el _foducto _b es cero, 5i Y sólo si
a=O V b=O
_'__"Mn,?_
ta,l _4'_
_ m_:__'
El elemento l recibe el nombre de neutro
mul ti _I ic ativo. EJ e_plo _
E_emplo:
El elemento neutro multiplicativo de l7 es (__+y)(3y-_x) _ O sol4_ mente cuand_
l yaque l7.l = 17 4x+y _ o 6 3 y_x -_ o

_. ley del _verso multiplica_vo _. Ley d_'s_bu__
Para tod0 a (a_OJ existe un único elemento
llamado inve,so de 4 denotado o, g-l e ,_n_ _....__. ._._,
Ealmodoque 8.à' = 1 '"._a(b_c) = ab'?�cJ
E_e_plo: E _ _''-_ '^- '- " _^-''_ ' ' "" 'V
em_O_
El inverso multiplicativo de 5 es - puesEo
5
x5 +_2)-_,5+xS_2
que5.-=I '_
5
l
lnVerSO mUltlpliCallVO de _ - e5 -3 q 2 + b3 6 + q 3
3 2.a a =a a
puestoque _- (_3)=l
3

Mu_n__cAc_6N De Ex_Bes_oM_ _e_uN _ -'_' _ '? , _ - ,_ _ , - ' v

Se aplican las leyes de los ex_nentes. EJe_plo8:
EJemplo:
2
('2_) = -_y ' -j1_Y(_ - _ + r7 )''-jl_Y + __ - j7
Y
_r0dUCtO
Recordar:
.___-_-_________-_---___-____•__ ''_ - ' ' ' ' ' ' ' ' ' - ' ' ' ' ' - :' 2 3 3 s _ J t 3 3 7 s 3 3 _J 3 s g
; ; ; m _ .-__(_+ +_Y)�_-iY  +-XY-J-X
; Xm.Xn =Xm'Il ; ; _�Xm  n ;
';..............................;: ;; x " _;
'--__-_'-'-_''_-_--_-'-'" 3. (x+_2 )(_ -_) _
Ultip_caC16n de un8 e_res16n cOn O_8 de
dos o __ _erminos. Para obtener eI producto
se em_lea la propiedad distributiva.
= x. __ _ x.y3+2_. _ 2_ ._

'3: _a ____ .= __. 'b _ ai C _l 3
'__ __, _h_, _. _,m____' ' _. __,, _' _- - Xy t 6 - 2y
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Lu mbreras Ed itores Á _geb

_muL..n.._.___c_ö_ N '.__E'':.'__. __Nom__0s _ ... _ '' ' ... ':_,_,.. ::.
Es un caso particular de la mulliplicación algebraica, con la particulajdad que sus elementos son
polinomios. En este caso se establece una identidad entre tales polinomios.
Demodoque:
Ac,,. Bcx, _ cc,, de donde
_ _ _''' . "_q
mult. lndicada producto ^'___,' _ra_ d0 P_Q)(_) = __ Tad_0 P X _ _fadD _(X)
0 por rea1izarla ^___ ,,, ,L,,o ,oo o,o ,o ,. 0 ,,,.,,,0 ___,, 0 , ,,,, ,, ,,,,,,, , , ,,,., ,, ,, ,,_0 0,,,,,,. ,,, ._,, , ,,, ,,, _,\_,__.__' ._. ,.___ ,,, d,,0 __'

, Enel casodeque _'___
entl a n ame_ta p(xJ __ (a_m + h)n _0
____.:___.,,:__,,v__',,__,'__:_''_,:'.,:',,''''V'''''''''''''''''''''''_''',:'._,,':,'__:_'__,_._,'''_:?,_...__'_,M'___,,_''.__,;,m_,__e__.__'.:'; = Pvr'''^ + ... + B __,_,
A(X)_B(X) --- C(X) m'"'''''''',''' D''''''''''_' '__ '' ''''''''''''''''' El grado de p(x) ser�  m.n, su término ___,__,,,_,''
_ _; independien_e (+b)'' igual a D ____,,^__,,'_,,
producto ___^^'_,,,^'__,,
_ mUl_pIi_dOr '^'^^P^_^^_^_P"^^_^_^_''"__^^^"'i' P_"'"'P_''_d'__ _'''0_ ''' ''''i'_O''''__'^"_ '^_' __0'_ '__^^00'_^'^' _^^_' '^''_^'''_0"' _ ''"0_''0 ^_'^"'"^O'''""P^'^^^_^_'^'^i'''^'_'^^_^'"^_^__^_^"^'"^" "' ''n 0'_ _''__'''"_'^''_^__"'^''"_"^""^_'_^_^'^'^"^'''_^^^'^^^^^
_mul_plicando
Ej emplos; EJ em_lOS _
_. (x__)E_+x+__ _____ _ l. SeaP(x) =_+3,_+9x+l
2 2 1 ____ Q(X)''3X9+X+7
.3. (x+y) x-y +__--_
COmO e gra O de X eS y e gfadO de
_i_ (x+3J(x_3) =-- í-9 Q(x) es g
J. (x+7)(.x+2) __ _+9x+ I4 _ grado de p(__).Q(x) es 5+g _ 1_

6RnDO DEL _OLINOmlO iRODU_0 __ 7 _ _1
^ ' ' __ 2_G2
P(x) -- a_m + an, como el grado de P(x) es 7(3) y el grado _e
Q(vx) = b_" + b, ; (m,n) c _+ S(x) es 6(2)
2ntOnCeS .'. gradode i(x).S(x) es 21+12=3__ t
_ '_ X ') -_ P ( X )_ Q ( X) _ C ux t " + ^ + C1 X " ' + _v _ + C3

RO_UC_OS O__ß_S/J

Son los resultados de ciertas multiplicaciones indicadas que se obtienen en rorma directa,
__0nsiderando implíc�ta  la propiedad distributiva de la multiplicación, por la forma que presentan:

_PnL_ PRODU_0S Y_ABlES '
_ Tjnomio cuadrado pe_ecto Ejempl__
,_.. _________n_-,______'_'_'__,____n__m__nn_n__v_'n___ ___; l. (2_' +3_)' = (2_)'+_' (2_)(3vx3) + í3_)'
!) a+b2_a2'+_abtb_'' _ 6
!_- - _ 'x' =X+ +X_
...,w...,__,MM,,,.._.. .._... _ 'a .__.,.._u.,._._
4_6__ 42_ _ b _72,!
Ten_aen cuentaQue (a-b)'- _- (b'__)i- __ 25__ lox_y6+yI2 -

_-_
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CAP lTU LO lV mu Itipl icac ión a lgebraica

_ _ Ejemplos:
, Corol8rlo ''ldentfd8de_ de Le_endre'
' _ 2 2 _ " _ 2x+3+,_!2- 2x2+3v_+_2_
a+b-+ a-b =- a+_ ........... _ _ = , _
(a+b)'- - (a-b)2 �-  '1ab _ , _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - _ _ (2) + 2(2__)(3y) + 2(2x)22 + 2(3y)_?2
, (a+b)'- (a-b)'_- 8ab(_+b2) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (3) 4_ _ _ _ _J 6 _
,_,,,,_ _,,_,,_,,_ __,,,__,, ,,,,_,,,,,,,_,,,c,,,,_ �-  +9_+_+l2_+ _-+___-
N m+n+ _ l m2+n_+ _
Ejemplos_ hallar mn + np + mp
J ,J _ _
_ 2Xt 3Y - X - _ - �  Resolu_ón
= 2(_+9y') De _a __dent__
2. (3_y+_, )' - (3ìy-__' J'' = _ ,_y. _ (m+n+p)2 __ m2+n'+p2
3 y3
+ 2(mn+mp+np)
3. (m+2n)'_ (m-2n)'=8.m.2n(m2+4r__
_ , Reemplazando l_s datus
= 16mn(m_+4n-
l_ = 2 + 2(mn+mp+np)_

N m n + m _ + n p = - -

Todo trinomio de la forma a_+bx+c es _ ,
cuadrad_ perrecto si. __ __ ólo si b' _ _ec _, D_5a_O O e Un InOmlO al _bO
J_;_ à3+3,---2b+3_b2+_^ 3'''

Q_+l2x_+9 c_s un trinomio cu_drado
ßer Fe_lO ya _Ue l_'- = 4(4)(9)_ m_S aÚ_ eS 3 3 _ 2 3'
n _- __ _ _ _ t _ _
equivalente a 2__+3 ' 3 J ;

2, Diferencia de cuadrados
/"^ -- ^ _ _-- ^-_-\_ ? ;'"' _; (_Tb)'_(a-b)3_2a(a__3b_)
a2b2 ' ' 3 3 J7_
^ = ' . _ _ a+ -a '_-2 a-_-?

Ejemplo_:
__ __2_ 2,____9_'___ _
2, (Wc3+3?')(__35')_-- (4_)'- - (35')' l. (2x+3y)3 _ (2x)' + 3(2x)2 (3__)
_ 6 ,8 7 3 7
�  _ + X ,? - + y _-
3. (m+n+2p)(m+n 2p)= (m+n)'-- (2_)'- + 54__+27y_1
=-(m+n)'--4P'-' 2. (__by)3 __ (_J3 _ 3(_)_b

__ DeSa_OllO de Un _nOmiO al CUadradO + 3abJ_x_v__ by_

2 ___ a 2+b2_c 2+2(ab+ac+bc) \; 3 s,_ x+y __ 3 ,, _y __ 4 h,_lar. _+y _
,_ _ _ _ s Resolución:
:( b a 2bac2
. a ' _ = a + + ' a _ C-aC _ Reemplazando los datos en

a _ (b+c a) 2 _ (b+c a)2
._ __ 3__J _ _3 _
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Lu m b reras Ed itores Á

_, Suma Y diferencia de cubos EJ'emplos:
_'__._ _)i,a_'__e___.6_ _2) __:.3 b3;_ l.(x+2)(__2x+4) _=_+23_-x'+8
___. __ ' _;_____;. -._,_'''-''_:__. . __ __:_._.____, __,... _____ ___,______ __ __''
!'''''''''''_''; ''''''_ ' ' _ ''''2':,'''',.'':','''':,.''''.'''_''__'''''''''''''''' ',:;'' '''__2 '-' 3'''UV_'.'_-''_'_! 3. (_+6_+9_?')(2x_352) _- (2x)3 _ (3?'-)3
!,'_- ____;,'''_'abtb_ _.,a'''_.b''_.
___. .: .... ..,.._:L.. _' .__ __ ._ ..m ,nn_,..:;_._., ',_,.,....',y'''_:=.=' ;_;_., .__._.__. ., ._n .nxn.,,j' _ _oD _ ,6

6, DesarroIlo de un tjnomio al cubo

r_"" ' ' ' ' ' 'V '_.. 'm. ' ' .M' : '. '' " 'm"m_ ' '_.'" '"_^"'m" '^;:-^_ '"_' "_n 'n"mv ' ' ' '__ '"''_ \
_,. (a+ b' m c.._'S ;'_;_. e _ + b 3._ c 3 .+ '3ca,. .b) (b +c_ (_c._.a). .. ':

; Ca._.+_b+c)3___;. ____3tb3..+c_S_.m. __+b+c ab+bctca ..._3abc _,

''''.' Ça... 'mb. _..c_:3=..a3________.b. _3__.i.3_3.a. ,Zib. __ c.) _3b_2(a+_c.) +'3c2(:a.-_b).4_6_'' _ '!,x

EJeInplos:
l. (i+x+ IJ3 = (i)'+(vx)3+ l+3(i+x)(_+ l)(x+ l) =x_6+_ + l + 3(_+x)(_+ 1)(x+ 1)
3
2. Si a3 + b3 + c3 = O, halIar el valor de
(a+b+cJ(ab+ac +bc) - 3abc
Resolución:
3_3 +3 3
3+ _3 ++ bc t3
3
_
.'. _+ + = I
(a +b _cJ(ab +ac+bc) - 3abc
3 +b3 + c3
3. Si a + b + c = O, hallar el equivatente de
4abc
Resolución:
3_ai+b3+ 3
a+b _ _c
Como: a+b +c = O _ a+c = _b
b+c = _a
ie _3+3 3
Dedonde
3 tb3 +c3 a3+b3 +c3
3 3 3
abc 4abc Q
7, Prod4cto de multiplicar binomios con un te_ino común

X"x_.....,..çx,a) (x_b) __ .x' :2''_'_''...ç_'' .._,.. ___:'x.,...+.. ......ab .::ix
También:

%, _. '(_ x_:',_a___..'_:'c___ +b). (4_ +' _^_) ,-M_ x... S + i; .+. _ +.. c'),2..+ .(,.. b . _ '_b.c_'''_. _ '',_ j' x_.: + a__bc . t
.;,____ '_';.';_';_'_.:,:._''.,'_ _: ;... .:__:'_'::_:_:''_''_.'__''..: '' -_. ::'_-:'._' ' '_ '' '''_ '--'_'' ''' ' ' ''_'' '-'''' '''' ' ''- ' '' ' '' __' ' ''''''_'__:'''''''-'-'-' '_'_.'' ' - '''' '''__.'_'_.'_ _''''''__'__''_.__.'.'_','_ ' ''' - ''''n'_ V_:_: _i_________,_. _m'__. '''"'-' '_'_' _____ ___''__?-___''_:'__':.__ ___V__ _ ::_;__'':-'' ''_' :;Y,; '_.'__' '_'___.' __ :_.; ' _____, 9
_ 8.__;;_'_._. _: ' ___'. '';_'''',:'_''''. ''_'''(x. . _-,_:_:.._;.::b. _ _),(x. -' '_'c:___. '':__-_._. _;.x.. :..' ?_-''_'__a.. _. >.._:i."_.. ::'_....:._;_..;e___.:_x;.'. ..._ Z:'___. _'_a__' _' _''' :_. c__:_ '_':c.______'_'J.x. -'_a__...e_ _'''t
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CAPITULO IV m4_t__p___cac__o_n 4_geb,a__

Ejemplos:
l. (x+5)(x+7) -_ _+ (5+7)x+5.7 -�  _+ l2x+35
2. (x_6)(x+9) =- _+(9-6)x_6.9 -_ _+3x_54
3. (x_ lO)(x_ I2) --_ __ ( lO+ I2)x+ lO. I2 -_ __22x+ I20
4. (x+2J(x+5)(x+3) --- _+ (2+5+3)_ + (2.5+2.3+5.3)x+2.5.3= _ + IO_ + 3 lx+3o
5. (x_4J(x+6)(x_3) ___ _ + (6-4-3)_ + (_4.6+4.3-6.3Jx + 4.6.3 = _-_-3ox+72

8, Identidad tnn6mica {ldentidad de Argan 'd_

!.'í''''x_:: ;''::2..:_:.__.._,.,:;_;....,..:.,:.:x:_..:_... '.. .._ _.__(x.___. .;'':,;. ;?.;;'::_.;;...:..'?''.'';...;...>.:::_':,._''__...,___,_.,.':..,,_ ...;....._:... ..4,i...;.._;_;__.....:_..._,;._:._:,_..;;_;._;.;..___:_.__. '; _.... ' .._':_'',.:'.....':..::.':'::_:_',:'':;.__'_::'_:::,::.__,;..:,.....:......_', M _ener8l:

_;;_x. _ " +_': +''''_''''''''''''_.,.._. .x.. :2..,_'_';' :_.______::;_. _:._._'..;.t..:,;_..._._....:;.______)...;;._.._........,._'.:._..__... /'_::''_:.:_':_?.:.:__:_,x_~.'_______:._'_____2'_'y'_,_;;. :.;:_:,;;_......:_..;_......,__;..:,. ,t D_:_'_._.;.__,..lx_ .: __::_;;., ,.,..:...'__.,:;__;._,._..__....;:._..; .;.._..:.._.._;m.___ _,:....,__.. ;!_....:._m_^.,;_'__:_:,:__...g____:_,,;_ :,,,,,_C'x_'''''''''_;._ .,.,,__,:'_'':'_ ''_i_. __,,__...._.':__.___,:..,,._:_:._.::...:::_.:.':..;.._''_;''''''';._.. _,......,_.. _-______;..,____.._..___...;.:_:..:..:._.__._.:..,,...........,;,;,_........_:__,...x.. :;_s.;.__;___:__::_''______:_t_..;,.,__ __ _._. y_..; _-::'

4t 4_7 ___ 4
2. (x6 + _y + _)(x' _ _y + _) --- (_)4 + (_y)' + y4 -_ x" + x6_ '+ y4
3. (_+6xy + 9_)(Qx2 -_+9_) _-- (2x)' + [(2x)(3yJl' + (3y)4 _- I_4 + 3__ + 8ly4

9, Identidad_ adi_onales {Identidad de Ga_s_

'>::_,_a: 3.. :__;'b.......,.._3_?:.:_..c.:._,..,:._..,..._;'3'a__.___:'.,;.._;;.________ __:.i. a_'b...m;........c..;?.. _..__:______._:2:___..__^___;_._:_.___._:_....;_;.,_,;..,..:.__:....._:.c. 2'_ __...;;,...a:....:...b..'_a. .c''_.'':''_''''::',:_:'_'.''____.....':_._;....J,

;,'_, ,(a +_'_ (:b. '_''4,'c''''' _'(c m a__ e_abc'' , '_a;:'' .;(_a _+_ _'m'c,J_._a' __.;.:_:..::'':__:_0._.:...:.:.::5__._:;.__:_'.:.:_.____..;_...:_._.;__'. '__.:_'''_''?_

Ejemplos: 2. Reducir
_2 +2 2
_ a -a aCC_ X_y+__+__X)
hallar el equivalente de g(x - y)_ _ zJ(z - x)
3 +b3 + c3
_ aC Resolución:
(a + b + c)(ab + ac + bc) H,c;end
Resolución: X_y�m;  y-Z=n ; _-X=ß
En la identidad de Gauss Se ObSeNa qUe m + n + ß = O
a3 + b3 + c3 _ 3abc m3 +n3 + 3
luego tendremos
2+b2 2
3(ab+ac+bc) pero si
J + 3 + 3
entonces
dedonde
a +b +C ' abC �2  a+b+C ab+aC+bC
3+n3+ 3
a3+b3+c3-3abc _ _m __mnP _
' ' _(a + b + cj(ab + ac + bcj - 9mnp 9mnp 3
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Lu mbreras Ed itores Á_geb,,

lO_ IguaIdades condinonal_ 2. Hallar el equivalente de
J+b5+c5 a2+b2+c2
l. Si a+b+c _O 5 ' a2b3c2
severif_can s,_
2+ b2+ C2
- ^ C Ca a +b +C =ab+ac+bc
2__ab2 2 2

m____ e3 + b3 + c J = 3ebc _____'"0_,. De la identidad Se tiene a = _ = c

,,,.d.,.,..,,.:,.:._.:...,:..0,:,:...,.,.,.,.:.:._..:._.::.:.....:.:...:._._.._...:....::p_.:._p_:._p.,.._..p..,...p._.,:,.:,._,,,,,;p._,._.,,,,.,0,..,,,,...,.,,o..,.,,..,,,,....p.,,,,,,.,.,,,,..,,,0,,,,o...,,,0.,,,do,,,,,o,.,,..,p..,,..,,,.0,.,0000oo,p,0,p,p,,.,pp,,.00.0,,,p,,.,0p,,,,0,,,,,0,,,,,0,,,,,0.,,,,,,...,.,,,...0.,,..,.0,,0,.0..,,,.0,,,,,,,,0,,,,,,,,,,,,o0..,0,,,p,0,,0,..0,00.,,,,0,,.,.,,.,,,,,.,00,,p,0,,,,d,,0,,..DD,0,,,,,,,,,,,,,,,.0D,.,,0,,,,d,,.,0.0,,,,,0._,___,,,,,_____,.,,o Luego lo buscado es equivalente a

__._;'-'-'-'':.:::--''-;...''-'--'---_---::___"::_:__:'"'_:/.__'_________''_"'_"'_::_''____"::._'_:'..'-_:,.__.' '''.. '__''_.___._ 5 a2a3 a2 5a7 5
-___, (a' +b2 +'''c_,_;_._____?'_:,._____-'_..._____.;2__:(:a..4_. __:b'__ +__c_ _?,._;j! '
_._'''''' '_... '' '.. '__'_ '' _... '.':': ..__''__' _ _ ______ _____ ____/__:_._ ____ ___'_____._:____:.._.:: ;__. ._;.,__..._.:. :___ ,._.,,..__::_.j/_ 3. Ha ar e Va Or nUmerlCO de la eXpreSlÓn
'____'_._.'''''_... _.________'"'___'____'__. ,3
_.__ a2_b_tc2 '____a'J_.;,_.b3_c3 a5+b5_�S.':!
,..:.,_' .... '__:_.'_;.:.,_..:_::.,.__.... _ _ _ _-__ _>>: si x, y, ? son reales que cumplen la
_.';',__: :.._m_._.____:;'_,_::..n.,n__. _._._....n..___ __,_.:_?,.___":_:;_;;:_;__,'__:_.. ____..__._ ___ _._;__.;:_,___._.__5___ siguiente
..'"__ _' _^__' ______.__:::________:_'_____:___.__,.__._.,__.__' _ ' '' _'____'_____'n_ i + _ + 2y - 4x + 5 + 9_' �  O
';''_ _2_b2+c2_:_"a5'_'b5+c5 â1'+b1.'_'.c__,X_ R _ ./
;''-.. .__. _ _-_. _ _i eSOUClOn;
i'' . 2' ..__' '5' ' _' _''.' _i
'_'; _. __. _.... i_ _ . _ ._____.._,_.._.. . ;__ .__' . . y_;_ El dato es equivalente a
(__4x+4) + _+2y+ l) + 9_2 _ O
_ _x_22+ +12+9,2_
'2+b_+ c_
-a +aC C _x-2=O ,_ y+ I =O _,?=
_a;b:ceIR _ a=b=c dedonde x=2, y_-l,_, _O
También_ si Reemplazando lo buscado es
2n+b2n+c2n _ -anbn + ancn + n n 2 2 + 3 _ _ 2
/_ a;b;c _ iR
n _ _ _ a_b=c 4. Sabiendo que
x +y= _ _ ................. (l)
EJ.emp_o,.. _+xz+yz= l ............ (2)
reducir _ +_ +
5+n5+ _C y_? xN? _
l. Hallar
mnp(mn + np + mp) Resolución:
__ m + n + p __ o Lo pedido es equivalente a

eSOIUClOn_ _X + Y + _ . ero de 1 x+ +_,__o
De la identidad condicional __
5_n5+ S m2+n2+ 2 m3+n3_ 3 o _/

__- mn+mP_nP ._mnP _X +Y +^ =-5(_'+x_+y_)
_ 2 3 __
5+n5+5 5 5 5
.'._m =_5 ._X+Y+_ ____
mnp(rnn _np +mp) ___

1_OO



_De_l_saaLo_cdeu_ndoebtemgdlo_d_(moeenloondc4nde)uNsdsoceeeq__q(u_(bbu_eb(_xlp_5b___a__+lt2_4x__y_l)))ob_y_l(t(t4(__b_(b_bb+)x_l+_o)l)_(_)(_blbo(2_b)))+_ol l b _dpsharge_ll_aQ__t_____l(_(a_a8)__t+_ln_2__Kbl(_(x+__(a(3____c_ng__())e)((._g)_(_(()_c())()_(____3+pat)vqtt()2_x_(__2K))(_l8p_a)__6_bar)(n+)_a(ar_3_c+b _c)J )

0
fOblemaS Q_SUeItOS

i__algmg 1 Resoluc1ón:
x 2y La idea inmediata es buscar diferencia de
Si se cumple que - + - = 2 cuad,adosy X :
./ 2 .
e a COn lClO_ n = nt, Se lene
8
X
CaICUlaC - n=l+- _ n_-=I ,
Y n n
R_olu_ón: _ue o _ es ,eemp_azado por n I
../ x 2y2 n'
elaCOndIClOn-t-=
2y x
. _. d o,2 ,et._ene K_8 _ n+l _+1 n_,1 ,l
'UtlPlCanO -_ n _ n_
+ (2y)2 = 2x(2y) n _ :. .: ;- ,_

a__o-- __ '''_ ,''' .,;'''
_-___-_:' ;'
X-2y=O_X=y ,,' ,,'
a 28 '' _'
. X _v lea y _ 28_256 n_ n_+l ;
'- - -- - -__ n4;
y Y _ ,,;'
_-_+
tm_
_ b3___ _
3
impli Flcar
4 ,,_ ,

_ +b 5 Si a'+b'+c2--3 n ab+ac+bc = 2_ hallarelvalor
2+ 2a+ b+c 2+ a+b+2c 2
R_oIuci6n: R__uc_,o/
3
b 5 + I EFec_ando y reduciendo te_inos seme_antes se
_dldO eS eqWValente a _ 4 2+b2+ 2
_ tlene =
Reemplazando datos Q = l4(3)+22(2)
deldato b3--l
5_b3b2_ _ b2_b2 ''
b4_b3.b= l.b=b
3_____ 2+b+___
eaPX=X+IX-l +X+l 'X+
2b+ _b2 .
= = - ee Va OrnUm nCOde
3 2 3 3

b4 b b Re8olu�ón:
Enelpolinomio

m_l_mgg _,
.endo en cuen_ n2_n+ _. n, _+ P(_) =(_+1)(_- 1)(_ +_+1)(_t-_+l)

_ducir
multiplicando como se indica
l n2+l n4+I+l
-- 8 n'�  _ _ _ P(?)=(_3+1)(_3- 1)
n n n _

P(x)=__I
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_u mbreras Ed itores Á _geb ra

De la condición PrgDlgmg _
2 Determinarel radodel roductodemult_ ti
X _ _
lospolinomios
12 2 2_ 3 32 __2 5
_ x2__4+_+4__s_2 4+_ ___ X + X + X + X + .....

l6- l5
4lO~ multiplicaciones indicadas
Resolución:
._. _ = 8_2(IJ _ _ = 6 s_. asum,.mos que el po__.,om,.
tendremos
ReemplazandO datO V.N. P(X) = 6'_ I = 2l5 gradolp(xJl= 12.2 +22.3 +32.4 +42.5 +....+ lo2. l l
�  2 +l2 +36 +80 +.....+ l lOO
P_Dl_m8 6 De s dob la ndo
. 23 23 23 _ 3
l + =X, = N___
o Agrupando
C_CUar _ _Xt
222 2 33 3

Resolución: lo. l l. 2 l lo. l l
6 2
ea a+X--a_X_
mult_plicando H con la condición = 5_ l l _7 + 55'- " 55(7+55)
= 55.62= 34IO
(_ax+_x)(_x-_a x)=2xH
_e_n_a de _d_d_ _rgQlgmg 9
Con a+2b+3c = I,5x
(a+x)_(a-x) =2xH _ 2x =2xH s.lm p_._

.'. H = l (x_a)2 + (x_2b)2 + (x_3c)2
2 (a 2+4b '+9c ' }
Pr_Dl_m8l
. e_ redo del o__.nom__o Resolución:
n(2_7+3__ _)n 2(3+_)3 es 47 Desa_ollando los binomios al cuadrado en el
numerador
_10 __
etermlnar COe. pnnClpa e X 2 +a2 + 2 4bx+4b 2 + x2 _+ c2

Resolución; 2(a2+Qb 2 + 9c 2)
Grado de P(x) = 8n+3(n_2)+3.3 A
grupar términos semejantes
Entonces I In+3 = Q7 _ n = 4
t 3x 2 - 2x(a +2b +3c) +a 2 +Qb 2 +9c
condición 2(a 2 +4b ' +9c J
Ahora reemplazando en
eemplaZandO a+2b+3C = I,5X
p(x) = (9__ I)4(3_+2__ I )2(_+
seobtiene
Finalmente ___+ a 2 + 4b 2 + gc _
IO _og _o _j j j '-
_ = =3 2a+4b+9c
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_AE_slaf_e_(_l_ogcrut__au(n_a__a)rlden_aeddm_o2p+)__lra_b__z__+a_n__ad2_+(obb_le4n)__ 2_n(x93+__xn2by+_yn3__+33__3) b) pepLr1ee_ormao__((pgelmno3+_8_ebn_)b223)+2_((_a (bbJ()32 __h_3_2)___2()a_4___2__+aa_(32b_b4b_ta)233b___(3_)_e4b_ )

CAP ITU lO IV mu ltip l icac ión a lgebra ica

_r_Dlgmg 1_ Llegando a esta Forma será fácil inte_retar que la
n b n única razón de que esta igualdad se justir_que
Si - + - = I I (en tR) será cuando
b a

/ iX_l!_ _ ;y_2;__, _ !,_=3;!.
(ab)^
Re,o_ución; Finalmente reemplazando en
nl tener una sola condición y existir tres ___ _
inc�gnitas_  no queda otra alternativa más que x3 J y3_ +__3 6
buscar una relación entre el numerador y
denominador de lo buscado a partir del dato.
Esta característica nacerá de un trinomio
cuadrado pef Fecto. Para a_b x O
2+(ab)22_4az_b22
Simplir_car + _
a^ bn __ a3b32a3+b32
- + - _ I l .... multiplicando por (a"
bn a" Resolución:
(an)2+(bn)_-'= l lan.bn.... sumemos (_2anbn) Operemos y Ordenemos convenientemente,
2 n ,, n _ buscando tener la identidad conocida. Así por
a'a + =a .

es un trinomio cuadrado pe_ecto a a- �

Ira. Legendre
trayendo raí2 cuadrada
n_bn2_9 n n

an_bn__3_ va a +
se tiene la 2da. identidad
de Legendre con signo negativo
a^_b" _ t3 a^b
Luego al reemplazar en
2do.legendre

PfOalgmg11 2(a2Tb2\ _4(e2__b2_J 4_/,__+b2_J /a2 bJ__7)i: x
, y, z s o n t r e s n ú m e r o s r e a l e s q u e v e r i r _ c a n J 4 ,3 b !3 / _ ' l! 4 J ,3 ! b , /

proporcionar el valor de

.o,n. Proalgm813
,c__ona_ estab_ece que x y z son Al reducir la expresión
reales, su análisis podrá darse buscando la
Fo_ación de cu,d,ados pe,fectos En nuestro se obtiene
e_emplo, si ag_pamos té_inos buscando la Resoluctón:
(ormación de Trinomio Cuadrado ierfecto COmO

2_4y+4)+(_,2_6_,+gJ __
x_ l 2 + _2 2 + _,_3 2 __ o 2da. Le endre



__(_r __(Jx)+(cy_(2z_)JJ __r(22o)__)x_+(2y(__)2(2_)_o) _De_(___)(( Elte))v(_(e(m_ya)_(_obs_(__(_aa)_)__)_c____)u__b,__a___(d)r__(ad_5oy)( 2))_2(n()l2)(2)J

Lu m b reras Ed ito res Á

entonces reemplazamos en la expresión inicial iroDlgmg 1_
E8ab + a' + 16b ' ] _ (4b - a)' "-_(a + 4b) ' ' (4b ' a)'- _ara: x_o, simp1ir_car
2+3_
es un T.C.P 2da. legendre
23+ _3
_ 4(4bJa = l6ab Regoluc_.o,

En el denominador, desarrollemos los binomios:
rODl_m8 i_ (x+_J3 _ _ + 3__ + 3x_,4 + y6
_+ (x _+ y, )2
' X+_+Y+_ _ ' - _ ?+Y (x__)3 = _J - 3_y' + 3xy4 - y'
3 3 J.
. X'y y'?_ _7 Sumemos
fedUClr _ t _ +
__y x__ v__ _y (x+_)3 + (x__)3 = 2_ + 6_4

Resolución: = 2x(_ + 3y4)
Como la condjción es únjca, pero exjsten tres POr lO tantO
variables, entonces reduzcamos a Fjn de visualizar x 2 + 3 _ x 2 + 3 _ 1
alguna relación __ 3 2 3 _2 2 3 _ - _x
2 _ X+y tX'y XX'1
X+y+2_ + X+y_ _ ^ = _ X+y
l
l ra. Legendre pioviene de: i_O_l_m8 1l
(X+Y+2z)"' (x+y-2zJ'- Cumpliéndose que
luego ab(_+b) _ _.. .. (_
2
_^ 33 3 +3
obteniéndose x _ y = 2(__yJ 2 ' ' ' ' ' ' ' ' '

Y"_=5"X elvalo,de. a2b_a2+b2 será..
x+y= 2? Re,o_uc_.o,n.
Al reemplazar las equivalencias se tiene c o m o a7_ b + a b7_ _ _ d e _ a c o n d._ c _. o,
3 3 3
_2(5 YJ + =_ X + __ __(2J3+(__)3+(_)3__g elevemosalcubo
_"Y x-_ 2_ a6b'+a3b6+3a3b'(a2b+ab2)_a

_r_Dlgmg15 5
Con _+y3=I _ x4+y6=2, 2

elvalorde (__y'J'--x4_2___yG, es: Deaqu_/ a3b3 _ I
Resoluci6n: 2
Sequiereconocer
(_ - y")' _ (x' + 2_y' + y') = ___ a4b2+aab_ + 2a3b3 __
_
T.C.P. ,2 2 2 _ "
a-b a +b +2 _- �  _ a-b-(a +b)=
2
2da. Legendre

P__l_m818
Of Otfa ßafte, eleVan O a CUa radO a p_mefa
_ ./ Sl

4 6 _ _ _J3
- - x_3 a+ a2+ b +3 a a2+ b
2 2 2 3 2 2 3
Finalmen_e __y3 = _2(2__) = 2
.'. lo pedido resulta ser 2 obtener el valor de _ + bx + a
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__Ahl_m_(__(_mmqe_ungl)t_or___aer__l(_)enu(lvn__e)__a___m9d__)ltmor_ae3_srtmet+tna__t__l3nlt_a_c__(du__m_e+_b_b3cot6(bu__J__xb0x_n_y___+s)d)__eans__(am((rr(o__)l_l(_nem)x)()(o_s_))en)su eqp(xsurot+eaadysNla+g_o9m_d__+__up)e3gc3n_3912o___e__+Ang__(axd+___ay_+_9y(+3__(++(__x___3_3tA+3+)_)y3N3(+(x__x______)+_+93y__9l_a)y2__)__2_ta(+zab_)___+(J_b__(_b_J_+_2+____xx)__)33aabb

CAP_TU LO lV Multiplicación algebraica

Resolución: Resolución:

Esta ig_aldad se verir_ca�a  si:
en_onces

2 2 ior dato adicionando: - 3ab

segundomiembro
Como atb _ (a-b)_ = -_ab
a a
= _2 ' + _2 - ' 3mn m+n A_ reem _a2a, en ab _ ab _ l
a-b)2 -3ab 3
pero
3 2 J _ 2 3
_ _a _ _ _a _ _a _ b Con._+_+_3_3
2 2 2 3 reducir

__ o R_soIu_ón;
Recordemasque
_m_
S-lmpli F_que la expresión 3
_ 2 2 _ 2 2 9 2 2 Llamando a (x+y) (x+? J (_+y) = A
_ _n 'm n 'n -3m n m+_ m'n se t_ene (x+ +zJ3 __ 3+3A
i_OlUCt_n _ que al sustituir en lo feque_do
_remosenelradicando 3+3A-2 __3A _
_ n_ m4 + n2n_ + na 3m2na m_ n2 _

_3___3 2__2__23V
pro__8mg__
_ el desa_ Tollo de un binomio al cu_ con abc _ o n a + b + c _
__ene halle el valor de
2_n2 __mz_na K__+ + _

Re&olución:
__2_ como a+b+c=I elevemosalcuad_ado
_ a _b ; afb a2+b2+c2+2(ab+bc+ca)__ _
ab llamemos 4_'' a: ab+bc+ca_



_pr0D_x_ag__abmb__+glb2_bc3c_+__cta_c_a___c______ttaN_b_ltN__ ac)_ bc T +3b__(++co3(x)3 y(3((__a+)_)xb_++(c_a(_)(+ab+(_+b3c__)+ab(c_2__3)abc))

Lu mbreras Ed itores �_geb,a

Así mismo elevando al cubo a + b + c = l De (l) al cuadrado:
a' + b3 + c3 + 3(a+b+c)lab+bc+cal-3abc= l
2+b2+ c2
l _
3+b3+ c_
Reem_la2andO en K Se tiene _ a'- + b2 + c_ _ __
l-2a l_3a_Il_l
2 3 2 3 6 De modo que la expresión queda reducida a
__ _+_? i_3_
_-K_- T 3_+___+3+b3+3
6 = _-_a C-
Pero
3 3 3 abc- __7
Cona3+b3+c3=O a _ =__C-
3alJc X ' -_
reducir
a(b _a) + b(c -b) t c(a -c) ab+aC+bC
Re,o_uc_6n; _
plan_eando la identidad Gaussiana = -2_
3 J 3 Entonces T _ 3,J + 2x3)
a +b +c - 3abc _- (a+b+c)x - '
.'. T__
O
2_b2+ 2
_ equ; 3,bc __ (a+_+c)(_x) Pr_al8__ 2_
Reemplazando en la expresjón, se tiene CumpliéndOSe qUe
(a +b +c)(- x) X+b + C = 3a t _ _ _ - - _ _ - - _ t t _ t _ (IJ
=a+b+C
_ e2 b_ _ c2 Y+ c + a= 3b.................
V _+ a + b= 3c ; abc_O........ (3J
-_'
_. Lo pedi_o es a+b+c Determinar el ValOf de
3+ 3+_3
S_ X _ _
ffa0_gmg 2q a a 2 _bc) + b b 2 _ca_ c c 2 _ a_
Sabiendoque
conabC f
a+b+c = ,x .................... (l
_ (2) Resolución:
Sumando las condiciones (l)_, (2) y (3)
T __ (x+a)3+ (x+b)3+ (x+C)3_3,bc en té,m;no, X + Y + _ + 2(a+b+C) = 3(a+b+C)
de ,_ x+y+_=a+b+c

.o/n. Usando la identidad de Gauss en
Al desarrollar la expresi6n
.9 _ ., x3+3+,3
= + 3(a+b+C) + 3(a_+b-+C- _ s - __ - X __
_+b3+ 3 a3_b_t.c3
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_cp__o40f(maldo_(eab___n_p_)_tb(ld)2ad_((cp(_o2_n(_dll)c)_+_ly_l_(n_)+a__(x)a)_))+_c__3_bo p_((rgo_a|_8))m8((2_g_(()___)(_bc+)_()(2_J_)g2_____)______(62__)l_()_____ _)___ (c)

CAPITULO IV m4_tip_icación a_geb,4i

Z+ _+?2 x , _x Detennjnarelvalord
S_ X ^ N_

a '+b 2+c '-ab-bc_ca_ a
2+ y2+_2 _ y z , x b

--j jbj 2 bb b
a+ +c-a-C-Ca -
C
(x-yJ2+___)2+(__ -xJ
'_2 2 2 Resolución:
a-b +(b-C)+C-a
SandO a ldentldad COndlClOnal Se tlene
3 3g3
De (_) ,- (2) x_y _ 4(a-b) 9 _ 9' 3 ' a2 a b2
(2)-(3): y-_=4(b-c) ' b2'c'c2
(3)-(2): z_x=4(c-a)

Reemplazando en s O_erandO J t 3 + 3 _- 3. 3
2+4b_c 2+4c_e 2
_ 16
2+b_c2+c_a2 323 32
Dedonde -2 + =O
_Dl8m826
sabiendo que el polinomio V
P,_,.,,_,, = (x + y+_)2 - _ - _ - _' T'C'P'
2
seanulaen _,___,_ _ o t a __b
a b c b
3 b3 cJ
Reducir _a a
ab _bc +ca -
aC
Re8olución: EntOnCeS -b = -2 _
b
(._,),=)- N4
Porcondición
l l l(
_"___ )- ' '_b '_c '_a '--

de donde e+b+c = O si al2+bl2+cl2 __ g.............. ... _
. _ _.ol3+b3J
- aC además
Mora acondicionemos la expresi6n pedida a b 2+ b c 2_ c a 2
.3a'- (a3 +b' +cJ) _ 3a3 _3abc _abc " _a+b+c._...... _ _ (2l
ab+bc+ca ab+bc+ca
Calcular a'+b'+c6
3a (a 2 - bc) _ _ 3a ie,o_u__o_

a(b + cJ + bc De la condición (2) se t_ene
2
a +b +c -ab-ac-bc
abc a +b +c
__8
._,e que (a+b+c) fa2+b2+c2-ab-bc- caJ = -3abc

92g 9
a + a + b _ a3+_+cJ-3abc (porlaidentidaddeGaussJ
2 c c 2 de donde a3+b3+c3 __
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_ApsRhD_rlee_c_loa_srgd_mca__ongnd2do9lelpro_du_ct_o__no_ta__blec_o__ndl b)q t____(x__+y)(_+____)_+___)______ ______1 +_2 ttt(t_(_))

lu mb reras Ed itores �_geb,,

N_endo ue ai_x. _3_ . c3
Reestructurando en función a estas letras si x + y + _? = _
_ _1 _4
_ = -''"tt'_'''Nt'_N__ l _+y3+_'=4,
x+y+_�O  .......,............. (2)
_ +_ + _?2 _ 7.7. calcular E _-_ +_ +
X+y_ y_X_ _+_
eCOf emOS qUe Se_Un a COn lClOnal
(_? + _ + _2)4 = 4(x4 + y_ + _')2 ReSOlUCiÓn_
.. ,7 + _ + _,_ __ 4 Anali2ando por partes
x+y_ = x. l + y__ = x(x+)_+_) + y__
= _ + _+_) x+y_ = (x+y) (x+_J
Sielpolinomio:
p(x) __ (_+m2+n2)2 + h(x4+m_+n4) An_lo__mente
se _nula pafa x _ _ m_ n_ hallaf el valor de h Y + X__ = _ + X) _ + _)
Reeoluci6n: _ + _ = (? + X) (_ + y)
De x=-m-n_ x+m+n=O
.c__ona_ Luego tenemos
_x+m+n__o e I + l I
_ (x2+m2+n2)z _2(__4+m _+n _) (x +yJ (x + _?) _ +x) _ + _) (_ +x)(_ +y)
v.N -_ 2(x_+m4+nJ) + h(x4+mJ+nJ) __- o _ __ + _J + (X t _J + (X + Y)
= (_+2J(x4 + m'l + n4) _ o (x + y) _ + _) (_ + x)
o E_ 2(x+y__) _ 2.l
.. _ _ -2 (x_y)__z)(z_'x) (x+y)___)(_+x)

Proalgmg 30 Cálculo de (x+y) _+_) (__+x)
s,lJ__endo que ab _ _ __ 3_(3___) x+y+z = l ___+y3+_'+3(x+y)(x+?)_+_)= I

(a2 _b2_ I )'" _ 1o_ ' 4 + 3 (X+Y) (X+__) _+_?) = I
_
alle el Val0T de K = - 7 + (a +b) ' (a'
Re_olución:
ve,mos K __ 4__ 7 + 8ab (, 2 + b 2 j ReemPl_ando (_) en (_)
2
.c_.ones ab__ 3 +_ _ E'-=-

. . 2 b_ _ + 3 PfOal_m8 92
SlmISmO a+ -=
artiendode
l_ l__ __ I
__ 3 3 3 __ _
_ab(a-+b=l+ l- + Y-_=_-
l_ I__ __x_ l
sumade cubos
= l+lO= Il
_ Q
=_t= 3 g g g
ty+ +? +?+X
.'. K= 3 (x +y)_ + z)(__ +x)
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_ H_(Rt((_tR__,e+_x_((_x_x___+)Jyy_))___+y_____(_+E_)2__)t_)(t_+r+(__t_(___y_ttt)++_t_)x__)4b_____x___o_____3__(y____x_____+__+__y__)2______t_+t_+t__t__)_((l__ll_)) pE_ro__(_(gm+g2_)ba___2___(2a_x_t(b_)+yc__J_(_b_Jg2_cbaa)(c_32) _(_)__

CAPITUlO IV m,_t;p_icació, algeb,4;

Resolución: _ 3 eb (a + b) + a 3 + b 3
_zando or artes _ x + y = -
2 ab
_ 1_4(x _)1_l l_ 4
3
_x _y _
2ab

_ __- x)_ __ __ __)= 4xy
2 AnálOgamente
_X_y= _X +
i
2__b
_ X+Y-= X-y

_ (x+y)3 = (x-y)(x+y) = _ _y2

_(x+y)'=ì_y2 ............., .... (l) ReemPlaZandO
_ .__ 2
a+b)'__ (b-a)'3 (a+b)_ (b-a)
_nálogamente, _e las otras dos condiciones E ' _2 - _' _ _ -
ab 2ab 323
enemOS
. +_3_ __,_

3 __ ___! __7

Reemplazando el valor de ab = 32

Sumando (I) + (Il) + (III) b 2 b 2
3 3 3 at -a aX + Y) + + ? + ? + X -
- "-l6 ---16 _'-l _-4
9,9_9_ 3,3

(_+x)3
._. E=8
emßlaZandO
3
3(x _ y)3_ _ _)'J (? + x)3 _ 3

(x+y)_+_)(__ _x)
3
Si (a, b, c) �  IR, calcular _ si se cumple
2
mQl_m833
2 2 2
allar el valor numénCO de: qUe a - '
2 2 Resolución:
3( )3
- h _ ' - DeldatOßOr

_ando 2aJ- + 4b'- - 4ab _ 4ac + 4c'- = o
2
x= I,5a +O,5-
a _grupando convenientemente se tiene

'_ a2+4b_J_4 a2_4ac+4c2
y = I,5b + 0_5-
b

ab= 32
.o,n, (a_2b)2 + (a-2c)_ = O _ a = 2b.. a = 2c

2
X _-a +-- _
2 2a
_ 'J 2__
_ a _ a-_a

y __ - _ +-- _bJ _b_ - _b2 ' _
2 2b ^_ .C .C
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2__DED__t_n(J)t2o2__lnxcet_ys___e__lv_a_l__oyxf_d__e__y_____ a__EE_a))__lt 9_ sD_l)+_r__trd__l__yo)__1e+lvaab_)lco__r_det__wr__r)__6___fl+wes__)

0
fODlem__ _fO 0 UeStO_

I. Hallar el equivalente reducido de: 6 1 , 3 3
_ Sl n + - _ I ,CaICUlar el ValOf de n - n
_ (a3_ 2)2 + í2 +a3)2 __ ................. n
2 2
' n+- - n-- =- ...............
n n _
2_b22_ a2+b22__

_ (a'+b')' + (b'--a2)' -__ .... .
7. Si xy+x_ + xw+y_ + yw + _w = O,
2 ,2 2+22+,222_22
_ __ _ _^ __ ............... reducir ^
2 2 (x+y+?+w)'

l I 4
. Sl - + - _ _, determlnar el ValOr de: A) l B) w2 C) í-w2
X Y XtY D) +_?2 E)J__?2
x 2
3 x+y 8. Sabiendo que lres números reales y
positivos a_ b y c cumplen con
A) o B) l c) 1 1 (b+c)+ l (c+a)+ l (a+b) _
I a b c
Y (,+b+cJ3
3. Dos números reales cumplen con_ SlmßllrlCaf -
,.' 7 ' a3+b3
_+ 2y-+ 2= 2x - 2xy
3xy se,a/.
x2+y3 A} l B) 3 C) 9
l E) l
A)-2 B)_I C) l g g
l
4
_ J_ _ + _ . . 7
7
. Slseverl Flcaque
a+b_-c a_b -c _ b+c_a a_b+c A) i B)_2i CJ O
a+b_c a+b+c a+c-b b+c-a D) 7 E)-7
2
Determinarelvalorde _ _o A t.
2+b2_c2 . parlr e X+y + _ =
í+ y'+ ?2= 9
A) - B)- C) - _+y3+_?3__
4 2 2
4
- determlnar el ValOr de
_+_+,_
5. El equivalente simpli Flcado de la expresión
9
m6_m3n3+n6)(m6_n6)_m6+m3n3+n6J+n)8 A) I B) 2 c) 4
se_rá: 33 33 33

2 c) 3 D)l6 EJ64
m m - -
Djm6 Ejn9 33 33
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s_l__2(JAAD_AEs())y))_a+a_)2bb_b4)cl+((pe+_a)q_)d+JaagB3J_)_())E(l__bqbb_5)d22(_)()+(dy+)_+_bEc_))))+(_+_6p2b+)q() o) _m sa(m+n___p)_o6neos

CAPITULO IV mu_t__p_._cac._o_n a_geb,a_,

Il, Sitresnúmerosrealesa_ bycve_r_canlas A) l B) -l c) 3
igualdades 3
_+ba+ca 9g D)-XY E)-
-- 2 2_
(ab)_ + (bc)2 + (ca)2 �  49
ab+bc+ ca= -7
_na, el va_or de ' l6. Cumpliéndose que a+b+c = O
3 3 3 el ValOf FedUCidO de
a+b'C t +C'a + C+a_
abc _(a 2+b 2+c ')4 - 3(a ' _b 4+c 4)'
;Sef_:
1 + b4 + c_

D) 8 E) 9
A)-11 B)-7 c)l
__ seeal I I
' laeC_nO U C�O  D)7 E)ll
4 +b_ +c_
reducir:
3 _ b 3 + c 3 + abc l7. En base a las condici
2+n2+p2
a+b+C B)ab+bC+Ca C) abC -
D) a_+b2+c2 E) l mn + n_ + _m _ _6
mnp= 4,
l3. Sjendo a, b y c tres números Feales que CUanli FlCaF el ValOF de
.d a+_ _ 4 _l _
CUm_lenlal_Ua a mn nP+Pm+mP+nm+_n
3 3 3 , Ademá + l<
a + +C = a Cya emaSa+ +Cf _
2 c3 2
el valor de _a es: AJ 64 g) _ 56 c) _ 92
12 +bl2 tcI2
D) 128 E)256
2 c c3

I l8. Si (a, b, c_ x, y, _) c l_, que veri Fjca
3 (_+b+c)2 = 3lab+bc+ca-_' -y" -_'l
I_. Simpli F_car El valor de

_ . a__ +b7+c7
! '!-X _ '-X ' P-X 'q ' X ' Z+ X _ P_ X + q+X (_+_+_3+3') es:
y2 + z' + p2 + q' (a'+b'+c2 )(a5+b'+c')
i x+ _ x2__2 __2 __ _
A)o B) l c)3
A)o B) 5 c)25 D)9 E)27abc
D)_ E)-25
' ?2__

15. En base a las Condjciones _+y3+_3 = 7
3 32 3 32 ___'2x y
x _ _ o 3 3
^ + - ' - - _' = X +Y ''' detennlnar UnO de lOS ValOreS de
_+ 3+ ,2J
3 _N - 3_?
x' - y6 = __' yq ............. (2) xy

3 A) o B)-6 c)-2
__ __ -3
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_222234t_t_s(DsDH_(_ll__)aa)ma_(__2la__l___aba(_b2lbfcl_byc)_nel_)bc_l3aA_ctt___ra)(_+ly___o___+(raxt_(__dc_)_(e3bl)__+)___(c__c__()_c_2(_xx+_))_____l++)2(J_l,EE_t))d(so3ecl_ate_)x_ratm)2y_l)ntatl_r 2289_t aDsc Ashdaa)_l)aebllcm3_l_l_2aeu Fanl/_xasdr___ob(_aa_q__c2_t(+uab__e___axttcslgblt_)el__)a8)__cbb_+_u_c+(+mf_ax_o(Tpb_2__+b_b_e__ttc)cc____)2a+_bEc(__c))t_)____(2cx__23_cyta)a/)2
Lu mb rera5 Ed itores Álgebf4
20. Cona+b+c=tthallarelvalorde . 4 4 42
_ b (a+b) 2-(a-b)
2 a3 _b_' + c3 _ 3 L__ +b2 t c' .
A) __ B) _ c) -! A) o B)2 c )-I
D) _ E )4
27. si a+ __b+
2l. Si x'_+I _ O ,'_ ___ _l , calcular Calcularelvalorde
,K2 __ _ _ _
A) 2 B7 0 C) l AJ o BJ _ c)_3
D)- l E)'2 3

_c +ba_ + c2
elvalorde _a _a_c
__ _ _ 2c 2 b_c_2a 2 I2
A)3 _) 1 C) l/3 b 2 , ,

(b - cJ (c -- a) (c - a') (a _ b) (a - b) (b -- c) D) 36 E) 3 2
A)l 8)a+b+C C)O , _2
_-y '_._-+y) (?-1)

(x '_ _ +_) .x +_'_) (_ _ y)
A)9 B)_ C)25 D)-7 E) 1__
D)2 E)27
2_. Si 2" + bc _' bd + cd = O, calcul_r
(c_ _bJ(b _d)(c __d) 4a_ (a 2 _3b a ), (t7 _ +3a _)
A) _ _)_7_ cJ I A)4 B) l5 C) 5
_) 2 _) o D) 10 E) I6
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3_2_ Ds__l)_(_E_(xt)t___x2t_( _x)q3) _ Da_)+_b_+_c( (x2___) 2_(_3_E))2( _)_)2

CAPITULO IV muft._pf__c4c__o_n 4_geb,4__

_a+ c__ 2+2 2
a 3+b 3+c 3_3abc D) 2(p_a) E) 2(p,b)
calcular
q+b4+c4
. 3l 3I
. l X +-_Y +-_ , a aFeV_ Orde
3 z3

D) l E)"2 (_?)'02_l

. _x _ I _ l ca_cu_a, A) 2 B) _ _ c) o
x-l y D)l E)-2
(I +y ')( l +x ') (x+yJ2
' _2 2 37. Reducir
x+y)2 l+y I+x
x 2+x+ l) '_ - 2 (x 4 +x 2+ l) _ (x 2_x+ l
22_ 22
+ + X_ +X '
A)2 B)_ c)-
5 2
AJx B) I C)ì
D)-5 E)-2 D)x2 E)x _
2 3
38. Dadas las condiciones
33. Siendoa+b+c=O hallareleuivalente 2 2 2__
de (a+b+c).(l+ab+ac+bc) _ 32
calcular a+b+c
(a ' +b '+c ')(2a '_b 3- c ")
a4+b4+c4 A) 4 B) l6 C)64
3

A)a B)-2a C)2a 3g s 3 3
lend0 ab_ _ +
'a E 3a
J
a+b_I =_0
_. Hallar el valor n__méjco de hallar 3ab(a+bJ
6_6_,4+9x2
3 3 A) 4 B) I6 CJ 33
_ara X_' ' 3
D)_ EJ2

n) 28 B) 14 c) 12 4o con,c.l
D) l8 E) 16 se_ún e__o ,educ;

_ __ a 2b2 2b 3 2 3 a2
_ e UClf a eX_reSlOn - + - C + C '
ab bc ac
4(a2 +b2 +c 2)_ (a+_ -c_ _ (a_ b+c)' __ (b+c _ aJ2
A)abc B)-36 C)l4
siendo: a+b+c =2p
_l4 E) a+b+C
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;_ __ ':_. ___=; '';_ m_�'  ' _''_' '0' _srn divisió11 exige co1JdicioJ2es especiales:;
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''':_,'__::;'__'_;;.'_:,._;.!_._ bJ _I cocie11re obte77i_o posee i1i_i2itos témJi12os.
'_._'.''/__-_.. cJ _ll-esroseIJacetRi__race_
dJ Dic I_a di_sióJJ es __li_a p4r_ cie1tos i12re_>_ Ios _ Ia _!a__ble.
_jeJ1_plos .'
_ Di__irle1JrreJ_x
ResoIJ_ió1l: PoI- Hoi12ei
II O O O O.........
I .,;,;_ I I l I ......... __J -__+x+x_+x__+...... ,. _x_ <_

_ ___jr l e1JtrR J __x + 4x- '
ResoIJ_ci__: Por Ho11ler
Il O O O O.........
4 _?i, _ _ _ I __ _+_xn + __xa+__x_ + .
__:-__,_ I6-l6 l-4x_4__

_ Di___iJ' lx__Jx+J eiJrr_ 9x _-x+J
ResolJ_cióJ2+ Por Hoi1_el-
lJ-3 2 O O.........
I --__.-�  _ O -l2 _ 2Kt -J,_ tJ _ J + 2x_7 Jox_;
___ 2 o 4

l'u_J1le: ,_lK/eh_-rJ ,_JINJi_1- - IIrJ_J _J2iK//2t.
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-l
X . P(,,J =- l SalVO QUe P X Sea Una COnStante nO nUla.
Para resolver el problema de la división de polinomios se ha procedido de manera análoga a la
división entera de números naturales, agregando la de F_nición de residuo.
Así 425 entre 72
425_
cociente en los naturales

De tal modo 425 = 72. 5 + 65

Esta división en los naturales no está de F_nida, pero de Flniendo como división entera y un cierto
residuo Fue posible.
Veamos otro ejemplo: 57 entre 429 no es posible efectuar en los naturales ni siquiera con residuo,
puesto que 57 es menor que 429, del mismo modo 2_+3x- l entre x'_ 2x+3 no será posible, puesto que
el grado del primer polinomio (3) es menor que el segundo (7) imposibilitando esta operación.
Por lo tanto, el presenEe capítulo tiene como objetivo resolver operaciones de división de polinomios
que pu�dan  de F_nirse, por lo que debe tenerse en cuenta la siguiente der_nición:

''d____._:_,:,.,_.:;;:.___,_,_, a':':';_'_. .'__!. ._: _:,,._,_._.__.0.:._:.__:__::_:_...___,.___.__,___,. _. .____ :ími' .. .'''''' 0''''''_'' ''__;::__'''_D. (x_:_':.^'_:______'y._'__'__, .ix_ _''',_:_.,d_. _..:_,_:_'..!__:'.0�_  ._r.._.. ____.._______'___:___._''___,._ m_'^_;_''...,.,_., ..,'_:_,_.,;_','"'.n_i__'_''''_'.re. . '.s.''_0_ _,,c......M:_. _.a_.m' ._. _nt.e. ...Ç.m. _:_nJ Ila. rn. a.. dDs'._ ._;___
,i__:':__..,_d_'' _______5i_______.:_ ___'a__ _e_d_ ________'__.,._.;_'__ ,__!... .: _.0r; dNi_f. ' 'i_:_0. '_ix') _e''n_e d___x__:_:________'_:_c_ :a._ n_ ?. i..__.e. '. .:'_n'' ''h_. l.a. _'_:0_t_r_o____d_ o_? 'g0_inanu_ '�.  s _q''' _x''''') Y :.''R(x) __,,
__,_:_':;___,__:f:?_____ __ _ a______ s _c_'''_'__' '''�____''_''  'i__e_ __ ______T__s__d. _'___''''''''''''._. o'' n' d. e el ____ad0 d' e'''''''''_''''''_:'_. .Cx) es_.____:_m.. __:R.. _n:a_..r que' :.... v_..:ß' ' .'' ',,.. __.! .,. b.i_m .R(x);-_-O. ; .de_ tal '___._,__
__''__.:.''_...;:'m.. ..__..r..a..q.u. ,e. ' _.._''',.....,,.s....'.':'''_0!' _..':'':_.__'_____...;___..____:......_.:::;....o......___tXu....:.. ______' '_c' .um_., 'p_, __.. 'Ia iden_da..d.. '_u_nd. _a;ment_. .de..'_. _.a.... :d.,. _..i�:''  '''..s_'_6.........'n'' e'''nte....i..a.....,.....,.,,.__,.,......,. :_:..,,. ' ......__.,___,_

...''_''_'_':'E..:!''i. __,.._._._.:..:..__:_:_ __0Aa_..._,. _0_'_ _'_._;_,.;.__;.._____....!...;.. _;_.. __' :_. __.:_'__._.....__. E_.. 'n....._' __''_'''''''.E'' .' ':aN_si_: .a..._.h___.____.._:..E__ _ __^__ _ __. . : ,__Rh''' '' ''_'''''''''''''''''_.''''_,''''':_.''>''_'__,:'__'__':,'_,'_,___.:,:_;,.;'_,,,:,_.,,,,.,..,,,,____.,,__,'_.',:..,,,,,,.,.,.:_;_;.,__....._,.... ;_... ;':__'___.___:.:.'_''...,,_:.:_:_._;:' '..,_..__.,_,__.:,,,,.,.,,,,,...,,'_.'_. _ ._ ';. _._,_._,_::___.;_.:n'.::__ :_,..,::_!,:___'.::_::_:,_.,._.__.' ''''-'__:;.,;.;,_._,,.,,.,,,.,,,.:,''.,. ..........,..... .....

Dados los polinomios dividendo (D(x)), divisor (d(x)), cociente (q(x)) y residuo (R(x))
condicionados por la de F_nición, se cumple:
_D ___': /___. _ ._, x..v.J,:..,.,..._..__,.......;.,;.'_:a...'..__..'.._x. '_ )_ _;.__''''.q,..: '(...._............._...:...,;,._. _'' '_,_:'.R''0. : ' ''' ''''_.._ 'x. ..)..::.. _''_,,,,

Ejemplos: II. Dividir (_+8) entre _-2x+4
_. Divjdir (__6x+10) entfe (x-4) VeamOS
veamos _+8__

cociente
residuo
+8 __ (_-2x+QJ(x+2
cocien_e
residuo ....D,..,,
____,^___'o8___o^_'^,_'o_io_ ^0' __0:__P00'^_:O'___o''____0__0'_,_!_,"_,'''__'_,___ Su residuo es idénticamente nulo __i0d____,
_ _ - 6x lO __ (x _4) (x_2) + 2 v,__'''i__.__._'__'___:'__'_._._.''__:__.:.2'_____._'''''''_''''___''_'___'__:''''__'' __._'__,_'_.

118



_DDl_(ex)dDoD___ne_dvlsd(aexytc)suae_eqscrqud(ox(onvx_(_)ec)a+)2lu__ssy Rouxe(nx+(qr)euu_l)sne_ttlttoc_o_Rots(x__r_)e_ts___tld_2_utotttp_o_d_em(ao)s _v__xe_2m__+o_xsr___t_____%xx__xmn____q3?_________xx_qsm(_3+n)____x__x_22_+dx(___)_l/__

CAPlTULO V _ivisión entera de polinomios

?n _/ , _ . , 2. D1_sión Inexactg (R(x)_O).
, - _' -=T" �QR-__  _; '_'__ _-'' =-'n_''_ Llamada tambien Di__t6n no ex8ctgt toma
_ _ado el d�v_dendo  D(x) y el d_v_soc d(x), los este nombce cuando el Fesiduo no es
_linomios cociente q(xJ y residuo R(x) son idénticamente nulo, por lo que der_nimos
ÚniCOS_ D(x) _ d(x) q(x) + R(x)
Como d(x) z 0, se tendrá la equivalencia
siguiente
em0Str8CiÓn ,
De Ia identidad fundamental v D(x_ _ __, Rìx)

Supongamos que existen otros q'(x) y Rix) ' '^i_-_ i_,:5' ___
diStintOS a a(X) Y R(X) Ejemplo:
Se tendrá D(XJ _- d(x) q'(XJ + R'(X) _ _ _ _ _ _ (ß) Al dividir _-3x+4 entre _+x_ _
De(a) - (D) tend,emos
O =_ d(x) {Q(X) - q'(X)) + R(X) ' R'(X) _ _ _ + 4 =_ (_+x_ l) (x- _) + 3 - x
m d(x) {q(x) _ q'(x)) --- R'(x) - R(x) V v
D(xJ d(x7 q(x) r(x7
como q(x) _ q'(x) _ q(x) - q'(x) es al menos de
_rado cero, lo CUal imPliCará QUe d(X) PUede Se, De mane,a e uN_va_ente
a lo más del mismo grado a R'(x) - R(x) lo cual
_ esabsurdo_eacuerdoasude F_n__c_No/n x3-_+4 x _ 3_x

q(x) - q'(x) = O _ q(x) �  q'(x)
así mismo R'(x) _ R(x) = O _ R(x) = R'(x) _0_i_ad_ de GradOS
/ l. El grado del cociente es equivalente a la
't Q X Y R X SOn UnlCOS' difefencia del grado de_ dividendo y e_ grado
deldivisor.
Ejemplo: _
Si D(x) = ___5x-8 Grad(_' _- GIad(_. ) s_.,_v _ ad(dT
d(x)=x-6

EJemplo:
C_ESDEDlVISl6N xS _

clasif_caren:
. _.o/n _8_g (R(x) __ o) Entonces
L_,m,,emos ,s_ cu,ndo e_ resto o ,e,;duo Grad (q) _- Grad (DJ - Grad (d )
sea un polinomio idénticamente nWO.
Luego D(x_ _- d(x), _ q_l, 2. El grado m_imo que puede tomar eI residuo
será uno menos al del divisor.
Eje_plo: , _ _ _,_ _, _ __ .; _,,'_, q ,, _ __
Ald_,;dir (_ _ 5x _ 14) entre (x_7) _._,___r_n_.,_,d:_'____n._R.._-?_ .r6dC__ )__'_'
Vemos que _ - _ - l4 ___ (X-7) (X+ 2) si el divisor e5 de g Fado _ln'_t e_ Fesiduo a lo
' q(x) = X + 2 i R(X) _- O ma/s podrá ser de _rado (n- l)
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x _; _______ _ '�_  ' __'n___ _c_ ____ _ '

_, Divis1_n de monomios- R(x)
Recordando la propiedad (l) _rado del
cocienle se tiene, 4x_2 3 7 + -3x + 9
' +-X
t .' _n _,_ , 2 4x3
ta_X __Q xJ_u_x_
3_' _-___n _ bo_0, V
! b _x__m 4 _ __?_,_;__' , Q(x) d(x)
Nx__ _ _! 5m; M__w_n; ?, _ m_% ______ ._
De donde podemos concluir
?L_ La división de monomios es
_y,, siem re exacta x __ 4xl2 + _xj
' '_ 2
R(x) = - 3x + 9 _ residuo
EJemplos:
Dividir
t5
_- xI5-8-_4x7 ____
'_Jx8 '7 - __;4_,t 0 J^;_,
-4_9 -3x 9
16x23 _6 _ 3 eXPfeSamOSCOmO-+-_fqUe
b._=--x-=-x QX 4X 4X3
2x9 32 2 no de_an como re,u_tado _._nom._
puedan sumarse en el cociente.

t_ Di__i�n  de un Polinomio m_e un
MOnomio- Se utilizará la siguiente J D_-_- _ _ n d e p o _ _ n o _ _-
propiedad. Te__,no La d_.v_.s_.6n de ol._nom_.
_ fo_a s6lo estará deF1nida para una variable
3_'ä_b__ ' _ _ c tomada como reFerencia, al cual se Ilama
_____t_ _ . .
;, m m m_, m _ Vana e Or enatnZ,

(Propiedad Dislributiva) ^ _ _' ^
v,_M_,____ _ _____0R?__ _ '_

E_em_lOS _ De l_ ;dent;dad f_d,me,t_ de d;,;s;6, e,te,a..
3_x2+5x 3x3 x2
a. _ =_-- +-
X XX X
__ 3__x+_ l-Six=l _ P(l)=d(IJq(l)+R(l)
I5 + 6xlO
b. _X X + e O _ene a SUma e COe C_en_eS
J

Aplicando la propiedad distnbutiva __. Si x=o _ P (O) = d (O) q (O) + R (O)
_6x5 _lO 3x+g !
+ _ + _ Se obtiene el t�rmino  independiente ;_
J 4x3 qx3

12O



__2_axD__eoa0la2g99?l57__ tt__ 474947 2_2_95 )_q(12oxo2+c entre _l_4_5?x__22x3__+22_xx_3_+l7___ los ceros

CAPITULO V Djvisión entera de polinomios

Ejemplos: Para x=l
l. En _ __+ 4 --_ (_+x_l)(x_l)+3 _ x _ a+2+b_l0+c= (2+3)q(l) + 15
Donde D(x) �  _-3x+4 _ D(l) = 2 _
d(x)=_+x_l _ d(l)= I _ a+ b+ c _ g= _25 + 15
_ a+b+c= _2

R(XJ = 3-X ' R( I) = 2 cR_TER_os pARn D_v___R io__Nom_os
Dados los polinomios en una sola va_able estos
Veamos que D(l) -- d( l) q( l) + R(I) deben ser completos y ordenados en _or_na
reemplazando susvalores: 2 = (l)(O) + 2 descendente. Sifaftasealgúntérmino_ensulugar
e(ectivamente 2 = 2 se reempla2ará un término con coe Flciente cero.
EJemplo:
. En la dIVlSlOn _ + + b -
2x+3, hallar el valor de (a+b+c) si la suma _3 _ _
de coer_cientes del cociente es _5 y el resto p,ev_Namente Se o,dena,a/ y ag,ega,a/
eS I 5_ correspondjentes:
Resolución:
_dent__dad _2x4 + 22x3 _ Ox 2 _ Q5x + 7
_+2_+b__ _ox+c__ (2x+3 x)+ _5 3x 3 + ox 2

mÉ�_DOS  RARn Dl1nDIR AlGEBinIimE_ POLIM0MlaS _ c
Los procedimientos a seguir de_van de la división entera de números enteros

Por ejemplo 47 497 entre 295
47497_ Resolución:
-295_ 161
1799 _
-1750 ?
+2_-
_ X161+
-o+__.. _+x+3
_o2 __+2x- 2 _
-o + X
_- 2
, , _,_, w,, Para los polinomios, cada cifra de los
_ _n _ t l m rablecon -0 0X+
_m0 q _?x_4 n U m e r O S n a U r a e S e S C O
h_n_ 9 _ un térmlno del _Ollnomlo.

,todo c__s_,co o d_,v_,s_-6n nofma_ De dande q(x) = _+x+3
/ R(x) = I
e_ulfemOS lOS mlSmOS paSOS de la dIVlSl0n
deenteros.
EJemplo l _JemplO 2
iVidif ( +2X_2) entre X-
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Lumbreras Editores A' _geb,4

Resolución_ 2, Por coeficientes separados,
__ Es un caso similar a la división normal con la
diferencia que en este caso sóto se trabajan con
_+ _ - 6K2 - IOx + O __+ 3 los coerlcientes. En este casa sí se exige que los
_ o,. 4 _ _ _ 2x3 - 2Jc2 - 5 polinomios, tanto dividendo y divisor_ sean
, ,0 , , completos y ordenados en forma descer_dente.
_saremos el mismo ejemplo utiliza_o en el
o + __, caso ante_Nor par, que el lector forme su prop Nl
-I0_+0 criterio.
l_o +15 EJemplol
D_,v-,d-l, (4xa+2___6x3____ _o.x) ent,e (2x+3J
De donde q(x) = 2x' - 2_ - 5 Reso_u_ón..
R(x)= l5 veamos
Usando únicamente los coef_cientes.
EJe_nplo3
_vidir xr +x6 +x9 + 2xJ + 2__
entre _+_+l
Resolución:
. _ -o-6 _' 2-2-
/ O __ -0
x_J+_+x+2 +2 +
-_'-_'-o_ _ x4+2
o O O -0
0+2 +
/ / IO I5
O l5
Ya que el cociente y el residuo son también
4+r. x__ olinomi
descendente.
EJempIo _ q(x) -- 2_ - 2x - 5 _ R(x) = l5
Mediante este método es sW_ciente ordenar_
aunque nO C0mpletar. Así al di_dif EJemplo 2
6_' + 4X'' + I5x'6 - Mt' + l7_ + x' l5 entre Dividir x+2_+_+2_+x4+2 entre x4+2
tS
Re8oluci6n:
Resolución:
___, X+Xt'2X+2X+X__
VlSlOnnOrma F enan O
J

Usando sólo los coe F_cientes
0 +_+l5x-3x+l7 +X-I5_
_,0__o '_1 _ _! \ _ _q'+_-1 _
____,s_ \ V_2212__ooo2
1ooo-2 _ 11
-la !6-l__ _
__ 10x+17_+x-l5 o o-

o!5 _7, +2_3
- 9X -
De donde q(x) = 2x'' + 5x _ l _ q(xJ -- x+ l
R(x) = I7_ _ 9x - l3 R(x) = 2_+2_-x
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CAPITULO V División entera de polinomios

_, Metodo de Guille_o Homer, __

iremos que este es un caso sintetizado de b ,
O O l 2 3---------';------ -l
coerlcientes separados y exigen las mismas ,

COndlClOneS. :
l _ . -b, 8lb_c, !
eamOS el mlSmO eIemp O de CaSO antenOr: - '' ;

_,,_ld,_, (4x4+2x3_ __ _ox) ent,e (2x+3) en ;, ;,

un método esquemati2ado. ;, ;,

Así: c c c c c ;

d Coe Flcientes del dividendo Coef. del ca'ente Coef. del reBiduo

I
_i l
l
l
_v l
I
__/'_ I
__ I . . .
_' _ + ! + a ar OS COe lClenteS e COClente y e reSldU
I
_s I
I
I I C=
_o _ ' O
l
I
"r f
(pjmer coeF1ciente del cociente)
Coef. del cociente j Coef del resto
l _ U tlß lCamOS o ßOr Ca a UnO e OS

coerlcientes _b(, -b2, ..., -_n, y colocar los

Para diVidir Se_UiremOS el miSmO resultados en una Flla, de una columna hacia

ßrOCedlmientO de COe FlClenteS SeparadOS atrás.

__ a_ _b_Co
+ + + III. Ct=
2____; o bo

-3 _ 6 6 o!' : _vmlt_l_
_ ! ' U_PlCamOS '

- lo =, 15 coenlcientes _b_, - b,, ....., - bm (como Il)'

a2 _Cob2 _b_C_
2 -2 o -5_15 V. CJ_=

Co_cienteB del cociente ..

_ q(x) = 2_ - 2_ _ 5 _ _':..c'' ..a,''_ _..,_b.,:_-_c_ _' ,'__-..._b,_',' ...... -c__._b1 \'';.

R(x)=l5 _':___._...:''__':'.. ' .::... ........ , .b...a.. ',:_,

_.. VI. Se sigue este procedimiento hasta que la

.v., d _. F a + a _ _ + 7 + última multiplicación toque la última
l '''' n

entre b_ + b(_ + b_ + ____ bm
Vll. Para el residuo solamente sumaremos los
donde n>m/_aoboxO
^ elementos de cada columna
se tiene en el esquema de Homer ,espect__
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Lumbreras Ed i_ores Á _ geb

Ve_os el si_1en_e eJemplo: CASO I
N_,id_Nr l2_ x4 _
- - CU8ndO 8= l ; Se tendr_:
ResoIuct6n:
Com letando el djvidendo el divisor_ en el a _ + a xn-1 + a n-2 + +
1 I '''
esquema se tiene:
__
+ + + + + cuyo esquema será:
3_0_;!___
-2 _ -g o ' :! 4 _ __ a ---------- '! _ &,
; o 3 -_b ;
;! 4 o 2 x=-b _,-bc,.,
_ co c, c, ------ c,., _-bc,.,=R
4 -3 2; 3 -3 7
_. _l __mte _ef. del r$Biduo
Co= ao
_ q(x) = 4Jr2 - 3x+ 2 C_ =a_ - _b
R(x)= 3_ -3x+ 7 ;_

, n _, c_ _-a, - c__,b

Se considera como un caso parEicular del _of lo _anto
método de Homer se utilizará cuando el divisor _
. x _ _ t _ c __ + t_X _
eSde_nmer_fa OOtfanSOrma eaeSta Ofma. __' _ , ''' __,_,
veamos un e)emplo in_cialmente erectuado Y ' __ __ _ ___ l ' - , '' ;_, ' _
por H0rner para ver una comparac i�n  con la re_la
deRuf F_ni.
DjvjdiF 3x4 _ 5x + 2 entfe x+2 E_em_lO l
iofHomer Dindir
_ _s _ _ox2 + _2x _x3 +
+ + +
:2 x-3
_2 _ 6 _2 2_ ; 5g Resoluc_6n:
_ _ _. x-3=o_x=3
29 _
',, II. USandO el eSQuema (previamente ordenado)
3 -6 12 -29 :! 60
3 O -l _lO l2 I5

_ q(x)=3x3_6_+l2x_29_R(x)=60 x--3 l 9 27 78 204 648
3 9 26 68 2I6 663
Engeneral

__l_d_ ,, ' '; s _ q(x) _ 3x9+9_+2_+68x+216
_ f + _2
se__x_n_r6n,__''__:_ " __,n ,_? _, , ' /''_ '''x c_ R(XJ "_ 663
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- CAPiTULO V D;v;s;�n  ente,4 de po_;,om;

Ejemplo2 + + ,+
Dividir 8o __8 -------_=_
28 _ __7 +2x2l _ 5 !,
-�  ao_g C_ _-à CD__
x7 _3 x____ _
8 _
e90IUct6n; _
Hacjendouncambiodevariable x7_y _ Cl C2------C_-l_
2yq__4y+2y3_5 _8 t t t t __
Se tiene
y-3 __C _C _C_
a8 & 8
uWizando el esquema
Coef.delcocie_t$

2 _ _ _ _ ; _ L u e _ _,.. ,,,,,.,..,..,.,........,,.D,..d,do,o.a0. ,,....,.......,. .._,,,,,, _ _, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,w_.,, ,,,,,,,,,,o__.. ... .,. .,.

6 24 72; _14 '' _ _ ___ C'._ n2 _' ' n2t2_ ng =- Cn f
_ q i = _X_- _ +_'X - __.X. _X ^ _-...__-_ i
j '__'._a_ a'' a. a _a._
- ! 'R_ b---- '''' '''''
2 g 24 5g _6g ,.... ...,......_._y__á'?-____ _ . ,.''' . , ' '.

EjempIo
_ q_) = __ + 8_ + 2Qy + 58 Div_'dir
7e azandos_
--X ene 27x4 - 6x2 +x + l5
q(x) = 2_1 + 8x__ + 24x7 + 58
R(x)= l69
Resolu�ión:
Esquemati_ando
+ t + +
�  + _ e _-_ _' n_2 21__0;!0
l '''' n
_+b 9 3-1;O

De la identidad fundamenlal _ _ 1/g ;
b 27 9 -3 O ;15
x) _- (ax+b)q(x)+R(x) --- x +- (aq(x))+R(x) _..
a
.en_e queda mu___.p_._cado 9 3 -l O
poF "a" De donde q(x) = 9_ + _ - x
R(x) = I5

__.____,', - _ _ _E REmTuS ' '___ _ ''ln0RE_. DE. __ .R. M. _Q,_, '' '''''' ,, _,_ '_._ _ ''_:: '

F_alid8d. Se utiliza para hallar el res to en una divis ión de polinomios s in la necesidad de eFectuar dicha
operación, es decir_ de una manera directa

_ _' ' ..., ,v T, E0___-A, _ _ ''' ' _,, _'
__ En toda división de la forma P(x) entre (ax+b), el resto se halla mediante el valor
_'_,,d.. nume,n.co det _._nom._o p(x cuando x toma el _,elor de b
_ a
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lu mbreras Ed itores Á _geb ra

Demos_8ct6n: _ 27 l 6 l + l

Utili2ando la identidad fundamental de la 8 l 9 3
división ser_ posible expresar así
I 2 l
x) --_ (_+b)q(x) + R �  -- - + - +

l _ resto o resjduo constante
Cociente

evaluando la idenEidad en x = _b/a

b i EJ.
b=a'-+ bt
a
x3(x+I)3 - 5x + 3
V Ha1larel CeStOen
o x(x+ l) - 4

Re_oluc1ón:
:.Pb=R _. ,
_ -a HaremOS una amp laClOn del teOrema del reSto

I. x(x+l) _ 4 = O__ +x = 4

lI. Eneldividendo
em_O
3
Hallarel restoen - '
Reempl_ando
x -5x +3x-
J
x+2 _ X- -X+--

.'. R(,7=-5x+67
Resolución:

_!sando el teorema del resto .
Eje_nplo4
I. x+2 =O _ x = - 2 (fo_a práctica)
allarel feStOen
Il. Reempl_arx= -2 en el dividendo con lo cual
+I +32X+ +X--
Sehalla el feStO.
2
3 _ 5 _2 _

= -32 - 2o _ 6 _ l ResoIuci6n;

._. R = _5g I. 2(2_+4x) - l �  O

__'+8x=I

Ej_empIo 2 II. En el dividendo

__6x2
Hallar el reS tO en __ _ _ D(_) = (_+ l)(_+ 3)(_+ 2_+ x - 5

Resolución; = (4tr2+ 8x+ 3)(_2+ 8x+ Q) + x - _

_. 3x_____o_x___/3 l I

Tl. Eneldividendo

q _ 2 _ _ R(x) = (l+3)(l+4)+x"5
R=27.- -6- +-+l5
3 33 .'.RX�X+
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0
rOblemaS Q_SUeltOS ,

Pr8Dl_m8 1 PraDl8m8 3
Sean los polinomios _ 6 _ _ 5 _ 5x 2 + 2x 4 + 7x 3_ _
' q(xJ = _+by+c _, Dada la di_SiÓn
-l +2x_4x3
el cociente y residuo res_c_vamente de la EnUnCiar el VaIOf de Verdad O faISedad de Cada
división unO de las propoSiciones.
2x4 + 3x 3 .. _ 2 + l _ 4x I. SU COciente eS _+2_+ l
j ll_ SUfeStOeS -3_'2X
X - Xt
e COe lClenteS deI COClente eS
aICUlaC a-b_C-
e_04COn_
eSOl_ClÓn _
/ EfeCtUandO la dIVlSl n ßOr el metOdO de HOfner
__ +++
^, _ _8..!_4 _ _4 _800;!-5 o-1
1 __ 2_; o_'' _-2 1!;
1 _ 5;,5 -2 _8 o-4;2

0;.-1 -1 1 _ o ;_ o o

j 5 _j_.o o %;. O -2 1

_tonces q(x) __ 2_ + 5x .. l 1 2 O l "_ _3 -2 O
que será idéntico a q(x) = aJJ2 + bx + c
de donde a__2 b__5 c___ _ De dOnUe _ X = + 2 + l _''_
_ego ' ' _(x)_-_-2x
xa_b_c2_ 2_ _ __ ___ 2.5+_ ____ _22
Concluyendo qu__ l. Verdadero
___g_ _I. Verdadero
__ +6x_ _ III. Falso
_- en la si_uiente divi_sión
2
_2 3 P_al_m8_
mX+n -
m-n
efeCtU_r la5 Sl_UlenteS dlVlSlOneS
J+_2t _ 2x3__2
_) _X lI)
+ + x+l 2x_I
?
3 6 ;! O -l Re_oluci6n:
- 1 __ 0 q ;,, Dividiendo _oF la _e_la de Rurr_ni

2 __ -1 !_ 2 _ + + +
_.;-_ 2 2 4 _ ;'_._
; _ _ -2 -2 :.

_=-1 ;

R(__)=mx+n_3 2 2 -2 .3
m=l _n_3=l _ m=l _n=4
m-n = I _4 = -3 _ q_(x) = 2_+2x-2
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__caRd_p(e0lrdeo_nmd)eet_(__o_dnl_0d5eJ(Hoar)n__er_(__5.|tx_) _( )__4 R) _l_____/ enl..t_essqueresultende

0
fODlem_S _e_Uelt0S

P_6l__81 Proal8m83
Sean los polinomios _ 6+ _ 5__ 2+_ _+ Jx3 _ _
' q(x) _ _+bx+c _ Dada la diViSiÓn
3
R(x)=_+n '
el cocjente y Fesjduo respectivamente de la EnunCiar et VaIOr de verdad o falsedad de Cada
divisio/n uno de las proposiciones.
2x_ + _ 3 .. 8x 2 + _ _ 4x I. Su cociente es _+2_+ l
j Il. SU feStO eS - 3_' " 2X
X - X+ . .
. a Suma e COe ClenteS e coc_ente es 5.
CUlar a-b_C- ./
eSOUClOn_
eSOlUCiÓn _
/ EfRCtUandO la dlVlSlOn _Or el metodo de Horner
-= +++
^2 _ _8:._4 _ _4 _8_0;_-5 o-1
1 _ _ 2;. o_' _-2 1 ;'
_ _ 5;,5 -2 _8 o-4;2
0;.-1 -_ 1 _ o__o o

';' 2 5 ___.o o %_. O -2 1

Ento,ces q(x) __ 2_ + 5x _ 1 1 2 O 1 ". -3 -2 O
que será idéntico a q(x) = _ + bx + c
_2 b_5 c__ _ De donde q(x) = _ + 2_ + I ,_
Iuego ' ' R(xJ=-3_'-2x
_ a_b_c2_ 2_ _ _l 2_ 2_5+_ ___ ..22
Concluyendo que I. Verdadero
irg__gmg _ Il. Verdadero
3_ 6 xq _ III. Falso
Si en la siguiente divi,sión
2
i X ' 3~ -2 Pr_Dltm8_
se obtiene un resto de la fo_a mx + n - 3 Ha_lar la suma de _os coc.l
calcular m_ n f l . . d...
e eCtU_f aS Sl_UlenteS lVlSlOne
_ ReSOlUCiÓn:
' ieatizando _a di,is_o/n po, Ho,ne, _ _2x3+ __ l __) _2x3+__ 7
'' + + x_l 2x-l
3 6 0 _ ; o -1 Resolucto_n:
i?' - 1 0_a 0 4 ;_, Dividiendo por _a re_Ia de RuFFlni

i 2 _ -1 !_ 2 _ + + +
_.;-_ 2 2 4 _ _;_
, j _ _ __ _ -2 -2:.

i? x=-1 =
tU reStO R X = Xt l que Sefa ldentlCO a '
i(x-)=mx+n,3 2 2 -2 3
. _donde m=I _n_3=l _ m=I _n=4
__D _orlotanto m-n=I_Q =-3 _ q_(x)_2_+2x-2
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Lumbreras Ed itores Á_geb ,a

I_ + + + 2do, Metoda; Del esquema, se tiene:
2 _ _o !;_ D(x)=3x4+axJ+_+bx+c
; d(x)=_ _mx _ 2
; q(x)�_  _2x+ p
_=Y_ ! R(x)=_- 3
2 _ 2 8 Perosabemos D(I)=d(l)q(1)+R(IJ
=_ 2 _ t t _ 3+a+ l+b+c-_(l_m_2)(n_2+p)+q_3
_ 2 1 t 4+a+b+c -_ (____m)(n+p_2)+l
_ q,(x) =_+2x+I _ 3 +a +b + c = (_l_m)(n+p-2)
3+a+b+c
+m_-
n+p-2
q_(x)+q,(x) = (2 +2x_2)+( +2x+
__ _ . +a+ +C __
n+p-2
ProDl_mg_
En el esquema de Homer mostrado _r_Dlgmg _
1
a l l b C Calculaf el valor de ''n'' si la división
_ x_ _x3 _
_ _, deja un residuo igual a lO.
Q e _ f x-2
l
! g h Resolución:
n _2 p ! 4 _3 POr teOfema del feStO
I. x_2=O_x�2
4 3
ete_inarelvalorde ' = ' ' +n �  _ ' +n =
3 +, +b +c Pordato n+6= IO
+m
n+p_2 :. n=
Resolución:
ler. método; utilizando el esquema y el Pr__l_m8l
rocedimientodeHomer,seobtiene: 27x425 + glx424 _ 5x _
Hallarel restoen -
' n- x+3
Il. n.m = 9 _ m=3 Reso_uc_.o/
IlI. 2n=d_d�6
IV. a+9='2 _a=_ll _. x+3_-o_x-__3
V. e= _2m _ e--_6 __. R -_ 27(_3)425+g1(_3)____5(_3)__g
_7I. F -_ _2.2 _ F-_ _4 __ _33. 3_25 + 34. 4_4 + _5 _ _
__II. p = l+d+e _ p=1 =_ +__ 4
VllI. g = pm _ g=3 .,+ R = _4
IX, h=2pth=2
X. b+f+g = 4 _ b=í _roDlgmg8
_I. c+h = -3 ' c=_5 _ (2x40 + n)x + J
n la SlgUlente dIVlSlÓn _.
x_I
_eemplazando d
etermlnaf e reStO para qUe la SUma d?_
+ 3 = - + 3 = _ l coe F_cjentes del cocjente sea 33.
3+l 2 2

t28
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CAPlTULOV

Resolución:
4l
De la división _X + _ + p _C3 f4d a 2 _!VlS!On_ e 3P_O !nOnll
; x-l X--_-- _-entre +2X-a
' se obtiene un co_iente q(x) cu ya suma d e
Por Rufrlni: coeflcientes es 30 y 4n resto idéntjco a
' 2 O O-----.----O n; 5 5_+a+2 _ a_0
' !' :. ul a
, N_1_ -'''------ :n+ _
_? 2 2 2 2 n+2; n+7 ReSOlUC1Ón'_
_ __ 3__ _4_3 _2_2 t 2x +2
, 4l te_oe fdenadO
_t, . _ +2x_a
i _(lJ = _2 + 2 + 2 + ..... + 2+n+2 = 93 POrHOm_'
+ + +
i 40 sumandos
!'_ 33a_ ;2 2
i _
2.40+n+2=93_n=ll -2 _2a a__
como el residuo es n + 7 ;
entonces reem 1,z,n_o n__ l I a _ _.
tenemos R= 18 _

PrD_l_m89 a M N:_5aa+2
a-_
a ar e Va _f de _ S_ a lVISlO
c-l
__^+b__J+c 2x_ x2
___X _ + es e,_acta + a ''a + 2 t _'__
3 + 2xi _ 3__ + 2
Resolución: _el dato a + M + N = 30 _ a = 2 4
Cuando se trata _e una división exacta los de donde a 2Q
Polinomi_s pue_en ordenarse en forma q( _) - _ 3o - 24
asc_ndente en tal sentido el esquema será
_'' ++ i__l_m8l1
_ 2 4 ; c-1 b -a obtener el _esiduo _e erectu__ c la d_'v'Is!o_n
indicada
3 -4_ 8
; X _2 _ X _ nlx+
,, -2 _9;-612 2-_
! 4 ; 6 4 g Si eI COC!ente evalua4o en ce_o resulta ser -3.
; ResoIuc1ón:
, 2 3 2 ;. _ o _ Ordenado en el e.s quema _ara us a r H o m e r.
Del reslo
c-l+8-G+6_O_c=-7 t + + +
_ b+a2-4_o_b_-8 _3 __8 __ _3_
-_+8=O_a_8 2_64 !
- _ 8 _,

Luego ;
a -b es 8 - (-8) I6 2 -3 -2 - 4 m+ g ;! 3_ + 6
c_I -7-l -8 -3 _ 1 2 9



__tt_ l lg_qp__6Jr_____p_qn___/__)qy yxx_q_o4q_\_c_ym__y 2) _+_+_q5_+q__3_)__1 _pr0_____gm__8_g_22( (00l5__m_a)(ql36__484 __ _

lu mbreras Ed itores �  _geb,

m+8 _ ___lgmg1_
OrdatO _=-3 mm=
-3 Hallar el resultado de sustituir x por x+3 en la
io/n fx_ 1_ _ J
._. R _ 3 + 6 _ g R_olu_6n:
Haremos di_isiones sucesivas por RuFF1ni de f(xJ
,/__ __ ,n? ' ! _ _ _y/_ entrex_3

;Seã ', ',y ' _ :!
! (_ = R__ +n__a _- ' 4 P__^' _'__ +Pn-_xt_R_ y_
_' h__,__ v?_í___h r , , , ,_'n _s .
, y?u_m '_ q__(X)p_o___een _ ,_? _,_!X 3 6 15 39 132
:-_, t/__ __ _
i _ ,_"'qn11+an '
, m_ '/, h_ _ d-_ 3t 6 33 138
u_o __m_l_nd_y_x-h _,tendr_ ^ _ ?,
_ ' __n t_s___
__n __ ___ _ i_' Ms_-n_ __: _ ' '_' ! 3 t 6 51
_ ^,Qmn , l'"hn '"' n' 'n n
_ _ __ _ _,_ s' 2 17
d__on_sm__mosa_se_rqueq,eseleestode !, 3 t 6
_ ___ _(xj4gn__~_h / c_ntg ug _ _b_iene,
' _ __w _v
_m _e____' _ , 1
_ \ _nh_š_+ __n_2
__ l __ ''' a-t h',,

y_Is_esivan'e__. lue_?q,,qn_,_ q_g, ._ , _ f(x+3)=2x4+23_+97_+l82x+I3I
, pu_den h_lt_r_ por _isionee 5ucesin__ !7
_ El _tm' o cocîente e5 _ y _ eænte que e_ i__al
\a_ _ ' __ ' '
__v,_. __n _ ' _ _______n_____' Sea el polinomio
((.xJ= (___4-(_+_ _3+2__(4_2_x2,

E_emp_o hallar su valor numérico en x= _ - _
Sea f(x) -- _ + 2x + 5. Hallar F(x _2) Re8oIución:
ReSOlUC_Ón_ Recordando que i(aJ es el residuo de dividif
P(x) entre(x-a)
_ i (_ _ JJ ser_ el residuo de dividir i(x) entre
-2 -2 4-12 (x-_+_)
? - 2 6 0_ Lue_o _o_ Ru_F_ni
-2_ -2 8
_+_ - 1+_-_) -(4-2_) o _ 2_
-2_ -2 ,, _ _ 5-2_ _-_;!5-2_
_ 0 _+_ _-_ 1 _-_ 5

En este caso dividiremos sucesivamente porx+2
y se obtendrá f(x-2J _ _ - 6_ + l4x - 7
El cuaI puede verificarse reemplazando
directamente en F(x), x por x-2 _ , + , -
vemos f(x)___+2x+5 " _,_ =3_2"2
_ F(x_2) __ (x_2)3 + 2(x_2) + _ ^N = 5 - 2_ _
=__6_+12x_8+2x-4+5 W '' " _'
_F(x_2J__-6_+__-7 De_onde P_- =_

1_



__q _t +__81l_+_2l6_6x(c3_9_x+ob5+5__ax9x)232_3(b96xl2_t c_do t (_c_omsto)tl_x_n+___6_o___(____(2txxlo__(__q)__4_(_(xxo__a_))_(+2___ox_o)2)(x+__((xb_l__)__4n__3t5_)x(____+b2t26x2)____b24

CAPlTULO V _ Djvisión entera de polinomios

Pr__I_m8 1_ Pro_IBm8 16
Hallar a+b en la di_sio/n de El residuo de la divisi6n
55_+(166+p)x_g_bi entre _-39x+2 (x+I)"+l entre (_+2x) tienelasiguienteforma
Si deja como residuo a R(xJ = px R(x)_ _! _a x + b segu_n e__o sen_ala'r
Resoluci6n: 2
De D(x) _- d(x) q(x)+R(x) divisi6n inexacta "8''
equivalentemente a D(x) _ R(x) _- d(x)q(x) divis ión Resoluci�n:
exacta. Sea q(x) el cociente, en_onces
Luego, ordenando ascendenternente para aplicaT _ l -a
.. X+l"+l_- +2x)QX+ X+
el melOdO de HOmer pi0b. S O en I_SlOneS 2
eXaClaS)N po, ser identidad

II. Six=-2
2 -8 _ ; -b 55 _ (-2+ _)n+ l = o.q(-2)+ ! _a (_2) + 2
39 _ -156 _ 48
_ Luego (_l)"+ l = -l + a+ 2
-a 0 ;_ l95 -5a

-4 5 __95+4a-b 55-5a
P_algm_1l
Señalar el residuo en la siguiente divisiónP
Or SereXaCtO_ + 2 2 2
55-5a=O_ a= Il ,j
l95+ 4a- b=O_ b= l95+Qa R
eSOlUCi n:
ReemPlaZandO el ValOf de "a'' Se tlene por el teofema del resto

:. a+b = 250 En e_ dividendo

Proal_m815
Determinar la suma de coeF1cientes del cociente
ue se ob_'ene al dividir Efectuando como se indica
(4_ _ 2x79 + x + b) en_re (_ _ _) (_ _2x-3)(_-2x+ l)(xJ(_ _2x)

_ _ _ 2x = 4 _ R(x) = (4_3)(Q+ l)x.Q
4 _2 o o.... ... _ _. o _ _, b __ R(x) �  20x

__ 4 2 2 ---------- 2 2 !, 6 p_a_g_g_g

- 4 2 2 2---------'2 3 Enladivisión
x_I
80 tér_' o8 e_ te_rm__no lNnde endINente del coc__
_Coef. q = 4 + 3 + 78(2) -- l63 _de qué grado es el dividendo?
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Lumbreras Ed itores �  _geb ra

Resoluc_6n: irgDlgmg 2t

dividendo y divisor respectivamen_e. Hallar el
_ o o o ,.... o _n_2 n+_ polinomiococienteyelpolinomioresiduo.
Resolu_ón:
l l l l -n- l O cociente será de 2do. gfado y el residuo de _er.
grado.
Deldato _n-l__1o t n_g Por lotanto q (x )= C _+ C_x+ ___
._.dendo es 8 R (x) = r_ + rl
2x4 _' 5_+2 __ (2_ -3x)(C_+Clx+CJ_)+ r_+r_
Prl_l___ 19 haciendo uso de la identidad
(x3+_)q' +x__, 13 2co=2 _ co= _

6+_+ _ __
J+ _ _ _x6 - 2
._ IN_cando or (x3_ l) a (4) se t__ene _í rnismo: r_ = 2

uego en el dividendo se tiene r(x) = - -x+
-x6)91 +x_ + l3 �  -x246 +x_ + l3
= _ (X9_'X' + (X97i' + l3 s_ la siguiente di,i,ión
j - - - _j - 2bx ' + 3_ '_ _ _ _x ' _ 8x +
t R(xJ = - _+_+ l3 _2x 3+ __]x2_ 3
.'. R(x) = l3 tiene como resto _5__Q _
según ello calcular 6ab
Pr_al_m8 1 _ . ... ,. ... ...... ...... ....,._._.___._.......,,_, ..0,..,._...,_......_.d_, .,..,,._,d,, .,,......._.. .... .,....... .... ... .. _., ...... ....... .. ........
Hallar el ValOr nUmenCO del pOlinOmiO ......o;b__ _' _g._ __ ..'i_)___ _ _n______ in_ +i x, .nf.N. __ _eR/ ..._..
_(xJ = _x5 + (l -__ 4 + 2vtx ' _ 3_x + 3_ "'''''''''_'' ''''_''' _____'_'''''''''' ' ''''d'•_-_______'__ ' '':'''_'-___''_-d_ _ _'0''_'0'__'''''''0' m___ __'_ _____''' ' ' ''_ ' '
cuandox=vt -
.o,n. Re8oluct6n:
(Delproblema l3)
2s _<3 _ _ _ ]=2
_ ___ 2_ o -3_ ! 3_ ls ve<2 _ _ _ ] _ 1
__ J __2 ._+_ 3 3__3__ _3__6 S__5<6 _ _5_ = 5
_ 'l _+_ 3 -3_ 6 L,ego_,d_,,.,s_o/ne,
n R(x)=5x_-Q
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CAPlTULO V D_v_s_ón entera de polinom_

De la identidad Otro Metoda;
D(x) = d(x) q(x) + R(x) Si es divisible por (x- 1)2
_ D(x) - R(x) = d(x) q(x) (Div. Exacta) _ P(I) = o __ p'(I) = o
_t3_3 2
- - + + l. P l =n-m+m-l_O t n--
3+ 2 __ p_x __2_I9_ _9_l8

Por ser exacIa puede aplicarse el método de
Homer invertjdamente COmo P'(l) = O
t 20_I9m+m= O
-3 6 !:3;'!-2 3a 2b _ m IO
O\ ';O'_;; 2 -4 g .
-l \ ; O I -2
;_ lO
_ :. 9mn=9-(l)=
:' 9
-2 -l;, O 0 O ....,.
Delresto 3a_4+_ _o_ a= _ _0'_0,oo'''_o_''''__''_''.0____''__________',,_'__'_=0___'d_''___'_'_i'''_'. P'(x)es1aprimeraderivadadeP(x) ''ii''..
2b - 2 = O _ b = l ,.,,,.,,,,.,. ..., ,,.,,...,,,,,,,..,.,,.. .,,.....,,.,,.,,0.,.,,,,.0........... ...,...................... ,...,,9...,.,.0..,,,.,,0,,...,..........,.,.,,.,,,.,.,,,o,,,..,.,.,9,,,.,.,0,,,,.,,,,,,,,,.,.0,,,. ...,_,..,.,...,.,.,,,_,__ii.
.'. 6ab �  6
P_Ql_m82_
proa__mg _3 Sea e_ Polinomio _(x) = _ + _ + 9 de
De Ee__,n_ e_ va_o, de m n a,a que e_ coeflCientes naturales y de suma mínirna, que
_;nom;o venflcan las siguientes condiciones adicionales
i(xJ = _O _ _'' + _ - 1 sea divisible por l' _(3! eS di_Sible POr 6
(x_ _)2, II. _(4) es divisible por 7
Dé como respuesta 9mn IIl_ _(5) es divisible _or IO
Re8o_u__o_ n; Hallar _( l)
puesto ue es divisible of x__ l 2 es tambien Resoluci6n:
divisible por x- I De las condiciones
Porteoremadelresto (3)_32+3 + _ 6
P(l)=O _ P(l)_n-m+m-I_-O .-. n=l o
2
ara ta división eS posible aplicar un sOIO Homer _ - + P+q = ___.t"'''__-'N
t_s I2oa_i d RuFF_ni
_ _ - ' e _(5) = 52+5p+q = 10.........,..,.. (0)
lVlsOreS X_
Por l8 reg_8 de Rurfin1: o
De(a)q=_ _0 5
De (b) q -- 3 - m'^-
l -m O O O -------_- m -l
x_1 _ l l-m l-m l
_m __m .._.._... __m .. _ o En (aJ como q = l5 m p es par
x=1 _ l 2-m _;19-l8m De(p) _ l6+Qp+15= 7
l 2-m 3-2m _----- l9 - I8m 20- 18m
7 _ 3l 7K_ 3l
Porserexacta 20_ l8m = O - _4 -
IO
' m = - Como K es entero y P es par_ se ob_endr_
K=9 y el valor de P ser_ 8.
.. gmn__g _10 (_)__lo conoc;do pyq _ _(x)__+8x+_s
9
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Ddp_oen_(dae)+( (Dp(a)+))b2b_(xo4_)4(+_4(_n_p)__l_(l__)__2) (x_____l(_)(_+_t_) _) Ap__rloda_l_vl2g+_nm__237n(h_5)5+n_____97_od3t+_5a_d_n_+__B3_(9+__3n323+3__3)_6_5__4J9oJo+ol

Lu mb reras Ed itores Á _geb

pr_Qlgmg 25 Resolución:
Al dividjr POr el métOdO de HOmer
2+x2 _ 3+x3 ' 4+x4 _ 5+ +x_n l ' 2n- '! - "
x2 _ - ' ' ' ' ' 3 _, ,__-_-;_.,_--o--'; o -.- o ,_-;-;-';,_=-;-;=_-_; _ ;- _ _
'_--_--,'''_2-_--+--!_' '_-_-.+.-!_'''_.5-._.+-.!--_' !_

Resolución: _
.dentl.dad fundamenta_ __ 2_+1 2_+1 2_+l S_+1 l ; _+3
333 33 ;!3
D(X) _'- d(x)q(X) + R(X) "_" _- g -
Como el divisor es de segundo grado, entonces el
resjduo podrá ser de primer grado es decjr de la POr datO
Formaß(x)=_+b n+ 2n+I _2n+l+ +2n_-I + 5n_I
Luego D(x) --_- (_- l )q(x)+ax+b 3 3 3 3 3
x__ _ _ _ 3+ 3_ 4
nl_ _n n VeCeS
+ 3 _ 6470
Or lO tantO
Si x�l  _ D(l) = (I'-_l)q(I}+a+b _ n n(2n+1) 5n+l _ n+3
Entonces D(l) = O+O+ ... +O = O 3 3 3 3 +
. n+2n 2
' ' - ''''''''''"'" a _ _+ + + + + _ 6470
si x___l _D(_l) __ ((_l)2_l)q(_l)_a+b 3
Entonces D(__) __ 22+o+24+ ... + 22n EntOnCeS
2+6n t Io n2
= 4(l+4+4 +...4^) _- -.647o __+ n+ _-3235
3 3
=4 _ 2
4-I 'n+n+- 'nn+-
_ n(n+3)=97(lOO) .'. n = 97
_uego D(-l)�-(4^-l)
3
_vidirp__x_+Ax3 '
.'. -a+b = - (4''_ l) ......... (ß) _. . d 2d d X b.
3 entre Un PO InOm!O e O_ _ra O Se O t_ene
como cociente _ _- l y como residuo 2x' + I.
__ _4 4,__ _ _ b _ 2 4, _ _ Indicaf el valor de B.
3 3 Resolución:
' por lo tanto e_ te/,ml_no ,_nde end__ente de_ ,es__duo De la identidad fundamental
2 D(X) _' d(X) q(X)+R(X) i tenemOS
es - 4n - l x_'+Ax3+B_+2x_ l __- (í' - lJq(x_)+2x+ l
3 Eva_uando en la _,dentl_
I. Si x=l
proDlgmg26 _ l+A+B+2-l �  O+2+l
En la siguiente división jndicada A+B = I '''''_'__'''''_ (a)
II. Si x�_l
n+3+ n+l xn+2+3nx2 5n 2 x -n-
^ _ '_3 _1_A+B-2_I=O-2+l
B _A _ 1 ............... (p)
X-

la suma de coe Fjcientes del cocjente con el resto De (a) y (ß) sumando obtenemos 2B = 2
es 647o. Hallar n. entOnCeS B= l
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CAPITUlO V División entera de polinomios

_roDlgmg18 Luego
' el polinomio F(x) _ _+_+px+g F E 3/5 _ a3 a2 3/5 _ a3
esdivisiblepor 3 3
E(x) ___+_2ax+_P con apg, o
3 3 _roalgm8_9
Hall_r el equivalente de Se sabe que el polinomio
3/5 _(x) _ _''-+_'I+AB_
_2a _2a N _ _
.o/n. Q(x) �  _- (A+B)x+AB
__v_ls_lb_e por E(x) su d_lvl,s__o/n es con AB _ O
eXaCta_ Calcular el valor que asume -

! Resotu�ión:
_, l l a _ _ 0 como es d_.v_,s__bfe or _Ja
--23 ^ _ ; - _3 queesequi
; 2a2 entonces, el polinomio P(x) es divisible por

I _a;, O O Porteoremadelresto x_A=O t x=A

Del reStU p(A) __ o _ An+2 + _n+_ + ABAn __ o
ß_--_a _O _ ß =_ _ A(An+l)_A(A"+_)+B(A^+l)=O; A'''' r O

_ee mp lazando _roDlgmg JO

3 ^ 3 ' ~ 3 ' 3 el polinomio
33a22aa_ - I
= _a + -a + - - _ - o_tiene dos residuos que suman 8.
P 27 9 3 3 27 8esolución=
__ Por Teorema del resto
. - 3'3 I. _+I=O__=-l
_ 2 _ Rt(i) = ao(- l )'+a_ (- l),K+- l + l
a _a3

' Asimismo __ _ __o___
E -a = - _'-.-+- t R_,(X) �ao+atX+l+l
3 3 3 3 3 R_(x)�a_x+ao+2  ..... ... (p)
_,_ 4a_ 4a2 a2
_ 9 9 33
-a_X +ao) + (a _X +aot2) =_ 8
a _a2
_ 3 ''''''''''''''' t 2ao+2 = 8 __ ao = 3



_4 _dl_)v__l(s_xml_2lo+n_)td3nce_a_lc2x9)u2x_la+r3(dea_x_b_l8+xg4fc)+_Nh_3_4x_ entre 89__ HDH__ax)a)all___l_aa_rf(e_ellrve3a)sltoo_(redn_xe_352)5_a_99x+l_b3+_2c_tselcse))Jt_lr4estold)ela

_0.
FOblem__ _fO 0 UeStO_ ,; . .,

l. Si al dividir 5_ + 6x' - l entre x+3__2 se 6. Al efectuar la división
obtiene un resto de la Forma mx+n. _5__4x_+_3+__2+3x+2
Calcular m_n j
- X +x+
se obtiene su residuo
(5m+4n)x+(m+2nJ

Encontrar el valor de m
2. Sea Q(x)=_+b__+c el cociente de la
_ _ __ 4 3_ 2
2 A) 2 B)_I

A)-3 B)4 c) 1 D) I E) l
D) 2 E) 3 4 4

3. En el esquema de Horner mostradot 7. Hallar el residuo en
determinar el ValOI de (m+n+ß)_ (a+b+C) 3n+3
+X-
i x3 - 26 +27x - 9x
a l_b C
_
_ A) 3 B) 2 C) 4
l D5 E6
l
l
l
_
- ß l - x+x +

A) _0 B) I8 C) l5 x _ j
D) 5 E)_3

A) _'(x-l) B)_(x_I) C) x_(x_l)
. Hallar m+n, sablendo que la dlvlslÓn _
_ X+l E X (X+
3x5 + mx_ + nx2 _ x + 2
2+3 _
da un fes__duo 5x_ _o división indicada siguiente
5 +bx_ +_3
es 7_+8x_3
A __ B 5 cJ l 2x3+x2_x_2
'D) 7 E) 4
n) 2l B) 2o c) 3o
_. Hallar el resto al dividir D) 4o EJ 5o
)l9
2 _ x + _ lO. Calcular "n'' sj el residuo de la división
(x+3)^(x+ l)^ + nx(x_ l)(x+5) + I

X_3 B 4_2X C 3_2X
D) 2x_3 E) 3-x es 2(l _ l8x); n es par
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_x_ue____5_l_ caAllc+u_lar Bla+_ btt_c3 D5 E7 l_lll F9o l7__axadd5au+_e2u(nv3ac+loa_oc)rxl_teo_4nm_+t(ealcl2p2ul_qe+_aee+)vnxal3qlu_a(6d_obe)xn2x+___2(2exs_3l9)4)_t

CAPlTULO V División enteya de polinomios

A) 5 B) 4 C) 3 l_. Al dividir F(xJ entre (4_-9)(x+3) se obtuvo
D) 2 E) l como residuo 2(x_ 3)J-_. Hallar el residuo de
dividir F(x) entre 2_+9x+9
I l. En la división siguiente
_2lx+9 B) l2x+3 C) __20x+ l l
2x5 + 3x4 + bx3 + 6bx2 +x + a

. 2x+3. adema_s _a l6. Si se sabe que en la división de
suma de coe F_cientes del cociente es mayor
+ (7a-5b)xn 3+ ... (n+ l
términos entre ax_b el residuo es l la,
(__b). Hallaf el valor de n.
A)4 B) 9 c) 7
D) 2 E) 8 A) 5 B) 6 c) 4
D) 3 EJ 7
l2. Hallar el valor de "a'' si al dividir
a+lnr + _+t6 +l5 + _ + _ + x + _ /
entre x_ l , se obseNa que la suma de los x _ + px 2 +
coeF1cientes del cociente es igual a 90 veces x J_ _ ,,
su resto.
e modo que su resto sea idénlico a 3x+

AJ l3 B) I55 C) l60 A) 4 B),4 c)_ _
DJ l63 E) I65 D)_6 E) 6

l3. Del esquema de Paol0 Ruf Flni l8. Calcular b_a sj la división

x +2x-I

además (a;b} _. _
e d C b a
A) 6 B)4 C) 5
Determinar la sumatoria de coerlc ientes del D) _ E) _ 6
po linomio divide ndo.
l9. Calcular el residuo de la división siguiente
A) lOO B)-50 C) 50 (x -- l)7 _ (x _ 2)7 _ l
D)-25 E) O x2 _ 3x + 2

lt Si P(x)___'+b_+_+_+ Isedivide A)x__ B)x_2 c)1
entre __x+ l se obtiene un cociente cuya DJ o E) -- _
suma de coe F_cientes es 22 y un resto
R(x) = l Ox- l, hallar a + c 20. Al e _ectuar la divisjón

A) 77 B) 78 C) 79 x3 _x2 _. x _ _
DJ8o E) 57
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Se obtuvo un resto R(x) 2_. Sabiendo que al dividir el polinomio
/ __ h __. l _ d R(-IJ P(x) entre�-_(l+b)x+b  y �-(b+2)x+2b
'_^" ' O_ ' a' e V' 0' e _R(lj se ob_uvo poc res_os 7x_4 ?,_ 5x-8

coe F_cientes del resto d__ dividir P(x) en_e
A) - B) - CJ - _- (b+3J�  + (3b+2)x -2b.
D) _7 E) -! n) 3 B) 1 c) 4
8 / ' D)2 EJo

2l. Al dividir un polinomio P(x) entre el 26. s'j al d'lv'ldl'r
ßrOdUCtO de_ (X+ I)(X+3)(X-2)t el reStO abx5t b2x_+bcx3_ abx +acx2t c_
ObtenltdOeS_'5X+I _j

i(x) entre �-x-2  se obt,,e,e un ,e,to a_. c,_cu_a, _b (a+c)
A) x+5 B) -2x+3 C)___+3
D) 2x- l E) -__ A) o g) _ c) -2

22. En la siguiente división

De te_inar el valor entero y positivo de 8 (x _ 1) (x +2)
__ b para que dicha división sea exacta,
SlendO a <4_ n) 7x+5 B) _r6x+2 C) 7__+6
A) a= I ; b=s B) a=3 ; b=5
C/) a=3 _ _'3 28. El cociente de dividir un poljnomio de
D) a=3; b"6 E a'_ i b'6 tercergradoentre (2x_l)es (_+2x_3)yel

23_ AlefeCtUar ladiVi,SiO'n _,x+1 es l. H,lla,elrestoobtenidoald_v__ir

se obruvo como res'Iduo 2x+l. A)_6,5 B)-l,5 C! _ 4_
según ello_ _etermjnar la relación correcta, D) 4 E)
__i el _roducto de lo_' coeficientes del
_en_e es 8, 29_ Dada la división
abcx 3_ (a2c +b _a _c ____+ (a _h _ b 2c _c __ _-__ abc
A)__a=9 8)lbl=2 / a c
C) lai - Ibl __ l3 X-b _ X-á
D) lb-c f > 9 E) ab > O e_acta s._ a_c u determ._
, Hallar el ,eStO de la _IVlSlOn

X' t 2x ' 2 b b
A) 2x BJ 2x- l2 C) 2x+5 D) - E) -
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CAPlTULO V División entera de pol_nomi

30. Dar la suma de coe F_cientes del cociente de 36. Al eFectuar la división siguiente
la división indicada x I9 +x I_ + 2x l2 _ 7x 5 + 9x _ _
r_ j4x4 29x2
- + ^ x_
(x"I)(x-_2)(x_3) Dar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:
A) l3 BJ I2 C) l8 I. Su restoesunpolinomio constante
D) 24 E) 6 Il. Su resto es x+2
III. La división es exacta
3l. Hallar el resto en la división IV. Su resto es x- 2
(_ + 1 )x' _ (2_ +2)x'- (_ +4)x + 2

x___ 1 Dj Fvvv Ej FFFF

A) l B) 2 C) 3 37. Si el polinomio 2x"+x4+_+bx+c es
D) 4 E) 5 4 a +b
divisible por x _ I , hallar
.l _ad_.v_.s_lo,n a_b
4+bx 3
j 4 AJ - B) -_ C) _
X -X+ 2 2 3
_' deja como residuo 3x _- 5 2
!_ Según esa información, hallar el valor de ^ 3 -
'__ a+b.

38. Al efectuar la división siguiente
5 7x4 3x3
D)36 E)7 X + _
i+3x 2
33. Determinar la suma de coerlcientes del se obtiene un residuo de primer grado.
cociente que se obtiene al dividir Hallar el residuo.
' 4x80_2x_79
A)l4x+I B)I4x+3 CJ3x_+l4
X_

. A) 165 B) 162 c) 163 39

. AVerlgUar el COerlClente de aquel únlco
' término central que o Frece en su _esarrollo
i, 3g H 1_ _ _ /. d _ _. . ladivisiónde
. a af e Va Or nUmerlCO e ßO InOmlO

, _(x) = ___+3'3__5._x 2_ (5 _3___2_ )x_+ 3_+4 ab(,n+bn)x n+2-ab(a__b_ _ _bna- l)x __+_ _abx _ T l

''t 3 (__ I)(bx-l)
_e cuando x toma el valor de -

.3 _''_7 _2 nI r_1

. A)-I+'__ B)o c)2'
i __ C) a+ b'
+ n_1 E\_1 n+1 ____
. D) a-2 Jb-_ E) a-_ +b 2
35. Hallar el resto en
i l +x +x_ 2 +x 3 + ..... +x__"- l _0. Al dividir P(x) entre (í' +x+ I) se obtu\/o _or
_j residuo (x+ l) Y al dividir P(x) entre
i,. ,ltX ItX ___x+_ e_restoés x__ alcula
i__. de dividir P(x)_' (x4+_+ l)
, A) ( IO'_J x+4 _)(4n- l )X+n
_.ic C) O A)x+j B)_ c)x__x
'_,i D) 2x+4" E)_-'x+l DJ_+x Ej,,J _ j
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_'__ , _, - -v .. , . ,
_g- _;- ___n;-''__:?:_'_ ;,- _'' '_;_'_:_::,';:',"''-, '--.:= -,;__n- _, _,,'_, ' _,'_,,;_i___0s , = :_ ,,'; :__ '_; '
C_,_
' _' Xc _ste pI_ob Ie1JIn, ev_'plleslo poI'pIi1JleI-4 __e_ e9J el sigIo pnsn_o, c'JJeJ_tn c_oJJ ln siJIJpnt1_a Je
U. Ios a_icio1_ndos n los _J_blpJJJas _Jlnfe_l�/icos
R se rynrn dp o_r,J,,J, _
_ pnI^_ tO a n SPl1e R lll_1JleF_S Jlntl_Y_leS, evX___SJOlJes ell laS _JIP
4_are__ cn cllatJ_o __ece._ eI Jl,í9I,el_o _,Jill2to c'oJJ síJll_o Ios JllareJJláricos sMJlples. PnJ__ exprisn_
Jas die_ p/niJJleyos Jllí1Jleros, sólo so1z J7eces_nos los si_2os de Ias cJ_ar_ o_y_ciolJes
___JIdnJ_le1JFn/es.' s1JJJ__r, restnI; 1JlllltipIicnrJ_ di_i_iy.

A_J_í esf_ In p_Je_a.'

_ (4_4J _4

8 = 4 _4 t4 -4

r'lleJll_.' .\-____I .1 lrl Irlllritir rl - I__cl. __r_l0_rll.
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INTRODUCClÓY
La teo�ía  de divisibilidad de polinomios estudia las propiedades que tiene una división exacta enlre
polinomios. Ya en la divisi6n numénca de los enteros_ la divisibilidad nos da a conocer diversos critejos
para reconocer divisiones exactas, con lo cual la pa_e opera_va se reduce notablemente y sobresa_e la
pa_eanaI_tica.
En los polinomios, la división (de elemenlos: dividendo, divisor, cocienEe y residuo) también tiene
p_piedades de di_sibilidad, que son herramientas para reconocer divisiones exac tas_ pues esto permite
encontrar las raíces en un polinomio, lo cual es fundamental en la teoría de ecuaciones.
También los cnte_os que se tengan de divisib_idad de polinomios s inren para factonzar polinomios.
Entonces, en general, la divisibilidad de polinomios es una teo�a  básica que debe conoce-rse para
aIrontar_ con _xito, situaciones diversas en los capítulos en las cua_es se tenga como elementos a los
polinomios; una aplicación de este capítulo pod�ía  ser el siguiente ejemplo:
Un auto tiene un movimiento rectilíneo cuya ve_ocidad va_a con el liempo según la expresión
_ t _ 3. 2 + _ _ se desea sabef si ara cc5__ se dos e_ auto se detiene /
si para otro tiempo di Ferente de ''5'' también se deliene.
La solución se�a  ave_guar s i para t--5 la velocidad es cero, para ello ree_nplazamos en la expres i6n
__3_ 2
Se obseNa que la velocidad es cero para t--5, entonces, el auto se detiene. Ahora veamos, si para
_o tiempo di_erente de "5'' también se detiene_ para ello vamos a transformar nuestra expresión en una
multip lic ac ió n ind ic ada.
v(t)
OmO V 5)=O entOnCes la dlVlSl6n _ eS exaCta, en eSle CaSO dl CemOS QUe V t eS dlVlSlble pOC
t_5
_-í).
Luego hallando el cociente por Rur F_ni, tenemos
l-5 3-l5

5 SOIS

l O 3 O

_entesera/ t __ t2 +3 lue o. v t = t2
_omo el tiempo es siempre positivo, para otro tiempo di Ferente de ''5'' la velocidad no es cero-

__ Para un tiempo di Ferenie de "5'' el aulo no se detiene.
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rv_s_Bi_rD_/ '

Sean f(x) y g(x) dos polinomios de grados no nulos con coeflcientes reales o complejos_ si el resto
de la dinsión de ((x) entre g(__J es idénticamente nulo, entonces g(xJ se llam_ divisor de f(x).

DEnN__h _';''''__:''''_'' . . .......... ... ..:'...'. ......,. ...
Dados dos polinomios F(x) y g(x) de grados no nulos se di_ que F(x) es dinsible por g(x) si existe
un único polinomio h(x), tal que se verif1que la identidad de dinsión exacta.

_,___..__(_)esd'N�s_blepor_(x)  ___ -_=----3- !__(xJ ; r(x)=-g(x)_h(x_ '_

En efectu, si g(x) es divisor de f(x7_ el cociente de la división f(x_) entre g(h-) es h(x).
Si f(x) es divisible por g(x), entonces g(x) es un factor de r(x-).

Ejemp_o: Si el _lino_nio P(x) se anula para x=a_ es
Sean ((__) = (_ - 4)(vK+5') y g(x) �  í + _ - lO_ decir_ P(a) = O _ el resto de dividir _(x) entre
diremos que f(x) es _ivis ible por g(xJ ya que f(x) (x- a) es cero_ luego P(x-) es el produc to de (x -- a)
entre g(x) es una división exactaN Entonces porot Fopolinomiodegrado (n-l),sie__do_cn''e!
exiStirá un ú_co polinomio h(X) de tal mOdo que grado del polinomio i(x), es decir, i(x) es
f(x) _- g(x).h(__) ; siendo h(x) el cociente de dividir divisible por (x- a).
r(x) entre g(x). Recíprocamente si P(x)_ es equivalente a
En e_ecto (x- a).g(x), entonces P(x) se anula para x=a.
F(x) _ (__-Q)(__+5) _ f(x) = _+5_'-4x- 20 La condición necesaria y su Flciente p4_ ra que
_(x)= x-'+3__- 1o el polinomio P(x) sea divisible por (x-a) es que
_uego ap_icando Home, P(x) se anUle Para X=a.

__ + Ejemplo;
_ x3
1 1 0 _ -4 -20 X = '5?-7X- l2, eValU"ndO 'n X�-
= lo _ P(-3) =O _ (x+3) esunfacEordeP(x)
'' _ ; -6 2o _ P(x) --- (x+3) _(xJ ; _(x) es de 2do. grado
10 ;
= o o - Para conocer g(x) se tendrá que dividir
P(x) entre x+3 por la regla de Ru(f_ni
+ +
De donde h(x) = x + 2, lue__o f(x) --_-- h(x). g(x) 2 0 0 _ -12
-6 3;12
TEoN_MA DEL FAcToR _ =- _ '
.no_,,._op(x)deg,ad_n_nu_oseenu_e_a,e 2 -l -4 ; O
x=K _ P(x) es divisible _or (x_a7; I__ego (x-a) es _
un factor de i(x) De donde g(x'J = 2_ - x - 4

144



_____FpR___( ______ _ _____g(__2E)o(R)(E_)M(_ A__)__ 2 )_ _ ___0__________o________________________________ )(_ )___(_p_________)______________________ t )_________ (ç__________v_c_J)___________m0____________c__t.___.._(J_____JJ_ ____0________0_____t0______

CAP_TULO VI Divisibi_idad de polinomios, coc_entes notabl

__ a_DE.DlV1sI.Blll_D_D ''__ _____.'\;.;.. ' ..:..''''' ..... ''' ''___,,,__',_':..,..;.._._,._:.,_._.....'.....,--.::--_. _'_,..,.;..;..... .._ _; _:_____,:_:_,,,.h'' -:._,,,. ... _;.''''_' ..,- ' ''__ '

_. 0_._ __- ^_'___^0___''_ _. _..__^c ^_.. _^' '-_'_ De los teorem&s 2 y 3 se deduce:

, Si f(x) esdivisible por g(x) y g(x) esdivisible i_''P' _ _- v '' ' ''""'''_ __., .,. ' 'V' _- '' '' - -- '' - _,_ '_
, h(x)_entonces E(x) esdivisib_e_, h(x) __0_'__, _ '...... _C_aUm,0,, ,,8, e l__Iin0mJaS_ ,;' ,,;_'.'' :_;_ _''_,
____, . ,..,_.._. ._:,__ _''_ '___(_.' __ fg,(xJ, ...,,._-_-._,____'_____) _. _-_n divìsi__l'e___ _r �_x:);  _'',
i ..'''_'' et_l'M_iO.._g___f(X) + ?__.i_ )__(X.) _ __.._._ _'
Demo,b,,;ón ________. ._'__ i_ ) __?tXJ' '''d0_d_'_' '_l_? '_ _2(X)' ..'._''_. '_' 4'''''''(X) __'_'__,,'
_'_ _ . son _n_ pol'__ _0mios -_bil.r_'_.,. .t_i&n. es _ _i_
Or COndiClÓn i_?:_,.''' dm_ ___._e oF _(_g ' ---' '
€(x) --_ m(x). g(x) .......... (l) _,_ _l. Todo. _1.inomi0. fÇxJ _'''_'''' _1vi?ibte __'' '''_''' _,__
(xJ __ n(x). h(x) .......... (2) '''_? '__:q_r_li__m:íodescadD_ro. ' ' ,''_'
i, En_efecto: '..,__' ,,, ... _
_ ' __' F(x)__''__&,_'_.''.';.'':'',.__,.''___y__x)_'' _c, _'"_v''
eem_aZandO en _? _ndgcesconstantenon4_ un Mom___ '
r(x) = m(xJ. En(x). h(x)l _-_ h(x) tm(x). n(x)I, ___.,,,,,,, arbitrariode,2rad,ocero. . ,_0__'_
de donde vemos 4ue F(x) es divisible por h(x) ___, MIO__. __ ''' ''' .. . '''' _x .o,

æ D ___ ' ' F'c,)__-_'ç' _,,______,__ '_+' '__ ' ___o__,
. __,, . __'' C C ..C ,,
. '' _ '___ lII. Si el _Momio- f(x) es dimsible _r g(x), fix) :t
_ Si F(x) Y _(x) son divisibles _or h(x), la suma y ,__. '' es tambiem d'_msible _r c.g(x), donde c es ___
i la diferencia de f(x! v., g(xJ es divisibIe por h(x) __g _a cons__e _ n___.... ' ,_ _
_??. ..,,,,,,, E'n e__ fecto, _e__ 't_ ì_u_dad. €Cx)-_h, (xJ ,gtxJ '_
i. '''''' '' _uita 1_ - .ua1dad f _ ___....._ _l_,,h x c _ x. __
DeIno_traci6n: _,ii _y, l_ '__in__o_s''._.___x) y g(x_' ','so_ 4m_' ('b_" ''i_
De la condición __o_i _'' en''t''re's_cuan'doy_s_ó_ocuand_ f(x) _'''__.g(x), ;'_'__
f(xJ _ m(x) h(x).......... ( l 7 i'' 5í_n_ c. const_te _o nW_ ^_
g(x) _-_ n(x) h(x) .......... (2) ''-'''d''_''0d__' ''''_-_''__''____0'"_ __dm_-v___0''_'_''__ w__'' _'__'__'a'0___ _ - _ ______ _______' _ _ _'__''_'0'_____' _ __ _ "___ _' ' ''

(l)+(2) - '' -- ___::_,:___ TEoR.E_A _
F(X)+_(X) __ Em(X)+n(X)I h(X) i m(X)+n(X) ' O si el po_inomio p(x) es divisible seperadamente
(_)_(2) _rlosbinomios (x-aJ, (x-'b) vv (x'c)/a_b_c_
entonces P(x) es divisible por el producto:
XJ-_(X) = tm(X)-n X I h X i m(X -n(X) f O (x.a x_b x_c
_ f(x)+g(x) _ f(x)-g(x) sondivisiblesporh(x)

,,, '' .,.:''_'_'_'''__.'''__'_'''','' ,__,:;.....;'_'__,'_''_''''''__.._' _M..__''__. J_..,:'_'_:._g'__,_'_'_'','___;_ ...-- ,_',''_',._,_,_:'._''''''''''''''' Demostrac16n;
_, s; F(x) e,di,is;bte_, g(x),e_p,_uctode F(x) l ComoP(x) esdivisiblepor (x_a)
poccualqu_ecotropolinomiononulo h(xj es _ _(x) _ (x-a)q_(x)
_ lambien divisible _F e(x) __ como p x e, d__v__s_.
_ ql(x)=(x-b)q2(x)
__os_8c_ón lII. Como P(x) es divisible por (x_c) / atbtc
De la condición F(x) ___ m(x).g(x) ' q_(x) __ (x-C) Q3(x)
MW_plicando por h(x) e O
_ F(x) h(x) _m(x) g(xJ h(x) DedOnde P(x)__-(X_a)(x-b)(x-C)Q3(x)_ !ue_Ose
' - ' ' concluye que P(xJ es divisible por
Se obseNa que r(x).h(x) es divisible por g(x) (x_a)(x_bJ(x_c)
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L u mbFe ras Ed ito res Á

. Recí_rocamente, si P(xJ es divisible ...i. ___ '_;.._,_,,.;;_.,.:;;._,.......:;..._.;,__,.:_--;----_-__-----;;-------_--;---_-_;--:----;---__--:-_---_--;--_--_--:--------_:_::,_;_'_,__'_____:'__,_:_,____::._.,_:_._,___,:_:__,_:_::_;,._;_,_:__-----_------_;--___-__-_;--_--__--_--=_---=_-;__'---------=-_?__..'_;':_-__- ';g--;___' ''_;,__'__' xg,..',,=_--_-=__:_:__:.n._,___;;__:._'_,'_:,_..'__.'_____,'__.__.;__,___-_---_-_-___--_--_=_-;,_===a-__-:.,.;_.;'_.c_._.,::._.____,-
ii_',__',_.,''_,__'___,'_e___,a__..,_.__00,__'0_0_'_'______R_m___d______'_',''|'"__i_''''''!'.i,.i____i___,_.'_ _r (x_a)(x-b)(x_cJ; axb_c, será ' _'' ____-_-'-'__^^" _"'^. '":'''':''_-__--' _ ' : -' :'' ' '''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''_-----_-------- ' ''''''''
:_.__'''-''-__'''_''__^_'___'._._.g__.'_'o'''_____,''_'0_, d'Nisjblese radamente r (x_a) _ ntOda IVlSlÓn ePOllnOmlOS,SialdiVidendOyal
m-5-'_'''''_i'_'""'_'o__"'oo'"''"""'"_''_'"""__'_"_' cx-bJ y cx_cJ ' __ , diviso_, se les mu__i_lica _c un _linomi
.,.0o..0..,,..,,.,,. .,..,.,.........,,....,o.p... ....,..,,,,.,,p.pp0.,,, ....,........,...... ........ ..,.,.p.,..,.,,., ,,,.,........,.,.. grado no nulo, el cociente no se allera; pero el
residuo queda multipIicado por dicho _Iinomio.
EJempIo: __ ,_____
Si P(xJ = 3x4+2_+ax2+bx+c
emOS_8C16n;
es divisible por (x-2)(x+3)(x+2
Calcular el valor de 4a_2b+c
Il. Mul_plicando por S(x) ; S(x) _ O
e_OlUCt6n;
como i(x) es divisible por (x-2)(x+3)(x+2J, D(X) ' S(X)=-_d(X) ' S(X)l4(X)+ lR(XJ _ S(X)_
entonces será divisible en fo_a separado por De donde se obSe_a que el residuo queda
(x-2),(x+3Jy(x+2), JuegoP(x)_(x+2)esexac_. multiplicando _rS(xJ yel cociente es el mismo.
PoreI teor_madelresto P(_2)=O
_ p(_2) __ 3(_2)4+2(_2)3+a(_2)2+b(_2)+c__ o EiemPlo
_
_ 48' I6+4a-2b+c = O Hallar el _esto en: X - X '_
2
.'. 4a_2b+c=-32 X -
Re8oluc1ón:
_'__ ___ _^_ ____0__ __ Multiplicando el dividendo y divisor por x+ l
, ,, ''''':.:'_': __.:> m;'_ :';':; _v,_;:'__; ' _'''''';;__ _ _'_;__;;.;__ _.__'''___.._:_';____ _.;_____...__.__:_.; _:____ _.___._,,,,.;_''__'':-'':.a.__'' _'_,_. î ::,__0_0,,_0, _,._, _ ___.: __. _ :.;;,.__,;'_,, _'' '' _':____''_ ::_ _;::'''',,_ _,_'::'':, _;,'_': '' '''''':;:'; '_::,_.' '__' '_,' '' ' ' ' "' ''' ____^''_'____e_;__"''''__:/__"''::'__: (2x_ _ 7x + 4)(x + _) (2x.w _ 7x_ 4)(x+ _J
Si al dividir un _linomio P(x) en_e (x-a); __ _ _ _3 _
_a X-X+ X+ X+
el mismo resto en cada caso, enlonces al dividir
_, dicho _linomio enlre (x-a)(x-bJ(x-c) dejar_
___' elmjsmo Festocomún. LUe_OelfeStOeS l2( ). X_7X+4l(_X+
_ R,x_21lI
5í P(X)_ X-a _R_X)=R - - 'X-
p(x) -; (x-b) _ i2(x) _ R R'(x) = (_9x + 4)(x+ l)
P(x) _ (x-cJ _ R3(x) = R Como el reslo quedó mWtiplicado por x+ I, se
., q p(x) -; (x-a)(x_b)(x_c) _ R(x) = R lendr_ que R(x) -- '9x + 4

Demo8trac16n ,n x'__._,;-;_.,,_';,._.':,,,._..;..'....---_-,___;_-----_=;;-__;=_-__--__--;-__-_;-;,-;-;_;=--__,....,..::_.,.,.;_._'0_=_.gE..._0,,.0w,_,0___ _ J' -_--- ,,._g,.,:..__.._:.;.:.__;'' _ __ .-
I. P(x)_R esdivisi_leentre (x_a) Entodad.__,_.s._o,n_epol._num.,os s.,ald._v_.
_ P(XJ - R -= (X- aJ q _ (XJ al di_'isor se les dinde por un polinomio de _r_dO
__. px _R esd__v_.s.__le o, (x_b) nonulo.elc_ientenosealtera; _roelresiduo
queda dividido por dicho polinomi0.
_ P(x)-R =- (x-b) q_(x) _ _00.,_
_ll. P(x) _R es divisible por (x-c)
Demo_tr8ción:
=- 3
. D(x) __- d(x) q(x) + R(x)

De (_J, (llJ y (_l_) poc el _eoFema ante_oc ll- D'v'd'endO PO' S(X) ' O
i(.K) - R es __'v__s_'ble poF (x_a)(x-b)(x-c) _D(x! ___ _d(xJ. q(x) + _R(x)
_ P(x) - R _ (x-a)(x-b)(x_c)q(x) S (x) S (x) S (x J
_ p(x) ___ (x_a)(x_b)(x_ c)q(x)+R De dOnde se ObSeNa que el residuO mUeda
dividido entre SCx) y el cociente es el m1imo.
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CAPITULO Vl Divis;bi_idad de po_inomio,, cociente, notab_

EJemplo Eje_�os  p_8 el lector: Halle el resto en cada
3(x+ _)(x+2) _a de las di_siones.
Hallar el residuo en _ 5( _)28
Q x+ _ _ X+ _X-
2
Re8olu�ión:
t__.d_.endo al d_._'dendo d._v._o, _r (x 2)3(x+ l) __ (x 2 - _ + I J3l + x
_ene ' ' (x__j2
(2X+ l)(X +2) x37+x__5
-_ ' x3+x2

Porteoremadelresto x-2__O _ x__2 (_-5)7(_+_)(x_2)5
;_ R'(x) __ (2(2) + l)(2 + 2) __20 (3x+_)(x-2J6
2+_ l5
Pero coIno el resto quedó _vidido por ' _
3 3 X ' l_X X-
X'2)X+ _ X__ X- X+
x7+2x2_ l
3+x2

_ Cocl_NT_s NorAB_s ,,,,,,dLd

_----===-- '' _ _ ''__ _' _ _^_ __ ___. _;.__-___=-'- - _i- -_-' --c ---=-=-------- _ ' '' _:_ _.:_ _':--_-_-_=---i----__--_-_-_--------_------_-_-_-__-___-_'-_'______^^ ______0^^-____P_:--5_---_--_______;_, ,_/'''__;_ _,;' , q__ ?___ _ ' ' ':'':'.___:__'t_'/:;__._______,____,.,';''_;;,'(__'''___',____'_;'_t',_,_,_;_' __,^' ^^^_''_^^_,__^^^'^^_,^'_^_,^'_^^^'___'_^_,_^^ _^'_,^, ___, '__:_;'_::_:____:_''_~___':____::': '''''_''''___'''.''_:'.''''':'_._':_:'_'_'':''':'_':_':'_:''''':_''_''_X__'J'X''__'_:'''___';_
__ _ . , .;; :.:_"._;._:_....._;.. _-x _._,=,p__-,,o^___;__ _ ___ ______'__:--_______-__-=__-___-_ :_ _' .... '''__.__''._.._,.'_._ _:'.,... _:.__----_---'--:__--_-_-__--:_-__--_----____--_---._--___.---:._--_--___----__;_--_-_-=--_-_;.-_;-__-___;-----.--.______.=_.__d_,,;,__.d_.,,^,._,,. ___0__ __8____ _d D_ ___ --__-___.^_ __ ___ '_.'',,'';____,'_;_,,''______'_';_ _.;'' n,_ _.y P' ' . ,':'. .. _ ....::::..:' ::.::...,,..,:,,;.:__:_,,;;._:__;_.,_,i_._.;;_.'_,_. ;_;__:__,;_,_;_,____,,;___,_;;, ;_;,;, '_ o ,, o', _' __0_, o' _,'_,,'_,'_,,'_,'_,,'_,_, o'_,,,,_'_,, o__,,_,, o',^ o,,_'^,_,',,,,_,_,______g.__.__;_;.._...__.;_....:_;'_::_.,.._,: __ .. _ ...... ... ......:___..___;....._:_,_'_. ..__::___.... ._._.__,._._,____'_ ._'__..,__:, .__'_:_._._,',;n_?v' ,, ,;;'___, ,_?,__X__

Llamaremos cocientes notables (C.N.) a Ios cocientes que se obtienen en Fo_a directa, es decir, sin
Ia necesidad de erectuar la operaci6n de dinsión.
Las divisiones indicadas que dan origen a estos cocienles notables son de la fo_a:

_ x ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ;_ ': ' " : '; _ :', ' ' 'x ' ' _! ''_. ___ '? ___ '___._ __ _ _ ' :__ _ ___ _ '_ __; ___ ___.: __ _ __ _ _ _ _ _. _ /'_. ;_ _ ___._ ': _ '__; P._' _ ' ''_ __' P___ ' __ , '_. '_ ___ _' _ ' _ ' '''. _'_ _'.: '; ; _ ''_.: '_,_ ''_.: , __ ' ^ '___m _ _'__''' __ _ _ :_ __, _ ___'_ :__ _ _ _ __ :,'' :'' ^ _' ''''' '''' _ __ _ ': _''' _:' '''''. _ _''''_, ''''. ',__':'_. __ _''''_ __ '''''_.' _'' ''''_ '______._.__ ' '_. _'_ _____.''' __ ;,__.____ '_'_ '_'.____;_.____. '' ___5__, _ ~ '__~ _ __. _ __;-. ___. '- _'_. : '_ _. __ _'_ ___.; : '____-_ :__ ____.___ ' '_ ____._' _. :;___-___ __;;.''' ____ _'' _._ __ ____._____ ' __- ' __'' _ _ ______ _'_' _ ___'__ ____ _ '_. _: _ _' _' ________ _'_.__:' :_ ' " _'' ^ ^ ^n ^ ^' ^'- ^_ ^ ' '' _ ^ ' ^ 0
___ _'~, ___v _. _:__:_:.___' :. ..'. ,..'.. _ '. .''''''''''''''''''''':'''':'''''''''. '''_:_._'''_''':'__'''.'''_:?_,_,___:____.____::.;.__.'_;:._.::'',:'_'_''__ ;___''.__.:_, .._'__..,.n._...2', __.'_--,- -
__._^..^^. ..n.. n.'_;...'_. _;,_:_;_:._.:.__:.;_:.;_:__.;..:.:_:_..;__:___._.;_;.;;.;:'_..:_'___;.! _..;_:,,_'' :._''' :v_'''''' :__,___:_;._._,__. :_;;__:; _;',_. :'_'',:__';_,'_,:_.:'__,..;::;::,,___,::_.',,__:_,__.,, .;,_____,:.;_,_..,_._;::;,,:_._.___.,_...,___;-,.:..,_:__:_..,:_,_.,:_,-.,:,;_.:_':,_.,__.,::. _____,,:,;;,_..,:__.,___.,.:._,,:_:.;__.m_._.:...;:^.__.,'__,_;.,m:.,_,,:_,:;_,..,:P,..,__\v. .._ ;0_. .;_. ._.

Medianle la coInbinación de los signos se b. Su cociente: _ectuando la división por la
presen_ar_n 4 casos.
n_yn xn_yn xn+yn xn+yn re_ladeRw F_ni __ n-Y n setendrá
i_i___ x-
X-Y X+y X+y X-y

i
aso l .................. l -
.?:_. '_.;:_^''__'';____/'_^':___,_:_^'^._i_'"i:.__0':_.:_:._'_____:___._:__i.'__,:_____._._,:.__'':_ _:___ d'_'d__' '' '_ ' ' ' '_''_'_n'__i _ _ _ _
__.''-V-__ _- .____-_-__-__;:_--------_; -:-n ,_,.:..;........_'.. :___.'''..:.. X''Y y l
,__ _------:_-':----_=_--__ n_''_i_''.__''_
__ ___-_-------__-----=---_=-----_;___ __--__=:_-___ ::=y-. ---=:------------:---,---_;._. ,_,:m,............,......:...............:..:..........................;...,,...,.,.,..,.,...:.;._,..;,..;._...../.:_''i. l Y . .."'..

a. Ve_oseuresto
Siendo el cociente de la fo_a
entonces se tendrá R__y"-y"__O
Nos indica que para cualquier valor natural de
nladjvjsj6nseráexacta. _ +y_ + _ +N..__+



_H___x ___xyy _ nnpooo__ggee_((nn3x_ee_)rr)aa___ccyoollccl_endtenyotable ER_n_ elcdocldl_enteNo_txabtl_t_ye_del____2_3___6o 6o__nha__larel

Lu mbrer_s Editor_ Á _geb ,a

En general el cociente se obtendrá de la siguiente _, _ _ . .
€onna __ --'------_--__---___-_''_ ...__.._;.._.'_.__;.._;:.:_.::.:.;:_.....__'___;-__.._T. '''E. Q_-__,_. ,__o_ ... _. ,,...'' '' _
_____'?"',_c_____,_-'_'!__' _ _.0_ ''__ '_ _;_ '''''''!''''''''''"' _ _ '______;''_,___" __ __;,,,, ';,',_'__'___________.____.,:o_ '________:.. __.______-____''____'__ _______ _ _ ' _''' '''''' ''''''''''_,,!___. ''e__
,;_'_'::___:?_^___my_____'___ '' ' _'_�___  __ '' '__ _- '' '' _'_'_'___^'^___^^_^_,^'_^_'_'_:_^_'_'^^^_,_^__y:____' ':'.__i;_'_/''_,_'..__ _:i'' ''_'_ __' _'_"_' :;__._'''_,_ __;_,.'' _'_'_' ,,_ _W _ DadO el Coclente nO_able:
'. ___._y.__'_:;___...:__:____.___ ..:.__h_ x_ n-_l___,_.,i_0__,8'_ _e_;'o._'___0___',_^'0;^',^'^^'^'_^'__0___._''_. ,:__::_. ,_._' ;_,'__;''''..____;:__:_'_.''___i___'__;n... _,_._f_.___:,__ _'_''' ''0 x n ,
__i'^___:_,.''__'':::_:_;m.,;___ .,:::_,.,.,,,_ .. ._,_ ' _ __x _____:n___' '' _ !_,' '''::'_''''_"'''''':___ i"' ___,_,. _ ,_ '__ i.____ ;_'�v  4,_ -, un lérmino cualesquiera lh es igual
i;_':_''___-;-=-__ ''-__ _,:-__'''?_i:'''.2_'_-':'_:_''}_''_____"... ..,.....,..,..:..'_.',__.;,_;'..:._';_X"''_ ' .-_ ' ------__;_:___ _-,-_._':'_'.._:_'/_'._::',_.'''_;:.^__,:...........,...._....:...,..1 . x -y
-k -l
_- _-_______

3 3
- __ x2 + + 2 DemO_tf8Cl6n_
X - Y _ - fn _,n'l+,_ay+,n_y2 +,n_ya+ ... +y_'l
___-Y_V_Vi V
44 _ 3 i
'Y _x3+x2+ 2+3
X -Y Vemog_.
5 5 t, = _ ' _ término de lugar l
X'y _ J 22 3 _
�X  'X Y+XY +_ 'Y t,=_2yi terminodelugar2
X-y
t3 = _ _ _ término de lugar 3
Asimismo :. =.
_7 _ -7
iente notable t, �  ?? q término de lugar k
x __'

porque - 7 _ N Por inducc_ón: t, = _ 'y'
42 y2 __ t2=_2__
X "y . _
3= _ _ 3
X-

3 N t xn_yk1.
rqUe- _ _ -' _ �  _ 1 ________
2

EjempIo2
E_emplo
allaf el COClente nOtable _enera O _Or:
5 N . X - y
x_y
te_inode lugar I5
Re_lUC1Ón : Re8olución:
Su cociente nOtable eS x n n
'y _ t _ l
(_)9 + (_)3 + (3x)2 + (_) + l eCOr an O en __ _ -- _

que es equivalente a
4+ 27_+ 9_+_+ l enelproblema n=60 n k=l5
_ t_,=_''.y" '
_ . t x4Sl4
'' '5-

F_8Ud8d E1emplo 2 (P_r4 el lectorJ
El Teorema tiene por F_nalidad calcular un
té_inO CUalQ_iera (t_) del COCienEe Sin neCeSidad a 40 _ b _
.cha d,___,__o/ n De: - , hallar el té_jo de lugar 2 l
_ a_b_
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CAPITULO Vl _jvisibilidad de polinomios, cocientes notables

_ _

__;v' ?J___ ?,' n _m,_t___'?,q _y_ m \
9 _ c" _""""?__" \ _ '_' '' ___:n_,__,,n,yeeN''
_ _X Y _^ __,n_".v_v''___.,W'q9x ,''_9.:______^____ s
X-
polinomio homogéneo de grado de
homogeneidad (n- _); es un _l_nomio de n a. Ve_o_ su resto:
términos compIeto y ordenado con respec_o a _

II. Si contamos los t�_inos  a pa_ir del último, R n
ara hallac el tecmino de lugar _ s�lo  ' X -- -Y ' -- -Y -
intercambiamos los exponentes; as1
._ nesparm R_O
t, = x"-'y^-" _ n es impar _ R -- -2y

b. Sucoc1ente:
E1emp_o l por _a re _a de Ru Ff_,.
_ _y'O es un te_ino del Cociente notable de .
X -y 7
x--y I OO O .-.. O -_
x=-y l -y_ - ..._ -_' _
es_ue&_8;
,rm.,no e, ,e g,,do _5 y _, e, e, I -y _ - _ ,,,t '_
Entonces
grado de homogeneidad del cocienEe notable
l6_l6 n n
generadopor _X _ y siesunténnino - = xn-' -x^-_ +xn-_2 - ...,. -yn-'
X-y x+y
de su cociente notable.

2 ll. Sinesim_r
iemPlO
_ _y'' es un ténn1jo del cociente nolable de t O O O _______N O -_
l9_l9 _ _ ,
x_y
_ -y _ __.......- _' -2_
Respue8ta:
_o_ puesto que el grado de homogeneidad del
cociente No_able sefá lg y este té_ino es de EntOnCeS
_adol6. xn yn _jyn
- _ x"-' -x^-_ +x^-_2 - ... +y^-' +

Ejemplo 3 (Par_ el lector)
t_7. t_g Su cociente sigue siendo notable pero la
Del ejemplo antenor ca_cu_ar
tl6. y I8 dMs_ón nO eS exacta.
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LU mbferaS Ed itOfeS Álgeb ra

De este modo se puede resumir en el siguiente cuadro__

/ _, , ___ _ ' " ' _^! ' V ' \ _ v_0_ __, ;' ; \ & ; _nh_ _ _ \ _?_ __,n_? - ' __'/ , ' ';_ ' _n ' ' ò_' b__ _ __ ;;'w_'_ _,_ ,' ' '' , _q'n ?' ___ ' x ' J J _ J' _! ó ^ Q ___' _uo,v,

xn -yn _ nWo
_ I +_ 2y+_ 3_ + .... +_
x-y

t2 3 l N
Xn -y^ - - .N.. -
l 2 3 +l _ __
x +y - - ""

I2 3 l N_
X +Y" - -''_.
l 2 3 _l .
x +y - '''-X + y

l _ 3_ _
+ Y+ _+....+ ____
x-y

Se tendr_ también que algunas divisiones de la Resolu_6n;
x n + y m . Sea el té_ino deI lugar k en
O_a _- _enera_ COClenteS nOta eSt 2 2o 2o
xa+_b X -y . _ 2o__t

siendo la condici6n necesana y sUFlCiente x 2 _ y
Por dalo, el grado del té_ino ser_
___ ;W_^__v___ ___'' '__ __ _', _ 2(2O_k)+k_I_3Q__-_5
____,_? ' _^_^_"_'___m _ _ _ -_ _ _ ~^ 'v;-__
v, ' ___,__ __nr~__; _nv^ _, '= _h __,_ __'__ Lue o el te_ino en mención ocu a el uinto
__h___c;" _ v\ ?;;' _ J;_b__ :; ;_q__ __' xm ,_? __' ,_,__ _
;' _r,e r__' �í_v__ê  \'_;n_' d _ '_ IU_aF.
,_ _v.c___ cc'_ __m
_ ,,n _ _______,m' , ; / ' nw'_ , __?,_ __,X_m____

QlcWar m si la divisi6n
Etemplo l x13m + _ y8m+2
4o y3o _ genera cociente notable.
_ _ genera cociente notable ? xm+_ - y m
4_ 3
eSOlU_�n_
40 _ 30 _ _o _ s__ gene,a coc__en_e Si genera cociente notable
4 3
notableytend,;_oterm;no,. _ _13_+1__8_+2___ ._ n ,_ y
_+1- _

E_emPl02 (*)
30 30
_ _X - genefa cociente notable ? De (_)
_+ 9

3030l5 t t no m+I m
eamOS - �  - _ - nO eS en erO, en OnCeS
4Q2 t 2 __2
genera cociente notable. _ 5m2 _ 9m _ 2 __ o _ (5m+ _)(m_2) __ o.,

m__+ _m=2
iemPlO 3 as__ m-lsmo para m 2 se ob__Nene r _
iQué Iugar ocupa el té_jo de grado 34 en el - '
qO_ 20
cociente no_ble generado por _ ? .'. Para m=2 se obtendrá un cocien_e
2
- Y nOtable de 9 té_inOS. _
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E_RDne l(ols)datopps(2(xJ)___ ((_ _ l)) t_R(xJ (__ ax) +b __ 777 pr0N __g_8(___2) _ entre

,0
FOQlemaS Q_SU_ltOS

P_al___t Pr_al_m88
Hallar el polinomio P(x) de grado 3 si es divisible Un polinomio P(x) de tercer grado se divide
entre(x-2)y(x+3Jycuyasumadecoe F_cientes separadamente entre (x_l); (x-2) y (y+3);
es - 4 y tiene por te_ino independiente a 6. dando como resto com_ 5. Adem_s al di_dirlo
ReSOlU_Ón_ entre x+ l da un iesto jgual a 29. Calculaf el
Como el polinomio P(x) es divisible por (x-2) y té__no _'nde_ndiente de p(x).
(x- 3) ser_ dinsible _r el Producto. Re8o_4,_6n..
^ P(X) --- _(X _ 2)(X+3) Q(X) _. se sabe que al djvjdir p(x) entfe (x_ l)N, (x_2)
2do. grado ler. grado y (x+3) separadamente, deja el mismo
Sea q(__) = _ + b residuo que es 5
_ P(xJ = (x-2)(x+3)(ax+b) Entonces al dividir el polinomio P(x) entre
1, _c_, = p(1) _ (l-2)(l+3J(a+b) _ _4 (x_ l)(x-2)(x-3Jdejaráalmismo res _o5.
2. TéTmino independiente P(x) -_ (x_ l)(x_2J(x+3) q(x) + 5
i(O) _(O_2J(O+3)(a(07+b) = 6 V
3er. grado grado cero
_ (_2J(3)b=6_b=-l
.'. P(x) = (x- l)(x-2)(x+3Jq+5
a=
.'. Pix) �  (x-2)(x+3)(2x- IJ
Il. P(xJ -; (x+l)_R=P(-l) =29,
__al8mg 2 evaluando en x = - I
Al dividir un polinomio P(x) entre (x+ l) y (x- l) (- l- l)(- l-2)(- I +3)q+5 = 29
se obtienen como restos 2 y 4 res_c_vamente. _ q -_
Hallar el resto de dividir dicho polinomio entre
__ I.
De (l)y
eSOlUCiÓn:
P(x) = 2(x- l)(x_2)(x+3)+52
luego su término independiente es:
X _ X+l _R=P"l =
P(O) �  2( - l)(-2)(3) + 5 = l7
P(x) -_ (x_ l) _ R = P(l) = 4
Adem_s
''_'w''
' ' ' Al dividir P(x) entre (x+ l) se obtuvo como resto
De donde 2 __Que, ,esto se obtend,_ a_ d__vl.d__, (p(x))_a
P(x) -_ (_- I)q(xJ + _+b (x+ _ )7
Evalua ndo e n R_o_u4_ o,
x= I :P(l)= a+b= 4................ (IJ
0r el teOrema del reStO
x=-l :P(-l) = -a+b= 2 ............ (II)
IN P(X)-__ (X+l)tRt 'P(-lJ =2 ...___.. (IJ
tOx.+q lO
Um8ndO(l n Il _ ' �-  - __...____
2b_ 6_ b=3
_ (I)'_ a -- l Por _o tanto de (I) y (II)
.Rx x+3 i 2lO
'' - 2- -
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Lu mb reras Ed itores Álgebra

_FoDlgmg 5 Por identidad m(x) = m cons___e (m_OJ

e.ntre _+_+x+I
ReSOlUCiÓn: _ a _ b _ 2rn .......... (1)
Multiplicando al dividendo y al divisor por x- I, se 3 __
tiene:
l66__ x_l x166__)(x_
3+x2_,x+_) - x4_

' X 4_ X .'. ac _ bc =6

R_(x)�  (_-l)(x_l) ,
luego como el residuo quedó multiplicado por s_. el o__.nom_,o p(x) _ x__ + _3+x7 es d,___s,.
x_ l ' R(x) = __ I po, F(x) -_ _ _ x + _, e_ ,,_or de _ es,
Resolución:
PrODl_m_6 Como i(x) = x'(x_4+hJr2+1) es divisible por
SielßOlinOmlO __x+ l
f(x) = _ + 3x4 + _ + 3_ " 2x- (a+5) es _ x4 + _ + _ es d_._._.s_.b_e o,_
ivisible por g(x) = x4-b_+2_+bx_ß, ade
x) es d_,v__slNb_e por h(x) __ (__ l)(_+h). Luego por Ho_er
Calcular (a+ß) _' + +
Resolución: I l _ 0 ; O I
si f(x) es divisible por g(x) y g(x) es divisible poc _ _ _ _ =
h(x) y h(x) es divisible Por x_ l. _ ; _ _
_ tanto f(x) y g(x) son divisibles por x_ I __ ; h _h
DedOnde _ _ h _,h__ 1_h
f(l )=O _ a+3+a+3-2_a-5=O _ a�  l
o 3 como h_l=Oth=l
_(l)--O_ l_b+2+b"P -- ' --
.'. a+ß =4
Pr_Dl_m8
Se�alar  el resto en la siguiente división

f(x) =_ + _+ 6 y (x _ _)(x + 1)(x2 + l)
g(xJ=_+ bx+ 3
.,_.s_.b_es o, h(x) _ 2x+c hallar ac_bc Resolución:

EFectuando se obtiene
amo _ y _ son divlslble5 pOr h, entOnCeS x 4 _ _
(f_g) es divisible por h
edOn
(_+_+6) _ (_+bx+3) __- (2x+cJ m(x) Luego en el dividendo reemplazamos x4-- l
_ (a_b)x + 3 _ (2x+c) m(x) Obteniendo R(x) _- O'
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CAPITULO Vl _ivjsibilid4d de poIinomios, cocientes not4bles

P__l_m_10 n3 -4o
De (2) _ = l7 _ n3= I7n+ 40
ete_lnaf Un _OllnOm1O de 5tO. _fadO que Sea n
divisible entre 2xq_3 y que al dividirlo
separadamente por x+ 1 y x_2 los restos __ n = 5
obtenidos sean respectivamente 7 y 232. Lue_o la división indicada es
Re8oluc16n: _(x6 )'' + (y 5 )''
ior jdentidad fundamental x6 + y5
P(x) __ (2x4 - 3)q(x) .,,,,.,
_2x4 3_+b _0,,____,0_a__,,'_'0__,__i0__''i___0_'_'_a_,'_i_'0a0_,'___i,'__,__0'0_,__'0a__'0a___a___,_',__,'_8_,_,_',__,'_8,_,,__,__,_0_,_i,'0a,__,'_,__,'0a,__,_,__'0___,'0_,__,'____,_0,_io'0_,___'_,__,'0_,__,'0___._,'0_,_i,'_,'_'_ n n _,_'_i'
'- _ _ X - - ____.______.,,__,,,___,,,_,,___,,'_,,__,,^'_,,,__0^. ^"^'^_y_____i_'''^''_^o^'',^',^_'___^''_0'^'^^'^'^^'^''^'^'^''__^',i^',,'',^',,'___,_0_,__o'__0_,_,___,_.,.0"_,_,_0,0__,o. en. a - . t _ an _ _ 1 ,.__,^'_,.',
;?,'_^'''___ ..._,,..'O:''__.._.,...:,......_._.._.._.:::.''',,,'_ ' a_b ' k' ____..__o,^^,.,.
l. De dividir _,__o____i_____i____________i'________'_'___'____'-0__0_0'00__-'_0____________'0-___0_-__,____'0___________ ___0i ___ _____________________ii-__ _______-___ __________ ___i____ ___i_____i_____i__ddo___-___i,___-i___i________i_'_--___-___d_,__i____,i0_iii,____i_i__ii___'V,i

P(X) _'_ (X+ I) _ R1 =P(- I)
6l7-9 5_-l 4g _o p 4o
t _2(- l)4-3J_a(_ l)+bJ = 7 ' _ = X Y = X Y ''
.'. a-b=7 ......... (a) ' _ = 48
ll. De dividir _'_ m + n + p = 59

P(X)_'_ (X-2) ' R2 ' P(2)
4 3 _ (2a+b) _232 Prlal8m8 12
Hallw el valor numéjco del té_ino central en el
.'. 2a+b=8.....(ß

qp_ a_b4p
De (a)y (ß)
a�5  _ b=-2
_ p(x) __ (_4 _ 3)(5x_2) siendo a=2vt Y b=3_, además P�a'+b2
Re8oluc16n:
Dando Forma

__nar m+n+ sab_Nendo ue el te_nn__no g a+b 9p _ a_b 9p a+b 'p _ a_b _p
_8
Cent'al del COCiente nOtable _eneradO POr l(a2+b2_bJ8 (a+b)_-(a--b)'1
3__4 n3
X + y . . existen termjnos en su ex aMi6n entonces_.
X m ' Y " p=a2+b_ = (2vt)'+(3_)' = J5 te'_inos
p _0
Lueeo _c = t,g = 8 ( _ (a_b)9 I'' _ (a-b)' 728 - '
esolU_Ón:
._no noveno entonces = 4_ = 8Ea2_b''
' Adem4s a2_b2
existen l 7 ténninos.
____q n_ 4o .'. tc=8
__= IT
m n
Pr__l8m813
_ En el cociente notable _enerado _or la división
20m+35+ 20m_j7
3
3_ xm+l + m-
m
elerminar el valor de ''rn'' e indicar el número de
.'.m=6 lé_inos.
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Lu mb reras Ed ito res Á

Resolu_ón: _roDIBmg 15
COmo _enera cociente notable, entonces se HallaF el núme Fo de te__inos de_ sigujente
curnpl e coc_e nte no tabl
20m + 35 20m - 57 + xl95 aI10 _ xI_ al97 +
_ __ �  _ '''' ''''
m+I m-3 R_lu_ón:
donde a es el númefo de téfminos. Sea la división
(x')^-(a')"
Dedonde x5 + a7
20m +35
=a _ 20m+35=ma+a.,.. (l) que eneraadichococ_t
m+l
COnOCen dOS de SUS términOS COnSeCUtiVOS.
20m -57
_at m-57=ma-3a
m '3 _ _(__)_+1 (_)_(a7_-l _,__a__
(l)-(2): 92=4a_a--23
Su de__arrollo tendrá 23 _erminos.
Asímismo 20m+35 = 23m + 23 Por ser identicos
_ 3m = l2 5(n-k) = l95 _ n-k = 39 _ 7(k-I) �  l40
.'. m=4 _k=2ln n=60
.'. Y cociente notable tiene 60 té__os
Pr__l_m__
En el cociente generado por
a b
_ Pr8al_m
3_ 7 Reduc_t

exjste un téfmino central ue es i ual a _ 23l. x78 _x16 +x74 _x72 +. .. .x2 _ l
Hallar a+b+c
_ X -XtX -x + +
eSOlUCI n: ''''
X+
i eenera cociente notable se tendrá
a b 7x3)n y7 n Resolución:
- _ - _ n t _ vemos ue tanto el numerador el denomi
3 7 x3_y' na Or
_ son cocienteS notables.
Si hay un té_ino central, ''n''- es impar x go
n+_ __._I _ a. Elnumeradoresexacto
3^'_2 7_' c23_ x2+l
=-_n+1 -- X y _-Xy
2 b. E_denom_
7 2 xq__
t-n-l=23l'n=67 _8__6+____'_+ +_, +
2 '''' x2+ _ x2
3
Ue_O C = - (67- l) _ C _ 99 LUe_O
2 x8o
Así mismo. de: _2 _o ( xqo
- x_O
a b _o '_- -
___- _a= _ = x +
J 7

.'. a+b+c�769
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CAPlTUlO Vl Divisibilidad de polinomios, cocientes not4bles

PrO_l_m8 1l Recordando que un término es racional entero si
La siguiente división sus exponentes de sus va_ables son enteros y
3 O O O
l6 Q -8 positivos k--l=2 /_ k-l=3 _k=6+
3 _
_ Ue_O = , , , , , y para CUa qUlefa
deestoscasos.
genera un cociente notable cuyo término racional
es : l7 - _ + _ resulta entero positivo.
2 3
Resolución:
Dando forma a la divjsjón Como k toma 6 valores, 6 términos serán
3 6 3 3 7 7 racionales enteros.

3 _ , ' -- 3
_ " P__algma19
Donde un téFmino cualquiera del cociente es: Si la diViSi6n:
2(7_k) ___ 2(7-_) ___ 5x_l 99 _ 5x+_ _
37-k kl _3 �  _3 '-2
t__ . -=2 .2 =2

Como se quiere tener término racional o,;g;na un coc;ente notable en e_ cua_ un te/rm__
2(7-k) +_k-l debeserente,o tjene lafofma A(25__l)Y.
3 2

Resolución:
Dando forma a la división, multiplico y divido por
+O
3 O+3
l- - 7- -
9_+ 5x+199
_ IO
IOx

En el cociente notable generado por la división: __,,_,,
3s 3 35 ^_0__,___,,,_,,0_,,,_,__00_'__~____'___~v^______'_,_____,__0_.._o0_,_,o' _ox_ 5x _ + sx+_ ___,___
- ,_,,._^^__'___'_x^_ .,^__0 _._. 0..,__...j,^_,__,__.!,____..'_^:,,: - __'__,,__,_,,,__,
3 ,,_.,,_,,,,,,_,.v,.,,,o,..,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,..,,,,,,,,.,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,,,.0,,,0,..,,0,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,,,,,,,,,,_,,,,,,,,,,,,,,,,.,,_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,.0,,,,. _..,..,.0,., .,9.,.,,._,,.0.0..0.. ,. ,o.,0....,..,..,..,...,.....,....................,,,,,v, .,.,,,,,_o.,,,,0,,,,0,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,, _,,_ ^'_,, ^__

99+ 5x+i9Y
_Cuántos términos son racionales enteros? t l o
_eso_uc,.o/n.. (5x' l) + (5x+ l)

Tomando un término cualquiera un té,mino cua_qu;
35-k k-l
3___ 3 k-_ _j _-3 tk �  Sl_nO) lO)(5X-I) (5X+
t_= . _-x
equivalentea
_ naturaleza de los términos dependerá A(5x__)B(5x+_)B _ 9g__ __ ___ . x__
_iamente del exponente de la variable
or ser del lu_ar par, será de slgno (_):
+_= l7 +_ + _ _ t __or5x _\_9r5x+l\_9
2 3 2 3 50- _ I_ J
_ A=_IO y B=_9
k_l k_l
_ l7__+_ ,eSeleXßOnente. A+B
2 3 '' -
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Lu mb re ras Ed itores A'

P__'_w0_0 l__8 20 donde a es el número de té_inos.
Si la divisi6n Dando rorma a la di_sión
IOO x IOO
- - enera un coc__ente notable x J - l _ 3 - I
_y (x 2+y') ' _ 3n _ _ 3n
X +y
calcular el valor numenco del término central
iara .x_3 e y_-2_ _---(x3^-')a-2(y3"')'_- -x_6y8

Resolu_ón: como son _.denE_,
_i__.._,....._i,.._.,__..gi.i_...._.!.,!._.,.,.,_,.i_.._.-.e..i._,_,_..i__D.,_,,._i...,.,_,._.,_,.,.,,.,,,_i_.,d_i.,a,i,._ii,,._.i,.,_,_,.i.,.._. ; , _''i__0'. x:(3"-l)(a-2)=16 .................. (I)
__!__...7.,!__..:_.'',P'0' _ ''''_,0_0._'_'''',__':_'__0:_g'g'_____.____v_,o__i/' 8_(_+r) = (X+Y)' - (X'Y)' ______'...,_0,,_ . n_ _ _ ,

De(l) + (Il) 8(a-2) = l6 _ a=Q
.'. Tendrá 4 términos
Luego se tendr_
IOO x IOO
_ - Pri_l__822
4 x _1
_ - _ Qué lugar ocupa el termino de la forma
. 9 q 2n
aClenO X+Y=m_X'Y=n
25 _ n 25 del cociente notable generado por
tendremos
m_n _a+b_ab 7
2 + 3ab +b2
cuyo té_ino cen_ral ocupará el lugar l3.
_ t __ m25 l3nl3 l __ ml_nI2 __ mn)l2 ReSOlUCt6n:
_lendo en te__-_nos de x e _ Dando Fo_a a la división
2+3bb2 b7
t __ ___4t2____2_B a a+ �-a+  ia
__3,y__2_ _ _(a +bJ2 J! _ (ab)!!
2
t_3(3;2_) _ E32 _ (2_)2_aA = _
Sea k el lugar deI termino buscado
_+l a+b2ll-kab_-I
rO____21 _ �  -
_ 25
s,b;endo ue al div;d;, _X _ Y O ' ^ O' - - - _ '^
3n - _ + y 3n - _ .'. El termino buscado ocupa el lugar 6.

. mou __ xt6
- PrO_l__8
iDe cuántos te_inos está compuesto su cocien_e un po__nom_o p(x) de 5to. g,ado es tal
notable?.
Resoluc1ón; y son __gua_es a 7 y a_ seF d__v_.dl_
Si eenera cociente notable se tendr�  ob t_ene coma residuo _ _+ 1 7.
5n al_a, o_ d__
=a
3n- _ grado de dicho polinomio.
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_ppLDsl t__ ppp(((xx(x))) ____ ((x_9)_K_ll)_)(_x(__+7_l4))(x(ax_2_+)(bx_)++27)(ax+b/ )_+7 pLouretgeolRte__1o___reg_m6J aR_8)d23e(___8l23rb)_e_v_gs8____3t3o+__2__(ltt___4__8__1232__+)(8l__+2)+_7 _ 2

CAPlTULO Vl Divisjbjlidad de polinomios, cocientes notables

Resolución: Recordando que, si multiplicamos al dividendo y
De los datos podemos concluir al divisor por ?- 2, el cociente no se altera; pero
_. p(x) _; (x_ _) _ i _ -_ 7 el residuo queda multiplicado por ? _- 2

_ P(X)-'_ (X+I)'R2 = 7 _ N7 + _
IlI_ P(X)-'N(X-2)tR3=7 __ ' _?' _7
IV_ P(x)-'_ (x+2) t RJ = 7 _, 1a _ 2_? 1 1 + __ _ 2
PofteOrema _,i _ g
P(X)-'_ (X' l )(X+ l )(X-2)(X+2) _ R5 = 7
P(x) -_ (x- l)(x+ l)(x_2)(x+2)q(x)+7 t R1 = R(Z -2)
Como P(x) es de 5to. grado t q(x)=ax+b

Aldividir P(x)-; (__3)
_83 2(_?'--4)
Or el teOrema del CestO
_-3 _ o __ = 3
_ R(x) = (3_ l )(3-4)(_+b)+7
Entonces R(__-2) = (z-2)(_83.2(__+2)+ l)
= -2(_+b)+7
Porlotanto R = -2.8"(_?+2)+I
OrdatO
3 5 Reempla2ando _
'2 ax+b +7 = -6X+ I7 t ax+b = X"
R(x) = -2. 83(3x+2)+ l
ue_o
p(x) __ (__ _ )(__4J(3x_5)+7 R(x) �  -6. _3x-4. 83+ l
__ (x4_5_+4)(3x_5)+7 que es i d ént ico a _+ b
e dOnde el COerlClente del termlnO CUadratlCO eS ' a - _ ' _ - '
(-5)(-5) = 25 (_ 4. g3 + _) _ (_6.g3)
De donde S =
PFaal_m82_
Na_dl_,,_dl_r _3!!X! +l s__' + _25
2 + _ + 4 4I
da un residuo (_+b) Pr0al_m8 25
_ _b - a En el cociente notable que se obtiene de
4I xam _ xbn

Haciendo 3x = 2
_ _ + l el décimo término contado a partir del F_nal, es
independiente de x. _Cuántos términos racionales



__o (_t t)tc___ _(_)x _ _ __(x_)x, 2t .(.__ l6) pLueeroeoeFl_pd_(_l_xv)ldeReRnntTe____do4(_2e__s5x_N )(__(2)+x_)_ +_ _2(t__) x_+ _ l 1 de

Lu mbreras Ed itores �_geb

Re8olución: Si cancelamos x+2 el resto buscando se_a
I. Si _enera COCiente notable se tiene R -- R_. (x+ l), siendo R_ el resto en:
am bn x32+2xl5+_
-=-_a
2 -3 x2

ll. Dando fo_a a la división indicada
l
2 a_ x_3 a
2 x-3
_ x3
_+x+l _O dedonde 2 _
X = "X_
Tomando su té_jo décimo partiendo del
F_nal
t __ x34lO_9 __ x3Cala_+l8 .. . to 5
ycomoesindependientede x: _ R __o ( x _)+2(_)s+ _ 2
l- .-- - '
_ -3(a- lO)+ l8 �  O _ _ = l6
2 I6_ x-3 l6
Luego ladivisiónes
2_ x-3

donde cada termino de sL_ cociente notable
tiene la forma
t, __ (_J_6 _ (x 3)_ 1 _al__8M
5_ 5_. _ Un ßOlinOmiO P(X) mÓniCO y de SeeUndO _fadO al
ser dividido entre x+3 da como resultado unC
omo se qu iere t é_ inos en teros c __ e rt o c o c _N e n t e Q ( x) y u n, e s t o _ 2 s _. s e d__ v __
35_5k >_ O _ k <_ 7 P(x)enbeelmismococienteaurnenIadoen4, la
división resulta ser exacta. Hallar el resto de
.'. Misten 7 té_inos racionales enteros. d_.v_.d_.
X_
Resolución:
Prial_m82_ I. De los datos tenemos
Hallar el resto en la divisi6n indicada _ p(x) _ (x + 3) Q(x) + 12
_l6 +x +2 + _ l5 + 2x32 +x_
(x+a)
xJ +3x2 +3x + 2
II. P(x) _-_ (x+a+4Jq(x)
Resolu�ión:
Facto_zando e_ dividendo el divisof se obtjene PerO
32 2 _5 _) (x+3)(x+aJ+ I2 =- (x+a+4)(x+b)
+ X + X t
(x + 2) (x2 + x + l) _ _+ (a+3)x+3a+ I2 __ _+ (a+4+bJ x+b(a+4)
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_c_lo_mp_o(xpre)(_sxl) ( xynJRq(_x(_)t)__+_3x3x p ( ) d tF__(_x()rRg)(px((xx5(()xe))p)(N___(Q+xa)oJ(qgx+u()xeg_)(_)x(Q_)(.+x(a)xJ(_e+xfs()xld)(__J_g)((_x)(+x)qp++(xlJ))((_ )+___+(x(l2J))l

_PlTUlO Vl D;v;s;b;_;dad de polinom_o,, cociente, notab1

Dedonde _ro_lgm8 29
_+ 3 =_+ Q+b _ 3a+ l2 = b(a+4) Dados los polinomios
6 _ 4
b�_I  _ 3a+l2= -a-4 X - _ _ - - - X-
_ 4 ' _
Qa=_I6 _ a=-4 - '
divisibles por (_+x+ I)
Hallar el resto de dividir _f(x) p(x) + g(x) Q(x) I
x)= (x+3)(x-4)+
entre +X+ l , SablendO qUe f X ; 8 X sOn
NOS _iden P(5) P(5) " (8)(l)+ I2 _ 2D _linomios no cons_ntes.
Resolu_�n:
PrODl_m_ 28 P(x) y Q(x) son divisibles _r (_+x+ I ); enlonces
Al dividir el polinomio P(x) por (_- l) se obtiene P(x) = (_+x+ l) q_(x)................... ( l)
_duo 2 al dl.v._d._Flo oF x 2 3
- aCOmO QX = +X+l Q2X ..................
residuo 3x.
Hallar e_ FeSidUO de dIVId_r P(X) POr (X- l)(X-2) _ f(x). i(xJ _ (_+x+ l) f(xJ. q_(xJ
Re_olución:
' - ' l
. Delosdatos
I. P(x)_ (_- l) _ R(x) = 2x
.q_ X _X _Q2
_ P(x) _- (_- IJq(x)+_ se ob
.visible or x2
.. (x_2)3
__ x 2 3 j_
�-  l
Pr_al_m8 30
Ill. p(x)_; (,x_ l)(___2) ,_ R,(x)=_+b Si Un POlinOmiO P(X) eS diViSibl_ POC (_+i+ l ).
Calcular la suma de los rest_s de dividir m (xJ y B(x)
-_ P(x) --- (x- l) (x_2)q,(x)+ax+b _ ._
entfe X- I SabiendO qUe P X �  XA( + Br_XVJ
Re8otución;
_ (Ill) Del dato p(x) _ (_ +x+ _) a(x)
Si x= l _P(l)--a+b............ (a) porelteoremadelresto
si x_ 2_ p(2) _ 2_+b .......... (p) _+x+l = O_ (x-l) (_+x+l)= O
tx__ _ _p(_)__ 2 __= l;reemp_azandoen P(x)=xA(_)+B(_)

De (ll)_ six = 2 _ P(2) = 3(2) = 6
enemOSL
uegoen (a )y ( ß ): R B
= X_) +(1).= _ " _ =
a_b_2
2a + b = 6 ' '' - luego el resto de _ es A( l) y el resto de
x-l x-l
.'. El residuo buscado es: es B(l)
RJ(xJ -- _-2 .'+ A(I) + B(l) = O
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_0 AAs)u)2vwtge/_(rxm__)__lnh_ o(xl_)n1d Be Be)n)p_t_7ovve(nncdFel_esnc(t(eh)_)ecsdc__)_l6)v65_lvd_Fev(te)mtbl_e/n 9_ u_Ax_)n)G12_pxo6lo_ln+oxmt_l_6ogT_)_ld_lte_ _ +clu1acrtaolccu))gl_ar2ardsuo recsut0y_o

' roQlemas __Fo 0 uestos M

l. Hallar el residuo ide dividir p(x) entre 6. Si el residuo de la división del po l inom io
í+x+l, si al dividir _(x) entre x'- l se P(x) entre (x_+4) es 7 y la suma de los
obtienecomoresiduo_+3x+2 c0enlcientes del cociente es 6, hallar el
res iduo de dividir P(x) entre (x _ I)
x+l B)x-l C)x+
D) 2x+ l E) 2x- I

P(x)=_+áú�'  - 5x - 6
Q(x) = _ + (a-3)_ _ l7x _ l5 7. Al dividir P(x) entre _+x-+ I se obtuvo
SOn diViSiblCS ßOr UCl ßOlln0mi0 llneal como residuox+l, v, al divjdjr i(x) entre
'^mUn d' CO'F''""t'' ent'r^' ' í-x+ l el resto es x-_ l. Calcular el resto de
dividir P(x) enlre x ' + _ + l
Dj 3 Ej 8
A) _ B )x C )x '-x
3. Es Lablecer el valor de verdad de cada una DJ _+x E) x+ I
de las proposiciones:
I. Si el pOlinOmiO C (x) diVide 8. Luego de efeciuar la divjsión
separadamente a los polinomios f(x), x72 +x_

al reSldUO de f X). _ X entre h x
lI. x'+2_-x+6 es divisible por __x+2
ITI. Si dividi_nos _4+_"' +í+ I entre _+ I A) l B) 2 c) cx_ _ _
Y _' I Se Obtlenen reS10S QUe SUman D 2xJ + t E 2_ + 1
Q, entoncesm es l.

D) FVv E) FFV coerlciente principal es 3, es divisib le entr___
+ l y además l__ suma de sus coe rlc ientes
4. De un polinomio de oct_'o grado P(x) se es nula. si al dividir p(x) entre (x-2) se
COnOCe dOS de SUS raíCeS qUe SO_ 2 Y 3 obtuvo como residuo 50.
ademáS eS diViSible POr (X+l) Y (X+IJ_ Hall,,e_restodedi,l_d;,p(.x)enE,e (_7__)
Determinar el resto de dividir P(x) entre
(x+2) si la suma de sus coeF1cientes es 32 y

D)6x E) 6x- l O
AJ-8 5oo B) 6 5oo c) 8 5oo
D) 6 OOO E) 7 OOO lo. En el cociente notable generado por

lVlSlble ßOf (2X+ l); SablendO adem,S QU
SU ß_mef COerlClente eS 4 y qUe al Se, n<331talqueexistenl3té_inosenterosen
dindido Por (x-2) el restO es 5, reconOcer su desa,o__o.
el menor coerlciente de P(x).

D) q E) 2 D)86 - E)
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_l4_ cDL_(0c_a)2_le7n_ot)oemad(x_x_x2t)d___y_qxl_De cxuxEn)to2_s8tyoteonnd lnlos Age)nxeqyrnaodotA_r_)p3 _y3 +yy2 ))t yhylagllar de0l

CAPITULO Vl Djvisibjlidad de polinomios, cocientes notables

Il_ Hallarelnúmerodeté_inosquetendráel l6. Un polinomio m6nico de noveno grado
cocienEe notable generado por tiene ra_z cúbica exac ta, además es di_sible
separadamen Ie por (x- l) y (x- 2). Hallar el
sm__o _ y 5m-5o residuo de dindir el polinomo en_e (x_4)
_ ; (m,n) c _ ; m<32 si el _e_ino jndependiente de dicho
2n_9 2n+5
_ polinomioes -2l6.

n) 12 BJ l3 c) l4 n) 36 B) 72 c)-72
D) 15 E) 16 D)2t6 E)_48

2n y 2n l 1. Detenninar un potinomio mónico de cuarto
l2. SabiendO que al di_dir -_ se _ Fado que sea divisible separadamente por
3m_I _ 3m-l __3x+2. __4. _+x_2 a_ ser d__v N_d__
obtiene co_no segundo té_ino en su entre x-3 deja un resto igual a lOO_ luego
. l6. _ a_ _ _ indi ue el ,e,iduo de dividir d_cho
est_ compuesto su cociente notableT polinomio entre x+ t

A)4 B)3 c)5 AJ l8 B)34 C) 36
D) 7 E)6 DJ 72 EJ q8

l3. Hallar el lugar que ocu_ el té_jo de l8, Si un te_ino del cociente notable
grado lOl eneldesarrollode d x n -yn'P
_8o _ _enefa OPOf _ eS X , hallar
_ X -__ xyn- _yn+
9_z4 elvalo,de (n_ J

A) _ _ BJ 13 c) _5 A) l6 B) 9 CJ lO
D) _7 EJ _g D) Il EJ l7

l9. Si A es el penúltirno ténnino del C.N.S U m a
d ejd O O S Ojj S d e X P O n e n e S e a S x_+y Io
VanableS e eSarrOO e
1oo (oo x9
es: te,_,.
x4 -y

98 B_x__ cx48
A) 2400 B)2 500 C)2 600 D j g g E _ g
X ,?' -

_ xp_8. xl62(p6) .
I5. _allar el té_ino independiente respeclo a ' equ__d__
x en el cocienle notable generado por
n , coc;ente not,ble de _X m - Y n calcula,
+y'y Nt _ y9n x4 7
,Sl 1on
(m+n+p)

A) y_ B) y8 C) 3y4 A) 225 B) 235 C) 2Q5
D) 5y_ E)-3y4 D) 257 E) 322
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_Aspe())xp_)a2p_r4.a_dx_a+m(ae_n_Bbte) 2p4orcx++b_c1c)x_o)_J_1 2x_l 29 AD))7_ot t _ B)_(6 _ _( )_cE)))y_5l2t(lene)Jppoqr

Lu mbreFas Editores Á_geb,,

_vidiF un o__nomio p x ent_ + 4 e n . . ...
Nlduo x3
Calculaf el reSidu0 de dividirP(x) entre adem_salserd'__'dido_r(x+_)seobtiene
_ + 2x + l como ,es_o 32. s; el té_-,o independiente
de P(x) es - 2QO, hallar su coe Flciente
A) x+ l B) 3x+ l C) _- I pn_ncl.pa_.
D)4 E)_3
A) 4o BJ -8o c) 3o
. Un _OllnOmlO P X Se ha dIVldldO
DJ- l2 E) -40
obteniéndose como restos 7, - l y l
respectivamente. Hallar el termino 27_ _n polinomio de grado n y de variable x es
inde endiente del residuo de djvjdif di__sible en_re _ l+_ 2+ _
P(x)ent_re(x+IJ(x-IJ(2x'IJ té_ino independiente 2. Sabiendo que
disminuido en 9 y 388 es divisible entre
A) 2 BJ 3 C) 4 (x_ 1) y (x-2) respectivamente, calcular el
D)-2 E)'3 valorde n.

23. Unpolinomio F(x) al serdividido por (x+ l)"
deja residuo x+ l y un cociente Q(x). Si la
suma de coe Flcientes de F(x) es 98 y de
Q(x) es 3. iCu_l es el valor de n?
28. _Que relaci6n curnplen p y q, tal que
A)3 B)Q CJ6 _-p_+q sea divisible por í + _ - l_
D) 5 _ E) 2 (m e&') ?

24. Dado P(x) = ___+ l Ix-6 AJ p+q = o BJ q2 - l _ pq
esdivisiblePor(x_a), (x-b) Y (x-c) c)pq= _+q2
Calcular el residuo de dividir D) p_q __ _ E) pa_ _ __
. I t+al I ll
Donde a; b; c son direrentes entre sí.
. Al divldlr el ßOllnOmlO P X ßOr X_ 1 - Se
obtiene como residuo 2x y al dividirlo por
D l2 E)_ 12 (X-2)3 da cOmO reSidUO 3X. Hallar el
residuo de la divisi6n de P(x) por
2_. Dados tfes números Feales a; b_ c (axb_c) (X- l)(X-2)
quevenftcan
3 a+ __ A 8x_+4 B 4x__ c 7x+3
b'+pb+q= O D)-x+I E)-x_I
c3+pc+q= O

abc p 30. Hallar "m'' si al dividir mx4+_+í+l
alCUlar: -
ab + ac + bc q entre ( + l) y ( - l) reSpeC tlVament_ Se
ohtienen 2 restas que sumados dan _.
A) _ B) _2 C)-l
p +q A) l B) 6 C)2
pq D}3 E) 7
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_ApdDl())vl4)_do(lr(Jpe(xs))e2_n4Btor)e_c3_a6lc(umla+fpne)lxrcE+))mt_lo48nd_edlv_ldlr AQA)))(x2_)___a __oxBB)J_32yay_ 3pcc)))_2b_8leapo(r_)

CAPiTULO Vl _;v;,;b;_;d,d de po_;nom;o,/ coc;entes not,b_

3 l. Al dividir un polinornio p(x) entre (x+6)4 ; se 36. Simpli Flcar
obtuvo como residuo__a2x+2a3. Calcular _ +xp+x2p +x3p + x(2n - _)p
._ _ 2 "' _ xnp+x2n_
e reStO e lVl lC X entre X+ _N -
_ +xP +x 2P +x3P +.. .x (n- I)P
3
CJ (l08_a')x+2a'+Q32 A)_^P- l B)_'P+l C)_P_ l
D) _a+Qa3 E) x+Qa D) l E) xP_ l

_ / . . . 37. Los te/rminos _6 l5. _2 25
polinomio de tercer grado tal que al COClenEe nOtable; el Se_undO eStá a dos
dividirlo por (x_ l), (x+2) y (x-4J, da el lUgareS del ß_meCO. _CUál eS el té_ino
mismo resto 20 y además que sea divisible Central en d_ChO COClente nOtable_ SabiendO
por (x+ I) qUe eS enterO?

l6 40 O tO 8 20
D_Oaso E_4a2o

33. Al dividir un polinomio P(x) entre (x_n) se 38_ HallaC el g CadO abSOlUtO del déClmO_ Pnmef
obtuvo como resto ''mt' y al dividirlo entre téCmlnO en el COCiente nOtable QUe Se
(x_ m) da como festo _n,t. Hallaf e l resto de Obtlene al diVidif:
___ _ x3n+2_ 5n_I
2_ n-5
A)x_m+n B)x_n_m C)x+m+n
D)x-n+m E)_x+m+n
Dj3o Ej34
_. Un polinomio P(x) de 4to. grado es divisible
separadamente por (x+3); (x+2J; (x+5) y 39 sl, el poll_noml_
además al ser dividido por (x+l) a_oja ' p(x) _ b_ _ b _ d. .sl.
=- +X'eSlVl
como resto 32. Si el término independiente x _ + __2
depx _ es __ '^ '_ m + d Y QX''
d,__b_ (_)2cll b
X _ X+4 lVlSl e pOr X- . a Cu _r: _ ;
n _nb
A)8o B)-_1 c)7o n,meZ'
D) 1o E) _42
A) l B) _2 c) -l
_. En el cociente notable que se obtiene de: D) 2 E) - '/2
4m _ x4b
, 40. Si se divide el residuo de la división:
x2_x
mX +nX'+ßX'+qX_+
el décimo término contado a partir del Flnal _j ;
. / x+I x +
eS lndependlente de "x''. _CuantOS ténnlnoS
racionales enteros contiene dicho cociente Y mnpq t O
notable? por (x+ l) , icuál es e l res to que se obtiene?

A6 Bg c 7 Ao B _ c m2+ 2
D) 8 E) lO D) m_n+p-q EJ mnpq
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_?_,_t__,____,__,____ eXtfema pObreZa. A lOS 16 anOS, _ _L__,:'' ''' __ ,,^_ __,
_v;''_'_____'_e_;,___ libros de los matem�ticos  n _,n_\_ .,. ' ___G_ _i_

,n__:;_;_'U ''t'O'ia d' 9'UPOS" Y deSCUt / -___ ___y"'__'___; _ _"_,:_',__.___;_'__ '! _M_;____n ,_"
:,v_ ,?,;5,_v__i_, importantes propiedades relativa! ,_n_;_,,__' ', _,,_ _,__ __e_q j _\v __ ;_ _; ;;,c_x__ ',\ ? ',_ _' ;_, ' ' :v, _v,,
__,,,,_;^t'_,??___ ecuaciones llamadas ecuacior :_ ,," , n',_/n, _',,__n
_ __:,?_'?,,,,"; _bue,!,!;, _ae'iube,c,,,s.,s a sus esc,.. ''' 'x ,," ' , ^' _;_.,x ; __
, v ;:v__;?_, ', 27 anos.

, _";_'_v Dx A aQ b
n_' :'__,__; i _ (x.v) _(x_y) ' (x,y)
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''''''''''''''''''''_,: :'''' : _'''' ''' _'''_,''''''' ' '''' :''''_,'__''_, _'''', ''''''_ ''''','''''' : '''''''''_ ::''''','''''_, :_'''','''_::''''' '''''' Al expyRsay 24 =J. 8 se )_a _4cro__?4do 24 e97 p_d7_cto de eJ2reyos,_ sic92do J ?_ 8_4ctoyes
,.__.;:__.'_. ;_ .....,_...._.,.. e12reros de l_. A s7_ vem l4 =J._;' J __ 2 so17 raJJ2biéi2 JacrorRs de 24 _7 se Jl4_JIn17 _4ctoJ__s
'_:'_,,,_'__"'_'''____'_'__;.__: pf7Mzos.
,.';..... ' ,;: _l exp__s4y Jix7 poli12oJ1Jio coJJJo Jn 1JIJIltipl-icncióJJ de otyos po Ii17orJ7ios peJ1e12ec_ie_7t_s n JI1J .
co17i7i92to _do, se I24 e_ect7_ado 7_17a_4cto__?ació12 depo Ii12o1JJios.
,Vo rodos los poli_2oxJ2ios se p1iedeJ7 _acro___ay. De acJieido n l4s caJ_acteJísricas rl_Ie
pr_se12r0Jz los poliJzoJ1Jios se p2_ede 4plic4r ral o c7_.al c_ieiio, poy ejeJ'JIp Io:

ax'J'' + bx____ + cx'9JzJ" t Fnctorco_17JíJJ
'rJ nrJ ,rrr ,_?Jrr t _ 'J
Ax_'' + Bx'!_?_'' +C__J''' + Dx'' + __''' + F _ _spa doble
A_'' + Bx''' +CxnJ'' + Dx'' + _ t Aspn doble especi4I
&1 + BxJ + Cx + D t Di__isorps _i9Jó1J2icos
_92tre otyos c4sospa_icll InJ_es.

Co7l7ieJ7ceJacroi7_ynJ2do cadn 7_12o de Ios poli12oJ17ios:

7' 7 '
_ X-J7 +X.?''+XJ_'
_ 2_,x'_?'' + l6_nJ,__y + J2xiJI_ _ 64m,x_''
_ 94b + l2bd _ _54c _ 60cd
_ J2J_JJ'-l69J_'
_ Y _ __
a __o,,,,, +g,,_
_ 6a'-/nb_Sb'
_ Jx' _l OxJ_+J.?1_
__ '_-
pnr4 sabeycóJJ7o esraJJ7os coJJJeJ1N__ nJrdo e1l esre JJlnJ_n_'iIIoso reJiI4 _JIe e._ /nJncroJih_ncióJ7.

IJe l_J._ rlIJtcJ1'_._>.



___) p(x)__+__a_ +a_\ t _+_ _ +_tn__a__ y(x x)(xt _)(x x) _n(x_ x_)t_e_s_epo_lllnno_m__lod_e_g_rado_x_____y_nxn,_,__ha

_ / - __i___ _ _X^ __ - _v___________? _
_ _ _ \ _\ _____~_____ _ _,___m_
,_ f_CtO_ll_C_O_
______ _'" _____^_m______c_~______"

aBImvOS ' ' 5' ' ' ' " '' ' ' '_'_Xh, '4, _ h_ ' ' n\_/?_?
_ _pr__run polinomt'_ i_ma1_mult1NpIicacî6n i_cada e_0_'^n'__X_ _s de m_or_'_\_''_.
_ _ __ica_,' _a fact0___n en _la t_0__ de ecuact_n.es, __ent_ /en la_ e_i___es
j_ ' pol_' oIM___5_ fracci0n_8s, kac_onales, _tc. ?h'__n ?î-';_ \ __ '' ,_ - ^- "_ '
€ _ Ex__car___ ,fa/_,,ctai_cin_nenla te_' , ,__ inc____,c, __,n.n,es,,,. ^ ''nn^v', n''S ,, ,, ,,, _

__oDucc__N
Desde tiempos muy remotos, en los albores de todo _nsamienlo matemá_co, surge la teoría de
tos números la cual esta apoyada en la parte algebraica.
En cuestiones de simpli F_cación de expresiones_ esta ayuda nos la bjnda la teoría de la
Iactori2ación, que en la vida cotidiana nos simpli F_ca cálculos engorTosos y pennite la resolución de
_uaciones e inecuaciones, el estudio de las funciones, etc. Para ello, desanoIlaremos el tema con
_unos conceptos primarios: Factor algebraico, polinomios irreductibles, Faclor pjmo, etc. _ así como los
_'enos cntenos para poder _actonzar polinomios, sobre determinados conjuntos numericos.

_rejemplo:

l 2 _ __ _ _
- l ''' n= -I '2 _3___ -n
sido expresado en una multiplicaci6n de factores lineales.
Para resolver una ecuación cuadrática aplicaremos ''diferencia de cua_rados'' o "aspa simple''.
- El aspa doble podemos aplicar en la geomet_a para gra F_car ciertas regior_es.
- nspa doble especial, para resolver principalmente algunas ecuaciones cuárticas.
_ fl crileno de los divisores binómicos, para resolver ciertas ecuaciones, de pre Ferencia, con grado
impar.
,4l resolver una inecuación polinomial debemos factonzar.
En la simpliflcaci6n de (racciones, a veces, debemos facto_zar numerador y denominador para
luego simpli F_car y operar.
Con a_da de la Factorización encontrar nuevas Formas de operar, para aplicarlas en otros capítulos
delcurso.
_tas son aleunas de las aplicaciones del presente capítulo.
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Sea K x _ un conjunto numérico con dos operaciones binanas: adición (+) y multiplicacio'n (.)
de Fl_dos sobre K. Decimos que k es un campo numérico si se cumpIen los siguientes _iomas:

AXIOMASDELAADlClÓN
AI. _om8 de la cerr8dur8: Para cada par de elementos a y b de un conjunto Kt existe un único
elemento "c'' que tambien pertenece a dicho conjunto / c=a+b
A2. Ax1oma de la conmut8t1vldad: Para cada par de elementos a, b del conjunto K, se tendrá:
a+b=b+a
A3. iMom8 de l8 asoct8tlv1d8d: Para todo elemento a, b, c det conjunto Kt la suma de estos es
independiente de la manera como se ordene.
Así: (a+b)+c -- a+(b+c)
A4. Ax1om8 del elemento neutro: Conocido como neutro aditivo. Para cada elemento del conjunto
K, existe un único elemento denotado por "O''; OfK ; a+O=O+a=a
A5. Axiom8 del elemento Il&mado opue_to de ''&'' o simétrico: Para cada elemento 8 del conjunto
K, existe un único elemento denotado por -a, (-a)eK _ a+(-a)=(-a)+a=O

nx_omAS DE LA _u Ln___CAc_6N
MI. Ax1om8 de I8 cerr8dur8: Para cada elementu a, b del conjunto K, existirá un único elemento c
llamado producto (c=a,b) que también per_enece al conjunto K.
M2. __m8 de la conmut8ttvtdad: Para cada elemento a, b del conjunto K, se cumple: 8b�b8
''_l orden de los (actores no 4ltera e/ producro ''.
M3. Axtom8 de la &soci8t_vtd8d: Para todo 8t b, c elementos del conjunto K, se lendrá:
a(bcJ= (abJc
''_lproducto es jndependjente de la manera como se asocia 0 los elemen(os _, b, c,' es decii, el
resultado no se altera con el orden''
M4. iMoma del elemento neu_o multiplicativo: Para todo elemento "8'' del conjunto K, existe un
únicoelementodenotadopor leK _ 8.l =l_8=8
M5. Axioma del eIemento simétrico ll_m&do inverso multiplic8_vo: Para cada elemento no nulo a
_unto K ex._ste un u/ nl_co e_emento denotado or a- _ de K , a a l _ a 1.

ax_omn DE LA D_sTNBmv1DAD DE Ln mu_n___CAc_6_ coN REs_E_o n ln AD_c_óN;
Para los elementos a, b, c de K, se tiene:
l. a(b+c)=ab+ac
2. (a+b)c=ac+bc
De donde se puede concluir que los conjuntos numé_cos considerados como campos son los
racionales (_); los reales (iR), los complejos (_).

l. iY conJunto de los números n8tur8les 3. _Los irr8cion8les (_') forman un c8mpo?
ro_8unc8mPo? veamo, (5+_)f__ ,_ (5__)___
Respuesta: No, puesto que no cumple con
_omasA4 A5 m5 Pero (5+ J + (5_ ) = lO _
Así a+O _ a pero O t_ N VemOS QUe nO Siemßre CUmple el aXiOma de
si a f _, _a _ _ la Ce_adUra (Al)
Si a _ Nt a ' _ N ns_' _s_no (5+ _)e_' /_. (5_ _) _ _'
pero (5+ _)(5_ _) = 23 _ _';
. _El COnJUntO e lOS enterOS Ofm8 Un
c8mpo?
_ l ,,,,8e S a
' O' P m O C 5 q U e S l ' '"' ' Por lo tanto_ Ios i_acionales no fo_an
eSdeClrnOCUmpe
Por lo tanto: ____"'' no forma un campo.
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CAPITU lO Vl l factor izac ió

, ' v _ _ __ J ' _ ' y _ v __5 _,,, , _ -__ _cc __y_ _ _ , _ v,_N,' ' " _,_ ' , ' ,__ '' -,, __, '

Lo llamaremos así cuando sus coen_cientes ,,_,,,,, ,, , c no e, consI,
_efteneCen a eSe Cam_O. ,_ _'^_ ___. caso por ser de grado nulo.
Así:
4
. P(X)=3 + --X-
3
Un polinomio es irreductible sobre un
Es un polinomio sobre los racionales, puesto dete__.nado campo nume_,__co s__ no adm___
que sus coe F_cientes son racionales. ex p,esado como la mu_t__ p___cac__o_n de dos o ma_
2. R(x.'y) = _ + vty ractores sobre el mismo campo.

Vemos que vt no es racional pero sí un real; E.
entonCes R(x,Y) eSt_ SObre lOS reales. p(x) __ __1 _ _
3. S(x,y) = 5x' _ _xy + (l- i)_J; i = _ I. P(x)=4x4_ I no es irreductible en _ porque
Vemos que (I-i) no es racional _ real, es SepUede eX_reSarCOmO
complejo. P(x) = (2_' + l )(2_- 1)
Entonces s(x,y) est_ sobre los comple_os. lI_ F(x) = 2_- l es i_eductible en _' _ero no en
__ puesto que F(__) = (_x+ l)(_x- 1)
III. M(x) = 2_ + I es irreductible en _ y IR pero
^_'?'? _^ "m_i ____'__ : no en _ puesto _ue
;, _____ _ m(x) _ (_x+._)(_x ._
l. Todo polinomio que esl_ sobre los ,
recioneles es(ará tambien _vobre los reales m_'___v,_________, _ ,, , , _ es la unidad ima_inaria denotado _?
los com l_o5_ ero ue esté er, los reeles _ '__ _ '_ . . , J
' _ _, Ot _Or l= , a RS U IafSe maS _
o complejos, no implica necesariamente ;_ "_' _ adela,te D
que este en los racionales. _ ' _,
tl. Todo polinomio que está sabre los reales, _' '' _ _ __ _ __ _ _ _ _
eslá también sobre los complejos.

' ' TEO.R6MA
Un polinomjo F(x) de efado no nulo es TOdO POlinOmiO dR Primef _fadO eS iffedUCtible en_
. . p ' . cualquier campo numerico.
COnSlderadO faCtOf de O_O _O lnOmlO X Sl
existe un único polinomio q(x) tal que:
FACTOR PRIMO= Es un Factor irreductible de un
polinomio sobre un determinado campo.
X 3 X_QX
.em_o. prx___5(x=23
.,_ d...6 d p() t f() t susfactore.sp '_ /mosen_sonx__2,_+__+Ien
' - bio _ _ _
divisible por x-2, es decir (x _2)_ =- (x-2)(v_- 2)
JempIo;
De P(x) = x(_- l )(.x+2), sus Factores son
x;x+l ;x-l _,x+2 _,_+2x; ....;x(x+I)(x_1)(x+2) n, ,___"; _,,,__,_? AlfaCtOCde Un_lInOmiOtamblRnSe _0
E _.em p_o.. '_' _ i_,, le t!ama di_7isor, que no '
_'t__ ,_nX necesar_amente es prjmo
De P(x,y) = c(_-_)(x+y); sus I_clores son: x-y_ '
x+y, _+y, +y', ..... _ c(_-y')(x+yJ _ _ __ ' ' _ ' '
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____ t _ __/ _ttt ____ 0__ _ m\_e t_otald f_0 to_s__

Lu mb _eras Ed ito res Á

N _,,, _ ,, ,, E_e_pIol
'':''^'_",; '''___'_'''_'''-''_/___E_A,_,, ' -' ''_,nh,,_;';, s5_;_ Enp(xy_,) __ _yz2
v _.,nom._o m6n.,co p(x) exp,esado po, l. Facto_s pjmos son tres: x, y, _
b c m II. _!úmerD de factores totales esX
=- _l X ._2 X ._3X .....+_n X
(2+ l)(l + lJ(2+ l)- _ _
On e pl X, p2 X ...,. __ X pO InOmlOS m nlCOS
primos y primos entre s(. __ Tie_e l 7 raCtOfeS en tOtal.
Se tendr�:
EjempIo2
I. NO de _actores rimo5 _ n __ 2 _ 3 2
l. Fac_o_s pnmos: x+y_ _+_-_, x_ y
No de (actores o SOn 4 FaCtOfeS PnmOS_
II. d _(a+l)(b+l) (m_l)-I __ N_
l_SOfeS al8ebfaICOS _ U fO e aC re.
(2+l)(3+ lJ(I+l)(2+ I) _ I _ 7l
'. Tiene 7 l Factores en total.

AC_O__CIßN

Es la transformación de un polinomio en una multiplicación indicada de sus Factores pnmos o sus
potencias.
E_ e mp l o: f_c__ _ 8ció

_+9_- 22 _ (_-2)(nl1)

pToducto

/ _ TEoRE_ _E LA _AcToRuAcI6N ' Tm1cA
la Fepresentación factori2ada de un polinomio es única,
salvo el orden de los ractores.

CiTERlOS PA_ fA_ORUnR ' , _ /

Son t_cnicas a utilizar, de acuerdo a la Forma que presente el polinomio.

l. FACTOi COmÚM-AGRU_AClON DE ResoIución:
_ senra u _ _ __
sebuscanfactorescomunes_uepuedenser lueso P(x) = _(4_+5), donde _us factores
monom_os o p_linom_os de más de un té_mino. pnmos son' x_ 4 +5
En caso de no haber algún Factor común, se
a__pará conv_nientemente tratando de que FJem_ O
a a,e,c, ,l ún factoF común aCtO_ZaF P(X_Y) '' (X+Y) + 5_(X+Y)
' Resolución:
_ Se obsenra que el Factor común es x(x+y)
Jem_O
_zarpx 4x_+5__ _ -
- cuyos factores primos son x , x + y, _ + 5y
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CAPITU LO Vl l Factorizacjó

EJemplo3 Resoluci6n:
FaCto_Zar co_no a2 + 2ab + b2 __ (a+b)2
P(x,y) = a2x - _ - 2a2y+ 2_ + _ _ 2_y luego p(x a b) __ _ + 2(a+b)x + (a+b)2
Reeolu_�n:
Vemos que no existe factor común alguno a tnnomio cuadrado pe_ecto
simple vista, entonces tendremos que agrupar
convenientemente como se indica.
.'.P(X,a,b)= (X+a
a2x_áí+ 2axy _ 2a2y+_ - 2_y
-= ____ EJemplo3
= a'(x_2yJ - _(x_2y) + _(x-2y) Facto_t2a, p(x) __ x4 + 2_7
__x_2 a2_ax+_.lueo
2 ' ReSOlUCiÓn_
XtYJ-- (X"2Y)(a -ax
aCemOS que 2 =6 '4_ ßOf COnVenlencla
a+ _4_i
En este caso utiljzaremos las equivalencias a___andO COnVenlentemente
_ _ _ so _de los rod __ x4+__+g _____ _+3 2_ 2x 2
nOtables. (Diferencia de cuadrados)
Cabe,_f_eCOrdar: _ = (_+3+2x)(_+3-2x)? '
__ ( )2 p(_(J+2
_ __ + -c X__Y __ X/ = _ i+3 -2X
__-_---(x+y)(x-y_ , '
_ _-y3 -_ (x-y' )(_ +_+y2) EJ.
hi_+_--_(x+'y)(_-xy___
_ x_ i ,' FaCtOrlZaF P(X,y = X +y +6xY-
. _ + (a _v_Jx + ab __- (x + �)cx  + b) ' Re_OlUCiÓn:
._ +_ _ l 5- (_ +x + l)(_ -x + I_ Recordar

_ :t a3+b3+c3-3abc_- (a_b_c)(_'+b2_c2-ab-ac -bc) :'
_ntre 0_OS ' ;........................................................................ ;_
luego en el problema:
EJemplo l _+_+(-2)'-3_(-2) = (x+y-2) l_+�  + (- 2)'
factorizar R(xJ = _+_-x- l - _-x(-2) -y( -2)J
Resoluc1ón: . p(x )_(x+ _2)(_7+r7
Jqrupando convenientemente como se indica.
?+_-x- l
___)_--_-) _c (x+ _)(__ _) Ill, CRI_RlO DE _P_
A, ASPASIMPLE
____5____, __, : Se utili2a para facton2ar a los polinomios de
i '.__6___-m__ ,-'- _-l __(x+J)(x-l) _,,,_ u,_en_efo_, ene,,_..
!!
___"c"'_m_ M___m_mvMNM___\''"nn '" '__
' R(xJ = (x+ l )(x+ I )(x- l) P(_,y) _ _2ß _ __ym + Cy_ 6
2 x_ _ p x _ Ax2n, Bxnt c '
'_,_

_mplo2
. z a r P ara fac to rizar
i(x_a_b) _ _' + 2(a+b)x + a' + 2ab + b' P(X_Y) = _ '" + _m + C _
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Seguiremos el siguiente procedimiento: Resolucl6n:
l- DeScompOner 1os extfemoS conveniente- Descomponjendo los ext Femos adecuadamente
mente:
+l5 y -54y
A_n+Bpy_+cy2_ _ 6y'
8p c __c,p_ _ .9Y'
+
_ _ c, __ c,a, ___ _ R(x,y) -_ (_ + 6ya)(4xJ2 _ gy2)
= (_ + 6_) (2x + 3y) (2x _ 3y)
lI. Se comp_eba que el té_ino central es ... R(x, y) -_ (_+6 _) (2x+3 y) (2x_3
igual a la suma de los productos parciales en
formadeaspa:
B=c_a,. +c,a_ ,,,_;;,,,,,,,,,,,,v .;_..._...,...., ' ____,,TEoRE__,,,, _,.....v ''
TlI. Luego P(x..Y) es (a__ + c_y"')(a_+cJrm), T
Odo pollnomlo de la Fofma
esd_'_ P(x,y) �  (a1x^ +clym)(a2x^ +C,y'") p(x) =_+_+c __ (A_B,c) cz, _A, o
es Iactori2able en los racionales, si y sólo si ,_
B'--4AC es un cuadrado perfecto (C.P.)
lemplO
Factorizar P(xJ = 3_ + l Ox + 8
Resolu�ión:
Descomponiendo los ex_emos: . j_ 5 F
_ - X + 2 eS aCtOn2able ?
3_ + l Ox+8 Re,olucto/
2
+
x 2 _ 6x como _ es cuadrado perfecto _ 2_ - 5x + 2, sí
1ox es faCtOrizable en los racionales.

la ro_a Factorizada es (M+4J(x+2), E_emplo 2
eS deCir_ P(X)=(3X+4)(X+2) _ 3_ + x + l es ractor'_able en g 7.
Resolución:
E_emplo2 v _,
. 4 2 eamOS: ^-4 3 l ' ' l l Y nO eS CUadradO
aCtOrlZaf X,y = X - y + y ,
. / _er eCtO_ entOnCeS +X+ nO eS aCtOrlZab e
eSOlUCl On;
en
eScomponiendo adecUadamente lOS extremOs
__ +2 2
Ejemplo3
5_ -2Y -6_Y Demostrarque v _ f _,_,.,_0', _+(_+t)x+_
+
3_ -_ _ -5_y es factorizable en _
-11_y R_lu_ón:
Veamos
.'. El polinomio Factorizado es (_+ l)2-4(lJ(_) _ _'_+2_+ l -4_ = (__ _)'-
P(x,y) = (5_ - 2y)(3_ - y) se obsenJa que (k_ _)2 es un cuacl,ad
_rrecto Yk_ _,,L__'
Ejemplo3 _
_. + k+t X+keS faCtOrl2able
Factori2ar R(x,y) = Qx4 + 15__- - 54y4
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CAP ITU LO Vl l Factorización

_0_,..___._..,"_dp._a,,_.. c o, o _ a, _, o, luego tenemos:
'''____,_''_'__._g''_.l_... Todo polinomio cuadr_tico en una variable, si es P (XtY) = (a__ + C__ + F_) (a_ + CW" + _j)
_ii'i racton_ble_ debe admitir el crilejo del __
,i''_ simple. Si no admite aspa simpIe, es porque no es
_'_'_ii_. FactonzabIeen_
i._'_._,ii.............................,,....,...,.....,..............,.............................................................................,..........,,.....,.......................,...........,,........,..,..,......,....,..,. Factori2ar
P(x,y) = 6_ + 13_ + 6_+7x + 8y +2
.....................................................,............. _i. Re8oluc16n:
,_,__!___''_.'g_,a_.'.i_'_i'.?____.i'_. ' ._.='__:______'''=_._'_,!'.,_'_.',''__!,.!_,_!_!__!,,. ,,,. Aplicando las aspas simples:

Misten _linomios que no tienen la Forma eeneral, li_ii_i''_,.
sin embargo, pueden ser Factorizedos por aspa '-__''_'',,.D.o. _ t l_ + 6_ + 7_ + 8 + 2
SimPle_ i_'__..''_. _ 2 2
Así ____.'''_.,__ D
M(x) �_  - 2_+5_ - 10 ____,,,'_, _ 3y l
_ 5 __'o___'_,''_,
_ -2 i entonces la Fo_a factorizada es:
' (3x+ 2y + 2J(2x+ 3y + l)
.'. M(x) = (_ + 5)(_ - 2) ..

E_emplo2
_actorizar P(x,y) = lO_+ l Ixy_6_-x- l ly -3
Resolu4ón:
e Utl lZa _afa aCtOflZaf a OS pO lnOmlOS de
la siguiente forma gene_al: lO_ + 11_ - 6_ - _ - _ly - 3
, ,. , _,,,, ,_,,,_ .,_d.,,,,D,DD,,,,,,.,,,,0,,,,0,,, ,,,,,,,, , , ,, ,, _, , ,,,,, ,,_ _ __,., ,, , _,, ,,,, ,,_,,,,,,,,,,_,, , , 5_ D -2y -3
',, ,,,,,,,, ,, ,v.''n'_~' _.. ' :_:' ..._:_ _,.''', '''..:::._.:;_':.:._::_:_:__'::.::.;_:.....''_' ...._:.... , _,, , ___so_b_i
__._,,;''_,'_,,__,___,,,_'_'__'__;,;,,._____;_',,_.___ _:'?____.___'_,_...__...._q._.,.....;...,.._;_; +_'''_C_2,___ '';..__.,._,_;.,_'___!0:.!i,,,,,,,,,,,,_,,,;,;,_,,,,__,,_,,,,,,,,, _,,, _; ;_,, ',;:' _ 3y l

' Descomponiendo en aspas simples:
hocedl_i_nto para fa_orii�r_
.noml.o de acuerdo a _ P(x,y) -- (5x - 2y - 3)(2x + 3y + l
esla ro_ageneral.
ll. De Fal_ar alg_ té__no_ se reemp_a2a,_ en su EJempIo 3
lugar por cero. FaCtOnZaF
__l. se aplicara_n aspas simples a: M(x,y,_) -- _ - 25_ + 20z2 - 5_ _ 2Mz _ 5y_
, l. Los te_inos: AJ2^, _, C_m Resolu_ón_
2. Los te_inos: C_m, Eym, F Se ordenwá de acuerdo a la Fonna _eneral
3. Lo, te_inos; _n, D_, F considerando a la tercera variable como si (uera
unaconstante_as_
hori_ontal. 6ic2 - 5_ - 25_2 - 23_ - 5_2 + 2O_
.. 3x D 5yDa -42
2x -5y -52
P(__) = __ + __ + C_ + D_ + Ey_ + F _ue o su Fo_a facton.zada es.
a, _ D c _ Doa_ f, m(x, ,4,) __ (, + 5 _ 4_,)(2x _ 5 _ 5_,
a_ C_ __
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lumbFeras Ed itor_ �lgebra

_ ASPA DOBlE _PEClAL EJempIo 2
Será posible aplicar a los polinomios que Facto_zar F(xJ =_(x+ l) + 2_ + 5(x-3)
_reSentan la Si_Uiente FOrma _enefal: ie8olución_.
__''__';'_''' '''-=,_''''''_'__._.'' _'_::_o!_-''-='=_.'':_:._'''__ __:,. .,,,.,.,,.'0 '' i''': _' _': _,.':''"''i''_''''''i'''''''_,__,''',...'._ EFectuando y ordenando de acuerdo a la Forma
i._.,,;P. _X. .)_.''____._0_, _'0 '"'__:_ '''':.'.:_._,',__.:___':.:....B' ,,. _: _'''''t' _;__,;.._. _' ,,_... __'^' _''''''___''_E, ,_,_'_;;,.. genefal_

De manera particular_ si n= l tendremos el
o_;nomio de 4to. g,ado S(x) = x' + xS + _ + 5x - l5 SDT:
_DO_a5 ST:_
_ Da
-3 Falta:
l. Se ordena de acuerdo a la forma general,
colocando cero en el lugar del têrmino que
Fal_. _ s(x) __ (_ + ox + 5)(_ + x _ 3)
II. Se descompone adecuadamente los
._ante un aspa .'. S(x) = (_ + 5)(_+ x - 3)
simple, aproximarse aI término central.
Así: EJemplo3
Factonz_
4n 3_ 2a _ px __x4__o_+35___5ox3+244
_+B_+ +_+ '
,_ - - - - - --___. Re9olución:
a__ _ __..-.. .. _; ___ __ .. ,,. ..---_ e_
= = = = =:! "k' _ ' ' _ ___ = = :_ =
2_ __.. 2_ _.''_ - e2 _,y)--_ - + - Y + y :
_loNe__ _ _-5Xy;= 6y2 ST: 104
se debe tener (SDTJ: Cx2n , _ __-_y ; 4y2 ___: 2StV
se tiene (sTJ : (a_e2 + a,e,)_" _ - -_-' _
falta : (C _ a_e, - a,e_)_" = Kx2^
I__. Lo que Falta se descorr_pone en la pafte _ p __ ,2_s_ +6 2 ,2_5, +q 2
___)
Centfal buSCandO aSpaS Slm_leS a amb05
adOS.
IV. Los factores 5e toman en forma hori2ontal. _ -2Y _ -Y
(a,_" + k,_ + e_)(a_^+k_+e,_)
.'. P(x,yJ = (x-3yJ(x_2y)(x-4y)(x-y)
EJemplo l
Facto_2ar P(x) = x4 + 7_ + l_ + 7x + l E_.
Resoluc i ón: Facto,__2ar p(x) _ _q+6 + 6+ _ __ _+_ _J
De s c o mpo nie ndo lo s ex tre mos Re,o_uc_o/

Ordenando para el aspa doble especial
x4+7x3+l4_+7x+1 SDT: 14
_ _ sT, ' _ R(,,)--6_4+_3_2+lI__4+4_y6+6y_ SDT: llx_4
DaDaDa ' ' 1 ,_----2-_
_ _ _ Fal_a_ _ 2x ,',-_y :; _ 3y4 ST_ 13x
3_2 ;2'; 24F_.._24

.'. P(x) �  (_ + 3x + l)(_ + 4x + l) . p(x) _ (2_ +3 4)(_+2 +2 _J
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CAPITU LO Vl l factorizac ió

IV, CR_RlO DE 0Iv150RES BlMÓmICOS
oda ra_z racional de un _linomio
, _____n_., _rtenece, neces�namente  at conjunto
Finalidad; Se utiljza para factorizar los _ v -_n5___v__ de los _sibles ceros racionales.
polinomios en una variable y de grado supe_or, _ _ _
siempre y cuando admita por lo menos un Factor EJ.e_plo.
lineal. Dd _ _. .
a O e pOlnOmlO X = - + , SU
Raú de un polînomio; pos_.bles ceros ,ac._ona_es son l o,
Dadounpolino_o P(x) nocoMtante_8 esuna Asl/m_,smo p(_) _
raí2 del polinomio P(xJt si y sólo si P(a) = O.
E_emplo:
eStO nOS ln lCa qUe nO tlene CeFOS raClOna eS, pOf
P(x) �  _ - 3x - 2 _o tanto no te,dr_ Facto Fes _l.nea_es .,nd._
3
- _ _ - que F(x) no será Factorizable en los racionales.
Entonces diremos que 2 es una raíz de P(x)

Determinaci�n  de los posibIes ceros o raiCeS :__:__ 0_s , ' ___n _____. '
ra_onal_ _P,C,R,_ de un polinomio Pl_ Dedo un po1_nom_o p(x), e1 número _b_, es un
Para conocer los posibles ceros rac ionales de un cero de este _linomio, si y sálo si (x- b) será un
olinomio p(x) de coefjcjentes enteros _aClOr de P(XJ_
l
l ....n1aNn _
se ulili2ará el siguiente cnterio: E_em_Io_
P(x)=_+ 5x+ 6
_ - _ P.C.R. = _ {l,2,3,6}
-_Cn.____resde la
i.C.R__+' n _ como P(- I) = (- l)3 + 5(- l) + 6 = O
'' _i0_Sde_ao __
' X' " J _- (X+t SefáunFaCtOfdePX
en tal caso será posible esc_bir
_em_lO:
_ PX _- X+lqX
X)=3X + X+ -
los posibles ceros racionales:
PROCEDIMIE_O PARA FA_ORIlAR
__+ _Divisores de 9 _ + l, 3, 9 _ + _ 3 g ! Dado el polinomio
Divisores de 3 I. 3 ' ' 3 p(x) = a_ + a1_ _ + a_n 2 + ... +a, _, ao.a,,o
de coe F_cientes racionales, se procede de la
polinomio posiblemente se anule para al_unos s._ u_.en_e mane,a.
de estos valores, así
. Se haIla lOS pOSlbleS CeCOS raCl0naleS QUe nOS
= 3+Q+2_9 = U entonces x = I es un cero
' perm1ten enCOntraf Ia faí2 O el CerO faClOnal_
raCiOnal.
ue_O, mediante el teorema del factor, se
podrá conocer el primer factor.
__0R_mA _" 2. Se hace una división por Rufflni entre el
__ un _,_._nom._o t._ene fectoFes _e pr.,me, grado de polinomio y el pnmer factor encontrado,
coe F_cientes_ racionates, si y sóIo si, si tiene raíces SlendO el COClente de eSta dIVISlÓn el OtfO
rac i o n a l e s. fac _or buscado.
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Lumbreras EditoFet Á _ geb ra

Ele_PlO l _ _(x) _ (_ + 2)(2_ - 9_ - 5)
Facton�ar:  P(x) = _ - 7x + 6 _ _
R_lU_6n: _ _5
I. Los pa- sibles ceros racionales son
t {lt 2, 3t6) .'. P(x) = (x+2)(2x+ l)(x-5)
Veamos: P(l) = l -7+6 = O
_ (x - l) es un _actor EJ_emp_o 3
Il. El otro factor por la regla de RuFFlni: Facton_za,
lP(X) -__ (X- l)I p(x) __ _ _ 29_ _ 2_ + 7y + 6
Resolu_6n:
l O -7 !_: 6 H,__ando _o, pos;b_es ce,o, ,,c;on,_es..
x=I l I ; -6
1 1 -6 o i.C.R=_ ' ' ' =_ 1,2,3,6,-,-,-,- .
__
- Podemos hacer directamente la división por
Recordar P_.) =- (X - l) q(x) Rufrlni, consecutivamente.

^'-- ("- ') (_, '_- 63! 4 o -29 -24 7 i_ 6

iemPl02 _ _2 o !_ -3
Facto_zar P(x) = _ _ _ _ 2_ - lO l 4 2 _
eSOlUC_6n_
2 j l
P.C.R.=t ' ' ' =_ It2t5tlO,-,-

Para x=-2_P(_2)=O
(la verir_caci6n para el lector)
P(x) = (x+ l) (x+2) (x-3) (x-!/2) (4x+ 2) ,
Ue_O_ _Of la fe_la de RUfflnl:
quees identicoa
:. _o P(x) = (x+ l)(x+2)(x-3)(2x- l)(2x+ I)

x=-2 L _4 l8 _.+lO
2 -9 -5 0 son mé_odos pc_ct_cos que Fac_l_tan la
q(x) resoluci6n de los problemas, Iales como;
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CAPITU LO Vl l factor_z4ció

A- CAmBlO DE VARIABLE ., Por lo tanto, la suma de factores Rrimos es:
Consiste en transformar, equivalentemente, x + 5 + x + 2 + _ + 7x + 3 = _ + 9x + lO
mediante un cambio adecuado, un problema
operativo en otro más simpliF1cado. B, SUmAR Y RESTAR
Consiste en sumar y restar simultáneamente
EJ.emp_o _ una misma expresión o descomponer algún
._2a, término del polinomio, de tal modo que, una
expresión aparentemente no factorizable se
P(a1 b, c) = (l8c+7b+6a)(a+3c+3b)+3b2 t,ans Fo,me en otro ra/c_._
Resolución:
A__pando convenientemente: Bl. p_ poL_Nom_os DE G_o pAR: consist
2 _ _
haciendo; a + 3c + 3b = z ,se tiene luego llevarlo a una diferencia de cuadrados.
2
Ejemplo l
6_ - _11bz + 3b2 Factorizar
32 -b f(x)__x_+ 6í+ 25
2z -3b Reso_ución..
Formando el trinomio cuadrado perfecto
Por asPa simPle P(?1b) �  (35 - b)(2_ - 3b) (s,maf y rest,, 4_)
Luego_ reponiendo _ tenemos: F(x) _ _ 2 2
+5+6 +4 -
P(a,b,c) = (3a + 9c + 8b)(2a + 6c + 3b) v
1o_
EJe_n_lo 2 (_ +5)2 -_
Factorizar e indicar la suma de factores primos de
Diferencia de cuadrados
x) = (_ + 7x+ 5)'- + 3(_ + 7x+ 5) -
7+ __2x2
eSOlUCiÓn_ -
Haciendo _ + 7x + 5 �  k = (_+5x+2x)(_+5x_2x)
_ene Rk __2
_uego, por aspa simple, se obtiene F(x) = (_ + 2x + 5)(_-2x+5)
R(k)-- (k+5)(k-2)
Ejemplo2
.endo _ en te/,m__nos de x Factorizar
M(x,y) = 16x4 - l2__+y'
R(x) = (_ + 7x + 5 + 5) (_ + 7x + 5 - 2) Resoluc_'o/ n:
2 + 7x + lo _ + 7x + 3 Descomponiendo
_ I2_y' como -8_y' _ 4_y2 se tiene
X
x 2
__ __ 2

R(x)= (x+5)(x+2)(_+ 7x+3) (_-y')'
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L4 mbfefa_ Ed itOf_ Á lgeb ra

(DiFerencia de cuadrados) C, POlIN0mlOS R_CíPROCOS
M(x,yJ = (qx2-_)2_(2_)2 Son aquellos Polinomios 4ue tienen por
_ ( 4x2 _ + 2 ) (4_ _ _ 2 carac te _s t ica: ' 's i un_ ra iz cuo Iqu iera es K la
OrdenandO, Se tiene s__ u_Nente fo_a..
' - _ X = aX+a (CaSO_Ce_l
P2 (x )= _+bx+a
B2. p_poL_Nom_osDeG_olmpAR: P3 (x) = ax3+b _+bx+a
-o reco,da, _as s__guN_entes Pq(x) = _4+b_+_+bx+a
igualdades: '''

._.;. __ _ _. ' _::''_ :_l_..:_____::_:__; _x_ ; _,,--_.-_--'_ ' _'__., ;n__, - -i_ _- +_ _ "'l::_:-_- :''' ., ... '''___,::'_,:';'''_,::''_;__'_. ' ' '''__ii .. ,.,. ...,._, _ _ E o &_ M A ,.
''_,ii'''/_:,.._ m'_,,,.:'__ ___ l''_--_: :_;(x-- l=__?;,?_.='-_-----=_-J '' .', . ..._'''___ ''ii ' '' '''''''''''''''''''''' '' _' ''
'_ii. _ _x4' +'_ -_' _ '_-- --i__ i __' 1----)(_ - x__'_:'_i_ l) _ Todo polinomio recíproco de grado impar se anula
'9_.., ::.__.._.;_';;::.,,..,,,,;.. m_,,,,,,, _,, _;_p.,_.,:,.;.................,,,;D,,�  :;.,,_,;..;.,;0:..,,. ,. ,.,.,:_:;,.:.;;,;._;____;. .... para I ó - l

E_empIo l ...,..
Factorizar p(__) _ _ + x + _ ,,,...,,,,,.,,.,.8,,,_,,,8,,0d,..,,8,,,_,D,d,,,,Ddd,,.,...,,,..,.,,_....,.,,,,0,.,..,.,_,,.,.._=,_,,......,._.g_.,..,..,.,._...,_ Sea P (x) un _ l ino m i o de gra d o i m p a r i _ __o '_, '' _
!''__ i _''' i_'__'_!'' _'_'''_ _'_ ^i___i ''0 _:i P=:_' 'P'_'.P_ ^'_,___i'_''_ _'_'_''_''_i_|'_i'_''''_ en_onces (x- l)6 (x+I)seráunode sus '__ __ _''_ __'_d
Re80lUCt6n_ __ _-5 -_-___-__ ' ___'^^_''_'_ ractores. ____,'d''0o0___....
Sumando y restando í se tiene: '''_''_''''_'''''-____''_'_'_'_'_''''''''-'''''_''0'''_ '_'-'i''''__''''-____'"'''_'''''-'''''"'''''''''''''''''_'_'_'_''__'_'''___'_'_''__''''_'__ __0 '''''''''''''''''''''''''''''''''''9''_'__'-__'-'__''____'"-'__''_'''_'''''-''''''''''_''''''_''_'_''''__''_'-'''_'-_'__'--_''_''_"''0'''''"_''''''
P(x) = _ - _ + _ + x + l irocedimiento para _actorizar polinomias
_ _(_ _ _) + _ + x+ _ recíprocos de grado par;
�_(x-  I)(_+x+l) +_ +x+ l
I. Se extrae la parte literal del término central
=( +X+I)l (X-lJ+l_ .
.', P(x)=(_+x+ l)(_-_+l) x I x2+ l

Ejemplo2 . .b 1
Factorizar x
Q(x) = x7 + _ + l cual se Iogra disminuir el grado del
a_,do x_ .. polinomio en la mitad-
Q(x)=x'-x4 +x' +_ + l
4 _ EJemplol
=X( -l)+(X + + _ 4
_ xq(x - l )(_ + x + IJ Rego_u,_o_n.
+ (_ + x+ l)(_ - x + I) se Factonza la parte literal del término central.
__x2 2+_+7+_6
_Q(X) =( +X+I X X-I + -

__x2 x2
.'. _(x) _ (_+x+ l)(_-x4 +_-x+ l) x2 x
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CAP iTU LO V I l factori2ación

I Haciendo
aCemOS: X+-_Z
X l l 2
x+-=z_ +-=5_
x x2
2+ l _z2
2
Se _iene
q(x,z) =_l3(z2-2)+2_+lI
_ P(X,?) �  (N_ _ 2 + 6Z + 7) �  (2 +6_+
=_(3z2+2z-5)
= (_+l)(?+
=_(3?+5J(z- l)
_ P(x,_) =_(z+5)(_?+l) R
eponiendo _:

Reponiendo,; q(x) __ x2 3 x + _l + 5 x + _1 _
X X
P(xJ=_x+-+5 x+-+l
X X q(x) = (_ + 5x+3)(_-x+ I)_
. p x _ _J + 5 x + t _ + x + _ luegotenemos
A(x) �  (x+ l)(3_+5x+3)(_-x+ l)

_Ejemplo2
-a_a, el Fa,to, n.mo de ma or suma de De donde el ractor de mayor suma de
._en_es en coe F_cientes es 3_ + 5x + 3

._(xJ __ 3_ + _x4+ 3x3 + 3_ + 5x+ 3

.o/ n. D_ fACrORllAClÓN DE POlINOMlOS SIM_' l_OS
YALnRNADOS
_ obseNa que A(- l) = O _ (x+ I) es un factor
deA(x)
Dl. PouNomlo SIm_RIco
Es el polinomio que no se altera al
O_0 raCtor pOf RUFrlnl:
lntefCam laf CUa qUler paf e Varla leS en
fo_asimultánea.
35 3 3 53
_---l _-3 -2 -l -2 -3 Ejemplol
3 2 _ 2 3 o SeaG(x,y,z)=5(_+_+_3)+2_z,
v elegimos arbitrariamente dos variables _, _
q y las intercambiamos

' x_ _
- G(x,__,y) = 5(_ + _' + _) + 2x?y
___) por polinomios rec_procos de grado par.
, =5( + +_)+2_?
22 l 2 3
._= X+Xtt-+-
2
Podemos observar que el polinomio no ha
sufrido ningún cambio.
___ 3x2
2 x _ G(X,y,?) eS Simétrico.
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_d_Eo__bt_l______ _________________ _____po_ ________ (__yE)_ogy_M_Ap_ ( __ _) _ _( ,((b_,yc))J23t_m_5_(_N(+x+_)y___()25(b(_((__22+m)_(_+_+))(N_(b)5J)mc__c2Na)o _) ot

L u mb re ras Ed i _o res Á _geb

Form8s gener8!es de los polinom1os _mémcos:

' ''_''_., ''U_''__'''_',____.___.1et_ '' '''''j:_'___ 2_ --- '''' ' ''_'__'':''''''''''_''___'''':,,''''_''','_::'';_;,:'''''/''..''_:___'?'_:s_' _/n___.____'"''_' ''___''',,'''''''''_'_''''''':''.''_'''__;''''''_','_;_, ':' '
_ .. :_:_'''___''''''__'_' = -_--O- __ '' , 0;--_- ./ ..__;''__' _,''' - _ ... .. .... O_ ' ' ;:..''..,: ''___,';_,'__''____''''',:;:.;'_.__''.___.'_._'_____: _'^ iq' .,'_:... .,'' ....;:.,;_"'';,;,'''''_ _. _''''''.: , rB O ' ..:'' ,__.' _ ... :: '' '' '; ;
.: _. _. :,.__.___;_:__''_; :_,, ' _ _, ;, ' ' ; ; ;,, __ __. .. __ ', ___ ___ _'_ _ ; . _.. '' ' :'_,,_,, :,;'',_,__,_ __ __, '' : ' ;,,'_',:' '_'. ' ' :''_ .. _' _, '''' _,_,___'._, ;_,:;.', :,''''___'_ _ __' ' ' '' '' : _'__ .. �  _' _ _, ' ' ' ;' ' ' ', _ ' ' _ ' :' : _ ..,,;'__'_''_:''_ _ _' '_- :-- _ _ _--- : : ' _- _ :-- _ '- '- ' '-- ' '--'- : :- '-'--- ' , '''_ ' _ '_: _d_'_;n ' _ '_ ' ' ' ' ' :_ ' ' ' ' ' ' ' ' ' '' ' '_ ''' _' ; ';.__' _' '_ ' ' _ :. ; ' ' ,,''_' x-- ' _ ' , _. _''_ ''''' ' ' '

2 var. A(x+y) A(_+_) + BN A(_+y3) + B(_y+_)

, ( A(_+_+_') + BE__+_J+�(x+_)
Var. A X+y+Z A + +? +B xy+XZ+y?
+_(x+y) +cxy__

D2. PowNoM_o ALTERADo: Por identidad:
Es e1 polinomio que sólo cambia de signo al (x + yJ5 _ _-_ _- _(x + y) a(x. y)
intercambiar cualquier par de variables de _e,. g,ado _2do. g,,d
mane ra simultánea.
_ Q(x,yJ = M(_+_) + N(_)
ielnPlO! . (x+y)s _ _ __ _(x+y) (m(_+y2)+ N
R(x,y)=_ -_ '' -
Si cambiamos x por y_ recíprocamente se Hac_.endo.
_ene Rx 3___ '
_ -- - -- ^ I. x=y=I
e donde R_,x) __ _R(x,y) _ 2_, _ _ _ _ __
por lo tan_o R(x,y) es allemado.
m +=..........a
lI. x=2_y=_I
8. :'__.,.;_.._-5--______------_==;_;_--_-.....:,.._, . .:,_' _ l_2S

_. De la adic_ón, sustrecc_6nt multipl_cación de t 5M _ 2N __ l5 ....___N__ (_)
_linomios sim_tricos, resultan polinomios
, simétricos De (a) y (ß) M _ N = 5
_2Dej 'lt___ ,, d j_ _
. a mU IP !CaCIOn e Un PO _nOmlO _ M X,1 = _ X+y 5 + + 5xy)
simétrico _r otro alternado resulLa otro . m x _
_linomio aJternado. ' ' '
, 3. Si un polinomio simétjco se anula para alguna
'' de sus variables, se anuIará para todas sus EJe_PlO
variables. Factojzar
4. si un linomio se anula a,a una variab_e M a __a3c+c3b+ Ja_a_Jb_ 3 _ 3
ieuaI a olra, se anulará _ra esa misma vanable ResoIu_ón:
ieual a las dem_s. si intercambiamos cualquier par de variab_es, el
polinomio sólo altema et signo.
Procedimiento para tacto_2ar; Así M(a,b,c)_-M(bta,cJ. Entonces, el polinomj'o
l. Severiflcasiessimétricaoalternada. es al_emado, ade_nás para a=b se tiene
2. Buscaremos factores binomios haciendo una m(b,b,c)_o _ (a_b) es un Factof de m. Lueg
Va_able igUal a Otra O a SU ne_atiVO. por polinomios alternados, los otros factores son
4. Se establece la identidad de polinomios _a
teniendo presente la simetría. b (a_b), __c) y (c_a)

C
_emplo
Factofiza, m x __ x+ S___ S ' _M(atb_C) = a-b b-C (C-a. k(a+b+C)
Resolución: 4to. grado 3er. grado ler. grado
Observamospara: '
__ o _ m(o y) __ o _ x es un facto, _álogamente al procedirniento del problema
antenor, se comprueba que k es igual a l,
y= O _ M X,O = O _ _ eSUn aCtOr lue o.
X= -Y _ M('Y,YJ = O _ X +Y eSfaCtOr _M(a,b,c) = (a-b)(b-c)(c-_a)(a+b+c)
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rt____________ _ExpFRop((bxtrayy)e_ n_d__o_( Fa++c_6tyyo+__r63+co)__3mc_(____u+y(2x(y_7_)+y_+y2y())_++_(y_2)273yyy) (y3,y) J Rp3Exef(exs+p,coye31tlu_yn_u_a_e)c2nzl__(do2on(3_p(oxr+22p_yr)o)+d__u52)c(t(o3__s(2x5nz+oyta)b_l__e)s __

0
fOblemaS QeSUe ItOS

Proal_m_1 Entonces
Al ractorizar i(x,y) = _y-_y' , establecer el valor __)+__)+_'_) ,
de verdad de las siguientes proposiciones: por lo tanto P(x,y) __ (x+Y+z)(_+_+?2),
l. _+_+y2 es un factor p_rno de donde unO de lOS FaCtOres primos es:
I_. __y2noesun Factordep(x,y) x+y+z ó _+y2+_'
III. P(x,y) no es facto_zable en _
.o/n. PraDl_m8_
/ n a_ monom__o _ se t__ene Luego de Fac lojzar, indicar un Fac tor primo de
P(xy z) =2 € (x+y+z)'+ (x+y -z)2I + 5(_+y2 __2+2_)
x,y)= y(x-y)= yE( )_ )I ./
3 __3 '
Haciendo un cambio de variable x + y = m
Luego por suma y diferencia de cubos, se t__
P(x,yJ = _y(x+y)(___+_)(x-y)(_+_+_); 2 [(m+_?)2 + (m__,)2_ + 5(m2__,2)
estudiando las proposiciones se concluye: V
_. v __. F ___. F 2(m'+z')

2+_2+m2 2
.__Pra_lem_2 - m ?
= 4_-+4_ +5m _5?
aCtOfl2aren
_ = 9m2-52 = (3m+z)(3m-z)
' P(x,y) = _+281"+3_(x+y) ie on_.endo m.
i.. e indicar la suma de coe F_cientes de uno de sus
. Factorespjmos ''
. =_ (3X+3y+z) 3X+3y_z)
esOlUCiÓn
.. 3 Luego, un (actor primo será 3x+3y+5 ó
senramos28 =y+
_, Luego, reordenando:
' 3 3
, , = ProDl_m85
_ -- (X+Y)' + (3Y)3 Factofizando en _
S_a de cubos: p(x) = (_+x+ 1)(__x+ _)+7__385
' 2 + 2
P = X Y Y X - X indicar la suma de sus factores primos lineales.
i' = (x + 4y) E_ +_ + 2_- 3_ - 3�  + 9_ J Resolución:
i _(x+4)(__ +72)
'' Los factores primos son x+4y, _-_+7_ cuya P(xJ =x4+_+ l+7__385
'__?_ swna de coer_cientes es 5 y 7 respectivamente. Reduciendo se obtiene P(x)=x4+_-389
i?_._. Poraspa simple:
_lgmgJ p __x4+8__3g4i '
, wego de F,,to,,_za, X
p _. ___+ 3+_?3+_ + _?+_,2 + + x_?2+ _?_
' _icar un Iaclor primo
,t._ _lución_ Luego, P(x) = (_+24)(_- I6J
'''!. 0mo son 9 términos agrupamos de 3 en 3 como =_ (_+24)(x+4)(x-4)
i.. _ _dica Los factores primos lineales son
. _+ +_?3+_ + +_,2 +x +x_?2+_?_ (x+4) (x_4), cu a suma es 2 x



pppl_nr(xod_l)__e(mgp_(___2 _ p1 _ 1 Kpr((oD_fb__)_)_m_ 89( +_2x326 b_p(_)_)m3x2bo d6_e2b_m__b26ql) _ 6

Lu m b reras Ed i tores Á

PrODlem86 Entonces (m_3J(a+ l) = O
Indicarun Factorpnmode dedonde m-3=O ó a+I=O
2
-- a + a + a' X+ _ a- I. Sim-3=O_A(x) =B(x)
Resolución: co nt,ad __c c __
Por ser P(x) polinomio cuadrático factoj2amos
_mle II. Sia+l=O_a=_
_ + b(_4b)x + (b )( 2b) En el Polinomio A(xJ.
- - A__ _ _. 2
ax a-2b
(a+2b)x b-a . m-_

= (ax+a-2b) I(a+2b)x+b-a_
Entonces,unfactorpnmoes s e n-, _ a, e _ f, c t o r n.
enOf SUma de
ax+a_2b) Ó _(a+2b)X + b-al
COe lClenteS de F X = 6x ' 5 - 6X _ I 3 _
Resolución:
.car e _ nu, mero de (actores r_.mos de Fac torizando por aspa doble:
P(x) = (_+7x+5)'+3(_+ l)+2Ix+2 6 x6_ 5 x5 6 xg_ _ 3 x2
Resolución:
Efectuando y reordenando _ , 2_ 3
P(x) = (_+7x+5)2+3_+3+2lx+2
P(x) = (_+7x+5)2+3(_+7x)+5
haciendo _+7x+5 = y se tiene
_+ 3_-5) + 5 = _+3y- lo = _+5)_-2) _'_ F(x) = (3_+2_+3)(2x'-3__2)
ya que los factores cúbicos, si fueran Factojzables
Reponiendo _: deben admitir divisores binomios ; s in embargo, no_
+7x+s +5) cx2+7_+5 -2) eS aSí' Se COnClUYe entOnCeS qUe 2_-3_'2 eS el
factor primo de menor suma de coer_cientes.
+7x+10)(x2+7x+3)
x 5 PrO_lem810
Luego de factorizar
X
a;b =a a +ab -' l - b(b +ab _
_ (x+5)(x+2)(_+7x+3) vemos que t._ene 3 dar la suma de sus (actores primos.
fac tores rimos. ReSOlUCl'Ot _ :
Efectuando y agrupando adecuadamente:
3 2 3 2
fOal_m88 Ka_ =a a -a- -a +
3 b3
i A(x)=_-4x+m+I y = a- +a a- _a-
2 + 2
X=_'m+lX+Q =a- a +a a- 'a-
' / ' _ _ _ _

Hallarelvalofde _n, siA(x) f B(x) = (a-b) {(a+b)'- _ l)
Resolución_ por diferencia de cuadrados se obtiene
Sea x_ a el factor común de A(x) y B(x),entonces K(a,b) -- (a-b)(a+b+ l)(a+b- IJ
A(a) = O _ _--Qa+m+ l _ O CUyOS faCtOCeS ßnmOS SOn
B(a) __ o _ a2_ (m+ l )a+4 __ o, a-b; a+b+ I; a+b_ I
restando se tjene (m_3)a+m-3 = 0 __ _ FaCt_ pnmOS eS 3a+b
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CAPITULOV_I

Pro_l_m8 _ Pr__l_m_ _
Indicar un Factor pnmo de Señalar la suma de coe F_ciente de un factor prirno
s(a_b,c) _ a2+a+b-b2-c'N-c+2bc del _lino' mio S(x) = _ - 2b2x - b8 - b4 - l
Re8olución: ReSOIU_6n:
AgfUpando convenientemente ...,,,,..,,.,.o,8.,...,.,..,,,,,.,,,.,.,.,,,.,,,,,,..,._,,.,.,,,.,,, , ,, __ _D_D'd0d0.. __
s(a,b_c) _ a2_b2_c2+2bc + a+b_c _,,,_??'__i__'____'___0_____..'_'_..q_,.__,_,,_,,,,,,_,,_,,_._.'_'_...'_0_','_'_'__;,,_,..',,.,. ' 2b-X + b' --' _ " b) _ _,,'_0a, ,''? _
Z_ _ 2 _ . .. .. .. .... ... ,. ,. ,. ,.......... ,. , , ,... , ,.... , ,............................ ,... ,........ ,............ ,........ ,.... ,........... ,.... ,.......... ,............................................ ,. ,....... ,............... ,..... ,.. _... i i. i i i
sumendo ie,tando b4
sx __2b2x+b4 b82b9
direrencie de cuadrados - _

22 _ bQ+12
= (a+b_c)(a_b+c) + (a +b- c)
= (a+b_c)(a-b+c+ I) direrencia de cuadrados
cuv_ os Factores primos son a+b-c ; a-b+c+ l
sx__ _2+4 _2_4_

pr8a_gmg __ Luegot la suma de coef_cientes es
2+b4+_ b2 Q
on respecto al polinomio - 4 , - _ _
s(,_b,c) __ a (,2+bc) + c (a2+b2J _ b3 eS deCir b - b + 2 _ -b ' b

Indicar el valor de verdad de cada una de las
roposjciones ._ Pf_0l_m8 15
_ _Tnr,cto, nmoe, _+c_b ar Un aCtOrPrl'mOdelPOl!'nOml'O
' _ 4 _
II. La suma de coencientes de un Factor primo R ' C
eSOlU�6n:
eS2
t _ _ nlPan O COnVenlenteme_te N
' =a 2 _ 2
Resolución: - 2 - 2 , 2C
Erectuando e _ ,ndo ade,uad,me,te. '' a C' C+ + a+ C C+
' c+12 ac _2+c +12
3 a 2 b_ _ 3 - -
3 3 2 2 efeCtUandO
=a- +Ca+a
_ _ 2 2 ^- C+l {aC ' ta+Ca +_tC
=a-b a-+a+ +Ca+a+ - �  ^ =
2 1 _c+12
= a+a + - a' +C -
2
Respondiendo a las propasicionest tenemos: -- C+ a+C aC+
_. v __. F ___. F LUe_o, UnfaCtOfP_moes c+l 6 a+c ó ac+I

proa_gmg _3 PrO_l_m8 16
Demostrar que para todo k entero
ena ar e aCtOf _rlmO de mayOf SUma e
' ' ' X '' + 6kX + l "O e' F"CtOf''^ble 'Ob'e lOS
j _ 2 raClOnaeS_
a,b=(l'ab)--a+ +

Resol u_ón: Ane _ __cemos
_(ectuando y ag_pando de manera adecuada: _ ( 6 _ )2
s(a,b) _ 1 _ 2ab + a2b2 - a2 _ b2- _ ob g_, - d d
7 2 2 2 , , 5erVamaS QUe eS Un CUa ra O PerfeCtOt
�a_  - a+ + a _a -a+ n _ o
diret_encia ya QUe nO eXlSten dOS nUmefOS COnSeCUtIVOS
de cuadrados diferenteS de O y l dOnde ambos sean cuadrados
S(a,b) _ (ab+a+b)(ab-a-b) ße_eCtOS.
luego el FactoF prjmo de mayoF suma de En ConSecuencia, _ + 6_ + l no es factojzable
Coef_ciente es (ab+a+b) en __
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Lu mbreras Ed itores �  _geb

Pri_l0m8 1l Re_oIución:
Facto_zar Haciendo cambio de variabIe:
F(a,b_c) = (a+2b+3c)(a+3b+5c)+2bc _ + _ + _2 = m
Reeolu�ón:  _ + x_, + y__ = n
A la expresión _+2b+3c llamaremos _, es decir se tendr;
a+2b+3c = _; luego _enemos _(_+b+2c) + 2bc ms _ 3n2m + 2n3
que es equivalente a _-+(b+2c)_+2bc. s e a, a n d o 3 n2
FaCtOrl2andO pOf aSpa Simßle _ 2 2
-mn- mn
_ + _+2c)z + 2bc _ m3_ mn2 _ 2mn2 + 2,3
2_n2 _ 2n2
2
2 b --mm+" m-^-2n m'
2 +mn. 2n2
F(_ ,b ,c) -- (_ + 2c)(5 +bJ m 2,
Reponiendo 2:
m -n
a,b,C) = a+2b+3C+2C) a+2b+3C+
,', F(a,b,c) = (a+2b+5c)(a+3b+3c) = (m-n)(m+2n)(m_n) _ (m-n)'-(_n+2n)
Reponiendomyn:
Pr0al0m_ 18 = (_+_+_2-__x_ - y_)'
Se�alar  la suma de los factores primos de (_+ _+,2
_ _ 2(b_+c2)a2 + (b2_cz)2
. _ P(x,y,_) = (_+_ + _' - __x_? _ y_J' (x+y+_)'_
po, aspa s__mp_e de donde el número de Factores algebraicos es
(2+l)(2+l) - l =8
_a4 - 2(b2+c2)a2 + Cb+c)2(b-c)
.'. Tiene 8 factores algebraicos.
a2 - (b+c)2
2 2
-_ _ Proalem82
Veamos la comprobación IndiCar el FaCtOr pnmO de mayOf SUma de
_a2 ((b+c)2 + (b_c)2) __ _a2l2(b2+c2)l COe FlCiente5 en
V_ _( _ 2) H(x,y) = 2__+6O_Y'_6xy_6xy_ 36x_
d.deLegendFe = -2a b'+C
. d Resoluct6n:
Ue_O_ SU Orma aCtOIlZa a eS
2 _ (b+c)2__,2 (b _ c)z_ EXtrayendo el factor común monomio: 6xy', se
.fe,enc_.a de cuad,ado,. tiene H(x,y) = _(_+ l Ox-_+y+6)
_b_cJ(a+b_cJ(a_b+c) Por aspa doble:
de donde la suma de Factores pjmos será _(_ + O_ - _ + l ax + y + 6)
a +_+_+ a -_-t+ a +_-_+ a -_+__4a _ _ 2
D^ Da
_ ^-y 3
Proal_m_19
iCuántOS factOreS al_ebraiCOS POSee el pOlinOmiO ._. H(x,yJ = __(2x+y+2)(2x.-y+3)
px ___+ +,23 3 +x?+ ,2 .
' ' _ N ' OS aC OreS _rlmOS SOn X, y, X + y + , X-Y+
( _+y '+z')+ 2(_+x2+y_)' ? yeldemayor,4madecoeF_c,Nentes es 2
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CAP ITU LO Vl l factorización

ProDl_m8 21 Reemplazando el valor de _
Luego de factorizar P(x)= (3_ + x + 2)' (3_+x-4)
__ b+_í+ b_2b2x+b3 __b px __ 3_+x+2 2 3x+4 x_
halle el valor numé_co entero de un factor primo de donde un Factor primo puede ser
3í+x+2 ó 3x+4 ó x__l
Para 2X--
Resolución:
Factorizando por aspa doble especial: ob_ener e l nu/ me,o de factores a_ eb,al.
4+ox3. b+__+ b_2b2x+b2b.b2 _ 4 6 7_
_ m .b2 Resolución
DaUD a_ .
_ a _(b_b2) eamOS POr aSPa SlmPle

SDT: -(b+l)_
2 2 _ ( _+ I) 2
:--+ �-
. (.b._+bj_ _ __ _ -(_-_)2
Comprobando

P(x) �  (í _ x - b2)(í + x - b + b') V
ld. deLegendre
evaluandoen 2x=l+
_ l ___ _Q(x) = t_ + (_+l)2ll__(x'- l)_]

_ _-4x+ _I = 4b''+5 de donde e_ nu,me,o de Factores al eb,a_.
_ 4_ - 4x _ 4b7- =4 __ _ x ' b'- = l (_+ l)(_+ _)(_+ 1)_ _ -_ 7
.'. El valor numérico entero de un factor
p_mo es I Pro_lem82_
Hallar la suma de coer_cientes de un factor primo

Señalaf un factor pfimo de Resolución:
p(x) = _(3x+ l )3 _ (6x+ l )2 _ 15 Haciendo un cambio de variable x -3 = _
Resolución: _ M(_?) = z' + 81 (_+3) = ?5+8I__ + 243
3_ 2
__ (3i+x)3 _ (36í+l2x+_) _ 15 _M(_) = 243 N +_N +
= (3_+x)3 _ l2(3_+xJ _ I6 t
__endo 3__+x , se tl_ene p(,) ?3 12? I6 _ 5
-_ _ -N N o _m(_?)=243 = + -? +l ,
Or dlVlSOreS blnÓmlCOS, Se ObSenra P _ =
luego (_?+2) es un factor. _
por iufrln_ haciendo = _ t

l O "I2 'l6 m(t) _ 243(ts
__-2_-2 4 16
I.2-8 O Recuerde:

tP_=Z+2?-M-8 _. ++ _- ++ + ;..
_-4 _2, ,3_2
_m(?) _ 243 = += + 1 = _= + 1
z2 93 279
_P(z)�  (?+2)-(?-4) _
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Lumbreras Ed itores Á_gebra

En x es: Reponiendo m _ n
m(x) = l(x_3)'-+3(x_3)+9J E(x_3)'-3(x_3)'+27I J(x,yJ = (_+y2-y_6_)(í+y2-_+2_)
efectuando _ J(x,y) = (ì+_ - 7_)(í+y2+_)
m(x) = (__3x+g)(_- 12í+33x-27) Luego el Factor de menor suma de coeflcientes es
De donde la suma de coeflcientes de un factor Y _'
primoes 7 ó _5

Indique el valor de verdad con respecto al
PrODl e ma 2 5 po _ino mio
_Cuántos factores pnmos tiene el ßOlinOmiO i(x) _ xG-9_+30x4-45_+30ì_9x+ I
p(x) __ x7 _ 2_ _ 1 7. I. 'riene u__ solo (actor pnmo mónico
Resoluc_'o/ n: I I. _!n factor ßrjmo eS ì + 3v_ + l
Ill. El término lineal de ur_ Factor primo es -3x
_, _ 2(_ _ )s _ I __ o Resolución:
P0r polinomios recíprocos
_ (x+ l) es un ractor de P(x)
., i(x) = _ x 3 -9__ 2'+3ox-45+-30 _-9, +-!3

_x3 x3+ l 9 x_+ I +3o x_ l

x=_l i -I I l -l l -1 l '
I __ __ _ -1 l _1 o haCiPndO X+-__

2 l ,22 . _+l ,3
_ P(x) _(x+ I)(x6-_-x4+_-_+x-I) _ X ' _2 _- _ ' ' _3 --_ -3?

_ -x l __ reemplaza,do obtenemo,
. _ doble p x._ _ _ ,3_3_ _g ,a
__(__-3)3
_ P(x) =(x+I)(_'x+I)(_'í_l) ieponiendo _
. _ factores r__mos 3 2 + 3
'' px __x3 x+__3 _ x3

PfOal__8 26 P(x) = (i - 3x + I)'
Senale el (actor primo de menor suma de ._. _) v _l) F lll) _/
coef_ciente_sen
J(x,JJ) = (ì' _ xy + y'')' _ 4__.y(x+y)' Proalem8 28
Resolución: FaCtOn2ar
5 j .5
De J(xy) = (__+_-_J2 _ __(__'+y'+2xy), G a_b_C -- a+ tC - -- ' '
! _ _ n -(a+b_c)'
aClendO +y- ' _ = m r _ =
eSOlUCiÓn:
2

__m2_4mn_ 12n2 b + c _ a __ x
c+a-b_y (+)
m -6_
m 2n
_ _, _ a + b + C =X+y+_
_ G(x,y,_) = (x+y+_)' - _ - _ -_'
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_dG(_x1y1v_) __ (Gx+(yb)_(x)+__)g__o+b__)5()(K +by +_))+ _1 (_(_Jnt _9___g)t3po_(__5__ Q3)_(ox) __(9 m2_pJ)a_fq_5___)3v_,) o

CAP ITU LO Vl l f4ctor izac ió

El polinomio es simétrico, puesto que si ProQlem8 30
x = _y _ G(_y, y, ?) = O En base al polinomio
7 6 4
_ (x+y) es un facEor, así mismo (x+z), _+z) X - X ' - _ + ^ + ,
son factores eStableCer el ValOf de verdad de las siguientes
Comparando los grados PrOPOSlClOneS:
(x+y+_)' _ x' - y' - z' -__ (x+y)(x+_)_+zJ. Q(x,y,z) l_ Tlene 4 (aCtOreS PC_mOS
V v _ II. _-_2x+ l es uno de sus factores
5to. grado 3er. grado 2do. grado
III. _-3x+lesunfactorprimo
C0mO Reso_ució
Q(x,y,_?) = A(_+y'-+?2) + B(_ + x? + y?) m(x) pol_.noml.o recl/p,oco de grado l.
Por ser polinomios idénticos 1 para conocer A y B m(_ _ j __ o _ue o o, d_.v._so,e, b.lno/ ml.cos.
as ignaremos
x_I,y=l, 5=O _ 2A+B = l5 J _ _( _Js _5 _J _ J
x=l,y-_-l,?=l _ A+B =- lO
5 x_-l -J 9-30 45-30 9-l
e dOnde Se 0btlene A = 5, B =
_7 2_2

5(_+xz+y?) }
Reponiendo los valores de x, y, ?, en términos de
a,b,c
J 2 2
__ a_ ,C �  a C a-+ +C M(x) = (x+ 1)(xG _9_+30x4-Q5_+3O_-9x+ I

Pro_lem829
Factorizar como Q(x) es un polinomio recíproco de grad
n(x,y,v_) = __-?)3 + y'-(__ _x)3+z'(x_-y)3 pa, Facto,;zado (_) se t;ene.
Resolución: , 3 2 3o g _ _
E_ po_;nom;o e, alte,n,do, ya que s; x x - 9x + 30x - 45 + - - - _ -, i
X x x
x=y _ A(x,y,?) =O _ (x-y) es un (actor, del mismo
modo son factores _- z)1(?_x) 3 3 I g 2 I l
X X_-- X_-+30i'-"
_ __-?)' + y2(__x)3 + _-(x - y)3 x 3 x 2 x

. d l
5lo. grado haClen O X + - _ ?
X
�_  (x-y)_-_)(__-x) . Q(x,y,?
v _ entonces __+ l _ ,_ 2 _+ l _ ,3
3e_-. grado 2do. grado x _ ' xJ

7 _7 2 ReemplaZandO lenemOS
_A X,y,5 = X_y -? z-X M _+y-+? 3 3 ,
X{?-3?-9?- 2)+30_-
+N_+X?+y5I 33 7 3
. . ../. X_'_-+?_ =_-
Slen O X,y,5 Un pO lnOmlO SlmetrlCO.
__noml,os _lde/nt_lcos. reponlendo _:
3
araX=O, y=I, ?=_ l _ 2M-N = -l m(xJ -_x3 x +_ _ 3 __ (x2 _3x_ _);_
parax__l ___l _,-_2_6m_N___l X
dedonde M --O /\ N-- l .'. M(x)=(x+I)(__3x+I)J
Entonces
A(x,y,_) = (x-Y)_-"_)(?'x)(xy+x?+y?) _. F _T. F _T_. v
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_3_ pspr1e(n _ ( )_f F)(xty)____?+y2_)4+2xy+o_3s+xl+63y +2x+4

0
fObICm__ _fO 0 UC_tO_

l. Indicar el número de factores irreductib les T. lndicar un factor pjmo de

P(x,y,z) = x_z' + _z' + ___7 + 3__z'
A)x+y+_+ l B)x-y+_+ 1
A) 5 BJ 2 CJ 3 C)x_y+_
D) 4 E) l D) x-y+_+2 E) _+y_ x+2

2. Factorizar 8. _Cuál de las siguientes expresiones no es
m(, b) - a2_4+2,b+b2 e indique un Factor té_ino de un factor pnmo de
. _o. Fcx,y) = _ + 2_'_ c_'_ + 4_y+y4 +__) ?.

n) e+b+2 B) b_2 c) a+b-4 A)-_ B) 2_ C) _
D) a+2 E)b+2 D) 2_ E)-_

-a_a, un Factor pn-mo luego de F,cto__za, 9. Indicar el Factor primo cuadrático de mayor
7 b 2d _2 (_ )d b suma de coe F_cientes, después de facLori2ar
X )--_ + + C + X + + + C + C m(x) __x4+4__

A)x+b+d B)x+2d C)x+d+b+c A _+x 2 B ,_+2x 4 c)_+x_g
D)x+c E)x_2c Dj_+g Ej,?

_. Se�alar  un factor primo de _o Facton_zar _os pol,_nomN_
H(x)=(2_+x_ l)'--'(_-_'5)'- p(x,y) __ 6_+ _9y+_5y2_ 1 _x_ 17y+4

A) 3_+2x-6 BJ (X-2)'- C) 3_"2X'6 y señalarcomo respueslael factorpr_mono
DJ (x+2)'-' E) (x-2) común de mayor suma de coerIcientes.

5. _Cu_ntos divisores pnrnos posee A) 3x+5y_4 B) 2x+3y- l C) x+y+4
T(a,b)_(a2-6ab+b2)2_4ab(a+b)2 _ D) x+y_ _ E) 2x+y+4

A) 2 BJ 5 C) 4 I l. Senalar el Factor primo cuadrático de mayor
D) 3 E) 6 suma de coe F_cientes en
P(x) = x4-_+ l l_- IQx+ lO
6. Factojzar
__ a(b_c)2+ b(c_a)2+ c(a_b)a A)_+3x+2 B)__2x+5 C)__4x-2
D)_+4x+2 E)__2x+2

2+c2 a+b+c I2. Hallar la suma de coerlcientes de un raclor
primode
ab+aC+bC a+b+C _ J 2 ? __
a+b)(b+c)(c+a)
D) (a-b)(b"C)(C-a) A) 2 B) 4 c) 3
E) (ab+ac+bc)(a -b+C) Dj o E) 5
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_l__ pp Aco())b__ten++exrp++e(_xll Jnu_ x +2_ 2x+l BJ)g_+_+l plp_N((tau_bbn)F)_acatob+r5p(bn_cmo)aebsaa(2(c+ bm2)bo)+2bc( b l)

CAP ITU LO V l l Factorizac ión

l3. Fac_ojzar A) 2a+2b+2c+ l B) a+b+c-2
28 ,6_2_1_2_4
_ = Z _? N _ - N _ C)2a+2b+C-
y dar como respuesta el número de factores DJ a+b+c+2 EJ 2a+2b+2c. _
primos.

20. Factonzar y obtener la suma de factores
primos del polinomio
P(x,y) = (x+2y)'-2xy(3x-4Jy+6y)
l_. Obtener la suma de coe F_cientes de un factor
nmo del po_inomio A) _+4y2 B) 2_+2_+8y'-
H(x) = _ -_- l7x+33 c) __4y2
D) Zx+4y-6_ E) 2_-2_+8r
A) -3 B) -6 C) -7
D) -5 E) -8 2 _
. Con respecto al polinomio
3a_c_ +c3b..a2
l_. Hallar un factor pnmo de a, 'C --
3 c b2
a_b)=ab-(ab- l)(I+a"ab)(b+l b a - + a C a C^-
Senalar el valor de verdad o falsedad de
A) l +ab B) ab C) l-ab cada una de las proposiciones siguientes:
D) l E) a+b 1. un (actor primo es a2 - b

l6. Factori2ar y dar como respuesta la suma de _1_ a _ c7_ no es un rac_o, pn.
coe F_cientes de un factor pnmo de
P(x,yJ = _" -- 4y2^ + 7 + 5_y^ +3y" - l7x"
A)wF B)vFV C)vFF
A)o B)2 C) l2 D)VW EJ FFF
DJ l EJ6
22. Mencionar un Fac_or pjmo del polinomio
l1. Factorizare indicarel FactorPrimocúbicode Q(x) -_ aa_ + (2,_+,__J_+ (_a+2,__a)x+a_3
____ _

A)ßx+a B)x+aß C)ax+ß'-
X
__ D) ßx+ a' E)x+ a
D)x'__x+ l E)_ -_+ l
23. Delpolinomio
_mero de Fac_ores al ebraicos _ _ 2_ 2 _ _ __ __ 4
de Q(x) = x4+4_-(_- l )2 Decir si es verdadero o falso con fespecto a
la proposiciones si_uientes:
A) 7 B) 6 C) 8 _ T;e,e 3 fa,to,es p;mos
DJ9 E)5 _ i
. Tiene 2 Factores primos cuadráticos
-za, IlI La mayor suma de coer_cientes de un
F(a,b,c) _ (a+b+c)2+(a+b _c)_ factorpjmoes 2 - 2c'- ; O < c < I
+ 4c(a +b) - 5(a +b + c7 + 2
e indicar el Factor pjmo del mayor t�rmino  A) VW BJ VFF C) FVF
independiente. D) Fw E) vvF
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_26_ pclpn()(dx4l))___ (2x +9 l) ( 9) _ _ _

lu m b reras Ed i tores Á 1 geb ,a

24. Si i _ 5x + 6 es un factor de 29. Siendo b+ l _ a_ I cuadrados per€ectos.
p(x) __ x4 _ 9_+mx+n. Fac Eo;za,
6_a+b+ 4
Hallarelvalorde-n
m -a+b_ ab+ I
y se�ale  aquel que no es factor de M(x)
A) l B)_3 c) lo
D)_5 E) 3 A)x+_ B)x-_
C)x -_
25. Luego de factorizar
7 + 4x x+l + 2 D)í _ l E)_+ l - i
lndicar un factor primo cuadrático
30. Luego de facEorizar
A)4_ +x + _ gJ_7 _ 5x+ _ P(xJ= _+x '+ í' + x+ 2
7 + x + 3 Indique el valor de verdad o falsedad de
D) 2_ + x + 2 E) 4í+6x+3 cada una de las ProPosicianes:

_ca, un factor de I. Un factor p_mo es x' + x + l
s(x) = (l + x + _+_+x4+_)' - _ II. Un factor primo es _ _ x + l
IlI La suma de coer_cientes de un Factor
A) x4+_+_+x+ l B) x9 + I pnmO mÓnlCO eS l
C)x5 + l
D) x3+_+x + l E) x4 + I A) WV B) V_ C) FFV
D)FFF E)vFF
27. Indicar aquel polinomio que no es Factor de
Q(x,y) = _ + 2_y_4_'' _ 8y3 _ x + 2y 3l. Señale aquel que no es factor
P(x) = 6_ + 4lx4 + 97x3 + 97í+ 4Ix+6
A)x- 2y B)x+2y+ l
C)x-l+2y A)x+I B)x_2 C)2x+l
D) x + 2y E)i_ l +4y(x+y) D) 3_+7x+2 E) 3x + 1

28. Con respecto al polinomio 32. _ndicar un Factor primo de
S _4 + l6,3 ,_ + l indica, el s 5 .
�  _ ' _ _ - _ , P(a,b,c) = (ab) +(bc) +(ac)J+
valor de verdad de cada una de las abcca_+bs +c.5+abc(a2b2cJ_
PrOP0SIC _OneS:
l. Un factor primo es _2+4? + I
a +bC B)b +a C)C +a
. Un factor algebraico es (_,-
D) a2+ bc E)b2+ ac
lene SOl0 2 faCt0feS ßrlmOS mOnlCOS

33. Luego de factojzar
D) vFv E) FFF S(x,Y,_) = (3x+y'5_)'+(2_ _Y"2x)'+ (3_-x)5
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_34__ _pl Anr_o Aad)llc)Tu_llvw_cn_lfl4eoaeo_gnrnmloaee_l_deol2xesvcap+fepal0orc(3oFxr Btcx24x2s0e)_)dnlfw__.eac2_canxv_t_Frtoe(expnr_Fdo_a_loaFl_e_)das(se_dx_cplc+oaan)2sd)vpfo(aemJxbs_sl Bpe3_lm)e)ec2+pst_po8_ee+acs_ l_e_all 39t _ DpADLspen_AeD)tpup)el_a__mlt)t)e_roonte3_oepwvglaTrmFouTl_ponlvl__lenpece_oFdNlonunnfsmeeaaeetlallccnntlrf2vo2t.(aodooae__cFmEoKrlanaltoN_0cp Bcelv__ront Btfla)so_o_d_22)llmfo_Feaeve_rtrocs(svFrxn_oeepvp+)unrsr_r2dml___l___qmlmla62exd_oroare_s_ls__dcs__ccE_loep_lcuEJn)l_e2)ldaJe42alacdxeavF_sbtrlFvoFe_+us+Fstl_ngtlb2c_ua2ofgal_escnteotesrast_es
CAP_TULOVtl f

I. Un Iactor pnmo es 2x+y- 2_
TIl. Un ractor p_mo es 3x + y + 5_ A) 6 B)_
n)FFF B)w_ C) F Ev
D)vFV E) vw 38 s _ _. . p , 3_ _

II. Tiene 3 factores prjmos m 6n icos
lII. Tiene 2 factores cuadr át icos
D)vFF E J Fv F
35. Luego de Iactonzar un _ _ inom io P (x) e n l o s s (a_ b ,c) _ ( 2 a 2 + a b + a c + b c) 2 + a _ ( b c )
ObtUVO _ ,o osiciones _.
P(_)=&tB+b _ - (2+ d)

Determinar uno de sus factores pr imos.
C)_ +x_ l
D) 2_ ' - 1 E) _ _ + l _ o. _, d ic, r e _, a l o F d e v e, d a d d e c a d a u n a d e I
al polinom io P (x ) se o b t i e n e e l s i g u i e n t e p (x ) __ __ 5y. 1 _
R(_)=_4+3xS- 5_+_-2 _ un (a_
_ - 2 i n d e p e n d i e n t e 2

A) 5 _) _5 c) 6 A) vw B) v F F c) w F
D) 7 _ ) - 6 D) Fv F _) F W
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CAPITU_O

_ac_iones

_ _ q_ LeonardoEuler(1707-1783)

' ': ^'w_, :__ ma_em�__co  su _zo, h __o estud _os sobre ,?,__ ___ ,_M______�___5,_-m____'
_: _ _ __,__? el a_�lisis  matem�tico  y me��nica  ?_ , "^ß' v_ ' vw'' _'_,c3_,n_
9 _ __ ,?,,_^' faCiOna1 _ ESCf'lbi�  La te Olia _U_ _a de /a J__^Ç_'J;c y' ' ' _ ; ' ,_, ??_;,_f
?L__ ;_, ' _;__ /una y diversas obras sobre l0s _,?, m'?__J ' _ ', ___, _ _'_''
'_q__^?,_,M' ^_O_, _a,ei,s.seded_c�t,mbi�n,_af_sic,  J,_,_ __?__'i, _ n ! _ _ _'
___?? _ ' ' ___:____9w@_L_ __v_m _____ .VXcc
_',___' ___ laq_'_micaylametafisi_. ___?_,, __y' ' "^ _,_ 'C,__ _-___, 'e,
___, ^_ __ En el campo de la matemática ,____,d,_c _,_,__,__ _._ ___ _ _ t,_
?w_,,,q' ?,, _ _ . _?,,_, __'_ '___ ',__,_?c__C___ _'_
,_,,,___ e5afrOO a 2ofla e UnClOneS m__, 5_, x^'___'_'_v_,''_'._
__g___>___ ' (1+x)^. eX, log(1+x) dividiendo en ''_,_c0__ _ ,'__'_5'?___,,,?_?___,_5___ç'z_,''
__ _?,, funciones algebraicas, func!ones __, __ ,n,v,_ __, '- \' ?___,_
_,_ _ trascendentes y funciones de una ? _,__,____ ,_,_ ' _ '_ ?__
__, ,bt _,F,,td ,__ _e__ __?m_,^'c__
_q _'___ i Var!^ 'COmPe?a- Ue'nV!a O_OrSU %___ ,n :_ M_5_ ,_ _"_? ,_v ____ _ / _ _____ __c
q _? _ __ a_e_ O a ln e9far a Ca emta e '' '_________'c!,,__,x?__ __ _^ c _ _',_x ';_ ! ' '
____'~__ '_,_ c'_enc-_asde_e_enbu_9o. En 1741.se ' '' ' ''"-"'_ _' '__ _ 'J__' ';;' g,,
__ __, trasladó a 8erlin por la intranquitidad _ . '
?, _ , de Ios movimientos pol iticos. '

,__ ___
__ ?__,_
__ _'_ _ _ x + x2 + x3 + ._.; sitxt <1
-X

_. ,._ _. ___ ____, __ ___ ______. ______..__..________________._/ j



_ ________ _ _ (_t_J ___

_;_
E_', _ , __*_,!'',, _\_v__,6__-.1o\ _,M,,C.D.__.di__;_'_M_s_ces_*:n, c_'-.'_,._.
;_C,
__ H4cie__do l_so _Ia/gor2iJI7o de ___c Jides (D = dg +RJ se J_en J__a eIsigJ_ieJ2teprDc_edi_JIieJJro
. para IlaIIareIM.C.D. de dos J2Ií1Jleyos Jlar1_ra Ies a _?' b (b>nJ
___' lJ 6, _ llJ _ ? lIl) _J ? .........._ 'n -2 _
Jql rt42 __4J Fn4n

X4st4 _7Ie y,,--O _ _)f.C.D. (n,b} = y,,

_ie117p Io:

J. Cnlcl_lnre/,I_.C.l7. de_6 )'J2

_ __ rrJ 32__ nrJ I__ m 4 _ __r.c.n. (_6,J2)=z
00_ _!' _3 __2

l. _nIIe el .__1._.D. _ lospo Ii_7o_Jlios:
P(,_'J = J6__' + J6_'_ - J2,K - J8 ,_ Q(v_J = Sx' -___x - J

rJ l6r3+36_2- l2_ - l8_8rt-2_ -3 rJJ 8_' -a_ -_ _
__+5 __O__,!! t_+l
___3
__.C_.D. (P,eJ �  t,_ - __

J. X4l InJ'eI __J.C.l7. de l_spo Ii970JIIios: _(xJ _- 2___- - J lx'' + l_xn + _
B(.K') = l_K' '' + _'' _ _v_' - 1
C(___J = 6x__a + JJn,K + 1n
HaII41Jlo_ eI ,_I.C'.D. de _ ._' B

l) a_3-J/_'+Jo_ +8 __J+x_-&-9 rJ) ax'+x'-&-4_-/ax2+/8x+;a +r__
l /
8x+Ja! ___o -6

,!__.C.D. (_,BJ =Z_K-' -J_- __ l

Hnl Je9Jlos e_ ._I. C,D. de C;_xnJ .__ _/ _!_. _.D. (_,BJ

lJ __2-lld_+__ rrJ 2x2-3_-2 _
__ _-2
_+_1_-_ J_

__.C.D. (_,BJ �  __' + l

Ji___Jar_: .' l I_/e_J-r_ __'LI__JJrJJ- _ /_1 t__1rJ.



____q__ ___ ____n r_ t_|__nxl|mm___ foo_rcac_oco_mcm___|c_____o_u_u_ ____nn__nt_ g_______nm,an?s__t_J___|_Jt_u_____x_ly|__t_s_th_xlt___o____x_r__swn_\___?___x_h___n_t__e__ __ __cn__hyt_r___l_D___c_t_nJ___,____ _________ t?_v__n_ _ _?

_ _ _ _ __,,.=,__.;;,;__

,x_c_-Mm,!__--;___,,' __ _ __
__J x_ ~ _,__' _lO {t1_C,t1_
f

o_mva__ , , , ^ _ ; _;/;_ n_;____ n_'_' v',?,i_ , 'S
_n__ Can0cer et 4ignin__a, dq Y a_lîcacia_es de{ m__mo' ' com5X '^~ __ša___^ __ com_YS _ m' __.
_ EFect_ oper_cîane_ �0n  fracc_omt ___ e __i_, _-_ _h___' as 'p__ ' _ _s_, r �cua_  c_mÓ_' nes , ;
' _ineC_, ??lOn_,S, ^ ' , __ ,','' , x , ;'_,;_ '_,;__;_ _ ;"'_ '__; "'

INTR0DUCClÓy
En el presente capítulo veremos que el m.c.m. y M.C.D. son consecuencias de la teo_a de múltiplos
y divisores de magnitudes estudiadas en a_tmética. Una de las aplicaciones técnicas del m.c.m. y
M.C.D. es distribuir (encajar) una cantidad de objetos geométjcos semejantes de una Forma exacta en
o_o de mayor magnitud.
Pt___de_c_
util_ad_en l_
. _ __a cons_cci_n de un
: d__sito de combwrjble
!_ _ _
_-------- ----- D _
__ _____ _'
''''U''"''' __ __0__> _c'n? o _
_c___m'>'____ __, _ 0
___' -_""___"'"___'?_^_' " _,,_/,,_, ,_, "_"__^_____^__ ''m' 'n___h~"?__M_

f_ura (JJ: en esta Flgura, para poder encontrar la cantidad de cajas peque�as  que en_an en la caja
_nde se debe utilizar el concepto de m.c.m __ M-C.D.
__ura (_J: en esta Flgura, para calcular el número de planchas que se deben utilizar en la const_cci6n
_ un depósito de dimensiones conocidas_ es necesario utilizar el concepto de fracciones.

En álgebra, estos conceptos de m.c.m. y M.C.D. se generalizan a expresiones algebraicas y este
_rá el estudio que se real__ a en el presente capítWo.
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__p AdE_se__e/l__eml_Qtl3p_pox((slxx_omepQ))l___l(,c__(__xdxx_)De)_((22____m__(xx,p_((a+(_23x_y Ql7xx_)o___))_5__r24(__(_3)lg0_x))x(__r_22_(_(_a_(x_3x_ydlxl_)_o_)2_l_213(_e__)()l_3)x_ts)(x3(5_((_3x5x_lxx__l__)(_+__J_2_3+l2x_)_l2_)2_)_5)__(_lx)_(_xl_ )_o2___)2_ ___ ____ _______Rpl_____oe_er__od_pp___le_uo_(_xFrcln)l_Hpa_o__l_/t___c(o_n_(_lx_(l_xm_off/))_ne______t___xf_____2(___(_x_x6_ +_)_+___2+2_3_x__))3_2_((_x__x6+___+___l___3)d__)_tl__Jtt___v_ ltdAe exaBctamente a
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'__.0__! _..__;___ 0_5 ,__..l.._i. ___..'__:'.;._,.::,_:_._..:_..?,''';_'':;;_.'_:_"'"' '"_'_._.___,_.''__.;,,'':'._',.!'..^'":""'._:__.;:__.:_,_.;:____'__.;;__'5.:,_;''....:'_.;...._:....,.._;'''_''''_;____.:_'__:____._:_.'/.:,';;__;_'_;,..:.._.._..,,.;,:'.../.''_'';.,_:'__.,'''':..,.::. ''''' "''._'__,.'_,.____:._.'__''':'':;..""'._'.''' ..,..''::;_;._;,;_:_;_,'' .:.:'';':''''_,_. '_,:_''_,:.___'_''_;,'' ' ''. _ :_',_.____. _'_,'__'_,_',:_..._ .: :'...;,_._;_:__:;'._. :'_' ,,''_,.. .. :,_.,... ...
FACTOR DE UM POLINOMlO, Dados dos polinomios de grados no nulos P (x) y Q (x ), se d ice que Q (x)
es un Factor de P(x) si y sólo si P(x) -; Q(x) es exacta. En tal caso será posible expresar lo por:
''__ ,ix'''''''__ ::;____ :;':':'':'Q.ix._'' .. :_H. _''x_____' .; H.ix' ' J '..
..._!_?. _...,.m.. ___.....,li...n.''.o.m_ ..:'..o .n...:_'... n'u_0..........,.::'_

FA_OR COmÚy DE D05 O MÁ�  POlINOmlOS, Diremos que M (x) ser á un factor com ún a dos
polinomios P(x) y Q(xJ si existen otros polinomios f(x) y g(x) no nulos de tal manera que sea pos i b le
expresarlospor:
P(x) = M(x). f(x) Q(x ) = M (x). g (x)
Ej'emplo l Ejemplo 2

or lo tanto, sus Factores comunes son: por lo tanto, sus factores comunes son:
(2x_ l ), (5x+2), (2x- l)(5x+2) (x+ 2 )t (x+ 2) '-

,,,,,"" M_xrMo CoMuN DNrsoR (M.c.D.) ,_,.,,_
Dados dos o más polinomios no constantest P(xJ = 2x 4 - 3 _ + _ + Ax + B y
llamaremos máximo común di__isor al Factor Q(x) = 3x 4 _ 7 _ + NTx + N
común de mayor grado. Hallar AN + B__

los polinomios P (x) y Q (x) respect ivamen te,
Los factores comunes son luego

Si _ _ x-6 es el M.C.D. de los polinomios l 2 _2 ;,
____'',_:.__.____.0__._,.o:..__0_';.a_,,'' ..._^,.^'.^^^o^^0^^......^_^, a'_,^__,__^__.___'_.__:_^____._^^_._____,.._ Og._0,_,,_ _'__,t _t00''___,.___'oi,_ 6 ; 12 72
Sea 5(x) el M.C.D. de P(x) y Q(x)_ entonces se '0_,__D'00___0o0 2 - l l 2 ; O O
lendráque -8 _ _. ' ' "_,,,'__
P(x) = S(x). M(x) __i____0'.,__ Entonces
Q(-x) =S (X }_N (X) __'__ __ ' ^'__,o_ A _ 6 + 12-_ o _A= _6
Donde M(_K), N(x) son polinomios que no poseen __D,_., _,,.0,,
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CAPITULO Vll m.c.D m.c.m., fracc._

I_. Igualmen_e Q(x)_(_-x-6) MÚLTlPLo DE UN PolIN0Mlo
Por Homer: Sea el polinornio
P(x) = (x+2)(x_5J, los múltiplos de P(x) son
. (x+2)(x_5) , (x+2)'(x_5), (x+2J(x-5)x.
l ^_ -1 O _. M N

: El polinomio múltiplo común de dos o m_s
;! polinomios es aquel polinomio que es divisible
_ - -4 ;_ -24 exactamente por éstos, en Forma sepa Fada.
; _g _ Así
; Sean los polino_nios P(x) = (x+ l)(_+3J
_. -4 J4 ;_ O O _ Q(x)=(x-l)(x+l)
Ios _linomios múltiplos cornunes de P(x), Q(x),
SOn
De _ y I_setieneque (x'I!(x+I)(_+3), (x-I)'(x+l)(_+3)
AN+Bm -_ (_6)(_g4)+(_72)(_o) _ _2_6 (x- l)(x+I)'(_+3)3, ...

...' M/ylMo CoM_N Mý_rrR_o (_c.m.) .'''

Dados dos o m_s polinomios, el m.c.m es el polinomio múl_pIo comun de menor grado.

E_empIo: De(a) x (D)
Sean los polinomios P(x). Q(x) _ A(x). B(x). A(x). C(x)
P(x) = (2x' I)(_+3)3 (x- !)2 p(x) Q(x) _ A(x) B(x) A(x) c(x)
Q(x)=(3x+l)(x-l)(4x+3)' ' _' ' '
Los múltiplos comunes de P(x) y Q(xJ son M'C'D'(P,Q) m'C'm'(P,Q)
(2x- l )(4x+3)3(x- l)'(3x+ I), .'. P(x). Q(x) --- M.C.D.(P,Q). m.c.m.(P,Q)
2_+3 3x__ J
_ EJemplo l
pero el de menor grado es el mí_mo co_n_ El m.c.m. de dos polinomios A(x) y B(x) es _
múltiplo_ - _ - 4x + Q y su M.C.D. es _ + x _ 2. Hallar el
.'. m.c.m(P,Q) = (x_ l)'(4x+3)3(2x_ I)(3x+ l) número de factores primos de A(x). B(x)
Re8oluct6n:
. Porel teorema,
''' __,_'__'_'_'!_;;;';;, ;,_; _,.,y ,,,, ,_, _ ;__';;,;_,':_.',_.,.__:_.._:__:_'_'_,:._._,_:M.....:_......:.,__._'_'_,__.__:_: '',..._._:.__,__,_'_a'''_0......_,_..R. ''''E: _. . ._. ' _ '' ..,... :..'_''_:_' _. ,'_.' ,,,n.,,__.;';,''' ., A(x) B(x) =
_ados dos polinomios P(x) y Q(x) se cumple que _ _3 x2 4 _ + 4 _2
P(x).Q(x) _-- M.C.D.(P_Q), m.c.m.(P,QJ -
2

Demostract_n: _ -l x -l
Sean P(x) = A(x). B(x) ......... (a)
Q(x) _ A(xJ. C(x) ......... (p) --- (_-4)(x- l)(x+2J(x- IJ
--- (x+2)(x-2)(x- l)(x+2)(x- I)
donde B(x) y C(xJ son p_mos entre sí. __ (x+2)2(x_ _)2(
_ M.C._. (P,Q) = A(x)
_ m.c.m. (P,Q)=A(x). B(x). C(x) . A(xJ B(x) _._ene 3 Facto,es p_.
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Ejemplo2 _ (x6+_)2-_6 (x6- l)2
El PrOdUCtO de mUltiPliCar dOS POlinOmlOS en (x2 + _)2 _ _2 (x 2 _ l)2
diVidir SU m_C_m y MNC_D_ de eSOS pOllnOmiOS eS 2
eSOlUCiÓn:
Sean A(X) Y B(X) lOS POlinOmiOS, COmO de donde m.c.D.(A,B) -_ x4 + _ + l
A(x). B(x) ___ M.C.D.(x). m.c.m. (x)
Hallar el M.C.D. y m.c.m. de los polinomios:
También
_m_C_m_(A,B) __ (_ + _ )2 _ 4_............ (_) A(x) __ x4 + 2x2 _ 3
m.C.D.(A,B)
Como buscamos despejar M.C.D.:
C(x) _x3 - 7x +6
(a)-_ (D)
m.c.D.(n,B). m.c.m. (A,B) ( c D ( B)), b)
'' M' ' 'A, Q(x) --x'"2x3+2x'-3x+
m .C.D .(n,B)

xpÆs_oN_s F_ccroN_As ,,_

Son aquellas expresiones al_ebraicas en las x 6 + x 2 + 1
signo radical o por exponente fraccionano,
debiendo al menos una vanable presentarse en el;
.v _. ' ' " ' " ' C ' " P ^ ' e X P 0 n ' " ' S (x,y,5) -_

Ejemplos: 2 2 _

_ _2+5?2



______ ___f_(xeJmppuleodse_ 3no t2enyFe(xr_)se_4ntlx2 b)
__oE____________________________ppo_____________________0pu____E________o_0_____________0__________________________A____________________________________c_______________p_0_p____x_____________00_____0_______________o______________________N___+_______________E5x___________s____________+________________7_______________E_____________N____________________T_________________R__________________E________________________________N______________u___r________m________E_________________o________s_____________________

CAPITULO Vll M.C.D., m.c.m., fracciones

'__' _ ___.. N. . ;. -__-_-__==-,_''_''''''':''' ''_''''_'''''':.:_''':'''__:,'''',''''._''':_'':'_'_';__''_'''-.'''__._'':'''__'_;:_.''_'.,,;_'_. ';_ _---- _,':.'''__'___:.''_'''''_'''''___'_'''''''''''.':''''' _ -__;=,--=---/---_: _-;__--:_--___;'________'_'___''Y';'__.'_''':,;.,''',':h_';'''_,_',..''''_.':.''''',;'__.''___.''_',;'''''_''',,'',.''''_.;,...;..__:''.'',,''':''__,_..:,.,'_'::_::---... :- .. _:;_._,_:_,___;,m_~::;_;.____:;:____:____;___,_____.:'__;;__:_:____:'___-'i__':_:___':-..,_.:-_.,_....:_:,.;_;-^,;:;--_..,__..;;:Y:,:'',, ____,_:_,_,;_;;;:''_,:__,''___';''_:___.-,__._,,_:,.'- :__:-':--' -'' ' ''' ___,;_.;_,,:_:_____::______.,__'__ X_,Y_V'' -_:_;;____;,;_':__,,,_:_:.__;,_ '_ ..

Una rracción algebraica se denne como la ,._';:'::::__.'.:,.:;:,.,.'_,::._'_,''''_,:'.,__''_:_,:::''''_.,___;____,_::_'''_,_'''',''';,N''''''''''_'__'x_'__ J'' ''::'..,.:/'_;;''_____::.''_:_:___:_:____^'^''_^''_:,_:n__n _:.,..'':: ..''':'':''''_'0vv^_^^'_'_''_"'
divis ión indic_da de dos polinomios N(x) y D(x), i..;........._..._',,,,_0i_._a_i0_,,o'_''_ ;~im-- :.. ..D. :_. _.:- ----:--- ___ m__n___,__,;.__,__':___.;_;_._ ,_ ''' ' _' ' ' ' .. .....
siendo D(x) polinomio no constante. _'____';;.;-_--_-____--_-_;-,_----'---:--:---_---_---__-__=__-_=--_----_-,=-_-:-'''' _,,.,....:.:..,:..:.._,:..,..__.,.:._;_..........,...',._:'. _"?_.,,', '';' ,.. .. '.... _:. , _:-' m: - .. _.;.;./,.'__;';;:^'':_

Denotado _N (! _______,,:_c:v_..;_'''_,''',:,__'__,'_,'_;''__'__;__'''::,''____''''__,'''''''''':_''_:'__,''._.___''__n''''___''''':'''',,'''__:'''''._'_..__._'-_''.__:__,_,_x:__:__;__:._,_____ '_,,_''_,,,a,,_____0,_'ix_' _?'.___:'_,_:'_._'___''''''_,;____',_''____' :; "_d_
D(xJ í' :'d'_' ' ___''_"''''0_"'''''_'N_ ''''' _''' '__o_''"_0 :'__''0o:'0'_'_'^^___'_"' 'm'''''''''' '' _'__'' '_' ''-':''''=''' '0''___ __ j .

Donde Donde U = universo (conjunto referencial).
N(x) polinomJ'o numerador (no nuloJ
D(xJ _lino__o deno__nador (no cons_nte) EJemPlos_
aJ En U = _ _ conjunto re Ferencial
2
' F(x_=
x2 +x+4 (x +2J(x+ IJ
a) P(x,y) = _ es fracci6n algebraica
x - 2 La fracci6n está bien der_nida para todo
número real que tome su variable ''x'',
b)Q(x,y,_) = _X+ +_ + es fracci6nalgebraica excepto _2 y _I_porquede tomar x tales
Y-X-? valores, el denominadoF t_ma_a el valoF de
!_ x 2 +x + 4 cero, para el cual no tiene sentido la fracción.
-- c)P(x) =- _ es Fracciónal_ebraica Ento,ce, c.v.A. (f)-_& _ (__2, _ _)
X"
2y5
d} Q(x) �  __ a no es Fracción algebraica, n -
203 f x+l
X =
pUeS nO ßfeSenta Vaiiable en el denOminadOF_ x2 + 4

' La Fracción está bien der_nida para todo
' 00MI_lO O CO_UMTO DE VAlORES número Fealc'x"_pues_+4nuncaescero.
_DMISlBlES _E F_CCIONES ALGEB_lC_ Entonces c.v.A. (_ _ _
. lc,v,n,}
i Se tiene la siguiente fracci6n algebraica: '___
? .. ....... ... Slem_fe debemOS tenef __.!,
_ _X 3 ______,_'___,___,__g__._.___,,_d.___.__,_o0.__0.,__,_'i'_i_"'''''_''_.''___'_i'''_____'______=''_,i'=__=_''__'''''''-'''____________',,_,,_n__,,_',,_o,'_,,,0'_,, presente que debemos eliminar ''__'_,_,
_ _ :!,_...._:.:.,__._,_;_:__, ,,ßl.0, ,.,,__,.__ _.,,,,.:_:,,'.:;;:.,. ____:_ valores de la variable que anule i_t_____'.,.
aldenominador. i?_'_'i_
i,. en vanable x y sea m un número cualquiera, el ___._.i
' _'alor numérico f(m) obtenido al sustituir m en
_do pa,a a_gu_n va_o, de Ahora debemos recordar:

'' '
i;' Por ejemplo_ si se sustituye x por l.
RAClOMALES
' I2 + 3
' r l = _, el CUal CareCe de Sen_dOi eStO nOS a c
I_I Sea - - c
b'd
.. muestra que Ia variable x no puede tomar
? cualquier valor, sino que est_ restringido a un
i conjunto llamado dom_nio o çonJyntD de l. _iCiÓn
_ _0lofgs _dmi_ibles (C.V.A.). a + C _ ad + bC
_ En general, para el caso de una (racción en b d bd
e'_ unavariable:
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2. Multiplir_cj_n EJemplos:
a c a.c _F) x+l ___l-
b' -d = _b d ' X - - _-l ' _+l
ndemás, para di_-idir fracciones __(x_I)(x+I)+(x-I)(x-I)
podemos emplear la regla pr_c_ca (x _ I)(x+l)
que coMisEe en la división del 2 x 2
productode extremosentreproducto -- _2 ; Vx_U - (I, -l)
demedios: X - l
a 2f,_ x+l x-I
b a_d_bcdxo ' -_x-1 x+l_
-dc __ c ' ( _)( _, 21
=_=__l
. (x-l)(x+IJ x2_1
e manefa an lO_a_ Se rea IZan aS
operaciones entre fracciones YxeU - (I, -l)
algebraicas.
Sean las fracciones a_ebraicas x + _ x _ 2
. f(xJ = _ -_
N(x) N(xJ X-l X_3f
1 ( X J_"_ t f2 X -'
D_x D,(x)
- x-I (x+l)(x-3)
_ - x+2 -_(x-l)x+2)
ERAcc_oNEs ALGEBRA_CAS x - 3
AdiCi__ y SustlaC___ x2 _ _ - 3
=_; _x_U- (l,3,-
2

'''_i_'_, ._.N... _(X' J. -_---__ _' _'X)''''''''''''''_..'''''''':':' _N_tXJ_2L_X)''t N_(X_---D____;_--_) .:''
''' ' ...__;_(x) _--- -----_2_,.'_::'.:')' _'__' ,..'::'''' '''--' D_._xJ' ._.'D2(___:_-' :_- _--=----.:. '' '. r_cc_oN_ n_GEB__c_ REDumB_Es
'"''''''' '''''' ' '''_'-"'''____'"''_'''''_'':''_d_0'''''''''''''' '''o'''i' '''' __''''''''-'_''-'''''''v''-'' '_'i '_''''e' '''''''''''0d'd'_ddd''0_0'o_ _d'"d' '''''''' u F . , f() N(x) d .bl .
na faCClOn X =_ eS re UCtl e Sl
.V.A. f_tf_ =U_{X/ _X = _JD2X = D(xJ
o)
X _ D X ßOSeen aCtOfeS COmUneS, en Otr
caso a la Fracción se le llama irreduclible.
mUlt{_liCa__n Cuando la fracción es reductible, se procede a la
i'__.,_'N ._____':;_, _''''_,''''__'_''''''''''''_'' 'j' _' __.:_._/_''A':__:_,_.:_ _ _ ( _''"o, simpliF_cacióndefactorescomunesconsiderando
..i_;'._::....'_.., _'.. _,.., ,_..',_J_q .',....:,_. ':..._..._. X_,,,,' 2 .,__D0 comocvA de _a rracct_o,n reduct_
'''''' ''_;'(x_ ___ '-"'_.:;.._:::.,' __(x.. ....__'?''' ';:'' _,''x'''''''n_''D-;'?_. J...,.. _2_X_ J_:-':-:___:'--;___.... la fracción inicial.

E_emplos:
C.V.A. (f_. f2) = U - (x / D_(x)=O V D2(x)�O)  l. La Fracción en _
(x +2)(x -3)
Di_i_n (x _5)(x - 3)
.. ._-_-- '-____--__"__Sx-.,..,_'_:___''m;' _' i'''_-_-- __ -= , N--f'_''':''x' '''_''' ':..;.._^__-_C__'-___0_,i. Puede reducirse a
'''_,,,,,,,,,._. ;--_, ,_'''' ;.''':?_'_'' _ ..;_e'__..___;_......._....__=.,.,,,_!'''' _ ' ,,,.,. ''' . . ------_----;;:-:-_:.;;:-_''_,i_
i'_'':'__''n'''__0_ X:.,. ' ' 'X;'''___ ' '''' '''' ''''' _; X ^''____ ,; 2_ X ..._:_ F(X) = _X '' ' '
''';.::;_.;_.,'o_:.;..'; ;_ ' '_. ' '_' _; __.; !__; ''_.'__ : ;:: ;_. ___ ;___'__._.:_;. _'_;_., ;....__.:;..____. _,;:;. .., _n;_.:._,.:\. _,_:_ _: ':..:.......dd. .......,.........,_;..v. ,.. ;: _ ' __ '_, ,_ :'_,d_:,_;;__:..._,.... _' :....;_.__;_ :: __0 ::_ ' x - 5
donde su C.V.A. es el mismo que el inicial:
c.v.A.(F, +f,)_u- (x / D,(x)=o v D,(x)=o v NJ_(x)--o) C,V,A_(_ -- _ ' (3, 5)
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CAPITULO Vll m.c._., m.c.m., f,ac,;

II. En_ _5__
2X =
rx __ _X - 2 _X + 2 X' + 2X _ 5
x+2 x-2
2
_ c.v.A.(F) __ _ _ (2 2) r3(X) �
' X
2
F(x)= _X 2
__4 fx)_X + X+
4 -
x2+5x+6
_ c.v.A.(tJ__-(2_-2)

f(X) = l Tambjén podemos clasirlcarlas por g_pos como
_ CNV.A_(_ = _ ' (2_ -2) 8) Fr8cctones homogeneas
Un g_po de Fracciones algebraicas son
ClASlFICAClÓY DE FRACCl0N_ AlGEB_ICAS homogéneas si todas poseen igual polinomio
Sea la fracción algebraica denominador.
N(x) f lX) = _
D(x) _ X =

podemos clasi F_carla como
.o_np,op__, r2(X)�
X+
Si el grado del polinomio N(x) es menor
. - x2
' F3(x)=_ ,entonces:
b) Fr&cc1ón _p_op_a x + l
Si el grado del polinomio N(x) es mayor o (
_ X, J X, 3 X SOn raCClOneS hOmO_éneaS.
lgUal qUe el __radO del _OllnOmlO D X. -

E-em lo _ b) Fracciones hetero_éneas

aJ son (racc_,ones propl.as .. _os o más (racciones al_ebraicas son
heterogéneas si al menos una de ellas poseef
_ (X) -- _3 ' _ dis__nto polinom_o denom_nadoF
x +2 '

4
f(x)=_+ + EJem_lO_;
5
F_(X)"
2 +_ x+3f
3 ( X J=
4
f_(X)=
x_3
fq(X) =_
5
F3(XJ_
_ones l.mpfop_Nas. x + l

2 +2x +4 E,,onces -
fJ(x)=
x - 3 F_(x)._f7_(x)yF3(x)sonfraccionesheterogéneas.
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Resoluctón:
.__ ___''i T_''0___'MA''_,'_''''''''''''' '''_''' _''
'' ' ' '' ' ' '' ' Haremos uso del teorema antenor
Si el valor numérico de F(x,y) _ _ ; _ , o
a_x___xy +c_v +dJ
x,y)�  _ ; EntOnCeS
_ +b_ +c2y +d,
_ xo c ,o d xo P-2 _ 2P+3q_ l _ 3q

para todo x e _ qúe _er_enecen al conjunto de 8 '4 7
valores admisibles de la fracción es siempre un
va_o, const_te _ ._ _ , o De donde resulta que
Entonces se cumple lO -7
a_ bt c_ dl --- '\ Q----
-=-=-_-=k
_ b2 c2 d2 .
_l
Ofloque k_-
9
Demostr8ción
a_x _b_xy + c_y +d_
_ k DESC0mPoSIClON DE UNA FRnCCI_N E_
a_ +b_ + c2y +d2

_tOnCeS Hemos visto la adición de fracciones, por ejemplo
a_X + b__ + Cfy+d_ =- k(a__ +b__Jy+CJr+d7_)

aF+b1_+C?+d_ __+kb_+kV+kd2 _x+ _ '___2 ' (x_2j(x+ j

0 que es de suma importancia saber_a aplicar.
Ahora aprenderemos el proceso inveno, es decir_
al ex resar una Fracci6n como la adicio_n indi
al'ka2t'' ; a7t
a2 - de Fracciones simples.

b_
b__-kb2t-_k ; b__tO cAso_
b2 -
Para fracciones propias
C_
C_ _ kC2 t _ _ k ; C2_O Sea F X Una fraCCl6n PrOpla IrfedUCtlblel de nO
C2 ser así tenemos que Feducirla:

d_ _ d o F(x) _N(X)
=kd2t-_ _ 7t -
d ' - D(x)

a b c d Ahora debemos Factorizar el polinomio
,'. -! _ -! _ -! _ -! _ k denom__
a2 b2 c2 d,

.em _o. , a. Si en su r8ctor128c16n se observ8 que
2
Si la fracci6n _ _ a OF Y _ nO _ 8 Or'
2),, + (2p +3q _J _ 3 cada uno de éstos se eenera como sumando a la
F(X,y)= _ Fracción_
8X _ Qy + 7 ,___. _,,,,,,,,,,,,,0.,,,,,..,,,,,,,0,_, _,. _,, ,,,,,,,,,,,a,,,,,, ,,,.,_,,.,..,.,.,,,,.,,,o.,.,.,

toma un valor coMtante distinto de cero para _' ''' '�:  ''' ' ''' '''' '' '' '''' S'' _
__,_. '__A,__b) c& _.af0 _
__'_,b v__,_,, 1.
C.V.A. de la Fracción_ entonces determin_r esle ^'_,_,v0 .....,.,,o_o ''..:. . ' :'''' _' '_ '_ ,,, _n ' _ ''' ' ' ''' ___
valor.
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CAPITULO Vll m.c.D., m.c.m., rracc_

Ejemplo l Entonces
Descomponer en fracciones parciales a _ 2 + _ _
_+4 F(x) �_+  ---+-+-
f(X)=_ x3_2x2-x-2 X+l X-l x+2
2

ResoIu_ón:
se obse_a que es una rracci6n pro_ia F(x) -_A(x_l!(x+2!+B(x+!!(x+2!+C(x+!)(x-'!)
irreduc tible, entonces_ factorizando el (x+ l)(x- IJ(x+2)
denominador (x+ l)(x+2)
A _ 4_ + l Ix + 3 --- A(x- l)(x+2) + B(x+ I )(x+2)
Donde x+ltgenera
x+l + X+IX-l _
Por identidad de polinomios
x+2_ genera_ s. _ ._g 6B_B
x+2 l X-- '- --
._ u._ente x=-l: -4=_2A_A=2

_+4 A B x='2:-3=3C_C=-lf (
x J=_ __ +_ F_.
2+3x+2 x+l x+2
2 3 l
x+4 Xt tBX+ X=_+__
=_j 2 x+I x-l x+2
X'l)(X'2) X'X+

Luego lenemos
_ + 4 �_  (A + B_ +_ + B b. POf _d8 f8Ct Or de l_ fO_a (_+bJ" n 8tO
n+l

denominador_ se genera la adición indicada de
_ donde A + B -_ 3 fracciones de la forma

2A + B = 4 ., ...,.-. ,.-_..-..-........ , .,..._,,_,,. ,.,,-,,,,, ,, ,, , ,..,,..,_,._,,..,,,,_..-...... .. .,,, ,,, e-,,,,-,,..,., ,, .....,,.,,d,.,,
_esolnendo A = l _ B = 2 '_v ___' ,''_''''''''''''''''''' ''B ,,'_'' c''' '''''''' ___ ' M ''''',''
i ,,_ 9 ,t + .
OnCeS _''' ___b :::''','.''','''_'''' , j + '3. ''' + n __'_,
3x+4 l+2 _;'_\ ,.--_-_-=,-_-_._-,_'d..._-_''...p,,-,'_
2_3x+2'_+I _+2
4jeInplo:

Expresar la fracción algebraica en la suma de
m_l02
. FfaCClOne S _aiC lale S.
SCOmpOnef en ffaCClOneS _afCla eS
3 9x2
_2+IIx+3 f(xJ=X 'X_
=_ x _3
x +2x _x_2 ^

__u�ión,.  bseN os ue en e_ denominadoF x_ 1 3
_mo es ,o ia e irreductible _actori2amos el _ l 4 no _o es ento x__ l 3
'- _nominador (x+IJ(x- I)(x+2)
;aonde
A A+ B + C
x+ I)_genera _
x+l X- (X-I) (X_

B
X- l t _enefa _ Además (x+2) tambjén es Factor
x-I
D
x te _ X+2t_enera
X+
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Lu mb reras Ed i to res Á

Luego te ne mos Ento nces
3 _x2
/F(x)_-_+X- f(xJ=_++ +
3
- X+ X+2X+2 x+2x+
A B C D
'- _x_ j ' _(x_ jJ2 ' _(x_ jj3 ' _x+2 ((x) __ _(_ + BJ(X 2 + 2X + 2) + _ + D
2 2x 22
2x+2 +B x__ x+2 +cx+2 +Dx__ 3 X + +
_ _. 3 EntOnCeS los ßOlinomios numeradores deben ser
X- X'
e donde debemos encontrar los valores de
C, D_ además Ios polinomios en los numeradores
deben ser idénticos
i_ ___ __ _ ++-- + + t t+ t+
3
Porlotanto Dedonde A=I, B=2, C=_3t D=--2
Asignando valores convenientes a x Por lo que puede expresarse
x=I _-2=C f x+2 3x+2X -
-_x2+2x+2 -
x = O _ _9 = A(2) + B(-2) + C(2) + D(- l)
_B A=l E_,
x = - l _ _ 30 = 4A - 2B - 26 _ B - 2A = 2 DescomponeF en la adición indicada d
fracc iones parciales
DedondeA=-l _ B=O 2x2
__ 2 3 f(x)-- +-
.'. F(x) = _ ' - + - (x+2)(x2 + QJ
x-l x__3 x+2
A
Onde X+2t_enefa
g, elg X'2

(_+bx+c)ll _t _+bx+c irreductjble n a,O n ,_ + 4 t ene,a __ t C
i+bx+c n+l no es F_ctor. se enefa _a ad__cio_n '
indicada de Fracciones de la forma
r_. '. '' '_' ' '''i''' '''-i'0_'_'0'0'''L''''--' ''''--'-'-''-'''''-'''- '-'' ''' ''-' "' ' ''' '''''''' '''''' '' '-_':'-'__'D''_' '_ --- - ' i
'__ _+'B''_- ''-'-_--.,_-,_',_ _ '-------_- ____=-'---------,'__----- ____i f(X)�-+-
'' _'' ' __ __-_---_,--' __n , +_---- ,_'__. __-_---=+____î-:_-'''-----'''_ x _2 x2 +4
'''_ aX2'+bx__c (ax +_' _cJ Cax +_0i__',__ '_' _-l,''_
''? '''_''''.':__ '_ __+- ''n',' A+Bx2
''?? ' _ ..____::_._''.. __ __ _ _-'___, _- -- _._i_2 ,.___'__i. f(xJ= _+ X+ +
''' '' ' ._ . , _ .s __'__ _ _ __s_. "- (_--_- x,-_-- _--:.?- _).,=m i.' (x + 2)(x_ + Q)

' '_ -__^_' ' _'''_^ '^ _- _ ' '__^^_"i^''"P'P__^0^"0'^^____ '"' ' '"''^' ' _0'0^i__0^___'_'_ __ i'_'_"i"^_0^^''' Entonces los polinomios numeradores deben ser
identicos.
eSCOm_Onef en a a lClOn ln lCa a e
Ffacciones afc;,les. 2 + _ ' 8 _'' A + B) + (2B+C)X + 2C + _
3 + 4x2
F(x)=_X + + Dedonde 2=A+B
2 +2x +2 2
-8= 2C+ 4A
Donde obteniendo A = -2t 8 = 4, C = O
(_ + 2x + 2J' pof lo que puede expresarse
_+B _+D -2 4x'
_cx2+2x+2j2 X =
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CAPITUlO Vll m.c.D., m.c.m., fr4cciones

Eje_plo 3 En el segundo miembro tenemos una fracci6n
DeSCOm_O_er e_ la adiCi6_ indiCada de propia que debemos transformafla en la adici�n
FfaCCiOneS _afCialeS indicada de fraccjones parciales.
S _3
F(x)= _X .
3 +x 2 EJemplo
Recordarquelafraccióndebeseri_eductible,de Descomponer en la adición de fracciones
Io contrajo, hay que reducir. parciales.
Reduciendo tenemos x q _ 3
3 3x f(XJ=
- x__ x2
2+_2
ResoIu_ón:
Donde(_+1)2genera: _+ +_+ Obsenramos que la fracción es impropia,
2+t (x2+_ )2
entOnCeS debemOS e eCtU_ la dlvlSlÓn pues el
LUe_O: grado del nume Fador es mayor _ue grado del
33x _+B Cx+D denom__
f(x)=_X =_+_ na Or'
2+12 x2+_ x2+_2 x_3 x4
f(x)= _ �
_ _(AX+B)(x2_ I) +CX+D (x- 1)(x2+ _) x3_x_ _x- _
2_!2

_nom_,o, nume,ado,es son __dentl_cos __ x + l -
3_x2
enlonces
_ _ 3x �-  (Ax + B)(_ + l7 + _ + D rracciónpropia
Dedonde seobtiene
A= l,B_ O,C_ -4_D_ O ,,,_s
__ _-4X + X i'_'_,___i,i_,,__^,_,____'_0''__'_!'_'a_B_'_'_'_'^"'0_'"_B___7_..____i__.' x__ 1 __. (x+ 1)(x _)(,-2+ _) '',
2+_2 x2__ '''''"''''''''''' _____

Descomponiendo la fracción propia irreductible:
d. De ob_ener _actores en eI denomin8dor
-2 -2 A BX_
e l8 fOrm8; ( +b +_+d)^ _ = _ = _ '
ax"+b_+_+desnoreductible,se ene,a xJ-x2_x-l (x-I)(x2_l) X-l x_+l
_ . . _ _ _ ___ __-_______,_________0_____ _______-____-_______0__ __ _____ __d_D_____Dd_____ __________________-____ ______________D__ ________________ ______,..... _2 A(x 2!
_. .._._:;;...__;__;,..._2._.___:_�__-c  ' _Dx2+-_4_ - _''_.' _2 -- '! ' X _! 1 B _ K
_: - _ ___ _..,_90 i X- X + X- x +
i _3__2+_,d _3+__,_+d 2 , _ __'__
' ...__ _.__.,._ v'_ x' '' 2 _ _ _-2-_A(_+l)+(_'-l)(Bx+C)
' '_'Y_ " ' '^ ,--_+--- _ _+ , +i v ' __0_.
';, _ (ax_____d)_ _
' __ _ h ___ d ;,,. ..., _ , . ,.,'0 ASl_nandOValOreS COnVe_lenteS a ''__'':
x= l;-2=2A _A=-I
_OlI x_ o,_-2=A-c_c= t
tara fCaCCiOneS im_fO_iaS x _ - _ _, -2 _ 2A - 2( - _+c) _ B = l
_o_n __mp,op,_, F(x) __ _N(X) Entonces
D(x) -2 -l x+_
en eSte Ca_O debemOS efeCtUar la dlVlSlÓn J _ x _ 2
X''--XtX- - X+
., _" ''''''''''_' '' ^'__"_'__^^_'_^^ ""^^M"_^'_MM'M_'^m'^'?, La F,_cción im fopia
'i,F) N(x)..,() R(x) _
____= =qX+_.'_
i''. ''_(x')_ . D(x)
i .___. '_ X-3 l X+
_,,', fraCCiÓn_fO'_la '0 X = - �  X _ - - + -
___,,,,..,._..,.,,.,..,,,,..,....o,,,,,,,__. _,,._, ,,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,o ,,_,,,,,,_,_,,,____ ' x __ y2 +! .__ _ l x2
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0
rOblemaS QeSUeItOS

Pro_l_m_ 1 P___l_m8 3
Hallar el M.C.D. de los polinomios Si el M.C.D. de los polinomios
Q(a,b) _ ab(ab+e+b+2) + a + b + I A(x) = _+4_+ _ + b _
i(a,b) _ abca(a+ I )+b(a+ 7 )+ l _ + a'-+a+b B(xJ=_+_+d es (x- I )(x+3)
_b_a+ a2_b+ab2_b2 _(a+ _) Halle su m.c.m.
.o,n. Resolución:
Por de F_nición el M.C.D. es un factor de los
aCtOflZandO Cada UnO de lOS ßOllnOmlOS
ßO lnOmlOS, lUe_O ßO, HOfnef
Q(a,b) =a_b(a_b + a_+ b +_2) + a + b + l A(xJ _ M.C.D. y B(x) _ M.C.D.

Il4;ab lIO_cd
_ (ab)2 + ab(a + b) + 2ab + a + b + l , ,
- _- - -_ - -2 _2;.! 3 -2 -2!_,34 -6

Agrupando como se indica 3 ; _ Q 6 3 _
Q(a,b) = (ab + 1)2 + (a + b)(ab + l) ;, ;,
= (ab + l)_+ l+_a+b) _ 2 ;. o o 7 -2 ;, o o
= (ab+ l){(b+ l)a + (b+ IJ}
_ Q(a,b) = (ab+ I)(b+ I )(a+ l) _ A(x) = (x- I )(x+3)(x+2) _
B(x) = (x__ I)(x+3)(x-2)
Erectuando __ m_c_m.(A,B) = (x" t)(x+3)(x+2)(x--2)
R(a,b) _ab[a(a + l) + b(a + l) + l l + a2 + a + b
_ PraDl_m8_
R(a,b) _ __b(a+ I) + ab2(a+ l)+ ab+a'-+ a + b Sean lOS ßOlinOmiOS
R(,,b) -_ (a+ I) ca2b + ab2 + a + b] P(x) = x4 + _ - 9_+n y otro Q(x) cuyo
_ (a+ I )(a+b)(ab+ _) - M.C.D. (P,QJ es __ 5x + 6/;
o ), ;men,e (,cto,.l,,mos s(a b) c,,cu,,, _m
n
a,b) = (a+b)(b+ I )(a- I )(a+
Obse_ando los tres polinomios, su M.C.D. es ReSOlUCiÓn:
(a + l) COmO el M _C_D _ eS Un faCtOr COmÚn a P(X) Y Q(X)
_ P(x) -; (_ _ 5x + 6) es exacta, esto implica
que:
rOalem8
P(2)=O ,._ P(3)=O
Se�alar  el m.c.m. de los polinomios del
Ue,O
PfObfema (I) p(2) _ 2_ + 2m g 2__
Resolución:
_ 2m + n = 20 .......... (a)
ObseNando los polinomios, el m.c.m. es
P(3) = 3' + 3m - 9. 32 +n= O
ab+ l)(b+ I )(a+ l )(a+b)(a"
_ 3m + n = O .......... (ß)
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CAPlTULO Vll m.C.D., m.c.m., Fr4cciones

De (a) y (ß) m �  _20, n = 60 Resolución:
Haciendo un cam_io de variable
m2o _ _+l=m___l=n
n 6o 3 m(m,n) = m' + m'-n' + n'
= (m_ + mn + n_') (m2 - mn + n_)
N(m,n)=m_-nG
Pf0_lem8 5 _ (m2 _ n2) (m' + m'n' + n')
Se sabe que el producto de multipliCar el M.C_D. = (m+n)(m_n)(m2+mn+n2)(_--mn+n'')

ademáS, la SUma de diChoS POllnOmiOS eS Luego; m.c,D.(Tn,_) _ m_ + m2Jn_ + r)_
(_+ì - l ). Hallar el reSidUO de diVidir el m_C_m_ m.c.m.(m,N) __ (m_ _n_)(m_+m__n__ + ,,'iJ
de aquellos polinomios entre _ + 2
Resolución: De donde ..
Sean los _olinomios P(x) y Q(x) m.c.m. (m,N) ,_ ,
Por propjedad m.C.D. (M,N)
P(x) _ Q(x) =_ M_C_D_(P_Q) _ m_C_m_ (P,Q) Reempl,z,,do m _, n se t;ene .

Dato P(,x) +Q(x) =_ +_ - l ... ........ (ß) M.C.D.(x,yJ

_ (a) _ (P) ior lo tanto tendrá 2 ractores primos.

P(x) = x^' , Q(.x_) = ì _ l Pr0_l_m_ l
comoP(.x)__Q(xJ sonprimos __Cuál será aquel po1inomio _ue con
Mtonces m.c.m. (P,Q) = _(_' - l) P(x) = (_-9)'(x+2) tenga como M.C_._
Para h__ llar el resto de m.c.rn_ ì+_x+6_, además; _ = x' - 13x?+36 ?
t_,:P_Q) -'_ (_ + 2) Resolución:
Por teorema del resto í+2 = O t _' = -2 Se_ Q(x) el polinomjo, sabemos _ue
Reempiazando tenemos: P(x). Q(x) -_-- M, .C.D.(P,Q). m.c.m.(P,Q)
R(x) = _2x(-2_ I) �  Gx _ a(x) _ M.C.D. (P,Q). m,c.m. (P,Q)
. i(x)___ P(x)
Pordato
Q(x)=

__ cociente que se o_tiene de dividir el m.c.m.
, (x+2)(x+3)(x 2 _9)2(x _-_)
__,_=fe el M.C.. de _0S _O lnOm_OS. _ X = _
_-.,_ Ji2_ _'



Fp_(exr)o ___+xx___+_x(__(x (__++x_l__+)(__l)+(_3l_)lx+l)+ _) p_crF_(r(ao__c___t_og_nm_2(ga_nod_oe)ld(_)e)((no+n2))_ln_a_do__)f )_)_J2l___+x+2

lu m b reras Ed i to res Á

Pr0al_m8 8 Resolución:
Hallar el valor numérico del M.C.D. de los Facto_zando el numerador -
_olinomias _ + x' + _ _ x + 2
F(x)=x^+2_+x'+x+l ;' s _ '_
__ !X_X+i;+ -x+
__9 ' '_. ,;

iara x�_+l
__ (_ +x+ l)_3 +__-x+ 1
Resolución:
Factori2andolospolinomios r 3 +_) ( J
"_X^X X+X
6 + _J + _ + __'
5 +,,4+ _J + (_ +x_
_ + x4
- X+ X'+_+i " 2x+ 2 _- x(x_+_ - 2)+_+ 2
_ 4 ___ ^/ _

_ F(x)= (x+ l)(í +x + IJ(_ _ x+ l) _ _
Análogamente factorizamos P(xJ
=_x(i+2J(__ l)+_+2
P(x)=2x4+7_+9_+7x+2 SDT: 9_ -
_ _ x 1 sT; _ _"(xJ-i+1)(__-' + 2)
2Jr2 5x 2 F_ta:Gt2
Reemplazando
3x+_x2_x+2 x2
H(x)�  _X -_-
P(X) =(_+X+ I)(_+_+ 2) (x2 + 2)(x3 _x + I) x_ + 2
_ l
,SUmando numerador y den_minador se tiene
x 2 (_+ .x+ 2) + (i+ 2) __ 2_+x+ 4

P(x) = (2x + l )(x+2)(i' +x+ l)

Simpli F_car
De donde M.C.D.(F,P) = i + x + l
a2-3ab-_2bJ- a2+3ab+2b2 a_-4b2
' M_C,D_(F_PJ(_+ _) = (_+IJ'-+_+l+ l _a+b _ab_b2 _a+ab_b _bJ_ -' _(_ _bj2

= 3 + 2_ +_ + 2 Resoluci'o/n:
Facto2jzando
(a-b)(_-2bJ (a_b)(a+2b) (a_2b)(a-2b)
,_. m.C.D. (F,P)( - 5 + 3__2 _(a bj b(e+bj _e(j bj b(_ bj -' j b j
+I) i_ +^ ' J '

(a _b)(a_2b)(, +b)(,+2b) !. (a_ 2b)(a_2b)
PrODI_m8 9 (a+b)(l -b)_ (l _b)(a-b) (1 _ b)2
S imp l ir_car _2b /b
(x) __ _x5_x' Jx3 _x+2 -- _bj(j +bj '_(a+_ (_' __
.í + x3 + x2
"- _K' _ l_b
d,, _a sun,a _el nume,ado, _, el denum;nado,. I + b
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CAPlTULO Vll m.c.D., m.c.m., fracci

Pt__l_m8 t1 Praal_m_ 12

Si Reducir

x+lx-l _ 4_
lx+l x2+l 2x 2 2
A_--_ _ __ X +_!-
x+1x_l 2a2+2b a2_b 3 3
-'- _ l_
X- X+ 3 3
-Y

x_l
x2 + 2 ReSOlUCiÓn
x _2) _
x-2 Qx 2 + 2_ + y 2 _ Qxy Qx2 _ 2_ _y

X_ I _2 + 2_ +y2 _2 + 2_ +y2

_+y3 2x+y_2y _- _3+y3
Hallar A+B
_3_3 2x+y _3__2x-
eSOlUCiÓn:
EFectuando
_+_2 x 12
- -- 2 ____ ' Y!(4X2 _2_ +Y2! 8x'_ 'y

A= X-! X + _ ,X (2x_y)(4x2+2_+y2) 8x3_y
(x+1)2+(x_1)2 2(a2+_aZ+_ --__, 3 -__3 3 -"
'+y 8X +y
x _ I)(x _
8x3 -y3 8x3 _y

_sando las identidades de Legendre Pr0al_m_ 13
_ x2+_ _ _ Reducir
--_- _A_-
2(x2 _ _) 2(2xJ 2 2 _(x _b)(x -c) + (x -a)(x -c) + (x _ b)(x ' a)
(a_b)(a_c) (b_a)(b_c) (c_b)(c-a)
x-l
x2 + 2 Resolución:
x+2 -

_ X-__;
iX--!______ a_ a-C -
;, x+l_'
_------------'' efectuando en el numerc_dor
2xx_2 x22 __
__i J x _ _X _ _X + - + __ _+ -C _ +C X+ C + C-a _ _ (a+C)X+aC_

x+ l x+l x+ I +(a__)____(a+_)x+ab_ '

Wego agrupando _, x, e indepen_ientes
x-l x-l
_ _x2+2 x+2-x-l
x+2__ X -+-+_ _ _ +
2

x+ l
(_ + (_I + bc(b_c) +
' I l
._+B= -+x_ l _X"-
2 2 ac(c-a)+ab(a b)
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_RxDeege_o(2ylu)c__(l_3_____3x____5y_+3)t__(_3 l __2) la_frac_cl t______((_A_ )t +_2__+_(AB+_3By)

Lu mbrerae Ed itores Álgebra

= -x lb' _ +_ _ _ __c(b-c) Entonces

(b-c)(a-b 0 -c _
(o 0 a - C)(b - C) pr_a_8mg_5
.o,n 7x_I
Pr_al_m8_ l - 5x __
Si la Fracci6n
se obtuvo sumando las fracciones:
a-3)x+(2a_5b+3y+ 5b-
I-3x l-2x
adopta un valor cons tante para cualquier valor de
. Ha__a, e_ va_or de __a constan_e. calculaT los valares de A y B respectivamente.
_6n; Resoluci6n:
Si es independiente de las va�iables  se cumplirá 7x _ l _ A + B
. l-5x+6x2 l--3X l-2X
a-3 2a-5b+3 5b-2 K A_ 2x B_
l -3x)(l -2x)
q 7_ - I -_ A(_ -_) + B(I -_)
D.e(lJ 7x-! =-(-_-3B?
a - 3= 5b _ 2_ a �5b  + l ..... (a) _
De donde 2_ + 3B = --7 .......... (a)
3(2, - 5b + .3) _ _5(5b _ 2) A + B = - I .......___ (D)
6a_ l5b+9 = _25b+ IO
(a)-2(ß),: B---5
IOb+6a=I . . (ß)
en(D) A_5=_I _ A=4
IOb+6a=a-5b .'.A=4 y B=-5
_ l5b+ 5a= 0
.,. a=-3b P__l_m816
Descom_ner en fracciones parciales
_3b=5b+ l_b= _-
8 (x- IJ(x+2)
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_9l_ueg_o_(2x(xJ J+(24x_(2xA__)+Bx__+_Ac)2__+o4l_.B____+_(N_Ncx_N+)_D(2) eg__o _.|__tt_+__l_4_x+t_4_6________t_____t_tA_t______t___t__24+__c_46

CAPITULO Vll m.c.0., m.c.m., _,acci

Resolución: Luego c = O, d = I
La fracci6n será posible escribir como .
9 _A+B+ C 2x3+xz
x_l)(x+2)2 x-l x+2 (x+2)2 '__j -"-'_+
x-l)(x+l)(x +l) X" X+ x2+l
BuscandoA_B,C
2
j ' _(x _j(y +2j2 Pf__ltm818
Descomponer en (racciones parciales
7 lo4 _3 _52
_-_A+B +x4A+B+C + A-2B_C f(x)__ X - + X - X_
de donde Iox3 _ 4x2 + 25x _ _o '
A+B=O ............... (l)
Resolución:
4A _ 2B - c = g.......... (3J Como la (racción es impropia, descomponiendo
se tendrá
(2)+ (3) 8A- B_9 .................. (aJ _ox9_4x3+25x2-lox lox2+ 14x+46
(a)+(l) 8-B=9 t A= l loxJ__2+25x_lo lox3__2+25x_lo
en (a) 8 - B �  9 _ B = - l .-.....-....-.......--.....---..-...
;' Iox2+14x46 ;
en(2) 4- I+C=O _ C='3 _ x_;!_+ =
! lox__4x2+25x__o;,
9 l I 3 -------
_ _ - - - - _ FraCCl�n  Propia
__x+22 x-l x+2 x+22

Pero l0__4x2+25x- lO _- (2_+5)(5x_2)
Pt__l8m_1l _ox2
Descomponer en fracciones parciales ' _3 2 = _5 2 +
3 2 IOX -_ t325X'lO X' 2X2+5
+X + X"
_ _ _ _u

Resolucl6n._ lO_+ l_+46 =- A(2_+5)+(5x-2)(_+C)
la fracción se descompondrá así =- (2A+5B)_ + (5C-2B)x + _A-2C
3+x 2
(x-l)(x+l)(x2+l) X-l x+1 x2+_ POflOtantO 2A+_B=lO
_+_+2x_ _ ___A(x+_)(__+ l) +B(x_ _)(_+_) 5C - 2B = l4
+ (Cx+D)(x+ 1 )(x_ l) 5A - 2C = 46
Por identidad
Si x= l _ 2+l+2-l =A(2)(2)+O+O Dedonde A= IO, _= -2 , C_2
_ A_l
si x__ _I _ _2+l_2____o+B _2 2 +o lox2 t __+46 _o _2x +2
_B=l 1ox3__2+25x_lo 5x_2 2x2+5
Si _=-l
IO 2x_2
_ 2X(-l)_l+2X-l = O+O+(Cx+D)(('-l)-l) .'. F(X) --X'_+
__2__2d 5x'2 2y2+5
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_LDpE_(uneetdogono_nc(3edse2 2A_x_2A_)2+x5__B_3_______2_2xA235__2_7x_2x3_+__llB_25 c _ slm___tp_pll___FFl(cx(a(x1_x_yrx_)xy26ly__4e)_y22x_y(4)_ph22_6_xxr__2e(_x2x_sy3a__42y)x2r+2l___2o_x(yx___e_2y2yn_24(23fxrx+a6yc__2c_)yl)o_(6xn_J_ex__s_2)yp_a2xr2coyla2les

lumbreras Ed itores Á_gebr4

Pr0al_m8 19 Resolución:
Descomponer en fracciones parciales . X + 2a __ ( x)

-- _( X ' X 2) se_end,,/
x- l)(x2 +2x +
' y - 2 _ - 2)
Of SeF Una FraCClÓn lmprO_la Se tendra _
3+2x_l x3+x2_2 x2_2x_
X +X -2 X +X _2 X +X _2 x+a x+a x+a
-- 1 _ _ Praal_m821
X +X '2 sim _ir_ca,

-___ +_X+ F(x,y)=_Y X , ; _ _
x3+x2-2 X'l x2+2x+2 (x2+y2)2-x_y

__2x- I _- A(_+2x+2J + (x- l)(_+C) Reso_ución:
_ __2x_ _ __ (A+B)_+(2A+c-B)x+2A-c Efectuando
or lo tanto

2A + C _ B = '2 x4 +x'y2 +y4 x4y'(x4+x2y2 +y4)
2A-C= _l x2y2
= __2 , B __- _7 , c = _! (x2 _y2)(x4+x2y2+y4)x2y2 x2 _y2

Además

x3+2x-l _ 5 5 5
' _ - _'_2 PraDl_m822
X-l) X +2X+2 X - X +2X+2 . . . .

2 l l 7x+ l f (x) _ _' ' i mJ_ O
.'. g(x)=l +- _ _- _ (x-l)4
5 x _ 1 5 x 2 + 2x + 2 Re,o_uc_.o/n.
Efectuando
f(x)=_X X + _ X =
x+5 x_I 6
- _+ _ _ 2 ' - _(x _ _j2 -_ _(x _ _j2 ' _(,__ _j2
f(x)= + ; x__a
x+2a 2 . F(x)__I + 6
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_p __2_3(x(x(x2+_lxx)x_+_2o+J2(37_xot__2_33NJN3_232_) __ L _l__ _____3x 2___43___2_l _+tttt

CAPITUlOVll

P__l_m823 L
Luego de. s implirJcar N_ e r a d
5 +x4 + 7x2
F(x)=_X ^ l -g 1 g_'- 1 2
Q+3x_2 ;

se�a_e  la suma de los té__nos __neales del __ I -l 7 ;. 12
numerador y del denominador.
Resolución:
Facto__ando el denominadof._ _ - 3

4 4 3 _ _4
_+_-=-X+x+ +X-
2
_ _-X___- _o_dor
2 __ - x_ __
1 -9 23_-l5
-_ '
_=1_ _-8;'1s
= (_-x+2J(_+x-l) _
Facto_zando e_ numerador l -8 IS O
54 2

(_+x- I)(2_ __+3x+3)
luego
2+ x_ 0 x3 x2
((x) _ X ^ + X + Ue_O a CaCC_On eS
2_x+2 x2 _
(x- x-3) (x-4 J _ x- q
__2x3 _x2 + _ + 3 (_)tx - 5) x - 5
2
. Sumando numerador y denominador se tendrá
.'. Suma de términos ljneales 3x -x _ 2x (x-4)+(x-5) = 2x-9

m___mg 2_ P___l0m8 25
s_m _,_F,c,, _, F,,cc,_o/, Hallaf la SUma
I I l
x3-nx2+19x2_n-4 S=_2 +_, '
3 _ X'XX' ' X'5X'6
X__t X+ X_-___
l
_iendo que es reductible y dar como respuesta ' ' + _2 + ( 2 _ j j x + _ 2 _
_ suma deI numerador y denominador.
_luc1ón:
eSOlUCi6n:
deben Fac_orizar el numerador y el . ,
t N N _ / _ . a 'XPF'S_0n eS eQUl Valente a
' l l l
pos_les cerOs raClonales son los divisores de ntQ �  _ + _ + _ +
_ ./t . XX+ X'X+ X'X+

N..l_n+lg_n_4__o _n__g ... + 1
(x+k- l) (x+h)
D: l-n_ l+23-n-7_- Omn_ 8
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_pst__ean_g__yt 2 _8 _ __() ___ Ds ((3l)2 (l_)b)d ___( ___F)_ comunes

Lu m b reras Ed ito res �_geb

I. Si a = b _ m.c.m. = (x+3)(x-2)(x+a)
=-- + - + - +___
_ II. Si a_b _ m.c.m. = (x+3J(x-2)(x+aJ(x+

l l Del dato_ el ténnino cúbico del m.c.m. = 2
x - l x + _ hace que (IJ se_ imposible
_ m.c.m. = (x+3)(x-2)(x+aJ(x+b)
X+k _X
x x+k x(x+kJ x(x+kJ
a) Como el término independiente del m.c,m. es
. s _ k conocido,entonces 3.(_2)(a)(b)=l20
x(x+k) _ab = _20....................... (a)
b}Te_inocúbico
3 a+b+lx_
r_al8_826 - +a+ X =
' n2 _2+q ta+b+l '' 2t a+b__ l _.. _ N N N.. _ _ (ß)
Qué valor toma _ para que F x =
mq nx -q
._ua_a_aun_.dad d / t _ l I a+b l
, a e m a S X 0 m a U n S O O e a y - +- __ �  --
valof. a b ab 20
Resolución: . l+l _ l
Como F(x)=I _ _+q = nx_q a b 20
_ _-nx+2q=O
si x adopta un solo valor, ___+2q es un _al__828
trinomio cuadfado perfecto Dados lOS pOlinomios
2 4m(2q) _ o A(x) = _-2_+_+b
B(x)=_+_+px+q
n -
__ _ _ ena ar e _fO UCtO de lO_ aCEOreS nO
mq s;endo;
m.c.m.(A_B) = a_+ ....... -24
proa_emg z_ M.C.D.(A_B) �  (x_ l)(x+3)
sean los poljnomios ResoIUC_6n;
i(x) = (x+3J(_+(a-2)x-2a) Del M'CND.
Q(x) = (x-2J(_+(b+3)x+3b)_ A(XJ ' (X- I )(X+3)(X+FJ
donde el téFm_no independ;ente de_ m.c.m. de B(X) '' (X_ l)(X+3)(X+5)
éstos es l20. Además_ el coe__ciente del EnA: -l+3+r= _2_f= -4
término cúbico de efectuar P(x).Q(x)-; (M.C.D.) _ A(x) _ (x_ _)(x+3)(x-q)
es 2. B(x) _ (x_ _)(x+3)(x+,)
. I + I Adem_s
a b m.c.m. (A,B} = (x- l)(x+3)(x-4)(x_+s)
Pordato (- l)(+3)(-4).s = -24
Resol4ct6n: _ S= -2
Vemos que Lue_O lOS raCtOfeS nO COmUneS SOn
i(x) = (x+3)(x+a)(x-2J X -Q _, X-2
Q(x) = (x- 2)(x+3J(x+b) cuyo pr0dUCtO eS _-6X+8
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_pA(Jx_o) _ _ B) 2 _c_J 4 _l6QDa_()(8x_(a+_xyy2)2)+8+__y__al)22x23a__4_l++ll+ag3+x533_y6y++34_xa_yr__7___4__a8+yE_3+2)6_3a2(x6t_a_9y_)1__8J

0
_' fOblem__ _fO 0 UeStO_

l. Hallar el M .C.D. de los s iguientes polinomios 6. Si los polinomios
P(x) _ 2x4 -_ - 3_ + 3x - 9 P(x)= 6x4+ 4_+ 5_ +Tnx+ n
Q(x) = IOx3 _ 9_ + I7x - 6 R(x) = 2_ + 2_ + px - q
Dar como respuesta la suma de los admiten como M.C.D. a 2_ + 2x + l
coer_cientes. Hallar un divisor de R(x)
A) 5 B)4 B)3 A)_ + 2x _ l B)x - 3
DJ2 E) l C)2_ +x + I
D)3x- I E)2x+ l
2. Determinar el número de factores primos
del m.c.m. de los polinomios: 7. Hallar el M.C.D. de los polinomios
_ ___+_ _ _ _ Q(x) _ x6 _ l P(x,y) = x4 + _' + _y + y4

A) 1 BJ2 C)3 R X'
D)4 E)5 A)x+y B)x-y c)_-y2

, 3. Determinar el grado del m.c.m. de los
POlInOm_OS_ 8. Si el cociente del m.c.m. y M.C.D. de dos
A(X) = _ ' I 5X + 36 poljnomios en x es (_ + I )2 _ 4x2, además
B(x) = _ _ 9 el pfoducto de ellos es (x6+ l)2 - 4x'.
C(x) = _ + 6_ _ 63x + l08 Entonces el m.c.D. es:

A) 2 BJ 3 C) 4 A) (x_ l )(_+ l)
D) 5 E) 6 B) (x+ I)(_+x+ I)
C) (__ l)(_+x+I)
t. Hallar la suma de los coe F_cientes de l M .C.D D) (x+ l )(_- l J
. de los polinomios: E) (_ + x + l)(_ - x + l)
P(x)=_ +_ + x+ l
Q(x) = _' + 3_ + 5x + 3 9. simplir_car

+_a2 +2a
D) 6 E) 8

X,y)-- 36_y"' D)2_- _) -
I yn_ 1 2

IO. Apartirde
A) O BJ2 C) 3 _2_ _ y(x_y) +n _ x -y
D) -4 E) 5 x _y x +y 2



____aA_AD_mxd)))m2((xx3++c(n_2)Jx )_3) (2J2()r( )( )3())_(7l2)3 _) _A)____ax_+_ll+_2q_A3 4x2x)2tc__a_22_t+2_x_x21lx_l3_)__x_+2a

lumbreras Ed itOfeS �lgebra

dete_inar el equivalente de l_. Sabiendo que la fracción

p2x2 + 2m2Xy +m_
, 2n _ I l + n tOma Un ValOF COnStante k
A)n--l B_ C2_ _o _d _ d x,.
2n+ l l -n X ,Para O OVaOF eX_Yi
Hallar
en términos de k.
l l. SImPlIfICar la SI_Uienle fraCC_On . a 2 + b 2 _ p 2 - m
2(n+l) (8(n+2)3- (2n+4J3- l + l + 4n+8
nt3 + l _ 2nt3 - l AJ _ BJ _ C) k+l

A) 2n B) 2n+3 C) 3n D) __ _ EJ _a _ l
D) (2n+3) 2 E) l

l2. Si la fracci6n l6. Si la rracci6n _2 + , se transforma
_ _(m+7x + m+8X- m+
3_(m+g)xa_(rn+_6)x_(m+7) enot,aeu._va_enteaA+ B + C
;te simp_ir_cación, _cuá_ es e_ x - l 2x + I
denominador que se ob_ene si se e Fectúa donde A, B_ C son constantes reales.
d_'cha s impli F_cación?
Calcular -+B+C
x+l _J2X-l C2X+
DJ 2x-3 E) 2x+5
A)-1 BJ 1 c) 3
13. Hallar la exp_si6n más simple de la D) l E) 5
fTacci6n, si x _ l _ n e _ 3 3
x n+2xn-l +3xn_2+...+ n_2 x3+ n__)x2_.__n+_
,_j _ (n+jjx _ n + l IT. Simpli Flcar
ax(ax+ l)(ax+2)(ax+3) _ I
J BJ (x_ l) 2 cJ (x_n) 2 (l +ax)(l +2axJ(l +3ax)+a '1x_
2 E x+n+l 2
_+l Ba+x cx+a
l4. Al reducir la expresi6n

x+l _ x-I _._2 Dl E)a
l l l 2l x
X+I-_ X'_- X'-
l x___ l x2 18 ReduC_.
X_I X-I (x+4)2_4 4_2_2
Se Obtiene _+ 2 2 _2 + 2

n) I B)_ +x+ I
C)_ - x+ I A) I B) 2 C) 3
D)x4+_+ l E)x9 __+ l D)4 EJ5
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_22 ADARA_))))__xd___l___+_ty__+_+____4_y_2__x___+__cE__))))_(l2_x_yl_) I_l__F(((x)))_______K__xx___x__22x+x_+_x___l__aa___2al224__y+x__xxx__+_22__y+__+_xaa+22yl_ttxx_flo+__a2y_

CAPITULO VII M.C._., m.c.m., fraccjones

l9. Efectuar 24. Simpli F_car cada una de las Fracciones:
x+a+2 + x_a +2 + x+a _2 x_y 3

l. f (x,y) __X + Y ; x +y F O /1 y _ O

D) 3 E) 4 x +y
_,, x2___ !
x_I x_{O_tI)n
+_+_-_ ll'f(X)=__i 2
l+a _+a2 _+a4 l-a8 l l ' X -X?'
x2_l x_l
l B) I
__l _+j x+ l + x-a

a -I a +

2l. Efectuar
x +x_2y
_, +x'l x _ g _x2 4y2 _x x,+_
_ lV.F(x,yJ=_-2 2 ;

2_2x x x-2

+X B)l_X C l _"
D) l+_ E) 1__ v rx __x_ I x+I . x, +

' e UClr2 , , x+ l I
_ _ __X _4_ y __ j

_ l 1 v_ fx _ x+l + 2x . x_t I
X-_ Y__ __-_ ' '_x _x 'xtO
Y? X_ _ x+- x_-
x_l x+l
3 B x+ +, 3
C)xy_
_ + y4+,4 2_. Mpresar las siguientes fracciones en la
D) _X N E) O suma de fraccjones parcjales:
X+y+?

. Hallar el eqU'Valen_e de I. r(x) _
__ _ab+a+n _bC +b+n +_aCtC+n (x + 1)(x2 + l)
b+l c+I a+I 3x2

a b c a+b+c (x_2)(x'_l)'l
a+l b+ l c+ l n ___ fx. l

A)n B) 2n C) 3n
D)-n E)6n IV. f(x) _
3 x3 + 8



2_7 vcl__x_(_lxxltl(xx(_(x()y)_)y___5_4xx)4__xy8x_+_)l3x(____) 1 3_t_Asn_l_t)))n_(_a+b__n2)F++lc(abnrc)B_+_J)2(_an_ct_)____(a_b_cc))))_n+ctt3_l +_l1

lu m b reras Ed i tores Á

4x _ 2 29. Sea D(x) el mínimo común múltiplo de los
3 _ x 2 _ 2x Polinomios M(x) y L(x).

_A() M(x).L(x)
12 + 6x 2 l X -" _' _ a ar el re_tO de
VI. f(_-) ___ D x
3 +_2
lVldlrA xJ entre (x-3_), sabiendo que
_2, M _4 3 2_ 3,+_
X- - - '
.X__ __3 '_ 2 3
3_ x - -

3 Ao B6n2 c_6n2
,fX _ _
3+ 2_ Dlon2_ El2n2

3 + 2_,2
___ ' _ 2 2__ 2
3
-X Slrnpll Flcar
l+l_ _ l l+ _ l I

26. Sabiendo que A1 B, C y D son los a2 b2 b2 c2 c2 a2
numeradares de las fracciones parciales en _j ' -j ' _j _
C_l 2aI _b-
que puede ser descompuesta la siguiente
(racc ión
3 x_ 3x 2 A) O B) l C) a'+b'-+c'-
Hallar' A+B+C+D a_ +b2, c2
2x+ _ ^_- D)_ E)ab
2

A)2 B)-5 c)1 31 Alsl.m_l_.

D)'"l E)O ' J _ 2 23
n _ n - n +2n_

42_32j,+l_ n_3
t Slsecumßleque
_ y2 y2 ,2 _2_x2 seobtiene:
a__X b-_-__c_N
22 v22 2 __2
_ ,t_ _' J 2 3

Además D) 2 E) 2n3+ I
_+_ _+,_1 x_,_
+_^ J_'_ _4
2_22 _ _22 _ 22
'Y +_ X+__ 32.Sl X_m+__
7 b' 2 _ i '
alCUlar a-+ -+C +
I
mt
A)3 BJ5 c)J _ + 1
D) 9 E) 12 :'

I
28. luego de descom_oner Y '- -' __ ,
nt
l
5_x5_ _ _

n+-
en fracclones parclales, dar la _uma de sus _.
numeradores.
allaf Rl eqUlValente de
2+ x+ _ 2
A) 3 B) 2 C) l R _ _X - __ Y + ; cuendo m_n
D)o E)__ x+l Y__i)
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_AAH)(axl_l)ar_p2_m_+_1_____n_ _3 p+l_____ 3_8 +__t_2____2__ 2_____l_)_n__l_____l_,s_ l_

CAPlTULO Vll m.c.D., m.c.m., f,accion

A)m+n B)m-n C)m-n-2 A 4 B -3 c 4
D)m_n_ I E)0 x+ l (x_ 2)2 _x- 2

D) 2 E) 3
. Determlna, el valOr de k para el Cual la
f,acción ,_- 2 x + l
4_a+7 +2a_I 4
f (x,Y) _ _" X 4 37. simpl;r,c,,
4x4 - (a + 2)xy + (3a _ I4)y
toma siempreunvalor constante_. (I +ab)(I +ac) + (I _ab)(I _bc) + (I +ac)(I _bc)
(b-a)(a-c) (b-a)(c-b) (c_a)(b_c)
2 B) 5 c) 3
3 4 2 A) 2 B) 3 C) 4
4 D)5 E) l
DJ - E) l
5
. SimpliF1car
5
3_. sabiendoqueelm.c.D. delospolinomios E __ a2b2 _ n -
2
= - +X+m n3_ n^
B(x)--_+_+n es _-x+2 n3_ _
l+ ,
4
n-
l
n--
n
A) -4 B)2 c)-3 s_.
3 4
5 lo 1 1 l 2 1 1
D)- E)- --'- '-b3 -a'-b -
2 3 (a+b) a b (a+

_. simpli Flcar: A) n' B) l-n'S C) n
p D) I_n ' E) l _n
E= ,
P
- _p 39. Hallar el valor de "a'' para que la suma de
P J I - _ los factores primos del m c m sea el doble
P de m, c D (A B) aumentado en l s__endo.
'_ A(x) = vr+ (4+a)x+4a
P'' VeCeS B(x) __+8x+ 16

pP+l_p pP_p pP+I_l AJ4 B)-2 C)5
A)_B)_ C_ Dj_l E)3
PP+I_l P+l P-
P 3 pP+3 . . .
D) _- EJ _ . etermlnaf e eqUlVa entC re UCldO de h,
P J- Q P _ 4 siendo
_X+y+_ X-y+_ X+Y-_
i Descomponerenunaadicióndefracciones y_? y2____? _?2-_?y
parciales e indicar una de ellas
2

2 + 4 _x3
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CAP lTU LO IX Rad _c_ció

_Ú_E8_m ^

Se Ilama raí2 al__e_raica de _ donde. a e_ R J' n c N, n > 2; a c_da una de las n raíces diFerenles

de '_.
J
E_emplos; l. De _ sus raíces algebraicas son 2_ -2, 2i. -2i ; i =

2. De _ sus raices algebraicas s_n 5 y -5

_il C_AD_DA DE UY _lINOmlO

D__o un _olinomio P(x) de gra_o par_ jallar su EJemplo;
raíz cuadrada consis'te en hallar otros dos x_
_olinomios llamados raíz cuadrada q(x) _' Tesiduo 2
____j_ _ __ , __ __

Esq_,ema _7 4
5 () I3
_(x) qX __ qXJ=X-+- i' KX = '-
2 4
R(_) p_o__EDADEs,,
Don_e I. Si _l grado de P(vy) es 2m, ent_nces el ,ora_o
i(x) es el p_linomio radicando de grado par 2 d Ee _ q(X d! e _ m 1 '
x e, el olinomjo ,aj2 _ _fa ^ e f''ld'_O e_ mCnO' _^P el _'adO
de la raíz salvo que el residuo sea nulo.
__ _S el pO_l_OmIO resldUO
P80CED_MIE_O _ARn E__AER L_ _Aí2
l0ENnDAD _NDAMEYTAl _E _A _D_MCl_N cuAD_DA DE uN poL_Nom_o
,.,_______nwnnv_'______ 9_nJ___nnN____\__v___ I. El polinomlo radicando _eneralmente _c_e
z- p(x) _- 2(x) _ K(x) __._ ser comp_eto y uf_enado en __na vafia_l
'__ nxn__ _ n_n_s n m__n__ _xnen_ __ ___N___ 9 ' -3 forma _escendente __ s i Falta._e aIgún término
se puede co_pletar con ce_o__.
QnsEs DE RAi2 cuADRADA 2. Se a____pan a los' términos _el po_inomio _e
_ Se ltama _aj_ c_;a_fada e_acta s_ __ s_lo si, su dOS en dOS a _art_r _el ÚlllmU t_rmîIiO_
res jduo es i_én tj,n_mente nulo_ es c_ec_ ir; 3 _ Se eX tfae la ral'2 CUadI'ada _l mn' _ner le/ fln'lnO
__l _olinomio _ue 5erá el _r__mero _e la r_' í_,
;'-''\W_ _ ' \ ''__ l_ego éste se eleva al cuadra_a y el
XJ _M- q X ,,t_ resulta_o se resta d_l _linomio.
.em _o. "'''^^ '''''' '_'^'_M 4. Se bajan l_s dus sjguientes_ term;nos _e1
polinomi__ _eguiclamente s? d__plica La rajz
_, 6x., _ -_ x , 3. ,a ue enc_ntrada lue o se divide el ri
_'!+G.x.+y _-_ (,,+3)_ t__InO de lO__ haJad?S ?ntfe _St? Y RI
r__su_tado será el seL_undo térrnin_ de la raí2,
a este va_ur obtenido se ac1iciona la raíz
_ _\e Il_m_ r_i_ cu_dr_d_ in_xacta sj v __r__;u si du_____ceday todoe_loquedamu_t__p_N_
__u residuo no e_5 polinomio iclénticame._te el segundo téfm_no _e _a raí_ p_ra _
nulo, es decir: restarlu _gl polinom_o.
.________n__________x_____'_ 5. Se baja tas dos t_rmi__os siguientes y se
_ R(x) _ q2(x) _ R(x) :. rePite el _aso anterior tantas veces has ta q_e
___n,_ -_vn_ .M_NNmnn_,_ el residu_ sea de g Fado menor que la fc_í__ o
el residuo sea un, polinomio idén_,icamente
n_!_0.
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Lu mb reras Ed itores Á_geb

EJemplo l _ q(x) _ 2_ + 3x_ + _
Hallar m y n si el polinomio
_ . , __RX''6X+
X=4X+ + +X+ lenefalZ
cuadradaexa_ta.
Ejemplo3
Rgsoluct6n: Hallar la raíz cuadrada de
E1 olinomio rc_í2 es de se undo Fado of _o p x __ x4_2,_1 _ __ _+_x 3 +4 4
tanto as__mo un polinomio convenienlernente Resoluc_ón;
4x'+TM+ _ + 24x + I6 __ (2_+px+ 4)'
x- _ + +_y -xy_2y
eCtUandO u
__,__+_+_+24,,+16 ____ 4,,_l+4 3+( _+ _6 K_J - ( -_) (-_)-
_6 - _y- _ _ 2xgy+
X+
po, ide,t;d,d de ,ol;nom;o, _ _ (_ - _ - _(-2_
m__4p ,, ,__p__+ 16 _. gp__24 - _+ _+__ __+_+4Y4
porlotanto _O _ -V-4Yq
o Oo

Ejemplo2 .
Hallar la raíz cuadrada de ___.._,,__D000___'___'_'_'___'__'''0_g__'_,__'0'O'_'__'_''___''__'^'0___'___'_'__''_''''___'i'__'_.___i_i0___,a_,_0....___,_,_ __''
p(.x) __ _2x_+4x_+_3,_+5 '' _ "'__....._... '__ '_._.^:_ '_'
Resoluc1ón: Avp,igua__do tos 0_ros _p, ,n,;nos de le ,a__z
q 3 2 2 _2x3v _4x2_
_ +l2_ +I3x +OX+5 2_ +3X+l _ = -__ ; _ _2y2 .
2x_ 2x_
-! 2 _ - 9_ (_2t3_)3x De aqu_ _a ,a;z cuad,,da dp_ polinon,;
2+ox+_ q (xy)-_' _xy _ 2r
'_6_+1) 1 y su _es;duo Rcx_>Jj
-_4x 6x-I
-6x+Q

RADlGAlESD08liS '' ._

Son aquellos que se caractenzan porque dentro de un radical, se er__uentra _tros radic_,r=

relacionadas con Ias operaciones de adición o sustracción n t m_B

TRANSFORMAClÓN DE UN RADlCAl DOBLE EN tal que (_', y} c _' _ x > y
SlmPLE sumand_ miembro a miembro las expfesio___e_
_, _ara _a fo_a _n _ _B __B _ _t%B _ 2 _
Siendo A y B dos elementos racionales
osiEjvos para su transfo_ación en Fadicales _leYandO al CUmdr_dO
s_,mp_e, _A+_ _B _- _+_ ç (A __B _(A __B +2 _B _ qx
deaquí
Dedonde _n __B __ _ +_ A _J_g_ _B
X=
B _-_--Ç 2
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Análogamente restando las expresianes, E_emplo 2:
obtendremos con _ < x < _fans Fo_e a r,d__ca_es s__
2
y_ - ^ I 2 2
2 -x' "X i X_

Si hacemos que Reso_u__o_n..
c__B (como x_ ye_+_ce_) s._ A t ,
_-_ = '__e
X
tendremos At_= t
2 2 _ 2 xJ2xj j x2
C= - -2-x2)_ - _ = _
E'em lo x x2 x
Expresar _I l _ 6_ en radicales simples luego
Resolución: j _ j xa
- +X -- - -
_a Ç + Ç la trans Fofmación en radicales l + _ x x x x
simples_, entonces X 2 2
. ll+6_=(_+_)2 ..............._(a)
x+ 2-x
II-6_=(_-ÇJ2 _______,._.__NNN (ß) '- 2 2

_ (a)+(ß) 22 = 2(x+y) ,,..
_ x+y = l l....... ... (I) __i_,.,i_..._..__._._',_'___.__,_.___,._...i__'___,,.______.__'___-__'____',___i'__i__,ii__.__,,'__,.____i.._______,a.__.___D_00_,___'0_,,__0___',__,__,_____0,_______'__,d,__,,_0___o_0,oo,,',,, i'____'_,,i,,
''_,,!_,,'_,__''__,''__,'__,:'__.:_''__,''__,'''__,,''__,''__'_::,,,.;',,,,,,,,,__ _.,'__,.._,.m_,____,_,,__,.__'_,_:'__,._:'_,,_''__,.__,__'__,.::'___,.::''_,::'._'_,; __,,,_i_'_o_'_,,
_ (a)- (e) _2_ = 4_ Una ''mane_a __ác'iCa'' de es'a 'rans_ormación es _'_i''.
buscando ganar un trinomio cuadrado perrecto en ?__
_ x. y = l8 ................ (II) el radicando. Asi __,_
_A__B __A__ =__ __'__i___'__,',
='elyll,seobtiene x=9 _ y--2 . x_ y _ '_i_i__,,,__.
w!' egotenemos _,'_'__'i
_ __ -_ _ _ _ -_ 3 + _ Baio esta circunstancia, si b--_? A = x+ y _''',i''__.,'_,..
_n_2_ _ (___)2 ii__ii''_,,__,,,
y esto conducirá a que ii_oi'-1_i_
t-_ndo directamente la fórmula _''',__'',''?,
At2 �  t ;X>y _,i._.__,,_'_,,..
II_6_= II+_ l'_,iii.'''__...'''_i..
___, g__72 _ c___7 __ __ _ ; x+y_m _--N x>__ _i'_ ' _ _,'.''=_

EjempIos:
l l _ 7 + I I - 7 _ 3 + _ a) Trans Formar a radicales simples
2 2 _

._. _Il __=3+_
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Resoluc_'o/n __, Para un radicaI de la fo_a
aquí busquemos el ''2'' de _8 ___0 _ ,,,_,,_a__________ 00 m_\______________m__________,_ __-__ ._ _________,,0,_,.._
_8 =_ =2_ _ _A + _-B'+ _ _ _ , _+ _+ ve
lo + 2 _n = _ _ _ ^ ^ ' oo____,, ,._,____-____m,__h,_,,.,,,,,m,_m_,,,,,_M__ _ ' '
7+3 7'3 elevando al cuedrado
A + _B + _ _ _ =x+__+z +2 _ + 2 _ + 2 _

b) Transformar a radicales simples
17-12
Resolución:
___7_2,.,6_;,_ 2 _ = _ t4y_ = D........... (3)
OmO ahOra SObra Un ' _'6'' ha_amOS _Ue
reingrese en X, y', ?_

_,I7-2_n -_9 _ _8 _ 3 - 2_ 16 + _8 + _ +
J+8 9x8 ./.
c) Transfonnararadicalessimples 16 +_8 +_+_ __- _+ _+_
-_; 2<x<4 ; x__ _6+ _8 + _+ __x_,v_z+2 __ 2 __ 2_ _x
Como el "2'' no es _osible obtenerlo del x + y +, __ _6 .......... (T)
radical interno, hagamos que ingrese desde
O eXternO. Para eStO mUltlpllqUemOS y
dividamos por _ _' acondicionándole 2 _ , __y_ _2g _ _.J....... (lfl)
c o nveniente mente tenemos
x
adem�s  verirlca (l)
l x2__,2_' I_2
___
2t___2

_ _2 _ _X _ __ _ _X _ ,se tr,n,fo,m, el ,,djcando en un trinon_;,.__
' 2 2 cuadrado per(ecto, es decir
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CAP lTU LO IX Rad __cac __o_

_,..'P _ _''__ De donde se tiene x + y + _ = A
_''''_ _A_2__+2_+2__ - _cç+ç+çj2 _ 2___B _ __B
_o n nn n 'i'
&,_,X_y+2__y_ ____ _,2 __ _4x____ i i

__ '_ = Ç_ Ç+ Ç ', i i ii. __2___
___ Donde (A;. ._. ; a; ß; x, y, '___ c_ _' ''',__o Al r _esolver se obtiene los vatores de x; y ; _.

Ejemplo:
Ejemplo 2 _p,esa, en Fo,ma de ,ad__ca_es s-_
Transformar a radical simple expresió

,24 +_ +_ +_ __4+2_-___'
Resoluc16n: Rego_4ción..
Trans Formando el radicando E_ radical dob_e es e_uiva_ent

24 J. 2_ _ 2_ + 2_ _ _ +_ +_ l4 _ 2_ - 2_ - 2_
n
j+l2+J
--_14 + 2__ 2_ ,,- 2_
=_ + 2_ +_ n
2+5+7

Ejemplo3
_presar en forma de radicales sencillos a la
e,_presión:

_ _1 _ _ _ + _ + _ -- _l 4 + 2 _ _ 2 _ + 2_ '________,'__,____.',__________.___0_,_.,___.'_'"____-_'___ae____,___,'0_0__'___,_,,'___,_;__',,__':_,,_,,__0_'.__,oo__%___,_____ii____'0_.__,i''_..___._@___.._,_', i?__.
l _'''''''____'_'_:.__;._'___ O'_'_O'__O _^~___'_''''_''''__'__:_'''__.:_'_'_''_'' ___g=i=;_0._,0,
2+S_7 __i,i6__
Con el objetivo de eanar tiempo Frente a este tipa ____,,'__,,,ooooo
de radicales, busquemos una regla prâct1c8, la '___r,^'_,^o
_ _(_ _ vt + vm 2 �  _ _ vt + _ misma que estacá sujela al p_incipio deductivo de 8___i_,e-__,''''____
la fo_a genénca, es decir, la expresión _0'_e_'_,__,,_
n +2_-2_ -2_ ____'
I_alde la f0_a _i__^'_0
,_, ,__,,_n..,._w_,,,, ,, ,,m,_\.,.,mm. ,4_ debe provenlr de un trinomio al Cuadrado de la ___o_,_,^0,
�_  t 2 ''__'0_''
' Orma +' ''__''_,''__
' A+_B-__-_ D __'D,''_0
emOdOQUe __^'
_A + 2_ - 2_ - 2_ __0___
_ considera el radicando un trinomio cuadrado _ ____,'__o',
2 ,. ,. _ '''_._ ___O'_"''_i
eCtOdelaOrma +- ''_ _,_,
, _(_+ç-_'- __+ç__ _ _D __rr__,,, __. ^

__àndo al cuadrado Donde _ _ ç - ç F _+ ,'_,'__'_0,____
i - _.-B - _ - _ _ x+y+_ _2vm - 2_ _- 2Ç '____'''__'_____'_'_'__'"'_'"'""'d___'''_-_-'_-'-_-"'-_--'_''_'_'_o'''' _'''''''_"_''_'__'''_"_''_'_'9__'9__''___'_''''_'_'_'"_'_'_"___""_"_''-m''_'_-'_D''D''"'"'d'n0'''''''''__'a'___'''-_"''''i'-''''''--'--''-_''___'_____"''^"_
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lu mb reras Ed itores Á _ geb ra

IV, RadicaI de la _o_a Il. Hallando _
_(. _ a_ _''^'oD,D_ Multiplicando ( l) y (2) miembro a miembro se
_,i,, 'A+__B 'DoD obtiene_ _ '
'__'''__,,.........:::.,...,, _,,_'' _ _ 3 3
B. _B_(x+_)(x-_)
Para su _ans Fonnaci�n  a radicales simples
3
tenemOS en COnSlderaClÓn qUe el fadiCandO A+ B A- B _ x2 -
A_ _B sea un cubo perFecto de la rorma (xt ÇJ'
2 _ B __ x2
De donde podemos eslablecer que
3 Entonces
_B=x+Ç..,..(l) . (x )
_y �  _ 3
_B=x_Ç....(2) Y _X - B ____-_____N(P)

Como conocemos "x'', además A y B son
De (l) Y (2) hallaremOS x e _ conocidos_ fácilmente podremos obtenef ''_" e_
/ racional solamente si 2
l. H_l_do x perfecto.
Sumando (l) y (2) miembro a miembro Ense_uida veamoS al_unos eJemplos de
3 3 aplicación.
t%B+ _B_x+Ç+x-_

3 3 E_emp_o l
_ A_ B+ A-B_2x
3
Luego e_evando a_ cubo Transformar _ a radicales simples.

R__B + 3__B 7 __ (_)3 R''O'^''Ó"'
3 3
= _B-x_

Desarrollando Reconociendo A y B, tenemos
'3 33 A=_7/\B=50
__+ _B_
alandOXen a
+ 3(J__B)(3__B)(3__B +J__B)__3 4_ _ 33_c__J,__ _ ,ox _ c._7) __ o

_ Q_+ 3x+ 7= O
3 FaCtori2
A+_B+A-_B+3 (A+ B)(A- B)(2x) __
(x+l)(9_-4x+7)= O
J
_ 2A + 6 B. x = 8x 3 Como x es racional entonces x = - I
hallando y en(ß)
._. _' -3 J_Bx_n _ o....... (aJ 3
Y--_' ('7)-
y=í' + I
Como los valores de A y B son conocidos de esta
ecuac_6n, podremos de terminar el valor de x e l COmO X '' _ I ' Y ^n ( - l )2 + l t Y '' 2
cual se,_ Facional 3
' .'. -7+_ _ -I J-
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Ejemplo 2 reconociendo A y B_ tenemos
Tr_nsfonnar 26 + I5_ a ra_icales simples.
Resoluct6n: 3
,_ 3 3
_26J = _B_xeÇ_ _
reCOnOCiendO A Y B, tenemOS 2,J _ _ _ lo __ o
' - ' factojzando (x--2)(2_' _+_x+_) = O
hallalld_ X erl r_a) como x ,___ Q, gntonces x___2 __
.. 3 '! _(26j2 - G7__x _ 26 ,_ o x _ 2 es e l un ico rac iona _ que _esue _ve _a
ecuaci6n.
Fa/_'torizando
x-2)(_î+8x+ 13) = O y =. í - 20 2 392
COmO X eS faCional, entOnCeS; X=2 y _ _. 2
Halj_ndO _ en (_) como ,_ __ 2 _ y __ (7_)a _ 2 _ y __ 2,
Y = _ (26)2 - 675 en,once, 3 ,o _. __, __
y__- l J
comox_2 _ y_(2)_J_ _ _ y_3 Dedonde _6o _ _12 _ _ _ (2-_- _
,'. 26+l5__2__ _'_ 60 _"42 _-2 _-JG

E_emplo3 EJemplo_
Expresar 45 + 29 _ en radiL'_les siml_les
CUadrátlCOS ßrOCe_eremOS COmO Sl_lJe a
continuación,
?, rans Formar a fadic_tes s_mptes Resoluci�n:
Y 6o _2 Sea a+b_ el radical sim_le, es decir
_esolu_ón; ___ J 29 _ = a _ b
J 1 _ _ _
., r _ _5_29_ =a3+3_-b_/2+3a_'.2 +bJ2_
_ '__ _ 2o - i4 _ ,,. 6 bJ+ 3 2b+2b.,
--_ v_0 _ Im _ dedonde
_ _'60 _ -- 42 _ _- _ v20 " 14 _ 2g _ 3a2b _2b:_, ; a _
__-.0ra Eransformaremos 20 - l__ Resolvjendo este sistema se tien_. que
___2o__4_ = i _2o__ _. x__ ; ,
.'. ' __5+2_ _=_+
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/RAcl0NAiF2i1cl_N "

CONCE_O

Siendo I(x) una expresión irracional, se denomina racionalización a aquel proceso _ue permite
tran,_rormarla equivalentemente _n otra racional.
Por lo general, se busca eliminar la irracion_lidad en los denominadores de las expresiones, salvo se diga
locontrario.
Para este efecto, usaren_os una expresi6n irracional, al cuaI se le llamar_ Factor racion__li2ante.

Fn_oR RAc_oNnL_2n_ _F,R_

Es aquella expresión irracional (algebraica) EJemplo l
capaz de transrormar equivalentemente a aquella 1o
_o_ n ifr_cl_ona_ en otfa rac ._ona_ a trave_ s de _ RaClOna l2ar el denOmlnadOr de
_''iguiente es_uema: _5 '_
KxF.R _ KxF.R
I(_) _.R Raciona1 '
_ _i DeSCOm_O_endO en el fadlCando
IO
Casos que se presentan _o

cAso _ IO
cuyo Factor racionalizante es .
_rma
Luego
_q ___ IO_j
_ _ i n>m_m_n__ i a__' 0_? _s._ _ _s._3 'Js._
_, m __,

para es te denominador su ractor fac ionali2ante es _ _d__ _ _2_5_3
' J_ __m a.3 3
a_

EJempIo2
_,,'_,_____',,__,,,'_,,,__,,,'_,,,,_,,__,,_,_,,_,,__,,'__,____,'_,__,_,__'_,__'______e..o_'._,oD.,.,_,._,..____._._,a.,.__a_,,_.g.__o__,._...,.i._,i_..,._ao.i...ii_... , , , _'D__ IndICaf el denOminadOr raCiOnali2adO de
___^''_^^''_^'_'''___^'a_^ '' ____'''m_'''Di___'^'_'__-__,_0S____0_'"i_'_'''_ . _ - a __D__..__,,,.. 24
____o?''_ 3 _
'-_0____0___0__00_d___' '''-______'_-'--_00'__'0''_'''''''''' _ '''''''''''__'i'''''_'_0'__0___00'-''_'_'_'__'_0__0_0_'0_'__'0_'0_'_'__'_'_'___ __'''_'''''_'-'_ _''_" ' _ '' '__''''00'-'''_''''''_"-''''''_'"''00'''_'-__ 00'_'''_'''''-'''__ '' '''''''''''_ ''_' ' ' ' ''' ''0__'-"_'0-''"0ii'''"' . 3

Resolu�ión;
ntOnCeS Se ten_fá
f_nS OnnandO el denOmlnadOf
___X _? _,,_ 24
_ _ ___
f___,____ _ _J18
;'_ __ a _';, ' '
?._ '_ i _a _
_vw,,.m,___v,m_,,,mn_.,,,.,._,_m.,_._..M.., c_ly. _ _aclor racionatizante es . .
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CAPlTU LO IX Rad icación

_ue__o Ejemplo 2
4_ g Indicar el denominador ràcionalizado de
x_' '_g I5
_
__VT_J ' ___6 _3_' 2_+
' _esolución:
Se Obtlene . . .
__'-_/_,_._4!__ _' _ 4_5._7._' 8 _(_ + 3) + 2(_ _ 3) = (3 _ _m2) (2 _ _)
5._. :' 5 setiene
.'. El _enomin_dor racionali2ado es .5. _15 , _(3-_2)(2___3)
= (3+_2)(2+_) (3-_2)(2--__3)
CASO Il jL--____-_ 'L__,_-____,,-,___.___..__
Forma

__,, __ 3___22___
g '_' _ ( X J1 _ X _ _ ?. _
__ te _: _ -' _ _ _
,-,-,m,M.n,_....x,9_, _,, ,,_, ,0.,,ma. _k_, n.._,,N_,__x_,_q&_,,,,,,.,__.v\.,_ x_. _ ' ' '
_'eamos en el cuadrO: .'. El denominador racjon_lj2ado es J

_o/n Facto_ EJempIo3
. RaCiO_àJ ßacionalj_af e_ _enominador de
ffaClOna RaCiona5i2an. te

J_(x') _ _ _ - _g f(__) - _(x) . vt _ _ - __

f(xJ - _ _ + _ f (x )-g (x) Regoluc_'o_n:
Agrupando conve nie nte me nte
_emplo l _S .___5- (_ _2) __5(_ _3+_2)

24
X>
_ + _ __(_-_+_2) _6 __5_6 _-__+_2)
. �-_+  _2_6 __ 12
_lución:
24 xJ_3_+2-_
_2+__3_ _!_3_+2-_
___-_-_ __ ---_------ _ Forma
__ o_ liene \?''_'"'h''m_4^''""'"_"' ''''''''''"''''""i'i_'_m''''''"''"' '"M"'"''M'' '"' _'""' '""'_ __._
3__, ia'_ ... .. (_J
_,__ _ __'3_3 3, _-,
-i__'.i-' 'VX _ _X__ - ;_,' xt fX_X t __X)_,,
' _\_ - 2 _J _ ( 3x _ 2) _ _ '_mh______mm__mN_ __,__mJ_m__M______,___ ___ ,_v,4 __ _,___J__ m__n '_____ '' '

=6(__) ___ IttA __q

_ + _
E1 d_nominador racionalizado es 1 >,_._.__m__,.._.....,,,mmmm.,n,yv.v..;,,'



__RRRae_cslotolnu_acll_l__2qa_r_t_4____x____3_________________4_3(____t3____l)g_ ___R_ettt_ct_0_t_ftd_____eN__m________s______t_____________y_+_tt_t_t__tt__________N__t__+______t___t__________tt_t__f|_l

lumbreras Ed ito res Á_geb

Veamos en el siguiente cu_dro; CASO IV
Forma

_. r__si6n Facfo, _' g9,
Racional N ' _ 2___._
nacjonal Racjonali2ante o_ _ ; n _ t\ ß> _,_
__n _ _
___, +-
t g t j _'_,0.,,.,..,... .n___.__,_______, , ,,, ,,, ,_, , ,,,,,o_'

_ 3 3 3 ._ r + En este caso , el factor racjonali2ante depend
+ + g_g -
del índice y estará relacionado con los cocientes
notables exactos.
Ejemplo l
IQ i' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' - - - - - - - - ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' N ' ' ' ' ' ' ' ' - - - - - - ' ' - ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' _
aClOnall2af _ _ a __ b 1_ 3, _
3 Jr _.__a" _a_! _b_al_ lJ_+.... _b" l ; n__ ,_,' _
__3+l ;. a-b - ._.

Re8olución: As,_ ..
.J 3
Co_T1o el denuminedor es + _ t I _ _ _

Ento__ces el f_ctor racionalizante es _ _ 1 ten_rá como factor racionalizante a

lue__o tenemos _, n - _ , (_, - 2) _, ,J ,_ - _
+_) g +....___g(x)

_+3_+1 _33-1 3-l p _ . 2 se _en_,,/
___^r afa CUa qUleC n _- _ n >- _

3
=7(_3-lJ , _, ,,, , _,
N __ x r(x-J _ f(_) _(_-) + .... _ __(_) l
n n nnlnn2n n nl_
EJemplo2 ''' !,
__ nnl_)n2_ nnl _
N' rx') _ f_') g(x)_+_..+ g(xJ ;
^ r(j (J t
'' -SX_ !
3 3 ._ '

_o/n. Resumiendo

32__ J_
COmO el denOminadOf eS - + m __ F R
�  '" ;nespari
su ,,,ctor ue _, ,,c.,o,,_,.,, e, 3 J 3 _ n_ +_ n_g f(__) - _(x) ;,

i
N N FR !
+ 3 _---- _ neSlm__r,
"'' ___-_3 +_3 X,_32+_3 n_r(xj_n_g F(X)+-_(x) ;_

Que e Fectuando es EJtemp_o _
3 J 3 3 .
l3( + l3 + n lCarel_enOmlna_OrfaClOnall2a_O_e

_ +2 5 4J
30 3_
cuyo denominador es 5 - _3
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CAP lTU LO lX Rad icac _ón

Resolución: Ej eInplo 4
El factor racionali2ante es Indicar el denominador racionalizado de
3o 293o 'l83o io29 36
7 __ 7
45 F.R 45xF.R 9. F.R.
3o3 3_o K_FR-__3 3--
__ Resolución:
... su denom;nado, e, 2 MUltiPliCandO POr eI F_R_ (índiCe imPar)

_emp_o 2 36 . F_R - _36KF_R
. (d . d . _.dd _75+_7 F.R 25+4
ndlCaf e enOmlna Or faClOna lZa O e _
4
' .'. El denominador racionalizado es 29
! '2_ + '2_

Resolución: EJeInßlO 5
Obse_amos que el índice es pe_ r. Al multiplicar IndiCar:
.. por el ractor racionalizante se tiene: a) Factor racionalizante (F.RJ
b) Denominador racionalizado de
_._ 4 i F.R _.F.R _ 4.F.R _2FR 5
.__22 FR17_l5 2 s s s_,
_' ' J625+ -_ J__l

.'. El denominador racionalizado es l Resolución:
tt j_4 5 3 j 2 jj
' El denominador v5 + + _ _ + l
i Ejemplo3
_ __ndl_car e( denom_lnador ,ac,_ona_l_zado de es un cociente notable
_
i _ 5
D _ a) El factar que racionaliza es _ I

, Reso_u,,.o,n. b s ,_-1
''; ' _'+5_+_+_+1 _-l
i _.ans_ofmandoa _
_.D __
__ 5 _ 5
_i' 66 r, 5.( _l) 5( -
i.. 5-l 4
_'',_. __ultiplicando por el F.R. (índice par) _ ,,
' 3 3 __8_,__,___,,,,,_,_,_,_____,,_,,_,o,___,_a%______a,,__,,___ _ _ l s _ 5 _3 �  i _ __
' F R F R _______,'___''_,___''______,00 '___'__^_^'__'_^^___''___,_',^o_^'_, - -_ + _5 + _ _ l R_,___.
, _'' __' ____:._.:..:'_.:5 D_'Q_
ii__ _ G 72g..2 ''''''''''''''''''''''' -l _,',o_

' 'i',_ .'. El denominador facionalizado es 727 .'. El denominador racionalizado es 4
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__ppR_pfo(8o(erxlsrm9)_)xoca__l_uo22ccnaxrlllve66xexc2nlt 7_2_+R_89e_satlo+on_ ((ll8(8x+22l_+22x4++x)l)4_+(4_)(4))_ J _pxe R_xreoas+Dc(orlltxaxlga)u_4m_+cdl_8ax+8o_3n__3__+__4xJbrx+3+axex++___1 ____x(_7++2_mymx++(_m)___ 1+2J__

0
fOblem_S Qe_UeltOs

pFO_l_m_t b=O .r_ a=l
Hallar m y n en el polinomio a _ b _
_ + 2 l6x3 + 2 16__ + mx+n __
/ d d m-n-IO _ '_'_
Para qUe SU r al2 CU a r a a S e a _ X _,,;,,,;,, g_,,_,,__,.,,_o,,,,_,,,_.,,,,,_,.,,,,,,,,n,d ,,,,,,0,,,,,_,_,_,,,0d_,,,,,o ,_,,,,,,,,,o,,,,,,,,_,d,,,,,,o,0,0,,,,o8,,,.. E1 polinomio p(x) es o,denad0 en D, _,,o_
'_____'^'____ ' _'_ '' _' ___________'______'___^_V'_ forma creciente puesto que tiene ___,__,__oo,
aUmentadO en 4 VeCeS SU reSldUO, _, _,::_i.. _ '' '_' raiz cuadrada exacta. l'_,^_^^^,;
Resolución ____,^,o_
Aplicando el método para extraer raíz cuadrada

_+216x3+216x2+_x +n gx2
-81x4 _ _ 2(9_)�l8x2  Hallarelmínimo,alo,de a + b con (a_,b) ,_-z+,
3+2_6_ _gx2+ _2_ _2_ 1 ,_
siPx =x'+ +b_+ax+ltieneraízcuadrada
3_ __x2 __216x3

-72_-96x -16 --72_+96x+ !6 considero un polinomio ,a;, de 2do. gfado. es
(_-96_+_-l6 deci

Luego tenemos por el dato
desarrollando en el segundo miembro
_+12_,+_-__ _m- n- x___ m_g6x+n_l6 1 3 !_ _ ,t 3 __ !_
+2_+ l
m '" n -lO .
' _ _ ' m" ,= _Ua an O COe lClenteS
8 a __ 2m
Tambi_n b_m2+ 2
4(m'9G)�I2  _ 4(n'I6)=4 ,umando
tm=9Y __ n= l7 a+___m2+2m+2_-_ (m+l)_'+ l
.'. El mínimo de (a+b) es l
fODl_m_
,Si la raíz cuadrada del polinomio
6+bx5+8x_+4x___+ _6_!+ _6x+ 4 PfO_l_m
__b Sielpolinomio
es exacta. Hallar _ p(x) __ 4,Jo_4x_9+ _2x1.5 + .xG + _3+g
.o/n. liene raíz cuadrada ex_cta, hallar el v__ lor de "m
,tencNta el po_l,nom_l_ se ofdena en Resolución
_ente con ,especto_ x, es deci, Considerando un polinomio raíz de grado i -_
convenienLemente se tendrá
q + _6x+ 16_+4x3+8x4+b_+ax6 2+4x +_3 4_o Qx_8+ _2,,__+x 6+_+g - (2x_J___+3)_
-4 _ _ 2c2_�4  e,ec_ua,do .
1

3+8x4+b_+ax6 22+4x __4+gx "
3 g _ x6 (4+g,+,3j(x3) igualando coe Flciente, tendremos m = - 6

Proal_m_5
Transformar a iadi_al doble
como el resto es idénticamente nulo, entonces:
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_ps_lRv_wtrl_tme0ate__eeD_spccmolultge____ul_lpmusaa9l_crany_a+__t2do2r/6_a!_on_nc__d__l+oon_taelnl__z(e_a(__mndoo+s(_(t____)_()_(____ __) ____ o _ _ seps__llr_lel_0aev_Dlaellrenxe_mdpm_0r81__8c_mta9s__lllmoo+cdnuon__a_JlJ___A+xt_er_aA+tnd2__+onB________pBxu__t_ne__+d____e2_xxd+_e_2sc4t_ol_m_p_o_ n2erse _

Radicaci�n

Resolución proDlgm
Kecordemos Reduc ii
'_ =; _(___j2 , _a +b +_ 2_ _- ___, a > b > o '_ =; _ _ _, 8
(_ + _)' _ _x-2 +x-3 +2 _(x _2)(vx_3) . ,
Transformando el numeradar y denominador
__2x-5+2_x2_5x+6 __(_+m _ _(___)
2 _.+ _ _ (2 _._ _
Reducir 2 ( _ + 3) 2 ( _ + 3) 2 ( _ + 3 )
! +_3 -_4 4+_6_j_ 4__-1 3+_
_ __ _8 +_8
Resolución: _ro
Transformanclo los denominadores a radicales . . /
radicales siI_ples. Hallar dicha descompos ic i ón,
__! ^ tJ _ __ _ sisecumple 4A+_=4v í '+8__-_6_
5 + 2' _ _ _3 __ _ _ _ Resolución:
3 _ 3(__ JJ _ __ __R_- vm_ _

4 __ _4 t_ _ _) __ ,_6 _ _ A _ ,_+n ; mB ' '-_ _,nn
_8 J 2 _ (_ _ _ i_ - _ ) Reemplaz_ndo en el daLo
. 4(m+n) + 4mn = 4 _ ' + 8__ l6

m + n_ +_mn= 2x + (x'+2)(_-2)
tr_alema7
__(__ __ .'. __B -_+_

J _(!3+_ (3 _ JJ - _í5 + _) ( !3 J _ J _2__ _y t ______5 J _ J(7ab - 2c_ )x ' '_ '_? J
^ se descocnpone en radicales sim_les.
= _'6 + 'G _ - _22 + ' _ hallar el _7alor de
-^''Orm'^dO __
46 +2_3a,. 14 _ _22 _ 2_8
_ _ + _ - (_ + _8 - 2_8 -_ _8 _ _8 Reso _uc i ón:
_2_ Recordar J _At _B_ _t _ ; __>y



_cproalgm8__(____ _____ _ ______ 1 2__g _ HJ___2xallatr3e_ +l_2v2__e__lo__rde __ __o +<vw_22_x <__ol___l +B__

lu mb reras Ed itores Á 1geb ra

donde Reemplazando
y=_A!C _ y=_A_C _+y2+2y_+_-_
2 2 _uego
2 _B.
' U F eFeCO' _y2+2y__(_2_____
plicando en el problema
C = (2_y + 5bx")'- - (7ab -- 2cJ_y_4 _ debe ser _or lo tanlo, la ra_z cuadrada es y + _
un cuadrado perfecto.
__ 3__ 7,g2
_ _ ProDl8m813
__ (2__y)_ + (_3ab + 2c)_y__ + (_x__b)_ HallarelvalordeAyBen
dob_e producto 8x _ + 2_+9 _ 4(2x_3) _ _- _ _ B
luego se cumplirá ieso_4c_.o_n.
2(2_y)(5bx_') = (13ab+2c)_y__' A '
COndIClOnamOS bUSCand0 la fOrma pfáCtiCa.
_ 20ab= I3ab+2c
_ 7ab = 2c (2x _ 3)2 + 4x(x + 3) + 2 _4x(x+3j(2x+3J2
. C_7_35 entonces
ab 2

.'. A=3 _B�I
Hallar el valor de ''a'' en
Praal8m_1
I7 +2
t7---a+_
_8 _y____+ x_,_
Resolución: _
Trans Formando a radical s_mple e_ pr_mer Para -- < x < O
miembro
_ 2 Resoluc_ón:
3 t 8 + 7 __ + 7 __ +g Transformando_
8 __ + _ _ _2x,j+2_ + _2x+2-2_

g +_ _ _a _2_g _
elevando al cuadrado _(_ + jj2_ _(_ _ _j2
66+l6_ _a+2_8 -
66+2_8 = a+2_8 pe,o _
a= 66

p_D_gmg__ O <_< I
H_ltar la Faíz cuad Fada de O > -_ > - I
_ +y' +2y_ + _4x_ _ 3y -4x_ I > 1 - _ > o
si 2x>_>_
_o/n.. Luego, se tiene
nnalicemos por separado __ + I + l - _ ._ 2 __
_ _ - 4x_ _ (_' _ _(2x - _' - 2x __ _ _
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_eemlnetvo_anlncdeNo_s______a_3l6c_u_a__d(rado__J2_E _ (_ _)_l dp_6toxl4adl+gtmAx3gp4_(m+g2B__y_?8m+ c__5+___ 8___m2l6x_ 4m+__g_+_g6x+ _

CAP ITU LO lX R4djcacj�n

P_oDl_m_ 15 Proal_m8 1l
Hallar 8 y b en la __jguiente igualdad Si el poIinomio

3 + _ _ J -._ + _ __ _ adm.,te ,,,,, cu,d,,da ex,ct, ,,,,,, p _ _ + p _
_ __ sabiendo que sus coer_cientes so_ entecos
Resolución:
eSOIUC_6n:
fanSFOfmandO Pl nUmefadOf
Aplicando identi_ad P(x) -_ (Qx2 + mx + l)'
N = _ J _ desarrollando

2 2_ 2_ _( __o_ _\ + (_-+8J_ + 2_ + l
=_+_____ /
Se tendrá A= 8m
_ N__ __+1 B=m'+8
_ue_o C= 2m

_N____ ( __ ( __ ____ 0,de na _do
D ___(__ 5m2-_6m+3=o
5m -l _m=3_m'_Z'
' _ m -3
__a- _ -
Lue_o tenemo_s
:. _=5 _ b�
X)�  I6x? + 2_ ' '-7_
.'. P(_!)+P(I)=68
_m8
__ rans(ormar en radical simple la expresión

3x +__(l _2a) - l - 4a(a+l) Hallac la rajz cuadradade
__ución; _Jl = (a'+ab+bc+ac)(b'+ab+bc+ac)(c_+ab+ bc+ac)
__, ns(ormando convenientemente. si {a; b; c} c _
ResoIución:
3X _ _( I t2a) - (2a t l )2 Facto_zan_o poF ag_pación se tj_ne
M= la(a+b)+c(a+b) !J lb(b+a)+c(b+a) I
__ _- to1izando _c(c+a)+b(a+c) _
M=(a+- b)(a+c')(a+b)(b _' c)(c +_)(c +_)
x+ 2a+l 6X_'2a__
, M _(__ +b)_(a +c)_(b +c)
__ndo un artiF1cio: (Multi_licando y dividiendo
._ .._2) _ -- _(a +b)' (a _c)' (b _c)'

__6x_+2_(2a_+1)6x-(2a+ I)
.', _M _ (a+b) (a +__) (b+c)

Pr__l_mai9
G_ _ = (2a+ l)' + (_ - (2a+ l)) Halla? m; n: p si la _ajz cuad_ada de
6+__+ __1_22_,_
2 2 exacta.



__Rpppe(((xd)))u4cl_t__ndop((_x__)tte__)__e__n__os_ _(tt)______)(_)_ pE_Ffeo_Dtiue__emx(__n8_d_o_2(2__s_(___e____tl)e_)(Jr__e)______)__________(__) _)2(v5R_r)

Lu mbreras Ed itores �fgeb

Resolución: Resoluci_n:
Aplicando el rnétodo de la raíz cua_rada pero en __7 -
. . ' HaClendO _Xt_'=
Ofn_a COnVe nlente.
/2 cuad,ada es ex_cta enton_e,, dp_,e _ue__ .se t iene
cumplifse_ue _
_ J _5 G_ _,_1_(2_ 3
cIeaquí m=4,n=-l2 J' _�l3  J
3 + xa + x + _ __ _X '
16 _ _ + 25_ _ 22x3 +p__ +_6 +_6 _ 4 _ x+ 3_ _ M3 i - l
-__6__ _ \ \ 2(4j_8
_gx+25_ ! , g,._ 8 _X--
8__ _ \\ \ ,(4- x ;-_, _.,_ _ 2 -_(,__ _j_ ,_(,_ _ jj_
24_-2M9+p_' \ (g j_+3n3_ _ x3 ' _
-2_+ 6x__9_' _ 2(__,+3_ x I
'16x3+_-9)_4+ _6 +_6 (g_ j,+6__jx3j , .
16_3- 4x4+12x6_4X6
____3j,4+ (n+_jjx6+(_m_4jx6 (-M_ g x _ _ _7 g x _ _

,_'___+ l x"'__-x3 (x' - lJ(___' l)

pFo_igm_ 1o _eem_ fazando
_ado g ( ' - J_ 1 ) '- ' g ( ' -}_2 _) '
P(x_) �  (x-+ I)'_'+(__+2)=+(x+3)''+.....+ (__+ n)' __ _ n - ;-,
_,cuáf es el poljnomjo quc dRbe ad�ciona_se  para - 1 , I _2 '^'' l
que _a expresión sea un cuaclr_cio _erfectu?
Resolucjón: g(_ __ F _ g(si2 _)2
-_Jx_' _ _- F'

__nx___+2x(1+2+ n)+(__J+.2-!+ +na) _58-_, F,R, 8_I
_7 ( ) n(n + l)í2n + l) '__'-"
__ - M_ - _ n n t 1 ,__ t __ , su derlomjnador es ?,
G ''
Par_ que _ea cuadrado perFecto
_ n(n _ I)(2rl _ I)
X -- _ + n n + l _ _ _/ _ t A Hallar el racljcal c_oble equjvale__te e
6
i -r> i t_
su_=0 _4 2 2 8 - _3+__ Jv__
_llcgo de o_erar queda: Resolución:
n(n+1)(7r_+l) ' _( ,, O_s_Namosque
n__ - + _-n_nT __
6 ( 3_ ___ FJ_+_) -_- G_2 _ q r'_ _4_ _ ( _'_+2)__
CfeCtuando _ _ _ __ (_ !_ _ G _ _c
'_-3_2___ _=_i-x-_2_ _/^_-___3'---c_J_--___-
_2 ___ago terL__mos
(_ 2/ (_'____
_,y_+2, (Jx_J3
_a_'_''____e_a_1
_eci_,na4li2df _ j.r;cl__.__t- su _J__n0rT)jnac!_oi' �/__'t  J___/____ - _3 = 2 - J3
racion_ljzado�e  ,___ ,_7
c_u_7o ia_jc_; doZ_lt_ es (2 ._3)^

( _, "'v_2 _ ___/'m _ 'v_'___,'__ ' :__g = J __ _ 3 - _. 2_/__ = \ _ _J3
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______J___________ _ _________ __ _____(__2_2___3___vt_)__5__l___3(______J___3__3__)_(_vtx_____)_(J3___)

CAP ITU LO lX _ad jcacjó

__o_lgma _3 Resoluc_ón:
. ,. / m n_I
_ _, , c son poslt_vos y _ emas c > > a _mO n -- ,_ _ m -- n -t
Tndicar el denominador racionali_zado de _uego
3abc l
', '_(r!_J__ ;_(jn_1r
e +b +c + 4_c- 3b' _6bc-2ab // M + /'-
Resolución:
_ac 3b_ + 6bc - 2a_ = __ eS e_uiva1enle a_-
a(_2c- -b)+3b(_2c-b-j = (2c_b)(2a+3b) _ _ V_
En l 1 F_R
3abc _ _3+932 _+_6_g F.R
__+ _ c+ _(2c_ bj(2a + _bj _2 --''
._____.__! _ _F'R -=FR
9_8 l
__ _3 _abc ... Ef del,om_;n,,do,. es _
__2a + 2_ + 2c + 2_2c - b) (2a + 3b)
PraDlg_ai5
/_+ t' _-. _'
_ V RaClOnallzar v promorc_onaf Su _enonll___d_r e_,
Racionali_ando -
__ _3_abc x __c b-_2_ (_ + _ _ _)'' - 2_ - 3_ _ ___,_
J2c-b+ _2a+3b -v_2c-b- 0b, Resolución;
__ __ J_Y J
_J+_+ '- -
_ 3__abc (_c - _ - _. _�_  _ _)_) Desarfoflando
2c__'J_-3b __3 3__ _
--''-Y'.' +_'
_ _.__abc(J_2c b _ _2a _ 3'_), _ _' _' _Y
2c -- _a - 4b
! x c______-__c__-_�2_
3_2abc(__e + _b - _ 3(__3+_2)(____3)(_5+J2) t_--_2)(_- __3)(_'5 - _____)-
- _2(a + 2�_  - c) ' _ _____^ J _ __ ,_!

_l Uenominador racjonaliz_d_ es 2(_+2b-�!  _. F., _. _q. _
3(3-_)(53J(i-_j i8
_0l_m_ i_ ... __, _gn0m,_n,u_
__; rn ). _' n se _iferen__jâI_ Rn l_ r_c ionali___1-
I _i_i.____i_D_g__,'"__mii'''',_2_
_tr_ _ 1t ,,_ i(_;_ _ IJ __, S�  se _.J'i-_ri_fica _ue
r ' ;' n'
._''+ _.3
_ _a _ _ 2_ _b __
=- _n_d-icar e'_ denur__* in_d_r ^_ - t _ '! 3 7 - ' g ' b
' _____más _,_^" _ C,; ' ''
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_De_(a______)_((__((p___)______+___2__(ggaa__+___l_l_))))_(a8________2____J_____8t_a8_8______N___(_()Jl) _mun__l_t_l_3pE_3____lc__an__d_8o__y___dl_v__l_d_3______l3enld3o__t_J__p_o_r______3__l__

Lumb reraS Ed itO fes Álgeb ra

Hallar el equivalente de b g
Similarmente 2b _ - + -_
- _ _ + _ s�  _hliene
Rgeolu�ión:  I _ - _ _ I (,. _,,.,,)
Del pnmer dato _ _ + _ _8
2a+_2 _ _a + _8 + 2 Reempla2ando (_"J y (''h'''''') en E
8 a _
_ ,12 8
8+ a
a 8' Pr_Ql_m82_
dedOnde Si __t_+Ç,
_ -+ -a . ...(a) CalCUlara+b+C ia_b_CL''
a 8 Resolución:
4 _ Racionali2ando en el radicando_

_+_3 +l _
De(a+ß) '_3 -33 3
+ +l _ +I

__2t_a .....(t_) =_3 x-, =
+ 3_+1 _ _ _ '_ _' _+3
(_)-: (I1)
Escribiendo 3 como _ +( _
+ _ )_..__a __ _ -_ _. _- _+1
_(_-_) _a _(_) __+__3-_3_1
_ 8
_(3_-3 _+ 1) _ 3 4 __ 3 2 _3 I.

__ a2 a
dedonde a=-,_----,c_-

, _. __+ _ ___g ..... (,__) ...a+b+c___ 1
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_D__)__(___+_8 _t__c)) _g_ Det_e_rm_l___t _

0
fOblem_S _FO 0 UeStOS

l. Al e(ectuar 6. El radical doble
2I 7
. , se obtiene: 24 + 8_ _ 12_ + Q
equivalea
A)-_ B) 1 c) 2
D)-3 E)-7
Calcular (x .y. _. wJ
2. Indicar uno de los radic_les simples de la
expresión A) 200 B) 225 C) 2 l5
D) 23 E) 25
_+2 l+...+21+23_2
7. Calcularelvalorde m+n, sabiendoqueel
cuadrado del resto es igual a la raíz
A) _ B) _ C) _ cuadrada del polinomio
D) _ E)-_ P(x) = 8Ix'' + 2l6x3 + 2l6�+  mx +n

3. sielpolinomio A)II7 B)ll5 C)lOO
p(x) _ l + _ + 9_ + px_ + 16x_ D) 99 E) 8 I
posee raí2 cuadrada exacta.
Determinar el valor de: aß 8. Si el radical doble

ax _ by __xy(a_+c)
A) O B)-
_ 16 E) 16 se desdobla en simples
.na,elvalo,de ab
_. El valor reducido de c
_

A) 3 B) 2 c) _
AJ 125 B) 1oo c) 96 D) I E) l
D) 8o E) 576 2 3

j. Hallar uno de los radicales simples de la
9. El equivalente de la expresión
eXpreSlOn
x, + _ _ ,_x3 _ ,x2 ._ 3x _, ., x, l _l+x+_ + _l+x__
Para -O,5 < x < O
Será
A) B)

c) _ A)x+_ g)_-x c)2x
D)_ E)C o D D)2_ E)_



__l3l ______ ___ t 1_ _ _AA)_)5____ ___B))2___ c)t)3_y__y os_e

Lu mb re ras Ed ito res A'

IO. Hallarla raíz cúbicade AJ l6 B) l2 C) 2Q
(9__ ___ DJ 2 E) l

l_. Hallar el denominador racional de la
A)_+3 B)2+_ C)l+
eXpfeSlÓn
2 E + N
3 3 6
l+ + +

A) l B)2 c) 3
. Elequivalentede
D)6 E)O
2__+2-_ e,.

_ + _ _ - _ 16. Descomponec en radicales sencill
indicar uno de los radicales simples de

n)_J_ B)_+1 B)_-l _! _ ! +! _ 4 + 4
xx+yy x2+ x+2
D)_ E)

IIBx_y c I l
l2. Proporcionareldenominadorracionaldela x 'y 2 _x '_,,
expresión
l D) 2 E) l
_+_+_+_ _ x+y ' x-y

A) _ g) 2 c) 5 l 7. El denominador rac ional de la expres ión
D) I_ E) I5 _16. cos(2_)
eS:
_3_ + 3_, 2 G_ (3_ _ 3_ _ _)
. El denomlnadOr raClOnal de
_6
Sería:
4
_2 +_ -
D) 8 E) 9

A) 1 B)2 c)__6
l8. Hallar el equivalente de

6__
iQ. El valar del término racionc_l que se obtenga 3 _
alefeclu_r ,
,6'j____ A)_-1 B)2__ c)1+_
Sef2:
3
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_D_)__f__ __ _ ___ f _______ _5_mp_lede _

CAP ITU LO lX Rad icac _ón

l9. Averiguar al denominador racional de la 23. la igualdad
expresión
l7 + l2
2l _+ = a+
7' 3 +_8

9g9 _ __
- + ... + l Se Ver_ _Ca_ S, a tOma e Va Or de:

n) 6o B) 6q c) 66
A)8 B)9 C) IO D)62 E)6g
DJ incalculable E) no se racionaliza
24. lndicar el denominador racionalizado de
_0. Hallar el valor reducido de:
___ 3_- 3_- 3_ +'_+Y_- 3__ _

l +___ __8
n)2 B)3 cJ 1
_ ( _ _) ( _ _) ( _+ _) D)4 E)5
n)_! B)_' c)
4 3 3
25. Reducir
(2 +_) E) (l +_) _
3 _2 _8 _
___g +_-_4_g .__

Al racionalizar el denominador de
323' _
,_ _ ,3_+ '_ A)_ BJ __ cJ 2_
2
se obtiene otra expresión equivalente cuyo
denominador es: D) 3_ E) __
3
n) 5o B) 2o c) 4o
D) 3o E) lo 2, _nd,.ca,un,ad,.ca_,.,

Erectuar 2x+__ +4_
_ 1 1 _ 4
4 +___
4 4 4 4
l+ I+ _ l_ l-_J
3 x
2

D) _3 - 5_ - EJ 5_ - 13 D) 2_ E) _
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_28_ msDAs_e) ___m_n______2____2mn l AA_))3a_____7l__+l2l_3BB+))_27all25/a___mpl_e_cc))___12/a

Lu mbrefaS Ed itOreS Á_gebra

27. Siendo _=x+ l ; x>O 3l. Determinareldenominadordelaexpresión
Simplir_car que se obtiene al racionalizarP ( x)

= _x+ _- _- 3 3 3
2 _+_-

A) _/_ B) x'/_ C) x/_ A) 3ab(a+b) BJ a+b c) a'-+b2
D) I E) -_/_ D)ab E) 3a

,nar el va_or de 32. Reducir
2 t + m'_ _2 + n2_ 2m_n+2mn_
_ 22
l ._
-__+_+_
_-_+_
D)6 E) l5
_+_
33. Si O < a < l ; reducir
A)2 B)l C)_I I__ l_a2
D)_2 E)3 _ 2' a2

29. Indicar su denominador racionalizado de
2
vW-_ +_ D) a' E) 2a

34. Trans Formar a radicales simples
X+2 B)X+I C)X'
D) 2x+ l EJ 2x_ 1 3x + _6x(I + 2a) - Qa(a + I) -- 1 ,

30. Hallar el equivalente de la suma __nd__cando un ,ad__ca_ s__
l + l
3+_8 5+2_ j_2, _+j,

-_ _ _..... .( ''n''sumandos)
7+4_ c 2+a

A)_+l B)__lc)__l
_ a 6x +2a + l
D)_ + I E)_ +_ 2 j
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_36_ AADRc)a))acla_c_l5u3+_la___r_+a_+Bb))a_+l+3_c_+_c))__97b 3(9_l Lu_e(g____o_d+e__r)a(c__lonall+2a__)f6n+_)(_(_+l) )

CAPITU lO lX Rad icac ión

3_. Hallar el valor de 38. Racionali2ar las expresiones
3 J
(4 +_j2 + (4 -_)2 8
3 3 5 5 52S
2 _
4
3 3 _
(l- )(I_+'_)
l3 B g c l3 . IOO
9_ 99 __9
- + --_....+l
7 E) l3
Y dar como respuesta et producto de
denominadores racionales y positivos.

._ona_._zar A) 7 B) 1oo cJ _
D)35 E) _4
l
_ J J _ .,
l
e indica, e_ denominad_r racionalizado. 3 6 _

indique el denominador oblenido.
2 _ _b_ a9+_
D) (a--b) E) a+b A) 2 B) 3 C) 4
DJ6 E) l2t7

. S i: 4o s__mp__.F_ca, l, exp Fes_.
�3  3 , 3 ,
_ __+'_-___c __ __I-a ___
_-_ __ -a'-_ +a "

si O < a < I
A)IJ3+3_ D)2 C)l
D)3 E)1/3 A) _2 B) 2 C) - l
D) 1 _) o
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__s,._.____'__--_:,____._;:-_y'. __m4.__'. E _14 :=.. ç _2_4 ___ __34 _g
__'--_-___c-:___m'_-_-_i___--:____ _5 __'-E _15 '_;c _25_2B _
___i__0_.__,.'_,_,X,___, _
._,,i,__,'____'_,_,,_''?'_____
_____',;;'___r,x_;_fr?x __ ___ _ , _
___::',,m_:',,_i,.'__,;'?,,,_._;x__,M.,,,,.,l__;x, _p.._6___! g _.__1_6 __,i A _,,, , ,,,,2,_6__ B ....... 3. 6.. ... p ... D
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,.; __,,_.,, : _ _,,. _, _ _,,,,,,,,,,, .... , .. _,,,,, , d, , ,,,_ _,d ,,d ,,, ,,; _, ,,,,,,,,,,_
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Ac _ _ _ _ _ t _ _ ____tl_

_:E _n _rDb_bi_ida_ _e gr2F2nrT

.. . , D '_le1J1be11, ce Je_l_R 117nrelJJ_ri_-o, elyó In soIJIc-ióJ7 de esJe seJJ__iIIo_J-obl__1J7r_: '',S i se nJ_-o jn
drJs __ec-es JI1Ja 1J1isJJIa __1ol7edn n r'nJ_n o L_J__?, ��IIrí  l es In po_ i _ i I i dn _ ___ o _JeJ1e/' cJ1i_ poJ- JoR
l1Je17os 7IJJn _'e_?''
_I _JrnteJJ1�ric'o  J-espoJI_ió _JIe sóIo IIn_ín r1-Rs cnso._ pos ib Ies'.' c-J1l_, e11 c l pln iJ77eJ- t i/-o, cJ''II.n_
eJf el segJiJ7do o c)1r__ eJ_ JJi_JgJ(J7o. _s dec'i_' dos c'nso._ Jn__ol_nl_Ies s-ol7l__ rl__s posi_Ies.
P__I_o eJ7 J-er_ IidnrJ los c_nsos po__i_les so11 c-J_r)tJ_o.'

PJ_ i1JJeJ- r iJ-o 5 _eglIJ1 do J i1-o
l. C_n)_n C'at__)2
. C _ni_n C _ rN __
_3. C_(__ C_l_n
1. Ci1I,û C_r.v,

I_n_rubn_iIi_nrJrleenJ_nl'sc dn e1J J/1, )'n _7Je eJ1 eIpJiJJlei' InJ7_' ,n1JIie9Jlo In 1JJiIndde Jos
c_nsos çs cJ1(_y,_ dc la 1J1iln_ J_esJn) (te el JO_/c, es Jpc iJ- Jn J / 1 pnl1e _e l totn I seJ_ �  trllll _ i éJ7 _-J_l,_.
Lnp1-o_nlJilirJn_ totnl __s_lrcs JJ_ + 1/t = _J/J

LJ12 _e_oc_ io re_0J_do

_IlnJJ. JJJF es_7rr7ii7J_re rIe JJ_i_re_JJ �I  ic'ns, pJ-o_oJ7_ e J s iglJ iclJte lJegoc- io r_ 1rJ7 nlJl igo slr.1'o
/ln 1J 1ndo _ 7.Jo1 Jso.
"ToJJJr_JJJos eI dín J de?I J17es p1-óv_-i_J7o co1Jlo p7_J7ro de prll_ idn. 5'o re dnl_ �  c-a dn _ ín
J Oy_J OOO de so Jes d7_J-n1JJe rodo el )JJes. _ cnJ_rbio, rlj JJJe dn1_�s  elpJ-iJIJeJ'dín J so I, e l seglIJl do
_soles, el _eJ-ceJ_o 1 s'oles )' nsí sJ_r-psi_'naJre11te. r_c'eptns eI tt_nto?
_l(oJ7so, 9J_7l?' seg7I)_o Je qlle n sJ( nJJa igo e_ J csrl( d inJ' rn17_n._ 1Jlnt__J1l át icns Je Iln _ ía
n_ InJ_dndo el c_cI-e_J-u, nc_eprrI __�pida  1/JeJ7te, J' rJJlp i__?n n IlnceJ- pJ_o_?'ectos- pnJ_n e1JI_ lenJ' e l
Ji_Je)-o _1_e __a n pn_nJ: SiJ7 cJJ__r_J_o, JJ_nJ7 /rncp c�IcJJlos  pnJ_n sn _el- cll �Jlto  le J___97tal- �1J  slls
n1faJJcias' si lns c_o Joca eJJ 7JJ7 ßnJrco e il2teJ- és c'o9llp7lesfo.
'_7l7 '�97  r_ 'elJe J-n_ ó1J eJJ sJ_ opI1 '_JJ7 'sJJJo ?
__1_ __cJ7c'il Jo c-áIcli Io 17os Jnl_�  Jn l-_._plrestn.'
_JI_nJ7 pnxnJ_�  n ___IJ�J7so.'  JO x J OOY OOO = J O O O O O O O so /es
_IJoJJso pngr_J-�  n _J)rn11.' l + _ + J + 8 + , .... .. ,- es _ec ir, In slr1J7n de lllln Jtl-ogJ-cs i _Jl
geul lle_7lJ -7__n,

S_,rJ--nJ. _J _ _' c-oJJ7o n,--J )' J---_, s'nlc SJr,-- l. -=2''U - l = J OjJ /1J 8_ so/cs
r -l - _ -I
Por rn_7ro, _JJIn9J gaJJn)_�  iJJI�s  de 1J7 iI J17ilIo1les _e so IeGI _

_(_/2r_. I :' 11c ic' 7rJ__ cr7rJ i _/17r i r7_ '(J -. Il__rJ._ l /_Jq_r_lil.
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'o__oBJmvos,, '_,'' ''_,,,_;;'''_;'__'_,,,'_ _ ,y',,_ '''n'\ ,, t
e_;'_ _ Campren_der los _v_rsos arre_Ios y'' '_' '_'''' ,i;e' cc'_ones- que s_',giib-le Fonn_ con l0s .elem_enlos de _
''''__ '' algún cantunto,. '_ , '' J ' 's ,v, -. ' ._
____ _ '' _tar al lec.t_r de' lo' '' s ,e' lement0s de'' _' uicï�'  a ;ßn de '_' ue _n -Io postejor ap_que �n  la re5olución de __\
____, '_ 1_.spro_i..e. .._,,,,,,,,,, sd_ya__l1'?,,i_,,':,c,,,,omb1n_to_o,yp, _,,,,,b,__ bi_esque_,sw_genenel_anscwsod_e lav_ida __,.

_' '' _ D'i Fe' rencîar' I_ util1dad d�  una ord_nac?_n, _ermuta�i_n  o c0m_in8ci_n' q' _e. est_n relacio' na' dos ___
_D, .coneI facto_al., . ' ' '''''' '' ' , s____'__'''''"' ' _ ,_ ; '' -_' __ _,_,

lNTRODUCClÓN
En esfe capílulo veremos la teo�a  de coordinación (permutaciones, ordenaciones, combinaciones).
Citaremos algunos ejemplos donde _drá dislinguir la diferencia y la af_nidad entre cada una de ellas.
I. Un af_cionado a la canera de caballos juega al "tiercés '' (apuesta........ los tres primeros caballos de una
carTera), los caballos son designados con las iniciales A, B, C.
_Cuáles son las posibles �rdenes  de Ilegada y cuántas son?
En este caso el apostador tendrá que ordenar a estos tres elementos A, B, C ; veamos las posibles
llegadas: _ , _.. _ ._._. ... ..... .. .. ..... ..... .. ... v .... .... ..._._

__;_____-_--,;,_-;.B c_!_C A;,A B,

De aquí concluimos que exislen 6 formas de llegar.
ll. Volvamos al hipódromo, iun dia de gran premio! A la partida tenemos 20 caballos que designaremos
por medio de números ( l, 2, 3, ....... , 20}. Nuestro jugador deshace, dando muestras de prudencia,
viene a consultar para preguntar cuántos "tiercés'' tiene que jugar en Eotat para estar seguro de ganar
en el orden, -recordando que { l,2,3} es diferente (2,l,3). EI problema consiste en detenninar de
cuán tas maneras pueden ordenar veinte objetos de lres en _res, considerando que dos ordenamientos
que comprenden los mismos elementos en orden diFerente son diStintaS. AJ = 20 x l9 x l8 �
(6 8QO tiercés)
lll. Volvamos con el apostador. Si 6 840 tiercés es demasiado oneroso para su bolsillo puede renunciar
a "cubrir'' todas posibilidades de llegada y con Formarse con una ganancia (en el desorden). Por
consiguiente, para él, un tiercés como {3,4,5} es idéntico a (4, 5, 3) ; (5, 4, 3); (4, 3, 5). etc., en luga_-
de jugar los 6 órdenes posibles, sólo jugará uno.
De donde el número de combinaciones es entonces 6 veces menos elevado que en el de las
20
. _O__
OfdenaClOneS. 3_
6
Este último jugará solamente l l40 liercés.
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Lumbreras Ed itores Á_geb,a

FACr0Rl_l DE. UM N_MER0 NATURA'l' .. ''
Se derlne al factoria! del número natural ''n'' como aquel producto que resulta de multiplicar todos
Ios números naturales desde la unidad hasta el número n.
La simbología a utilizar será: n!; _; _
Se lee: el Factorial del número "n'' o ''n'' Faclorial.
Matemáticamente: _
'_D. _'__ I''_,...'"'::_:'_.,_ >_?' ì.?=' _'_'''_ ón_l__' :^D_D _
_ _ _ _o_. ;. ' ' n_.! ' ''_ ' __ ' ' '_. '_;.x __ : _,_;. _,;_,, _ _ _'' :: : ' ' ' ; xn _ ' ; ' ' ' '. ; ; _: ;,_ ' '; ' ' ' '.,, ' ' _n___ _ _ ' ___0,,,,,.. _: '.. ' ' ' _ ' _ _. '... '''' ' ' ' ' ' ' ', ', n.,. 2, ' ' : '__ _ _ _ _ _

EJemplos: 3! �  Ix2x3 = 6
5! = Ix2x3xQx5 = 120
(_ IJ3)! no está de F_nido, porque _ l/3 _ _

_ROP_E0nD_ '' '' .. '' , _: ..__ ''''_''''' __ "'' __ :.. _
, _ _ 2 3 (n_ _) n _ _ n _ ResoIución:

2. ,Si:_=!__a=bYa_b,?N _ _ 3 I
(l + 26 + 27.26) 27 (l + 26)
EJemplo:

___ _ _ _
-_+_+_ - _3. 3 -9

SEMIFA_0RlAl. 0.E UN NÚMERO 'NATU_'C' . ''?' _ ''' '_ . ,.: ',.:'. .; ... _ _. ''_ 'T ' :_. _
6 __ Ejemplo2
Notación __
Se de F_I_e _presar __''__2n en función de _ ; n _ _
'8_. .. ... _ .x 3x'' '''5''' ''''''_'_: n.. s-_ _n,_. ,, tm_'' .....'_ Resolución:
_ ' . ' ' ' ' ';.'''.
_,_ .._,,,,_ _ ' _ ' '' . ,,_: =2x4x6x.....(2n
__ 2x_x:'_'_'x..,.. n ,si_nH_par ^'_'
_,__ ____ ' '__0 :,,,v ; ; ,, __,_ dn___ ' ___,,,,, ,,,,,_R_,___m 0 ' '
= (I x 2)(2 x 2) (3 x2) ... (2 x n)
EjeInplo l: 7!! = l x3x5x7 = l05 __

_ ___'__ __ __ ^__ __ _^'___. ^'_, ^ ^'__'_ _0_ i ^ 0 _ ' ^ ' _ ^ ' ' _ ^ '- ' _ _ _ ' i _ '_ Y O, ' ',_ _ ' __ _ _%__ _v, (n !)! _ n ! ! ' _ _,_,D . _ n ,
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___odA_EJ____b__Fd_m__D_ ____A________o___vEsq__ccv _ _____________?_t_____tw____ n_ v__n_m te _ s _____c_____ ___a__?__ umERoDc(1E_go2_)0(E_A_c_doN_Esd( ( _maneras)l __

CAPITULO X _n�ljsis  combinatorio

''' _____','_.' '' '
='''_,_ ' ,

DadOS lOS elemenlOS a_ _ a_t ___..._....t an Se , , , ,
_o/n (de orden) como aque_ _ Pfl_CI_ 0 e a lCl6_
. u n t o c a a 2 d e s e r f o f m a d o a s e a gn Si un evento designado como A se puede realizar
c_ de "a'' maneras diferentes y olro evento B puede
OmandO pafte O el tOtal de eStOS ''n'' elementOS, ;, rea___2a, de __b_, maneras d__
lOS miSmOS QUe lO_rarán dlStln_U_fSe ya Sea _Or la ' simultáneamente) en total pueden realizarse de
composición de sus elemenlos o por el orden de "a+ b" maneres dit'erentes.s e g u i m i e n t o
. , .,,,_0,,,_,,,__,.__,__a.,,__,,T, , ,, ,0T,_,_,,,_,0_,0,_v,,.?s_,._,_._,,,_,,_,_v,,_o,_, , ,,,,,., v,, ,,_,,,,,0_,,,0_,_0o,,_,0_,0o,,,,,0,_,,,_?o,,0
Así por ejemplo diremos que las
ordenaciones binarias de los elementos: a, b' c
son seis, siendo estas: ab, bc, ca_ ac, cb_ ba. II, Pm_pio de mul_pli_ción
Para representar una ordenaci6n usarem_s E.
n lem_lO
la nOtaClÓn: A(n.h) O A_ Cuando Arturo va a la _niversidad lleva
; siempre dos libros (de cursos diferentes)
,,?___,?,__._e__,.,,_,__,, _ ObseNemos que: n > k > O (acorde _ pero el cuenta en el ciclo con tres libros de
;. __: _>'> _' __-___' con nuestra der_nición) y en el caso ;_' análisis matemático (A, B, C) y 2 libros de
_'____ '' particular en que k=O, la ordenaci�n  _?_i_, álgebra lineal (D,E)
de estos ''n'' elemenLos dispuestos de _'__^' �De  cuántas maneras distinta.s podrá Ilevar
cero a cero ofreceria como único subconJunto al ____ sus libros?
vacío, pueslo que no contend�ía  elemenlos. ''c. Re_olución:

A_tis__? _lgebra
_RIMCl_lO_ FUNDAmE_ALES DEl CONTEO Male_tico L_ae_
K!os permite determinar el número de A _ D Puede llevar de 6
posibilidades di(eren_es que Eenemos para B 0 m a n e f a S
efectuar tal o cual acción. E di€erenteS. '

l. Princ1p1o de adiyón q_
:_,_'_ Prin_pío de multiplicación
.emp_o _ , _', Si un evento designado por b ocurre de ''d
.. d _. ch. _ d ' maneFas direrentes y para cada una de ellas otro
rtUrO deSea VlaJar e lma a lC ayO, COntan O _ evento des__ nado como B ocurre ,Eb_,
para ello con 7 lí_eas te_estres y _ líneas aéreas. '__ d;re,entes entonces e_ evento A segu__do de_ o__.c
LDe cu_ntas maneras distintas puede realizar su ^_,_'',,'', evento B o amhos A y B ocurren simultáneamente
viaje? de "a , b'' maneras distintas.
Resolución., _____________nv____ __c ,_ _e__,_T_e _qTT__T__0_c___,___o__ n cc,c____?_______,______,o_,___c?0_____0__,_0__,0__,_a_0___ _ _?_?

_,,_____,,,_,_o0o0o,,_,_o0_0o?, , ,,__,,,,,,_ .. _ _ _ _ _. _ 4 l_neas aereas _

''_... TMOREM_

_0?,_ 7M_.__._.t._..___..____________.::_. E_ nu/mero de ordena,n__ones de ',n_'
_''^^'^ _------'_\W'- - '^^^^^^_^^^^^^^^_^^^^^_^^^^^^^_^^^^_^^^^^^^^^^^^^^^^_^^^^^^'^^^^^ __''_' - ' - ' '~ -_''_'^__^'^'C__'_�yo  (diStintOSJ diSpUeSlOS de ''k'' en "k'' eS i_Ual al
producto de 1os ''k'' numeras nalural_s
v.. . cansecuti___sdesde _n-(k- IJ' l hasta n.
laJa _Or tlerfa lala _Or alre Es dec._r.
7 + 4 =lI r,An_n,__,,., ,____._

k>O n>k n;kf__'_
puede reall2ar su vlale de l l maneraS dlStlnlaS. -__!



__E 3 _A__en_ (__l) obtendremo_s _ __

lu mbreras Ed itores Á _geb

D_ostrati_n: Resolu ción:
Como el número de ordenaciones de ''n'' Asumamos que primero se eligiera al delegado.
elementos dispuestos de k en k es igual al Puesto que cada alumno deI g_po tiene Ia
número de todos los subconjuntos ordenados de posibilidad de ser elegido como delegado, es
_ elementos del conjunto que contiene n evidente que existan 20 maneras de ser elegido.
elementos. Pues es evidente que el p_mer Luego cada una de las l 9 personas q_e quedan
elemento del subcon)unto podrá ser elegido de tendfán la facultad de ser tomadas como
n'' modos, mientras que eI segundo elemento deleg_do suplente. De modo que cada uno de
delsubconjuntosólopodrá serescogidode"n- l'' los 20 modos de elegir al delegado tendrá que
modos. Pero como cada una de las maneras de relac ionarse con cada una de las l 9 posibilidades
escoger al primer elementO ßuede unirse con de oblener al subdelegado. _ decir existjrán
cada una de tas maneras de elegir al segundo 20. l9 = 380 maneras de elegir al detegado y
elemento, pues tendremos n(n-l) modos de subdelegadode este sal6n.
elegir los dos primeros elementos al construir un
subconjunlo ordenado de k elementos. EJ_emplo 4
_cogidos estos dos primeros elemenIos, _De cuántas maneras diferentes podrán sentarse
quedan aún (n-2) posibilidades para escoger al cuatro personas al entrar en un vagón de
tercer elemento y una vez más cada una de estas re_ocaml que posee seis asientos?
posibilidades podrá realizarse con cada una de Resolu_ón:
las posibilidades de esco_er los ßfimeros dos La primera persona podrá escoger su asiento de
elementos_ o sea que, la opción de realizar a los seis maneras, la segunda de cinco, la tercefa de
primeros tres elementos ser_ de: n(n- I)(n'2) cuatroylacua_ade_es,ademáscomocadauna
modos. Siguiendo este análisis el último, es de eslas manefas puede asociarse con cada una
dec ir el k_ ésimo elemento del subconjunto de k de las otras, pues, resulta que podrán sentarse de
elementas podrá ser escogido de (n-(k-l)J 6.5. 4.3= 360 manerasd'jstjntas.
modos, ya _ue al eIegir este elemento k-ésimo, ObseNación: Si multipljcamos y di_djmos por
"k- l '' elementos __a habrían sido escogidos, !__
quedando únicamente ln- (k - l J l elemento.
De modo que para et número de
posibilidadesque se tendríanhasta este_-esimo - An- n(_ - 1!(n - 2!__-[n - _ - l!JN
eIemenro sera' de: n(n- l)(n--2) ........ ln_ (k- IJJ _ _
Con lo cual queda demostrada la Fórmula (I)
_
= ; _, f n n2
Jemplo
_De cuánlas maneras podrá ser elegido el
delegado y subdelegado, en un salón constituido
de 20 alumnos, bajo la condición de que cada
alumno pueda ser elegido sólo a uno de estos
cargos?

PERM_AClONES

Se derjne camo aquel caso particular de una ordenación en la cual los ''n'' elementos se dispon_o_- _
de n en n.
De donde podemos desprender _ue las diferentes permutas sólo varían en Función al orden c__
elementos.
Así que todas tas permutas que podríamos obtener con los elementos: 8, b, c serían seis a sab__ _
abc_ acb, bac, bca, cab, cba
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CAPITUlO X A,á_i,is comb;nato,i

NÚmEiO DE PERMUTAClOM_ Demostra_6n;
Si sustituyéramas los a primeros elementus
__ ^^^__ _________ ieuales por a objetos diferentes entre sí y
_''_... ' .. TEO'REMA '' 'l.... 'P' tambiendeloselementosfe5tantes,entoncesd
_., El número de __utaciones de n elementos (_. Cada Una de faS Pn pefmUtaCiOneS 0btenidaS
que designaremos por Pn) ser_ ieual al número de podemos tener _ per_nutaciones diferentes
todos los subconjuntos ordenados de n elementos
del con junto que cantiene "n'' etementos. . L d
_t__camente. mlSmOS. Ue_O e aS Pn pen_UtaClOneS
An n (n _) (n 2) 2 _ _ . origin_les obtendremos P,,. !_ pe_ut_ciones
_ " n ' conten.lendo cada una ß elementos l_
'___ nfN1n>2
'_ sí, y objetos iguales entre s(, etc. Análogamente
al sustituir estos ß elementos iguales _or ß
elementos di(erentes_ obtendremos: P,,. !_
Ejemplo_ ,
,o,n4 ersonasmanl,festaronsudeseo permutaC_Ones, Conteniendo cada una y
de hacef uso de _a palabfa. elementOS I_UaleS entfe Sí_ etC_
_De cua/ntas m,neras sefa, os_ble dis onerlas en Al Se_ir eStR ProCeSO nnalmente ßodremos
la lista de oradofes7. O_tenef_ Pn _ !_4 _ !_ _ !_ _ _..N...... = __
ResoIución: permutaciones, cada una de las cuales estarían
El primer orador tendrá la posibilid_d de ser formadas con ''n''' objetos distintos.
escogido de cuatro modos, mientras que el
segundo, como es e_dentet tendrá tres maneras. EJem_lO 8
pues _, hora so/_o quedan dos pefsonas que Determinaf el número de PefmuEaciones
,n ser e_eg__d,s en e_ te,ce, puesto de diferenles que serían posible formarse con las
.sta de orado,es como e, _o/ _.co s6lo ha letras de la palabra acacias.
' Resolución:
OS manefaS de llenaflO Flnalmente el CUaftO _
' a ßa a Fa COntlene 7 letFaS, de l_S CUaleS 3 SOn
orador ya no tiene ninguna opión en vista de que cca,, 2 son __c ,, y el fes to d__
inteNendrá como último. apl__c,ndo e_ razonamiento anter_
Pero como cada manera de escoger al _rimer
orador puede combinarse con cada manera de P7 = _2 = ___'_ '_1 ' = 420
escoger al segundo orador y con cada una de las ' - ' '
dos maneras de escoger al tercer orador, pues el Ahora consideremos e_ número de arreglos de n
númefodemodosdehaceflaljstadeoradoreses elementos di Ferentes alrededor de un círculo.
igual a 4. 3. 2. l _ 2Q Cada unO de taleS a_e_los se denOmina una
permutación circular o cíclica. rrimera
__________0 consideremos a los n elementos distintos
__ _ _' -_EOREM_ 2 ;i;" __ ordenadosenlínearectaydesignemosaunode
_ estos con "A''_ y en torno a la posici6n que puede
' Si ''pn'' represenla el número de __utaciones ser al inicio o (inal realjcemos los diversos
_ distintasde nelementostomadosde n en n,en a_eglospermisiblesperosoloaniveldelos __n- l,'
' donde exista un primer tipo de a elementos e_ementos restantes. si
' 'l_UaleS entre Sl't _ elemenlOS lg UaleS de Un ug esto no se darja en una e_utacjón cj,cular
i segundo tipo, y elementns iguales entre si de un d o n d e _ a o s _. c. _ o, n d e _ e _ e m e n t o A _ e b e-'
tercer tipo y así sucesivamente, enlonces
l_OnSlderarSe_ la y lOS "n- I '' elementOS reS lar_tes
_ podrán arreglarse de ___' n --! form_s distintas
Rn_ fespecto a A De _, _ul,
siguiente:
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____bR_pt )essolu__0y _ _ _ _ _ _____ _r_ _Jr__c___ _ __ ___n/_ ___ _1l____ _A_____c_o_ __N_c_n__s___l)l _ _ _nxo_ nes podemos Eenerun togtuaal dl ae

Lu mb reras Ed i lores Á t geb ra

'__, - ^ Un número igual de arreglos podr_n obtenerse
.. TEOREM_ _

,mero de pe,mutac_,ones c__rc,,leres de ,,n,_ número impar y a las mujeres en los lugares
.etos ,.,,e,e,te, es .,eue_ a _, n _ _ con número par.
Por tanto, el número total de fonnas di(erentes
será igual a: 2. _. !_ _ 72
Ejemplo9
Deseamos uhicar a un grupo formado de 3
_eres de un modo tal ue e__as _ CaS0 b_
ueden alternadas c_n g_los. A_,er_guaf e_ Sentemos primero a las mujeres alrede_or de
nú__ero de Formas de hacerlo si: la mesa en _ forma_ (según el teorema 3).
a) Se sientan en línea recta. L d ,e, e n t,,,
/, n a _, e d e d o r d g u n, m e ,a c __, c u l,, Ue_O qlle aflan 3 lU_areS a ttema dOS PaF_
_o,,.. sentar a los tres hom_res y esto podrá
_ Caso a: realizarse _e __ formas. Por lo t__ nto, el
Consideremos inic_ialmente que las mujeres se _u, mero total de fo,m_s d,.fe,entes se,a/ ._
ubican en los lugares con número impar y los
hombres en los lugares de nún_ero p_r, !!_2 _ !_ -- l2
pudiendo realizarse e_st_ de ,_. !'_ formas
distintas.

/ //
_ OM_IN /

DEF_N_c_6M , __ ' , ... , _ ''

Recibe el nombre de combinación cada uno de los di(erentes grupos q_e puedan formarse tomando a
t_dos o part_ de I_s elementos de un con!junto, sin considerar el orden de s__s elemer_tos.

ara Sll fepfeSe_taCIOn USaf_mOS la SImbOlO_la C(n.k) i i

T E- 0 _ _ M _ _ Demostrac_-o_ n, ,
_. De cada cornb_nac)ón de ''k'' elemento.s diferentes
'_, El núme Fo de combinaciones de ''n'' efementos
pudremos formar !Lk ordena_iones. Por tant_, de
i diferentestomado_sdekenk__designadopor C _) _ t o _ a s _ _ s c o mb_.nac_.
. v ieneaseraque _�__  _meI'_ demaner__s_nquees_os !' (_r)! ._ d _. e, n d o s e _. _ _ a ln f _ _ n u,
.. ''n''etementospuedenjuntarse_conlacond!?iónde. _' ' '
., que cadc_ grupo se di_erencie de lus _emás n_oa- lo order_acio__e,_ de __n_. efementos di,tin€us anl ser
men_s en un elemento, sin i,_teresar su orden.

_''_. Malem_' ticamente:
.._ _ L)edOn_e
... cn _ n(c_-- 1 )(n-2) ..... '__n - (_ - 1 )). k _ ,._ _, ,,_\n _j(,_2j ...,. _n _ (_ _ j_J
_,. k !_ !i.. j'/h ,__ '''''''
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CAPITUl0 X Aná_i,;, comb_nato,i

EJemplo: EJemplo:
Ur_ g_po de alumnos de la facultad de ciencias, Un eStUdIanEe dISPOne de Una bIbllOteC_ COn l2
__e,en ser eva_uados en matema/t__ca po, una libros, ide cu_nt_s maneras podrá reali2ar una
selecci6n de 5 libros7
COmlSlOn fOrmada _e dOS ßfOreSOCes, _De
_ CUandO Un determlnadO libfO Sea inCluido
cuántos modos podrá ser compuesta tal s_N
comisión_ si en esta (acultad exislen cinco b) cuando u, determ__na_o 11Nbfo se_ s__
proFesores de matemática? ex__lui_u.
Resolución: Resoluc_6n:
Designemos a los pr()Fesofes porA, B, c, D, _,, con C8SO 8_
/ pos._b_e fo,m,r las com__s__ones Si queremus _ue un libro es_ciflco esté siempre
inclLlido en cada selección_ tendremos _ue
., __ escoger s6lo 4 de los l I restantes. Po_+ ello el
A_ B_ C_ D_ E número de maneras será

11 __11.10.9.8.
4-__-123g./ -
e deS_renden lO COmlSlOneS dC e_'aluaClOn. ' ' -

C8sob:
v c _ _ _ _ . , d _ _''_'''_0,,_ Si _ueremus qu_ _In determinado libro no
________''0_,__,'_D,_0_^^___ i''' ' _''__'_______i__i__i__.__i_;._'0. __._.___,_0___^_,o_0_0_,___'O,_0___''__._0_ - ____D0, ' ' ' / t. ' ' '
'__,'_'___0__d__'___"'0 _i _ __ n___-'__'___'''_'_'__''0_'' _roblema ___scitar�  un sen(imienEo de __,D'_0,_ , -
_ _ _ _ _:' ' ins_tis_ac_i_n. En ereclo. si la cantjdad ___,,,0''_,,,, d_ Se leCCiOnaf 5 llbrOS_ de 1_S l 1 reS tanteS_
de profesores no fuese de cinco, sin_ __,_._^___,,._'_.,_ Es decir, el n'_mero de m_ner_s será
de catorce y la _omisi�n  quede conformada de __'_'_0D'_,,_
siete. Pues el intento c_e ohtener el resultado con i___0,,,'__
el mismo metodo serí_ un fracaso, ye que en este 'P'__.'_'0,?,'__. c_l_ _ _ 1 l . IO.9_8_7_
caso se podria oblener �e  más _e tr_vs mil _'e_,_ S i_6l5 _.l.2._.4.5
comisiones de e_aminadores. De esto s__rge lc_ ___'_
necesidad de de_ucir fórmulas _enéricas q Lie __'__,__o.'__,
resuelvan este ti_ de prob_emas. '''_____i pRopig_ADEs GENE__es DE cn'
. .,,....,..,.,..,,,... _.......,,,, ,,. .,,.,,.,,.,... .,,.D,..,D,.d,,a.,,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,,,,,,.,,,,,,,,,,,.,,,,,,.,,.,,,,,,.,,..,.,......,_.,..Rd0,...,....0_.0.,...,.,.,,...,..,....,..,.,......,..,,,..0,.. ..........0......,...,., -... 0._..,, _ , _ ', ' ' k
7nefode "sdefttt
elementos _i Ferentes tomados todos a ta ve2
eL_ l__ I_nidad_ es decir
' CoroIario;
El número de com_inaciones de ''n'' elementos n _
.. direrentes tomados de _ en _, es posi_le obtene,ft__ n ' _ _ 1
, deotromo_o.
_ _ d__d_ t
i_' t mU I_ 1CamOS V IVI ImOS_ POr II. C,omblnat_floS COmßlementarloS
. n(n-I)(n_2).....fn-(K-l)) ,
'' _. , - ,, ' ' - ' __'' ' " _ D' "i"" _'''i'i''' "'"' 'i''__'^i_M"'_-^'''_mM' '__'__nn'''''_' ''"'' '''_''d''0" 'i--'''- '''"_'_-'_'__'" ""_'_''
'_' P n _'_____
' _i _ ;'_'_'n2k'_ikc_
aquf el n_lr__er___r e_- el! n x, _- _, '
.,, _o___v0 _o,mn__, , ,,,o, ,, ,n._.,w_,,,x,,,,,4__*m_,,,,, _,, ,,,. ..n._._wf.v, .,,..,..,m.. ....,..__.,,.,,_,,.._,,,-_,__D

n i_ ''' ' ,p._
k __ __ ___,_'___________m,!q__o'_V'____'__O'ia_'0i f_ n .__'
' _''0__'._' ______iA:_'__'_..?.,_, Sj C_ = _ k = p _ p = n - k _D,,,,,_
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Lu m b reras Ed i to res A'

IlI. Suma de números combinatonos En e Fecto, cuando: n = l /\ k = O,
obtendremos

_'^''' 'n''_ n+l'' ' _:_''_.. cI+cI c2
___.., __'_C_+'1 _Ch+,_ ; n_k-'',_. o _ -- _' 'l -'-

'' '''''_' '''''D"__''d_'' ''_ '_"'' '' ''''''''' '' ' '_''_" '_'"_"'_ __' ' ' '_'''''_ '_ O' Cuando: n =2 " (k=O '__ k= l ) tendremos

Demo,t,,c;ó,,. c2 _ c2 _ c3 t _ , 2 _ 3
' O l-I -
nn _ _
+C _+ _=_ +
I'2-2 ' _

_ __ __ _ continuación cu__ ndo n = 3 y (k=O, l, 2)
=_ _+

3 c3 c4
____ __) +_(n-_)0-o_- ' O' l- l' ' '
_k__ g _
C_ +C2 =Cj_3 _ 3 _6
_(n+l) _ n+1
_h__-____h-- _+1
C2 +C3 _ C3_3 _ I _4
EJemplo:
La suma de Ordenando a estos números en r_rma de
4 _ 6 9g una tabla _iangular tendremos
_ C _ C + ......... _ C , será:
C
Resoluc{ón:
4 cl cl
Sumando y restando C o _- I y luego o _c
2 c2 c2
utiliz_ndo la _ro_ledad anterior se t_ene:

3 c3 c3 c3
4+_+cS+c6+ c99c4 l_
o 1 2 3 ''' 96-o-- 4-l _

A la disposición de etemenEos en los c4ales
C?_ + C,5 _os,u_

que están por encim_ en la línea precedente
c6 + c6 (a exce ci6n de los extfemos) se denom1'
2 S
V ''Tfi_ngulo de _a_scal''. Sipndo este
7
3 _..

c99+c99 l 2 1
95 96 _.,_'__,x'
V 1 3 3 _
IOO
_ l Q 6 4 l

Esta propjedad nos permite encontrar de l 5 lO 10 5 1
manera sucesiva a 1os números ;- ; :_ ;_ ; ;
combinatorios.
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CAPíTULOX

IV. Degradación de índices. E_e_plo 2
Todo número combinalorio puede La suma de
degradarse,como:
l.Cj+ 2.C2' 3.C3n+
Degradaci6n de ambos índices _n ' _ + _ + '-''
C o C _ Cn j
n_n n'
k _' k'l
n+1
n
n
+ _ Se _ _:
Degradación de índice supenor cn
n n n_1 n-l
C __ .C
n-h k Reso_ucio/n:
Degradando e l numeradoren cada sumando
De rad,ci6n de ,_nd;ce infe,__o, tendfemOS
n+I
n__n_k+ln l_(n+1_ '_'l
k _'k'I + +
_
EJemplo I
Al simplir_car: (n +!) /
2_2otglg +' 'n-t
- - - C
8 76 5
% , Se Obtlene:
l8 cl8 cl9 c20 n-
5 l2 l2'8
Resolución; = (n+I)(l+ l+I+ __,_t + l) = n(n+ I)
paraelnume,,do, V
Aplicando degradaciones sucesivas ^ V'C''
2l 20 l9 cl8 c2l
_N_'-_ 5-- g E_em_l03
' Al resolver el sistema indicado
' c2(x+6J cx2_23
ara el denOmlnadOf 4y _ _ ' )_ _ 2 1 PrOPOrCl
l8 IB l9 20
D = C +C +C +c ReSOl4CtÓn_
S 6 7 8
v 2(x+6J= -23 _ (4y- l =y+2 \_4y-I+y+2
l9 19
+ C7
ue_o
2a 2o _-2x_35�O  n {y= l _/5y=2x+lI)C
7 + C
8 _ (x-JJ (x+5J= 0

21 .'.x=7 6 x=-5
2l B
- D = C a I_Ua a SOla admlte X =
'' 8 '
entonces y=l6y--5
Como el numerador y el denominador son por _o tan_o 7 /
i uales, l, ex ,esjón edid, ,e,ulta se, l . _ '' ^ _ '" 35
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0
rODICmaS QCSUCItOS

Pro_l_m8 1 ProDl_m8 3
_De cuántas formas se pue_e seleccionar una Del prOblema anleriOr, pUede Ud. indiCaC
,_eslud__o,,7 _CUántOS lnEentOS realizará el inVesti_ador si
dicho "password'' tiene por lo menos 2
eSOlU�On  _ caracteres di Ferentes7
La palabra "estudio'' posee 3 consonantes s, t, d
y 4 vocales e, u, i, o. Resolución:
De ah_, que para seleccionar una consonante Si como mínimo 2 caracteres son diferentes;
tenemos 3 opiones y para seleccionar una vocal entOnCeS ßOdemOS t0_farlO de 2 rOfmaS _
tenemos 4 opciones. Por ser acciones
__nde end__entes. odemos a ___ca, el pn_nc__p__o l. _os c8racteres d1ferentes
de Tnultiplicación, y el número total de farmas
de se_ección es 3. 4 A B C
T T T
__ _iSten l2 FOrmaS en lOtal
35 x 3Q x 34

Pr0al_m8 2 El p_mer carácter puede sef seleccionado
Un invesligador p_vado desea acceder a una de entre 35 opciones tal como lo h_bíamo_
info_ación conf_dencial para e__u debe ingresa, visto en el problema antejor. Ahora una
,, pass_o,dt, ( pa_abra �ecreta  de acceso) a _a ve_ escogido e_l p_mer carácter, ya no
podemos seguir seleccionando; ya _ue 2
COmpUtadOCa. Sl dIChO _aSSWOf _OSee cafactefes de n s f d__fefentes.
Ca FaCtefeS (le lfaS y/O nÚmefOS}t iCU_ntOS intentOS pafa el segundo car_cter sólo tendiemos 34
tendráquerealizarelinves_gadorparaencontrar opciones, cun esto __a se satisface l_
el "password''? condición; por eso que el segundo carácter
. E_ a_rabeto _osee 25 _etras sel_ccionado puede también ser escogido
' - en la 3ra. posición.
e_OlUCtÓn:
Pafa resOlver el problema nos v_moS a apOyar de pos ic ión tambjén tenemos 3_ opciones, por
un gráF1co, que nos represente el ''password''. serselecciones independientes aplicaremos
el principio de la multiplicación y tenemos
35.34_ intentos.
_4 B C
1 T T II. Tres c&r8cteres _reren_es:
35 x 35 x 35 _ _
A B C

El p,ime, ca,a/cter ,e puede e,coge, de ent,e 25 T T t
lelfas y lo djgitos (del o al _) es decir de 35 35 x 34 x 33
pos i_ilid_des. Luego e l segundo __ tercer carácter
también nos offecen el mismo númefo de AhOfa _afa la p_mefa CaSilfa tenemOS 35
opciones. como son suceso, _ndependientes se OpCiOneS, una vez esCO_ldO el CafáCtef, nas
._ca, e_ ,._nc._ ._o de mu_t_. _._cac._o, n quedan 34 opciones y una ve2 escogido es te
' carácter, nos quedaran sólo 33 opciones
.N. _jste_n 353 intentos posjbles. ßafa la teCCefa pOSiCi6n.
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CAPlTULO X An4_isis combinatorio

Así lendremos 35. 34. 33 intentos. Resolución:
Finalmente de I) y II) por ser 2 formas de Este problema podemos resolverlo apoyándonos
satis Facer nuestro requenmiento_ debemos en el gráFico
aplicar el principio de adición, existiendo
2 _ _
T T 1 T
.', Existen 79 730 intentos posibles. f_jo
X 7X 7X

P_Dltm_ _ Nuestro problema est_ en seleccionaF los dígitos
La compa�ía  teleIónica desea saber cu_ntas en cada una de las 4 casillas últimas, así, en la
líneas como m_imo puede inslalar en San 4ta.casilla,elmenordígitoaseleccionardebeser
Martín de Porres cuya se_e es 53 l. Tal misi6n es 6 por condición (número mayor a 6 OOO) pero no
encareada a un empleado de la sección de podemos seleccionar a 7 ni a 9. Así nos quedan
operaciones. iPuede Ud. indicar la respuesla de 2 opciones: 6 y 8. Para la 5ta. casilla, 6ta y 7ma
dicho empleado? casilla podemos escoger cualquier cifra di Ierente
Re_oluct6n _ de 4_ 7 y 9 así _oS 4uedan 7 opCiOnes.
_stira_ 2 73 nu/mefos telefo_Iu_
os núrneros telefónlcos poseen 7 caracteres_ así Or O n 0_ eXl _
nos podemos apoyar en un gráF_co taleS CaraCte�StiCaS.

Pr_Dl_m86
iCu_ntas placas de autamóvil se pueden registrar
T T T 1
_ COmO m ImO, taleS qUe COmlenCen COn
lO x lO x lO x lO terminen en _?
Tener en cuenta que la placa de autom6vil se
la seje de San Martín de Po_es se man_ene r_ja compone de 3 letras seguidas de 2 dígitos, y el
ocupando las 3 pnmeras casillas. La 4ta. casilla alFabeto tiene 25 letras.
debe ser un dígito, entOnCeS tenemos lO ResoIución:
opciones (del O al 9J. Igualmente Ia 5ta. casilla, Nos podemos apoy,, en e_ g,a_f,
la 6ta. casilla y 7ma. casilla tienen el mismo
num_ ero de opciones. Al Flnal como cada
_lección es independiente; por el principio de
_licacio_ s _9 /
_ enrem nUmerOS T T T T r
_lerónicos difere ntes.
Fl_O 25x 25x 10 Fl_O
or lo tanto_ se pueden instalar hasta lO_ líneas
__Fónicas en San Martín de Porres.
Para la 2da casilla, tenemos 25 opciones (letras
del al Fabeto) igualmente para la 3ra casilla y para
_m_5 _a 4ta cas_._
__ l problema anterior, puede in_icar, icuántos d_/gito, tenemos lO opciones. En total 25'-. IO
__ eros telefónicos no poseen a las cifras 4, 7 y Fo_as.
??. !' el número Formado por las 4 últimas cifras por lo tanto, se pueden ,eg;stra, 6 25o placa, con
_o mínimo debe ser 6 OOO? esas caracte__stlN

261



_ppDelarnsgtreas__a0_dg5lamsl8ps0eg en_c_ulenhglra und_g_rulp0ot de0part0l _ d_ pode_gmos_gr_a_n_caf __g_gg

lumbreras Editores Á _geb ,a

Pr8_l__8 l Pro_lem8 9
En una reunión cumbre de los presiden_es de los En una reunión Familiar se encuentran el padre
países de Aménca donde pa_icipan 24 países de Familia, su esposa y sus 3 hijos. Si esta,n
debidamente rep CeSentadOS Se deSea t0mar Una alrededor de una mesa circulaF enlreteniéndose
FOtO qUe rememOre tal aCOnteCimienEO. _De con un juego de salón. iDe cuántas Fo_as se
CU�ntaS  fO_aS Se ßUeden Ub iCar lOS pfeSidenteS , pueden ubicar aIrededor de la mesa si los 3 niños
Si el pfeSldente pe_anO debe ir Siempre deben estar siempre juntos7.
acompa�ado  al lado izquierdo del presidente Re,o_u__o,n.
ecuatoriano?
ResoIuci6n:
Si grarlcamos la situación, tenemos
'"0'"_ ^

l y11ol Ht_o3
A las casillas tomadas por los presidentes Ht_j
peruano y ecuatoriano la podemos considerar
como una sola ya que ellos son ''inseparables'',
entonces tendremos 23 cas illas entre _as cuales Estamos frente a un caso de pe_utación circWar
se pueden pe,mutar las posiciones de todos los ya aue deseamos saber cuántas Formas
fesidentes_ pof lo tanto, en total hay 23 formas diferentes de ubicaci6n pueden tener los
de tomaf _a foto. elementos de la familia. Pero si los 3 chicos
est_n siempre juntos podemos considerarlos
como un sólo elemento. Así tendríamos 3
. , elementos a permutarse circularmente, habían
e Un COngreSO de eStUdla_teS de INen1ena a
. , entOnCeS 2! fOrmaS.
_Ve e eIu, a a Ora e a mUenO, en Una e
_c__pantes Pero los 3 ni�os  también pueden pe_utar sus
donde _o ,on de_ __nter_.or y 5 son de _, c,p;t,_ posiciones de 3! fo_as. Luego en total
_De cuántas (o,mas se pueden seleccionar los tendremos 2t . 3! Formas posibles de
alumnos para almon,, si en cada g_po debe ordenamiento.
haber 3 estudiantes del interior y 2 de la capital? Por lo tanto_ la Farnilia puede disponerse en la
Resolución_. meSa de l2 FO_as di Ferentes.
En cada grupo hay 5 personas_ de las cuales 2 son
de la capital; a los cuales debemos escogerlas de __oDl_mg 1ß
. entonces tenemos c5 Fo_as de hace,_o _cuántas ordenacjones dj(erentes se pueden
' 2 - hacer con 2 caml,setas de la se_ecc_,
IgUalmente de lOS 3 eStUdianteS del in_enOi a camisetas de Universitano de Deportes y 2
.o_,de _os _o ueha en_as_atenemos clO camisetas de Alian2a Lima, dispuestas en Forma
3 _ineal?.
Formas de hacerlo. Como cada selección es Rego_uci6n.
5 l O Apoy_ndonos en el g,a/
Independlente tenemOS C . C rOCmaS de

lograrlo.
Por lo tanto, se pueden formar I2 grupos de
alumnos.
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lu m b reras Ed i _o res Á

Resoluc16n: Como el proceso d_ selecci�n  de factores es
En primer lugar de los m o_jetos iguales independiente, por el pnncipio de multiplicación
podemos seleccionar a l, 2, 3_ ... m objetos o lendremos:
qu�zás  no seleccionar ninguno; _enemos
entonces (m+ l) posibilidades, De ahí de los n
obietos iguales, similarmente, tenemos (n+ l) _~ _eCeS
opciones. Adicionalmente, si ahora p objetos
son direrentes para cada l de ellos tengo 2 PRrO eSte "Ûme Fo de faCtOces incluye el factor
opciones: lo escojo o no to escojo. Así en total, _iVial l
debo tomar 2P o ciones . n .
' __ lSten n+ ' aCtOreS lrer_,nteS.
FinaImente como cada una de las setecciones es
independiente.
En total tendremos: ___l8m816
(m+ l )(n+ l)(2P) fo_as de selección, pero este Resolver a la ecuac ión expresada como
número incluye a una_ aquella que no escoge a
ningún objeto la cual debemos desechar. As_ _( n 3 )_ n 4_ ' l20
tendremos en total:
(m+ l)(n+ l)2P - l Rego_uc_.o/ n.
En el denominador usemos la degradación a rln
Pr_Ql_m81_
Silos ''n+l''números a,b,c,d, ....z ; (a,b,c,
nt3! n+
, ... z} c _' sOn tOdOS dIFerenteS y cada unO de _ -_ l20
n+3)! _ (n+Q) (n_3)!
ellos es primo, demoStrar que el númefO de '
Factores di Ferentes de la expresión
a"bcd....z _ n_Z' es (n+l)2" - l
./ - (n+5) (n+4)!
e_OlUC_0n: t _ _
l + (n+Q)
a,a eSta demoStraCl6n debemOS Saber qUe Un
número primo sólo tiene como factores a I y al
Onde n+4!=5!
mismo número. Así, deduzcamos las factores de
cada uno de los números incluidos en t n + 4 ' 5
a'bcd.....z .'. n= l
I. De 8', p_demos tener como factores a l, a,
_3 n _
.mo so,_o _e,emo,, _ yb Pra_l_m_1l
como Factores, es decir 2 factores. SimpIi F_car
3. De r como es primo sólo tenemos a l y c
.2f _1+3_ _ _2
COmO IaCtOreS, eS deClf, aCtOreS.
l1 .5

_nu,, y _o, dema,s nu,me,o, 11_ _1
2 F,ctore,, l,u,idadyelmismonúme,o. _ , _ , l1
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CAPlTULO X An4lisis combinatorio

Debemos pe_utar las posiciones de las _roDlgmg 12
camisetas, pero vanos de ellos se repiten. La ce_adura de la _óveda de un banco consta de
EntOnCeS p_demoS Yef QUe Sl COnSidef_mOS 3 disCos, cada una de ellas con 30 _siciones.
todos diferentes tendríamos lO! ordenaciones_ Unave2cerrada labóveda,paraab_rladenuevo,
pero 2 son iguales a la c_amiseta de Pe_, estas se cada uno de los 3 discos debe estar en la
ueden di.spone, de 2 r (o_as, ca_a una de e___s posición co_ecta. Si un a_go de lo ajeno desea
__ uales entoncrs estar/,,n re __t__e/ndo,e o, ello abnr la bóveda, icuánlos intentos inf_ctuosos
. d a s e s t a s __ F o r m a s como m_imo tendrá que realizar?
Resoluci_n:
h_brían entonces -_ fo_as "distintas'' de p _ i d Nlsco e,te en _a os._cl.o,
2! ara QUe e er.
correcta habrían 30 opciones_ luego para el 2do.
ord_nación. Pero simila_ente hay 4 camisetas y 3er. d_sco tamb_en hab,ían 3o opc;ones., en
de Universilario de DePo_es _' 2 de Alian2a Lima total habrían que realizar 30J combjnaciones
_ue pueden permutarse de 4! y 2! Iormas las como máximo para abrir la b6ve_a, pero como
cuales se estar1/nn repitiendo_ en el total nos _iden, cuántos intentos inf_ctuosos como
encontrado así para e___tar que _e repitan., máximo tendrá que reali2ar nues_o personaje,
3_ ,_
tRndr_amos que dîvidjr el to t_l entre el número de en remOS
intenloexitoso.
ordenaciones iguales. Tenemos '
2t 4! 2!
Pr_al_____813
POC lO tantO, Se _Ueden OfdeI_af laS CamiSetaS de M jgue l desea fes tejar sus l 8 anos y desea invitaf
3?_ 800 fo_as distinta__. a su F_esta _ sus 9 compajeros.
_De cu_ntas m_neras puede invitar __ I_no o más
deellos?
Resoluct6n:
LDe cu_nlas Formas se_ _uL_clen ordenar en una .
l_Ue ana lZan OaSU_rlmefCOmßanefOdlf_: O
_la 1_ automóviles del mismo modelo si 5 __o_ l_nv__to o no _o l_n_,to t-lene j o c.l
azules, 4 negros y 6 son rojos? simi_a,mente pa,a el segundo com__ne,o._
Resoluc_'ón: lambién 2 opciones; y así sucesivamente con
,omo se trata de _utom6vl.les de_ ,n_.smo cad_ uno de sus 9 com_�eros.
, 9 _
modelo, en total si permuEamos las posiciones de lna en re eren eS'
, - considera�ía  una posibilidad q__e no invite a
Cada UnO de ellOS_ tendrlamOS tt! Ordel_aClOneS
. nadie; entOnCes h�_'  que excluir esa situación ya
_rO haY al_UnOS _e PllOS QUe SOn l_lla eS' ue ur lo menos debe inv;tar_ 1.
nsí, de los 5 azules iguales podemos enconlrar 5! por _o tanto ml_gue_ tend,a/ 29 _ _ Formas d_l
OrdenaCiOneS tOdaS e 1laS i_UalPS COnte_idaS en el de invitar a su f,esta.
lotal, i_ualmente d__ los 4 negros, tendremas 4!
ordenaciones iguales y 6! ordenaciones jguales
_r ser _ autos de color rojo.
i de m+n+p ob_elos (m,n,p} _- __+_ m .son
15! orden,c,.one, iguales, n son i_uales y las resEantes diferentes.
5!_4!.6!_ _emostrar que el número _ol�_l  de
d.,_.,t__ntas. cOmhinaCiOneS e-_ (m+ i)(n+ l)2' - l
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CAPiTULO X An4____s_., comb__n4_o,__

Resolución: , ,, ___
_perando convenientemente _____0_0,____0__'___"'_O_'0_ _L_^___' _'___0'_:___'^___a__y^_,_. cu_ndo n _ _. ! _ u _'-___
' ''v'_''___''_x' 2"l_n _'';
11 . 11. 5 . 2 . (_ .._.,.,,,...,0,,,,,,,,,o,.,,.,,...,,o,._..,,,..........,..,.,,0,0,..0.,po.,,,o,_,,,,..,.,.,...,,.o._.,...,...,..,0...,,,.,,,,,0,,,,,,,.,,,,,.,...,...._ ,,,..0.,p,,,,0,,0,,,,,,,,0d.,...0.,,,,,..,.,0,0,,,o,,.,,,,0,0 _,0 ,,0 ,,,0,0 ,_0 _,,,. ,. ,...,.,,,00,... ,,,, .,0. _,. .,, q, ,..0 .,0,,0 , ,, , o.. ,, ,,0 ,0 ,, _ ,0 ,0 ,0 _ ,0 _0 o , ,, , ,._ ,. ,0. .. 0. ... ,.. .. ,. , ., ,., ,. .. , , , .0. , ,. ,. v ,. __?__ ,'__0g
ll
__ Entonces 2S = l+l-O _ 2
_ .(_).11
'.S _ I
l2
'
'5'2! ___} ,J,';', --_;_

_1 _
(11.1o) (_) .l_ C_o. C_0 _ Cg. C
seobtiene'
25 cl9 c25 cl9 '
Pr0_l_m_18 5 9 ' 6 Io
CalcuIar la suma límite _e la serie
_ 3 5 ReSOluciÓn_
+_+_+ '__
_ 2 22 23 De_ Ca_andO, y _Of COnl_lementO Se tlene
20 cl9 c26 cI9 c26
Resalucjón: _o ' 9 ' G 9 ' 6
Sea ''S'' esta suma l_mite, es decir
_ 3 5 C5_CgtC6_CS
=_+N+-3 +___
2_ 2__ 2
l9 c26
multiplicando por (2J g ' 6 -
1 + 3 + 5 + _g 25 25
_ 2_2__ 9 5'6

Ac ondic io nemo s nu merado res
conven_e ntemente c2 6
6
2S= l + (_)+ (-)+ (_3 )+ _-_
2_ 22_ 2
Ahora de_sdoblemos Pf__l_m_ 20
Determinar el conjunto
2S = l + {_ - - )+ (- - - )+ {-- _ )t _.N
2_ 2_ 22_ 22_ 23_ 2
A= X,y__ _; C2+2C3+C__

' 1_i' / 1 orex_ensio_
= _+ ( i- )+ ( _ _ }+ ( _ -- }+_N_
_ 2 o_d s J' 3 28_ Rego_uc_o,

Para conocer los pares ordenados que
' cons'i'uyen a es_e coni
la ecuaci6n, e,_presada __edian_e:
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Lu mb reras Ed itores Á tgebra

_' cx +c_-+c-i c7 . x,_ , y<_/ Dedonde
2'3 ,J _-) _ ' \-
C_+_ _ C_X+_ _O _ 2 3 ''' _-

_ +_ _ 1
_ l2 l2

+2 c__ 13_ ' _
t' 3 +
+
DedOnde Se tien_ v

opudjendo ser
x+2=j ' 4+y=7 _ x=5 /_, v?7--3
m+l

.'. A _ ((5.4) (5,3)) _ _.

I. m+I=29_m=28
PraQl_m821
Determinar el _-_lor de (m+nTp) a partir de la m g _ _ _
condición
Siendo conoci_o "m'', se tiene
Cn!'J _ Cy!! _ Cy12 + ... + C_','' _ C2''J -- I
' P m_9=r,_n=I9
Por lo tanTo m+n+_ = 66
''n'' sumandos

.o/n. tl. Se cumple tamlJi�n
/me_.o comb__nat0r__o ha_ia,_,os su m + l = 29 _ m = 2_
C0_nPlemento m _ 9 + __ _ 29 _ p _ i_
10cllc12 cln c2_
I'2 3''''' m-_ p
Además: m-9�n  _ n=l9
_hora a f_n de _oarl__ r In propied__d dc la adiciór,, De donde m + n + _
_I'__dlmOS C a _m_OS ml_mbrUS: ... m + n + es 66 _ 5_,
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0
fOblem_S _fO 0 Ue_tOS .

l. En una reunión cumbre entre los A) 30 B) I6 C) 33
presidentes de I0 países de América del D) 32 E) 25
Sur, el día F_nal de sesiones deciden
retratarse para la posteridad. _De cuáI_tas _. Un agente vendedor de productos
manefaS ßUeden dlSpOnerSe lOS IO _armacéuticos de primera calidad visita
mandat,rlOS, Si lOS presidenteS de Pe_ y diafjamente J farmacias en el Centro de
ECUad0f pOf VOlUntad ßfOßla nO deSean Lima. para no tratar de dar prefefencias a
osar juntos? uno u otro establec;m;ento ha dec;dj
alterar el orden de sus visitas. _De cuántns
A) 9! B) 8! C) 9!_.8 maneras puede hacer_o7
D) Io! E) 7!.8

2. Un coleccionista de artículos
precolombinos ha sido invitado a exponer
sus mejores cerámicas Nazca. Dicho 6 En un con ,eso de Estudl.

/,tas ma,e,as puede se_ecc;onarlos s__ 3 una sala de exposiciones, donde participal_
de e__os no pueden f,_taf en la expos ic ió,7. I O estudiantes, los cuales deben ag_parse
en 3 grupos: 2 de 3 persona.s )_' el último de
A) 7 g) 3 c) 2 _ 4. iDe cuántas formas se pueden agrupar
E) 10 los lO estudiantes?

3. Un turista europeo desea realizar un Tours A) lO B) 8 C) 36
en el Pe�ú.  Para tal efecto ha contactado DJ I6 E) 4 200
con una agencia de viajes; la c_ual le ofrece
una estadía en 8 ciudades, 5 de la región 7. En una reunión entre 5 comp_neros de
andina y 3 de la re_ión Costeña_ Pefo por e l colegio que se reencuentra después de l O
tiemßO del Que diSpOne diChO tUfiSta SÓlO años de haber egresado; ello.s van
desea viSitar 6 ciudades_ 'De CuántaS acomp-añados de sus respectivas esposas.
maneraS ßUede SeleCClOnar diChaS _De cuántas maneras pueden d;sponerse
Cl'Udade_S a V'lSl'taf_ Sl 4 ClUdadeS andlnaS SOn en una mesa circular sj siem re _eben es (ar
unto obligatorio de visita? hombres v mu_e,es en (orm_ alte,r_eda7

AJ 30 B) I8 C) !5 A) _ 4oo B) 2 6oo cJ 2 8_o
D) 24 E) l2 Dj 4 joo Ej __

_. Se han maEriculado 5 caballeros' y 7 se_.s com an_e,as _e _, unl.ve,s.l

/ctl_cassedanenella_oratorl_o encuenLran en un evenEo Eecnológin_o.
En dicho la_orato Fio se dgben Formar Determ inar, _cu ántos sa lu dos se
rupos _ipersonales, necesariamente intercambian como mínimo, 5i 2 de ell_s
for_nados por un caba-llero y una seí_orita. están reunidas?
iDe cuántas maneras pueden selecciunarse
diChOS g_ßOS Si Un CaballerO deCide nO A) 6 B) 3o c) 1;
trabajar con 2 de sus companeras?
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9. En un simposio organi2ado por la l3. En una reunión lO amigos desean
Municipalidad de Lima partic ipan 4 alcaldes ordenarse para tomarse una (oto. Si entre
del Cono Norte y 3 alcaldes del C0no Sur, ellos hay una pareJa de enamorados que no
los cuales están ubjcados en una mesa desea separarse. iDe cuántas maneras
, b lico pueden ordenarse?
asistente. _De cuántas maneras pueden
disponerse los alcaldes , si las A) 9! B) 8! C) 2. 9!
burgomaestres de un mismo cono no D) 3. 8! E) 3. 9!
pueden estar separados?
l4. Si se dispone de m objetos iguales, otros n
A) l2 B) 24o c) I4Q objetos iguales y rlnalmente p objetos
D) 28g E) 27o diferentes. _De cuánlas maneras puede lld.
seleccionar por lo menos a l de ellos?
lO. En un programa de concursos en la TV se
,e,e,la un ;uego que con,i,te en ab,;, 4 A) mnP
uertes contando con un Juego de 7 __a,es, B) (m+ l )(n+ I )P ' l
_cuánlos intentos com_o máximo dispone un C) (m + l )(n + I )2P -- l
parlicipante para ganar el premio? DJ mn
p+I _

A) 84o - B) 2 8oo c) 2 loo
D) 24o E) 7 2oo l_. Si se disPone de (n+I) números primos,
_cuántos (aclores diferenles tiene el
producto de dichos números?
. La compañía de teléfonos desea averiguar
CUa/ ntaS ll_neaS adlC lOnaleS ßUede l_Stalaf en n ,)+ 1 , t
la serie 53l, si se sabe q__e hasta el n n+,
rT_omento no ha usado 2 cifras para las
últimas 3 casillas y 5 para la 4ta casilla.
,o,,. Elnu/me,otele Fo/n__cod__spone l6. Hallarla sumade

A) 15 B)_ 24 c) 4o
D) 28 E) 53 1 A) 55 B) 77 c) 285

l2. En un circo, un payaso tiene a su
disposición 5 trajes multicalores di Ferentes, l7. Avejguar el valor de "n'' _ue justi Flque a la
6 gorras especiales diferentes y 3 triciclos. igualdad
_De CUántaS maneraS ßUede Se leCC lOnar SU !_ = n_ + 6n3 + l I n'- + 6n,
equ ipo para sa l ir a la func i ón ? e._ n d. l u e _ a l v a _ o r a u m e n t a d o e n s u t, _.

A) 45 B)3o c) 18
D)90 E)40 D)3 E)A _, c
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___nc n6c t6c n 2o_ cEcl))val1o(r+de+lla)su_ma +

CAPITULO X An4l_si, combinato,i

l8. Al simplirlcar se reducirá a:
2l c2I
8 I3 bt. t _ 2
_ SeO lene' A)l+- B)l- - C)I+-
c +c _c _c n n n
5 l2 l2 8
l
- E) n
n
l BI c l
2 2 4

D) 2 E) 4
m_'I cm_2 cm_3 c 2m
m m_ l m+2 '''' ' 2m_ l
l9. Laexpresión

será:

3
C o + 7.C_ + I2Cn_ + 6C
_ 3 AJ -(2m+l) B) -m (2m+ l)
n n n 2 2
l' 2 3
m
-m
2

n__N>3 D m
-(3m+ IJ E) 2m
2
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_o_' z'cl'toJ-_s ___, -- (n.,, _,, _-,, r/J J .)' _X __ = (r2, , __,, r'_7, rJ_,J, _r_'1-_17 1__J_n7c__ si,'

r7J =rl,, _J_, = __. , r/ __', , _,., _r/,

_n r2dic-i_11 (_I_iI1eJ_rr o__7I_r7c'7rJ_J i17Je/11nJ se _9sc'J-i_e.' _X J + _X _ = (r_/+n '. _/ +_ ,. r'J +c_ ,,
c/,,+cJ_J - - - - 1
i
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i
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__s )rf7__ç7.Tr7J-ir_, J-_c_i._rl)- (_n,J 17JfJ_rus _J-_J J/(o//__J((o J (7r}.c c-J/_J rJ,.J,?J_(_9s r Ic ,s(o.c z ,t,(,rr)),e,s-. _,r, (nlj Jr_
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gsaFFollodg
'...v.. ..._.''_.:.:__.:_..__...____''';:.____;__' ~ .............. ' _ _

_iiiOBJmV0.S__'_'''_' _ '',,,,,;;, V' _'''''''''__' __0__
__,'''' _ _and. irodes_.___olla___:r,'po_n6_c.annnte(x'+a)" _ .. ,., __ ' ' ''__''''' _''_
'''i _ Calc_lar c.ualquiei ''t,,_rm.. inD. de _a e_xpresi_n de- (x+a.i,_...'__..'_''confando de derecha a iz_uier_da o ''_,__
i,'._ _, '__Cne. _erS_ , ,. _,....,,. :.._., _ _ '' ''_' '_'/ ' ; __
t,. Resalver ia roximaciÓ'''lesgcu_cio___.e.inec?ac_onesiiTacionales arac_e_osin_e_alosen 0
_ _;, .... ... __..:. que se 0',u'e,_,e _,. __ _g''c5'' _ _,. '' :: ' ' '''' '' , ,,, ' .: , ,' ' 'i

l_R00UCClON
El desa_ollo del Binomio de Newton que abordaremos en este capítulo desempeña un papel
importante en el desarrollo de los capítutos siguientes de álgebra y, en especial, en el análisis
matemático que se estudia en los primeros ciclos en todas las carreras de ingenieja y cie_ncias.
Por ello, mostraremos algunas de sus aplicaciones, por ejemplo, en la desigualdad de Bemoulli
(I+x)^> l +nx _ x >_ -l _ neN
lim l
Sl ml5mO para demOStrar: _ % l + - = e
n
Como sabemos, dicho número e=2,7 l 8 28 l .... es muy importante en el an_Iisis matemático.
También se obseNa la gran aplicación en la teoría de ecuaci0nes, desigualdades, funciones y
fundamentalmen te en la teoría de suces iones v series que son temas centrates en el análisis matemático
real y compleja, por ello, citamos un ejemplo de una serie:
73 _ 1
Por lo visto, el binomio de Newton tiene muchas aplicaciones en los diferentes capítulos.

CUAMDO. __n�  ._ Y N. _ ,ERO 'NATuRAl _:. _____ ,__ ' '' _
Analicemos el desarrollo del binomio (x+a)^ para n _ N, mediante los siguientes ejemplos:
2 __i+2xa+a2
3_J 1 _3
_ __ x_ + __a +_aa +__a3 +a_

_a inquietud es averiguar c�mo  es el d_sarrollo de (x+a)^ ; n? _
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MÉTO DO l N DUmVO EJ emplo_
. Hal_e el desarTol_o de x+a 6
artlreInOS e Os _rO UCtOS nata eS: .
(x+a)(x+b) _ _+(a+b)x+ab Re8oluci6n;
6 6 6 6s 6q2 633
X+a)(X+b)(X+C) = +(a+b+C) X'a --- oX + _X a + 2X a + 3X a
+(ab+ac+bc)x+abc c6 2 4 c6 s 6 6+
_ X _ + 5 X _ t _
: Desarrollando los números combinato_os
6 _._ x6+6x5a + 15x_a2 + 2ox 3a3 + 15x2e4
X+aJ(X+b)(X+C) _N_ (X+h) = _+S)_ _ + S_-2 X' a -
-3 +6xa5 +a6
Donde: PROPIEDADES
S_ = a + b + c + ... + h I. El desarrollo de (x+a)^ es un polinomio
s2 _ ab + ac + ad ... + ah + bc + ... hOmO_eneO y COm_letO de (n+ I) téfminOS
b + bd + + abh + bcd + con respecto a las variables "x'' ; "a'' de
3 - ''' '-'

: II. Los coeficientes de los términos
equidistantes de los extremos son
Sn = a.b.c ,.... h combinato;os comp_ementa,io,_ en _a_
razón. lendr_n el mismo valor.
En caso que a = b = c = d -- _____ -- h III. Los exponentes de "x'' disminuyen de uno
en uno, mientras los de "a'', aumentan de
n UnOenUnO.
= a+ a+ ...+ a= na= C_ a
. P8r8 h8ll8r cu8lquier térm1no deI
' ' n ' ' ve c e s deS_Ol lO
Seaeldesa_olIo
2 + 2 + + 2 n(n - l) _ c ne2 (x+a)" = Cò_ + C__-ta + C2_'2a2
2- ''' -_ - _
r. t_ ts
n(n - l)
VeCeS + C _- a + ....... + C an

3 3 3 n(n-l}(n-2) 3 t_ tn__
=a +a +....+a =_a v d te _
2 emOS QUe Ca a rm_nO eS't

1_ C ô x
n(n- l)(n_2)
6 t _cnxn-laI
2_ I
na3
= 2 t3_C2x^-2a2

, cn n t _cn xn-(k-f)_"-'
=a.a.a.'.....a=a = na k k-l

nxn-kak
''n'' veces h+l k Cr_rmtno generaIJ
Luego

x_a n _cnxrl+c_xn la _c!lxn 2a2+ +cn,n k�O_  I i2 ;... :n
-_ _ 2 ''''' n
e llama el término de lugar (k+ l), contado
n _ _ de i2quierda a derecha.
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CAPITULO Xl Desarrollo de_ binomio de \_t_

EJemplo l ' e
?,m_ ___,__?___,___,_' Sl Se CUenla de defeChà a t
/rminodelu arloenlaex ansión ___"'''___t'^'"'_'_' i2 uierda só_o se cembia et ?,
_2 ___c___,x 0 '':_____;__"' o_den de las bases_ así en _
de 27x5+_ __' ?_^__i_'_'-"''"m_ ' X+a)":
3x ,,

Resoluci6n: t _ ,,_

Usando Ia r6_ula general t_,_ _ c_ x n k ak t_ , _ _ c_ an k x k _

9 contado del inicio contado de_ nnal
t_o_ _g+_ = cg2(27x5)'2-9. -!

3x veamo,en. (x+e)6
6666 6t_636J
X+a = oX+ _ a+ Xa-+ J a+ 4 a
9 ,
I2 53 _,
9 '_ 65 6+
5Xa + 6at

3 64_ t 624 6
____ _ m3 1 -_ = 2X ' __ 4X " -- 2X'a4 ;
_ ._ __._

_
OlS_9
_ ' .X_22QX6
V. En el siguiente polinomio
P(x_a)= (x+a)" _
_nn nn-l nn-22 _n
_em_o2 - O l 2 ''''' n

Hallar el número de terminos del desarrollo
C8sosP__cul_es
x2y2 s._e_te,Fm_.
- 't -
y _ __ _ , _
;__ ____ ' /\'S ,_,,',.,,., ,,,___'? __n '

tlene a X COneXPOnente __ _! _'__\_a)___n _ _C____aX dN_' ''a_c3__ :,..:'m__c,n_.,
' Jn _ _ ,! , _; C_, _;_\__;_; _ '
Resolución: _i.',Jx;,_! a5 _ _,_, \:_v,_,_,/,xv_,s_,_ _'x'_;,_' , ' ' ,,, ' .
, _ d _t, . _ x_2_''_n'io?+c__c2'''__c_m_....,5?_!'M ,_
nlaFOrmUa e erm1nO_enefa _;__l? ,\__,,_ \ ' ___,v v ,,_, .

2(5n+2}-2Q 22Q
5n+2 X y
25-2q+l- 24 '- '- E_
Y
Deternujar el equivalente reducido de:
n n n n
2q = + _+ +.....+__
2(5n-22)--
t _ Jn+2 2 -(5n-22)+2(2Q)
' 4 ' Resolución:
_
t, iofdato 2(5n-22)- l2=Q4 _ 2(5n-22) _ 56_
_5, 22 2g_5n 5o_5,+2 52 _____ (_ _)cn _cn cn
! - - - - ,\_n_0 J_,_,J__,,0,__, + tt - tt + _
l, 'M_
.'. En el desarTollo, existen 53 terminos '
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lu mbreras Ed itores Á_geb,

n I_ n n n n n VI. En el desa_ollo de (ax_+byP)n se _iene;
-O I I 2 2 3 3'''
a. El coe F_ciente de cualquieT término es
... +C n+nC nn cnan-_b_
k
= _cô + c_ + c; + ... + c; J + _c_ + 2c2 + 3c3 + ... b. La suma de grados absoluros de todos
, n(n+ l)
... + nCn OS térmlnOS e5: _ a +
2
_ €cô + c Jn + c2 _ ..., + c;J + __ cô" +2_, cn_ - ' + ... Demo8!_8ción_
a. Aplicando la F6_ula general
n cn-1 t,+_ _ cxn(_a>'". (byP)k
''' n_I
n
_ C_a^_k. bkxa("-k). y

__-_ cn__ cn__ cn__ dedondeobseNamosqueelcoerlciente
= +n o +_ +2 t.,,.+
de cualquier termino es C_a ''-kb
2n _ b. Como la parte lileral de cada término es
. s _ 2n + 2n _ n xa(n-kJ Dk.
a(n_ k) + ßk , donde k=O_ l ,2,....., n; luego
Ejemp_o 2 la SUma de eStOS _ FadOS eS
Determinar el equivalente reducido de = _ _(n) +OD l + l a(n- l) + D J + l a(n- 2) +2PJ l
cn cn cn c!_ +____.+Ia(l)+e(n-l)l+Dn
n +l+2 +3+ + n
' O --- '''''- - '''
n+
Resolución; n(n _ t)
Multiplicando por n+ I miem_ro a miembro 2
n+I c n n+l cn n+I cn ßll+2+3+...+nJ
-_ O _ l _ 2 '''
n(n _ l)
n_l cn 2
n+l ^ n(n+_J
= _ a+
e la Fórmula de degradación 2
n+l cn cn+(
K-l= K
VlI. la suma de coe Flcientes de los términos de
_ n+_ K _. cn+l+cn+l+cn'l+ +cn'l lUgaf impar, eS i_Ual a la SUma dR
' l 2 3 ''''' n_l N
Sumando l (x+a)n
n_l n+l n+l n_l
n+ K+I=l+ _ + 2 + __ +___,,+
Demostractón:
^, _ Del binOmiO de NeWtOn
erO l= (
X+a) ^= C ôX ^t C_X ^ ' a+ C2X ' ' +..... t C ,a
_ (n+ l)K = Co' + C_' + C2' + .,,__ t C,:j - I _. x_ _ . a_

n+f
+_ _ 8. Cuando "n'' es par:
.'. K=_ o cn cn cn cn cn
n+I _O l 2 3 ''''' n
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CAPlTULO Xl Des4rrollo del binomio de Nevvton

n n n n n n n+l /
o + _ + '''' + n - 1 + 3 + '''' + n_1 Sl - eS Un enterOt lamemOS le

swn de coer. de_ ll_gar i,npar sunla _e coeI. de tu_af par

b. Cuando "n'' es impar: lUegO:
n cn+cn cn_ +cn cn . n+ I

Cö+C2+....+Cn__ = C_+C3+....+C,
.mp,, s_e dc coe,. de _ug,, p,, y se tendrá que los términos de lugares
p y p+ l son iguales y a su ve2 son los
/__.no de m_/ _ no valor Nume/,_.co términos de m_imo valor en el
n . donde desa_ollo.
+ . n+l
n X
Tenemos que (x+a)'' = _ I + - . Siendo a
/rml_nos del le llamaremos q y el término de lugar
n q+ l será el término de máximo valor en
e Sa_OllO de l + - ; Sefa SUFlClenle hallar e deSarfO O_

/ __lno m_/ _lmo de _ + _a ^ EJemplo I
x Si x-- IJ3 t hallar el máximo término en el
onsideremos dos términos conSecutivos
deldesarrollode lugares r y r+l. Resolución_
El término de lugar r+ l se obtiene Sean los té_inos de lugares r y r+ l
multiplicando el té_ino de lugar r por _ _ _ _ r'I
n_,+_ a t,_-C,__(_)'- =C,__ 4.-
r '-x

_ n+l a r
SdeClr ,+_= _ - -, g , g
r x t,+__- , X _ , 4_-3
n+I a
acEor __ l -dlsminuye cuandO r t _
r x Comot,__>t,__>I

lugar (r+ lJ no es siempre mayor que el de
n+l a C 4
ugar rt sino cuando _ _ l - sea mayor r ' 3 8 3
8 r-l> q_'_4-l
n+I a r-l
que uno, es decir, _ - l - >

(9-r)_-r 4>_ 9-r>3
__-I>-t->-+l ' T_g 3 'r 4
r a r a
_ 7r<36 _ r<5+_

a rma,x= 5
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Lu m b reras Ed ito res A'

Luego, el término de m_ximo valor es el g g 2 3
té__no de lugaF 6 tq �  3 _ C3 - _ 489 888

g 4 5 _ 45_
6= C5. - =_ -
3 !_._ 35
IX, En el desarrollo de (x+aJ" se halla una forma
5 / _
raC lCa de CalCU ar el COe IClente de

!5. 6. 35 243 cualquier término en Función al coe F_ciente
anterior.

Ejemplo 2 C_F_cienle _e_ __Ponente de x en
CoencienIe dc un tennino anteriar el ter_nino ante_'i(_r
Hallar el térmi_O de máximO valor numérico _e' rmino cu_quiera ''
g a n _ e _ t e, nnn _.n n oe a n_ f e n. o_ ,! +l

Resolución:

9 Demos_g_ón:
9 __ 39 l __x sera/ su Flc_l
n n_k+l k-l
k- k-l -

9
. t n n_k k
COMl eraf e eSa_0 O e - -X _ + _ --- _ _
3

Eneslecaso
emOS
c-l _
9 9
_ _ --X _ = --X n n' + n
3 '' r 3 - _+_= _"__ _-1

(degradación de índice in Ferior)
De t+1 de_radandO l/ndiCe i_ Fen'Of

9-r+l 2x
t t,+_ = _.-N t, n (n-k+ I
r 3 _ Oe_ _+_= _-_.

Dedonde se tiene:
'F
afa X=l: tr____.-.
r 3 r c f t exponente
Oe
i
' i+1 -
IO-f 2 eXpOnente
OmO _+1>t ' _N-3> ' r< deaent_ '
r

Eje_plo:

luego para todos los valores de r hasta 3
tenemo5 que t,+_ > t,, pero si r__4 (a+X J 5 _ X 5 + _' X 9a t _' X 'a

entOnCeS tr+ l __ _ y eStOS te/ rml'nOS SOn lOS de '
m_imos valores. Io 3 2 3 1o 2 _ 5 _
+_Xa +_' xa +_' a
or lo tanto_ el té_ino cua_O y quinto son 2 + _ 3 + _ 4 + l
numé_camente _uales y mayores que
_ tro /nnl_no suva_or . . x+a 5_x5+5x4a+I x3a2+I x_a3+5xa_+aJ
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CAPITULO XI ' Des4rro__o de_ b_nomio de Nevvt

X. En (x+a)" si n es par, existe un (érmino EjempIo:
6 - , _ _
n
Central qUe ocupa el IU_ar - _
2 _e,rmN_
2
_ t cn xja�  es decir, el lugar cuarto
-+I n 6 6
2 2 _ _c--lq--t3___ 3X a --20X a

_TEM' _A DE' UN __mOM. IO ... . '' '_''''''' ''' ' ' ' '

El objetivo no es tanto la expansión o desarrollo Resoluci6n;
del polinomio sino ubicar un tefmino cualquiera El desarrollo es el producto de __n" factores
de la expansi6n: iguales cada uno a a+b+c+d+.....+ cad
EJemplo té__o del desa_ollo se ro_a tomando una
Ha_e el coer_ciente de _aabJc'- en e_ desa_ol_o de _eE,a de cada uno de e,tos __,_,
l2
tanto, el _úmero de maneras en que cualquier
Resolución; término de la forma; a_bßcydo ..... apa,ecerá en el
EI desarrollo es el producto de multiplicar l 2 producto rlnal, es igual al número de maneras de
factores iguales a x+a+b+c y cada término del o,dena, n _et,as cuando a de e_los son a., p d
desarrollo es de l2 dimensiones siendo un ellossonb.ydee__ossonc as__sucesN_
producto que se ha (ormado tomando una letra _s dec_.r e icoer ,c _.e nt e d e aa bpcn, d6 e s.
de cada uno de estos Factores.
Así_ para formar el termino _a4bJc_ tom_mos ''x''
de tres cualquiera de los doce factores; ''a'' de _ _ _! _..,..
cuatro cuaIquiera de los nueve restantes; "_'' de
tres cualquiera de los cinco restantes; y "c'' de los dOnde a+D+_+6+ NN_'_ = n
dos restantes.
Pero el número de maneras en esto puede Luego, un término cualquiera es:
hacerse, evidentemente_ igual al número de
maneras de ordenar l2 letras cuando 3 de ellos
deben ser x, cuatro 8, tres b, y dos c; es decir es _ a a b _ c y d 6
iguala: ____.....
__ '! _!

'! _ _ _ i i'ii.. _ _''_'_,, coRo_ANo;
_mero de veces ue ''_______ En el desarroflo de: (a+bx+_+_'+.....)"
t i_'.,_,o El termino ue contjene e_ aab_cYd_ es_
aparece el término _a b c- en el producto flnal '''_''_' , ' '''''' '
. ''_, _
',COnSeCUentemente,elCOe IClentefeqUerldOeS: a_,'. _ aab CYd ..... x _Y
2772oo l'_, _ _
,_''. donde a+_+y+6+..... = n
TERMlNO GENERAL {Fó_ula de leibni__ ' ' "
Partimos del problema'
- E_em_lO
a af e COe Clente e CUa qUlef tefmlnO en e -
n s_.endo _,n,, un Hallar el coe Flciente de _ en el desarrollo de
,u/ me,o natu,a_. (a+bx+_)9
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L u m b reras Ed ito res Á

Resolu_ón: donde, a + ß + y = 5
EI término general del desarrollo es: _
_ Equivalente __ 2P3Y.x_+2Y
__. aa(bx)P(cx')Y/a+ß+y = 9 _! _!!
!& !&W!
n nUeStrO CaSO a + + Y =
esdecir:! _

p 2 s_.
, .a~b CYX ' Y ; a+ß+v _9 - ' -
_! _! _l __ _ __ n, __

adem_s ß+2y�5
Luego, los valores que toma a, ß, y las podemos
encontrar de las condiciones
a + + __ g lUe_O el COerlClente de X eS

ß+2y _ 5s i
en do a dem ás a, e, y enteros no negativos. !' S 24 3_ + _ 22 3_ + !_ 2o 3 3
Entonces: l_ i_ _ ' _ t _ ., _ ' l _ l _ _ '
si y=2 _ D=l_ a=6
si y=I _ ß=3_ a=5
si y=O _ ß=5_ a=4
NUMERODETÉRMlNOS
El coerlciente requerido será la suma de los E_ desa_o__o de (a+ b + c + + p )n _._
valores c orrespond iente s.
Por lo tanto, el coe F_ciente buscada es:
_ '_ !_
a bc +__ b c+_a
___! G__ _! _! _ ,___''?d' ,+_ _
__ 252a6bc2 + 5o4a5b3c+ 126a9bS __i_ t__, _0S ai..

fORMUlA DEl DESARROLlO _f_rmula de
Leibni__ En su desarrollo
En el desarrollo de (a+b+c+..,..)"/ n e N
I. Así: (a+b+c)_ tendrá:

d'' ' lg p ' ! 3términos
_'_o (a+b_c_ )n__ ___4b cY ___,'
_''___'_^_ ,, ''''' & _ _ ...._. '''.- ''__,
''__,.. .....,.,..,. , .... , ,.. ,. o .,,,,_,,, ,,,,d,,, ,_ ,,,,,,, _ ,,.,..o.,.... ..... ,,,._o_' _ i_ Q x3 x _ _
donde _, , --_, . -'_'6té_inOS
a+ _+Y+..... _ n ; {a_ ß, Y_ .......) c Zd''''''o
Efectivamente, ya que su desanollo es:
2
Ejemplo: a + +C + a + aC+ C e tet__OS'
Hallar el coef_ciente de x6 en e_ desarrollo de
_ +2x+3_ S ll. En ( l +x+y+_?J3 se tendrá
Resoluc1ón:
_ __o-! !_
El desarrolJo es _ _ ( 1 )a (2x)P (3x 2J '' _ �  _, -- 20 términos.
!&__ __
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CAPITULO Xl 0esarrollo del binomio de Newton

_AND0 'Ya~ ES __.. M?MERO _CIONAL _no aat_ral! ,.
Se busca la expansión de (x+a)" cuando n Ejemplo l
es un entero negativo o fraccionario. HalIar la expansión de (I _x) "
Resolución:
DEfINiClON _ x __ _ ' 2 '-2 x + _2 x2 -2 x 3
OefIClenteBl
t_ n -2_

''' _ __n(n-IJ(n-2)_____(n_k_l) . ''__ Estáf_rmulaser_v_lidasi xc_ <_1,l>
''' k- !& ' _.
t ..:.'::' _,
nf_'_'_a __'.. E_em_lO

Resolu�ión:
E_emplos; 3/2 3/2 3_ 3/2 ,
l -x)3/2 _- o - _ x+ 7 x2 - 3 x' _ ....
l. 4__--O
!_ 3 3 (3_) 3(3_)(3
2,+_2t ,2__22 2 ,3
2 (_t?) (_2+2)(_2+_)_(_2_1j(_2_2) _ _ _
' S/=
3x+3x2 !x3
(_2)(1)___ ' 2 8 _6
lX 2X 3X 4X 5 60 Está (óFmula seráváljda si xe- <_ l,l>
-2 -2
_ _=_--_2 EjempIo3

-2 (-2)(-3)(-4)
_ 3=_�-4  Resoluc1ón:
Seráequivalentea

í. 2'--__-3 _5_+-3x
!_ 4

6. 4 �  _ - 5 = 2 _ -a _ - j -x _ -j -x + -3 -x + .....

_ s 3 (_s)(- l5 g 2 (- s) (- _ (- _ 27 3
FORMAGENERAlDElDESARROlLO ---3jl- '-4"'__ '-16" '-g '-_' "''
BUSCamOS el deSafrOllO de (l+X)"i n _ _ nO _ _5 _35 g45
natural _- l---X+_X '-X t.,...
____ _,,__ __ m4__ ___ 0_____ ,______,_______0_0___,___________'4__ ,__ _vm_\___. , ___,,,, 32 4 16 64
n_ n , nx, nx2.+ n x3+ _._''x..J'.+ ____,

_,,,,D,,,.,,,,,,,,.wmn_M_,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,_-_nn__m,_m.._...,..D,.,,...,,.,...,,,,,....................,_ _ 32 128 X ' 512 X 2o48
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Lu m b reras Ed i to res Á

Es_á Fórmula será válida si (-2) (-3) ( -Q) (_5) (-6) (-7) (_gJ 7 .,
__-2 X
4.Q _
3'3
2_3_4N5N6_7.8.27 x21 _ _ o24x2_
2,3.Q.5.6.7
Ejemplo_
t
l __ g_
X 2
2

Re6olución: Halle el término de lugar 5 en el desarrollo de
. 5 3___
S eqUlVa ente a eSarTO O de: + _
l 1 Re8olución:
2 X2
+ - El deSarrOllO SeCá eqUlvalente al de
2/3
_/3_+x2 oflafo_
j l _ 5
-- _- -- 2
-_._ 2+ 2 _X+2 _X + 2/3 2 _
' ' ' ' 2/3 2
5-4_l' 4 -

I 3
1 _x _2-2x_ 22j2223
_-l-N_+_.-_... 3 33 3 3 3J
_ 26 2 36 _- _ ._x'
! _

2 1 x x2
=-I-=___..._--_+_-... 2 _.
_ _296 _12_96_3 ---_-_-
3 2 5 3 3 3 3 3Jg
= ._X
Stá fÓrmUl_ Será V_llda Sl X f < -G ;6> 1 2 3 4 _

TERMINO GENERAl J 8 7 3
3 - _X x8
Eneldesa_ollode (l+x)^ setieneel te_inode -_ _3 625 -- -_jg75
Iugar (k+ l)

. _ 3
''_ Cl_ _t_ x8
''_,_t___-_ X ? ''_-_
____o_,__,,_,,,,,,,,00,_w_

donde ''n'' es cual_uier racional
'__'''' TE0R'EMA

EjempIo I Et desa,r ( )
OltO de I +_ eS aprOXlmadamente l +nx
Halle el término de lugar 8 en e1 desa_oIlo de cuando x tiend
(__2_) '-

Resolución:
_or f6rmula eneral ''0i'''__0,_.0_.,__.__,,_,..o_,_,,__o'0,ao__0__,__.0''_,,8o_,__,_'_____'''_''_''_'__''__0______,__,,'_,,'_'__'__._''_'_._'_'..''_i..'_..._'i.._.._ii.l_ii'_._i..__i._..__ii...___t.__.i._._._..'_i_,.'_ii'__,'i_i._..___'_..,_'_'__''_.,d_.,,._,.__d._,'__,._..,_g___,_..__'_,._...'_ Sl el ValOf de X eS tan _qUenO_ SUS
_''__'''^_'_''''_'''i^'0'''_''_''__''"'_O'''' 'i_'_ _' !'_a__''''_'''_'0_'_'''____''__,i''d_!!' potencias a partir de la segunda,
- 3 7 __'_''__''____._,;______,__________________,______'__''.___;_''':''_:''_:''.:'''_'''''_:'.''_:._ pueden ser despreciad
8'7+1- J
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CAPlTULO Xl Desarrollo deI binomio de Nevvton

EJemploI l+l+3 l+5 I
Reducir la expresión, si x es su Flcientemente 7 73 2 75 2 77
pequenO Pero
-5
_ +-23x + _ -7_ --O_ 142857 ____.

3J2 t

ResoIuctón:
como x es sunlcientemente peque�a,  entonces -7, _ OtOOO059 ' '. ' '
aplicamos el teorema anterior
uego se tendrá

-5 l__ _s O, l428_7 + 0,002915 _ O,000088 _
I+-x _-2l+-
3 2
3_J2 _ _
8 I+-
4 En la expansión de (x+a)^ cuando n no es
natural, el número de términos, es ilimitado; en
2 5 2 _ x l tal caso, no hablaremos de lérmino central.
+-_- + +-.-
3 2 2
_RMINO NUMERICAMENTE mns GRnNDE
8 l+- 4.- 2 En el desarrollo de (I+x)" para cualq Llier n
racional, como s6Io nos interesa el valor
numénco del ténnino máximo, se presentarán los
I O x + 2 + _X siguientes casos:

_-_=- 3--x l+-x
g 3 g 6 g Se8 una fr8c_ón posi_va
+ - X E _ o orden r+ I se obt__ene muI _ _i
8
._nodeluarr or n+l

I l7 3 l 9_ I. Si x es mayor que la unid_d, aumentando
�-3_-X  I--X=-3"_X

anterior tan cercano a -x como queramos.
E_em_lO 2 Los térmjnos crecen consecutivamente en
l . . , d tal caso no habr_ término máximo.
allaf el ValOF de _ COn Una apfOXlmaClOn e . .
. l X eS menOf QUe a Unldad, _'emOS qUe el
factor continúa positivo y decrece hasta que
3 C_ FraS deCImaleS_ r >n+ l ; y a pa_ir de este punto se vuelve
Resolución_ negativo, pero siempre permanece menor
_ _/, l 2 -1_ que l nume_camente; de donde se
_ = (49 - 2)- �  _ l - _ conc luye que habrá un termino m_ximo.
_ 7 7_

_ 1/222 1/223 ' ''''_ _ i'', _
_ ,. _ 1 - _ + _?'______'d__d___8___,_'___,______,8'_____,______,__'00,_'____,__,__',._-___,. _ n '_'
I 72 2 _2 3 72 ''''' _'a'___,_'_,,_,____.__.,,.,g,,_a''"_^_'' __ _;;_="'''''':' _=__'_,_________._.._.,_, (a+x)n=T ar_-kxk.,n___,, _,__, _^___,0,_,

_I _+1+3_I+_5_I+ _ af_+;_x'_<a _'__..'''_.'
7 72 2 7J 2 7G ,...,.,,.,...,.....,.,.....,.,.,,,,,,,.,.v,,,,,,,,,,,,,,o,,,,,,,,o,,,,_,,o,,.,,..,.,.,..,.....,,.,,,.,.,,,,,o,,.,,.,,o,,,,,,,00,,,,,0,.,0,p0,.o,,..,.,,.,...,.,,.,,.,,....,,.,...,,.......,,,,,.0,.,0,0,,,,.,.,,..,.,,.,,,,,,0,,,,,,,o,,,.o..........,o,.,,o,....,,,,,..,,,,,.,,,,,,,0,,0,0,0,,0,,0,,,,,,0,,,,,0,,,.,,,,0,,0,,0,0,...,0..,...,....0.......,.....,.,.,.,0_.,...,,,...0,0,.,,0,,,0,00_..0,0,.,,,,.,o.,.,.,,,,,,,....,__..._,ii,
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0
FObIemaS _eSUeltO_

Pr_al_m_1 Si el término es independiente de x debe ser de
Hallar n + k_ si se sabe que el cuarto término del grado nulo.
desarrollo de (x+2)^ es 8O_ g __ _
Resolución: 2 4
Recordemos
r. -N_N___-_________N___-___N___-___________-_-_____-_-_-----N_-_---__. LUe_O, el lefmlnO lnde_endlente Sera el téfmlnO
;. E bn t cn n-i b_ ; delugar7
: na+ ____-_a ' ;
_..................................................................;.. _7_ tG+_ _ C_9 .'. t_,,,_,_ _ 84
Enelproblema
n n3 3 3_ __-3
J-- 3_l- 3' ' - J'
J x.3 _n-7
iene23cn8o_cn _otn5 ne eSaffOO e Xt
' 3- 3' - , .
efmlnOS CentraleS eS l_dependlente de X. Halle el
Además n-3 = k _ k�2  núme Fo cle téfminos.
.'. n+k _ 7 Resolución:
Los términos cenErales ocupan los lugares
_rDDlgmg2 (2n-l)+l 6 (2n--l)+l
Hallar la relación enlre r y n _ara que los 2 2
coericientes de los terminos de lugares 3r y r+2 es dec_., t , _ son te,m_.
de la expansi�n  de ( l +x)'" sean iguales. " '' ' '
Reso_u,;6n.. 1. t,, = t,, _,+, = c�=',:  (x')". (x ')''-'
Usando la fórmula general de la expansión de _ 4n_3(n_ _ )__o _ n__ _
(I+x)'"
_n ,_c-l
ir- (ir l)+1 - 3r- _ ' __ t c2n-l xJ n-l x -3 __
' I_+l- n ' '
2n r.l
r+2 ' (__l)+I-- r+l ' _ 4(n__)_3n_o _ n_4
2n 2n
Of__t0 C_f___
_ luego, el número de términos será igual a:
. 3r'l=r+1 _r=l /' n_
n'I)+l = 2n=
ll. (3r-I) + (r+l) =2n _ 4r=2n ,
__ El nUmefO de termlnOS eS
.'. n =2r

Proal8ma5
Praalem83 Ha__a, el nu,mero de te,m.l,os .lr,ac__
Hallar el t�rmina  independiente de x si existe en
laexpansiónde
_t J
l _ '

_1 _ Rego_4,,_o_
De la (6rmula general
eSOlUCi6n
/ . 4_4 _Y-kJ
USCandO el tefmlnO _enera tK_ _ _
9-k k
9 9-k I _ j-_
_C_ .- = _X _8-
,_ _ 48 _q 3.
K_l- K ' _ - _ _ ''''"'',
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T_r__ta5e6cnloldEKn_la/_lne__Kus_m_l_e28(___KK)_____K6(_____2_)_8____5Ktd__ 5 tp pRre_s__o_gtl_uc8___6,g_(nc_t_)(_(c(/ )c_en()xte)_2de__x(7tc__el_)l_n)celdexsar__rollod(_)

CAPlTUlO Xl Des4rro__o de_ b;nom_'

Analizando el exponente de x III. Se tendrá té1mino independiente de "x'',
98-K K K K K
+-_ l2--+-= l2+-_2 si 28_- =O _ 9K_N
6
. e_ _ e/, m l. n o e s, a c._ o n a l _ 2 K e s e n t e, o Luego, no existe te_ino independiente
' ' _2 (Falso)

_ K=I2 _ K=O,l2,24.36,48 pro__gmg_
a__
. . / . Si x_ se encuenlra en el desarroIlo de x_
e On e IremOS QUe eXlS en ermlnOS - ,
_ X
entonces _su coe Flciente es?
:. Q4 Serán lfraClOnaleS

Sea el término de lugar k+ l
PraDl8m_6
'endoencuentae_desaffo__o e_aex res__o/n t c2nx2 2n_k 2n _n 2___
k_t - k ' - - k '
x- X_
'-! 4n-.p
3 _ordato 4n-3k= P _ K-
3
_Cuál de las praposiciones, al determinar su vaIor, Luego su coef_c._ente es c2n
esverdadefo7 ' __n-_'
,o de l_rm;nos ;,,,;on,_e, es 4o J'
Il. El número de términos fraccionarios es 4
III. El término independiente de x ocupa el ca_cu__f e_ coer_cl.
e:
eClmO tefCef lU_af 2 s
Regoluct6n., 2X +X-l
De la rórmula del término general ReSOlUC_Ón:
c6 5G _ l k Ag_pando [(2x'+x)- l]'
t____C_ . _
3 ApllCandO la f0rmUla _enefal COmO Sl fUefa Un
binomio
56_ k t _ 52x2+ S-k _
_ ' -3 ktl - h '
�C__.X

Anal i2ando e l exponente -_ ' ' ' ' ' ' ' ' _ ' ' - - _ _ _ _ _ ' _ ' ' _ _ ' - ' - _ ' '.,
_ c5-k 2x2 S-k-_ x r _
' _ _ ', ,P ' ;

2 3 2 3 6 En_onces -''''''''''''''''''''''''''''''' -
. . C _ 5 S-k 5__-_ _(5._ _)__
SOn raCIOna eS, Sl = ___ _ - _ p t .X _,,_,,, a

_ K = O_6, l2. l8, 24, 30, 36, 42, 48g 54 por d8to lo -2K-2p+p=7 _ 2K+p _ 3 / h ,_ p
es decir. IO términos son racionales
K= I Jn_ P= l ó K=O __ P=3
I. Términosirracionalesson (56+l)-lO= 47 _. s; K-_ _ _, p___ en(a)
(FatsoJ c5 c_ 22 7 5 4 g 7 _6o 7
't__2.2. .X_..X'- X
5K
. Será FraCClOl_arlO Sl 28 - - C_ Z lO CUal lI K _ O /__. i - 3 N
6 ' ' '
_ c5 22 x7 4ax_
ocurre si K es 36, 42, Q8, 54; es deciF_ 4 1 -- o ' 3 ' ' --
é ' . / ' _ 7___ 7

(verdadero) ._. su coer_ciente es _. 1_o
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css___(_22_nn()+nc_c)_c((xts_)n)l+cJw_)+c_+l(c)c_n(_y_) _c (y) pR3toec_(sxa_o_+_8l_v5mec_0_(_0(_o__8_Dof_o__K___a_2_+)e_t)c__u___________0__+a(c2_lo_(__(2nt_tc_)_)c_t(ltx_t)c_(l__8+_2_32__hNx2Nc__(+_ lc+)_l___(___0__________________ b__)_

Lu mb reras Ed i tores A'

Pr_al_m8 9 Resoluc1ón:
Sabiendo que mu_ti p_icando po, J
(l+x)^=_+a_x+a_+ ..... + a_/n__
calcular __ao+2a,+3a+4a+ (n+_Ja ! _ !_ _
2 3 '''' n __E-'_t +_+
R_olu_ón: !_ _ l2 _! !5 !_
Deldato
ncn n n2 nn '_n
- O + _ + 2 '''"+ n '_N'+
' 2, '-
i X=l _ Co +C_ +C2 + ..... +Cn _
_E=C_+C3_C5+ +Cn_ (a)
e_ldeelValOfde n-
__ Cô+ 2C_'+ 2Cj+ 4C3+ ..,.. (n+ 1JC�  !_tE -- 2' '

= _co_+c,^ _ .. +c,^_+_c,^+2c,^+3c3n+ .. +ncnn_ . E _ 2n- I

n_l cn-l __-l _
= +_ o +Il _ +.,..+Fl

n_l n-l n-l
O I ''' n-I
= 2"+n.2^
.', K=2"+n.2^
f+ 2+t....+ X- .x_l_ ' X+
_to_lgmg 10 Resolu_6n:
Hallar el númefo de términos en el desarrollo de 3c_ _cx (2x _J cx 2( t) g23
I 2 ''' x-I -
S(, 7=(x2+y
_t' (2x+ I )C _.
Si la suma de 1os grados absolutos de todos los
términos es igual a 252 _'_,._0,___0,,'__,,'____i,,__,_,_',,,__,___'_'_,i'_i'_,'__'_0''0__d'd_'__,__w______d;.a__...__.__,__,_,____'_,,____i_,.,___'_,_i__,_a__,.i,__'a.a__..._...iii____, x x ,- .._,_i_'_.
Resolución: :_i'''__i__,,,, ......_.!.0_., 0__.___,_,,.:,,,,,,,,,,,,,__,,,,... ' k - k ' k __,''_,,_'',,.
El desa_oIIo es _________________i_i_____i____i0i__,_,_ ,______0_,__,__,_,_,_i0,_i____•____0___0_0__,_,_,______i,0i___0_,____,_,_,_i_00,__,_, ,,___,_i__,0___0_,__,____,oi___i_i_,__,_,_,0_,0,0,0,_0__,_,_,_,_,_____,_o_,_,,,_____,__i_,__,__,_,_,D__a_____, __,,__,_____,0,_,_,,_, _____'_
nx2n n 2nJ 5l n x2n2 52 n 5n
o t _ ' 2 ___+ n lUe_O
Entonces, la suma de _rados absolutos es (2C; + C_,') + (4 CÇ- - + C;') + .,... + (2xC; + C_,} + 1
_2fn+ (n- l)+.,... _ l J _5_ I +2 +3 + ...,. +n_
n(n+_J n(n+_) = C_+C_ +... +Cx+ 1 +2 C,_ +2C_ +3C3+
_2_+5
2 2
+ ..... +xC'X
7 ) ( ) g(gJ "
_-nn+ =252tnn+l --
2 2x+2x_-I X _l X _l X -l
O '-l '-2 '''. '-__l
t __ X

_' " ____t__-I____+___i+

Dedonde se tiene:
Pr_Dl_m8t1
Xtl_8 t2XX+I)_2 _
alCular la suma Sl_u1ente
63
_! !_ 'U _ 2' X+l =2 63+
__ !__! ls_ ''''' _J_ .', x= 63
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__ _pDlHR___all__a_rtel_c0e__Fl.cl.e__n7te_dex e_nDe_l.deg.sarrollo det REL__l t __t _______ _2 (_64_l__)+5_92_35(pe)2ny_30_eIJ_de2_sla2(rT8o___l)lo de

CAPITULO Xl _esarrollo del binomio de Ne___ton

P__l_m813 Tendrá
_ 3 J esarrollo _
8xJ

Resolución:
Su término general es .'. 56 términos! _

(2 lz
a)_b (3C)Y--_2a3Yaab C
!& !& i_ _ i_
. bl 3b3 Hallar el coerlciente de _ en el desarrollo de
COmO la _arte Vana e eS a C _ lo
_-
onde a=3;ß=3;y = 1
eSOlU�iÓn:
ue_O, SU COeflClente eS
, El ténnlno _eneral eS
X_X5X4X
23 31 =_ 8 3
!_ _ !_l !__ _ 2a (x2)p.(_._
!& !& ''_
= 7x5x4x8x3= 3360
_
= _, 2"(_I)Y.X ' Y ..... (_J
fOal_m_1_ !& '_
_ IO .(

2+3x3+x'1 )q a+ß+Y _ IO
'_ R Dedonde
eSOluCiÓ^: 2ß+3y _g
. Su término general es
SIStema Se reSUelVe en
.2n.(3x3)P(x_)Y__.2_.3_.x3_+_v y=O _ ß=4 _ a=6

__!4 !_'__ y=2 _ p=_ _ a_7

Dedonde
Ue_O el COe FlClente de eS en _
a_P_y"-4 + _
,a,,Y_o _ ot 7 2
3Dt4Y'IO __!__ '-' ___1_ '-_

_ Q
eSOlVlendO el SlStema lo__,1 loxgx,0q
y=lr\P=2na=l -___ ' __L
uego su coe Flc ien te es _ _ 3 4 4 o + 4 6 o 8 o __

2' 3' _4x3x2 ._9 __ 2_6 ... El coeF. de _ es 5g 52o
___ - _

P_al_m_1_
Luego el coeF1cientede x'O es 2l6 Ha__a, e_ coenc__ente de x_7

' (I 2x+_'!_xJ__)s
' Pro_lem8 15 Reso_uc_o/

'D_ _Cuántos terminos existen en el desa_ollo de su te_,m._no gen'e,a_ es
_ (3x+23.,2+w)57
N ' _ a b_Ctdse
_6. _ .- ._.-_.-_
i Re'O!UC!^' _____
' EldeSafFOOde
3__2 + _�

v- _ (_2)b3'(-1)d(-1)'_b+X+^+S' (,)
4términos ' '' -'
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__L+5tpRt__(rh_e_ots_a2__oe_)___es____l+t____mu_x___3clsssg_l__l2_/u__Ko_/___(gnc_(_x__d2_o__3)2_le___4)3xl_fo3(2o(_l__((d__l_1l9)e_l42)))t1((_)h+_(_ctl_ll3__l_5l7)o)u)2exo_(+4s____l_sxro8\__x)o_b4n(__x____3(ll___)23r_)\(_a_(((____l22)))22otl_33)o2(((___ll3)o__)_((_t+_ll)3)l lRpDoDeo_see2srno8(d(u/_lct2t4tatum__))ct_+__c+o_e_l____c___4o_r__o/kc_ncln____st_,3_(__n3_x(xn_cl1nl_____nl_7___+x2__4_l___+t1__y+_2clyl4g)_21g__7_,___h___l___a_ll___kca__T2f_____8n+__1_l_ns3_l_5__e+__nll3d__goJ6___n_ _<_l_o__t t (c_l)__
LUmbfefaS Ed ItOfeS Álgebra

b+2c+Qd+5e _ l7
DeISiStema Setendra/: ,_l 2n_l 3,_1 .... __l n_l ,
e=l _ d=2 ./\ c=2 J\ b=O ,_, a=O
e=2 _' d=l n\ c=l r\ b=l /n' a=0
de la expansión de (x+y) " son proporc iona les a
uego, el coer_ciente será en a: . /
_ __ _ !L4 _ + _ _ _ _ _ S e a n _ O S t e r m _ n O S C O n S e C U t _ V O S _ _ 1 _ h + _ i t h+ 2

!__ !L !_ !!!_ !_ t, 2 __ c,!_+_ x__-__ _ y ,+_
RedUClendO ' ^ ^_ + _ _ 2

_ - IO-270+360-40+_0 = 80

Hallar el término general de (l-M)I'^ en su
de_arrollo.
De la fórmula general __ _2c_ _ _ _ _
n (_nx)k
_ _ _ _ 2 _ k+_) , _(n-k) _ _+l _ _
--_n ~ ^_''"' " (- ') _ _ _ 7_+7=3n-3_ _ lok+7---3n .....
ll-0)(l-20_) (l-n_+n
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_p_t_pcE(xroolo+ceracccoxFd_looo Becateeme Flt)elorF(c_n_t2tlte__3d___a(eu_c_x_(__)a3_3__a_3(a_)(_(_d_o)n__)de6a l_/3 __y_e_(__6lyhlD(t__6_)J__l ___63o p

CAPIT_LO Xl 0esarrollo del bjnomio de Nevvton

ProDlem8 20 Pro_l8_8 22
Si lus coef_cientes del primer y último término del Se�alar  el coe Flciente de __ en el desarrollo de
desarrollade i(x;y) =(3a'x3+ay7)'O soniguales. P(x) -- (I+x-_)6
._ente de_ te_.lno de _u a, _8 Re&oluct6n:
.o_n. Aplicando la f6rmula del término general
_ __
eamOS lOS térmInOS _ (_ )a (x)_ _x 3 Y __ ( _ _ )y_x p_3y
c2o (3a 2x_)2o _ _ !_ !_ !_ '_
l- 0_
2o 72o DOnde: ß+3Y=5t
,__ C2oay ,+ + _

_oa4o_e2o_ a_ l
3 Re solvie ndo te ne mos
2o 2 __ 7 _7 Y'O 1_ D=5 _l a�l
_ t,g=t_J+___Cj7 3ax'' ay __ ,_ _2 , a_
20 3 6 17 __ Entonces_ su coe_jciente es
' __ 17
(__)_ _ +(__L! _
_3 l 23 20xI9x l8 3-2o v_G_ ____
'l8-__ ! - -_'

38o 3 __ .'. El coeF_ciente de _ es - 54
__8- .

Pro_l__823
__ente bj_no/m__co de x__ en e_ desa,rol_o de Hallar el té_ino independiente de x en el

_ 7g es 78 s_,endo a<2o Ha__a, e_ desaETollode x+_+ _

N _a 8 Reso_ución_.
Reeoluct6n: En el término general
Sea el té_ino de lugar a+ I _ p j _ a_
xJ".(x)-(l)Y___ x
78 x7g a x -2 )a !La '_ l_ __ !_
.__ _
Deldato
Deldato a+ß+y-- 4
78-a-2a = 45 _ 38 �  3a _ a__ll a-ß=O _ a=ß _ 2a+y =4
_ente de x4(ll78
_;, bea_36" 'OnCe' ' l CO' r'C' e' s-, ,__o ,\ y__
Seaelterminodelugark+I a�l  _ y=2
7g _2_ a= 2 n _= O
_t___�  x78-ix
k
_uego, su coe F_cienEe es:
Pordato 78-k-9k= 36 _ k--l4 ,_4 _,

.'. Su coeflciente es !_ !_ _ !_ !_ _ _ !_ _



_aEp_dn((me))lp____roplgb_(_((l8el)m__ta)(2tEN ))_ (n+p4_(J()n,_2t3_)((_nl+2)()n+_) _ _H(_g_____4_t_____t________4___2____3_______200o0_op___ 3Nl22x_t_(3t_N2 ___d6(e8)x_ _2_+n)(_ +_ _2)_ )_ __ _

lu mbreras Ed itores Á _geb ,a

Pr_altm8 2_ Pr__l_ma 26
Al desarrollar s6lo dos términos de la expresión Hallar el tercer te_ino de la expansión de
2l2 (I +x)Y' +_
matematlCa A X --_, apCOXlmadamente Se
_ (I _x)'

,ene un po__.no_.o p(x) H _1 p Resoluci6n:
_ (8)
. , La exßCeSl6n eS eQUlvalente a
eSO IU_O_: 3/4 _ _2
+X + +X'l(I-x)
_24 ___ 2_2l _x
X_2 -X �  .-'-
2 4 DesarTollando lenemos
3x 3x2 _ 5x 25x2 _ _ 3x2
11 X l t 1_ X +- -- '''' ^- _- +''' + ' +''
X_2."--- X_+-
4 2 8
2+ l3x l03x2+ _ +2x 3x2
Il2__2I2 - -_ ''' '''

Efectuando la multiplicación
_r__limg25 2+ 4x+ 6x2+ I3x+ I3x2+ I3 3 x3 I03 x2
Sabiendo que el desarrollo de (a+_+c+d+e)" 4 2 4 32
_te 4g5 términos _ndicar _cuántos té_inos l03x2
tendrá el desarfollo de (p+q+r)n 7. 32
Resoluctón: _3 _3 _o3
= +4+-X+ +--_x+...
Recordar en el desa_ollo de 4 2 32
(a + b + c + ....)" 2g 2g7
V = 2+-x+_x2+...
"k''Eérminos 4 32
el número detérminosdesu desa_ollo es: . E_te,ce,te/_._noes 297x2
_ 32
_,-
Pra_l8m8M
__5 al_ar el coerlciente a e el desa_ollo de.
;_ (l-2x+3_)3
_ �  495'_, Resoluctón:
_ __24 A d_23x23 d __
__an O - X- CUyO eSarfO O:

_ (n+l)(n+2)(n+3)(n+4) = 24x495 _'i..''____9'_'''_'''____'_:;__-_,C__:;._-___;._;,_____,0,__,0_0,o00,_,'_0;_o
'_i___'''''''- ___-_':'_'__'_'0__o_''^^a^0''0^00'_^_ (I _a) =l+3a+6a + IOa3+l5a_+ ... '
Entonces _ ' i
(n+ l')(n+2)(n+3)(n+4) = 9x lOx l l x I2 _' _'''''''''''''^'''''_'''''''''''''''' ''''i'''i'-i'''''''''''i''i''' ''''i'''i''^'''i''''''''''''''''i''''''''''''''- _ _^ ''_'''-9''''''' _'''i''''^'''i'^'''_''''''_'''''''''_'''''''''i'''''^'__''^^''^__''_-''''' _
nelprOblema
de donde n=8 __ _ +3(2x_3_J+6(2x_3_)2+ lo(2x_3_J)3
EntOnCeS (P+Q+r) tendfá +15(2x_3_)__
t
_ _ _,gx_ Sumando las coerlcientes de x4
=_=_= +_223 4! % _
, ' E,ec_,, 'ando, _ _b_,.ene _ 6 _
.'. Tendr_ 45 lé_inos .'. El coe__ciente de x4 es - 66
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_p_ro0_(8t__mN82_9+__f)_(x_(_________2)((______2)_____)(_4_(_____+2___l2_2t8)_(_)(_2x__3x_)p)+tt__ t______or_c2__o4oe_2F_47c_l_er(nte3_l_o)drec_x5_07y_2e_s3__2_24_4_____l6_o+l6_o(_)

CAPITULO Xl Desarrollo del binomio de Nevvton

PrODl_m828 Deldatotenemos 9-k_r=7 ,_ k+r=2

(l-M+3_) '"' __-_ 2 _ ,.,
Re8olución:
Aerupando El-(2x-3x2)I-'/' sudesarTolloes: _ _n l ; ,-_ _
k_2 ;r=O
I232 2 2 2_22
j X- X ' _ X- _ Luego, el coe Flciente de x' y' es:
Coe( = _2_-r(_l)'C_5_,
l I_ l2 2
23+ - _ 2-rr

2 2 2 2x3x2_
_ Pr_Dl8m8 30
HaIlar el lugar que ocupa el término
_ _+_I /2x 3x2\+ 3/2x _2\'__ 5 /2x 3x2)3 J l I_
2 _ / �_  J _6 _ independiente en la expansión de + _3 .

35 (2x__z
''' S'l lOS COe FlClenteS de lOS te/rml'nOS tf+l y tr eSta/n en
Ia relaci6n de (2r+3) a r respectivamente.
BUSCandO el COerlCiente de X Soluc16n:
3 32+ 5 3 22 _3_ 35 2_..27_45 +35 _ n'k _ k
8 16 l28 8 4 8 sea t_+_ _ c_ x 7 x 3 el _érmino
___9 arbitrario; luego si se trata del término
4 independiente; el exponenle de x es cero_
n_k k
,'. El coer_ciente es -9/4 entOnCeS; _ - - = ' n = I O k ____NNN __

neN, ke_
Halla,elcoef_cientedex7_eneldesaFrollode tn= IO /1 k= 3
_ y) _ (x+y)5. (2x-y)4 Tambien tenemas por dato
n_r+I cn
eSOlUCi6n: _r __F+ __r _
Un termino cualesquiera de la expansión de f(x;y) cn _ r cn _ r
es '' '- .
c5xS-k k c_ 2x)__r _ 1 _ n= 3f+2_ rr_N_ neN, n= lO
k+I:r+l'k 'r
luego el menor valor de r=6 ; para n=20; de (x_)
- - k cX Y 3(2o)=lo___=6
V ._. llu ardelté ' oj e e die s i e.



_4_ bs((sdD(3uee)_mnsacar+rd_oel)tlot)otddeo_s(xlos_co_e_Flcl_ente,s es)2c7____Ha/ llar _ eDAcDn))))e2(((6l___od1lle)))nns_a___rrt_o_ll_o__dex_(1x2_E2_B_3)n)2(x_(l+_)ll))5nE__)_lgo

0
fOblem_S _f0 0 Ue_tOS .

I. Enlaexpansiónde(l+x)'',loscoe Flcientes 6. Hallar el lugar que ocupa el término
de los términos de lugares 2r+ l y r+2 son independiente de x en el desarrollo de
iguales. Hallar r si es mayor que 2. 3 l l54
A) 13 B) 1l c) lo
D) l2 E) l4 AJ l 1_ B) _ 13 c) l 15
2. _Cuántos términos del desarrollo de
l2 son nu/ meros natu,ales7 7 Halla, el coeflc,_ente del te/ fm_Nno que lleva x6

A)7 B) 6 c) 3
D) 4 E) 5 A) 32o B) 42o c) 2 1o

3. Si en el desarTollo del binomio
_ a+bx _)r_ _os términos de _uga,es a+3 y 8. Hallar el término independiente de "x'' en el
' l eQUldlStan de lOS eXtremOS_ ademaS la dese,o__o de x __
la suma de todos los exponentes de vanable
(x) en su desarrollo.
AJ2o B) 1g c) 16 _ i_ _ ! !L_ !_'
D) l4 E) l5 _

_al,, e_ valo, del te/_.,,o cen_,,l en el ! _! _
2n+x_2n+2)2n s,_se,,beque 2 2
es equivalenle a n __ . n__ __
____ _ !_
t_ 1__
9. Hallar''2n''en
A) cy!6 B) c720 c) cg!6 (c_" c2n c3^ ..... c,_') ( 1 ! 2 ! 3!. .. .. n! )2 = (4o 32o)9
I6 E 20

5. En el desarrollo del siguiente binomio
_+b53nloste/rm__nosdelu ares n+6 _/ _ _+b /
(n+8) equidistande los extremos. Encontrar cuadrada de la suma de coeF1cientes es 2 I6_
el exponente de ''a'' en el término central. y la parte literal (variable) del 5to. término es
A) 2_ B) 36 c) 4g Hallar el coerlciente del 4to. término si
D) 72 E) g1 (a+ b) �  N_
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_vADsRa))__lo___f24d(__e_4+()__ +__B)(_t_(___)_) + t(__)____()_) _) dDDe))sa__4l_59r8rol_3lod_e ____3_x323_____l___9 _EE))3_lll67g _

CAPlTULO Xl Desarrollo del binomio de Newton

A) IO 240 B) 20 480 C) 5 l20 l_. Calcular
D) 2 560 E) 5 I 200 c n_ 3c n+gc n_ 27c I_ + ..... .,, _ N

II. Dados los Eérminos semejantes uno del
desarrollo de x(_+ybJ6 y otro de y(xb+y6)b A 2n sen 2n_ B _ ,+, 2n sen 2n_
ambOs OCUßan la mlSma pOSlClOn en Cada
2+b2 2
polinomio. Hallar el valor de _2 2 n

A) 2 B) 4 C) 6 2, 2,
D) g EJ 12 D) Sen- E) Cos-

_ 2. siendo n un número ente,o pos _t_vo, h,__af e_ l 6. Hallar e l término independiente de x en e l

l c_n c_n c_n c_n c___ 2 3x
_-__ O - 2 + _ G +''''' t Jn

n c)(__)n+l A)- B)- C)-
D) (__Jn _ E)2

I3. Hallar el equivalente reducido de 9 2

C_ 2C2 3C3 4C_ nC; l7. Hallar el térmjno independiente de x en el
3 32 33 34 ''' 3n desa_ollo de

x+l+-
n_I 4n-l n4n_I X
A)-n- B)-n- c)--
2 3 3 3 3 3
n_1 3 n A) l8 B) I5 C) l7
n 3 En
3 4 3 4

I 8. Hallar el equivalente de
l_. Sumar
2cn 53cn 5_cn 5n+lcn l 2 ''' __

A) nx B) (n+ I )x C) (n_ l )x
n+1 _ 6n+_ _ 6n+_ _ DJ (l+X)n E) (1_-X)n
A)_5 _- B)_+ c)
n+ l n__ I n+ I
l9. Hallar el ténnino de mayor valor en el
n+I 2 5n+1
D) _- E) _- desa,,ol_ode 1 _ 1x 100 cuandox_



_2l_ AEDn))_22__e(3l6de)sar(roll)oB)d(2e _3)ox __( cEc_))))2_2l4646o ADK)))__32_!+_+___5+B_))53___7__5+__7____9 ccEJ))32_8

Lumbreras Ed itores Á_geb ,,

__oo __a_ 24. Hallar el segundo término de la expansión
' B _ 2-loo(
_g) ___.GL ' (, ),/4
+X
_9g . __ x 2
c)
__.15_
l7 23 l9
-X B -X C -x
__ 2-99 U__ 2-tOO 2 Q 4
D)_ E) '_
!_.!_4 (__) DJ6x E)-x
4

20. SabiendO qUe en la eXPanSiÓn de (3X+ l )^i 25. Hallar el valor de la sumatoria
los términos de lugares sexta y séptimo
tienen elmismo coe Fjciente calcular la S_2+_+__ +__ ' +.....
' 3Li 32 33!
suma de todos los coeF1cientes de dicha
expansión.
A)_ B)33_ c)3 '
__ _G 34
D)3 '/_ E)_

26. Hallar el valor de la sumatoria
3+ 1 " la suma de 3 3.5 3.5.7
x 4 4.g 4.g._2
coeF1cientes de su desarrollo es 2''. _Quél
ugar ocupa un t érm ino que cont iene a x A B I
elevado a un exponente igual al número de
su lugar?
D) -! E) 2
A) Io B) 9 c) l2 _8
D) 8 E) 1l
27. Si el desarrollo de (I +x+_)'' es
22. Un término que se abtiene en el desarrollo ao+a_x+a_+_,_,_+a,_+_,_+a2,_n
de: (x+y+?+w)9 es _3�'?3w.  _Cuánto será HallarelValOrde a_+a4+a-,+.....
elvalordek?
n n l r_
n l n+I
A)2520 B)504
D) 1 26o E) 1 o7o
28. Hallar el coerlciente de x6 en el desarrollo de
_ 4 -2
. HallafelValOfde
n2 n2 n2 n2 3 g
O I ' 2 ''''' n

IO lO 2
'_2 B) !_ cJ__ A)-_7 B -27 C -27tn _ !
_ 2 6
D) -- E) -
_n E 1 ._ 27 27
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_3_ AAlH))(2l2o0) ___3d _BB_ly))24o5__5 l _dy_n_dcc))33_o760d 3386l_ AAsDH_)))al47lare_lcoerlcl BeBn))t5e_ dexy e4nt ccEe)l))d8_6ne_cdsaaefr__rolleol

CAPITUlO Xl _es4rrollo del binomjo de Nevvton

29. Si n e Z', hallar la suma de la serie "S'' de Hallar el grado del término de lugar (n - l ),
n'' términos siendo: contado a partir del extremo inicial.

_ l + 3 + 5 + 7 + +2n-I A)8 _)26 C)28
2(I !) 22(21.) 2__(3!.) 24(4r.) 2r_(nl.) D) Cero E) 30

A) (2c__ _ )/n_ g) (2n n1_ l )/2n nr 35_ Los términos de lu_ares: n ; (n+ IJ Y (n+2)
c) (2n+ l )/2n.nl del deSa_OllO de E(X)= (l "X)m Se hallan en
D) (2n- _)/2n.nl. E) (2n-nr.)/2__.n_. Progresión geométrica; se_ún esto halle el
término de lugar veinte.
30. Indicar la raíz cúbica del producto de todos
. ./ , . xl9 _l 2
os térmlnos e a progreslon e termlnos.
D)_O E)_3
=' 9C4': 5C5n: 5C6
_l Ka2b3c_n pe,tenece a _a expans__o/
A) 25 B) _o5 c) 1 _6 E(a;b;c) = (a+b+c)'; calcular el valor de
D)95 E) 13g k+3m

3 3 3
. _Cuál es el valor del término independiente
3 3
en el deSarrOllO de:
5
A(X) _ _ + -3 7- 37 En el desarrollo de_
cx + _)_ + cx _),. l.nd_.
coe Flciente del término lineal.
Dj 39 E) 25
A)_7 B)_14 c) 2l
32. Hallareltérminoconstantedeldesarrollode: D) 7 E) l4
_r_
n_ 22n _ 7_
F(x;y)__X +_ .
n _ I n de f(x;y) = (x+y)' (2x_y)

AJ _ 16 B) 24 c) - 16o
Dj 45g Ej j92o D) 48 E) 344

33. si el único té_ino cent,a_ del de,arrotlo de.. 39_ CalCUlar el ValOr aßrOXimadO de
3 4 5
2 2y" _ +_88+...... 27radicales
X ;y _ X - - eS e SeXlO _fa O.
X
_aué exponente lendfá "y" en ese término7. A) 80 B) 8 l C) 82
D) 83 E) 84
n) 6 B) 4 c) 3
D) 5 E) 2 40. En el desarrollo de (_+y-x)8; hallar el
_ente de los te/rminos d . IO k
3_. En la expansión de donde k es un número par no nulo.
F(x) _-(x3__x _)15
el término de lugar (2n _3), contado a partir A) 420 B) 420i 560 C_)-420; 56
del extremo Flnal, tienen por grado 45. D) 56 E) 560
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_____,: _ __:,_,,_,?___, Evaristo Galois ( 1 8 1 1 - 1 832)

____,_n_, _' _'_,v~__v El genio matem�tico  m�s  precoz. fue
c q __ ?^_? suspendido en el examen de ingreto a la
v?_;___ ' ' ^,,,,,?," escuela polit�cnica  en 1 830 , y expuIsado de
'''_ ? "? ta Escue_a Norma_ Superior en 1831 por
,___ _; ___ _,___? haber participado en Ia lucha librada por los
'?v!"__, _'v'__, dem�cratas  cantra la M0narquia. Muri�
_, n,: ,q tr�gicamente_  a conseCuencia de un duelo
_' ?_;_? de pistoIas a Ia edad de 21 anos, no sin
___, , s, ' haber escrito, en fa noche anterior a su
_'n___ '__:?__? muerte, una ca_a a Agust Chevalier que
__q__,'_,_ constituye un genial testamento cientí_co,
______:,___ ' _ en eI cual Gatois resume sus ideas sobre 1a
_, , ___ ;,_q? teoria de las ecuaciones aIgebraicas, i deas
__;_,_,, '_ _, aue constituyen Ia base del �Igebra  __,__ni,
_?'__"__'"_q,? moderna, dando un apo_e 5igni f_cat ivo a l _,__ _ _,'? _? ' ', __x_ n _ , _;_,
',, ,,_n,,__,_,_,_____ de5arrollo de la teorja de grupos. ,: _._____._,_____,_ _ ___ ' _? _ _, __?_ ' _, ____ ' _c,

_9",,_, ?,_____ Ciencias una memoria sobre la resoluci�n  ^_ _,; __ , __ _'_ ^ __', _, _

_ :__v , _? dq'____ algunas de las ideas matem�ticas  m �s  ì _ ' '_, t " _q ___
,_q_______n___,__'? impo_antes de_ sigao. Desgraciadamente, "._ _,_ _,., _ _ _,

:___'__;u'_ q' '_' es muy probab_e que cauchy, el principal _,, _,,__'_ c _ __ ,_ _ _ _,
_,___''___'__ matemático fran��s  de la época, _a haya _'_' x0 _ _v__ _'_ ' ,__ ____
___ ; q,_,, perdido. ,_s _ _c' _ ?? __ __ _ m' _,_: ;', _?,,
_____^ ___ __,?_' EnVi�  Un Se9UndO tfabaJO a 1a ACademla_ _._'j____;x_.___ _\^ 'J- _n, _/__'_,a_?? __
_____?_,_;_;____'_,_ esta vez Poisson, un maxem�tico  de , '' '- _'__s_ , ,_ ' _- _? _ ; _; ;_ _n_", _,,._-
: v""'___?_ prestigio, fue el juez y dec1ar6 e1 trabajo ' _'_ __n _ _ _
?_ ______,,__ ': _? ''incomprensible'',

, _ _ : ' ___2 _1 o 1 2_ + _



(_ __JJ)l__Jstc _J_o_l _tL _ _ _ v_ tcs <pp__t __ _ _ p J l1lto __t

_' .'_
E : '' '' .O....:_..._..._. _Y....._. ._e..12.
CT
_1JrJ-odJIciJJ7os n/Jo/-n lIJl JJIéro_o nlreJ_Jr_riz'o _n1__ de._jJ7ji' eI J7aíJJ7eJ-o J__nl n pnJtiI' de _U
_nsndo eJJ Ins co_ndl(9-_s_ dR JJJ_,'JJJ_,'__J,__JJ.
..R '_
A'D
?JJ 12 icJóJ J (CoJ1ndl i J_aJ .'

__I sIJb coJ!JiIJJro__ r_ _ e?s lI1lrl C;oJ1rIdlIJ_rl e1l _ si_?' sóIo ._-i se z'eJ_i_ic'n.+ t

l. _ xO /_ ,_ __
II. xn �,_  _ .)' < x _ _' _?i1
Ill. x __-J_ _ _? .?' _ _ /n/ _l_e vi- < .)_

la co17dic-jóJl (IJ s'i_1IJ_Jic'n _J_,c arllr_ C'oJfnd7IJ-n cJJ _ es Jl Jln _nJ1,7 pJ_opio .?' JJo z_nc'ín dc _
_Jr (JIJ qJI_7dn esp_'c'7_/_j_-n_o _lle ,J c-nJ_cc'e de 1Jl�,_niJJJo.

__s r-InJ-o _IIc ro_Jn CoJ_ndJ17_rl ,?JJ a c-n/-n_'rcJ-j.__n JiJInpn71icióJ7 e7JJ _ _l_e deJJorn1JJos_o/'
i (' _
_ OSi_,Jlle'JlOS Ci __oIll'Un Sll Rt_lo/iJ__- C ,

_je17 JpIos .-

l. _I sigli ie71J/e s,lb c'oJ1Jil Jlro _ _c _ __s ll 1I CoJ1nrlor.- _ = ( x' __ _/ vin < J/J)

J ,,/_ r ' cs ,l, xrJ__,J,o s,, pJ___of_ d, _ ,s d,c,_,_ ,,I J.1_,JJ,J_ ,/çJJ,,,J,fo d_J ,.oJ7 _,
J
_e Ins _'orns sJIpe1-ioJ__s _e_l

l. Si ,_ es 7IJJr_ CoJfnrlJrJ-n c'1J _, c17roJrc-_7s ro_o c JeJJJe97ro de _l es 1JIcJJoJ' _lIe torIo c IeJJleJ1Jro
r' _ ) f'
re eS C,-lJ- vV __ / _1' F 'i

_Jl ?_er'ro, s'i._lr,,/_n .?' _ ,_n, c'oJJJo _' F_,_, eJIroJ7c'es poJ- ln c_o1Idic-ióJJ (IJJ dc /n rIeJi,Jic'ió_J
J-_xs1rIJn1nín .?' L- J Io _lre es c'o1ltJ-nJ_io n In /J7pótr7sis.

J. Todo 9J7íJJJc'J-o J-nL-io1JrII ''n '' dctiJ_J7 i97n Il J In _;o/1nrIJIJ-n eJF _ _c/ïJJ idn poJ'
_l = (vin __ _ rnl ___e v__ < n}

_I 17Jj 1JJc_f-o "n '' ._-c I/n7JJn ._1_oJJre/-n J-nc_ioJJr_/ de Ir_ _;o1_ndJ_1_n .?' ._e irIcJJ(!_Jic'n _-o/I eI JJJí'1J iJJJo
('

I'ileJ7l_.'. IJ7ri/7._7._' .l Jrll_JJ7rit7c'r_ _ I l i_lt__J I(rJr/i12
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_ ,' '''' '''''''',_,_ ''''_;_'' ''''_
s l _ e m _ e o s _''''''''''''''''''''_''__,'''__'''''''',,''' '''__''''''_''x'n_',','__, '_''' '''''

..''' _'''. '''' '_;'Y._'o"'___,;.--' ...._x^'''__.:__.:..':.';';'m"'' '''..__' ,,,_':' ' '' _

_?,_OBlmVQS__,,,,, _ , ___,n ,. --_/ '',, _'_.
_i,, _ Disti_uir_adfferenciacon.otras_pas0'c_asesden_mero5-, ^ ^' '' ' __
_____ _ Saber c_mo se encuentra con, Stituido este c0njunto .nwn__c0. ,__
''_' .,,.._, Dar_'__l_sn_m. _rosre_e_'unacategoría' d, ecamponumé_ca. ' '__
_ Qnoceruma es_c_ aIee_braica _ru. po_ _'llo_ cam' po), , __,
i_ _ Real'_aleunasdem., 0s_acion...es_sand_0_ l0saxi0ma,,s_delosnijmerosreal_es. _ ___

INTRODUCCIÓN
No es posible jugar ajedrez sin conocer las reglas , pod�íamos  mover un peón 4 espacios o una de las
torres diaeonatmente; an_logamente no podemos trabajar con los números sin conocer las reglas que
Iagobieman.
Los números están vinculados a tantas aplicaciones teóricas y pr_cticas. Por citar el caso donde la
música y los números se relacionan estrechamente ya que se ha descubierto que existe una relación
entre la calidad armónica de los acordes de una lira y las razones entre las longitudes de las cuerdas
pulsadas.
De tantas otras aplicaciones no nos equivocamos al decir que el mundo está gobernado _or los
números
El número es el concepto matemático m_s importante_ incluso marca hitos en la historia, así:
I. El origen de los números naturales caracteriza a la sociedad pn_iiva y es acondicionado para
resolver las necesidades de las actividades prác_cas del hombre.
EI. La aparici6n de los números fraccionarios positivos fue acondicionado a la necesidad de efectuar
mediciones más pequenas que la unidad.
lII. La introducción de los números negativos Fue provocado por el desarrollo del álgebra en la
resolución de problemas generales (siglo XVll).
IV. En los anos 70 del siglo XIX_ fue desarrollado una teoja _gurosa de los números reales en los trabajos
de R. Dedeking, G. Cantor y K. Weierstrass.

Cada uno de estos conjuntos numéncos han sido creados por extensión debido a las necesidades
circunstanciales de resolver los problemas concretos de la vida cotidiana.
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_____ _Esl_t_ z__e(__ta_(3/2123o __n_2 __l o _l__2 _N_o)_)(__) _v_N _p __ m 18lt_t (___)__ _u_ meeros

Lu mbreras Ed itores A'

_ONCE_OS PRNl0S ,,, '' _--- , _ '

CO_UNTO DE l0S NÚMEROS REAlES
iara tener una idea m_s completa de los m a_ _ __nabC -- ma
números reales_ veamos cómo están ' 990
estructurados los diversos conjuntos que lo
con Io_an: 2 _4 2344 _ 23 232 1
I. ConJunto de lOS nÚmeFO_ Natur_le9 (Y) ' - _9_ ' _9go
N _ ( l , 2, 3_ 4_ ..........)
EJemp_o3
Il. Conjunto de los N5meros En_eros (ZJ Halle la Fracción equivalente a
O, I42857 l42857
''''''''''' ' ' ' ' ' '''''''''''''' Resolu_ón:
Veamos, es equivalente a
. COn_UntO de lOS NÚmer08 R8ClOnaleS
Un número racional es todo aquel número
que se puede expresar como la división o j_428sj _ l42857 - O !
indicada de dos números enteros. ' - _999g_ g - 7

m= X X =
-_ m, _ _ _ _ _ f _ N , ,
UmerOS ffaClOn eS : n nUmefO
irracional es todo aquel número que no es
posibIe expresarlo como la división indicada
EJe_nplo 1 de dos números entefos. un nú
__ _6 _ 3 , _ irracional se caracteriza por tener parte
2 decimal no periódica, con in F_nitas ci Fras
decimales.
emplO
l 5 _'= {x / x_ _ ; m_n_- __""' r; n _ O}
,25=- _O,2 f_ n
4
Los números irracionales son de dos tipos:
8. l_0cion_les Algeb_icos: Raíces de
l el numefO dadO eS deClmal 0erlOdlCO, SU o_inomios de coe F_c__entes enteros.
trans Formación a _raccionaria es: 3 '
_,_,_-_, ...
b. Números 7r_scendentes: No son raíces
_bc __ _eabc _ e de ningún polinom_o de coef_cient
9__ enteros: _,e
EJemplos:
_7_ _ 327l - 3 _ 3268 l._�  3,IQl592 ... inflnitosnoperiódicos
999 999 2. e = 2,7 l828 l82 ... in F_nitos no periódicos
. .- . 3. _ = l ,4I42 I356 ... inr_nitos no periódicos

_quema_z8ndo_ p o s._ _._ v o s 2 +

EnterosZ Cero

_ m Rac__ona_e, (Q) Nega_vos Z
Núm.Reales(_)
_ _m
CaCClOnarlOS- _ m___ ,_nt
n
Núm. Irraciona_es (Q / o l)
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___cccG_oorarrn_r_elc_sdapno_dnotdGGllglady Blcorre_stponde Anc9d9o9l9 l t enA__ _

CAPlTULO Xll E_ ,;,tem, de _o, n;me,o, ,ea_

Correspondencia Biuní_oca 3. Propiedad transitiva: si un número na_ral es
Dados dos conjuntos no vac/_os A y B djremos que i_ual a un Se_undo y este segundo es iguaI a
existeur_aco_e..5__nciabiunjvoceentreestos, Un tefCefO, entOnCeS el _fimeFO eS i_Ual al
si a cada elemento del p_meF conjunto le teCCeFO.
corispon_e un _ eIem_nlo 'del segundo y a
cada .elemento _deI s_gundo conjunIo le Simbólicarnente:
co_esponde un sólo elemento del p_mero. v a b c, N. a __ b ,_ b __ c _ a __

Ejemplo:
ESt__UlaS al 9 ebfaICaS
OnSl e CemOS e COnIUnlO e aS a UmnaS
becadas y el conjunto B los c6digos
tentes a cada a_umna del con_Nun_o A Operación binaria. -- Llamada también ley de
.__ ent,e estos composición intema, de F_nida en un conjunto no
.untos vacío A. Consiste en una correspondencia
biunívoca que asigna a cada par de elementos de
A B A, un único elemento de A, Esto sjgnjnca que a
cada elemento de AxA le corresponde un único
C_rla 99025 elemento de A.
Iné_ 99047
Mg_'a 99088 Derlnición; La operación bina_a o ley de
composición intema derlnida en un conjunto A no
vacío, es toda corTespondencia biunívoca de AxA
_b_ 99107

AxA A
Anâlizando el gráF_co vemos que a cada alumna
le corresponde un código y cada código
pertenece a una alumna; a ello se llama una (g, b) c
corre_pon de n ct8 blun_voc8.

lguaIdad de n5meros
Cada uno de los conjuntos_ subconjuntos de los La correspondencia biunívoca la denotaremos
nu/meros reales gozan de esta dennici6n, de por _, entonces _ es una operación binaria en
manera particular en los números naturales. Aa_: A x A _ A, es decir a_A ._ b_.'A _ a__b ? A

Propiedades de l8 tgu8ldad en Y EJemplos:
l. Propiedad__renexiv_:Todonúmeronaturales l. La adición usual en Z es unaoperación
ig_al así mismo. binaria ya que la suma de todo par de
.mbo/_l_camente. y a __ _. _, __ _ números enteros esatroentero:
t:_,_,_''0 x_,,,_"''' __
(3,5)_3+ 5= 8
2. Propiedad simetrica en N: Si un número
naturalesigualaunsegundo, entonceseste 2 La sustracc_No_n e, _ n, es unao perac__o_
segundo es igual al primero. bl_na,lNa puesto que _�'  d__ferencl_
números naturales no siempre es un número
S im_ó l icamente: natural.
_a,b c__ :a_ b _ b_ a 4 , 7fNSinembarg04 ' 7= -.3 __ N
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3. La multiplicación en _' no es una operación Resoluct6n:
binaria puesto que el producto de dos Veamos en la siguiente tabla de doble
númerOS ifraCiOnaleS no necesanamente es en_rada;
irracional.
_ + 1, _- 1 e _', pero (_+ l )(__ l)_ 2__'

2l 2 1 2
4. Si S = (a, b, c, d) podemos de Flnir una
operación en S, haciendo uso de la siguiente
tabla (tabla de doble entrada). _ l 2 l _

* a b c d__Supenor
,_';___. b c d _ es una operaci6n cerrada en A. _
'__. '.. _
'-. '_. _tru_ura de Monoide
C C '_..a'_..
d d b b''_-. �'_.  D_go_ p__p_ Def_,n_,c_,o/ n.
_ '--' con,_unto no vP;_l/o Fyn_ �n,  _! pe,;cn,_o/
Colu_na .d . /l . ./ _. .
_ncip_ mOnOl e Sl y SO O Sl _ eS Una O_eraClOn lnarla O
ley de composici6n interna.

se _ee,__. E_emplos:
a_ca _ a (a, a) t a I. SOn mOdelOS de mOnOideS lOS COn_UntOS _.
a_b _ b (a, bJ _ b _8_"''0, _, _ COn la adiCiÓn Ordinana, eS deCir,
a_c = c (a, b) _ c (N, +), (_,__"'0' , +), (_, +)_ (R,+)
:. ; 2. El par (Y, _) no es un rnonoide, ya _ue la
dx_d _ c (d ,. d) _ c SUStraCClOn nO eS Una leY de COmPOSlClOn
intemaen_.
se concluye que _ de Fine una operaci6n 3_ El Par (Y, _)_ dOnde _ Se de Flne COmO_
bjnaria en A porque cada uno de los a_b=m_ (a,b) _ene la eSt_CtUfa de
resultados est_ en A. mOnOide.
4. Sea A = (m, n, p) y la operación x_ de_nida
Ley de clau9ur8 o cerr8dur8 por la siguiente tabla:
Sea A un conjunto no vacío, a, b _ A y una
operación _, si a_b e A _' a, b _ A, entonces se
dirá que la operación _ es ce_ado en A.
m n p m

_____,''____'''d,,_._'____0_,a_.d_______,d_ddd._,__.,_d__'___d_dd_''''_'''_______ddd''_B'^___'_'_'__''__'____d__'0___e___i_'___''__'___'__''''_____'''__'_'___'_____-__'_''____'''_'__._',,_'__._,.__,'_'_______d'_,,. Toda o_ración binaria cumple la ___,. n p m n
_''__'d_'d,^' _, .,_^0^__,_,,_,_,,_0__;,_,_,,,__,__,,_,_,__,_,'^____,_'_ ley de clausura o cerradura. 'i'
...,.,.0...,...,.........,..........................,...,..e,.,..,...,,,..,......._.....,....,.............................,......,.....,_..,,....,.,...,..,.,,.,...,,,,..,,,,__'_,'_. P m n P

Vemos que el par (A, _) es un monoide.
_e_plo: COnSldefemOS el COnJUntO
A={l_2,3,4) y la operación x_ entre los
números a,b de A, Como el máxjmo común DefiniCiÓn (ley aSOCiatiVa) '--
divisor de dichos números. La operación binaria ___ es asociativa en A. s.
Simbólicamente a__b = M.C.D (a,b) sólo si (a_b)x_c -- a__(b_c) Y a, b, c e A
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Ej emplos: E_ emplos: _
l. aKb=a+b _a,b__,,,__"'
l. a_b = a + b, donde a, b e y, es asocialjva Veamos a_b = a + b = b + a _ b_a
Resolución: entOnCeS _ eS COnmUtatiVa en ___'0'
Veamos 2- a_b = a.b en _
sean x, y,? , _ Veamos a_b = a.b = b.a _ bx_a
__ (x+ )__, __ x + +, entonces _ es conmutativa en _
. 3. _ deF1nida mediante la tabla de doble
entrada, A = (a_ b, c)

De I y II vernos que _ es asociativo
_a b c
a_ b c
' a_b = a+b+ab _ a1 b _, _ b b_
Veamo_: sean x, Y, _ e _ ?-_\
c c a_n,

l. (xhy)h_ -- (x+y+Jy)_ �  x+y+Ky+z
+ (x+y+_)z Es conmutativa si la matnz M es
= x+y+z + _ + _z + yz + _'_ simétrica. Luego diremos que _ es
conmutativaenA.
ll. x__hz) = ____+z+y_) = x+y+z+y_
+ x_+z+y_7 ll. EIemento neutro o iden_dgd
= X+}'+2+yZ+_+XZ+_Z Dado un conjunto no vacjo A y una operación
binaria __, e _ A se Ilamará elemento identidad
De l y _I _ es asociativa. o neutro de A bajo la operación _ si y sólo si
e_a=a_e=a YaeA

EJeInplos:

I En (_,__0'' +) el número O es el elemento
erintc_ón: El par ordenado (At _), donde A es ._dent._dad a ue a+o__
un conjunto no vacío y _ es una operación 2 En (N J el nu,
binaria, se llamará semig_po si y sálo si _ es ' _.de,t_.d_d puesto que a _ __ _ a __
asociativo en A. En otras palabras un semigrupo
esunn,onoide asociativo. 3 _A__ (a b c) _ao erac_,o/n__e F_n__
mediantR la tabla:
Ejemplos:
l. losPares(_,+),(_,___"t+)t(N,.)Sonmodelos _ a b c
de semigrupos.
2. Sea el par (A, _) tal que A = N _ a_b=a+b+ I
_ _ o a ue_ao erac__o/n b b C a
_ es ley de com_o5jcj6n interna y asociatjva. C C a b
Seobsen_a: a_a=a
DEF_NIC_ONES a_b = b = b_a
l. & Ley conmutgtiyg en _ La operacjón bina Fia a_C = C = C_a
_ es conmutativa en un conjunto A no vacío si de donde se concluye que a es el elemer_to
y s6lo sj a_b = b_a y a,b _A neutfO dRl COn_Unto A Con la operación _.
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llI. Elemento inverso o reciproco Eje_plos:
Dado un conjunto no vacío A y una operación
bina_a _. Se dirá que un elemento denotado l. la adicjón y la mul_iplicación en _ son
como a'_A es el inverso de afA si y s6lu si ope,ac_ones b_na_as y _a segunda es
a_a'= a'_a=e, siendo ''e'' el elemenlo dtlst,,_butl.va con ,espec Eo a _a pF.l
identidad de A bajo _. ve,mos.

a. (b+c)= a.b+ a. c
_emplo_:
+C) .a=b.a+ C .a

l. En (_, +) el inverso de 3 es - 3 ya que
_3) __ o 2. la potenciación en N es distri_utiva a
derecha respecto a la multiplicación ya
2t En (R, .) el inVerSO de 7 eS - 7 PUeStO qUe que (a.b)n=a''.bn
Sin embargo no lo es a la i2_uierda
7.- = l puesto que n6__ x na. nb
7
3. En la operación _ def_nida mediante la 3 /
. la dlVlSlOn eS dlStrlbUtlVa a defeCha COn
abla
reS_eCtO a la adlCl�n  ya ßUe
t a b C (a+b)_;c __ a__.c + b__.c y no se,ía
a a b c co,recto dec__r que _a ad_lc__o/
b b C a disEributiva a derecha respecto a la
C C a b divisi6nyaque c_(a+bJtc._a+c-=b

vimos que su neutro era a y como , ' '' - _
Es_UmRnDEGRUPO ' -'
a_a = a t a'= a -
El concepto de grupo juega un papel
XtC = a = C_b _ b'-- C t_m ortante no so,_o e matema,t._cas s._
es decir, el inverso de a es a y el inverso tamblte/, en ot,as cl_enc_,as como en _a r_/s_l
de b es c. qul/m,.ca _a teo,l/
álgebra abstracta modema y puede ser encarado
IV. Distributi_d8d de una oper8ción bin8r1a impon;endo cond_ciones a _,s est_ctu,,s de
respecto a otr8 mono_lde o de seml_
Consideremos el caso de dos operaciones
_inarias _ y _ de F_nidos en un mismo conjunto
. . DeflniClOn: ea G Un C0nlUntO nO VaClO y X_ Una
nOS lnteFeSa CafaCteClZaf
. to _a .vo d._ as operación binaria. el par (G_ XcJ se llama grupo s;
_lones btlnan,as en el sent_ldo de obtene, )1 sólo si _ es una operación binat'i,a a?ociati_'_.
_e/n (a__)_,,c con elemento neutro y todo elemento de _
admite un inverso en G.
NlsEr__but__ve a derech, ,especfo a _ sl_ Simbólicamente:
y sólo sj (a_bJi�-_  (a_c)__(b_c) \_ a,b,cr_ A (G, X_) eS Un __ßO Si y SÓlO Si Se VenrlCan lO_
b) _ es distri_u_iva a i2quierda respecto a x_ si aXlOmaS '
ysólosic_(ax;_)= (c_a)__(c_b)_. a,b,c__A GJ __:G xG_G
c) Se dice _ue _ es distributiva respecto de G__ x_ es asaciativo, es decir, (a_b)__c = aX_(b_,c,
__ si y sôlo si lo es a izquierda y a derech_. __ a, b1 c _ !_
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CAPlTULO Xll E_ ,;stem4 de _os nu_

G3 MiStencia del elemento neutro o identidad 6. Sea (a, __) un grupo _ a,b e G probar la
3e?G tal que ax_e _ e_a = a V aeG existencia y unicidad de xeG tal que xxca�b
G_ _istencia de inversos
'_afG, 3a'fG tal que a_.a'�  a'x_a = e DemOStfaClÓn:
I. Sea x=b_a' veamos que verifica la
E'em los.. eCUaClOn:
como x=b_a' _ x_a = b_a'4a �  bxce = b
l. (Z , +) es un grupo _ x_a �  b , luego exis te tal x
Veamos:
a) La adición de números enteros genera
otro número entero. __ Ahora __eamos que x es úni
i . ., , '
a a lClOn e nUmerOS enterOS eS Supongamos que x, y .x,, ve__jcan la
asociativo, es decir, a+(b+c) = (a+b)+c ecuacio/n.
c) Tie1_e a cero coma el elemento neutro _ x,_a = b = x,_a _ x,_a _ x,4a
(O_ZJ ya que a+O = a Va?Z
_ X_4a_a' = x2_a_a' (a' eS el inVefSo de a
dJ Todo elemento entero a?Z tiene un
elemento inversodenotado or (_a),gde t X(_e = X2X_e ' X_ = X_.
tal modo que a + ( - a) = O .'. x es único

2. (No , +) no es un grupo, siendo: 7 Demostrar que (a_b)'--b'_a' Y a b _ Gi
y (ol23 ) l . d(G j '
o - ,,,, __'_ PUeSOQUe U5eemenOS , ' U '
no tienen sus inversos respecto a la adición. (P_ra el lector)

3. íI_ - {O} , .) es un g1upo ya que se cumple con Der_nición (grupo abeliana)
los _iomas requeridos, en cambio (IR, .) no Si en el grupo (G, _J se cumple que a_.,b = bx_a
lo es porque no existe el inverso multiplicativo Y a,b?_ G, se djce que el g_po es abeliano o
pa ra O. c o nmuta tivo.

4. El elemento identidad en un grupo es único. ___^''_,,^'oo,
__n._0V0_o00__o___,0_____,_,____,_____0__,___,__0_i__,_~_,_,_______0_,___~_D_,______,,___,_%__,_,,,_,___'_,_,_,'_,___,_'_0,,D, El tefmlnO de _rUßO abellanO Se __^^'_,^^oo
nefeclo: _____0'_,,__.___,__,__''''_____0__'_'__i_^'^__'_^''___,',___0,__,^__o_,0__,__,__,,,_,,debe en honor al ce_lebre '__,,^'_,^^o,
Supongamos que e y e' son neutros respecto ''_,'__;'_''_i:'_,___'''_,'__,_'_,_.,,. . __ '_' '__,''''_,_''_,: matemático no_ego Niels Henrik _-__
, entonces se t__ene. Abel quien escribi�  lratados acerca ____._
' de las estrucluras algebraicas y demostr�  por la _.,0_
e'�  e'4e= eX_e'= e teoria de grupos la jmposibilidad de resotvef tas __m____o'_
. e,_ e ecuaciones de grado mayor o igual a cinco por __'___,_o__'_,
fórmutas generales en función a sus caefic_entes. ___.,_,,0

5. Los elementos inversos en un grupo son
únjcos. Definición (po tenciac ión)
En efecto: Sea a �  G y n ? N ; n > 2 se derlne:
Supongamos que a' y a'' son los inversos de a, a'' = a4a__a_... 4_a " n'' veCes.
entonces se tiene:
__ _ __ , _ __ _ _ __ _ _ , __ 1 Demostraf ue si a_b 2 _ a2 2
.. a__ -_ a_ entonces el g_po (G, 4) es abeliano.
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Demostración: 3. Sea el grupo (A, 4 )1 donde A = {a, b, c, d } y la

ue a4b = b_a _ a, b e G tabla si_uiente:
Veamos:
(a_b)2 _ a2_b'- _ (a_b)x(a_b) = a_a_b4b _ a b c d

_ a' _a_(b4aJ4b_b' = a'_a_ a
_ e4(b_a)_e = e4 a4b _e

.'. (G, _) es abeliano. Es fácil ver que (A, 4) es un g_po a be l iano.
Vemos que si H= {a, b} entonces ( H, x_) es un
tó, subgrupo de (A1 _), en cambio si H' = {a, b, c)
_o/n (por l_2qu_le,d,) vemos que ( H ', _) no es su bg_po de ( A, x_) y a
ea el gTupo (G ,_) con a_b = a4C;
entonces b=c V a, b, c e G.

, _ G . luego un g_po (G,_) que ve_ Flca a __H /', be H
componiendo con a' tenemos:
a_b = a_C
_ a' _(a4b) = a'_(a_c) Demo,t,ac_.o/n.
' (a'_a}_b = (d_a)_C veamos que (H,_) es un g_po
te_b -- e_ctb = c
__. Teorema de cancelación (por derecha) a) Asociatividad garant iza da pues H__ _
Sea el g_po (G , _) con b_a = c4a, b) Elemento neutro:
entonceS b=C _ a, b, C f G. af_H _ j_f/ H _ a4a' f H _ ec_H
cJ Elemento inverso:L
a deTnOS traClO /n qUe da CO m O e J e r C l C l O ,e, e,_H ,,, a,_H t e_a_ ,_ H t a_ ,__ H
para el lector.
(a eH _.b eH_ ax_ eH)

Def,_,,tc;6n.. se, H un ,,bcon_unto no v,c_o de aeH _ b' _H _ a4 (b' J' e H _ a_ b e H
G, el par (H,_) es un subg_po de (G ,4) si y sólo si (Demuestre que ( b J ' = b)
(H, 4) es un grupo.

Ejemplos:
l. (_. +) eS Un SUbg_PO de ( _1 +) 5. si (H_ , 4) y (H_, 4) son subg_pos de ( G,_)
2. Si T = ( x /x = 2k, k eZ), (T1 +) eS SUbg_PO demostrar que (H_ _ H,, x_) es un subgrupo de
de (Z1 +) (G, x)
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CAPlTULO Xl l El sistem4 de los números re4les

De_os_ación: . EJ emplo:
Usando el teorema antenor (ejemplo 4) Sean _ y iR los conjuntos y +,. las leyes de
BastaTa_ demostrar que composición interna, lenemos que: f(x) = a"
si aeH__H, _ bfH_ n H2 entonces a_b' fH_ n H2 con a>O n a f l
Veamos que F(x+yJ _ a"+-_ = a". a-_ = f(x).
veamos: f_)
af_ H _ n H2 __ b_H_ __ H2 t f eS Un hOmOmOnlsmO de Z y TR
at-H_ aeH2
beH_ b?H2 Homomorf_' mos Espec1_es

_ a_b'c_ H_ n a_b' f H2 Sea F: A t A' Un hOmOmO_lSm0 de _ y _'

_ _ H H l. F es un monomorfismo si y s�lo  si F es
l 2 in ect_
__ (H_ n H2, _J eS Un SUbg_PO de (G, _) _l. f es epimor F_smo si y sólo si f es suyectivo.
Ill. F es un isamor Flsmo si y sólo si F es biyectivo
HOMOMORfISMO DE GRUPOS IV. F es un automor Flsmo si y sólo si A = A'
Sean dos conjuntos no vacíos A y A' y las leyes
de composici6n inlema: EJ'emplos;
I. Sea F:Z_Rtalquef(x)=h-';h>2
_ :AxAtA F + __ at___ a t___
_' : A' x A' _ A' f(x) es un isomorf_smo

Def_ición (homomor Flsmo) 2. Sea h: _ _ _ tal que h(x) = - 7x
La Función F: A _ A' es un homomor Fismo h(a+b) = -7(a+b) = -7a+ - 7b �  h(a}+h(b)
respecto de _ y _' si y s6lo si la imagen de la h(x) es un automorf_smo e isomof Fjsmo.
composici6n en A es igual a la composición
de imágenes en A. 3. si F; A _ A_ es un homomo,F_smo d
ASí: entonces la imagen del neutro del primef
f: A _ A' es un homamor Flsmo de g_po es el neutro del segundo grupo.
_ y _' _ F(a_b)=f(a)_' F(b)
_a, b c__ A Resoluc16n;
Se traEa de probar que f(e)=e'_ donde e es el
neutro de (A_ _) y e' es eI neutro de (A' _ _')
Veamos para cualqwer xeA se liene x_e = x
t A', _'
_ I(x_e) = F(x)
_ ' f(_) po, de Flnici6n de homo,norF_
b . f_) F(xJ,, f(eJ __ f(x) _ f(xJ,, f(e) __ r(x)4, e,
a_b _ f(a 0) = _(a)_' f_) luego por ley de cancelación f(e) = e'

Inte_retado como: 4. Si F: A _ A' es un homomor Flsmo de grupos,
_ entonces la irnagen del inverso de todo
elemento de A es igual al inverso de su
ll. aeA _ beA _ I(a) f A' n F(b) e A' im,gen, es dec;, F(x_) -_ (F(xJ)_, donde x_ es e_
_ F(a) _' f(b) e A' inverso de x en A.
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Re&oluct6n: Dennicione8: Sea (A, +, .) un an_lo:
Sabemos que x_' = e _ x _ A entonces, l. Si exisle un elemento l _A tal que
f(xxx I) = f(eJ a. l = l .a = a V a e A, entonces (A, +, .)
ior deF_njci6n de homomorF_smo se lIama anillo con elemento identidad.
F(x)_' F(x_) = f(e). Del ejemplo ante_or II. Si a.b = b.a _ a, b f A, entonces (a_+_.)

, 3. Teorema: Sea (A,+, .) un anillo, entonces:

II. a.(-bJ=(-a).b=-(a.b) _a,beA
E_Um_DEANIL_ ___. (_a),(_b)__a.b Ya_b,A
Sea A un conjunto no vacío y dos leyes de
COmPOS iC i 6n in tema _, ' Demogtf8ct6n
I. a.O = a(O+O) = a.O + a.O
Denni_6n: La tema (A, _, ') eS Un anillO Si Y t _ ,.o +a.o __ _ ,.o +a.o + a.o
s6losi:

l. El par ordenado (A_ _) es un grupo abeliano
.'. a.O=O
. El paf OfdenadO A, _ eS Un SemlgrupO
.st,.lbut,.vaconres cto ll. a.O = a(b+(-b)) = O
.me,a (_) a.b + a.(-b7 = O
-(ab) + ab + (a(-b)) = _(a.b)
Estas condiciones se traducen en los siguientes O
axiomas:
'. a(_b)=-(a.b)
A, : Ya,beA_a_bfA
A,: Y a_b,c e A _ a_(b_c) = (a_b)_c También_
A3; 3efA tal que a_e = e_a = a _ a f A O.b = (a+ (_a) ). b �  O
A4 _. 3a'_A YafAtalquea_a'=a'_a=e a.b+(_a).b=O__(ab)+ab+(-a)(b)=-' (ab )+O
AJc : a_b=b_a _a_b_A
_: Va,b�A_a'b_A
A7: _ a, b, c e A _ a_(b'c) = (a_b)'c ._. (_a)b _ - (ab)
Ag: _ es distjbutivo respecto a _, esto es:
a_(b_c) = (a'b)_(a'c) _ a, b, c f A lTl. o.o = o _ (a+ (_a))(b+ (_b)) _ o
(b_c)_a = (b'aJ_(c'a) V a, b_ C _ A por distributividad
a.b +a(-b)+(_a)b+(- a)(-b )=O
Ejemplos:
. . _ (ab) _ (abJ
unidad.
2. (N, +_ .) no es un anillo, puesto que no existe
neutro para la adici6n. .'. (-a)(_b) -- ab
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CAPlTULO Xll E_ sistem4 de _os nume,o, rea_

Subanillo; Sea (A, +, .) un anillo, un subanillo Las condiciones l, ll y Ill se traducen en los
de (A, + , .) es u_ p_e no vacía de (A, +, .) que siguientes _iomas:
tiene la estruclura de anillo con las mismas leyes
de com_sición intema. c,: si a, b, s _ (a+b) f s y a. b , s
_: Las operaciones + y. son conmutativost es
DeEtntci6n (subanillo) _ decir; a+b _ b+a y a.b = b.a
En subconjunto no vacío ScA)es un sub_,8nillo de C3: Las operaciones + y. son asociatjvas, es
(At +_ .) si y sólo si (S, +) _es.s_b.,g.ru.. .po,_diiA_ ,+) decir:
yadem4sSes ce__0_''_'^aparaelproducto. -' a+(b+c) �  (a+b)+c y a(bc) = (ab)c
ReSUlladO ObViO QUe SCA eS SUbanillO de (A,+t.) c4 .. _ e c_ s t a + o __ a__o+a, es decir o es el
Si y s6lo si V a, b _ A se verir_ca que a_ b _ A y e_emento __de/ nt__co ba JNo la o perac __o_
a.b_A. c _ s t.
s_ e le N - _ -
es el elemento idéntico bajo la operación.
Ejemplo_ c6 : para cada a _ s, existe un e_emento i
Sea aE_,___'' el conjunLo de todos los múltiplos de a denotado por:
S _ (k.a ; k__), entonces (S,+,.) es un subanillo (-a) / a+ (-a) �  O = (-a)+a
de (_tt,.) C7: Para cada elemento a e S, excepto el cero
En e Fecto, si x, y e S _ x = ka /_. y = k'a existe un inverso bajo la operación. , es
_a __ a(____) __ a___ decir
l I__l
Esdecir x_ yF S _aF t 3a ' - - '
__ _ a /, y _ _,a Cg: La operaci6n. es distnbuliva respecto a la
o_raci6n+:
_ x.y = k.a.k'a �  (k.a.k')a = k''a _ a(b+cJ _
_ decir: x, y e S __. (b+c)a __ be + ca _- ab

_Um_ DE CUER_ Eje_plog:
Un anillo con unidad, cuyos e lementos no nulos l. Las temas (_ , +, .) y (_, + , .) son cuemos.
son invertibles, se llama anillo de divisi6n. Todo
aniJlO d' diViSiÓn COnmUtatIVO e' Un CU'mO. 2. La tema (z , + t .J no es un cuemo, pues los
Den_ción (cuemo) únjcos elementos no nulos que admjlen
La tema (S, +, .) es un cue_o si y sólo si es un inverso rnultiplicativo son - l y l.
anillo conmutativo, con identidad y cuyos
elementOs nO nUlOS admiten inVefSOS 3. El anillo _ de todos los números feales es un
multiplicativos. campo pofque cumple con las g propiedad
Los axiomas que caracte_zan a la esEructura de de campo.
uncuemo son:
l. (S, +)esung_Poabeliano. Q. la terna (__ +;.) es un campo _rque
II. (S " {O}, .) es un __po abeliano verir_ca las 8 propiedades de campo, _ es el
III. El producto es distjbutivo con respecto a la conjunto de los números complejos O=(O;OJ
suma. yeln_mero complejo e�I  = (l ; OJ.
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Lumbreras Ed itores Á_gebra

CUE_ DE _S N_mE_S _ _OMO uM' ' cuER_ oRD_. O Y''_.,,_OmRlm 'v ...' '.
Se eStUdiafá COmO Un CUe_O QUe SatiS_aCe h_3 : Ley 8SOCi8tt_&'. Pafa tOd0 a, b1 C _ _:
Cie_OS p0StUlad0S. a .(bc) = (ab). c, la multiplicaci6n de tres
_n la eSt_CtUCa de CUe_O tenemOS el o más números reales pfoduce el mismo
COn_untO _, denOtandO a SUS elementOS pOr resultado, sean ag_pados de cualqujef
a_ b, C, d, ..... en el CUal eXiSte Una relaCiÓn de manera.
eqUivalenCia denOlada POC (=) Y adem áS dOS __.. _;,tenc;gyun;,;d8ddele_ementoneut,o
Oper_ClOneS: + 1 _ adlClOn y mUltlPllCaCl n mul_pI_ca_vo: _jste un elemento en _ y
reS_eCtiVamente , QUe eSt án Un íVOCamente solo uno, denotado por cc l tl djs tinto de cero.
de Flnida5 COn feSPeClO a la relaCl Otn de t,l ue ar, todo a f _. a l __ l ., __ a
equivalencia. Pjmeramente necesitamos de la . ' . . ' .
terna (_ ; + ; _) con los siguientes axiomas de ' ' . . .v. a a e ex. te' U ^ m O
' uno y s6_o un elemento en _ denot ádo po_
nxlOmnSDEADlCl6M
A_: Ley de clausur8: Para todo a, b E __ (a+b)

A2: Ley de conmut___dgd: iara todo a,b e R Para tO do a. b, c en i _:
la suma de cualquier par de números reales a. (b+c) = ab + ac
no depende del orden en que le sumen (a+b). c _ ac + bc
^'b = b"' poc lo tanto la tema (_ _ + ; .) también es u_.
A3: Ley Asociativ8: Para todo a, b_ c en _
(a+b)+C'a+(b+C)laSUmadetreSOmás Aho,, a,, uel,te,n, _.+. ,eaunt_cue ,
números reales es independientes del ordenado com _eto,, t.lene _e s,tl.sface, ___
mOdO en QUe SOn a_ru_adOS aSOCladOS _ . .
A4: _tstenc1a y unicidad del eIemento neu_o
8dtt1vo: Existe un elemento en _ y sólo . . .

''a'' existe un elemento en _ y sólo uno, una de las siguientes propos ic iones:
denotadopor(_a) talque a+(_a)= (-a) I. x__M, ll.-xeM, ITI. O_ M, esc ie_a
+ a = O 2. El subconjunto M está cerrado ba jo ._,-
operación + y ' de (t_ _ + _.) o sea s i:
_lOM_ DE MUlnPLlCACl6N m +
M, l: Ley de cI8usur8: Para todo a, b e _: : . ' . _
a_ __ _, la multiplicación ab también es un ' . . -:

: Ley conmutativ8: Para todo a. b f IR: '
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CAPlTULO Xll E1 sistema de _o, numeFo, ,ea_e,

_os elementos del conjunto M', donde Demostr8ctón:
M' = {xeN / x _ M _ x _ O} se Ilama números O + O = O neutro aditivo
ne_ativos. x(O+O) = x.O multiplicando porx
Ahora si _ x, y e R, tal que y+ (_x)__-x)fM, x.O + x.O = x.O propiedad distributiva
decimos que x es menor que y (x < yJ, que nos x.O + x.O = x.O + O neutro aditivo
indica la existencia de la relación de orden. por Io . x o _ o _e de cancelac.l
tanto la terna (_R ; + ; .J es un campo ordenado.
Al postulado 3 se le Ilama ''postul0do de
. ,, . . Rel8ClÓn de Orden; Sea A el COnJUntO de los
' números reales Un subconjunto Rc-AxA es una
e l05 e eCtOS de eSte pOStUladO Sera aSe_Uraf . , . , . .
que se puedan establecer una correspondencia _as s__gu__entes _rop__edades.
biunívoca, entre los elementos de IR y los puntos
, l. Sl a,b__A_a=b _ aRb _J bRa
e una llne_ reCta, eStO es enuncladO al_U_as
veces, dicjendo _ue no exisle huecos en iR. II. Si aRb t a t b
Como conclusjón diremos que si un cuemo III. Si a, b, c, e A, aRb r\ bRc _ aRc
numérico cumple estos Eres postulados, será un
cue_o ordenado y completo''. Si A es R y iR es < (menor que) se tendr_:
I. Ley de Tricotomía: Dados a_ b e iR, entonces
Definición de lg gugtr8cc_ón se cumple una y solamente una de las
__ x , ,_ ,_ t_ ; x_y -_ x + ( _.y) relaciones:
a<b_/ a=b \./ b<a _
Derlnición de la di_sión _e (T) si: a < b t a f b
Il. Ley de Transitivjd8d: Para tOdo a,b,cc-R, se
_x, y__ _n_ y _ O: - =x.y ' cumpteques_..
Y
a < b,r\ b < c _ a<c
ieyde cancel&ción
Sean a, b, c elementos de un cuemo de _ con-
Demostr8r: sl, A es un con.unto de nu,
l. Si: a+C = b+c _ a = b número F_nito de elementos entonces A tiene un
2. s_.. a. c -_ _. c ,\ c,o _ a -_ b elemento máximo y uno mínimo. Pero también
este conjunto puede tener in Flnitos números
reales, en este caso A puede ser que tenga un
emostr8c_ón: e_emento ma/xl_mo uno m_/nl,
l
. a + C = b + C existen dichos elementos.
a + c + (-c) +b + c + (-c) sumando (__c)
a + (c+(--c)) = b + (c + (-c)) propiedad Ejemplos:
asociativa A = ( --3, 2, 5, IO}; en este conjunto el elemento
a + O = b + O elemento neu tro máximo es l O y e l mínimo es - 3.

_ab B _2I t ,t t. .
.. = �Xf  X>- ;_seCOnIUnOnO lenenl
2
. PafaelleCtOr.
m_ximo ni mínimo elemento. _Por qué?
T.EoR'E.. ,M,, A . C= (x__/x___2,I5)) sólo tiene _nimo que
es -2
_,x__: x.0=O D _ xc_,,,,,,,, x2 < I6 no t._ene nl_ max/ l_mon_l
mínimo elemento.
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Cota supe_or de un conjunto ConJuntos acotados
Sea _ el conj_nto de los números reales y LcR Sean _ el conjunto de los números reales y LcR.
diremos que el conjuI_to L está acotado El conjunto L está acotado si existe un nu/mero
superio_ente (o liene una cota supejor) si ce iR,talqueparatodox__; -c __x__ c,esdecir
eXiSte Un nÚmerO C f l_ Si y S6lO Si C eS mayOf O el conjunto L es acotado si es acotado su_eFior e
igual que todos los elementos de L. jn Feno_ente.
Así: Ejemplo:
_ Sea: L= {x__/_ <25)
t _J , _ ' '__?__'_? __ ?, _ , ,' _xq? _' ?__;_;! '___ ,_ _ '_'___' . /
t!m\_t'? _______m__,___ ;5n,\_'';i___?__,___oS_,___, "_ ._,_'__ e_O UC_0lI_
_i_ ___,__,,________!,_.,,___i_____v_,,_____?__,_____,__'_',___' ,, ,!__v!n' ;_, C
Si: _<25 _ x_<-5t5>
. _ L = {x_ R / -5 <x< 5) y,comovemos
e pUede Ve1 ßUe L eSt aCOta O SUDeflOfmente
existen cotas tanto superiores como in(eriores. El
conjunto de cotas inferiores es (x e_ iR / x' <_ _ 5) y
. el conjunlo de cotas superiores es {xe_ / x_5)
' _ con lo cual queda establecido que el conjunto es
_ Sea: l = (X_ Z / _ l6t O L eSta aCOLadO
aCOtadO.
superiarmenteen
Resoluct6n:
_ (_4 _3 o 4) Supremo de un conjunto
,ordeL pues _x, _. Sea L un subconjunto de IR acotado5
' ' supeno_enle, diremos que un elemento de cc_
^ es el supremo de L si y sólo si c es la menor de
_ _ eS COta SU_enOf de L, ßUeS V X _ L ; cot e.
x <_ 10
Notac16n_ c = sup.
__- Z es cota superior de L, pues _ x e L ;
x s 4 __nf_,modeun con,
pero 3 _ Z no es cota superior de l pues
. _o , r ue . te Sea b Un SUbCOn_unlo de _ acotada
inferio_ente_ diremos que un elemento c_-__ es
el ínfimo de L si y s6lu si c es la mayor de todas
las cotas in Fenores de L
e donde concluimos que las cotas
supenores de L son todos los números
-_ ua_es a 4 Not8c16n: C = inf.
Asimismo podemos decir que el conjunto L
está acotado su_normente en el conjunto _. E_em_lO_
b. Elconjunto: sea A_ x, _ x (-I)'
S _ (x _ _ /x _ <-3 ; +_> } no está acotado n
super ioCmente en _ puesto que no ex i.sle s e t e n d r a/
c e _, talque_xe S ;x _ c
l lI
-l,-, --,-,............ qUe OrdenadO eS
cota _nfenor de un con_unto 2 3 4
Sea _ eI conjunto de los números reales y L c _, _ _ _
_remo, que e_ conJ_unto L esta/ acot,do _ l , _-_ _-_ ... ,. - _ inF. A = - I
3 5 2
infejormente (o tiene una cota superior) si exisje
un número c e _, sí y sólo sí c es menoF o j(__.ual _ l
que todos los elementos de L. ' 2
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0
, rOblemaS QeSUeIt0S

proalgm_ 1 Resolución:
Indique el valor de verdad de fas siguientes Sea: b = e donde "e'' es el elemento neutro
ßFOßOSlClOneS: _ a x_ e = a
_ a + ae + e = a
I. La operación _ sobre Z es binaria /
_ ae + e =
_b=_ _ e(a+l)=O ; at_l
_o/n _ sobre _ es b;naria / .'. e = O V a _ _
ab _ l cona+b , o ,_ - __
a +b - PfODlgm83 ,.
_o/ n _?+,, sob,e _g es conmutat__va / De l problema N^ 2 demos trar _ue e l elemento
__\b _ a _b _2 conab, o Reso_uc_.o/n. '
ab se, e_ el inv,,so de 2 ' '_. _ _ _ _
ReSOlUC_On: _ 2 _ e' = e (por deranición)
_. como pa,a todo a_ b _ 2 ,_ _a +! _ 2 + 2e' + e' = O (del prob. anterior)

no necesariamente es entero; entonces la , 2

.'. (Falso)
ll. Como para todo a, b racionales_ se tiene que pro__gmg _
ab es racional, ab + l también es racional. En A __ ( _, 2, 3, 4) se deF,ne un, ope,,c_,o/n x,.
_ _ab +! con a+b,o es tamb;e/n raciona_ cuyos valores están dados por la tabla de do_le
a + b entrada adjunta:
.'. _ es una operación binaria sobre _
VerdaderO
Ill. Si '___+ es conmutativa se debe verir_car que a
?+ b=bcv_ !a paratodoa,breales.
,b a_b-2 33 4 l 2
a_ a__ =
ab 4 4 l 2 l
b+a_2 a+b-2
+_!a�  _ =
siguientes proposic iones:
l En x__4 �  I existe un solo valor x en A
e (aJ y (b) la operación __t /_ es conmuta tiva _ _ La o e,ac ._o/ n x, es conmutat_.

Resolución:
fODl_m8 2 l. De la tabl,.. 2_4 __ l
La OperaC iÓn _ eStá derlnida en _- ( ' I } Se_Ún: 444__ _
a_b = a + ab + b Va,bra2 _ afa .
emostrar que O es su elemento neutro.
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CAPITULO XI l El sjstema de los números reales

Proalem8_ P__l____
Sea S = (O, l, 2, 3) y la operación binaria _
der_nida por el siguiente esquema: Se derlne la operación 4 por: V a, b _- R _

Resolución:

3 3 O l 2 _a_ ja_+a_

emostrar que el par (S, _) es un grupo.
Resolución:
E. La operacj6n binarje _ cumple con la ley de PrOal_m8 9
composjci6n interna _: En el conjunto No (naturales ampliados) se derlne
_ s u n a o p e r a c i ó n !L _!:
. d . . a!Jb= (a+bJ. (a-b) Va,b__- _
. Se CUn)ßle COn la ßfOßleda aSOCl_tlVa
.stenc_.a de_ e_emento neutro Responder a las siguientes preguntas:
,nico (e__o) po, que este e_emento se l. MtálaOPeraClÓn'_tO_lmentederlnidaenNo
._nte,secc __o/ n _e _, r_la superl_o, l l. Es la operación !_'_ asociativa
__,c__pal ,epet__dos en el Reso_uclón:
esquema tabular; l_ _ eSt_ tOtalmente derlnida en No1 Si:
x,,o __o __o_o n; _ox _o _a,bf Nu

O x_ 3 = 3 = 3 x_ O pero -5 _ _o
lV_ HallandO lOS elementOS 'lnVerSOS O Sl'me/ trl'COS ._. la o eración ;,; no es t_ totalmente derlnida.
de O, l, _, 3 en S:
O _ a '' O '_ a' 4 O _ a' __ O I_. La operación ;__ es asociativa sj_.
lUe_O, el SlmetriCO de O eS 0 _ a, b, c c_ No, (a!__b)í:_,c = a__(_! ;'c)

_ el simétrico de l es 3

2_c'= O = c'__2 _ c' =2
_ e_simetricode2es2 como (a), ) _a o erac_.o,n n

3__d'= O_ d'_3 _ d'= l
_ el simétrico de 3 es l Pr0al_m8 10
Del mismo problema anterior (9) responda:
. _,, es I. Tiene un elemento neutro
II. Tiene elemento simetrico todo número
natural respecto a la operación ___'
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Lu mb reras Ed itores Á_geb ,a

II. Obse_ando la tabla: Observ8c_ón: la asociatividad se p_eba del
_.* _ 2 3 4 modoan álogo........................(V)
l'_. 2 3 4
'__3 4 _ Ifl. los elementos neutros son: (O_ O) para + y
'_ (l,l)para........................... (VJ
3 3 4 ''l. 2
4 4 1 2'__

al trazar un_ diagonal se obseNa simetría, Si en los números naturales den_nimos la
entonces la operación _ es conmutativa o e,ac_.o,n _ med._ante m_n _
(VerdaderoJ
entonces indicar el valor de verdad de las
siguientes propos ic iones:
. R_dUClendO=
l. m_(r n) = r(m_n)_ re_
X_3)___3X_( l v__
_ 4 x, 3 _, _ II. (m_n) + (n_p) ;_ (m_p), r _ N
_ _ __ 2 _ l (vefdadero) lIl. m_n �  (m n)__; m _ n
IV. m_(n+p) = (mTnJ + (n_p)
Re8olución:
PfO_l_m_ 5 I. Por su de F_nición
_a.b c. o eto 2
_ _ _ y m_rn__ m__.r_n2
de F_nimos las operaciones de +,. mediante:
(a ., b) + (c ., d) __ (, + c .. b + d) ._.__N____ (faISO)
(, ., b). (c, d) __ (a. c ., b. d) IlN (m_nJ + (n_P) > (m_P)
establecer el valor de verdad de cada una de las _ _ + _ >_ _
PfO_OS lClOneS_ a_ cuad,ado
I. N' es cerrada con respecto a + y.
___2 2222___
Il. Las operaciones + y. son conlnutativas y m ' _ ' P '-
aSOClatlVaS. \ 2 2_ j 2 + _
ITI. Miste un único elemento neutro en las
operaciones + y. ________. (VerdaderO)
Reso_ución: lll. (m_nJ = (m-n) _ _ -
I. COmO VemOS, (_+C_ b+d) y (aC_ bdJ SOn j 2
también elementos de _2 t ' m ' n +
_ N' es cerrada respe_to a las o_eraciones _ = _m2 _ n_ -2mn _ mn
de + y. ............................ (VJ
2 + __2
. (a, b} + (c, d) = (a+c_ b+
= (c+a, d+bJ ....... (falso)
= (c,dJ + (a,b) lV. m_(n+p) = (m_n) + (m_p)
(a,bJ. (c,d) -- (a.c, b.d) _ _m 2 + (, _pJ___ _ + _m _+p J_
= (c.a ,d.b)
__ (, d). (a b) ........ (Falso)

._ones + y son conmuta__.vas '. _FF
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Re6olución: __o_lg_g 13
I. Sea e el elementO neUtfO V a ? No Teorema*.
_e__a_a2_2__a _ , _ l_ l -l
_ e = t_a(a-l) ..... .... (aJ
Demostr8c_6n:
eGa=ate -a=a
te�  t _a (a+ l) ....... N N _ N N N N _ _ t.. ( ß J elemento inversomultiplicativo
Como a_D_ entonces G no tiene elemento

ll. Si no existe e para la operación _ sobre los e_emento neutro
No, tampoco habr_ elemento simétrico para
tOdO a F- Na (_)(_) ' = (xx ')._.y ')
, inve rso multiplicativo
P_oal__811

conmutatividad y asociatividad
Demostración:

l + (' I) = O POS tUladO (e lemenlO neUtrO adit.) .N. (_) l = x l y l ley de can_e _ac ión
x( I + ( _ I JJ = x _ O multiplicando por x
x. l + x(- l) = O distjbutividad
x + ( _- l )x = O conmutatividad
x+(-x) + (-- l)x = (-x) sumando (--x) DemostraF -X , -Y_ si _ _ o
(x+(-xJ)+( I)x=-x Y
O + (- I )x = -_x neutro aditivo Demos_ación:
.'. (-l)x= -x -X _(xy-I)'ldef.deladivisión

t__l_m812 - ' ' ' ' ' ' ' ' '
_ pero a_R /_ a_O (aI) f=a

Si x e.s un número real y x_O _ ì _ O
omo a_O tendrá inverso multiplicalivo a
emOS__Cl6n: _ _ 1
Por contradicción o reducción al absurdo).
XiR,XtOm tO _ J __. .. .
X * X = = a a lnvefSO mU tl_ lCatl_-O
í' = O suposición contradiciendo a la hipótesis tamb._e_n a l a __ _ de donde se tend,a/
O = x. O leorema anterior a f .(a 1) I __ a I. a
í = x. O realizando sustitución
_x o .'_(al)I =a leydecancelación
x �  O aplicando cancelación
con lo cual queda demostrado que si LUe_O en (l):
Xf__XtO t tO .'. _X -_xl.y=_Y deF.dedivisión
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_lll_ _p___f_aop__c _ _3a( ) __ ___(b ) y _3_L __o_o l _o_oadoele_qu_ema

CAPITULO Xll El sisfema de los núme,os rea_

_r_al_m81S de donde se concluye:
En el conJunto c = (a_ b} se d�r_ne  las (C, x_) es un g_po
operacionesbinariasporlos si_uienteseSquemas (C, .) no es un g_po, porque no existe el
_bulares: e le me nto invefso.
_ a b ' a b
a a b a a _ a _toDlg_816
b b a b 0 b Sea el conjunto T = (O,l) con las operaciones
binarias dadas por los siguientes esquemas
_Cuáles de los pares (C, _), (C , .) es un g_po? t a b u _ a, e s.
_soluci6n '
+O l _ o f
Verif_caremos si satis_acen las 4 propiedades para
sergrupo.
llO lOJ
. AmbOs SlStemas Cumplen la ley de
composición intema: _T eS Un CUe_O feSßeCtO a eStaS OperaClOne5
..c xc _ c bina_as?.
. c-x c _ c Resolución:
Tenemos la tema (T. +. .): para que e__td_ cerT.a
._ e d a d a s o c _. a t _. v a. sea un cue_o tendrán que _'enF1cerse io_-
postulados de cuerpo:
a, b_ C, _ C / a__b __C = a_C X_C
a.(b.c) _-(a.b).c C_: Si x, y _- T _ x + y ? T __ xy i T
ia Fa todos los casos se cumple la + = T X T_ T _ _: T X T _ T
asociatividad
lll. _istencia del elemento neutro c La conmutat__v_.dad po, s__metr1_
_'
_ ef C _ a _ C a__e = a = e_ ' a = e tabular fespecto a la djagonal princjpal donde
_ e_ c _ a_ c a.e _ e.a = a _ e = b se de F_ne las operaciones
El elemento neutro, si es que exjste, se + ; . eS deCir Si XY F T
encuentra en la intersección de la flla _ x+y _ y+x _ x.y = y_
principal repelida con la columna principal c . . .d d . _.
: a aSOCIa__ a, Sl X, y, _ _
repetida del esquema _a_ular.
_ x+ _+ _) = (x+y) + _
IV. _istencia del elemento simétrico COmO el COn}UntO T liene 2 elementOS,
, , c / a_a, _ e __ a__a _ e __ a entonces et número de casos _ue tieneb
que veriF1carse la propiedad asociativa para
a_C 3a_c a.a=e=a.a_ e=
la + y. son:

' a _ a = a' _ a _ a' = a' existe el inverso
O O
b _ b _ b' m. b _ b' _ b_ respectivo o/ o/
\l \l
O l
_'.a , a.a' _ a _ a' nO eXlSte elementO o o
_nverso respecto 1 / l /
\
. _- . _ _ a la operaci6n
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____________ pDD___(_2__)2_lt /d d 2 o De(_t__Jaxay(a___(a_+_xx)()baqx++__ua____xx(e_(_o2)lab(a+_d_blet))bm(_oIJs)t_fbao_db_oe_lteoqreumea_

CAPITULO Xll E_ ,__stema de _o, nu_

PraDl_m_ t9 PrOal_m_ 2t
Demostrar que _ es i_acional. T'Or'm&' S' "_b_ X ' R Y Si a'O, entOnCeS
ax+b __O _ x__ _a '.b
Demostr8ción:
Usaremos el método del absurdo Demostr8ción:
su_onemos que _ es raciona1 T' S' _+_=O
_ _+b+(_b) = O+(-b)
a
_ =- ayb_Z__b_
b ' _+O = -b ' _ = -
IaX _ a I
i asimismo sean a y b irreductibles
t _. _

, l x _ aIb tx_ aI b
a a '- - '
e "--aCUa Fa0t =-
' b b 2 II. Si v_ = a '.b _ ax = a(_a'.b)
___ l__ _
_ a2 = 2b2
. _ ax + b = ("b) + b =
_ a_ es par, de donde a es par

_ Siaesparsea a=2k/k_Z
_ __ 2b2_b2 __ 2_2
. lo cual implica Eambién que b es par, lo cual prODl_m_ 21
lleva a la contradicción de lo supuesto a y b para cada número real x, demostraf
i. i_'reductibles (primos). x + x + x = 3x
'' .'. _ no es racional
Demostración:
' x+x+x=x+ (x+ __)
fODl_m_
=X + X'I +X.
' a c ad _bc
emOStrarqUe - t - _ _ -
_ b d bd
i_i =x(l+2)
''. Demostf8ción: = X.3
_a +_ __ eb l + cd I __ X+X+X= 3X
i. bd
_ __ a.l.b t + c.l.d l p_ODl_m823
Ib l _ t Sea A= x_IR//_J
. = (ad+bc).b ' d I = _El conjunto está acotado?
i ResoIución:
I d I (bd) 1
' = ____ ____ PrO _ __>64_X_80X_'
' a c ad+bc
t __ -_- __ _xi_ <-% _8! _l8 +m>
b d b.d ' J-' '
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____8_ (l+l)+l __ l+(_+l) _ _ __ l pro_D__(_g__mlJ8__t___g_( ) _ _ t _ _ t _ _ _ _ N __(_l)

LU mb fefaS Ed itOfeS Álgebra

_ deCif: C7: VxfT _ 3"xeT _ x+ ("x)�('x)+x  = O
Paf8 l8 (+) _ o+o_ __ o_+o __ o _ ol __ o
l _ (O+O)+O _' O+ (O+O) _ 0 __ O o_ _nvefso ad;t;,, de o
2_ (O+OJ+l _' O+(O+ l) t I ~_ l _ __ _._l __ _1._ __ _l _ _ __ __
3. iO+l)+O=O+(I+O)_ I=l __. _t. _. t.
4. (O+ I)+ I = O+(I+ l) _ 0 = O
5_ (l+O)+O= l+(O+O) ' I = l cg..vx,_T. x,o 3X leT/x,___xlx__ _
6_ (l+O)+l '_ I+(O+ IJ _ O '' 0 _, l __x 1._ __ _ _x 1 __ _
7. (l+ l)+O = l+(l+O) _ O = 0

(l 1 es el rec_proca multiplicatjvo de I )
Para la (_)
l _ (O.O ).O = O. ( ON O ) t O " O ... Queda demostrado que la terna (T, +_ .) es
2_ (O.O).I = O.(O,l) ' O = 0 un cuemo.
3. (0.l).o = o.(1.o) _ o _ o
_. (O.I).l = O.(I.IJ _ O = O _F____mg__
5. (t.O)_O= l_(O,O) _ O=O Corolario: _a,bf]_:a(-b) = _.(ab) = (-a)b
6. (l.o).1 _ l.(o.o) _ o = o
L! 7. (l.l).l = l.(I .O) _ O = O Demostraci6n:
8. (l.l).l = 1.(I.l) _ l = l I. a.(_b)= aE(_ I)bl (delprob. lI)
" COn lO CUal _Ueda demOStfadO la Vall'deZ de la " (a(- l)b) (MJ)
, PfOPiedad _OCiatiVa Para laS OPeraCiOneS de _ (_ _)(ab) (m m J
1a adición y la multiplicación. a b _ ab '-'

C.1: Si x, y, _ �  T, entonces x. _+_ )=x.y+x._
tendrá _ue probarle igualmente 8 casos. Il. (-a)b = (- I )(ab).............. (prob. l I)
l. o(o+o) _o.o + o.l _ o _o (-a)b= -(_b) ....................... (II)
2. O(l+l)_O.O+ l.I _ O=O
3. o(_+o) = 0.1 + o.o _ o = o De (l)y(ll) a(-b) = -(ab) = ( a)b
4. o(l+I)=O.I +O.I _O=O
5. _ .(o+o) _ l .o + ,l.o _ o = o
6. _.(o+_)__.o+ _._ _ ___ Teore_8: _a,b__,(-a)(-b)=a.b
7. l,(l+O) _ l.l + l.O _ l = l

_ Como (-a)(-b) = ( -a)(-b)........ (re ßexión)
. __ o,_r vx_,_T _ ,,+o -_ o+x -_ x = (- l J(aJ(- b)...... (prob. I l
_ e n_ o c__ T (neutro aditivo) _' a('- l) ("b).. _ _ _ _ _ _ _ (M_J_ M3)
, =a(-(-b)) ......... (prob. l)

_ e = leT (neutro multiplicativo) .'. (_a)(-b) = ab
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_EEtnaxtonces(ex_l_J __ __ _ cp_ol_r__rorslae_F_f_cxgaatcma_el_08_p_n_2aas6lec_ lnotl_ennael _(a2(_)_/2____aov _ c__ ___ ) empre es

Lu mb reras Ed itores Á_gebra

Hallando las co_as inferiores y superiores de A, si _roDl8mg 25
eXISten_ Tres ami os, José, iedro Luis hacen las
_ C _ _ / _ X r_ A i C _\ X af_rmaciones sjgujentes, respecto a un número
__ c__ N/VxeA ; x5c irracionalx.
lo cual nos hace concluir que el conjunEo A no es
_cotado. l. José: _' es irracional

Pf_al__8 2_ lIl. Luis: alguna potencia de x (de exponente
s,_ (c1 ., .) e, un semN_ g_po con _,de,tidad y ,, e, el di Ferente de ceroJ es racional-
COn_UntO de tOdO laS UnidadeS de C_ bajO __
_Cu_l de los tres amieos dio una a Flrmacióne n t O n ' ' ' U
_ ' e S U n g lu P ^' 7
Re8olución:
Demostración: . . 7 _
Para veri Flcar que (u_.) es un g_po de bemos __ Toda ote c.,a de x _.,ac_. na_ no s._
demostrar que ux_; esto es inmediato porque e . .
? __ V. COn ellO pOdem05 Vef qUe Se VerlrlCan lOS
_,;om,s _, __ y 1__ de _, def,n;c;ón de g_po. EjeInplo: ( _) ' = 8 c a
_om, _v se saEisface pa,a todo g e v (unidad) lII. Algunas potencias de x irracional es racional
Faltaría demostrar _ue u es cerrado con respecto Ejemplo: ( _) 2 = 3 �  _
a. para lo cual escogemos g,_ e2 e u cualquiera,
'sten __ _2 e- c_ Concluslón: Luis dio una af_rmación carrecta.
Tal qUe_ _) __ "- _2 N __ -' e
Parademostrarque g,.g,eu,debemo__encontrar Dadas las ar_rmaciones, indicar el valor de
su inversa como especjF_ca el axioma TV verdad.( _
_ i _2) - ' _2' g1(
__, g2) ( _e_ N _2) -- __ ( _2_ &,_ ) _ __ ll. ,ac__ .,_re_ .,ex,_stea_
e III. Si a e Q y _ r ? R existe a' enton_ces existe f"
_ g_. __ , e Resolución: i-
T. _ae_: (a ') '' ' '-_ _ = _a_
_' I l' 2

_ _ IlI. Si __ a ? _; _ r __ R existe a ' , r_=
S deC iC' _2. g_ -' gl i _2 necesafiamente existe _
... g_.g,y_,,.__ son de _ Ejemplo:(__)'=l ;peroO''noexiste
Respuesta: FFF



s___(I_l______l_)__ __ __ __ _d____ t3_ _ _ _ __ a_b _o___n_a__l___/ b__ 5aaa__e_s_b__tteb__nbto5n55ces _cbb_t__fp_uredep_

CAPlTULO Xll E_ _istema de _os núme,o, reai

Pr_Dl_m8 1l Proalem8 29
Indicar el valor de verdad de las siguientes Sean a y b dos números reales tales que el
proposiciones: producto ab es irracional, luego analizar las
I. La suma de dos irracjonales es ot Fa jrracional. Sl_UlenteS ßrOßOSIClOneS:
__. En una divjs_ón en z_ el resto es menor que el l, Si a eS i_aCiOnal, entOnCeS b debe Ser
d_.v,.so, i_acional.
/F_ca de la clase de e u-_va_encl,a 2/3_ es II. Si a es racional, entonces b debe ser
irracional.
III Si a es irracional, entonces b debe ser
e80IUCiÓn_ _
FaCl
. La operaci6n de adición en los i_acionales no Reso_ucl,o/ n,
escerrada.
EJemplo: (2+_)+ (__) =2 _--_ pertenecera_ 'J _'.
_ + (1_2_) = l - _ e __' Eiem_lo: __ _ e _'
ll. Nosiemp,e.. aT 6
Ejemplo: . 3_-_'
_6_ T
_ r= l > �_
-5 __. abf__ ,__ ae_t entonces b necesariament
2 20 _ 16 2 2 Q 6 pe_enece a Q'
3 ''''._o ' 24' 3'3'6'9'''' Ej'emplo: 5.___'
T _ . _e_.

_ un conjunto de puntos discon_inuos. I_l. ab e _' _ a _;- g_ , entonces b r__ _ v b c __

Respuesta: I. F , ll. F _ III. F Respuesta: FVF

Pr_Dlt__ 2_ Pro_l8m8 30
sabiendoque_ esunirracionaltdemoslrarque: Sea' Z__ -- (Otlt2'3,4} der'n!mO' l" 'd'C'6n Y l"
_nUltlpllCaClOn en Zs comO Sl_Ue
_+J2 esirracional. a+b a+b Sia+b<5
= . _a,
Resolución: a+ - lat _> ' '
3
upon_amOS _ue X = _ es un númefO
. ab , Sl ab<
raClona.
3 a.b=it ab .
_ .x -- _ = ; elevan_o al cu_o: eS O 5 _ Sl a ''

_ _ 3 __ + 6x - 2 _ = 3 Resolver en Z-, e l s is tema:
__+_- 3_ _(3_K_'+ 2) 2X+ 3_'= 2 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' (!!,
X+2Y_4 .................. (2
x3+6x 3
2+2 - Resolución;
De(2): x=4- 2y, en(I): 2(_-2y)+3v=2
x3+6x-3 3 4 3 2 _ _
erO el prlmer mlem fO _ eS ' - _ _ = ' Y =
_
ue_o,X^=q 2.l __-=2
racional, ya que .x !�  _, esto impli_a una ... x -_ 2 t _, -_ _
conlradicción.
Por lo tanto x no es racional, entonce__ es o_s,_J_c,'ó,J._ 2. q = 3 en _,c
irracional.
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__0 cEJ) lNaooepseorpacelrac __ _ ATDt___))_wv_c LaFasoFpcol_apt(e_lvraa_tc Blo))npvvF4 _egs pcpcEo))n_rFvvm+rFvuvltatlv__aq y

roblemas _ro 0 uestos .

l. En el conjunto de los números naturales se 4. Se derlne una operación _ en el conjunto
derlne la operación _ '' de los números naturales de modo mue
a_b = a +b + 2ab _a,b e _ _ a_b _ a + (b+ l).
TndiCar el ValOr de Vefdad reSßeCtO a laS Tndicar el valor de vefdad en las siguientes
SlgUlenteS ßfOpOS lClOneS : proposjciones:

I_ LaOPeraClO/n_eSaSOClalIVa _ 342e,6
ll. Laoperación_esconmutativa __ _escer,ado araestao er,cl.o/n ';;.,_
IlI. El elemento neutro es O . / .

A)vvv B)wF c)vFv
D)vFF E)FVv

2. Definamos una nueva operación binaria
sobre los números reales. Para a, b e iR
llamaremos ax_b = a, donde _ es el nuevo _. Sobre _ - ( _ l) se de Fine la operación
operador. binaria _, de modo que:
Lue_o será cie_o que: Y a, b e IR, a4b = a+b+ab.
Establecer el valor de verdad de las
A) La suma de los resultados de 2 _ O, - 4 _ siguientes pFoposicjones:
6, 8_8 es 8
B) DadO Un elementO a_R, nO CS POStlble1 T. El ,, _g. _ e, un _ o conmut,t;,o
hallar otro número bJa _, _=a '.._ '
_o/ n _ es asoc__at__va ll. El simétrico def real r es _
_) La operación _ es conmutativa _
io/ n binaria lI I. El e lemento neutro es O

3. sea _ el conjunto de los números A) VVV B) V_ C) FVV
racionales se derlne la operación binaria D) VFF E) FFV
__/_:(a,b)_ 2a+3b _.a_b_-IK
Es cierto que: 6. Si E= (a} , la terna (P(E) ; _J, _) y la ley de
composición para las operadores _,! (unión) ,
A) La operación _ es conmuEativa _ (intersección) están dados _or las tablas
B) La aperación 4 Rs asociativa sigu ientes:
C) Hay un elemento identidad para la
OPeraClOn_ v E n E
D) NO ''e^'n "em'n!O' "C'PrOCO' P"r" _ _ E _ _ _
cadaelementode_.
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_BcDE_DT))J_J)((((v__aF(_(eonF_na.t)_tFl)_ftl+_ltlel__oo))_s+_.)_d)(e_la.t +fo)Fm_a(_p+_t_q+_)E)l_,_tFdmJ(otRnd_tet)p_ q _ c_v_llv__al__el_N___mm(__(aeEpe_ao__(o__slseonaas+nca__)a+_dbro+__cca_be)noo(__of_(()lt_lta_tuo_aaal(tt+nds_u)o_t)tot(on)o_l__uaynlll_b2snnmaua)+_)2enp_er(e_nr____lo_oonb_saafrom)__rnrmelt_oela__ts_nbeleatn_2+est__a____e_x_llomas del
CAPlTULO Xll El sistema de Ios números rea_es
in_icar el valar de verdad de las siguientes Establecer el valor de verdad:
I. La OpefaCi6n _ eS di5tnbUtiVa COn ll, _ un carnpo ordenado.
resPecto a la _' (unión) _Tl. E, un g_po
II. Esungrupo
IIlt ES Un anillO la tema (P(E) i _J i (') A _ B _ c vFF
A)vW ' 8)v_F c)vFv
DJmJF E)WF _o D _ ._. d _ .
7. _Cuál de los pares no es un grupo?
A) (A , .) ;A= (l_ i, -I_ -i)

8. Establecerelvalordeverdaddecadauna 11. Establecer el valor de ver da d de las
de las proposiciones: siguientes proposiciones:
I. Sea L el conjunto de todos los números
reales de la rorma p+q _, donde p y q I. El conjunto
e _,_"''', luego el sistema (L , +, .) es un , _ _.
. Sea L el conjunto de todos los números
son racionales. La tema (L, +, .) es un
lll. Etpar((l,_l),.)esung_po. , 1 _T
A)VVv B)wF c)vFV d . f .
. La terna (T, +, .) con T= {O, l, 2,) y + _.

+ O ! 2 _ O ! 2 esacotado
1 i 2 o 1 o l z A )



_c)lE___lcon___ _y _ __ _ _7_ Ads_l))_ (ac(_x)__)(b_(aB)aJ+bb_b)_(abb+__et Jn_tco)nbceselvaloF

Lumbreras Ed itores Á_geb ,a

l2. Se�alar  la arlrmación incorrecta: I_. Si m _ n= residuo de di_dir (m+n) entre g
y m # n=residuo de dividir m.n entre 8,
A) El supremo del conjunto calcular (6_7) # (5_7)
(- l)n 1
Xf_X=_nnf_, eS-
n 2
B) El _nr_mo del con_unto DJ 8 E) l O
( - _Jn
X _ _ X --- _ n n f N eS '- l l6. sean las operaciones def_nid,s po,;
n
'un_o {n/n__} esaco_ados6_o _ a b c d _ a b c d
.n Fer._ormente su _n F_mo es t a a b C d a a a a a
bbdac babcd
D)Elconjunto c c a d b c a c d b
_ ddcba dadbc
n+(_l)".- nfrq_
n
Si: x = b_c dete_inar el valor de:
no tiene _n F_mo ni supremo.

E) Elconjunto
a
A= (x"-_/_<2) eS uncOnjun'o Djd E)c
aco_ado.
.. _b_ _, 2
l3. iCuál de Ios siguientes conjuntos no es
e:
aCOtadO?.
a_(b_(b+ lJ)es:
A) {xe-_/__81}
2 +'_ _
B) (x__ _ / _ <_ } ABJ ( bl b + t, + a
+b+b-) _ l +b-+b+a_a- l
C) {x e_ _ / x'>25 n x' __ lOO) c)l(_+b+b_J(1+_+b2_a)+a_J
D) (x?Z' / x_<l6 n x2>4) D)ab(_+l)+ai'+a(b+l+b'N)
E) _ < -x E)ab(b+I)t a'- - a (l+b+b'-')

lg. Demost,ar los siguientes teoremas_ I8. En _ definimos las siguienteS opefaciones
I. _a,b_c_-R,sia>byb>c a_,.b__ 3b+ _!
_a>c 2
ll. Si: a,b F JR, si: a<b _ _a > -b 3
a#b =3a+-
TIl. Si: a < b _ c>O _ ac < bc 2
IV. Si: a<b ' c<O _ ac>hc a _ b = 7a-3_; si __ _x _9; y#y=2 I_
V. Si; x _O _ x '_0 hallarel _Jalorde (x__7)+20
I_ns _i_v .
Vl. Si: x e _' tienen el mismo signo A) 24 Y) 25 C) 26
_xy>O D)28 E) l4
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_oHbalsleerrv_eb8l_cp_l_aob/fno_trdmenal__ddorepfesentaell_nverso t p__A__fr_l)o_45p_o__st(_l3c__lo_t2n_)2e_csa_Bx5__b)_9v_4a____aJ_l__bbcn)J__ocomo

CAPlTULO Xll El sistema de los números re4les

I9. Sea B�  (m; n; p; q) y x la operación A) a_, B) a_ C) a3
de Flnida en A medl'ante la tabla_ Hallar el D) a_ E) ao
valorde: _ m _ 0 0

7 ,_
a_b = (a-_b) (b--a)
Hallar el valor de verdad de las siguientes
n m q _ _. .
P p q m n _ _ es conmutat_.
qq p n m _ J_

de m bajo la operación _
A)vIV B)vw C)Fvv
A)m B)q C)n D)VVF E)FFV
D) p E) mn
23. Se derlne
2o. sea A _ ( a; b; c; d; e) y n la operación aX'b = min {a;
binarja asociativa de Flnida en A; según la a_b = maX (a;b} _ R
tabla adjunEa y dado el sistema: ademáS
x_y -_ b ., x_y 1 -_ d mínimo: menor entre a y b
.. máximo: mayor entre a y b
(x_a _, y_d) Calcular ( 5 _ 4) _ ( _ m _)

_a b c de
8a b c de
D) _ E) I
C ea
c c d e a b 24 Derln_.mos en _ _a ope,acl_o,
d d e _ b c a _ b=eb; hallar la suma usual de:
e e a b c d 2x3;3_4;4x2;yl_lOO

A) (a,b) B) (c,c) C) (a,d) A) loo B) lo6 c) lo2
D) (b,c) E) (a,c) D) 2o5 E) 2o6

2l_ Sea G= {ao ; al ; a2; a3i a_} 25. Si a; b _ IR; sp de Flne fa operación _ como:
de Flnif la OperaCiÓn blnaria x_ COmO: a + b _ 1
a__b = _; determinar el conjunto
a.,+._ ; sii+j<5 3

i+i-5 ' ' -
sj b, es e_ inverso de a,. A) <3;4I B) l'3; 3J CJ l -2; 6J
calcular;b2_ (b3xb4) D) I-2; 6> E)< _;+_>
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LU mb rera_ Ed ItOreS Á lgebra

26. _Cuáles de las siguientes a Flrmaciones son 29. Si de Flnimos en & la operación xc de F_nida
verdaderas?, si se comparan dos variables por:
independientes del tercero. a _ b = mínimo (a;b}
icuáles de la siguientes proposiciones son
l. Sj x varía directamenEe con y_ y varja ralsas?
directamente con _; entonces x va�ía  I. a _ b = b X_ a
directamente con _. Il. a 4 (b _c c) = (a_bJ4 c
Il. Si X varía dlfeCtamente COn ?; y Vafía lll. (x _ 4) _ 2 _ x= l
directamentecon_;entoncesx+Yvaría _v. (xx,N_ __ 2___x___ ,/ x___,
directamente con ?; donde x; y; ? son
positivos
. Sl X_ y _ lR; X Vafla dlreCtamente COn y;
/a d_,,ectame,te con x., en_onces D) Ill y
X=
30. Demostrar axiomáticamente las siguientes
igualdades sean a, b r_ IR
D) FFv E)vFF _
. (a+b)+ E(- a)+( _bJJ =

. _Cuáles de las siguientes proposiciones: ll, (a. bJ -. - = l ab _ O
a b
. a<b_ -a>-
_ J ITI.'a+(-b)�-(a+b)
. O<a<l_a'<a-
III. b4a _ a_b 31 Demostraf los sl_ u__entes teoremas.
IV. a_b _ a_b _ a_b I. Si a, b y c e iR /\ a+c = b+c
son verdaderas ? _ a _ b
II. -(-bJ =b YbeR
AJ T B) IYTI C) T, ll Y lV __l. s;a-_b /,.\c=b _ a= c
D) Iylll E) l, lIl y IV _v sl. a_b_ a _

28. En 7R los números reales se derlne la
operación __ como: ' em
l. Sia__IR_a(_l)= _a
a_b= a_+ la
Hallar el _ralor de verdad de las siguientes Il_ Si a _- R _ (- l )a �  _a
pruposiciones: lTI. Si a, c _' R _ (b+c)+(-c)=b

T. Si axca > O_ entonces a_O 33. Sean a y b números naturales, si se define
a4b = a+2b, entonces es verdadero _ue:
Il. El cero es el elemento neutro de la
operación (_J A) (aX_b) xc a �  a+4b
Ill. La operación __ es conmutativa B) a_b -- b_a
C) (a_b) _b= a+4b
A) vvv B) FFF c) vmr D) (a_b) _ (a_cb) = (a+2b)''
D) FFv E) vvF E) (a_b) _ c = a _ (b_c)
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CAPITULO Xll El sistema de los números reales

J4. Determinar, _cuáles de los siguientes 39. Consideremos las rataciones de un
SlStemaS fOrman g_ßOS? trjángulo equiláte Fo ABC alfededor de su
centro ''O'', como se muestra en la rlgura.
I. G = Conjunlo de los enterosi operación
sustracc ión.
T I. G = { l , _ l) ; operac ión multiplicación
fll. G = Conjunto de los racionales
diferentes de cero; operación división
lV. G = (a+bi ; a,b _ Z); oßeraciÓn adición Demostrar si este proceso con la operacjón
de adición es un grupo.
A) l _ III B) Solo TII C) I, Il _ IV
D) lIT ,_ IV E) lI r' IV Re,puest,..
SeaG = (rot. O,rot. l20^,rot24UU}
35. Probar_ue:
Luego la estructura algebraica (G, +) es un
F= (a+b_; a,_ racionales} es un cue_o.

36. Sea R un anillo con elemento identidad.
. En el conjunto A = (O, l , 2, ... , 9) se der_ne
Fo_am�s  con R otro anillo R definiendo: la operac_lo/n b__na,__
a(ì__b=a+b+l /\ a+b s__.
a_b =
a r_____b = a.b+a+b a _ b - IO Sl: a -_ b >

n Conteste las siguientes preguntas:
I. Verirlcar que R es un anillo.
II. DeterminarlOSelementOSneUtfOSde '__+_' . . /
. _!A eS Cerra a ßara eSta OpefaClOn?
y __i respectivamente.

- ll. _Es conmutativa_
37. Supongamosquea2=a Ya_M. Probar_ue
M es un anillo conmutativo (un a__illo con
esta propiedad se llama anillo booleano). IIl. iAdmite elemenlo neutro?, jcuál es?

38. Sean (A , x_) , (B, #) g_pos abelianos y _ v _.Todo elemento de A t_.ene s._me/t,._
(C, _) un grupo no abeliano.
Dar AxBxC una estructura de grupo.
_El nuevo grupo será abeliano?.
Respuesta:
Respuesta: TOdaS laS pregUntaS tl_nen reSpUeSta
El g_po (A x B x c ; a) no es abeliano. arl_ativas.
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_ _ _ _ _ Jt __ )

_ ,_,
E S2 ste1J2n s li__erco117_leJos
CT
Se_a Ií __JI c-I_eJpo _-___lqIIieJ-_ (p__ed__ se_- el _e los _'o_1lp I_7iu_', poI' cjeIJ_p Iu, pel-o J__ e.TU
iJ_JpresciJJdib JesJ rJ__'os e IeJJJeJJro.T soJJ {a, _, ... ),_ dotndn _e? II11 c_I__JJJe7Jto (_J(idn_, e, __ sen _
R -
A JrJJesPar-io_'ecroii_JsoIJ1___ dc JJJiJJJeJ7.Tio_I_9_', Si Ios c_/c91Jc1Jfos_e l''sy11 iIF_ic_nJos_rJ/_ (_X,
Y,... }, snbeJJIo.T _Jre, eJJ esre espncio _'ecfol_ir_l.'

Jd _xis_e 2IJJn Je_1' de roJJJposiciú1J i1JleJ1Jn, i1J_icndn "+ 'J, c_ol(11IJrtntiz'n, n._nc'inti__r_, __re
4dJJJite I_JI e IeJJJeJIfo JJeJrlJD, _, _1' rnl _J{e cndn z'ec'ro/" _X t_1Jen _n/_n __._rn Ie_.)_ I_9J op_resro

X' .'_+_X' �_'  +_=_,_
_O ___i-TIe lrJln Ie_)' dc coJJl_os-ici_JI e__teJ1Jn c_1l o__9l_rlc1oJ___s __JJ I_ rlsrJc_inli_'r_ .)' _ist/i I_lrli__n r'oJI
J -especro n /os e/eJJJeJJros dc _''._' n Io_T ili_JJi91fos' __ lí,'

JO ___nistc_oJ- lo JJIeJJos JJ _z'ccloJ_es _UJ. _U_n, ..,., _U,, tn Jes _Jre Jr17 z'_7c'to1"c'Jrnl_Jri_/_n rl__ r's-e
e,_n_resn Ji1lenlJJJ__JJte eJ7 _Jr_JcióJJ _e estus _'_Jctu/__Js .)' rJe coc,_ic'i_7/Ite_s /eJ, __,, ..., _,
_r1te11er'ie?J(Ies n lí.'

X = __u, + J__?u_n + ... + _,,?,, �  __, _r,
r7

_nl_rl cFll_' nJ e_'_rl_'iu I' lJlln cst/1Ic'tJrl-n _e r_JJillo, cs pJ-Rciso de_iJ_iJ- eJJ eI JJJisJJJrJ (JJJr_
seJ__llJl_n Ie.)' c Ie c'ulIJpusic'i�ll  i_lt_717ln, Irl o_r_J-nc-ióJJ ''xn '' _IJc es nsor'ir_liz_n, JisrJibJJti__rI _'/J/I
J -es_ec'ro n Jn nrJic'i�ll  .)' c_rJ1Jl_rlfil_Ie c'uIJ In Ie.?' c,__Ie?J_Jn, es dec-iJ-, _ rnl r In.Te _Jrc rc_JJ_nJJJos, __JJ
_?.__ec'inl.'

(b_XJ^Y �_X  (bJ=_ , _FK

_Se? esrn_Icc'e_ lr /l c'lrnrJI 'o c'JrnrJI_nrJu _lIe rIefiJJe eIpJDdJrcfo deI r_1Jillo coJJsirJr?J_n_o. e/ _'JrrI/
es _c?llolllillnr1o c1lto1lc'e_' s-istiIJ1n /Jipe_J__'oIJJp Iejo o, JJJcioJ' (IJJ ríJ__bJ_n. ,_Jrs e Je_JJcJJ/os' s__
_ellolll illnll lllí lJlel_o._ /l i_e/_c'olll_l_Jus. __rrl 1J_o Ios ele-JJJe_Jtos de bnse_oJ1J_nJJ JJJJ __J_rpo prI/_n
In lJllJ//ip/ir'nc'irjll, s_7 r1r. ic'c _JJc s__ /Jn._oJ1JJn_/o eI _7_____rn deI_J__po-

J'1JrJ17(_., IJ_?_JJJrJ .llrJrJ_'JJ7rJ - 1'f ilJ7rIJJr I':.. IJt__JJ'li_J._.
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____d_,''oBimvos:_.'_':_,,,, ,,__'__,'__,';___,'''''' -- . , ' _'.
_,___,__.D,_,._,..'____ M. tu_iarunn_.evocam_,,mu_encollama'' d'o~Elca-_:__lejo_q_d__ _�a_.  papel ,?_?'_,_=,
'_ im_Mante en la'_ re_oluc1_n de ec.uacione's' '':''',p0 o_omal_s. . ' ___'_
_:___ _ '' Ver la ap_ca�i_n  en las d_er_ntes ramas, '_'' ,e,, I8, ___- - - �íá  y __ la cienc_'. _ _ '''':: ' .. ' ?'
____,,' _ Aplicar dicti teo__ en _os circu_tos elect_,c,, _'s, ,_ geo_t_a _racta_, etc. \ , , _ / . ...._.. "_ "_ . i_

INTRODUCClON

Los números complejos desempenan un papel muy importante en el desarrollo del Algebra
Moderna_ ya que la Teo�a  de Ecuaciones, en especial las ecuaciones polinomiales obedece al Teorema
Fundamental del Algebra_ cuya demostración es complicada por medios algebraicos ; en cam_io por et
análisis complejo, utili2ando el Teorema de Lioville; la demostraci6n es bastante sencilla y rigurosa (ver
cualquier libro de análisis complejoJ.

En el estudio de un fenómeno F_sico o químico necesiEamos hacer uso de las ecuaciones
di Ferenciales, ordina_as yparciales_ para resolverdichas ecuaciones se utilizan a los números complejos
por Io general; por ejemplo para resolver un problema de ondas se utiliza el méEodo de variables
separables donde se aplica la sene de Fou_er.

Por ello, su aplicación es Frecuente en todas las ramas de la Ingeniería. Por ejemplo en la
electrónica se utiliza en los circuitos eléctricos.

Cabe mencionar que en estas últimas décadas se ha desarrollado la Geometr{a Fractal ; donde entre
diversos tópicos intemenen en ella los números complejos los cuales son un componente importante
y obviamenEe su importancia crece por las aplicac iones propias de la Geometría Frac tal (Física, Química,
Biolog Ea, Sociología, Psicología, Economía, Arte, etc.). La Geometría Fractal nace por la misma
necesidad de afrontar problemas reales; ya que la geometría tradicional o Euclidea tiene limitaciones
por las formas encontradas en la naturaleza, como montañas, Iranjas costeras. sistema hidrográf_cos.
nubes, _rboles, etc., un sin número de otros objetos que no son Fácilmente descritos por la geometría
Euclidea.

En cambio la geometría fractal provee una descripción y una Foima de modelo matemático para
las aparentemente complicadas (ormas de la naturale2a; todo esto es posible por que la dimensión
fractal no es enter& como en la Geometría Euclidea.

Una característica propia de la Geometría Fractal es el de autosimilitud, esto quiere decir_ que cada
porción de un gráF_co Fractal visto inclusive con una lupa posee la misma Fo__a y caracte�íslicas  que el
' gráF_coinicial.
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Lu mb reras Ed itores Á _ geb ,a

''''__,_0'_, N___Ny__R__ '' '' n-i,''.
'__'' _lproblem0 d_ reso Iuer las ecuaciones al8ebr_icas h_ l'leuad0 at h0mbr_ de_de I_ n_mel_os natura/_s 0 los ___,_
''__'', . _ .. .'' , M
__'_ eni__S, _ OS _ClOna eS, 0 os nUmelDS IrraCl On eS y 4 SIStema Conp etO e Ds nUmeroS __a' es.
_ 'd,,,_, a1eJsl_ Iox Jx Leo o(_o_Dnec_ef el __mefc_rl_Code JoslVnd_mentos' deJ_na__J-_r_smodgmo dgsc__,b(._esra _,,,
'_,___'_ euDluci_n l___ y gr_du0I de la comprensr_n del si_em_ d_ númeras por el hombre. _abem0s por eiemplo, que '___i__
'_t_?''_,, no a_e njn___ _n nú. m.ero .re4I ':x"'' con la prop�ed_d  de ue___car.. _+ l _O; eI problem0 es _n4/ogo; _u0ndo ei '?__,L__
''_,__'''__, hombr_ n0 c_oc(a Ios n_meros enre_s ne.ia. rjuos;' s_lo contempl4b0 Ia ec_aci_n xt___9,_ eF n_mero -5 0u'n no _'___,_,
'____'_,_ tenja al_ún senlj_o. .. '. . _?'','0
D____'_ D_scutire' mos el sislem_ a de Ios númeIos complej_ s' î_' uje' n'' do est4s m�sm..  _s Ijneas, l_s de_iniciones y __las ____,,?
_____d'd sedanenp_merlug_r. ' '_____.___ _ __' '' ' '' _'_ '' ''' '_''L?
___0'_ Dem. astrar_mos d__pues com0 este sistem_ de' númeras es u_ n_ ext_nsF_n de/sjxe.ma de. J_ números r_oles. __''_,
_' ' la pnmer_ r_p_sentaci_n claIa % Io_ n_me_s co_pleios y l_ pnmera p_b_ s0l_- _aclm�  del teorem0 .___
. Jund_mentaldeI_(gebra(adioKarICaus5 (l 771 -J8S5_ensud(irt_ri6n_to_tenl __ Mterm'nonúmero
__ com_/eJ_o Jo l'nt_oduJ''o __us_'y Ja de_n_'c_'_n denu'me_s'' co_reJ_Dsiomopa_so_d_n__e_nu_me_s_e4Jesrue i___
__ usad0 por p�im_  Ue4 en ,J. 835 por el m_temdtjco ,ifIand_S _llIW' m R_n Hamilto_ lJ d05 - l 865J y Iue_o _,_
' Henn_n Crassm_n (I 8D9 m J 817J _xrendi_ est_ de�n___,  d_ los _tim_ comp_ios a l_ n _d. _s ordenadas __
_,_, de nÚmerDS reaIeS (XJ,' X_; Xg,'.....; XJ,' eStOS nÚm_iO_ hipercOm_l_iOS __J1er_l_an 0 l_ n__ COm. _leJOS y a _
_ /.os cuaremiones de y_milron, , ,, ,, , ,. '' _
'_0__ Los n_meros co''mple_os so_ de c_piraI jmport'anci0 en Á�_eb_.  En l4 teo__ d_ t_ funcjmes _n_/íticas de _
____^0_o una u4nable comp(eJ_,' los n_merDs comp IeJosiueg_n _n p0pel j___te en las ecuaci0ne_ _erencja Ies; en _.
''0___^^ooo los circujros el_ct_cos, osciloc, iones, uib__c(ones, fenbneno_. md_loronos, �n  --7os _cr_les 9ue es uno ___
_____^^o'oooo _e_amienla pod_rDaa as( como Ios d1rerencio Ies. ;__\-,

a. Eny_c_óN 0E- N_mEio com_ _ __ _O . ,

Un número compleJo es un par ordenado de numeros reales (x ; y) ; es dec ir x ; y _ 7R ; donde ''x''
es la primera componente ''_'' es la segunda componente.

Not8ción: _ = (x ; y) ; x, y ? _ Luego Formamos el conjunto de los números
"x'': parte real complejos; denotado por
"y'': parte imaginaja _ = ( (x; y) ; x, y _ R }

Es decir: _e(__) = x EJemplo8 de Número8 Comple_os
__m(_}--y _, = (3;7) _, = (-_ ;_)

?3 _ (O;4) _4 = (O;O)

0PERACIO__ DEnMIDnS EM _ . '

Sean los cornplejos EJemplo_

__ _(X_ ;1_) i Z2= (X2iy__) sea , _r2.3_ . , _r4.
^l-_ 1 / 1'2-_ ,
edeflne
I. Adición

?) + _2 = (x_ +x2 ; Y( tY2) e,ton,e, __, + _?, __ (2+4 _, 3+5) __ (6 ., g)

__ _ ?? ' (2_4-3_5_ 2_5+3_4)
.Multiplic8ctón -
__ _, �  (x_x, - y_ y, ; x_ y, n y_x,) _I _ _2 = (-7 i 22)
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CAPiTULO XIll Números comple)

Debe obsenrarse que la adici6n de números complejos; es ta misma operación de adición en V_
(ál_e_ra veCtOrial bidimensiOnalJ; la operaciÓn de multiplicación se distingue en _ yV2; en los numefos
complejos la muItiplicación ojgina otro número complejo; en cam_io la multiplicación de dos vectores
o_gina un escalar; adem_s la diferencia es que un vector tiene dirección; en cambio un número
complejo no tiene dirección alguna.

lG'UnlD_._E'_' _' MERQSCOMPiEIO'_'';. _.;'',, '''' ':_ ' ' '':'''"' ' ' _'- ''_''' /

DadOS ?1 ' (X_ ; y_J ; ?2 ' (X2 ; y2) ReSOlUC16n_

___,.',._.g,,. zf__-2 ,. S,iY5...6loSi ':x,,__x..2..,__'''''''_i__ ___Y2 ___,.___,__,, __=_2 ^ 4=X-3 _ Y+I_5-Y

.em _o. Deahí x= 7 _ y=2

sean __,-_(4 ,_y+tJ ,\. _?,__(x_3_.5_yJ __ X + _'--9
Calcular x+y si __ _ _,

RERRESENTnn6NGEom. hNGA.,{_1__. d__ Ga. _s_ ,, ,,., ' _' _' ,,,

La represen_ación se realiza en un plano, al cual PROPlEDADES: _ _,; _, ; z3 e _
lO 1lamaremOS ßla_O COm_le_O dOnde el e)e "X'' A_: __+_2 f _ (Ley de ClaUSUfa O CeffadUra
representa al eje de la parte real y el eje ''y'' al de Para la adición)
los imagina_os; a dicho plano se le denomina AJ_; __+?J_ -- ?7_+Z_ (Ley Conmutativa para la
''plano de Gauss". adición)A
3 '_ (_1+??J. )+_3 = Z1+ (_77.+_3))
, o (Ley asociaEiva para la adici6n)
ea _= X;y ; X>O _
: Existe un _nico (3 !) elemento _o de la forma
(O ; O) tal que _+_u= 5 _ complejo _
_Eje ___io (exislencia del etementa neutro aditiv_).
J P(__y) A-: Gciste un único elemento
i!-------------------------._' ' _, ___ / ,+(_,)-_, __(o. o) _, _,_!
';! _ (existencia del elem ênto invefso aditivo)
!_ ; M_: __ ?__J __ _ (Ley de ClauSUra o CerradUfa _ara
;! ; la mul tipl ic ac ió n)
! ;! M7_: __ _?. = _?_ _ _ (Ley COnmutativ_ _ara la
--o_-_! __---- ---_-_--_________-____--_-_ _ _- ____- - - ______'__,,___,_,_,_____ multiplicación).
j, _ EJe Real m ( j ( ) (Le asoc__a__
polo 3 ' ' t N2 ?_ - ?l ?2 __
i mUltipliCaCiÓn
M_: EXiSte Un ÚniCO (J_ !) z'__ de la fOfm__
Donde OP es el radio vector del complejo z'--(I; O) tal_ue5. _'= _ __?__.C(e__istencia
_ = (x,'y) del elementO neUtrO mUltiPliCatiVO)_
_ste un único elemento? l_ _ tai
S' _
l__l__ . ,,_
Definici6n= El conjunto __ junto con las ( ' ?. - _. ' N d ' _ V' Y ?_ F '
eXlStenCta el e elnerltO lnVerS
o_7erac iones de adic ión y multiplicación derlnidas mu_t__p___cat__
ante_ormente y las pro_iedades a mencionar D ( + _) +
' _ _)__ _3 -?l?7 N)?_
forman el cuemu de los números compl_jos. (le), d;stribut;_,a) -
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Lu mb reras Ed itores Á_geb

La dernostración de estas propiedades se número real 8_ obtenemos evidenternente una
hacen en base a los axiomas de los números correspondencia biunívoca entre el conjunto
reales (ver capítulo de números reales). considerado de puntos y el conjunto de todos los
Demostraremos únicamente A3 y M2 las demás números reales. Como aplicación de las
quedan como ejercicio de rutina para el lector. operaciones de Flnidas en _ tenemos:
(a;O) + (b;OJ = (a+b;O)
Demostran6n de A3 (a ; O)(b ; O) = (ab ; O)S e a n _
," (X_ iy1 ) ; _2= (X2 ;y2) i _3= (X3 iy3)
tal qUe (X_ ; X2; X3_ y1; y_ ; y3) _ _ O Sea lOS pUntOS (a;0) Se mUltißliCan en_ Sí
entOnCeS (21+_2 )+_3 = (Xt+X2 ;y1+y2) + (X3 ;y3) l_Ual qUe lOS nÚmefOS fealeS CO_eSßOndienteS_
= (X, +X2+X3; yJ +y2+y3) pOf lO tant0 diChOS nÚmerOS nO Se diferenCian en
También __+(_2+_3)= (X, ;yJ)+(XJ_+X3iy_+y3J nada _Or SUS prO_iedades al_ebraiCas de los
= (X,+X2+X3 ; yJ+12+y3) nU'mefOS realeS fepfeSentadOS OCdinaflamente
Se ObSeNa (__+_j)+_3 = __ +(_2+_73) POf pUnt05 de Una feCta; _Of lO tantO COnClUimOS:

Demos_a_ón d_ _ (a ., oJ __ a 6 (a ., o) -_
Sean_
f _ ( X(; y_); __ = (X2 ; y2) ; (X1 iyJ iX2 ;y2) C _
entonces EJem_IO_
_? ,___ -_ (x, ; y,)(x, ; y,) = (xJx, _ yly, ; xly,+y,x,) Al Paf l2 i O) le COrreSPOnde el nÚmerO real l2
t,mb;é, __, _?J _ (x _�)(x,  _y_) Es decir (I2; OJ = l2; an_logamente citamos
= (x,J- ; _2 y,_ ' ; x,, + y,_J algunos ejem_los:

" (X)X2 - y(1J_ i X1 y2 + y, Xj)
(propiedad conmutativa de números reates) ' 4 i O =
_?,?2 _ (a+b;O)=a+b
._. __, __, _ __, _, _ (I ; O) = I (unidad real)

Definición; El sistema de los números complejos i, n _ T E o g E M A __
representa una ampliaci6n del sistema de los '' ' -
números reales; bajo ciertas condiciones, con , _F'_ i Z = (XiY)
este rln veamos los puntos situados en el eje de _,_____, (x _ y} '_ _ _ se cum_le r5 = (rX i fY)
abscisas; o sea los puntos de la fo_a (a ; 0);
poniendo en correspondencia al punto (a _ O) el
rueba
r_ = r(x;y)
= (r ; O)(x ; yJ; erectuando la multiplicación
= (rx-oy ; ox+Iy) = (rx;_)
.'. r_ = (rx;_)

CANnDAD_ l_GIMARlAS : .. ....

Son aquellos números que resultan de De todos e/stos el ma_s __m portante es _. , a_ cua_
extraer una raí2 de índice par a un número real d . .d d . . .
, enOmlnaremOS Unl a lma_lnarla, CU)'�
ne_atlVO. '
notación universal es i _ - l
Asíporejemplo
,_ .2_ A_liCaCiO'n_
' ' ' _=_=___4i

_ __ _vt_ =vti
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CAPlTUlO Xlll Números compIejos .

uNtDnD __GlmR_'& 'd ^'_ ... ''' ' ''' '' _,,_, - ,,
El número compleJo (O ; l) es la unidad imaginaria; tiene la particular notación i = (0 ; l)

'' .,.''' .. .._EOR''E_._.. ,, TEOR___A

_', j-=-l ; i�(O;I)  _y___ (O;y) =yi

Prueba Prueba
i_- = (O_l)(O;I)=(O_l;O+O) yi = (y;07(0_l)
= (-l;O) = -l = (O_O;v,+O) =(O;y)
.'. i' = --l .'. (O;y)=yi

Po__c__ EyTE_'''__ Lh UYIDAa. I_lMANA
Estudiaremos el comportamiento del número i"; 4_
v n __ __, teniendo en cuenta la siguiente P0f lO tantO i _ l
def_nición:
__'0d-' '__o__''_:_,1_____ _ _ : g??1ii_
_'_'''o'oo0_m__,,o,,d,,,,,,,,,,,,,0,, ,,,,,,,,,,;',,,,,d,,, ,m,,,,,;:,,,o,,,,,,,,,,,;';,,,,_';'':'' ,,,,,,,,,, :,.__..,..,.b':,:;,.,..o..,_.....,,,.,.,,,a..,.,.,a,,..,...... _____i0''"'' Luego deduc_mos que

tl_ _J+l_ N__2 _J_3_
l=l l =l ;l '-- ;l __
_2
.,3 __ __2 ,_ __ _l_ Generalizando
N4__2 __2_ _ _ ,
-'-- '- _r1+k__ _k__
_5__4N_ i l =l j
_,6_ _,4 ' ,_2
, ,'3 EJemplos:
i _l .l =_l
'8__ '4.'4__ _ .2_ _._+_ _
i9_ i'. i= i
NlO___8 .2__ _ .
___3 ___ __ _+__ ___ _ __
i =i.i=_i
__2___ ,8 i4
_8_ __ ,_, ì+_ __ t,

Se obseNa que las potencias enteras de i se Luego se deduce
repiten cada cuatro veces y sólo toman uno de
tos cu_tro valores i ; - I ; - i _ 1 _. esto merece _N - ,j - k _ l_ _
una especial atención.

PR0PlEDADE_
Se observa principalmente que: ...
NJ_7. __8__. _l12__.
_to implica que la unidad imaginaria elevado a _t __ .._. ( _ _ )_ ,_ k . _J _ ___ -_
_ múltiplo de cuatro es igual a la unidad.
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Lumbreras Ed itores Á __eb ,a

EJemplo l EJemplos:
._G8J N.527
_2
eSOIUCiÓn_ '
Se obse_a _ue R_olución:

4683= 4+3 i2'2 = i__ _

--527 = -(Q- l) = 4+ l 2 H __ _ _ d .s_-
. aareVa Ore 2_--_l
''3 __ R_oIución:
_ i + i = i ' + i ' =" i + i= O seobseNa ue
EJempl02 ss5 ^ ._+_ .
_ r _Nqg +_1�  +_g = ' __=l =l
Resolución: 3 3 3
_ 1g J8 __Jg 3 Determinar z _ l. 3
-' - ' 2
_l�  l7_l7_
-" -- ReSOlUCiÓn_
luego S=l-i+i .'.S=l 3 o , o ,
3J' _ (4 - t)3' _ 4- _ = 4+3

_ __q.i_ _
. +__ _3 +_q
_,1_ +.__+_ +_qh+2 _4k+3 o _ tc z 4. Sim_Ii FICar
.l l l +l =; f
__h+ _lh+1 + l_k+__ + __k+3 _o. y _, z VV _- i 2! + i J! + i J'' _ ..... + i l20''
Re8olución:
i.0,,,,_,, El factorial de n siempre es rnúltiplo de
___''_'__'0_000___a0_,O____',___;^'00"__"'_'_'a___0_____00___9__,___'P80O____'__,a__'___'_____''0__0__i'____'_,''0 '___'__,''_ CUatFO _ n > 4
__"'__,^i0___'__,0___^___a_._ _ ',__00__'__',__,_"_,_'''__''__ (Por _ropiedades arilmé_cas) ____.,_d__,o,,,. _ _
_^'_,,o,, vv_ N l2 + __6 + l__ + ___1 + , __ q
l. 2^_4:_,_nr.._;n\,2 iR_^ _-V
_,__,.'0,,'_, -2 l l7
o o ___'0'0^'_ W=-2+ll7_ll5 .'.W_ll5
2. (Q+r)'=Q+r";VnrNr__rc_,__0_''_ __

fORMA CA_ESlANA O BINÓMICA DE UN C0MPLUO '

EJemplo:
TEOREh_A Re resentar en forma b__no/m__ca o cartes__ar_.' ' _ '
Todo númeco _omple_o _ de la ro_ma_ _ (__ ; _'_) es cada uno de los siguientes núme_os co_np_e,ic_ _
_'___,. posible escribirlo como z = _+)/i dados poF sus componentes.

._ _t = (4_5) = 4+5i
eInOStfaClOn;
l5 l5
ea ?=(x_;y _ X_yr-1_ z_-_ -;-- ---i
pg,o _, _ (,,;y) -_ (x;oJ + (o;y) 3 2 3 2
Por derlnición (.K;O) = x ( )
, _7_= _6= -6I

.', _ -- (x.y) =x _ yi 5J _ (O;_5) = __- j
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CAPlTULO Xl l l Nu_meros comp_e)_

nPOS _E NÚmEROS COMR_, _OS' , . --

Lueg_ de algunas de F_niciones necesa_as Ejemplo 2
tenemos los tipos de complejos: sea W _ 1o+ 12i

w = IO- l2i
- CO__le10 Real O PUra_e_te ReaI-_ _ _
, t W'= -IO- I2l
aqUel nUmefO COmp elO qUe CareCe e a
ßa_e ima_inafia; eS deCir SU parte RepresenEación Geométrica de ? = (x,_y), de su
imaginana es cero. conjugado y su opuest
Notación:

__o,.2 _(x_,;0) __,,,x''__''''':_ _x__ ;, EJe____l'

_=: __.______._______Z--_+yl
2, Complejo lmagtnario Puro,- Es aquel =3 ;'
número complejo que carece de la parte ''_: ;!
real; es decir su parte real es cero; además _"! ;
su parte imaginaja siempre es diferente de o '__ _
cero ''''_' '_tt '__"'""'''''''''_"''"'''' ''''''' _'. __''''''''' '' ' ''' '_'' 't ;' '''''4'tt'. '''''''''>
' ; ! ; Jee
Notación: !, !_... ;!

z_-___y)--yi ; Vye__ia)_ _! ;'''_ ;
' ''"" _ _c 9_ '' '' ' '' _ '!..... ... -Y''_,, !!
Z---_-yi _''! 1=_-yi
1, Comple1o Nulo,- Es aquel n_mero -
complejo que presenta la parte real e
imaginaria igual al número cero ; es decir las
dos componentes son nulas. PROPlEDAD_= _ ; __ ; ?__ _? _
Notación:
i_,n__Co__o)'_c_^^0_,, l. _=_a_eSCOmPte70fea1

2. ?=_

DEFIMlClONES 3.. __ _ __? _ _' _ ? es comp_e__ imagin_ri
l. Dado el complejo _ = (x;y) = x+yi se
_eF1ne el conjugado de z denota_o por ? ; tal 4 , + -_
_ue
- 5. ___=2ilm(2)
?--(x; y)=x--yi
6. ____2_____,
2. Dado el complejo ? = (__;y) = x+yi se de F_ne
elopuestodezdenotadopor? ;talque: 7. ___2 _ z_ _

?'_(-x_-y)=-x_yi __ _
_l _ _I
t ' ? _ ' ^_ '
^_ _2
Sea ?=(_1;_5
_. (_?n)_(___)'' ; _n_N
? _ (4;5)
' __-_ (-4;5) lo. (''_)_n_ __n_- N
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Lu mb reras Ed itores Á_geb,4

o_ERAt1o'__,,,._., _/LA.F..oRmn 'B, ____cA o cnRTES_m' ''..._._._..._ ,x __ . . ' , '
Sean lOS nÚmefOS __ ' a+bi _ _J_ " C+di, ,.,,xo.,,.,,,.,,,.,,,,,v,,,,,,, _'___^^'_
se de Flnen las siguientes operaciones: _____^_o0 '''_______o_ '_ _____ _____?o ' _ '__' __''' "'_ ''_'''' ''''_''' ''_'''''''_''''_' _'''_ ''''_'''' _'__''_ ''''_ _' __'0'__''d''0''' __'_'0'0_''_''dd'_ _' _''.'__'__ _'___0_dd_'_'_d.''__ _'__ 'd'D_ DD__ dd DdD_,
_',,:.._:_:_;__...___,_;_...;.,_,.'_,,'^___,__.'_,____._''_.._''__'''_'''_,0''._,^''_,'''__,._''_',._'',._^:,. _ '''_'___
AdiCiÓ_ de n_mefOS COm_le_O_ sj recordamos la dennición rigurosa de la __D__,,,0'_,,
Dados los números complejos: __, _2 multipticación de dos complejos como par _D'''D__',''_,_
se _'ene_ __f + _?, _ (a+bi) + (c+di) ofdenado, tenemos: _,,_0:'
_t _2 �  (a;b)(C;d) = (aC"bd; ad+bC) __''_,,'_D,
a.d_''_'''i''^'''''''_'_"_''i''i^''i'_'_'__'_-''_'i_'_'_''__'_'-~_''"_i'''__'_^^"_'_'_'_''_''_'''''_'^_^i_'"^^"^^'_'_'_____ii_'_______'___,.?.,. y Io expresamos en forma binómica __D__o'_.
__ |_''ii. 2_t_2 t.... a+C t btd I _'_'i z z,, -_ (ac_bd) + (ad+bc)i __''_,
_' ''___ _ a'-_'0'_'__0Do_"'_0"'__''____' _ -_ _"__'__d_'___ ' _' ___ __''D_______'__''____'v_ __ ' Llegamos al mismo resultado, es decir la de F_nici�n  __0_.__._.
EJemplo: t esbuena. _,,'"_,o,,'',_.S
ean ' ''_' _'_''__ ____0'__'''"___0__0__0_0_____-______ '__-'-'_-_''____'a- _'0____'_'__'_'_ _'__''__'_'__'_'_'_'_'_'______0_0__00'_0___o__'-_ __-' ____'___0__'_d_0''__-__'__'_'_''_'_-'_'___'0_0__o______'_'___-____0'-__i__' _'_____-__'_0 0o00_0_0_'_'_0''_'_' '_ _0___'_ _-_'_'__ _'''
_t ' 3+6i _ Z2 ^- -4+7i EJemp_o_.
' Z_ + __2 �  (3- 4}+(6+7)i Realizac las operaciones indicadas y halla_:
_ _ _ ' _2 _- ' l ' l3i _ _ ( l +i)( l +3i)(3"i)
Resoluclón:
sust,acción de numeros comp_e_os Corno la multiplicación de números comp_ejos
Nos t tiene Ia propiedad asociativa no interesa et orden
_I,_2 . . .
en Clue se em_leCe a mu tlp lcar loS faCtOreS._ _ -
'_, a _ Y _ 0 ' ' '''__ o ' ' ''', 0 ' ' _ ' ' ' ' _ O '_ - ' _ : ' ' = _ ' ' _ i ' __ 0 ' ' _ 0.; ' _ ' 0 ' ' P ' ' ' ' ' ' ' __ ' ' ' ' ' ' _ _ ' ' _' ' ' _ _ i _ _ _ _ _ _ i _ O,. _. ' ' _ ' _ ' ' ' ' ' ' _ ' ' ' _ ' _ ' _ ' ' ' ' _ ' '- i ' i ' ' ' ' '''_ _ _ i ''_.. Lue,o _,e t.,
''' _'"_0_^_'_'^'^'^"'P'"i__^_''-' '-_''^'^_"'''o_a''''_" _'' _''''''"''"^'''^'"^'^''""_'P _ = ( l + i)( I +3i)(3- i)
Ejemplo_ _ _ (_+_,) 3__,+g___31,_ _ _+__)(6+g__
Sean ?_=6+2i __ _J_"-3+7i v
_ __ -?2=?_ + (-_2} = (6+2i) + (3- 7i) _ _ 6+8j+ 6j+8j2 = -2+l4j
�9-5i  ... __ __ _2+_4_.
__ Z1 _ _~2' 9 - 5i
Divisi6n de números comalejos
MUIti_liCaCi_n_ de n_merOS COm_Ie_OS sean los números complejos ___ , __2 pafa erectuar
DadOS lOS nÚmerOS COm_lel05 __ t ?7_ __
se tiene _?_ __2 _ (a+_i)(c+di) la diViSiÓn _ habrá 4Ue mUltipIiCar a __ y ___
_ (ac+ad__ +bc__ +bdl_2\ __
= (aC-bd) t (bC+ad _)i pOr _2 COn lO CUal Se Obtiene

d.,,,,d.,....... .,, . ,..p....,..,....p..,...p.,..o,.,.,,.. ,... .,.,,,,,,.,,...,,..,....,.......,.,.,p.,..p ,..,......,,,.,a,,,.,0_,...,,......0.,..,,.,...,, .._.., ?_ = a+bi , _2 = c+di
__ _'__,'''_,,,_(2_a_(aC_'_)+(bC_ad)i_''''...i,_,..D ?_ a+bi (a+bi)(C_dj)
'_'__o^_'_'''''_''_'''''i' "'_''_^'0'Dd_"-'i_'''"_''''' ''_'"'^^"^'^''"'"i'''i''''''i '''i_i'i""'^00^"''' '''''' ' _2 C + di (C t di) (C - di)
EJemplo: - _(ac ' bd! + (bc _ ad!!
_ .,_2___. c_+d2
_t- ,'2- _
' _1?7_ ' (3 + 2i) (2 - 5i) = 6 - I5i + 4i + lO _?."i'___"_''''''' ''m_'''D^^_^^_^^^^_^^^^_''^_'__'_''''''_'''_''___"_^_^^_'"'^_'_"^'^'0^^_^'^' -'____D__0''
__.a+i aC_bd' -ad '_''_
'._ =_._ __i_
. __'_'__c+_ c2+_2 c_+d2 _iii''__
ue_o __ _,_ = l6 - Ill 'i_'_,.,,, ' ' _ ,.,_,__g__,__
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CAPITULO Xlll Números comp_e)

_ EJemp-lol g+_5i 3+4i _36+77i
5+3i2+i l7 5 85
ectuar ?=
2-i 5_3i
.'. _?__-+-i
_esolución: 85 85
En este caso podemos ordenar en forma E.
co nve nie nte, enlonces
1
_2N - EfeCtUarW=
7__5+3!__ (l_3i)(i-3)
5-3i 2-i
Efectuando en el denominador, tenemos
(5+3i)(5+3i) (2+i)(2+i) i i l-
_ _5 _ W=__-=-
_3l 5+3l 2_l 2+l ___3_3i2+gi 10i 10

16+30i 3+4i l
--_ _ ' W_-
34 5 1o

___c_nc_6N ' _ .::::,:': .. ''_'''''__':_, ..

La potenciación en forma binómica tiene Resolución:
muchas limitaciones; por ello se utiliza cuando EFectuando por separado
Ias potencias son peque�as.  _ + _ l ( _ + l_ )2 2 __
-__=-_i ;
l-i (l-i)(I+iJ 2
EJemplo:
_ li2 Ji
Efectuar -=_=-= _ _i
., 2 I+i (I+i)(l-i) 2
+iJ-=I+2i+i �2i
_4_ _+_2__ 2_2
i2_ _2i+i2_ 2i
_q _2J __ _S _9 __
"l = +l -�-l  =- =l -l �l-l=
.'.W=O
_4_ __ i4
Resultad os i mpo_antes=
_a_ _ . __2__ _
E'emlo _3__ ' +i . 1_i3___2il i
Reducir '____ . I_i4___
.5 _9
w___!l +=l l+i . . 1-i___.
l-i I+i 1-i ' l+i
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Lu m b reras Ed i tores Á

8ADlCA_Óy E_ _ '__'_ '_ x,; _ __ '. ' _ _ ''- _' _' ;_ ' _ __n.
En la forma binómica_ s6lo estudiaremos la En Fonna anáIoga se obtiene
raíz cuadrada; en Forma general lo estudiaremos
más adelan_e. 2 __ -X -t X +Y.. ... N_
2
_EFlNIClÓN
La raíz cuadrada de un número complejo _ Nos _N
es un número complejo w tal que W=_.
En base a la raíz cuadrada de números x + x2+ y_ _ x + x2_ v2
reales ositivos robaremos ue la raf2 cuadrada a ' t ; b _ t '
' 2 2
de un número cornplejo siempre existe.

u T_o_EMA _ Pero2ab=y
_ Dado z e __ 3 w e __ tal que: _ _ _ entOnCeS_ Se tendra lO S__U_ente
_
0 _0'___ _cc Sl: 1>O q a _,b tienenelmismo signo
DemostF8ci6n; Si: y<0 q a _ b tienen signos diferentes
Dado:_=x+yi ___O
Debemos hallar: w = a+bi_ tal que W = _ Por lo tanto
Esta _ltima condición plantea la igualdad
_ 2__ x + i __
EFectuando y ordenando el primer miembro: c y x x2 2 sn , x xa 2 i
a2-b'+2abi_x+yi _W-__+_ '2' +'(_)_'2_ i5
lgualando las partes reales e imaginarias se tiene _ , , , j_
_ b2
el sistema _
ab �  y donde (_) es el si no de cc _1

Y en _a pr;me_a ecuac;_
2a EJemplo:
2 Halfar la faíz cuadrada de 6_gi
a -_=X
2 Resolució
. _ J A_liCandO la FÓrmUla a_teriOF
O qUe Se COnVlefte en a ' a-- =
_endopa,a a2 se_,_
' _, g. + 6+_62+82 -G+_62+8'- ._i
+ x2t 2 ' l''' ' l'
a2 _--_- '
2

pero a' >_ o ; entonces se debe tomar = t(2_'_i) = +-_(2"i)
2 2
2___X+ X t __
2 .'._6-__' _ t_(2-i)
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CAPITUlO Xlll N;me,o, compfe)

mODUlO O VAlOR ABSOluTO DE UN'' N�MER_  CaMP. L_. O ' '' '
Dado ?=a+bi; el módulo o valor absoluto iROiIEDADE5
' de _ eS un número real no ne_ativo denotado De la deF_nicjo/n de módulo se desprende tas
por f__l;talque lzl =_ Si_UienteS PrOPiedadeS; Sean _? ; Z_ ; __ _ _
entonces:

_i_..,. EJ e _g _' io .,.0.,,,_,,._,_-__ __'__'__'__-__' '__'_'_____0___d_____ __'0_'__'__'_ '__'____ '_'______'_________d___________ __._____. _______. 0___0 0_'___0_____ _."__0__0_B____0.____0'____0_o_______0__8_a_______'____0_8__8__'_____ i_____ ___ ____.____ 0_____0_8_0__ 0______________00__0____0__8_______0_____________8_______8____0_______o_______T_ __0_0__0_-___0__ ,,0,..,o
ti__._.___,_','_.: ,_. .,.... _.. ...i..,,..,...''., 'l.2:..t 2.0; _.. t._f__Q .__ __(o;oJ. _,
b -.-----.-----.-.-,(a;b)=a+bi _,_''i__.g,,__::;''.:__.''''_.':''''':''::__''':........ ...''''''''''.. __ î_ __. _.,_ .. _ _.,,
!, _i.__,0__,_.___'_...':.::'''.:._,.::_'''':''''..:::_..._.:.3.',___,_ __ __ _._,
, 1__ !, . _000_.,, _,,,'__,,D..: .... : ; ; : :;:..:..:__....':..... ''' :;'. ; .. ': :...g. ;. ,. __ec2. )f __ f2l:_'_, f' :: '_ ':_m(5. _) 5 _, _ _ _,,
t, ; _0____'__,,,,'P,_,''''.: .,':''_'''.._'''' ..5_:''.....''...l__2, tt.2l ._. l.__.1.1 l.Z_i.. .., ..... ... _o.
_ ; ^___''0,__o__ _J 2_'' . ' ___'_
!_, g ; _'________ ''''''' ''''''''''''. 6. ,_ _ ; '_''z2 __. ('0;_J __
! _, _''_0^'o__D,' '' 22';_''' ._..._.... .. ' ' ''..__.'_::''' ____oo,
o a E_eRe_ 8oo^'_0_oo,,.., ''';''''' '._. 0_^^_0,
___o_..'i__,'.,_...' ''''' ., ,.1': ':.._z'n._,__?.l___ _ _ m.e'''_'__:'_,_........................... _,'_,:

Geome/Lr_camen(e, el mo/dulo nos ______,_''''__,,,^o_oo' ___a____.o,_,',_v__.. , 8, _ _ n_.:i'2, _E_...,,,_';",:;''_.., m_ e N _ n22 ^''''_^^'__'
_:____________'^___^_^_^__R_'^__^__________'0___.______'o________'__a____o__a____._________0_'_,_0. ce Pcesenta la maenilud det cadio _______^'0'_',DD _a_e,_'?_0___._'' 9_ _.2J''_'_2l _'...'fz' ,_'l:4l.z_2l ___
,_?;,..'''__,::_ Q_''.,:;''_;._;''_.:__._''_,:_' vectordelcomPleio _deori_en(O;O) _____'^_,' _______'__ _o ' _ .., _ _''z , &
'''''' ''''' '' ''''''''''''''''''''' ext,emo r_nale_ ar_'ode _. ^_8,_.'0_,,,,oo __g__,0,0_0o,,_ ''''' ''''''_ '' ..'''... . ''^I:'' "2 ' - l _ _?_ _
,.. ^ '_.,._, _ i ' ' i'_B_._._._._._,.,_,,., ,.,,.,9,o,_,,09.,_, ,..._.,_..,..,9__,,.,,.,_,.,_,_,_,,__,.0_,.,,0,_,, ,09,,,,,,0,0,,,_,_,,,,, ,,,,_,__,__,.,,9,,,09,9,0,,0 ,,9,,_,_,,0,,0,,,,,,,,,_,,,,_,,,,_,,v,,,,,, _,_. ,_,0,,a.iW___a....,o,o0., _,oo.o, o.,o,..,.,, , ___s.__ _
Demostraremos 8lgunas de las propiedades:
IemßlO:
Hallar los mo/dulos de los sigu_entes compleJos _. l 'l'2 f ' _- ('l'2) ('l '2
l. __ = 5 + 4i =(_1 ??J)(_, .z_,) _1_'tt2l_?,l2
2__2=l-i .td t t_
Ul an O eXpOnen eS Se lene
3. ?3=_5
_ l'1?2l -' l'1 ll'2
5. __-=-3_4i
7. _^ = ? .? ._. ....._
Resolución:
_. __?, _ _ _ __ _ (Def. de expanente natural)
Tomandomódulo 1?'l = l_ ._ ._. .....?l,
2. l'_.l -- mI2+(-I)2 __ u,ando_ap,op;ed,d 5
3. l23_ = _(_5j2+ o2 -_-5 l'^l = lN?l tzt lN?l ________ l?t ;nveces

4. ___q___o2+(_-6J2_6 '' N ' _ __?

5. l5sl = _(_3j' + c-4_2 _ 5 9. _N?_+_,_2= (_?_+_,)(___+ ?, )_z_ +_,)__ +??,)
2,z - 2
i_i.,.._. _N1 '_12+?2?1+?a
_a:be_ _''_.'i_,.ii_..
________,,,,_,__,,,'_',_,,,_,,,'0,,_,^_,_,_,'__,_'^__^'___'______^v_'____^^'_________'_'______________________',____,,'_0___,.._,_,.,,__i,g____o, z �  a % 1 z 1 = 1 a l ___''?_o_'' _ _ _ _ _
,.:_'''_.,__,_._...,..:__..:�...;_.,'::_i.,.__,:.'_.._'_::,'':_  z__b; _ lz1___b1 ___,_,,D_,,, Z_Z2+ZJ?2=2Re'1_2 __Re'_?2 _?_?2
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Lu mbreras Ed itores Á_geb

Entonces
I__ +_,l' _ I_l l'+2_e (__ ?,) + l_2 l2 _ I__ I2 + 2 I_, l l _, l + _?2 l2 _ ( l?, l+l_?, l )2

2 < _ + z _ . uitando ex onenEes se ti
l 2 _ _l 2 , N1+2 __ __

FoRmA _olnR o __Go Nom__GA 0E uN .N_mE_o com_. L_. o

Sea _=a+bi unnúmero complejodiferente _,_,_''ii_'P''' ''''''' g''''i'___i
delnulo. '_''0''_0o,,0,,,,,_,,.0,,,,,,,,,,,,,,.,,.,,,,,,..,N... ,,..d.d,.,..,...,,...,,,.,,,,,_...,.d._'__
_decir l?l_O
EJe___._0_-_, j Conociendo el afgumento prjncjpal de _
denoEado por Arg(z) podemos generar o Lros
=_+YI . ,
----------------, CUya nOtaClOn eS

; ''',_'''_.__'_, a_l2) = Arg(?_) + 2kn _'____'''d?_
l2l ! ''''''''-'_'___,_._,_,_,_,_,_,_,,__,d_,,__0,,_,B8,_.__8,_,_.,_,,8,.,_D,,,_.,,,,_,,_,__,_,.,_.,_,_.,.,_.,_.,_,_.,_.,_.,,,,.__,_,_,_,.___,____d__d'"''d'
:, Y K=O ;+_1 _, _+2 ; +_3 _ ...

0 _ _____,,i
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ß ' ' ' ' ' _ ' _ _ _ ' _ ' " ' __ ' ' ' ' ' _ _ ' _ ' " _ ' ' ' ' ' ' ' ' ' _ t t > ''__^_^'_,'_,_D^'_,,_,____,__'____'____' __'i0'_a^____i._'_,_' ^''"i____'_'_____._,_.___o_,_o__o______0__',,.____,_g_.i__,,__.?__,,_._..._a.__,_,.?._.._. __'0____",o'
E_ e Real ____^_____,____.___ '_' ':__=0 i '___=____=_,__,___'_.__.a_,__a_____,___,. _i,?_.
_ '_ __,,,.,, ,,,,,,.,_,,,,,,,,,_. ,,_,'''' _,,_ioo;
Dela F_gura x= l_?ICos0 ; y= f_lSen0 _ A_ a, gu m e, t o d e, AF g ( ,) t e m b., e/, s e _ e __,___o,,,
Donde Tgg _. _Y ., denominaamplitud. _..
X
_x+ _. __ , cosg + , sengl. 2. Elargumentoeselángulogenerado_relradio ''00
vector al girar en senlido antihorario desde el _.,
...................................................,..,....,..................,...................,,....,,........d.,,,.....,,..,,.,,,,,,,,,,,.,,,.,..,.,.......... _... eje real posilivo hacia un pun(o cualquiera del
i_ ''__._. radiovector.
i''_,ii..'__iii.. .'. _ = l z l (Cos0 + i Sen0) i_l.,iiii
.,,..,..,..,.,.,..,,..,0...,...,,.....,,,0,0,.0.,0,0,,,0_,,,,0,,0,,0,,,0_,.,,0_.,,,,0,,,,,,,,,0_,,0,.,..,...,,,..,,...........,.....,...,.,........,.......,,...,.,....,...,........,.....,,.,...,..,,.,.,..,0o.0..0.,.,....0,0.0,...,.._d,,.,,,,,.0.,..0,..,,..,,,,,,,.,,.,0,,0,,,,,...,,,,..,,,,.,,,,.0,o,,,,,,,,,0,,.,....,......,,..,.o....,.,......,,...,,..,,,,,.o.,,.,,,,,.,o.......,,,,,,,,,,,,.,.,,.,,....,.,.,....,.......,,..,,.,,..._..,,.

Ejemplo l
Es la representaci6n _ngonomét_ca o polar Y_
de un complejo_ donde al ángulo 0 se le !'__
. _+i
enOmlna e ar_UmentO de _ denOta O pOr lf------------------.
Arg(_); esdecir :;.'!. =.
Arg(_?)=0 _! _2,_ ';

Se obseNa que 0 puede tomar inf_nitos valores ;
como ; g ;0
1 = 0 ; 02 = 0 + 2_ ; 03 = 0 + Q_ __________ _ -_-___ _________________________-_----------_ _---_-_--_________--_-_____-____ __ _ ___ _ > x
para evitar este problema se da la siguiente
de Flnición: Hal_ar _a ro'_a __ar o tn_gonome, t,__
2_= l+i
_guInento princip8l de un número compleJo Rg,o_u__6n..
De todos los valores de 0_ elegimos aquel
_ . >. ' Z_=
O<_0<2n__ a dicho 0 se le denomina argumento _ _1 __ t _ o
principal, cuya notación es: l
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CAPITUlO Xlll Núme,o, comple)o

Luego z_ = l + i = _ (cos45o+ isen45o) RePreSenlaF en (O_a POlaF ?t = 4 - 3i
_em plo 2 Se obse_a que 0 _ TV
,, lZtt = 5
'PP' T g 3
_l+vt3i,.._._.______._._j_3 _ -- -- ' 0--

; Lue_o __ = 4-3i = 5(Cos323^+iSen3230)

; 0 También se puede definir el ''D0_'0_.
_ o __^''____^__'__._,_,. __._:_,__,__'____,_,_,___,,__,_,_,,__,,__,_,____________,,__0__,____,,^'____,,0,,_,,_,,_,_,,_o_,'_, argumento prjncipal en et inte1valo '_.
..__.. ;_ _,d __,_m, ___________;__'_..___ <-_;_I,esdecir_ __<0__;_rettono ___'.
- 1 X ' ' '''''''' ' ' '" ' ''"'''''~' debe ser exlrano si consideramos en _,.
t algunos proble mas. _

Si 2 = - l + _3i
_ntonces TEDR .EM_
lZl __ 2 D,dos los nu/me,os com le_os no ,ul
_ g _ o z = 1zt (Cos0+iSen0)
_ -- __ _ -- w = 1wt(Cosa+iSenK)
Luego s
eVerIrICan
_ _ _ I + _i = 2(Cos l200+iSenI20o) l. zw = 1z l 1wl (Cos(0+a)+Sen(0+a))
2 _ __ 1zl (co,(g_a)_. ;sen(g_a)
. ' w lwl
Para calcular el argumento principal _,__
de _ se debe obsenJar en qué ____a__
__8_,_^'__,,__,,,,,__,,_,,',,__,,'_,,,__,,,^__,_,^^_,,,,_0_'^_^'^^,,^^_^a0__^_'_a^'^_^^_^'^_^__,^'__,^^'_,,'___'__,__,_^_,,'_^^__,,^^'__,''_,,^^'__,^',,,^^',,^,_,^^__,_,_,'__'_,,^___,_,__^'_,,^__,^^'_,,^^'__,_^_,_,^__,__,^'_'_,,_____,,__,^'0,,,,^^_,,^^'_,,,_^''_,,,0^'_,,,,^^'__,,^^'_,,,. cued,en_e se encuentre el eF_)o de _ _r,_,, DemOStraCiÓn
___^^__^_^_^^;^^_^^__^^,_:^?..,,,, __A__^:.____^_'____':_,^____^^_' y luego catculamos a pactir de _D,_^_^' l. _w = l_t ._wt (cosg+isen8) (cosa+isena)
b ___,_,,_
a ___,____,': = l?_ Iwf _(Cos0Cosa Sen0Sena)
_____ ____o__,___ _,_0__ ______8,_______ _____, ___0_____D_,_0!,,,____,0,,_00n, 0n_ ,,0_,__,_ 0_,_,_,__. _0_0,___n_0,0,_0,_0,0,_0,_,0,_0,0,0,_0,0,_0,0,_0,,,,,_,0__0,0,_0_,,,___,_,_, _0_,_ ,,,,,,_,0n__,0n0_8,,___0_,__,_,_ ,___ 0_0,,_0 _0,__8,,_,_n0_0,_,0,,_,_,_,,,0,__,__ 0,0,_,0,_0_0,_0,_0,_,,_,_,,0,_0_0_8,,__0o_0_,__ _,___,____ __ __ + i ( Co s 0 S e n a + S e n 0 Co s a) I

EiemPlo3 = 1z l Iwl _Cos(0+a) + iSen(0+a)JY _

,_,_,,,,..D 2 ? _ !,_ ; Cos 0+ i Sen 0
!_ w _vv_ Cosa+j Sena
'_,::: !_ _ l (Cos0 +i Sen0)(Cosa_iSena)
'_:;: 4 _, !., w _, (Cosa +i Sena)(Cosa-iSena)
';;; 37o ; X
:_; s !, ;,at (cos0cosa _ isena cos0
__ ! 1nr' cos2a+sen2
:!. ; ' i

-3 ''? -- -- -- -- +--- - - + -N+ - - - - -!
!; 4-3l isengcosa _ i _sengsena
''', +
_a + sen2
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_ _'-_!'Z!! l(cos_cosa+sen8sena) Entonces 2 = 2_(Cos5_/6 + iSen5_/6)
'wl,
' + ;(sengco,a_,e,acosgJJ También lwl = _ ; Ar_(w) = _/4

Entonces w = _(Cos_/4 + iSen_/4)

__!!, _- f cos(g aJ+_.sen(g aJ Como nospidenelproductoyelcociente;de __
_ w _, W _ hallafemOS los _f_umentos:
5n+_ _ l3._
6 4 l2

O_C?USI Ó_''_'''''_ ____,__ _ 5_ _ 7_
__9_--___--_--_._______'_;___ _;__.,;;__-_''_:'_ _:_____-_--i _''_. Ar_ _ = - _- _ -
^_^_'_^_'''_^'_"''''-'-'-''''''''''''''_^'''''_^"'-_-''' _'_____,_;''_.._i.. w 6 4 l2

l. Para mulliplicar complejos en la forma _lar se ii_..iii'__. lue._o
multipIica los módulos y se suma Ios _'_''_
___^__ I3M l3Tc
_ _8_'_ __.w__ . OS_+le_
0_0__.^''0o,..^', l2 l2

ii'',__ l3n l3_
.. . iii_'', _2 CoS-+iSen-
. Para dIVldlf COm_lelO en la rOrma _Iaf SR ___i'_,,_..,
dividen los móduIos se resta Ios argumentos. _,_,,'__,^'_
, __R____,._'_ ? 2_ c 1_ . s 7_
ar_ = _ ar_(_)_-arg(w) __! - N OS-+l en-
w _,._i'ii_ W

''_00^^'0'''"^i'_''^'_''- '____^'''_'''_''_i'''_i'P'PP'''P'''P'i'P'''''''_i ' ^ ''_''"i'P'''P'POP''P''''_'P"'''''''"'' '''''''''''''''''''''''''''''P'"''''P c 7_ . s e n7Tc
= OS_tl
l2 12

Gr__j'camen_e para (I ); GrarlCando los argumentos de _.w y =
W
Y__ _.,

!_ ? Y
1.
j W
Sn w
E 6
_ Z 13_
l1 _/4
+ a , .......-...-___.. .. d _ _ . _.__ ....._.._.....>
i X
_
. 0 0 > _.w
t X

y_
JemPlO; ? ;_;

Dados _=_3+_i _ w_ l+i :!!
' 1TE
z r 5 l2
a laf _.W _ - y fe_reSenlar _f ICamente. -
W

Regoluc_o/ n; _ _0_ _/4
_.! X
'1
f__ =5_/
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CAPiTUlO Xl l l Núme,o, comple)

EJempIo3:
TEOÆ_ (de De. Mo.i__e) ' sea , _ , cosg + __
Hallar el argumento de su conjugada.
_OSZ�Z  OS+ISe_ ;zf _O___N;

se t)ene ,_n-_ t_ l n(cos,g + ;senng) ReSOlUCiÓn:
.,..__,____,. Representando _ geométricamente

,,.,,,... i_ie____
___._..__8_'.. Corolarto: i..
8, ' arg(v_ ") =narg(_) _ ne _ !, - - - - - - - - - - - - - - - - -!_
.. .. .. ,. .... ,.. . . ,, 0,. ..,. .,., ...., .....,., ,. ,,,., ... ,. ,dD ,d.,,.D,0,.,.,.,,,,,..,,.,,..,,..,.D,,. .,... .,.,....,.. ,,..,.,.,..,,,,.,.,....,,...,..,.,.0......,.,.. , ...,,,. ..,..,, ,.,,,,...,,.. ,,,,,...,,........,,,,,.... .,.0.,,,,.....,,.... t ! ;
!!_ '!;
_ a g _,
.3 .5 !E_
tl +l _ - ;
allaf el _ CgUmentO de _ = _. _ ;
2i (_+,_)2 ;,

Resolución: ;
3 ( - !----------------- '_
J l l+l _
af_ _ - af_ + ar_
2i . 2
tl

arg(_?J -3arg(l+_i) -arg(2i) Delarl_ura a-2_'0 _ Ar_(_)--2_-0
+5a, (__.,,_2a, +., También_odemosconsiderar ( 0)
Entoncesnrg(??)_ 0

_ _+5__2n_I7_ EJ,
32 4 6I2 R. _.3a_ yo
edUClr _= + l + - l
l7_ R ___
;, ar_? =_ eS0UClOn:
I2 _ (
+ l=2COS600+ISen
l- _i = 2(Cos(-600)+iSen(- 600))
JemPl02 _ 2(cos6oo l.
Demostrar Sen20 = 2Sen0Cos0
2 2 lUe_O
OS20=COS - en
Demos_aciónN. , __ _n t _ __ + __ _. __
sabemos 3 3 3 3
(Cos0+iSen0_ )l = Cos20+iSen20 .... ,u _ _ _
_ ?=2 COS30-+lSen30-
..... POf T. de De MOlVfe 3 3
Efectuando en el pjmer miem_ro
7 2 . _ 3o _ _ _
COS- "Sen + Sen COS l = COS + ISen + 05 - - l _ en -
-- _ 3 3
30 cos lon _)sen_on + 230 cos_o_.. i
_lma inaria tenemos _ 2�)O
ag_se,2
Sen20 = 2Sen0Cos0 . , _ 23_
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lu mb reras Ed itores Â _geb r

FORmA _. _MEyCIAL .DE ,UN _ÚME_O. 'COm' Pl_O-- '' ' _._

__, ^0^__ __ _ ___^^_ __ _ Resoluci6n '
''__ '' ____ ___. . __ _ EU_R paF___mos expresando en forma poler el compleJ_
__ __cosg ._ i
Do,de.. e e, l, b,,e de_ _og,,_,tmo ,epe,i,,o i = O+i = ( l) COS- + i Sen-
_ 0 argumentoenradianes _ i = (O_I)
, . __ _ _,,_2
�  OS-_le_-_e''
2 2
a demostración la realizaremos en el siguiente
lomo; ya que todavía no tenemos etementos + _ /2 _, -2 i -- ;
_os Seßldel --e'n �e  --e
__ en,_
ntonCes tenemoS una nueva fe_fesentaCl6n ' ' l -
paraelco_nplejo.
.seng__ ,er8 __,_,,__
_? ,_i_ .'_ ___ ,__:_de____'__,_e' __' ___' _'___ _'___g__'__9^'_ ,' _______ ,q___., ___ 0 ____, ,0_, _'_ ___ ,_ _ ___,_ D __DDv
, _ _ '_, io0 _,_, _ _ _',_, ' :_ ' _ - ___._.____/__ :__ _ ' _ 0 ^ 0 : 0 : '_ _, =_, = _B, = _ P_ _'_, _ '__ _ ''_, '__ _ _ 0 __, _, ' '__ _, _ ''_ _ ''_,, ' '_ _ _'_d__ _ _ __;
__ _- t?_e' _ _ _ _ _ _ _...__ _ _ _' ''_ . ___,, ___:.

EJ'empIo I Del teorema de Euler se tiene '_0__'0'_,
IO cosg+_seng l '__^''_
epresenlar en rorma exponencial al complejo e �  _'''''''''''''''' '___'"'
e'( �)  �  Cos0- iSen0 ... (ll) _'___.
_ =4+4 _3 i '''''''''''' __:._...
Re_OlUCiÓn; Al sumar (I) v (II) se obliene e'0 + e '0 = 2Cos0 e_
_ . in/3 e__+e _0 _
_ = 4+4 l = OS_ +l en_ = e de donde cosg = .. (4) _.'
,n/1 2 '_'',
_. Z=8e ' . _'
feStaf - Se Obtlene :
_0 e _0 '_i'_,_
i_, Sen0_e .....(x_) ''''__.
.v,,, ,g.__ ,_ ;_,,_.._0_,, ,,,__7;,__,,,.0,_,,,__. 0,80,0,. .,_,,_,_ ,, __,,,_,__ , ,9,,_,,,_0, ,,,, ,e,,___,,_,,_,, ,_,_,,_,,,, ,_,,,,,_,,e ,__,,oi,_,,,,, ,_,_.o _..,,,,,_,,,D, , _ _, 2 i _ _ 0 '__.
_R_____!.s__:_ __ __''::''________'_____'__'_ _',,___ Si en dichas rórmulas reemplazamos 0 _r _; _,_,'p
' '''_''' ''__'''''_'__'':Y_-__' _____,_''d, obtenemos algo más general '''__':
_ - ___U.o shellar'_'__,_... ''_:_
Iarepresentaci6nexponencialdesuconjugadosólo _'0' e'= _ e 'N' 8_'
_'0 COS2= ; _j_ __Dd
-mPla2anO PO,_- ' ',t''_,_,^', 2 ____d_D
_ _ lzle'( 07 '_,_^'''_,,,,^^^'__,, ___D.D,^'',

-em _o2 e--e - _
_ _ ; __f _D
sab_endo que _, -_ x+yi 2 i _,DD^d
Hallar el m6dulo y el argumento de e' ..........,..,... ,...,...0,...,,,,.,,,.........,,,,,,.,......,..,d.....0....,,,....,,..............0...,,...,,....,....,,.,.....,...,...0.0.,0..,a...,..,,..0,.,.,......,..,..,.,,..,,.,.,,..,..,..............,...........,...,..............,,,_,.....,,..,,0..,.,,,,..,0.,,00o0..,..,,..,,..,,o,... ...n..._,. , ,...,,_._D_._'_D
Resol uci6 n: REpR_E_Ac_o_
_ �  e^+'' = e". _' = e' (Cosy + i Seny) E, usada p,,, represent,, en F
_'_ le'l -- e~ _ Arg(e')--y abreviadaauncomple_oensurormapolar. Así

, ., _,_i__ _ = l? l (Cos0_+ iSen0) = __ l Cis0
_'_^____,0__'_,!_. ' _'_''0"_,0___!',_d','__, e' > O; _ x f _ __,9,i,_

'' '^'' '''_''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''i'''''''''i_''^'''_''_'i''_''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' '' '^^' ' ''''i''^''''''''''''_'_P"^''''''''''''''''""'' '''''''''''''''''''''''''' EJ emplos:
E_emp_o 3 51 = 2(Cos !20+iSenl20) = 2Cis I2^
_2 = 2(Cos(0+2k_) + iSen(0+2k_J)
alculari' ; i-- __2cl_
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_________ ___ _
Númeroscomplejos

.. TEOREMADEDE_ONRE
_ sea e_ nu_me,ocom le_o. , ._; _ ecO.
'N-i_ 1
se cump1e:
FormaexponenciaI:
n_1_ 1_ein0
Formapolar:
z "-, _1''(Cosn8 _iSenn0)_
Represent,c_ón c_s
_ '' = ; _ l '' Cis (n0)
_ Formafa8ori8l
_..
'_ z ^ = l, _ _n_t_
__ n _ _
Demos_a�ión:
La demostración queda a cargo del lector.
Eje_plo
Efectuar
__ __(cosl3o + 1'senl3o) 2_(cos67cJ _'sen67'')1.
4_CosI6^ _ iSenl6CJECosl9_ _ iSenI9UJ
Resoluc1ón:
Representando fasorialmente
__,_ , !_ !_ :_
z-__=_ ___J__ =
__. !_ _ _

Luego
_ cos45o + _.sen4,o _ _ _ _.
2 2
. ,__ _,.
2 2
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Lu mbreras Ed i tore_ Á

_ N.,. '''____''' _''_ RAtcES _E iA u''''''N. _DAa^ o:. _n;: ' - '--_ , '
El problema de obtener una raí�  n_ésima de Es decir W,+ J = W,..... y, _ o; t _ ; +_2 _
cualquier número real o complejo se resuelve
satis Factoriamente con la teoría de números Luego las raíces n -ésimas dis_j'n_as son
complejos.
O' l, 2_'''''_ n- l
Definición: Por ello cuando se resuelve un problema de raíz
Dados _ _- _ y n e N- ( _), se Ilama ra_/2 n- ésima enéSlma eS SUFlCiente tOmaf lOS ValOreS de
de 2 a un número w e _, tal _ue wn = _ k = O_ l_ 2 _ 3_ N__'_ (n' I)

_______0_0______0____ __ __ _ _ __ _0___0______0 _ _ ____0__________ Ejemplo l
'' T E O R_E. M A , . ' Hallar las tres raíces cúbicas de 8i
'___ _aca to_o z _ _ y lodo n __ _ ( _) ; existen n _a_ces Re'OlUCiÓn'
, (n ésimas) _e _ Sea _ = 8i = O + 8i -- 8Cis(_/2)
^_' ^^ _
_ 1T
Demo,tr,,_o/n.. _ ,l/3__ 3 g.c,t, _2 __ 2c__, __ t4k_
se, _,__ __?_ e_u __ __?1 (co,g + _,seng) 3 6
Deseamo__ calcular Donde K = O _ I ; 2
w= l w _ e'a = I w I (cosa+isena), tal que vM = ?
7C
ESdecjr l _ ; _n = lS_ _ _t_l - tl
6 22
_lw!e'aJ^' !__e'0 _ !wl''e^a = !!?!_e'O
'_o' +l

Equivalentemente s ,. K , 2 c. /, 2 _ l
- _Z_- lSTC = '-+-l
= w !, '' (Cosna + i Senna) _ l _ l (Cos0 + iSen0}
_ ?,=-_+i
Igualando partes real e imaginana
Iw_'' _ l_ 1 /'\ _Cosna = Cos0,Senna = Sen0_ Si K=2 ; ?2 = 2Cis3_/2 _ 2(-j) = -2i
De donde obtenemos _ __2 _ -2_
___n _g+ _a__0l2kTC
n .'. Las raíces cúbicas de 8i son los siguien_e__
LuegolasraEcesn-ésimasson valores _+i ; -__i _ -2i
__. 0+2k_ . 0+2k_
_ ;?a. OS_tl Sen
n n
Hallar las tres raíces cúbicas de z = l +i
n . 0+2k_ ReSOl4Ci6n_
= ? lS_ ;
n
2_I+i _
__o t, _l ; _2 ; _3 .,..... I_l --
Estas raíces no son todas distintas pues
wn _ wo _ w,+_ = w, ..... wn+, _ w ,, _ _ = I +i = _(Cos_/4 + i Sen_/4)
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CAPlTULO XIll N;mero,- compte;

Luegolas raícescúbicasde _=l+i son
6
_ _ _ -_t_l
_+2kn -+2kTc 2 2
3W
K�  _ Cos_ + Sen
3 ' 3 P8ra - '
_
= COS l50+240^ + lSe_ l5' +

par8 K=O_
--- _ (Cos255C+ j Sen2550
6 n. 1T
o= OS-+len-
l2 l2 _6l +l _.
2 2
-- G_ (Cos I5^ + iSen I5C)
Por lo tanto las 3 raíces cúbicas son
6 l + ,.l
--- 2 2 _-!__+i-t_;
2 2

par8 K=l_
G _ 6 _ _ _.
_ OS C+l O+le_ O+ _ ' J_l_
2 2

6 c _35o .s _35o G l l .
= OS +len _ +- l
2 2

RAícE5 ___CAS' DE_LR--u- y_DnD REn_ '___ _ '''

Seaelcamplejo _=l ,,,,,
Como se desea calcular la raíz cúbica; entonces _,_. _ ,Cl..U..S., ?vON.;,, _____D_,
lo expresamos en Forma pol_r ___'' '' ''':''_' 'v_''''''''_''v'0'''_''''''''' ' ''_ __,,''_
_ = I = l +Oi = CosOO + iSenOO La _''__^d''_,
S FaICeS CU lCaS e la Unldad fea SOn; '''_
Luego la raíz cúbica es 1 _ i,,__,_
l;--+-i;--- i _____'
__ =Cos_+ _ _i Sen_+ _ 2 2 2 2 R__D';
3 3 ___,
cor_iugadr7s _.
2k_ .s 2kTc __'
�COS  _ +l en _ l :
3 3 DOnde sl asumlmos _r w al número _ - _ - i __
22 _',__
DOnde K = 0 _ l ; 2 Las raíces cúbjcas de l son: l , w, ni es decir ____;_
Para K=0 __:_

_o = CosOO+iSenOO = l l -__',_'aaa',
Para: K=l: I _ ',,'
3 '-'-I �VY  '0_,^o0
-, 2 2 _-;_
2_ 2_ l _ I___ _J __,''
__ - COS- + lSe_- = -_ +- l ---_l --W ___O0
3 3 22 2 _d.

Para: K = 2: ;.' -- ' - ' ' - ' ' - -- - ' ' ' ' -- ' - ' '' ' ' - ' - ' ' ' ' ' ' ' - ' ' ' ' ' ' ' - ' - ' ' '' '' -- ' '' ' ' '- - ' - _. 0'__,_00,'

'; __;.;;'o___,_=;.;,0_g'',''''''0_''_'''_'__'.''_____0____,___,__,D_,,,__._,,___,,,;,,,_;.,,,;'',_-_____-_-___-.___, 1 _. l _3. N; ___
c 4_ .s 4n l _. ._ '',_'_,_,;:;__''_ ___:_'0_:i___' 2 '-2 l 2 21 __ ';
__' -t ^--- :.''''''^^ '''' :. _.._
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lu mbreras _d itores Á_gebia

_NnR_RETnc_óN GEom__ _cA _^____^__ _ ___^^^
/ces cu/b,_cas de la _ .. TEORE._MA. '' '__/, :
unjdad tienen el mismo módulo; por lo tanto sus
_os estar_n en e_ borde de una c__fcun Fefencl_a __ Los ar_jos de las raíces n - ésimas de un número
,o _,guaj al mo/ du_o En es te caso e_ mo/ dwo __ complejo son los vertices de un polígono regu- larde
. . ' __,dnledos.
eS IgUa a aUnl a _ ' se,,. , . , . z ._ . ., . _a, n_,a/,,e,
' ' ol l l _t JI'''''t nl l
i__i'__''__i.. , (n-ésimasJde,.
Y_W
_ 2 i!
_ _! _
_ _t,,,____! ' .t,
'_ ...... ! __1
: __ _'''''' '_a
_. g 'zo
' _ x' __ _.. _
,_' '''''- 0' -> ' ''''-' ''''-'''''____-____'''_''''''
; _ l_
_ _ . ' 'Z_2

_._ l ,_
w2 ''__.... .__ ,,,_''

En la _jgura seobse_aque losa Fjjosde I;w;W De_ re_r_cose obse Na. g _. _2_
son los vé_ices de un tnángulo equilátero. n
Lueeo el _rea del políeono regular de n lados es:
_ _ 2
__
= _Sen-m
n
l. Sabemos que w es una rajz cúbica de ' __, Donde__esunade lasraíces (n-esimal)de _
unidad; entonces se cumple W = 1 '_
_ _/
ue_o podemOS a Flfmaf _ le_ Se CUmPle_
n_n,n ,n
_K_ _ _3K_ . ' NO __I -'2 - ''"'-_n-I -'
II. ?o+ ?_ + _2+ ..... + _n _ _- O
Entonces
3K+r__wr,

luego
3K+1___ . w3K+2__w2 , i,_..

2. Sisumamoslastresraícescúbicasl;w_W; Les ra_ces n-ésim_ de la unided _ienen '_'
tenemos propiedades importantes que merecen especial 6_,
_ _ 1 _ a!en?iÓn_ ',ni._,'
= --_-l----l �  Sl Wt ;w SOn laS raíCeS n-éSlmaS de la Unldad_ ,__,i_'
2 2 2 2 entoncesW,westambiénreí2n-�simadelaunidad  __-,,_''_.
_ _ + _ + W = o en particuIar w; W ; w3; ..... __i._
Son raices en�simas  de la unidad i_____'.
Si w' ' _ l ; se dice que W es una raj2 prim�t�ua  de i_e_.''_.,,
_ o_u__ló_,' __,g_. Ia unidad. B'___Y'
',v_';.,.,,',,,-'.'': '__, _ cos2n ._se,2_ . _,__'__
_. )_ - -l '_,_i
'_k ; rF 2 _'8_,, __i'__.
I. W = l _''''_..''_, _islen olras rajces primitivas; les cuales son __t;
II.__" _ l ;Mk''=w; w3k+2=W ''',_ c 2__ s 2__ _8_'_'
__+_ '_' Wh=OS _len _ __
' -_ _'__._. n n t,_._
IV. l +W+_ = O __ii.'''.. k<n y k es coprim0 con n _'__t_,
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CAPITUlO Xlll N4_me,os comp_el_

Ejemplo l pero se desea calcu_a,(', l/6 )3
Las raíces cuadradas de la unidad real son l ; - l _
donde - I es raíz primitiva.
_o3 __ ; __Y_ -_

Ejemplo2
Las raíces cúbicas de la unidad FeaT son _ _ -
l;_ ; W 3 3
__ - _S - -
___I+_.w2_ I__,.
22' 22
Como se obsenra, se repiten los valores, los
Donde w i _ son raíces pjmi_ivas. cuales deben se, cons.,
1/6 3
EJeInplo 3 (par_ eJ (ecrorJ ' - _? - - '
Probar que i; - i son las raices cuartas primitivas
de la unidad real. b , _ 2 _ 2cl_soo _ ,3 _ g _ gcl_

Luego
Eje_pIo4
Dado __ __2_ hallar __3 t/___6gc__s _0-'t2k_
_/6 3 6

3 l/6
_ _ _ , kTc
Resolución: 3
8. _=2�2(CisOO)
l
_,_r, 6 c. OO+2k_
_ = ,s _6 k=O ; ?o=

6 c._ skTc
3 ' ' ' ' _ _ 1 _.,
- 1 'l - - _
6 -
- 1 NO-

6 l _ _2. , _ ! _,_
ara k�l  ; ?_= -_-l ' '_- - -
2 2

6 1 _ k=3 ; __=-_
afa k=2 _ _2= --_-i
2 2
l
k=4 i __= "-__l
6
- 1 '3 -

4 6_ ! _. l _
- 1 ?_- -- -l k=5 ; ?_= ---l
' 22

_, . ,__6_ 1 _,. ,/6.,
2 2 '' _ ' ^
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0
r0bICmaS QCSU_ltOS

Pr0al_m8 1 ProDl_m_ _
Sea el complejo _= l +i E(ecluar
l2 .
Resoluct6n: - _ _ ;
eldatO _"-l+l __i
Realizando la sen_encia solici_ada I - -_ .
__t2__ 1+il_ l-_
l - i
= _(I+iJ-l - -_.

__ __ _64 Resolución:
Recordar
l-i ___.
/s sim__ede l _ i
i 2 l+3__
N = _' donde i--(O_l)
i -3 ,___----_-----;--____-_____. _i
- '__,,,----!----_-!-_-,.---------__;:. -_
i?,' _; !__-;'_--i- -_"_'!!,
______^___'_'_^^_^_^^^'_0^____^_'____'__''_oo (l+i)__2i ?, ;! ; ;l-; _ . _;!;_; _._ _ _

D , ,, - - ' ,, , c, , c ,q , ,, , _ ' ' ' , ;!, ;; _ '!, _; _ - ' ! _; + i,. _ '; _!,;!,; ;; '!;
En la expresi6n multiplicando por (i) al '_..:_______________;_-;_-;-_;-_;=;-_;--;__;_-_--___''
numerador y denominador tenemos:

x _ 3) . '. W = -- i
t +l +ll l-
N=-=-=-= 2
l-3 l-3 l-
Pr_Qlgm85
Si k es un entero no negativo_ calcular el valor

simplir_ca_ la expresi6n _
(a'+ab_a)i--a-b-1 . a+b , _
r_a 'b ' I) i Resoluclón_.
ReSOlUCiÓn: Dato _ _ _ +
Agrupando la parte real y la parte imagina_a
_. (a+_+_) Entonces

I_i _ l_i 2i _ k- .,2_,__
Sim_liric_n_o te ne mos _ _ 2

i j_ -l __ (___)h+_ __ __ r__t Jh+1 __
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_As_lp__a_d__bgl_e_m__8o_sG8__qu_e l__________ (J _ __ p sl en__tlevo__y_+_____(__+_(l_t3++/(__23__+_)(l_(___++(_3)3_x+a_4)y))+(_4+3_)l_

CAPITULO Xl l l Numeros compIejos

Pr_alt___, _ 8 6 Proal_m8 8
Encontrar un valor de CaIcular los vatores de x; _ reales que veri Flcan
la siguiente igualdad de complejos
5 xi __-4i
.2 i-i+ _j+_.'__+3
Resoluc1ón: Re8olución: '
5 E_ec_ando tenemos
artimos calculando un valoC de _ para ello
xi)(X+3y = l +yl)(3x+4l
_5 __ __ _ un v,_o, de _5 __ N, ues Apljcando ta propjedad dist_butiva

emás (l+i)_ = 2i ; sustituyendo en la
expresi6n
m 3x_4y = O _"\ _+3_ = 4+_Jy
., .,__.,____ ___2_,,__ _ 3x_4y _ __4
De _=Q se obtiene x = t2
Reemplazando los valores de x en (3x = 4yJ se
_-_ 2 - 2l-l+l) obt__
=__ =_ -- _+i '' X= +-2 /' Y= +-3/2

.'. Un valor es: l + i pr_a__mg g
l+l a _.
.A_ i 3 3i
Hallar los números complejos z que satisracen _ 2 a 2
l+?__ 93i 9
l -_
donde i = _ _ calcular A' + l
Resolu_ón: Reso_uc_6n..
Sea _ = a+bi ; feempIa2andO en la i_Ualdad Se obse_a la unidad jmagjnaria en el
_ + a + bi denominador; por ello utili2amos Ia equivalencia
=l
t -a_bi __-_' ... ..... (_)

t l l+a+bil ' l l-a_bil Entonces
_ _(1_aja+b2 = _(1 _aj2+(-bja _.,+_1 +_a ., (._

_ (l+a)'+b2 = (l -a)2+b' A �
82.a
_ l+2a+a2 = l-2a+a2 --g --3 l '-g
AQa=O _ a=O
uego _ = _+bi �  O+bi = bi - a"3-I
._. ._- __ núme Fos comp_e_os que sa_isracen son A = __ ,
os los imaginarios puros y el nulo.
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Lu mbreras Ed itores Á_gebra

Efectuando en el numerador b. Condición del problema
_(a2g) 6__ - l
A__=3i _ _'-, 'NN'N
2_ _ '
. A_+l _ 3_l a+l _82 Sl __-- _ __.Z_

Proal_m8 1_ con;_us,.o/ n. D.,,_a cond,.c .,o, n se ven.
Hallar _ tal QUe __ z f _ de módulo i ual a la unidad.
a. Sea conjugado con su cuadrado
b. Sea conJu_adO con Su inverSa p____gmg __
Re90lUCiÓn: Hallar el valor de w sj

_ _' 2+2abi=___i _,,_W1 +_, W2

2 _ b2 __ a _ 2ab__b _wl x _w2 ; w) , w2 _ _
Resolución:
Para resolver este problema se plantea el
De (II) se obtiene b--O _'' a __ -- siguiente análisis:
Sea ?, = a+bi __ z2 = c+di
Para b=O en (I) _ ___+_, = (a+c) +(b+d)j
a2_a _ a(a__)=o_ a=o v a=I
UegO _e(___+z2) _ a+c _ _Re(__,)+_Re(__J)
___ = O+O_ = O V _2= 1+ Ol = l _m(__,+_,) = b+d = _m(__)+_m(N_,)
---2 en Enelproblema

I_b,___l _ b,__3_ b_ +__ _w_ +w2 -- _w_ +w, ' w _+w,

I+Oi__! +
z3_--+- i _ ___=----l
2 2 2 2 Entonces
_ ExlSten CUatFO nUmerOS _ e _ + R e _ = l;z

3 =_- +_- j ; z4 _ -- _ - i . w _



_psterga_2_28____((__23___+3)(_2hl)____l_r__c((_(_5))_J)_J()_(l)) _( _)l T ______(614_(_J_) _____ __64_(_g_u_al)_d(_ad6)_nt (Ea_)_

CAPITULO XlII Números comp_e)

i_4
- _ _1-
. K _. iS_4
ImplllCaf 3 - . z-
._ 2 l 3 i3_q. ,3 j_5n/q i7_4
3+j 1= _N2--e =
Z_ -
2'i b) iaraellectof.
ResoIuci6n:
.,a de po_en,,., _enemo, Pr_l___ 1_
, , Dete_ine aquel número ''n'' entero positivo
3 + i 2' _ 3 + i mu/ _t_,p_o de cuat,o que ven_ F_c, _a ._2
_ i 2- i __ + 2__2 + 3__3 + 4__q + + n__n _ 64 64N_
._ J (2 +_. J 2 5+5_. 2 que i = ( O ; I)
_ 2 2i
' . . ' _ - +l - Resoluci6n:
-l +
De lacondición
... _? __ 2i j + 2_J + 3_3 + 4iQ + ..... + nin __ 64 t ._;

m
N +2N_2+3_NJ+g_-9+ +n_Nn
calcula_ _ e (e 'z ^) mu_,,.p_,.,_,dò po, ., ''' - ' ' ' ' - '
Si __ = COS_ + i Sen_ _ n_Z im= i'+2i3+3i9+4i'+-.. + nin'' ..... (lI)
Resoluci6n:
Por la (6rmula de Moivre Luego (l)_ (ll)
Z" = CoSn_ + i Senn_ (l_ i)_n _ i + j2 + i3 + î4 ..... + jn _ _n+l
Luego
. n .(, _ s _J .c __ 4 o O
e '' = e' '^'" '' e"" = e' %n " Como n _ 4
_e_nn_ ei_n_
' . . -ni
e senn_ c co + __sen cosn enemOS -l rn = 'nl ^ m =
= OS Sn I_i
.'. _e (e 'z ") _ e - 'em _ _cos(cosn_) ] Reemp___doelvalo,de men _aco,d-,c,_
-nl _ __ _ _ , _ _ 2
PrOal_m81_ I -i
_ 1_ 3
_=_ i a aF'N a _ _ _ni=64(-2i)_ __=-l28i
b) (_3)''2 .N. n_ 128
Resoluctón:
a) Al complejo _ lo representamos en (onna _rgDl_mg 16
exponencial _os nu/me Tos comple_os , y w ti
l _ l = l _ Ar_(__) = __ argumentos que va_an de O a 2_ radianes y
_ , __ ' __ i__ además ven_jcan las relaciones
,, __/a+2k_ Iwl = l__l ; _+_ _ _ _ u = _
1/2_e 2
_ - are(z) - arg(w) = 5_/3
Donde K -- O i l Calcular E = _m(_) + _e(w)
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______ __ +______ _Tc_ ___x________ ( n(________62c2__)+o__3_s2__2___Tc3___)_n+n(2____2__6_n()_+n___l2s2_e6+__n__tl__(62)______3_+_2__n_(__3n)+y+22k__Tccr__lc)2a

Lumbreras Ed itores Álgebra

Resolución: _,_n ,___
Sea ?= l_le'0 _ z= l_?le '' ; _ W - W e -
Reemplazandoen i?= _, setiene _w_co, n +,.se,_ _ _+ _+ ( _- _ ),.
__?_ei_ __ t?_ei0 . _?_,o l2 l2 Q 4
_ '_l0 __ t1[/2 _ _ __ _
_ 0=__/4 2 4 4

Pro_l_m81l_
_ Ha__a, el mayo, nu/ me,o de do, c;r,as que ,e,;
__ +_! ,_ _____,+_! ., ,____

Resolución:
4 Mpresándola en Forma palar a las bases
I ., _ cos n +.,senn
_ Z
Pero 0eI0_2_> _,.+l co,n+.,se,n
_0=7_/4 2 2 3 3
.'. Arg(_)=7n/4

Luego calculamos el módulo de ? a partir de
-, Entonces

l?l(e'0+ e''0)__ CO'-6 ''""-6 _''O' 3 ' 2 k^ ''"" 3
l_ t (cos0 + isen0 +cos (_0) + isen (_0)) = _
cos n-_ + isen n-n _ Cis -n + 2k_
l z l 2 Cos 0 _ _ ; reemplaza el valor de 0 6 6 3
2 l_,lcos(7_/4} = _ c._s n_ c,.s n

_ 2l_?t - __ _ lzl=1
2 _ _ _ _+2__ _ _
____ _.
2 2 .'. nm,yo,�98
Entonces se concluye que l w l = l , ya que
- _w_ ProDl_m8
C_culo de _g de w: SabiendO qUe __ y Z_, fe_feSentan Un nÚmeFO
Dato a,g(_,)_a,g(w) -_ 5_/3 real y un imaginajo puro respectivamente_
donde
a+b+2i _ . _ a+(b+8)i _ m.
- 4^3 ^_2 l a_b_3i ' 2 a_bi
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_DDee 2(______b_)a(___yb_b)___(mlv____)_2__3t5_t )mt _23t_ _oA)N f f(af tt_ o_)_ ((lnl_vl))a __ _5 (vl) HEnac(ellmt)t_otzs2a_fg_2___t(212___)___ll2t_______2 ____ _______ t2_)__l__l_ ___ _ __ t _ (_vJ

CAPlTULO Xlll Números complejos

Calcular a_b donde
Resolución: _ _.+ _

l-i_
Efectuando tenemos _ �

l_i_-
De las igualdades se tiene
a+b -- (a-b)k f f t f N _ _ _ (l) Re,o_u,_6,,
_e l 3_ __ _.2. ..... .... ..... (__) _ = _
_ - " _2
_ __ �l  -i+- .............. (l
+8) = am...........
_, ,�  l+i +- ............ (II)
De(Il) k�-2_  __
M (l) (a+b) = ' -(a'b) _ ___ z _ l
En (l) ___-=l_i __2 _- l_i. .... (llIJ
ab_ _5a,......... ....,. .(V)
1 _ _+,._ ____2- I _ _ +,.
a _b
+g a ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' (_E_)_. (_v) Z_ _ I- i _ __. _ , ____ .. _._
_2 l+ i _2
a _ _5a
-5at8 a 3 3_

3o _o P____2_
3 Si __ ; _,_ _3 son tales que sus a F_Jos (o_an un
tn_ngulo equilátero y adem_s son las raíces
l a _ O _ _2 nO feSUlla Sef lma_lnarlO _UrO , , _ .
._. a x O
ri_l_m810 -- ,j+,j+ j
Hallar el argumento p_ncipal del complejo _;



t_N_ E1___1____ _2____( _g___________2 _____g ) _ _EDn__o_l_n_tcF_el_sq_6_+lo_d____s_+2_4_t_+p__q_dm3_+al__c2o+m_dp+_leldl__Naodoe_s2_la__u_n2_l__d___(ald)

lumbreras Editores A'

Re8olución: y_
Como los a F_Jos de ?_ ; _,_ ; _3 aI ser unidos rorman ! _,
un ljángulo equilá_ero y tienen el mismo
Z1

una circun Ferencia de radio igual al módulo, , , _ .n........ .,__ .-_-- -- .. ... ... .>i
X
COmO Se lndlca en la Fl_ura. _
. r f z_
Y_ _j
2g
_2 ;'_,.. , _,

; __ __ ., J
-- - - - .-__. --._ e a I__ e laCne fO e CUa fa OeS C=
-; X
; Por geomet_a el área del cuadrado
_
2t '', s 2f 2_ 4 2
; T�_  ^-__ m

_e la Flgura se deduce que
z _ +_2+_3 = O (Vef la radiCaCiÓn de COm_le_OS) ira0l8mg _1
2 2 2 si es una Fa_,2 se, t__
N_l +_2 + _3 = - _l_2 + "__73 +_2_3
real; calcular el valor de M.
. _ I m__ 6+ 19+ 22+ 30+ .....4g sumand
2
R_solución:
Como _ es la raíz séptima de la unidad entonces
itODl_m8 21 se tiene ue 7 __ _. , _
HallaF el área del lí ono re ular Fo_ado al _ 7_ __
unir los aF1jos de las ra_ces cua_as del complejo _ (__ _ )(_6+_5+_4+_3+_a+_+ _J-_o
_,_+___ ; _--_ -
Pero _rl
Resolución:
Sea z_ ; __ _ _3: _q las raíces cuartas de _;
entonces
q __6+_ +2+3 _ +5_
_ _ __ ' _3 _ _q ' __.._ a

O
Pero l___= _ + _ _l2 +_6+ I +_+_2+_3+_4+_'

4
_ __ _-22_Z3=_q=
6 2 3 4 5 s_ S

Además los arljos de ___ _, ; _J _ _9 se encuentran
- O
_ _ 4
enlaClfCUnefenCla eCenfO = ; nf-- ._.M=-_5
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cRAs_edsolu(c__o )__2_l l__gll_ _g_+_Tctw__l g _ARdee_m___ap/__bla___2_c_bant___ds_oe(_neon2a_b_?t_t)s_tec(no2estm_o_oo)psur_olu__eg2osena

CAPITUlO X_II N4_meroe comple_.

P__l__8 1_ Pra6l_m8 25
Dado el complejo _ de módulo 2 y argumento s_ e_ comple_o __ se deF_ne como;
0_ <O;n>. Hallar el argumento pjncipal de _-2.
Resolución_ , ___Sena + i_ _ i _Sena-i_
Se tr'ta de un __ob_eme _eomé"ico_ _oc e__o _o _sena _ i_ + i_sena -- __
ub_Camos en el _lano gausseano
Y tal que _ f IC; hallar _e(__)
Resolu�i6n:
Z-2) Z
- - - - - - - - - -- - - - - - - - - HacemoS

_'' i _,___2 a _ _sena + i_ _ a2 _ sena + i_

_'' _ b _ _sena _ i_m b2 _ sena - i_
,_ a _0
_ ' _ em_SOSa>_ena>i
(-2;o) X

a_bi (a-bi)2 (a2-b2)-2abi
e ObSenra Af_(__2) = 0+a N7 - _ _ _ �
atla+la-bl a2+b2
/ TC'
emaS a+=Tcta=
2 pero a2_b2 _ 2 __. a2+ba
_-0 0+_
_Af_?"2 --0+_=
2 2 -
Regresando a las variables originales
.'. Arg(_-2J_
2 , 2__2Sen2a+Cosaj
2Sena
Proalem81_
siendo ,__ - Sen atCOSa i
x= a+b Sena

y = aw + bW E_ comp_e_.o, es __meg_.na,_.
_=aW+bvv ; ab_O
_ 2 2 __ _e (_ )=O
X ty +2
aJCWaf_,Si =
ab
/n. P_Dl_m_26
De _as co,d;c_.ones Siendo _ un compleJo cuyo argumen_o es 0 que
_ __ a_+b_+2ab Verl FlCa
__ _2W+b_VV9+2abW __ a2v7+b2vv+2ab ? 2 ? 2 _
2 2 _ b2 w w _ _ w = 't _ = l dOnde Z eS el co_jUgadO de _
2=aW+ +a =a-W+-+a ; _?
Entonces
i' +_+_2 = a_( l +w+W) + b2( l +w+W) + 6ab Calcular H -- Tg0 + Ctg0

o o t __TC.__

m _+_+_'-_6ab 6 2

. 2 + _ +, 2 6 ab ie_o_ució

._. __ __--6 '
ab ab sea _,___?e_0__,__ _?ei8
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LDT_pv_a__do_4c_cl_g_vH__l__H__c____4gd4_r_T__ g_31o_oJ__o_t__2_ _t _ f _ _ __pr((occao0_(_cgss6ml(28+0_)(+c2lgls__4e_8n_6_)___)))J(c____(c_l___oc(_so(6_s_64)g__+o)+_(ltl_s)ss_eeen_n2n6l_o6g()o_)l(_) )

Lu m b reras Ed i tores Á

Reemplazando en la condición Reemplazando el valor de _
.g 2 _,.g _
Z e, + ? e
_,_g _,_o ' w'- __t_l' "l' l_
2e _e

i40 i40

,p,es,ndo enform,po,a, w(+) _ l +__ _, (__ +_,,) __ _l__,__
2 2
OS + lSen40 + OS4 _ l en4 =

_ 2Cos40 �  I
l
OsQ0= !/2 w ' _ _-"-l "I+ l =
2 2
= 600 V 40 =
0= l50 \J 0= 750

TC JC
erO 0 __ -;-
6 2
Hallar la Forma cartesiana del si_uienle complejo
Entonces nos quedamos con 0 = 750
OS l2'' + ISen I20 COS8_ + lSenYr
Cos0 Sen0 4 W"-
_Ue_O _ t_ + _ __+_= (Cos6^'+i Sen6') (Sen80'+jCos80''_)
Sen0 Cos0
Resolución:
_ senI2o _

proa_gmg 2J _ l _(Co580+i Sen8d) I ' '= _' '(Cas88^+i Sen880)

O ' O Il __ C ' O

_3i .ha_laF_____tal ue _?+w __ v? __ w _ sen8oo+ icos8oo=cosloo+ _

Resolución:
l _ _ = l - l +__' l _ 2 lue_o tenemos
_ __ . Il . _lI
Ue_O en a COn IClOn ls O. _568' _2 . Cis l36'
2 w_'_'' '
_+w l = ; 2 �  w -- Cjs660. Cjs lO^' Cjs 76^
(z+w)(_?+w) = Q

(_, +w)(?? _-w) _ 4
= 32_.Cis60'
EFectuando

_.?+_.w+w.?+w.w=4 __3,_ _1+__,. ___6 l+ .l
IN?l' + ?.w+w.? + Iwl' = 4 2 2

_ ?.w_w.z+4_O

,_'1ultiplicando por w5
_?_ _w _ a+w _v? _ 2+4w_, __ o ., P__lt_819
p__o _ ? l ' = 1 w' l ' = 4 SlmPl_fICar Y FePreSentar FaSOnalmente

_ _+zw+_-=O H l+Sen0+jCos0 n
= _ ; Vn?_,,___
. l +Sen0 _ iCos0
'z+ l_ _lt l
w __ _ _ _
2 2 Además j _ (o_,lJ

36O



A_H__c_(__(_(__+w_)_((_+(w)J_(_(___+ln))(J(_(_)+_nr_J)o)(1+_)(_)+J_vv)___ pDea Floo(ws(__(_v)(+(_w4v)(+)_)(_w_6)___(+w_ Nw)N__wt(__+)Jn(v)q()(w) () ))

CAPITULO Xlll Nu_me,os comp_e/_

Resolución: _ _ w 2 2 _ w y _ w _ _ w s __ w 2 f_ _ w 7
Recordando la división de complejos;
multj ljcamos dividimos or el co_u ado del -- W _ W _ W _ ..__.__
denominador Agrupando convenie nte mente
1 + seng + icos g l +seng +icosg ^ = W(' l) (w)(-v') ( I)(-w)
l _Sen0 _iCos0 l +Sen0+jCos0 se t_.
(_w)(-w)(-w) ..... = (- wJn

(3 +Sen0)_+2i l+Sen0 Cos0+i2Cos20 V
H_
_ _seng 2 _i2cos2g n VeC''

. _2Sen0(I +Sen0J_ 2i(1 +Sen0)Cos0 ^ ._. A = (-wJn
2(l _Sen0)

_ Sen0 f - l PfO_l_m_31
= (Sen0 + iCos0)'' si w t +_ l ; es una raíz n- gsima de la unidad,
Tc _g '' calcular _
- C_i -0 +_ Se_ --
2 _7 s __ n,+W+_5+.....+_'n l

__ cosn(n/2..$) + _senn(,/2 _g) ReS0_UCiÓn_
__ 'l) l

Multiplican_o por w obtenemos
_Cisn-_-0 s __
2 =_+W+W+'N___
Entonces
, TE
:.H=ClS _-0 (l+W)S=W+nr+ +W+..... "
2 _
+w)S = w(l+w+__+__J+.....+�í''  I
in
p____mg3g (l+w)S=w
-W
Hallar el valor m_s simple _e
__ _ ?_ JtJ _5 66 88 _)__ t 'r___

Reempla2ando se obtiene S = O
2nparéntesis
Adem_s w'=l
Re,o_u,;ón .. PrOal8m_ J1
2 M_feSaF Cada eCUaCi6n en léfminOS de laS
+WtW _
coorde nadas con_ugadas.
3k_c r
--_ a) _X+2y=
2 b)__+ 7
2_ _ Resoluctón:
8) Sea _ = x+yi __ = x-yi
ee mp lazando obte ne mo5
__ l+_22 _vv3 J +WS l+ 6 +W7 ?+_ ?_?
''' e One X='_;Y_-_
2 2i
2nparéntesis
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_bcp)un_p_Dc4nl(oe4__+mn((___y3o_)___2)3()+_____(_________3l__6x)3++)___y____l____l_\________2_+___ ___l5___t__6__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ (_) de__ ta_glq__(ue_ )______ _y_____t ____________q___2_t_t(______,__3_,_<l0___J3____y_______t____ p _oque

lu mb reras Ed itores Áfgebra

Reemplazando en 3x+2y = 5 completando cuadrados
3_N+_ +2__ _ _5

_ene Se obseNa que tenemos una circun Ferencia de
- centro Co = (4;0) y radio r=3
i+2J?+ 3i_2 ?=l Oi

z+??. _-?? Zoi''' ''''__,._
ea X__;y___ ,'''_
2 2i _j. 3 f,,'' ''''...
Reemplazando en _+y' = I6 '.i q (q.;) .
;'_ ,_;_ i. ' ...'_
2 2i ,., .....,
Simplir_candosetiene _._ = I6 DelaF_ uraseo_se_a ue? eselcom _e.
tiene mayor argumento en el primer cuadrante
Otra forma: de la condición

Factorizando el l^ miembro
(x+yi)(x-yi) = l6
., __x y,. Praal_m8J_
_ - Representar gráflcamente el conjunto de valores
Tendríamos ?.?=l6

Pf_Dl_m833 __,_2 ''
Dado una familia de números complejos que
Resolución
-_ _ ,_+_5. Sea ?=X+Y i
Reemplazando en el dato
seleccionar aquel que ten_a mayor argumento
fincipal e indica, su módulo. Tal _ue _? se _x - 2 +yi
encuentra en ef pfimef cuadrante. X t 2 +1i
Resolución: _ x 2 + _. < 3 x+2 + ._

t (x_2)2+ 2 <_ 3 (x t2)2+ 2
J _+ _5 _ (x_2)' + y'' s 9 l (x+2)''+y'' l

Luego haciendo _ = x-+yi
, J_+_5 Efectuando operaciones y compIetando
X+1l-3-= X+)Jl
i _t (X -3)'- + _I ~_ _'+y-'+ l5 __ __
.ones x+_ +y2, _
_'+_i'-8x+7= O

362



_a0_a0_o__l_ t+)(ga___l)le__ (__(n_)+z__)g+zz_nt_ +tga__o_ La__s_( z(_s_l_J_l)(+2 _((sl___3)l)J_t__t(_+__2sm_2_(__l+ _() _)_)

CAPiTUlOXl_l Nu_

Gra Flcando se tiene De la f_gura se obse_a que
st 32 __?__el_/3z__
_+-2+t=-2 '_-'l 3Nl
in/3
___'_,. Nl-3- '2-N3
.,__'' _ Dividiendo _'embro a miembro

_ ^2 Nl _ ^3 'l

''_ ?t'_3 22
5 o) J
O- -2_ _
.. '' EFectuando
,_i 2 + z2 _2
"' . _ I 2 '3 -___2 NIZ_ __ ___ 3

Pw_l___J_

Pra_l_m8 J_ s,Nmp_,Nr,c,,., s,b,,en,o m __ g
Dados r_._& _a,�R
talque j=O_l;2_......;(n_l) r_ m i
,n_ l;(n1)g ,g 2Elllaa _ e
_ .NN__re n" J=
Calcular __ _sen__ __ _sen_2n ,l (m _) sen2 m_1 n.
E __ a _e _n�+a  _' Ie i(n l7tJ+,...+a re _0+ m m m
Re8oluci6n
Tenemos Resoluctón
_e_n0+a r Iei(n l)0+ +a ,elO+a _o . / ,
l '' n l �  eX_feSlOn eS eqUlVa en_e a
Tomando conjugado miembro a miembro:
2_ _3 _.m-1
aof e ' ' 'alfn e' '_..'a,,._f' 'a, 'O ' ' ''' ' ' m-l
_e ln0 + a _ Iei(n I)0 +
'''''' TC TC TC 7T
+ a r e l_+a __ O en_N en_N en____. en m - _
" ' m m m m
.'. E_O

praa_gm8 3g LUe_O SimPli FlCandO POC PafteS
si __ ; _, ; _, __ _; _ep_esentan los véctices de un l) E" 'l ^Um'F^dO'_ ll"má_d^le N
t__nguIo equil_tero. Probar _ue N ._m ___ - m
_ +__ +___ + +__ - ''
'I N2 ^3-I_ 13 N2N3 2ln^
Resoluc_ón
_ Como m es múltiplo de 8; entonces
_Z2
_ _ esmúl_iplode4.
-^3 2

__a__ ____.^Q__m _._m _
1n-l ln-l

_
3 2J eneldenomi
_a _
23
D = Sen-n .Sen2__... Sen2(m _- IJ__
__ m m m
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_mtms____menmmm_(((__/e22()__s_(J2)n2_(_))(((_ls_/e Jseen/ss()Tc//J)rn3)__(_l(((/slleenc2(7c//)m_)2))))/ cRae_ls__cou___uacr__0o__+__n2F_2c___s2_er((2necccgg_g8(2gl2c__r__rc82gs22e)ng_s_c))s(_egntgy2)g2_c)s g(g)

Lumbreras Edi_oFes A' _gebra

Para e Ieclo pa_imos de la ecuación _r_Dlgmg 38
_m- l = O_ cuyas raíces son Dados
._2n .__
- l- _2( f) 2 2
'e lll _e ln N...e '^ _m r _ f_+r2+ ff OS -

_ero __ 10n
_n _ _ _ __n l+,m 2
N - N ' ' ''''' N r_Sen0( + r_Se_
n__+_n2+ ++_ ( _2n/m) 0__Arct__
- "''' _ - - _ - - e r_ Cos 0_ _ r2 Cos 0
1__m __e___r_n _..e_i(n_ l)y'nJ

si _,__l __ se t_ene i 03
3
_ i__Jm l_1Unt l_(m t71cJm
- _ - _.' - iO_ i0_
fle +r_e -
OmandO COnlU_adO

__ _ e i1._m _. 1__/I_1 . _e t_(n1 l)_m . /

_ _ ._e __n/_n l _e l4n/n) l _e i_(m l)__m _.
''' __ " r_ e ' ' rf(COS01 + iSen 0f)
Multiplicando miembro a miembro i 0
2 .
m_ =2( l -CoS 2_/m). 2( l-Cos4_/m) _2 = r__e = fj OS _7+ ISen 0__

,,, 2(l -COS 2(m- IJ_/m) _ ___ + __, _ (r,cosg_ + r,cos0,) +i ( C

f S e n 0_ + f7_ S e n 0__)
2_mt
- -COS 2_/m ' - OS4_/m Luego
... ( 1_Cos 2(m- lJ_/mJ _) z ( c o c �  ), ( )?
1 +_2 '_ f1 OS _'f?v OS _. _+ f_ Sen 01 'r__ Sen 0__ ^

__2___ _ 2s , 2s J2 2 2 2 7
- . _ en_m. en- _m = f_ OS _+ f_f2 OS ( OS 2tf2 OS- 2t
. 2_ Sen23_/m ... 2Sen_(m- I)_/m
2 2+ _ _l
-tf2 en ,_
___ rn l m I 2 2
__3 s 2 _ Sim_ti FICa_dO
en- _m... en rn- _m
2 2
= f_ +_2t Ff Os OS t e_ Sen
Exlrayendo raíz cuadrada y ordenendo
2 2
_m. e _m. e__m... = f_+f2t f_f OS - ,,,.......... a

m
e_(m'I)n/m�_  Entonces I_?f+_?2t=r3
m-l
r_ Sen 0_ + r2 Sen 0
Il) ar_(__+_2) '' afCt_
_ D = _m r_Cos0_ + r2Cos0,
_n I

^ af_ (_f+__ J = 03 i 0

_ i 0 i 03
m. De (l) y (ll) IenemOs f_e + r2e 2 _ r3e
In - IJ
_ _ .___ ... J _- i i 03
J
_o, eio__
I 2
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_2 Dond_e_N__l__(o_tl) ___ IT__l________5____3_2_(c_gol_)usa2lod_oaod+l_sen2ooo)J__5 cadas y

' '0'
fOblem_S _fO 0 UeStOS

1. Efectuar algebraica y gráflcamenEe las 5. Hallar alge_raica y gráF_camente el
operaciones indicadas. producto y cociente de:

l. (4+61')+(3_2i) I. (_2+2_i)(2_-2i)
IT. (5--3i)-(-3+iJ __ 4_-4i
lll' (-2t2i)_(-2--i) __i
TV. (4_-3i)+(_6_9i)
Donde i = _ 6. Hallar las potencias indicadas de los
números complejos siguientes ; expresando
los resultados en forma cartesiana.
. Escribir los siguientes números complejos
en forma polar. _ 2(cos 15o+__sen _5oJ6
I. 4 + 4i Tl. _4(cos2oo+isen2oo)l_
3 Jo
TI.3- i Ta_ _I __l_,
___._12_-12i 2 2 '_ v

. _ i 7 H,lla, _odas la, ,,,/ce, .,nd.,
V_ I2 ' 5i representar grár_camente.
Vl. _4i
T. (Cos l 350+ iSen l 350) '''

3. Escjbir los números complejos siguientes
en la forma cartesiana. lV. 2 _ 2 _ i

_. _(Cos45o + iSen45oJ 8. Calcular:
Il. l2(Cosl350 _ iSenI350) _ (_+2_. 6
III. 4(Cos l800 + iSenl800) T_ (2+_l)7+(2___)7
IV. 5_ !_ III. (l +2i)'- ( l _2i)'
V. I8Cis(750) 9 D,da _a ,.
(I +2i)x+ (3_5i)y �  I _3i, además (x,'y}L R
4. Efectuar las operaciones indicadas, Ha__a, __x_t e ___t_
expresando los resultados en farma '
binÓmlCa. A) x= l _, y=4
B)x�_l  ; y=4
I. _l6(Cosl50+iSenl50)IE2(Cos750 c) x_ 4 . y_ 5
+iSen750)l lI ' Il
II. 4Cisl30Cis(27)2Cis200 D) x Il . Il
aIa.5__.2_._ 4 ' 5
12(cos16o_isen_6o) E) x___4 . y__
3(Cos440 +iSen44')_2 (Cos62^+ i Sen62^) ] l l l l



_A) _2 ___ _B_)_2_l _((3ol__l))c) l ctalcular___elv_a(lord_e_____ y_ __)

Lu m b reras Ed i to res Á

'O' Si i--(O_l) _, s _ ___+__,.
HaIIarelvalorde ' -
4
E _ _+ (a +b)(a+bvv) (a+ bw2
(x- l - i) (x_ l + i) (x+ I + i) (x+ l _ i) Hallar E --
aw'+bw)(bw2+aw)

n) o B) _ c) 2
a B a_b c a+b
b a_b

Il. Dados N__ = (a;b) ; z, _ c+di donde D)a'_b3 E) a+b
(a;b;c;d) _ _ ; adem_s i = _. Averiguar
_cu_les deben ser las condiciones para que I_. Si _ = t (a _ Di)

elcociente _' seaimaginajopuro? _quéesigual_'a"bi ?
_z
A)a-Di B)a+Di C)-ß+ai
A) bc = ad g) ac+bd _- o DJ _-ai E) t (- ß+ai)
C)a+b= c+d
D) ab __ cd E) bd -_ ac l6. Si X+Yi = (S+ti)^ i n _ _ n {XiY;S;t)c_
(s '+ t ')"
__n x_+ 2
l2. Calcularelvalorde _' ;
_ _l-2

donde ''n'' es un enlero positivo. A7 l B) O CJ n
D)3 E) 2
_n _2_n+_
D) _2i EJ 2jn+l l1. Sl _ y 2' SOn dOS nÚmefOS C0m_le_OS;
u=__._'. Hallar:
I3. EFectuando _?+_?_ ,+?_
-U t_+U
2 2
--+-i j _ _,_ j
2 2 _'_^
JO -
l _
---'-l
2 2
D) 2 E) 8
seobtiene:
l 8. Si como resultado de e€ectuar una can_dad
Flnita de operaciones racionales (o sea
_l C l
SUmaf, festar, mUltl_lICar y dlvldlr) con los)
I /
-l E - nUmefOS X1 i X2 1 X3 _ _____ _
2 número u.
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_l9_ sDc B_l)))__2l (c(2 3)n_)t3nl_ _ ______ _ DA_))____2l___2n(_s_2___ _)l_+ 4w_ _+2_ynr__ +Et)__)_1_ + nr_twn _

CAPITULO XIl Números complejos

Calcular el _7alor de efectuar las mismas A 2 B 1
operaciones con los números conjugados 2_
_ ; _ -, ; j3 ; ..... ; x,
D)-2 E) --
Observación: û es opuesto de u 2

A) u B) Û C) U 22. calcul,, un ,,lo, de
DJ I_.u E) u.u'

_ _(a+_)__.a_(a) . (_)___ 3 _u tJ
determinar
_ __ _(_) + __ 4(2) + __ _(3) + + ___(n+12J
A)_i B)i C) l_i
Y n F_ N
+i

A) n+ 7+i B) n+ 7_2i C) n+5_2i
23. Si lN?+wl = l__wl
n+6+2i E)rl+8-2l
__ ; wec ; hallar _e(_w
20. Evaluar
__ i + 2i2 + 5i' + 8i' + ..... + (3n_- l )i" ' A) I B) O C)' l
J D) 2 E)_2
siendo i = (0;l) /'\ n = 4

2_. Si w_ I es una n __ raí__ de la unidad, calcular
A) -(n+l)i _, _uma

I
- n-l l
2

_ _ . (w_l)2
2
_ B) n w_
D) -_3n+ (2 _3n)j] 2n ( l +w)
2
2n+n_(_l -n7)
E) -c(-3__+ (3n"2) i;! (1 _w)'_

D)

_=Cosl20-iSenl20
_de m ,___+ I E)



_2___(1 __J ( _yJ __ _D))2_______(___) _2_ )_(2_2_lp_)_l__( Eu))ap_rtl)_l __ _

lu m b reras Ed i to res Á

25. ii w_ l es una raíz n _ésima primitiva de la 28. Sea ? e _ tal que cumple
unid_dyh�.N_coprimoconn;calcular  __?+_?o!, __a,. do_,de; _,o-_(a,.a) ., a ,_- _+.
_ _ + ___ + w____ + vv3)_ + + w(2_ _)h
''''' Calcular el argumento de _ cuya distancia
a la recta vertical que pasa porx= -_3a sea
A) I B) o c)__ míni
r_h h+ I

33 B) 37
26. Determinar si es ralso o verdadero las 2 2
siguientes proposiciones respecto al
número complejo: 127 O __3 O
5+_i 2 2
___ 3e_,/Je _J

29. Siendo a y ß dos raíces cúl}icas de (- i)_
_, _ - ( l - _)Y ( I ' _)''' calcular el valor de la expresi_n
4n i+aI_:_+i+ 2:3_+a_ :3___
II. Su argumento principal es - L -_
3 a_ß-'-i

IlI. Su argument_ es 7_/l2 Además a, ß son diferentes de i

IV. Su argumento es l6_/3 A 1
l B - C '
2
A) F_7FF B) vvFF cJ FEVv
D)vwv E)FFFv D)-i E) - -i
2

27. El módulo del cuadrado del producto de un
número complejo _ por su conjugada es 30. DadO un compleJo ?; tal que
igual a l 6 y és te valor coincide con e l radio iRe(_) x Im(_) _, Arg(N_) F k_/2 ; k c_:' Z.
de la circun(erencia con centro en el calcular e_ Fesu_tado de e(ect
origen, sabiendo que una de sus raíces de
; + ,_
orden Cuatro de un número complejO w Se N _ !
encuentra sobfe ésta además una de sus 2 t l,? _
raíces tiene como argumento el valor de
_/12 radianes. Indicafetvalorprinci palde SablendO qUe eS Un nÚmefO lma_lnarlO
la Faíz de orden 3 de dicho número ßUrO_
complejow.
A) i B)_i C) 2
3 B3 . 3 D)-2 E)AóB
ClS1T/

c) 3_ cis_/6 3l. Reducir el si_uiente número compleJo;
_+i___i_ -3 3
3-_ Ei __s_ ^_-_i-<-a<--
_ i _i
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_AluDgn))l _ _ _J__ )) D)_ef___r_ 1 f(___) ) _

CAPITULO Xll _umg,o,; comple_

2a B 2a c a Calcular v!
3 3 3

4a E) 4a _ __ i-
- i A l B Sen- C) COS-
nt n

D)np E) 2
32. Hallar el argumento del complejo
Z=iV
. DadO
siendo "w'' una raíz cúbica no real de la
_dad ( ) x+i
N X+Yl =_ _ (X_y)c
1 -yi
_ B 3n c n
- - - SenalarUnValOrde
2 _ 4
Además i_=_l
3n
- En
2
A) i BJ _ l C) O
__ E 3i
33. Una de las raíces de orden 4 de un número
complejo de módulo l6; tiene argumento
. ua_ a 7, /12 _nd._ca, _a ra_,z 37. Determinar la grár_ca de
correspondiente al mayor argumento H = {z e _ / l iR e(5) + lm(zJ l _ 2 _
ßOSitiVO_ O <_ arg(_?) <_ n/2}

A) 2cis( I9n/l2) BJ 2cis(3_/2J
c) 2cis(13n/2) A) Y B) Y
D) 2cis(17_/l2J E) Qcis(3_/2) 2 2

34. De todos los complejos ''_'' que cumplan:
2 x 2 x
t ? +3 l _2 ; O < arg(2) <2_
Seleccionar el que tenga mayor y menor C) Y
argumento y dar como respuesta la suma 2
de sus partes imaginarias.

AJ4 B)O C)_2 2 x
D)2 E) -4 D) y E) y
2 --
35. Si
�P
___+n_ ._.. ', x 2x

k_
n
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_E_)fge(s_)u_nap_af_a_b_ol_a _c_l ol _ __ g6 _s Al_l)o2ospu\nctosp ByJp_ll_s3on_al Fotesmlav FcallJ(_o1)mospf__ddme_e) _

lu mbreras Ed itores

38' Dete_inar la verdad o False da d d e l a s q 2. S i m p I i n 1 c a r
s iguientes a F_rmaciones:

(Cos0_; Sen0_)(Cos02 ;Sen0 2J....(Cos0_, ;Sen0 n J
l. ___O;__ _l_larg(_)1 _ c o s ( __ _+ + _ ). s e n ( _ _ 8 _ + g ) _
!__I ' 2 '''' " ' ' ' ''' " _

lI _?+7.2+l? ? 2_2(1_!2+_? 2) A)o B J_ c )_ _
' Nl _i '_l _ - _l_ __
_ ?, ; _2 ? _ D) Cos"0n + Sen^0ni E) i

EII. i,e_'l = l _x _ R _3' Dados: p m ? __ Reducir2 m

' c _ g l p _ it I
A)F_ B)_ C)V_ e . _
D)NV E)wF P'

39. Un número complejo y su conjugado son
tales que _ ._ + 2__ l2 + Qi D) m E)
_
? f -;7c. aCUaC! ___
2 Q4. Sj m e _8,,L_''' _ _ m > _ 2, h a l l

_ 2, , _ ,2
A) 2_ B) 4_ c) 2 _ iCt__. t__'Ct__,_ _Ct__
m 2 m 2 m 2 m
D) 3_ EJ 3_

_o. lnd_care_luga,geometr;,opa,, A) 2 8J-2 C) l
_, ; ?, ; _?f_ talque: D)'l E) O

_'__ 4_. DemOStraf
af_ =
'2__1
l. Re(_ ,_2) =Re(_ _ )Re(__2) __m(_, }_m(_? 2)
A) es una ci Fcunferencia II_ _m(_ __2) = &e (Z _ }Im (Z __) +_m ( Z _) R e ( _ _ _.)
B) es una elipse tal que _ _; _ _ J _- _
C) esunahipérbole
D) esunarecta
/ '' l 2, i ? _ . �  t a q U e _ Z J + _ 7 7 _ _ ? 1 " _ _ . t
_l. si los com l_os __ ,_ __ ,_ _? N, __ son las entOnCeS :
vertices del cuadrilátero ABCD. Dicho
cuad_látero es un paralelogr_mo si: A) (z, /___) e s u n i m a g i n a
B) Z_'_2 RS Un ima_inarlO _uro
A)?_ +_2+_, +_4 =O _ _. _
? + _ _? ? __S'_?2 e' 'OmP RJO
_I N2 _3 N_
2 +,2 +,2 +,2 o _ TE
_t N'l _3 __= m
D) __, - _2 _ _3+ ___ o 2
3 _3+T3+ 3
^t '_ _ i- E) A v D

37O
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